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Einige Sätze aus der Analysis situs Riemann'scher Flächen. 

Von 
• 'e 

Dr. J. THOMAE, 
Docent an der Universitltt Halle. 

(Hierzu Tafel V , Figur 1 bis 3.) 

In seiner 'rheorie der Ab 01' sehen Functionen bat Ri e man n die 
Sätze der Analysis situs, welche fUr Untersuchungen algebrltlscher Func­
tionen und deren Integrale wichtig sind, gegeben. Wir wollen hier, um 
diese Theorie zugänglicher zu machen, jene Sätze etwas umständlicher her­
leiten, die Relation zwischen den Querschnitten und Verzweigungspunkten, 
welche RielUann mit Anwendung des DiJ;ichle.t'schen Pl'incips :finc1et, 
geometrisch nachweisen· und durun Untersuchungen übel' die möglicl1en 
Lagen kanonischer Querschnittnetze knüpfen. 

Bei der Betrachtung. der Fllnctionen einer reellen Veränderlichen 
stösst man in Bezug auf ihren Verlauf auf Eigenschaften, durch welche 
sehr einfache Functionen,die man für einander verwandt halten muss, weit 
von einander getrennt werden. So gieht es für eine ganze Function 
/lten Grades zuweilen,n, zuweilen weniger Wertbe der Veränderlichen, für 
welche die J!,'unction Null wird. Diese Trennung zu vermeiden, hat man 
in das Zahlengebiet ideale Grössen eingeführt, welche eben Das leisten, 
jene ganzen F.unctionen unter einem Gesicbtspunkte zn vereinigen. Histo­
risch sind die Functionen zweiten Grades der Anlass hierzu gewesen; aber 
es 1st in der Folge gezeigt worden, dass diese idealen Gebilc1e ,die man 
complexe Zahlen genannt hat, nicht blos hinreichen, die angeführten Eigen­
schaften ganzel' Fllnctionen l1;uszugleichen, sondern auch noch viel weiter 
hinaus befriedigende Aufschlüsse über den Verlauf der Functionen zu 
geben, 
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Die 'Untm'suchungen übel' den Verlauf der Functionen einer complex . en 
Val'iabeln werden am meisten unterstützt dnl'ch die graphische Darstellung 
der complexen Zahlen, welche Ga n s s erfunden hat. We,gen der zwei. 
fachen JYlannichfaltigkeit beuutzt er räumliche Gebilde· von eben so viel. 
facher Mannichfaltigkeit, von zwei Dimensionen, nämlich die Ebene. Wir 
denken uns nach Gallss's V?rgange in einer Ebene iu jedem Punkte {Ue 
JVlaasszahlen der Entfernungen von einem reehtwinkligen Axenpaare auf. 
getragen und lassen die Entfel'nuüg von der einen (der x-Axe) den imagi. 
nären, von der anderen (der y-Axe) den reellen Theil einer Zahl Z=a:+yi 
bilden. Der Punkt als ':I.'räger einer Zahl ist nach und nach so mit der . 

. selben verwachsen, dass Punkt und Zahl im Sprachgebrauche mit einander 
vel'\vechselt werden. Diese Anschauung schafft gleichzeitig eine bequeme, 
fassliche Terminologie. Die Lage der Punkte als 'l'rägel' der Zahlen 
spielt eiue wesentliche Rolle in der Analysis; durch sie muss z. B. der Be­
griff grösser oder kleiner ersetzt werden, der für complexe Zahlen keine 
eigentliche Bedeutung hat. Für solche Beziehungen hat man eine be. 
sondere Disciplin, die Analysis situs erfunden, in welcher Sätze anscball, 
lieb und einfach enviesen werden, welche reiu analytisch oft fernliegende 

. transcendente HUlfsmittel erfordern. 
Eine Fnnction von z = a; + yi, welche in einem bestimmten Gl'össen. 

gebiete betrachtet wird, kann so eine Function eines Flächenstücks heissen. 
vVenn die Function für jeden Punkt d~s betrachteten Stückes nur einen 
Werth hat, so. heisst sie uort einwerthig, im anderen Falle mehrwerthig. 
Denkt rnan sich die Werthe einer solchen li'unction, welche selbst complen 
Zahlen sind, in einer anderen Ebene art.f'geh'agen, so erhält man eine Ab· 
bildung, oder Abbildungen der ersten Ebene, und zwar, wie Gans s ger.eigt 
llat, solche, dass die entsprechenden Figuren in den kleinsten Theilen 
einander ähnlich sind, ausgonommen iu einzelnen Punkten. 

Ca 11 c h y verdanken wir den wichtigen Satz, dass das Integral einer 
l!~unction von x +yi auch eine complexe lJ'unction der oberen Grenze x+lIi 
sei. Dies würde nicht der lJ'all sein, wenn ein Integral auf jedem anderen 
Integrationswege zwischel'J. zwei Punkten einen anderen WOl'th erlangte. 
Es ist aber die Integratiou eine Hauptquelle zur Erlangung neuer Fnnc· 
tionen, und es war daher nöthig, diesen wichtigen Satz zu finden. Cauchy 
zeigte, dass das Integral einer Punction von a; + y i genommen über eine 
geschlossene Curve der Ebene Null sei, wenn innerhalb derselben die 
Fl1l1ction endlich und eimverthig 113t. Das· heisst, das StUck. darf keinen 
(singulären) Punkt enthalten, um welchen herum die l!'unction neue Werthe 
erlangt, wenn die Variable auf einem geschlossenen Wege um ihn geflihrt 
wh-cl. Enthält das Stück keinen solchen singulären Pnnkt, so ist sie dort 
einwerthig, wie man ntlch die Variable darinhernmführen mag. 

Bei der Untersltchung de1' Integrale complexer Functionen gelangt 
man ol'dnungsmiissig von denen der rationalen, welche nur eine neue Trans· 
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deu te dellLogarithmos, liefern, zn denen, welc116 vV lll'Z eIn algebraischer en , . 
G1eicbungen unter dem Integ'l'alzeichen enthalten. Bei diesen bilde 
gerade die lVlehrwerthigkeit einen wesentl~chen Bestancltheil und ein 
Hinderniss in der BelJanc11ung. Dem hat R 1 e man n dadurch abgeholfen, 
dass er für algebl'aische Functionen eine neue Vorstellung schuf, indem er 
sie auf Fläcbengebilde bezieht, in welchen sie als einwel'tllige betrachtet 
werden können. Die Ebene, welche der Träger der Zahlen z = x + y i 
'st beisse die z-Ebene, s sei die Wurzel einer algebraischeLl Gleichung 
I I . 
zwischen sund z. Dann giebt es für jeden Werth von z, ausgenommen in 
einzelnen Punkten, gleichviele Werthe von s, etwa n an Zabl. Wir neh­
men nun mit Riemann an, dass zu jedem dieser vVerthe von sein 
anderer tiber der z-Ebene gelegener Punkt gehöre, deren orthogonale Pro­
jeßtionen zusammenfallen. Indem wir dies für jeden Punkt ausführen, 
gelangen wir zu n itbel'all übel' der z - Ebene ausgebreiteten BHUtern. 
Diese n Blätter sind eine in den kleinsten 'rh eilen ähnliclle Abbildung der 
Ebene, auf welcher die Werthe von 8 aufgetragen sind. Jedem Punkt 
des Systems entspricht ein und 11ur ein Punkt der s - Ebene. 

Wirstellen uns nundieEbeneals eine geschlossene Fläche vor,etwa a1s 
Kugel mit unendlich grossem Radius, so dass· sie einen unendlich fernen 
Punkt enthält. Ein System VO'll n BHittern wird dann vorgestellt ,werden· 
mUssen als nunendlich grosse in einander liegende I{ugeln mit n unend­
lich fernen Punkten. 

Es kann. das System zunächst der Al't sein, dass die Blätter ohne 
jedweden Zusammenhang sind, so dass ein Punkt, welcher sich in einem ~der 
BIlttter beliebig bew~gt, stets in demselben bleibt. Solche Systelue jedoch, 
welche entweder ganz oder tbeilweise unverbunden sind, werden als von 
geringer Bedeutung hier ausgeschlossen. Wir nehmen daher an, dass ein 
Punkt, der sich um einen gewissen Punkt, einen Verzweigungspunkt herum 
bewegt, aus einem Blatt in ein anderes gelange. Die algebraische n wel'thige 
Fnnction s gelangt, wie P 11. iss e ux ausfttbrIichgezeigt hat, wenn man die 
Varia.ble z um einen solchen Punkt bewegt, den wir frühel' in der Ebene 
eillen singulären Punkt nannten, zu einem anderen 1Vel'the, wenn die 
Vm'iable ihren ul'sprünglicheu wieder hat. Ebenso muss anch der Punkt. 
zn einem andel'en Punkte des Systems gelangen, weil wir annahmen, dass 
jedem anderenWerth,e 'von s ein anderer des Systems entspräche. Wenn 
die algebraische l!-'unction bei einem zweiten Umgange der Varinheln um 
den Verzweigungspunkt denselben Werth wieder annimmt, so muss auch 
der Punkt im System seine erste Lage wieder edmltcn. In diesem Palle 
heisst der Punkt ein einfachEn'Verzweignngspunkt. Befindet sich im 
zweiten Blatte ein eben solcher Verzweigungspuukt, der dieses mit einem 
dritten verbindet, so kann durch Umgehung eines Systemstückes , dessen 
Projection in der z-Ebene beide Punkte enthält, ein Punkt bei einem ersten 
Umgange in ein zweites, beim folgenden in ein drittes Blatt und dann erst 
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zuriick gelangen. NäbeTt man die beideu Punkte einauder, bis sie 2\1. 

sammenfallen, so enthält die Projection eines Flächenstücks beide Pnnkte, 
wenn sie einen enthält, und man muss nun der Reihe nach in drei Blittter 
oder wenn mehr solche Punkte in iihnlicber Weise zusammf'allen, durch Um: 
gänge um denselben in mehl' Blätter gelangen. Ein solcher Punkt heisst ein 
mehrfacher Verzweigung'spunkt und el' leistet genau dasselbe, was mehrere 
einfache Vel'zweigungspunkte leisten. Ebenso können algebraische Fune­
tionen :um gewisse Punkte herum ßl'st, nach ,mehreren UIng'ängen der 

'111> __ 

Variabeln ihren ersten vVerth wieder eJ'langen, z. B. j/z im Punkte z=o, 
vVenu aber zwei Verzweigungspuukte zusallunenfallen t welche dieselben 
Blätter verbinden, so führt uns ein Umgang um beide immer zum Ursprunge 
zurttck, die beiden Verzweigungspunkte haben sich aufgehoben. Ein sieh 
Aufheben kann offenbar immer nnr zwischen einer geraden Anzahl von 
Verzweigungspllukten . stattfin den. \iV ir fUhren nun von allen wirklichen 
Verzweigungspunkten Linien nach n übereinander liegenden, sich decken­
den Punkten des Systems, und nehmen an, dass längs einer solchen Linie 
ein Blatt mit einem anderen zusammenhänge, d, h. dass man durch Ueber­
schreitung einer derselben aus einem Blatte in ein anderes gelange. Führt 
man nämlich einen Punkt einmal über die Linie, und ein audel-mal um 
den zugehörenden Punkt herum nach einem festen Punkte, >10 bilden beide 
'Yega zusammen einen Umgang um den Verzweigungspunkt, und mtissen 
daher zu verschiedenen Punkten des Systems fithl'en. Zu jedem Unserer 
Verzweigungspunkte ku_nl1 man in del' Nähe des Endpunkts und auf !ler 
zugehörigen Linie einen gleichartigen annehmen; .. lässt man dann alle 
jene Punkte in einem Punkte (Knotenpunkt) zusammenfallen, so wird !las 
System in Nichts geändert; da wir nun den Knotenpunkt willkürlich wiihl· 
ten, so kann man ihn so bestimmen, dass dort keine Verzweigung (um ihn 
herum) stattfindet. In diesem J!'alle müssen alle jene Verzwcigllngspl1ukte 
sich aufheben. Hieraus folgt, dass in einer geschlossenen (begrenzlIngs< 
losen) li'liiche die A.nzahl allei' Vel'z\veignngspunkte gerade sein mnss, 
wenn man die mellrfachen so vielen ei~fachen gleichsetzt, als so1cl1e das­
selbe leisten. 

Die von uns angegebene A.rt, Linien zu ziehen, ist immer ausfübrbar 
und gewährt ein festes Bild. Was die VOl'stelIung anbetrifft, so nimmt 
R i e man n eben an, dass längs der Linien Verzweigung stattfinde, dass die 
Blätter in einandcl' und durch einander hindurch verwachsen seien, Die 
Verzweigungspunkte erscheinen dann als Schranben mit in I'dch znriick, 
laufenden. Windungen. 'Vir können aber auch die Linien als hlose Grenz­
marken oder Brticken ansehen, übet' welche wir nur vermittels des Willens 
in ein anderes Blatt ge1angen<. Die Verzwcigungspnnkte sind dam, Nichts, 
als die Endpunkte jener Bl'llcken. 

Zuerst sind die algebraischen Functionen wirklich der Gruml dieser 
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FliiCllßnhildllug gewesen; hernach hat jedoch. R i e man n die Fliichen 
frUhel' COllstruirt, und dann nachgewiessen, dass zU jedem Systeme eine 
(llasse algebraischer Fnnctionen gehöre, (He einwerthig in ihr sind. 

}'Ur die Ebene gHt nun die fUr den 0 an chy' sehen Satz wichtige Be­
ziehung, dass jede geschlossene Curve ein Stück vollständig ans ihr 
11erallS schneidet. Wenn daher jener Satz verlangt, dass die hehandelte 
Fnnction innerhalb der geschlossenen Ourve endlich und einwerthig sein 
soll, so entsteht kallm ein Zweifel über den Sinn des Innerhalb. Es bleibt 
zwar noch zu wählen zwiscben demTheiIe, der den unendlich fm'nen Punkt 
enthält und dem ,welcher ihn ansschliesst; aber das Wort ist bezeichnend 
genug, um den zweiten Sinn dal'in finden zu lassen. 

Diese Eigenschaft 'haben die algebraischen Flächen keineswegs ,und 
es hat Ri e m an n diejenigen FHichen einfach zusammenhängend· genannt, 
welche die Eigenschaft der Ebene haben, von jeder geschlossenen Ourvo 
lIerstuckelt zn werden. }\t[ehrfach zusamm.cnhängende aber nennt er solche, 
in welchen, wie etwlt auf derOberfJäche eines Ringes, Quel'schnitte gezogen 
werden können, 'welche die J:'Hiche nicht zerstückeln. Unter ,einem Quer­
schnitte aber verstehen wir eine Linie, welche zwei Punkte der Begren­
znng verbindet, oder, wenn die Fläche eine geschlossene ist, eine in sich 
zurücklaufende, sich selbst aber oder die Begrenzung niemals schneidende 
Linie. Die algebraischen Flächen sind llllll freilich andel'm' Natur, als 
die Oberfläche ein~s Ringes; aber die Sätze Über den Zusammenhang gelten 
ganz allgemein. 

Die erste Forderung an eine einfach zusammenhängende Fläche ist 
die, dass sie wirklich zusammenhänge, nicht ans getrennten StUcken be­
stehe, wie etwa das el'wähnte System von n Blättern ohne Verzweigungs­
punkte, und eine erste Folgerung ist die, dass die Begrenzung derselben 
aus einem Stück bestehe. Im anderen Falle können wir zwei Punkte del' 
verschiedenen Begt'cnzungsstiicke mit ein~nder durch einen Querschnitt 
verbinden und dieser wird elie Fläche nicht zel'stli.ckeln. Denn man 
kann nun von einem zum anderen Ufer des Qnerschnittes dadurch gelangen, 
daas man sich längs der Begrenzung fortbewegt, weil die einzelnen Be­
grenznngsstücke in sich zusammenhängen. 

Stossen zwei einfach zusammenhängende Flächen so an einander, dass 
sie entweder die ganze Begrenzung odel' einen continuirlichen Thei! 
derselben gemein haben, so bilden· sie zusammen nach Anfhe bung der 
gemeinsamen Begrenzung eine einfach zusammenhängende Fläche. 

Wird die Fläche T durch einen Querschnitt ~ in eine einfach zllsam­
menbängende T' vorwandelt , so heisst sie zweifach zusammenhiingend, 
und sie wird durch jeden möglichen Qnerschnitt a, clerT nicht zerstückelt, 
in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Denn· der Querschnitt a 
zerstückelt T' in mehrere einfach zusammenhängende Stücke; hebt man 
(I auf, so stossen solche Stücke längs eines continuirlichen Theilsihl'er Be-
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g'l'enzung an einander, die entstehende Fläche T" ist einfach zusammen_ 
hängend. 

Gieht es in einer mehrfach zusammenhbingenden l!'läche irgend eineunicht 
zerstückelnden Querschnitt, welcher zwei Punkte der Begrenzungen G und 
(h (die auch dieselben sein können) m.it einander verbindet, so kann !Unn 
nuch einen eben solch('n Querschnitt VOll einern beliebigen Punkt von G 

nach einem beliebigen von GJ führen; denn man kann einmal den 'l'heil 
von G zwischen dem Anf'angspllnkte des Querschnitts und dem gegebenen 
Punkte zum Querschnitt hinzunehmen, oder man kann auch, an statt den 
Querschnitt in G einmünden zu lassen, ihn in endlichel' Entfernung etwa 
parallel mit G bis zu jenem Punkte hinführen und dort erst auslaufen lassen, 
wobe~ die Parallele so zu ziehen ist, dass zwischen ihr und G ein einfach 
zusammenhängender Flächenstreifen liegt. 

Wird eine· Fläche T durch einen Querschnitt " in eine n - fach zu­

sammenl1nngende T' verwandelt, so heisst sie n + l-fach zusammenhängend 
und sie wird durch jeden in ihr möglichen, T nicht zerstückeluden Quer­
schnitt Cl in - eine n-fach zusammenhängende T" verwandelt. Um den 
Schluss von. n auf n + 1 anzllwendeu, setzen. wir voraus, der Satz sei für 
eine n-fach zusammenhängende Fläche völlig erwiesen. 

Wenn die Querschnitte 0; und ct keinen Punkt mit einander gemein 
haben, so können wir sie durch einen Querschnitt c verbinden, was immer 
als geschehen angenommen wird, wenn sie nicht schon durch die Begl'en­
zungvon Tmit einander verbunden sind; es ist dann Cl + c ein nichtzel'stiickelu­
der Qucrschnit in T' und o;+c ein eben solcher Querschnitt in T", weil eine 
Linie c, die getrennte Begrenznngsstiicke verbindet, nach dem Frtiheren eine 
Fläche nicht zerstückelt, Wenn (~ und 0; (und c) kein StUck der Fläche 

. völlig begrenzen, so wird die n - fach zusammenhäng'ende Fläche T' durch 

a in eine n -I-fach· zusammenhängende P zerschnitten. Da 1''' durch CI 

in P zerlegt wird, so ist T" n - fach zusammenhängend w. s. e. w. 'Wenn 
(((und c) T' zerstückelt, so kann es einen Querschnitt ß geben, der weder 
T' noch T" zerstiickelt. Dann kann erst ß den Querschnitt a, darauf« 
den Querschnitt ß ersetzen, Einen solchen Querschnitt ß giebt es aber 
jedesmal, so lange eins der Stlicke mehrfach zusammenhängend ist. Wenn 
aber keins der Stücke mehrfach zusammenhängend ist, so können wir von« 
clipjenigen StUcke tilgen, zu 'deren beiden Ufern verschiedene einfach 
zusammenhängende Stücke der Fläche sich ausbreiten. Der Rest von a und 
der Querschnitt azerscbneiden dann T in eine einfach zusammenhängende 
Fläche Q. Die einzelnen StUcke von a bilden daher n - 1 Querschnitte, weil 

T' durch jedwede n-1 Querschnitte, ahel' auch nur durch so viel, in eine 
einfach zusammenhängende Fläche zerlegt wird. rrilgen wir aber nun 
statt jener Stücke von a diejenigen von", welche mit ihnen Stüoke der 
Fläche völlig begrenzen. so werden von der einfach zusammenhängenden 
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Fläche Q hier einfach zusammenhängende StUcke abgeschnitten und dort 
län seines continuil'lichen Theqes ihreI' Begrenzung angefUgt. Die Reste 

g N bi1clen aber (weil sie mit den Resten von Cl in Q gleichviel Anfangs­von .. 
und Endpunkte und gleichviel Punkte auf deI' Begrenzung von T haben 
11- 1 Quel:sclmitte. Es wird also T' durch n -1 Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende Fläche verwandelt und ist daher .n-fach zu­

sammenhängend, w. z. e.w. 
Flächen, welche längs einer Linie sich spalten, können unberücksich­

tigt bleiben, weil sie einen unendlich' grossen Zusammenhang haben. 
Z. B, wenn auf einel' Ebene irgendwo ein Halbkegel aufsitzt, so sind alle 
grosstenKreise durch einen Ptlnkt, wenn man sie in der Ebene durch 
Gel'lltle, welche durch einen Punkt gehen, verbindet, nicht zel'stUckelnde 

Querschnitte. . 
Ansser diesem Falle gehört aber zu jeder Fläche eine ganz bestimmte 

Anzahl von Quersclmitten. Fitr eine geschlossene (begrenzungslose) 
Fläche ist diese Anzahl gerade, was wir nur für eine bestimmte Al,t von 
Querschnitten beweisen, da es wegen der Unveränderlichkeit diesel' Zahl 
dann für alle Arten gilt . 

. Ein einzelner Querschnitt, der in unserem Fall in sich zurückläuft, 
kann eine geschlossene J!'läche nicht in eine einfach zusammenhängende 
verwandeln, weil seine beiden Ufer zwei getrennte Begrenzungsstücke 
bilden, Eine Verbindungslinie der beiden Ufer bringt die ganze Be­
grenzung in einen einzigen Zusammenhang. Die ]J'läche kann nun einfach 
zusammenhängend sein. Einen dritten Quel'schnitt, wenn noch einermög­
lich ist, kann man so· ziehen, dass er von einem P:unkte des früheren aus­
geht und in sich zurückläuft,· Dadurch wird die Begrenzung irgendwo 
geöffnet, das eine Ufer des neuen Querschnitts eingeschaltet, das andere 
bildet ein getl'enntes Begrenzungsstück ; es ist daher noch ein vierter 
Querschnitt möglich u. s; f. 

Es findet nun, wie Riemann angiebt, bei einer einfach zusammen­
hängenden, über einen endlichenrl'heil der z-Ebene ausgebreiteten Fläche 
zwischen der Anzahl ihrer einfachen Verzweigungspl1nkte und del.' Anzahl der 

. Umdrel1Uugen, welche die Richtl1ugihl'er Begl'enzungslinie macht, die Relation 
statt, dass die letztere um eine Einlleit gl'össer ist, als die ertere, und aus 
dieser ergiebt sich fUr eine meIn'fach zusammenhängende Fläche eine 
Relation zwischen diesen Anzahlen. und der Anzahl der Querschnitte, 
welche sie in eine einfach zusammenhängende verwandelt . 

. Den letzten Theil dieses Satzes, den wir geometrisch nachweisen, hat 
Riemann mit Hülfe einer logarithmischen Transcendenten erwiesen. 

Von dem vertikalen Abstande der Blätter einer über die z-Ebene aus­
gebreiteten Fläche können wir absehen, wir stellen uns dieselben als 
einander sehr ~ahe vor, mUssen jedoch in Betracht ziehen, dass eine Ver­
zweigung der BHitt.er auch um Löcher hel'um stattfinden kann, 



368 Einige Sätze aus der Analysis situs Riemalln'scher Flächen. 

Wenn Jemand auf der Begrenzung eines Flächenstückes fortschreitet 
das Gesicht. in der Bewegungsrichtung , so sagt mall., er durchlaufe di~ 
Begrenzung in positiver Richtung, wenn die anstossende Fläche immer 
zur Linken bleibt; und wenn Jemand um einen Kreis herurngegangen ist, 
so sagen wir, er habe. eine ganze positive Umdrehung seiuer RichtunO' 

b 
ausgeführt. 

Das betrachtete Plächellstitck besteht nun aus mehreren Bllittel'l1, 
jedes vielleicht mit anderen Grenzen. Diese BHitter setzen sich um die 
Verzweigungspunkte oder Löch~r herum in einander fort. Dass Blätter 
am Rande· dieser Löcher 0 der der Grenzen) wie etwa die platt gedrUckte 
Oberfläche eines Riüges, zusammenhängen) wollen wir der Einfachheit 
wegen vermeiden. 

B~tracbten wir nun ein einzelnes Blatt der Fläche, so hat es etwa 

folgende Gestalt: Um die Verzweigungspunlde herum ziehen wir Kreise k 
und verbiuden einen Punkt derselben mit der Begrenzung, wa~ auf mehrere 
Arten geschehen kann. Die Linie l ('I'af. V, Fig. 1), welche anzeigt, dass 
das Blatt sich Htngs derselben in ein anderes fortsetzt) welche aber hier 
nnr einen 'I'heil der Begrenznng bildet, kann entweder an die äussere Be­
grenzung s wie 11 odel' zu einem Loche wie l2 geführt werden, oder es 
kann eine frühere Linie. 1 als Begrenzung angesehen werden, so dass 14, in la 

einläuft und den Schnittpunkt eine Linie;t mit der iibrigen Begrenzung 
verbindet. Ebenso lassen sich Löcher durch Linien mit der übrigen Be· 
grenzung verbinden (welche Verbindungslinien ebenfalls. einen Ort der 
Verzweigung angeben können); endlich kann eine Linie, wie in der 
Figur E, gleichsam als ,eine Spitze der äusseren Begrenzung ins Innere 
hineinragen .. Alle jene Linien aber sollen sich unter sich oder mit der 
vorhandenen Begrenzung nicht schneiden, und alle zusammen als die Be­

grenzung eIes Flächenstiicks S angesehen werden. Wie man sieht, ist· 
dann in S jeder Querschnitt ein zerstückelnder, also S einfach zusammen­
hängend. 

Die Umdrehung, welche die Richtung"- der äusseren Grenze s macht, 
ist offenbar eine ganze positive. Eine beliebig in S liegende Linie, die 
beiderseits begrenzt ist, ändert ihre Richtung so, dass sich die Aenderungen 
auf beiden Ufern gegenseitig aufheben; aber. in ihren Endpunkten maeht 
die Richtung zusal1unen eine ganze negative Umdrehung, ,weil sie von 
linkB nach rechts vor sich geht, wenn die Linie 1 in positiver Riclltung 
durchlaufen wird. Hieran wird Nichts geä.ndert, wenn wir an einem End­
punkte einen Kreis oder ein Loch anfügen, weil von der Linie zum Kreise 
und vom, Kreise zur Liniegonall eine halbe positive, auf dem Kreise oder 
l:"oche aber eine ganze negative Umdrehung gemacht wird. Von der Be· 
grenzung zu eiuer Linie E oeler Ä, VOn dieser zur Begrenzung s wird in 
Summa eine halbe positive Umdrehung. gemacht, so das;; der gesummte 
Einfluss einer Linie E, oder einer Linie }. oder 1. mit einem Kreise oder 

. .. . 

j 
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Ladle in Bezug auf die Anzahl der Umdrehungen Nun ist, und irgend ein. 
solcher Thai! der Begrenzung sc11adlos aufgehoben werden kann. Da 
S keinen Verzweigungspullkt enthält und die Richtung von s eine ganze 
Umdrehung macht, BO ist die letztere Zahl wirklich um Eins grösser, als 

die der Verz\veigungspunkte. 

Fugen wir hiel'an ein zweites Blatt, so mU.ssen in diesem die Linien l~ 
längs welcher es mit dem ersten zusammenhängt, sich decken, soweit über· 
haupt sich die Blätter decken; sonst kann. {line Linie in dem einen Blatte 
wohl über das andere Blatt hinausgehen. Um nun einen Zusatumenhang 
zwiscllen den beiden Blättern herzustellen, tilgen wir das eine Ufer einer 
Linie in S und das andere der entsprechenden Linie in SI' Der dort 
lieuende Verzweigungspunktbleibt durch die Kreise, welche zusammen eino 

" Schraubenlinie bilden, welche durch die beiden anderen Ufer von 1 mit 
der !i.ussel'en Beg'L'enzung verbunden ist, ausgeschlossen. Die Summe der 
Umdrehungen der Richtung, welche die Begrenzung von S und SI macht, 
war 2; aber in den Endpunkten der ~iH~rstörten Ufer macht die Hichtung 

.. zusammen genommen genau eine ganze. Diese wurde zerstört, es bleibt 
also eine Umdrehung. vVenn jener Verzweigung'spunkt ein einfacher ist, 
so wird durch Aufhebung der beiden anderen Ufer und der ](1'eiso die 
Fläche in sich zurück fortgesetzt und ein Verzweigungspunkt eingeRcbaltet. 
Die Umdrehungen werden um eine vermehrt (zwei negative an den Kreisen 
und eine positive an den Ufern werden aufgehoben), also ist noch die 
letztere Zahl um Eins grässer, als die el'stere. Jede geschlossene Ourve 
zel'stückelt die l!'läche, sie ist daher einfach zusammenhängend. 

So können wir ein drittes und viertes Blatt hinzufügen. Wir nehmen 
nun an, der Ri e man n' sehe Satz sei bewiesen fUr eine Fläche von k BHtt­
tern, die auf die beschrieben.e vVeise an einander gefügt wurden, wir 

zeigen, dass er dann noch gilt, wenn wir ein k+ 1 tas Blatt hinzufligen, 

Wir fUgen zunächst das Blatt so an, dass kein Ven.,;weigungspunkt 
in die Fläche eingescbaltet wird. Sei es nun,· dass del' Zusammenhang 
dadurch hergestellt wird, dass zwei entsprechende Ufer von Linien lauf· 
gehoben werden als Begrenzung, welche von einem Punkte oder Loche 
ausgehen, um das herum sich die Fläche zwei mal windet, sei es von einem 
solchen, um welches sich die Fläche. mehrmals windet, cs stossen immer 
zwei einfach zusammenhängeude]T'lächcDstiicke längs eines continuirJichen 
Theils ibrerBegrenzung an einander, und es wird die hinzugekommene 
Umdl'ebung des neuen Blattes durch die wegfallende an den Ufern von 1 
aufgehoben, so dass der Satz von R i e man n gilt. 

Werm aber 1 von einem C( - fachen Verzweigungs punkte ausging, und 
weun dort schon Ol Blätter zusammenhängen, so können wh nun auch die 
heiden letzten noch übrig gebliebenen Ufer von 1 aufhehen snmmt den 
a f 1 Kreisen, die sich um jenen Verzweigungsl'unkt. winden. Es werden 
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dadurch genau ~ Umdrehungen (~+ 1 aus den Kreisen und eine negative 
vou l) hinzugefiigt und genau IX Verzweigungspunkte eingeschaltet. Eine 
Linie, welche vorber zwei benacbbal'te Punkte der Ufer Von l verband , 
zel'stUckelte die Fläche. Jetzt ist sie als geschlossene Curve anzuseben 
und da weder auf der einen, noch auf der anderen Seite von 1 ein We~ 
von ihrem Inneren nach dem Aeussel'en führt, so zerstückelt sie die 
Fläche noch, oder jene ist einfach zusammenhängend und es gilt der Satz 

R i e man n' s. Es sind jedoch 1 wenn die Fläche aus n Blättern besteht ----_. . , 
nicht mehr, als n - 1 Verzweigungspunkte in die Fläche Irin ein gekommen 
und ein Loch können wir überhaupt nicht einfügen, weil, wenn dies 
nicht mit de!' äusseren Begrenzung vel'bunden ist, die Fläche mehrfach 

. zusammenhängend ist. Wir wollen nUn noch die übl~igen Verzweigungs. 
punkte in die Fläche hineinbringen und annehmen, dass Löcher in der 
.Fläche nicht enthalten seien, indem wir deren Bcgrenzung als ttussere Be. 
grenzung mit betrachten. 

Zerstören wir ein e n Kreis um einen Vel'zweigungspunld, einen Kreis 
in einem Blatte, so fliesst sofort ein einfach zusammenhängendes Flächen­
stuck in die l!~läche ein längs ein8r continub .. lichen Begrenzung. Die 
Fläche bleibt also einfach zusammenhängend. Die inneren Ufer der an 
diesen sich anhängenden Kreise um den Verzweigungspunkt , deren genau 
noch so viel sind, als dcr Verzweigungspunkt vielfach ist, werden so der. 
Begrenzung hinzugefügt und sind durch die Linie 1 des ersten Blattes mit 
der übrigen Begrenzuug verbunden, deren ein Ufer sich au einen solchen 
Kl'eis, deren anderes an· den letzten Kreis sich anschIiesst. Hierdurch 
werden ci Umdrehuugen von den inneren Ii:reisen und ein IX -facher Ver· 
zweigungspunkt hinzugefligt, und sonst wird Nichts geändert. JNigen wir 
so nach und nach alle Vel'zweigungspunkte in die IPläche ein, so können 
wir noch die Kreise zu anderen Curven ausclehnen, elie L.inien 1 zusammen· 
ziehen, immer gilt der Riemann'sche Satz. Um nun den zweiten Theil 
desselben, von den lllehrfach zusammenhängenden Flächen und der Quer­
scbuittzahl nachzuweisen, nehmen wir an, dass alle Verzweigungspunkte 
durch Linien I mit einem im Innel'en liegenden Punkte verbunden seien und 
von dol't aus in jedem Blatte nur eine einzige keine Verzweigung anzeigende 
Linie A. nach der äusseren Begrenzung führe. Wenn wir diese äussereBegren­
zung nach und nach erweitern, 80 können wir diese endlich in einen Punkt, 
den unendlich fernen, zusammenziehen und dann die Linie a. bis ins End· 
liehe verkürzen. Während ntlll vorher an die Endpunkte der Liuien A sich 

. n .. 
die äusseren Begrenzungsstücke anschlossen und mit diesen n + '2 posItIve 

Umdrehungen zusammen dort stattfanden, so finden jetzt ~ negative statt. 
2 

Der Zusammenhang ist llierbei nirgend geändert. Ist nun w die Anzahl der 
V erzweigungspl1ukte, so war vorher w + 1, und ist jetzt 1V + 1- Z1l,die 
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cnßueAnzahl der Umdrehungen, welche die Richtung der ganzen Be­
g ung macht . Die Linien l können sodann noch, wie wir wissen, ohne 
grenz· '. 
Schaden weggelassen werden. 

Vlird nun die Fläche T durch 2p Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhängende verwandelt, so ist elie Umdrehung der Richtung auf dem 
einen Ufer imm:er die entgegengesetzte, als auf dem anderen, diese Um­
drebullgen heben sich auf; aber wo zwei Querschnitte an einander stossen, 
was 4p _ 2mul geschieht, wird je eine lullbe positive Umdrehung gemacht. 
Daher ist die Anzahl der Umdrehungen 2 (p -1), woraus die von R i e­

mann schon algebraisch bewieseue Gleichung folgt: 7V -2n = Z(p-l). 
Wir nennen nun ein kanonisches QuerschnittHystern in einer Fläche T 

ein solches, in welchem der Querschnitt b J zwei benachbarte Punkte der 
heiden Ufel' des Querschnitts al verbindet und (J2 aus einer Linie Ch welche von 
einem Punkte von bj ausHtuft und ans einem in sich zurück1aufenden 
Schnitte a

2 
besteht. Ein vierter Querschnitt b2 fUhrt von einem Ufer von 

« zu dem benuchba1'ten Punkte auf dem andm'en Ufer etc. So besteht 
J. 

das ganze Netz aus Systemen att bp., denen .eine Linie CP._1 vorauf geht 

und eine Cp, folgt, 
Es giebt unendlich viele solcher kanonischer Netze. Bildet man 

alle so zerschnittenen FlUchen, etwa 7", T
O

', TIN.... <1u1'choin überall 
endliches Integral in T ah, welches in einem endlichen Theile von T jedes­
mal dasselbe ist, so bestehen zwischen den Ortsverschiedenheiten der 
parallelen Begl'enzl1ngsstiicke (PeriodicitUtsl11oduln) aller dieser Abbil­
dungen lineare ganzzabHge Relationen, welche die Ab el' scben Tl'ans­
(ormationsrelationen genannt werden und welche aus der Theorie der 
,j)·Functionen bekannt sind • 

. Hat u in T' die PeriodicitUtsl11oduln A't> A'2," .. A ' p , bei an Cl2 , ••• ; (tp; 

B' B' B' b . b b b· ~. 1'// "., "cl'"'' " 11.2'" P eIl, 2'''' p, unClln an Cl j,Cl 2,"'Cl P leA l'A 2,.··A p, 

b" b" b" d' aU B" B" b t L d' R I ' an Il 21'" P le I1 :;,... p, so es eut lee atlon: 
" P P 

. A"J,L=2E(A'iletp,s+B'1l ßp.s), B"p.=2/i (A's Y,uc+B's o,u:;), fI-=1,2, .•• p, 
1 1 

worin ct(3r 0 ganze Zahlen sind. Alle Abbildungen durch u, also auch dia, 
. zu welchen A'tL und A"(1o gellöl'en, mUssen denselben Plächehiuhalt haben, 

und bildet man A',u, A"p, durch p VOll einander unabhängige Functionen 
ab, so müssen nil' jede Abbildung durch irgend ein u dieselben Relationen 
bestehen, und da zwischen denPeriodicitätsmoc1uln verschiedener u be­
stimmte, von R i e man 11 (A bel' sehe Fnnctionen Theil 4, §.20) gegebene 
Beziehungen stattfinden, so mUssen jene ganzen Zahlen folgenden Be­
dingungen Genüge leisten: 

p 

fE ( CI I!p, r 1'(10' - IX EP.' r lip,) = 0, 

P 

"fE(C1EP, 0l:p._· - ß S(1o Ysp,) = 1, 

P . 
2 s (ßE(1o osp.' - ßS(1o' 0sp.) = 0, 
1 

P fll (Cf sp. 0 sp.' _. . ß I!fI-' r sp.) = 0 fUr fI-?: fI-' , 
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woraus noch folgt: 
p 

.:ES(afLS ßfL's- afL'a ßfLs)=O, 
1 

p 
I a (ap.s OfLS - ß[.tf! I'fLS ) = 1, 
1 . 

p 

.:Es (r P.S 0 p.' S -. r fL' l! 0 fLa) = 0, 
:1 

P fs (afLf! 0p.'s- ßfL'S YfLS) = 0 [.t~p.'. 

Diese nothwendigenBedingungell kßnnen wir als bekanntvoral1ssetzen' 
wir begnUgen uns hier damit, nacbzuweisen, dass sie auch llinreichend~ 

. sind, d. h, dass zu jedem System solcher Zahlen ein kanonisches Quer. 
scbnittnetz existirt. Welches Ufer eines Querschnitts positiv oder negativ 
genannt werde, ist an sich glcichgi11tig; aber im kanonischen System mnss 
eine bestimmte Onlnung getroffen werden, so dass man beim Durchlaufen 
des Querschnittsystems in ganz bestimmter Reihenfolge die positiven und 
negativen Ufel' durchläuft. 

I) "ViI' wählen nun zuel'st T' .und TU so, dass sie ganz übel'einstimmen, 
bis auf die Linien Cf li-i und c" s-1, so dass sie zwar einen gemeinsamen 
Anfangs- und Endpunkt haben, letztere aber auf dem entgegengesetzten 
Ufer von a s liegen, und bis auf die Linien c' sund c" s' derenAnfangspunkte 
auf entgegengesetzten Ufern liegen sollen. Es fin det dann in cl

8 
11 E und 

a" s b" E die entgegengesetzte Ufel'ol'dnung statt, so dass At s = - A"EI 
, " b A' At, B' B H

• D 1 . B s = - B s' sonst a er 'V = 11, 'V = 11 1st. <:llllnaC lIst app.=l, 

OfJ.fJ. = 1, nur DSE = - 1, acE = - 1 und alle itbrigen aß r D sind Null. 

11) Es sollen ferner T' und T" übereinstimmen, es soll nur c"S-l zu 
dem Endpunkte von C''''-l fUhren, und C"a'-1 zu demEndpunktevonc'E_h 

d· S 11 t b' "b" S t 11 'b'"'' dann muss an 1e te e von a s' s', (t f! s' an e e von a e s' a s' b s' ge· 
d d · dIA ,t , B" B' A " A ' " , setzt wer eu.un es 1st eInnac 1 E=A s', e= s', s'= E' B If=B E, 

odel'r::t:f.1P- = 1 ausser ass, as's', welche Null sind, asr;' = als = 1; ebenso 
0fJ..u=l ausseI' oss, 0s'l, welche Null sind, und DEr{ = 0lE = 1, aUe übl'igen 
€X ß l' 0 sind Null. .. 

111) Nun sei T' von T" dadurch verschieden, das~ c" E_lvon b'E_1 

llach b' s fül1l'e, welcher Querschnitt dann c[' Ii heissen wird, u'ud dass C"Evon 
a' s ( b"S) nach a'j;+l führe. Hierbei vollzieht sich entweder eine Umord­
Ilung des Ufervorzeichens an b'e oder an a' S' . Man hat daher AU S= + B'tl 

E" S = + A' S' oder es ist: afJ..u = 1 ausser ass = 0, ßes = ± 1, 0,.,. = 1 ausset 
0ss~O, yss= + 1 und alle übrigen a ß1' D sind Null. 

IV) Ferner sollen die Netze T' und T" zusammenfallen, nur b"s nicht 
mit b~ 8' Es soll b" 8 mit b' I! von (tj; anfangen, wie in :E'ig. 2, über die Linien 
1.:3 kM aus einem Flächenast in einen anderen gehen; dort aber soll b"a sieh 
n JYlal um !ce k 4 rechts oder links herum ,vinden, also im. zweiten Flächen­

ast b'l! n -1 Mal schneiden und beim n ten Zusammentreffen wieder mit NE 

auf dns andere Ufer von a' s zUl'ückgehen. Es ist dann A" s=A' I! + n B'E' je 
nach der Richtung der Umläufe von bf,s oder es ist €X,ufJ. = 0,..,.. =1, 
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I <) 'J ß E~ + n und sonst sind alle cx ß 11 0 Null. Es ist nicht immer p.:=;, .... , .... " E - I 

.. lt'ch die 'Villdungell blos um !cf; k4, herum zu machen; aber es ist stets mog , 
miigIich mit Hinzuziehung noch anderer Vel'zweigungspunkte. 

Eineganzanaloge Operation kann man auch auf ce' sanwenden, wodtll'ch 

man erhält a~t.(t = Optl = 1, YSll = + n und sonst cx ß }' Ci = 0, 

V) Endlich mögen sich T' und T" dadurch unterscheiden, dass b" I: 

etwa eben da, wo b' E oder in der Ni-ihe auf a's anfange und durch das 
Innere von T' nach b' 8' hinlaufe und i:iherschreite, wie es in l!~ig. 3 an­
gedeutet ist. Es sei hierbei {=E + L. Von dort aus kann man

l 
danlI, 

weil die Ii'liiche einfach zusammenhängencl, also jedenfalls zusammenhängend 
ist, olme irgend einen Quers.chnitt zu schneiden, und ohne einen fl'ilheren 
Punkt der Linie zn treffen, die Linie b" II zu dmll dem Anfangspunkte anf 
dem a.nderen Ufer gegenüberliegenden Punkte führen. Von irgend einem 
punkte von a's' ziehen wir b"s' nach b's und überschreiten diese Linie una 

führen bUb ohne irgend eine der schon gezogenen Linien zn schneiden, 
die Querscbnitte als Wegweiser benutzend, zu dem dem Anfangspunkte 
auf (lern entgegengesetzten Ufer von a's' gegenitberliegenclen Punkte zu­
rück. Dann verbinden wir b"s mit a"s' (oder a's') durch c

U

s • Man zeigt 
leicht, dass T" einfach zusammenhängend ist. Dann ist A" 8 = A' s - B' 8' . . , 
A"{=A' f!- B' IJ oder "/1.f.,t = op.f.,t=l, p.= 1, 2, •• . p, ß88' = ßE'S = + 1. Das 
nntere Zeichen wird durch Ueberschreitung in entgegengesetztem Sinne 
erhalten. Ein seI biges Verfahren auf aIJ und (ts' angewendet, liefert das' 

verwandte System, in welchem statt ßEll' =ßs's - + 1, "IE8' = "18'8 = + 1 
zu setzen ist. 

Wenn man das angewandte Verfahren wiederholt, so gelangt man zn 

eiuemSystem, in dem ßFIJ'=ßS'E= +n, oder "Iss' = "18'8= + n ist, 
und wegen II) können wir noch s', welches gleich s + 1 war, willkürlich 
wählen. 

Betrachten wir T" als erstes System und T' als abgeleitetes, !JO 
/liessen hieraus ebenso viele Zahlensysteme, denen wirkliche 'l'rans­
formationen eines Schnittnetzes entsprechen. Beid.e Arten von Traus­
formationen können heliebig oft wiederholt und in beliebiger Reihenfolge 
angewandt werden, so dass man aus T' TU und hieraus Tm etc. erhält, 

weil wir jndas erste System ganz willktidich) nur von kanonischel' FOl'Il1 
annahmen, Von we]ch~r die folgenden auch sind. . 

Schreiben wir das Zahlensystem "ß}' 0 in der Form einer Detel'mi­
llllnte 
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so bewirken zwei aufeinander folgende Transformationen ein System 
welches aus dem System, das T(n) angehöl't und dem System der Trans: 
formation der Art zusammengesetzt ist, wie sich Determinantenprouucte 
zusammensetzen. Wendet man diese 'l"'ransformationen CI bis V) auf ein 
vorliegendes System (X ß y 0 an, so findet man folgende Regeln: 

Man kann die Zahlen einer der p ersten Horizontalreihen oder Ver­
tikaheihen ihr Zeichen wechseln lassen, wenn man dasselbe gleichzeitig 
mit denen der entsprechenden Reihe aus den p letzten Horizontal-, be­
ziehentlich Vertikalreihen t11ut. 

Man kann zwei beliebige der p ersten Horizontal- oder Vertikalreihen 
l.md die entsprechenden der p letzten Horizontal-, beziehentHch Veltikal_ 
l'oihen mit einander vertansche~. 

Man kann eine der p ersten Horizontal- oder Vertikaheihen mit dcr 
entsprechenden der p letzten Horizontal-, beziehentHch Vertikalreihen 
vertauschen und muss gleichzeitig das Vorzeichen einer derselben ändern. 

Mankaun eilie der p ersten Horizontal- oder Vertikalreihen, mit einem 
ganzen positiven oder negativen Factor multiplicirt, zu der entsprechenden 
der p letzten Horizontal., beziehentlieh Vertikalreihen addiren und um­
gekehrt. 

Man kann die vte Horizontal- oder Vel,tikalreihe mit einem beliebigen 
ganzen positiven oder negativen Factor mnltiplicirt, ZUl' p + v'leu Horizon­
tal-, beziehentlich Vertikalreihe adeliren, wenn man gleichzeitig die v'fe mit 
demselben Factor zur p + vten addirt und umgekehrt. 

Hierbei sind die Ab el ' sehen Transform.ationsrelationen Invarianten, 
Wendet man also diese Transformationen auf ein vorliegendes System 
an, so oft und in der Art, dass so viel als möglich Gliedel' des ent. 
stehenden Systems Null werden, so findet m.an, dass jedwedes,den 
Ab e 1 ' sehen Transformationsrelationen genügendes System auf das ein. 
fache (X/L/L=~f.Lp.=1 ~=1 2 ... . p, sonst IX f3 Y (} gleich Null gebracht werden 
kann. Wir brauchen diese Rechnung nicht ansznfUhl'en, da ihre Art bin' 
länglich bekannt ist. 

Umgekehrt kann man durch eine Reihe von rrransformationen zu 
jedwedem möglichen, cl. 11. den A. bel' schen Tl'ansf'ormationsrelationen 
genügenden System von Zahlen er. ß r 0, oder von einer Zerschneiul1ng T' 
zu einer diesem Systeme entsprechenden Zerschneidl1ng T" gelangen! 
und man erhält so alle möglichen Zel'schneidungen der J!'läche T in eine 
einfach zusammenhängende durch ein kanonisches Quel'schllittnetz. 




