XV. ‘
Einige Sitze aus der Analysis situs Riemann’scher Flichen.

Von

Dr. J. THOMAE,
Docent an der Universitit Halle.

(HierzuT afel V, Figur 1 bis 3.)

In seiner Theorie der Abel’schen Functionen hat Riemann die
Sitze der Analysis situs, welche fiir Untersuchungen algebraischer Fune-
tionen und deren Integrale wichiig sind, gegeben. Wir wollen hier, um
diese Theorie zugiinglicher zu machen, jene Sitze etwas umstéindlicher her-
leiten, die Relation zwischen den Querschnitten und Verzweigungspunkten,
welche Riemann mit Anwendung dés Diyichlet’'schen Princips findet,
geometrisch nachweisen und daran Untersmchungen iiber die miglichen
Lagen kanonischer Querschnittnetze kniipfen.

Bei der Betrachtung der Functionen einer reellen Verdinderlichen
stisst man in Bezug aunf ihren Verlauf auf Bigenschaften, duveh welche
sehir sinfache Functionen, die man fiir einander verwandt halten muss, weit
von einander getrennt werden. So giebt es fitr einme ganze unction
a* Grades zuweilen .z, zuweilen weniger Werthe der Veriinderlichen, fiir
welehe die Funection Null wird, Diese Trennung zu vermeiden, hat man
in das Zahlengebiet ideale Giréssen eingeflihrt, welche eben Das leisten,
jene ganzen Functionen unter einem Gesichispunkte zu vereinigen. Histo-
risch sind die Funectionen zweiten Grades der Anlass hierzu gewegen; aber
es ist in der Folge gezeigt worden, dass diese idealen Gebilde, die man
complexe Zahlen genannt hat, nicht blog hinreichen, die angefiihrien Eigen-
schaften ganzer Functionen zguézugleiehen, gsondern anch noch viel weiler
binaus befriedigende Aufsehliisse iiber den Verlauf der Functionen zu
geben, | | S ' - |
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Die Untersuchungen ither den Verlauf der Functionen einer complexey
Variabeln werden am meisten unterstiitzt durch die graphische Darste]lnng
der complexen Zahlen, weleche Gauss erfunden hat. Wegen der zZwei.
fachen Mannichfaltigkeit benutzt er rdnmliche Gebilde von eben g0 viel-
facher Mannichfaltigkeit, von zwei Dimensionen, nimlich die Ebene. Wiy,
denken uns nach Gauss’s Vorgange in einer Ebene in jedem Punkte i
Maasszahlen der Entfernungen von einem rechtwinkligen Axenpaare auf.
getragen und lassen die Bntfernung von der einen (der x-Axe) den imagi.
nirven, von der anderen {der y-Axe) den reellen Theil siner Zahl z=x4yi
bilden. Der Punkt als Triiger einer Zahl ist nach und nach so mit den
“selben verwachsen, dass Punkt und Zahl im Sprachgebrauche mit einander
verwechselt werden. Diese Anschauung schafft gleichzeitig eine bequeme,
fasgliche Terminologie. Die Lage der Punkte als Triiger der Zallep
spielt eine wesentliche Rolle in der Analysis; durch sie muss z. B. der Be
griff grésser oder kleiner ersetzt werden, der fiir complexe Zahlen keins
eigentliche Bedeutung hat. Iir soleche Beziehungen hat man eine e
sondere Disciplin, die Analysis situs erfunden, in welcher S#tze anschan.
lich und einfach erwiesen werden, welche rein analytisch oft fernliegends
‘transcendente Hiilfsmittel erfordern.

Line Tunction von 2 == z -+ g4, welehe in einem bestimmten Grissen-
gebiete betrachtet wird, kann so eine Function eines Flidchenstiieks heissen.
Wenn die Funetion fir jeden Punkt des betrachteten Stiickes nur einen
“Werth hat, so heisst sie dort einwerthig, im anderen Falle mehrwerthig.
Denkt man sich die Werthe einer solehen FPunction, welche selbst complexe
Zahlen sind, in einer anderen Bbene anfgetragen, so erhiilt man eine Ab
bildung, oder Abbildungen der ersten Ebene, und zwar, wie G auss gezeigt
hat, solehe, dass die entsprechenden Tiguren in den kleinsten Theilen
einandey dhnlich sind, ausgenommen in einzelnen Punkten.

Cauvchy verdanken wir den wichtigen Satz, dass das Integral ciner
Function von -y7 auch eine complexe IMunction der oberen Grenze x+yi
sei. Dies wiirde nicht der Fall sein, wenn ein Integral auf jedem anderen
Integrationswege zwischen zwei Punkten einen anderem Werth erlangte
Ks ist aber die Integration eine Hauptquelle zur Erlangung neuer Fune-
tionen, und es war daher nithig, diesen wichtigen Satz zu finden. Cauchy
zeigte, dass das Integral einer FPunection von @y genommen iiber eine
geschlossene Curve der Ebene Null seci, wenn innevhalb derselben die
TFunction endlich und einwerthig ist. Das heisst, das Stiick darf keinen
(singuliiven) Punkt enthalten, um welchen herum die Function neue Werths -
erlangt, wenn die Variable auf cinem geschlossenen Wege um ihn gefiihrt
wird. Enthilt das Sttick keinen solchen singuléiren Punlkt, so ist sie dort
einwerthig, wie man anch die Variable darin herumfiihiren mag.

Bei der Untersuchung der Integrale complexer Functionen gelangt
man ordnungsmiissig von denen der rationalen, welche nur eine neue Travs-
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genﬁ&ﬂt%, denLogarithmos, liefern, zu &enen, welehe Wurzeln algebraischer
Gleichungen anter dem Integmlzemhen -enthalten, Bei diesen bilde
-gerﬁﬂﬁ die Mehrwerthigkeit einen wesentlichen Bestandtheil und ein
Hinderniss in der Behandlung. Dem hat Riemann dadurch abgeholfen,
dass ex fiir algebraische Functionen eine neue Vorstellung schuf, indem er
oo guf Flichengebilde bezieht, in welchen sie als einwerthigs betrachtet
gerden konnen. Die Ebene, welche der Triger der Zalhlen z==ax - yi
ist, heisse die z-Ebene, s sei die Wurzel einer algebra,ischen Gleichung
swischen s und 2. Dann giebt es fiir jeden Werth von z, ausgenommen in
einzelnen Punkten, gleichviele Werthe von s, etwa # an Zahl. Wir neh-
qen nun mit Riemann an, dass zu jedem dieser Werthe von s ein
sudsrer tiber der z-Kbene gelegener Punkt gehdre, deren orthogonale Pro-
jectionen zusammenfallen, Indem wir dies fiir jeden Punkt ausfiithren,
gelangen wir zu 2 iitberall tiber der z-IEbene ausgehreiteten Blittern.
Diese » Blitter sind eine in den kleinsten Theilen #hnliche Abbildung der
Ebene, auf weleher die Werthe von s aufgetragen sind. Jedem Punkt
des Systems entspricht ein und nur ein Punkt der s- Ebene.

Wirstellen uns nun dieEbene als eine geschlossene Fliiche vor, etwa als
Kngei mit unendlich grossem Radius, so dass sie einen unendlich fernen
Punkt enthilt. Iiin System von » Blittern wird dann vorgestellt werden-
miissen als # unendlich grosse in elnander liegende Kugeln wmit # unend-
lick fernen Punkten.

"~ PBs kann das System zuniichst der Arvt sein, da.ss die Bliitter ohne
Jadwe&en &usammenhang sind, so dass ein Punkt, welcher sich in einem'der
Blitter beliebig bewegt, stets in demselben bleibt. Solche Systeme jedoch,
weleche entweder ganz oder theilweise unverbunden sind, werden als von
geringer Bedeutung hier ausgeschlossen. Wir nehmen daher an, dass ein
Punkt, der sich um einen gewissen Punkt, einen Verzweiguugspunkt herum
bexvegi, ausg e_inein Blatt in ein anderesgelange. Die algebraische sz werthige
Function s gelangt, wie Puisseux ausfiibrlich gezeigt hat, wenn man die
Variable z um einen solehen Punkt bewegt, den wir frither in der Ebene
einen singuldren Punkt nannten, zu einem anderen Werthe, weunn die
Variable ihren wrspriinglichen wieder hat. IZbenso muss auch der Pankt
st einem anderen Punkte des Systems gelangen, weil wir annahmen, dass
jedem anderen Werthe von ¢ ein anderor des Systems entspriiche. Wenn
die algebraische Function bei einem zweiten Umgange der Variabeln um
den Veraweigungspunkt denselben Werth wieder annimmt, so muss auch
der Punkt im System seine erste Lage wieder erhalten. In diesem Falle
heisst- der Punkt ein einfacher Verzweigungspunkt, Befindet sich im
zweiten Blatte ein eben solcher Verzweigungspunkt, der dieses mit einem
dritten verbindet, so kann durch Umgehung eines Systemstiickes, dessen
Projection in der 2- Ebene beide Puankte enthilt, ein Punkt bei einem ersten
Umgange in ein zweites, beim folgenden in ein drittes Blatt und dann evst
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zurtick gelangen. N#hert man die beiden Punkte einander, bis gie 2
sammenfallen, so enthilt die Projection eines Flichenstiicks beide Punkte,
wenn sie einen enthilt, und man muss nun der Reibe nach in drej Blctttw
oder wenn mehr solehe Punkte in dhnlicher Weise zusammfallen, dureh Em-
giinge um denselben in mehr Blitter gelangen. Xin soleher Punkt heisst qjp
mehrfacher Verzweigungspunkt und er leistet genau dasselbe, was mehrare
einfache Verzweigungspunkte leisten.  I8benso kénnen a]gﬁbralsche Fune.-
tionen um gewisse Punkte herum erst. naeh mehreren Umgtingen dey

: - #

Variabeln ihren ersten Werth wieder erlangen, z. B. 3z im Punkte s — 0.
Wenn aber zwei Verzweigungspunkte zusammenfallen, Weicha diesclhen
Bliitter verbinden, so fiihrt uns ein Ummmo* um beide immer zum Ursprunge
zuriick, die beiden Verzwelgungapun]\ e haben sich auf‘gehobem Ein sich
Aufheben kann offenbar immer nur zwisehen einer geraden Anzahl von
Verzweigungsptmkteﬁstattﬁnden. Wir fiihren nun von allen wirklichen
Verzweigungspunkten Linien nach »n tibereinander liegenden, sich decken.
den Punkten des Systems, und nehmen an, dass lings einer solehen Linis
ein Blatt mit einem anderen zusammenhiinge, d. h. dass man durch Usher.
schreitung einer derselben aus einem Blatte in ein anderes gelango. Fiihit
man nimlich einen Punkt einmal iiber die Linie, und e¢in andermal um
den zugshirenden Punkt herum nach einem festen Punkte, so bilden beide
‘Wegé gusammen einen Umgang um den Verzweigungspunkt, und miissen
daher zu verschiedenen Punkten des Systems fithren.  Zu jodem unserer
Verzweigungspunkte kann man in dev Nihe des Endpunkts und aof der
zugehdrigen Linie einen gleichartigen annehmen; «lisst man dann alls
jene Punkte in einem Punkte (Kuotenpunkt) zunsammenfallen, so wird das
ﬁystem in Nichts Ueanderﬁ da wir nun den Knotenpunkt willkiirlich wiihl-

‘ten, so kann man ikn so beatlmmen, dass dort keine Verzweigung (um iln
Tierum) stattfindet. In diesem I'alle miissen alle jene Verzwe;gungslmnkte
sich aufheben. Hieraus folgt, dass in einer geschlosscnen (begrenzungs.
losen) Fliche die Anzalhl alles Verszwungspunk‘tc gerade sein muss,
wenn man die mehrfachen so vielen einfachen gleichsetzt, als solche das
selbe leisten. '

Die von uns angegebene_Art, TdAnien zu ziehen, ist immer ausfihrbar
und gewiihrt ein festes Bild., Was die Vorstellung anbetrifft, so nimmt
Riemann eben an, dass lings der Linien Verzweigung stattfinde, dass die
Bliitter in einander und dureh einander hindurch verwachsen seien. Dis
Verzweigungspunkie erscheinen dann als Schrauben mit in sich wuriick-
laufenden Windungen. Wir kénnen aber auch die Linien als blose Grens-
marken oder Briicken anschen, iiber welche wir nur vermittels des Willens
in ein anderes Blati gelangen. Die Verzweigungspunkte sind dann Nichts,
als die Endpunkte jener Briicken. ' |

Zuerst sind die algebramcimn I‘unctmnen wirklich der Grund dieser
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plichenbildung gewesen; tiernach hat jedoch Riemann die Flichen
frither construirt, und dann nachgewiessen, dass zu jedem Systeme eine
(lasse algebraischer Functionen geh&re, die einwerthig in ibr sind.

Fiir die Ebene gilt nun die fiir den Cauchy’schen Satz wichtige Be-
sehung, dass jede geschlsssene Curve ein Sttick vollstindig aus ihr
peraus schneidet, Wenn daher jener Satz verlangi, dass die behandelte
Fopetion innerbalb der geschlossenen Curve endlich und einwerthig sein
soll, so entstebt kaum ein Ziweifel iiber den Sinn des Innerhalb.  Es bleibt
gwar noch zu wihlen zwischen dem Theile, der den unendlich fernen Punkt
enthilt und dem, welcher ihn ausschliesst; aber das Wort ist bezemhnend
genug, um den zweiten Sinn darin finden zu lassen, _

Diese Eigenschaft "haben die algebraischen Flidchen keineswegs, und .
es hat Riemann diejenigen I'lichen einfach zﬁsammenhﬁngend'gené,nut,
welche die Bigenschaft der EEbene haben, von jeder geschlossenen Curve
zerstiickelt zu werden. Mehrfach zusammenhiingende aber nennt er selche,
in welchen, wie etwa auf der Oberfliche eines Ringes, Querschnitte gezogen
werden kdnnen, welche die Fliiche nicht zerstiickeln. Unter einem Quer-
schnitte aber vérstehan wir eine Linie, welche zwei Punkte der Begren-
zmng verbindet, oder, wenn die Fliche eine geschlossene ist, eine in sich
zmviieklanfende, sich selbst aber oder die Begrenzung niemals schneidende
Linie. Die algebraischen Fldchen sind uun freilich anderer Natur, é.ls
dic Oberfiiche eines Ringes; aber die Sitze tiber den Zusammenhang gelten
ganz allgemein, ,

Die erste Forderung an eine einfach zusammenhingende Fliche ist
die, dass sie wirklich zusammenhé‘,nge, nicht aus getrennten Stiicken be-
stehe, wie etwa das erwihnte System von n Blittern ohne Verzweigungs-
punkte, und eine erste Folgerung ist die, dass die Begrenzung derselben
aus einem Stiick bestehe. Im anderen Falle kfnnen wir zwei Punkte der
verschiedenen Begrenzungsstiicke mit einhnder durch einen Querschnitt
verbinden und dieser wird die Fléche nicht zerstiickeln, Deun man
kann nun von einem zum anderen Ufer des Querschnittes dadurch gelangen,
dass man sich lings der Begrenzung fortbewegt, weil die einzelnen Be-
grenzungsstitcke in sich zusammenhiingen,

Stossen zwei einfach zrusammenhiingende Plichen so an einander, dass
- sie entweder die ganze Begrenzung oder einen continuirlichen Theil
derselben gemein haben, so bilden sie zusammen nach Aufhiebung der
gemeinsamen Beglenzung eine einfach zusammenhiingende Fliche.
 Wird die Fliche 7 durch einen Querschnitt o in eine einfach zusam-
manhéngende 7" vorwandelt, so heisst sie zweifach zusammenlmngend
und sie wird durch jeden meghchen Querschnitt @, der 7 nicht zerstiiekelt,
in eine einfach zusammaﬁhangende verwandelt. Denn der Querschnitt ¢
zerstiickelt 77 in mehrere einfach zusammenhiingende Stiicke; hebt man
@ auf, 50 stossen solche Stiicke lings eines continuirlichen Theils threr Be-
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grenzung an einander, die entstehende IFliiche 77 ist einfach Zusammeg.
hingend.

Giebt esineinermehrfach zusammenhingenden Iliche irgend einen nicht
zerstiickelnden Querscbmti: welcher zwei Punkte der Begrenzungen ¢ yyg
Gy (che auch dieselben sein kdnnen) mit einander ver bindet, go kann man
auch einen eben solchen @Querschnitt von einem beIzeb:gen Punkt von ¢
nach einem beliebigen von &, fiihren; denn man kann einmal den Theil
von G zwischen dem Aunfangspunkte des Querschnitts und dem gegeabenen
Punkte zum Querschnitt hinzunehmen, oder man kann auch, anstatt dep
Querschnitt in & einmiinden zu lassen, ibn in endlicher Entfernung etwa
parallel mit & bis zu jenem Punkte hinfithren und dort erst auslanfen lassen,
wobei die Parallele so zu ziehen ist, dass zwischen ihy und & ein einfach
zusammenhingender Flichenstreifen liegt.

Wird eine Fliche 7' durch einen Querschnitt o in eine #n-fach 2
sammernhiingends 7V Vverwanaelt, so helisst sie » -} i-fach znsammenhiingend
und sie wird durch jeden in ihr moglichen, I nicht zerstiickelnden Quer
sehnitt @ in eine n-fach zusammenhingende 7' verwandelt. Um dea
Schiuss von 2 auf # - 1 anzuwenden, setzen wir voraus, der Satz sei fiir
sine n-fach zusammenhingende Fliche vollig erwiesen.

Wenn die Oherschnitte « und ¢ keinen Punkt mit einander gemein
haben, so kdnnen wir sie durch einen Querschnitt ¢ verbinden, was immer
als 0‘escheh@n angenommen wud wenn sie nicht schon durch dze Bogren-
zung vou Imiteinander verbunden sind; esistdann a - ¢ ein nichtzeystiickeln-
der Querschnit in 77’ und e+4-¢ ein eben soleher Querschnitt in 77, weil sine
Linie ¢, die getrennte Begrenzungsstiicke verbindet, nach dem Friiheren eine
Fliche nieht zerstiickelt. Wenn ¢ und o (und ¢) kein Stiick der Fliche

‘vaiho‘ begren46n so wird che n-fach zusammenhingende Fliche T durch

« in eine n — 1-fach" ausammenhangende P zerschnitten. Da T dumh o
in 2 zerlegt wird, so ist T n-fach zusammenhiingend w. 5. e. w. Wem
a (und ¢} T’ zerstiickelt, so kann es einen Querschnitt 8 geben, der weder
7" noch T zevstiickelt. Dann kann erst 8 den Querschnitt o, daranfa
den Qnerschnitt § ersetzen., Hinen solchen Querschnitt § giebt es aber
jedesmal, so lange eins der Stiicke mehrfach zusammeﬁlﬁingend ist. Wenn
aber keins der Stiicke mehrfach zusammenhiingend ist, so kinnen wir von«
diejenigen Stiicke tilgen, zu deren beiden Ufern verschiedene einfach
zunsammenhiingende Stiicke der Fliiche sich ausbreiten. Der Rest von aund
der Querschniti o« zerschneiden dann 7' in eine einfach zusammenhiingends
Fliche 0. Die einzelnen Stiicke von « bilden daher n — 1 Querschnitte, weil
7" durch jedwede n—1 Qﬁe’rschnitte, aber auch nur durch so viel, in eine
einfach zusammenhingende Fliche zerlegt wird. ilgen wir aber nun
statt jener Stiicke von a diejenigen von &, welche mit ihnen Stiicke der
Fliche vollig begrenzen, so werden von der einfach zusammenhingenden
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TFisiche ¢ hier einfach zusammenhiingende Stijcke abgeschnitten und dort
lings ein®s continuirli(.:he_n Th.ellas ihver Begrenzu'ug angefiigt. Die Reste
Jon « bilden aber (weil sie mit den Resten von a in Q gleichviel Anfangs-
and Endpnnkts und gleichviel Punktcj auf der Begrenzung von 7 haben
p—1 Quefsclmitte. Es wird also 7" durch s# ~1 Querschnitte in eine
einfach susammenhiingende Fliche verwandelt und ist daher n-fach zu-
gmmenhingend, w. Z. e. W. _ .

Flichen, welche lings einer Linie sich spalten, k8énnen unberiicksich-
tigh bleiben, weil sie einen unendlich ®grossen Zusammenhang haben.
7. B. wenn auf einer Ebene irgendwo ein Halbkegel aufsitzt, so sind alle
grossten Kreise durch einen Punkt, wenn man sie in der Ebene durch
gerade, welehe durch einen Punkt gehen, verbindet, nicht zerstiickelnde
Querscbnitte. _ : : A_ k

Ausser diesem Falle gehort aber zu jeder Fliche eine ganz bestimmte
Anzahl von Querschnitten. TFiir eine geschlossene (begrenzungslose)
 Fliche ist diese Anzahl gerade, was wir nur filr eine bestimmte Art von
Querschnitten beweisen, da es wegen der Unverdnderlichkeit dieser Zahl
dann fir alle Arten gilt.

Rin cinzelner Querschnité, der in unserem Ifall in sich zuriickliuft,
rann eine geschlossene Fliche nicht in eine einfach zusammenhiingende
verwandeln, weil seine beiden Ufer zwei getrennte Begrenzungsstiicke
pitden. Eine Verbindungslinie der heiden Ufer bringt die ganze Be-
grenzung in einen einzigen Zusammenhang. Die I'liiche kann nun einfach
gusammenhiingend sein., IRinen dritten Querschnitt, wenn noch einer mog-
lich ist, kann man so ziehen, dass er von einem Punkte des fritheren aus-
geht und in sieh zurticklduft. Dadurch wird die Begrenazung irgendwo
gedffnet, das eine Ufer des neuen Querschnitts eingeschaltet, das andere
bildet ein getrenntes Begrenzungsstiiclk; es ist daher mnoch ein vierter
Querschuitt méglich w.. s. f.

Es findet nun, wie Riemann angiebt, bei einer einfach zusammen-
bingenden, iiber einen endlichen Theil der z-Ebene anusgebreiteten Fliche
zwischen der Anzahl ihrer einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der
. Umdrehungen, welche die Richtungihrer Begrenzungslinie macht, die Relation
statt, dass die letztere um eine IZinheit grbsser ist, als die ertere, und aus
dieser ergiebt sich fiir eine mehrfach zusammenhingende Fliche eine
Relation zwischen diesen Anzahlen und der Anzahl der Querschunitie,
welche sie in eine einfach zusammenhingende verwandelt.

- Den letzten Theil dieses Satzes, den wir geometriseh nachweisen, hat
Riemann mit Hiilfe einer logarithmischen Transcendenten erwiesen.

" Von dem vertikalen Abstande der Blitter einer tiber die z-Tbene aus-
gebreiteten Fliche kinnen wir absehen, wir stellen uns dieselben als
einander sehr nahe vor, miissen jedoch in Betracht ziehen, dass eine Ver-
sweigung der Bliitter auch um Lécher herum stattfinden kann, .
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Wenn J emand auf der Begrenzung eines Flichenstiickes fortschroites,
das (Gesicht in der Bewegungsrichtung, so sagt man, er durchlaufe dia
Begrenzung in positiver Richtung, wenn die anstossende Fliche immey
zur Linken blexbt' und wenn Jemand um einen Kreis herumgegangpn ist,
suv sagen wir, er habe eine ganze positive Umdrehung seiner Rlchtnna-
ausgefihrt.

Das betrachtete I'lichenstiick besteht nun aus mehreren Blatter
jedes vielleicht mit anderen Grenzen. Diese Blitter setzen sich um ém
Verzweigungspunkte oder L#ch® herum in einander fort. Dass Blitter
am Rande dieser Licher oder der Grenzen, wie etwa die platt gedriickts
Oberfliche eines Ringes, 411sa,mmenhangen, weollen wir der Binfachhgj
wegen vermeiden, _ :

Botrachten wir nun ein elnz;elnes Blattf der Tliche, so hat es etyn
folgende Gastalt: Um die Verzweigungspunkte herum ziehen wir Kreise
und verbinden einen Puunkt derselben mit der Begrenzung, was auf mehrerg
Arten geschehen kann. Die Linie 7 (Taf. V, Pig. 1}, welche anzeigt, dass
das Blatt sich. liings derselben in ein anderes fortsetzt, welche aber hier
nur einen Theil der Begrenzung bildet, kann entweader an die Hussere Be-
grenzung s wie J, oder zu einem Loche wie I, gefiihrt werden, oder es
kann eine friihere Linie [ als Begrenzung angesehen werden, so dass], inJ,
einliuft und den Schnittpunkt eine Linie 4 mit der iibrigen Begrenzung
verbindet. ISbenso lassen sich Ldcher durch Linien mit der dibrigen Be-
grenzung verbinden (welehe Verbindungslinien ebenfalls einen Ort der
Verzweigung angeben kdnnen); endlich kann eine Linie, wie in der
Figur g, gleichsam als eine Spitze der #dusseren Begrenzung ins Inners
hineinragen. Alle jene Linien aber sollen sich unter sich .oder mit der
vorhandenen Begrenzung nicht schneiden, und alle zusammen als die Be-
grenzung des Flichenstiicks § angesehen werden. Wie man sieht, ist
dann in § jeder Quevrschnitt ein zerstuckelnder also & einfach zusammen-
hingend. »

Die Umdrehung, weiche die Richtunge {ier Husseren Grenze s macht,
ist offenbar eine ganze positive. Xine beliebig in S liegende ILinie, die
beiderseits begren«t ist, indert ihre Ri'chtung so, dass sich die Aenderungen
auf beiden Ufern gegenseitiy aufheben; aber in ihren Endpunkien macht
die Richtung zusammen eine ganze negative Umdrehung, weil sie von
links nach rechts vor sich-geht, wenn die Linie I in positiver Richtung
durchlaufen wird. Hieran wird Nichts gedndert, wenn wir an einem End-
punkte einen Kreis oder ein Loch anfiigen, weil von der Linie zum Kreise
und vom IKreise zur Linie genau eine halbe positive, auf dem Kreise oder
Tioche aber eine ganze negative Umdrehung gemacht wird. Von der Be-
grenzung zu einer Linie & oder 1, von dieser zur Begrenzung s wird in
Summa eine halbe positive Umdrehung gemacht, so dass der gesammte
Iinfluss einer Iinie &, oder einer Linie 1 oder /. mit einem Kreise oder
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Loche in Bezug auf die Anzahl der Umdrehungen Null ist, und irgend ein
solcher Theil der Begrenzung schadlos aufgehoben werden kann. Da
§ keinen Verzweigungspunkt enthilt und die Richtung von s eine ganze

,_{}mdrﬁhung macht, go ist die letztere Zahl wirklich um Hins grgsser, als

 die der Verzwelgungspunkte.

Fiigen wir hieran ein zweites Blatt, so miissen in diesem die Linien /,
langs welcher es mit dem ersten zusammenhingt, sich decken, soweit tiber-
haupt sich die Bidtter decken; sonst kann eme Linie in dem einen Blatte
wob! iber das andere Blatt hinausgehen. ‘Um Tun einen Zusammenhang
swischen den beiden Blittern herzustellen, tilgen wir das eine Ufer einer
Linie in & und das andere der entsprechenden Linie in §;. Der dort
}iegendeVerz’weigungspunkt.bleibt dureh die Kreise, welche zusammen einse
Qchiranbenlinie hilden, welche durch die beiden anderenm Ufer von ! mit
Jer iusseren Begrenzung verbunden ist, ansgesehlossen. Die Summe der
Umdrehungen der Richtung, welche die Begrenzung von § und S, macht,
war 3; aber in den Endpunkten der zerstérten Ufer macht die Richtung
zisammen genommen genau eine ganze. Diese wurde zerstért, es bleibt
also eine Umdrehung. Wenn jener Verzweigungspunkt ein einfacher ist,
g0 wird dureh Aufhebung der beiden anderen Ufer und der Kraise die
Fliche in sich zuriick fortgesetzt und ein Verzweigungs;auhkt eingeschaltet.
Dise Umdrehungen werden num eine vermehrt (zwei negative an den Kreis_er;
wnd eine positive an den Ufern werden aufgehoben), also ist noch die
letztere Zahl um Fins grésser, als die erstere. Jede geschlossene Curve
zerstiickelt die Fiéi,che,_ sie ist daher einfach zusammenhingend.

So kénnen wir ein drittes und viertes Blatt hinzufiigen. Wir nehmen
nan an, der Riemann’sche Satz sei bewiesen flir eine Fliche von /% Blit-
tery, die auf die beachriebene Weise an einander gefiigt wurden, wir
zeigen, dass er dann noch gilt, wenn wir ein A~ 1'% Blatt hingufiigen.

Wir fiigen zunichst das Blatt so an, dass kein Verzweigungspunkt
in die Pliche eingeschaltet wird. Sei es nun, dass der Zusammenhang
dadurch hergestellt wird, dass zwei entsprechende Ufer von ILinien I auf-.
gehoben werden als Begrenzung, welche von einem Punkte oder Loche
ausgehen, um das heram sich die Fliiche zweimal windet, sei es von einem
salchen, um welehes sich die Fliclhse mehrmals windet, es stossen immer
zwej einfach zusammenhingende Flichenstiicke lings eines continuirlichen
Theils ihrer Begrenzung an einander, und es wird die hinzugekommene
Dmdrehung des neunen Blattes dureh die wegfallende an den Ufern von !
aufgehnben, 50 dass der Satz von Riemann gilt,

- Wenn aber 7 von einem «-fachen Verazweigungspunkte ausging, und

wenn dort schon o Blitter ausanunenhangen, s0 kinnen wir nun auch die
beiden letzten noch iibrig gebliebenen Ufer von I aufheben sammt den
¢ 1 Kreisen, die sich um jenen Verzweigungspunkt winden. Es werden
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dadurch genau & Umdrehungen (o -1 aus den Kreisen und eine negative
von 7} hinzugefiigt und genan « Verzweigungspunkte eingeschaltet, Fine
Linie, welche vorher zwei benachbarte Punkte der Ufer wvon ? verband,
zerstiickelte die Fliche. Jetzt ist sie als geschlossene Curve anzusshen,
und da weder auf der einen, noch auf der anderen Seite von 7 ain Wee
von ibrem Inneren nach dem Aeusseren fiihrt, so zerstiickels gie die
I'ldche noech, oder jene ist einfach zusammenhingend und es gilt der Satg
Riemann’s. Es sind jedoch, wenn die Fliche aus n Blitiemn besteht,

‘nicht mehr, als n-——1 Verzwelgungspunkte in die Fliche hinein gekommen

und ein Loch kdnnen wir iiberbaupt nicht einfiigen, weil, wenn dig

nicht mit der Husseren Begrenzung verbunden ist, die Fliche mehrfach
zusammenhéingend ist. Wir wollen nun noch die tibrigen Verzwelgungg.
punkte in die Fliéche hineinbringen und annehmen, dass Lbcher in der
Fliche nicht enthalten seien, mdem wir deren Begrenzung als Hussere Bs-
grenzung mit betrachten.

Zergtbren wir einen Krels um einen Verzweigungspunkt, einen Krajs
in einem Blatte, so fliesst sofort ein einfach zusammenhiingendes Fliches-
sttick in die Iliche ein lings einer continuirlichen Begreﬁzu&g. Die
Fliche bleibt also einfach zusammenhiingend. Die inneren Ufer der an
diesen sich anhiingenden Kreise um den Verzweigungspunkt, deren genan
noch so viel sind, als der Verzweigungspunkt vielfach ist, werden so der

Begrenzung hinzugefiigt und sind durch die Linie 7 des ersten Blattes mit

der ilbrigen Begrenzung verbunden, deren ein Ufer sich an einen solchen
Kreis, deren anderes an den letzten Kreis sich anschliesst. Hierdurch
werden & Umdrehungen von den inneren Kreisen und ein «-facher Ver-
zweigungspunkt hinzugefiigt, und sonst wird Nichts geiindert. Iiigen wir
‘so nach und nach alle Verzweigungspunkte in die Fliche ein, so kinnen
wir noch die Kreise zu anderen Curven ausdehnen, die Linien 7 zusammen-
zichen, immer gilt der Riemann’sehe Satz. Um nun den zweiten Theil
desselben, von den mehrfach zusammenhéngenden Flichen und der Quer
schnittzahl nachzuweisen, nehmen wir an, dass alle Verzweigungspunkte
durch Linien { mit einem im Inneren liegenden Punkte verbunden seien und
von dort aus in jedem Blatte nureine einzige keine Verzweigung anzeigende
Linie 4 nach der dusseren Begrenzung fiithre, Wenn wir diese dussere Begren-
zung nach und nach erweitern, so kénnen wir diese endlich in einen Punk,
den unendlich fernen, zusammenziehen und dann die Linje 2 bis ins End-
liche verkiirzen. Wiihrend nun vcrher an. die Endpunkte der Linien } sich

die #usseren Begrenzuna‘sstucke anschlossen und mit diesen 7 4 = pnsztws
Umdrehungen zusammen dort stattfanden, so finden jetat 5 negative statl.

Der Zusammenhang ist hierbei nirgend gesndert. Ist nun w die Anzahl der
Verzweigungspunkte, so war vorher @ -1, und ist jetzt w1 — 2n.die
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qane -Aﬁzahl der Umdrehungen, welche die Richtung der ganzen Be-

8 » e L x b e L
8 - Die Linien 4 k¥nnren sodann noch, wie wir wissen, ohne

grenzing macht.
Yehaden weggelassen werden,
Wird nun die Flache 7 durch 2p Querschnitte in eine einfach zu-

gmmenhingende verwandelt, so ist die Umdrebung der Richtung auf dem
snen Ufer immer die entgegengesetzte, als auf dem anderen, diese Um-
drabungen heben sich auf; aber wo zwei Querschnitte an einander stossen,
was 4p — 2mal geschieht, wird je eine halbe positive Umdrehung gemacht.
Daher ist die Anzahl der Umdrehungen 2 (»p —1), woraus die von Rie-
mann schon algebraisch bewiesene Gleichung folgt: w —2n == 2(p—1).
Wir nennen nun ein kanonisches Querschnittsystem in einer Fliche T
win solches, in welchem der Querschnitt b, zwei benachbarte Funkte der
beiggn"{}fgf des Querschnitts ¢, verbindet und «, ans einer Linie ¢,, welche von
enem Punkte von b, auslduft und ans einem in sich zurticklanfenden
Sehnitte @, besteht. ILin vierter Querschnitt b, fiibrt von cinem Ufer von
g, z2 dem benachbarten Punkte auf dem anderen Ufer ete. So besteht
das ganze Netz aus Systemen Dus denen .eine ILinie ¢y..y vorauf geht
und eine cp folgt. _ :
' Es giebt unendlich viele solcher kanonischer Netze. Bildet man
ills so zerschunittemen Fliichen, etwa 7, 7', I".... durch ein iiberall
endliches Integral in 7' ab, welches in einem endlichen Theile von T jedes-
mal dasselbe ist, so bestehen =zwisehen den Ortsverschiedenheiten der
paraﬂelén Begrenzungsstiicke (Periodicititsmodnln) aller dieser Abbil-
dungen lineare ganzzahlige Relationen, welehe die Abel’schen Trans-
formationsrelationen genannt werden und welehe aus der Theorie der
g-Functionen bekannt sind. '
"Hat u in T’ die Periodicititsmoduln 47, 4”5.... 47, bei a;, az,.... ap;
BBy - By bei by, by. . by, und in 27 an @, . .0y die 47, 4%, .. 47,
an by, 07gy.. 07 die By, B”,,...B"p, 80 besteht die Relation: '

e Lad ’ e .7 i ’ ; ’ ) .
'4‘4'#,-1;2’5@'4 8“#5+B g ]6,#8}} B u= ‘?;'EV (A E ?’#5“}-3 & 54{&&‘): p=1,2,...p,

worin « 8y 8 ganze Zahlen sind. Alle Abbildungen durch u, also auch die,
" m welehen 4, und 4"’y gelibren, miissen denselben Fliicheninhalt haben,
und bildet man 47, 4"y durch p von einander unabhiingige Functionen
ab, 80 miissen fiir jeds Abbildung durch irgend ein u dieselben Relationen
bestehen, und da =zwischen den Periodicititsmoduln verschiedener » be-
stimmte, von Riemann (Abel’sche TFMunctionen Theil 4, §. 20) gegebene
Besiehungen stattfinden, so miissen jene ganzen Zahlen folgenden Be-
dingungen CGlentige leisten: ’

r i .
| ‘125 (eey Veuw — %gp’ ?"a;.:.) ==0, 125 Bep 58@' — B 55@) =0,

i

- . ‘ - . : " ’
2‘5(“5& 65,{_&__{35# Yseu;) =1, _{-"s (a’&.‘w ;65&»* — ﬁﬁpf ’Ysiu,) == 0 fiir g,!.z;.b ,
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woraus noch folgt:

P
2 (“ys B‘u e By fgps) fs_ (?"ia,s 5@5’8 — 1’9’2 3‘5:.8) == (),

p B
'%'a ("‘y,s 6{&8 — fgp,s ?;&E? =1, };“s (c"'gus 3@'&""‘" ﬁy'a j’#&) =0 #%f—t’.

Diese nothwendigen Bedingungen knnen wir als bekannt voraussetzen;
wir begniigen nns hier damit, nachzuweisen, dass sie auch hlmclehen&g
“sind, 4. h. dass zu jedem System soleher Zahlen ein kanonisches Quer-
schnittnetz existirt. Welches Ufer eines Querschnitts positiv odey negatiy
genannt werde, ist an sich gleiehgiiltig; aber im kanonischen System muss
eine bestimmte Ordnung getraﬁ’en werden, so dass man beim Durchlagfeq
des Quarschnmts-ystems in ganz bestlmmte,r Reihenfolge die ‘positiven uag
negativen Ufer durchliuft.

I) Wir wihlen nun zuerst T und 7' so, dass sie ganz ibereinstimmen,
bis auf die Linien ¢'s_1 und ¢”z—1, so t]a,sq sie zwar einen gemeinsamey
Anfangs- und Endpunkt haben, letztere aber auf dem entgegengesetaten
Ufer von a, liegen, und bis auf die Linien ¢, und ¢, deren Anfangspunkts
auf entgegengesetzten Ufern liegen sollen. Es findet dann in o' ¥, und
'y b, die entgegengesetzte Uferordnung statt, so dass 4'p==— 4",
B’;s: — B”e’ sonst aber 4’y = A"y By == B, ist. Demnaech ist ogu=1,
Syu==1, nur §;; = — 1, ¢, = — 1 und alle iibrigen &« § y J sind Null.

‘ IT) Es sollen ferner 7" und T" tibereinstimmen, es soll nur C”a—; 1
dem Endpunkte von ¢’ —, fiihrén, und ¢” g4 zu dem Endpunkte von c's_y,
dann muss an dieStelle von &'y V', ¢ 0", anStellevone', b's, a’y by ge-

P - L/
sctzt werden und es ist demnach 4", =4y, B ;= By, A" g=d’, B" ,_.3

oder o,y ==1 ausser oy, oy, welche Null smd Cpp’ == €l g==1; ehensa
Sun=1 ausser 0z 0yy, welche Null sind, und dy;y = dy,==1, alle iilrigen
« 3y 4§ sind Null. : -

II1) Nun sei 7" von T dadurch verschle&en, dass ¢’ s_4 von He_y
nach &', fiihre, welcher (Quersechnitt dann &’ heissen wird, und dass ¢, von
a’ s (=b"¢) nach a's +1 fithre. Hierbei vollzieht sich entweder eine Umerd-
nung des Ufervorzeichens an ’; oder an «’;. Man hat daher A" =+F,
B = F A’ oder es ist: oy, =1 ausser a,==0, B,= + 1, Sup =1 ausser
358‘"”“0: Yee= -+ 1 und alle tibrigen « §y & snnd Null.

IV} Ferner sollen die Netze 77 und 7" zusammenfallen, nur d" nloht
mit /', Es soll b, mit ', von @, anfaugen, wie in Fig. 2, tiber die Linie
VA ]fi, ans einem Flichenast in einen anderen gehen; dort aber soll b7 sich
n Mal um %, &, rechts oder links herum winden, also im wweiten I‘lacheu-
ast 'y, 2n—1 Mal schneiden und beim n'¢® Zusammoentreffen wieder mit v,
auf das andere Ufer von ¢, zurtickgehen. Bsist dann 47 =4, + 2B je
nach der Richtung der Umldufe von 3”7, oder es ist cz#@———:t?wf—"-'ié
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.7, Bes= T » und sonst sind alle o 3y § Null. s ist nicht immer
die Windungen blos um %, £, herum zu machen; aber es ist stets
mit Hinzuziehung noch anderer Verzweigungspunlkte.

;1__;i ~p

mﬂg‘hCh)

mﬁgiich
: : ’

Eineganzanaloge Operation kannman auch auf &’y anwenden, wodurch

man erhilt epe == Oup =1, Yge = 4+ 7 und sonst «fy § =0,

. ] R ) )
V) Endlich mdgen sich T und 7" dadurch unterscheiden, dass 5",
7 - s Vd
etwa eben da, WO b, _ odey in der Nihe auf « . anfange und durch das
Ionere von T nach b’y hinlaufe und iiberschreite, wie es in Fig. 3 an-
gedeutet ist. IEs sei Luelbel £==¢-+ 1. Von dort aug kann man dann,
Mﬂéiel* liche einfach z .4usammenhangend also jedenfalls zusa,mmenhﬂ,no'cnd
ist, chne irgend einen Querschnitt zu schne;den, und ohne einen fritheren
Punkt der Linie zu treffen, die Linie ", zu dem dem Anfangspuaktc auf
dem anderen Ufer gegenubellieO'enden Punkte fithren. Von irgend einem
Punkte von & ziehen wir &7y nach &°; und iiberschreiten diese Linie und.
fihren "y, obne irgend eine der schon gezogencn Linien zu schneiden,
tie Querschnitte als Wegweiser benutzend, zu dem dem Anfangspunkte
anf dem entgegengesetzten Ufer von &y gegenitberliegenden Punkte za-
- - 7 . Yy o R
rick. Dann verbinden wir 6", mit «”’y (oder a’y) durch ¢”,. Man zeigt
r a - - R ,
leieht, dass T einfach zusammenhiingend ist. Dana ist 4", =4", ¢,
’ ' s . . - : =
.ﬁfusrm{j 3"_f'B & oder Dy e = 5#&-——-1, == ].,‘ 2,.. - Py 588’ MIBE’S = + 1. Das
wniere Zeichen wird durch Ueberschreitung in entgegengesetztem Sinne
erhalten. Ein selbiges Verfahren auf ¢, und ey angewentet, liefert das’
verwandte System, in welechem statt S0 =8y, ==+ 1, yw=yys;= + 1
z0 sefzen ist.

Wenn man das angewandta Verfahren wiederholt, so gelangt man zu
sinem System, in dem (.= == 4 7, odor. pgy=—ypg,== 4+ n ist,
und wegen II) kénnen wir noeh ¢, Welches gleich & <41 war, willkiirlich
wihlen, o o _

Betrachten wir 7' als erstes System und 77 als abgeleitetes, so
fiessen hierans ebemso viele Zahlensysteme, denen wirkliche Trans-
formationen’ eines Schnitinetzes entsprechen. Beide Arten von Traus-
formationen kénnen beliebig oft wiederholt und in beliebiger Reibenfolge
agowandt werden, so dass man aus 77 77 und hieraus 7' etc. erhiilt,
weil wir ja das erste System ganz willkirlich, nur von kanonischer Form
amahmen, von welcher die folgenden anch sind.

S{;hrelhen wir das Zahlensystem « 8y d in der Form einer Deterlm-
n&nte

D11y 5‘512:---“1;}}5:(;-- ﬁ:p -

yti’. s s wa ‘?f‘i'33; 61{}. - .6;3;

¥ & u ®

ypl, "= a2 a0 -y?;pj (5;)1,: » g&pn
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so bewirken zwei aufeinander folgende 'Transformationen ejn System
welches ans dem System, das 7™ angehtrt und dem System der Transj
formation der Art zusammengesetzt ist, wie sich Determinantenproducte
zugsammensetzen, Wendet man diese Transformationen (I bis V) auf eip
vorliegendes System « 8y § an, so findet man folgende Regeln:

Man kann die Zahlen einer der p ersten Horizontalreihen oder Vey.
tikalreihen ihr Zeichen wechseln lassen, wenn man dasselbe gleichzeitig
mit denen der entsprechenden Reibe aus den p letzten Horizontal-, be.
ziehentlich Vertikalreihen thut.

© Man kann zwei beliebige der p ersten Horizontal- oder Vertikalreihep

und die entsprechenden der p letzten Horizontal-, beziehentlich Vertikg].

reiben mit einander vertauschen.

Man kann eine der p ersten Horizontal- oder Vertikalreihen mit dop
entsprechenden der p letzten Hbrizontzﬂ-, beziehentlich Vertikalreihen
vertauschen und muss gleichzeitig das Vorzeichen einer derselben findem,

Man kann eine der p ersten Horizontal- oder Vertikalreihen, mit ejnang
ganzen positiven oder negativen Factor multiplicirt, zu der entsprechenden
der p letzten Horizontal-, heziehentlich Vertikalreihen addiren und um-
gekehrt. - :

Man kann die v Horizontal- oder Vertikalreihe mit einem beliebigen
ganzen positiven oder negativen Factor multiplicirt, =zur p - »'** Horizen-
tal-, bezichentlich Vertikalreihe addiren, wenn man gieichzei‘sig die ¢t mit

demselben Factor zur p 4 v* addirt und umgekehrt.

Hierbei sind die Abel’schen Transformationsrelationen Invarvianten,
Wendet man also diese Transformationen auf ein vorliegendes System
an, so oft und in der Art, dass so wviel als miglich Glieder des ent
stehenden Systems Null werden, so findet man, dass jedwedes, den
Abel’schen Transformationsrelationen geniigendes System auf das ein-
fache eyu=0py=1 pw=1 2....p, sonst & By § gleich Null gebracht werden
kann., Wir brauchen diese Rechnung nicht auszufiihren, da ihre Avt bio-
linglich bekannt ist. : .

Umgekehrt kann man durch eine Reihe von Transformationen zn
jedwedem mbglichen, d. h. den ADbel’schen Mransformationsrelationen
geniigenden System von Zahlen o« 8y J§, oder von einer Zerschneidung 7"
zu einer diesem Systeme entsprechenden Zerschneidung 7T golangen,
und man erhilt so alle méglichen Zerschneidungen der Fliche 7' in eine
einfach zusammenhingende durch ein kanonisches Querschnitinets.
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