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I.

Kritische Eemerkungen zu dem von Si m o n y aufgestellten Begriffe
der Torsion verknoteter Bänder.

In seiner Schrift: JlGemeinfassliche, leicht coutrolh-bare Lösung der Auf·
gabe: "in ein ringförmig geschlossenes Band einen Knoten zu machen"
und verwandter merkwürdiger Probleme" bestimmt O. Simony u, A,
die "Torsion" gewisser geachlossener Bänder, eine Con staute, die in der.
'I'haf in vielen Fällen direct auf den gewöhnlichen Begriff der Torsion sich
bezieht. Der Umstand, dass seine populären Auseinandersetzungen hierüber
Versehen enthalten, die in den späteren Aufsätzen Si m o n ys keine Be
richtigung finden und neuerdings auch in eine andere wissenschaftliche
Schrift* iibergegangen sind, veranlasst mich zn einigen Bemerkungen übel'

. diesen für nie Lehre von den verschlungenen Bändern fundamentalen Punkt.

Wir geben zunächst einen wörtlichen Abdruck der auf die Bestimmung
der Torsionszahl bezüglichen Hauptstelle (1. c. § 1, S. 2-4).

Citat 1.

"Man verwendet ... einen rechteckigen Papierstreifen , in dessen Ecken
anf seiner oberen und unteren Fläche beispielsweise nach dem Muster der
schematischen Figur 1 die Ziffern 1, 2, 3, 4 geschrieben werden mögen,
wobei jedes Eck beiderseits mit derselben Ziffer zu versehen ist. Biegt
man hierauf die beiden Enden des Streifens in der durch die schematische
F'Igm- 2 ** versinnlichten Art gegen einander und verdreht dessen recht-

* Topologische Studien etc. VOll Dr. l!"l·. Dingeldey. Leipzig 1890 bei
B. G. Tenbner.

** Siehe auf unserer Tafel IV, Figur 1. Die F'igurennummem im Folgenden
beaiehsn sich stets auf Tafel IV,
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seitiges Ende so lange I bis die Eoken (1) und (4L (2) und (3) zum ersten
Male neben einander zu liegen kommen I so hat man eine Drehung um
1 X 180° ausgeführt. Ich nenne dieselbe positiv (+) I wenn sie im Sinne
des Pfeiles (p) I negativ (-) I wenn sie. im entgegengesetzten Sinne vor
"'enommen worden ist. Durch Verdoppeluug I Verdreifachung etc. der eben'" .oharakterisirten Drehung lässt sich analog eine Verdrehung des rechtseitigen
Endes um 2 X 180 0 , 3 X 180 0 etc. erzeugen; sie wird als positiv oder
negativ zu bezeichnen sein, je nachdem sie aus einer Verdoppelung I Ver
dreifachung etc, einer positiven oder einer negativen Drehung um 1 X 1800

hervorgegangen ist,
Die Vereinigung beider Enden des Streifens liefert. natürlich stets

einen ringföl'mig geschlossenen I knotenfreien Streifen, dessen Gesammt
torsion (T) mit jener des rechtseitigen Endes des ungeschlossenen Streifens
übereinstimmt. Handelt es sich also umgekehrt um den Nachweis einer
bestimmten Gesammttorsion in einem ringförmig geschlossenen, knoten
freien Streifen I so verwandle man denselben mittels eines, seine ganze
Breite durchsetzenden Querschnittes in einen Streifen mit zwei freien Enden
und verdrehe dessen rechtseitiges Ende bei negativem T iupoaitivem, bei posi
tivem T in negativem Sinne umjenes Vielfache von 180°, welches für Tangegeben
wurde;' War die betreffende Angabe richtig, so müssen nachVollendung dieser Ope
ration sämmtliche Torsionen ans dem Streifen verschwunden sein. Ebenso ein
fach gestaltet sich die Prüfung der Gesammttorsion eines ringförmig geschlos
senen Streifens I falls derselbe einen Knoten von dem Habitus der schema
tischen Figuren 13, 14, 27, 28, 31, 32 * besitzt. Schneidet man nämlich
den Streifen unmittelbar neben den Umschlingungen des Knotens quer
durch und zieht jenen 'I'heil des Streifens, welcher die Umschlingungeu
trägt, ohne Drehung aus den letzteren heraus, so hat man den vorgelegten
Streifen ohne Aenderung seiner Gesammttorsion in einen knotenlosen
Streifen mit zwei freien Enden transformirt, dessen Gesammtverdrehung
wieder in der zuvor beschriebenen Weise controlirt werden kann."

Vor Allem sei der mit Knotenexperimenten nicht vertraute Leser ge
warnt , die hier mit den Streifen vorgenommene Operation für eine harm
lose und überhaupt ein Aufschneiden und Herverziehen eines Streifentheiles,
wenn nur keine neue Torsion hinzugefügt wird, bei Bestimmung der Tor
sionszahl für erlaubt zu halten. Einige Beispiele werden sofort zeigen, in
welche Widersprücue man dadurch gerathen kann, Figur 4 entspricht der
Figur 19 bei Sim o n y, Wollte man die Torsion des abgebildeten Bandes
dadurch bestimmen I dass man dasselbe bei a aufschneidet, den Theil ab
aus den Umschlingungen ohne Torsion hervorzieht und über clen früheren
Umschlingungen zur Schnittstelle a hinlaufen Hisst, so würde das jetzt un
verknotete Band eine Torsion von 4n; aufweisen; verführe man genau so,

* Vergl, auf unserer Tafel die als Repräsentanten ausgewählten Fig. 2 und 3.
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nur mit der Aenderung, den herausgezogenen Streifen u n te r, den früheren
Umsohlingungen zur Schnittstelle hinlaufen zu lassen, so würde sich eine
Torsion von 8 n ergeben. Welche der beiden Zahlen soll nun als Tür.
sionszahl des ursprünglichen, verkpoteten Bandes angesehen werden? Und
warum soll nicht jede der beiden Operationen zur Bestimmung der TOl'sion
ebenso berechtigt sein, wie . die von Si m o n y vorgeschlagene? Oder:
Figur 5 stellt ein Band vor, dessen 'I'onsion entweder di'rect nach der für
unverknotete Ringe gegebenen Vorschrift oder mittels Aufschneiden bei a
und Herausziehen von ab aus der Umschlingung etc, bestimmt· werden
kann, wobei die einer Umwandlung unterworfene Stelle der in Fig. 14 bei
Sima ny abgebildeten ganz gleich ist.. Das erste Verfahren giebt als Tor.
sionszahl -:n;, das zweite +3 n;.. Wie steht es mit der Berechtigung eines
Verfahrens, das schon bei so einfachem Beispiel zu den bedenklichsten

.Widersprüchen führt?
Nun sagt allerdings Si m o ny selbst in der auf das Citat I bezug.

Hohen Anmerkung 5:
Citat Ir.

" Dieser Satz hat lediglieh den Werth einer e lU p ir i s c h e n Regel,
welche zwar speciell für die hier in Betracht kommenden Knetenformen
richtige Resultate liefert, im Allgemeinen jedoch keine unbedingte Giltig.
keit· besitzt."

"Empirisch" möchten wir die Regel deswegen nicht nennen, weil nur
ein einziger Umstand bei ihrer Begründung auf Empirie gestützt werden
kann. Bei einem einzigen der von Si mon y in § 1 behandelten Gebilde
nämlich kann die Torsion einwurfsfrei e m pi r i s c h bestimmt werden. Es
ist dies Gebilde das durch Mittelschnitt aus einem geschlossenen, einmal
torelirten Bande entstehende Band, und die dafür gefundene 'I'orsionazehl
ordnet sich allerdings dem Gesetze unter, das für die 'I'orsionszahleuder
aus mehrfach tortlirten Bändern entstehenden Streifen mittels obiger Regel
aufgestellt wird.

Für diese letzteren Streifen aber stellt die Regel dogmatisch, nicht
emprrisch , etwas fest .

.Es ist noch zweckdienlich, die Gründe kennen zu lernen, die Si m o ny
veranlassten, seiner Regel unbedingte Giltigkeit abzusprechen. In einem
seiner anderen Aufsätze: "Sitzb. d, Wien. Ac. H. Abth. 1881, S. 250 11

findet sich die Stelle:

Citat IH.

"Endlich muss bei der Erledigung des 2. Hauptfalles noch der That
sache Rechnung getragen werden, dass die hierbei in Betracht kommenden
Verknüpfungen und Verschlingungen je nach der Art ihrer Auflösung ver
schiedene 'l'orsionszahlen liefern, also durch das Experiment im Allgemeinen
rrur die aussei-halb der bebreffenden Verknüpfung resp. Verschlingung auf-
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tretenden 'I'orsionen. um je 180 0
, welche in ihrer Gesammtheit die jeweilige

äUBsere' Verdrehung: V=; X 180 0 der untersuchten Fläche bestimmen,
ihrem Sinne und ihrer Anzahl nach eindeutig festgestellt werden können."

Den einfachsten Fall der in Frage stehenden Verknüpfungen und Ver
schlingungen. stellen die beiden Figuren 6 und 7 dar. Im allgemeinen
Fall diirfen an Stelle der einen Umschlingung bei ab beliebig viele gleich
sinnige Umschlingungen des horizontalen Streifentheiles treten, auch darf
der Sinn der Umschlingungen bei ab und cd ein anderer als in der Figur
sein. Sim 0 ny setzt auseinander, dass für Figur 6, je nachdem man die
im Citat I am Schlusse ' beschriebene Operation nur auf die Stelle a b, nur
auf die Stelle c d , oder auf beide Stellen zusammeu anwendet, die Tor
sionen - 4 zr , +4'71: oder 0 erhalten werden, dass aber bei Vergleichung
der Figllr mit einer symmetrischen Gründe sich ergeben, welche nur die
letzte 'I'orsion als die richtige erscheinen lassen. Analoges gilt von Figur 7.

Was nun hier nachgewiesen werden soll, ist, dass die in Citat I ge
gebene Regel nicht nur für die Knoten im Citat IU zweifelhafte, sondern
auch für die in der populären Schrift behanc1.elten direct vel'werfliche Re
sultate giebt , dass aber sehr wohl eine Regel aufgestellt werden kann,
welche stets unzweideutige, unter einander widerspruchsfreie und 'mit der
Empirie übereinstimmende Torsionszahlen liefert.

Es ist klar, dass die Regel Citat I hätte in Beziehung gesetzt werden
müssen zu dei- Stelle S. 5-6, wo das Torsionsäquiv~tlent VOll

U ebe r k r e u z u n gen in folgender Weise besprocben wird:

Citat IV.
nAn die hier gegebene elementare Erläuterung des ersten und zweiten

Experiments knüpft sich ausserdem 110ch eine theoretische Folgerung,
welche speciell für die Beurtheilung der jeweiligen Gesammtverdrehuug
eines geschlossenen, mit einem Knoten versehenen Streifens von Bedeutung
ist. Da sich nämlich die Figuren 4 und 6* Iedig'lichr durcb die zwischen
ihren Hälften auftretenden Ueberkreusungen unterscheiden, so bildet eine
Ueberkreuzung zweier Theile eines und desselben geschlossenen Streifens,
gernäss unserer letzten Bemerkungen', das charakteristische Aequivalent für
eine Torsion um + 2. 180 0 resp. - 2 . 180 0 , ja nachdem sie mit der als
positiv zu bezeichnenden U eberkreuzung in Figur 4 oder mit der negativen
Ueberkreuzrmg in Figur 6 gleichsinnig ist, Es kann daher auch um
gekehrt eine 'I'orsion um + 2.180 0 als positive Ueberkreuzung, eine solche
um -2.180 0 als negative Uebei-kreuzung zweier Streifentheile auftreten,
welcher Satz sich u, A. durch FlachdrUcken eines um 2. 1800 resp. um
- 2.180 0 verdrehten, ringförmig geschlossenen Streifens besonders an
schaulich co ntro'liren lässt."

01: Siehe unsere Tafel lJ'ig. 8 und 9, wo die SteUung der Figuren übrigens
verlindert ist.
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Denn bei der in der Regel Oitat I vorgescbriebenen Operation werden
Ueberkreuzungen aufgehoben, oder ihre Na-tur verändert. ~ scheint nun
Simony das Versehen passirt zu sein, die aufgehobenen Ueberkreuzungen
als paarweise einander entgegengesetzt, und somit einer Torsion 0 äqui.
valent angesehen zllhaben. Indem nämlich bei ihm S. 5 und 6 der Unter
schied einer positiven und negativen Ueberkreuzung einfach durch Hinweis
auf seine Figuren 4 und 6 erklärt wird, lng die Gefahr nahe, Ueber.
kreuzungen durch eine oberflächliche Vergleichung nur der unmittelbar in der
Nähe der Ueberkreuaungen befindlichen Streifentheile falsch zu beurtbeüsn.

Man braucht , um ein gleiches Aussehen beider Figuren in der Nähe
der Ueberkreuzüngsstelle herbeizuführen, nur eine derselben in ihrer Ebene,
11m lJO o zu drehen. Es ist daher gerathen , den "Sinn" eiuer Ueberkreuzung
etwas sorgsamer, etwa folgendermassen zu deflniren ;

Man halte die U eberkreuzung so vor sich hin, dass der dem Blick zu.
gewendete (vordere) Streifentheil in der Nähe der U eberkreuzungsstelle senk.
recht, der andere wagrecht verläuft, und denke sich von der Kreuzungsstelle 0

nach oben gegen a einen das Band durchlaufenden Punkt ausgehen j kommt der
selbe im weiteren Verlaufe von rechts, von 0, zur Ueberkreuzungsstelle zurück,
so liegt eine rechtsinnige, positive Ueberkreuzung vor (s. Fig.8)j im ent
gegengesetzten Falle eine linksinnige , negative (s. Fig. 9).*

Beachtet man diese Vorschrift und nimmt man den Satz von der Ae.
quivalenz einer positiven Streifen- Ueberkreuzung mit einer Torsion von
+2n, einer negativen Streifen- Ueberkreusung mit einer Torsion von
- 2 n; als allgemein giltig an , so kommt man in allen von mir untersuchten
Fällen zu einer einheitlichen, unzweideutigen und mit der Erfahrung über
einstimmenden Bestimmung der Torsionszahl.

Beispiele. Die Ueberkreuzungen in den Fig. ra, 27, 31** bei Simony
sind sämmtlich positiv, die in seinen Fig. 14, 28, 32 sämmtlich negativ.,

S. Fig. 5. Die beiden Ueberkreuzungon sind negativ, ansserdem in
dem Baude 3 positive Torsionen um n; vorhanden, Die Gesammttorslon
wird somit (3- 4) TC = - n: sein, wie man dies auch beim Auseinander·
falten t Aufschneiden und Torsionslosmachen des Bandes bestätigt findet.

S. Fig. 6. Die beiden Ueberkrenzungen bei' a , b sind positiv, die bei
o , il negativ, so dass ihre Torsionsäquivalente sich aufheben i die Ueber
kreuzung bei e ist negativ, ausserdem besitzt das Band 2 Torsionen um 1);,

so dass als Gesammttorsion 0 sich ergiebt, entsprechend dem von Simony,
unter den drei von- ihm erhaltenen, aus Symmetriegrlinden als einzig
richtig hervorgehobenen Resultate.

* Diese ErkHirungen sind verwandt,· aber nicht Identisch mit der von
Listing gegebenen Unterscheidung einer c1exiotropen und laeotropen Ueber
kreuznug. S. in den Göttinger Studien L 1847 die "Vorstudien zur Topologie".
S. 860 u, ff.

** VergL auf unserer Tafel Fig. 2 und 3.
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Die Verschiedenheit der Resultate bei SiIDony hängt damit zusammen,
dass er einmal eine positive, einmal eine negative, und einmal zwei entgegen
gesetzte Ileberkreuzungen aufhebt und in entgegengesetzte verwandelt.

S. Fig. 4. An dieser Figur beatimmt Simony die Torsion eines Bandes,
die er vorher nach Regel Oitat I bestimmt hat, direet durch Flachdrücken
und Abzählen der Torsionen und Ueberkreuzungen. Auffäll'iger Weise ge
langt er zu dem nämlichen El'gebniss wie vorher. Sollen wir also Recht
haben, so muss hier abermals ein Fehler vorliegen, und in der That be
zeichnet Simony die Ueberkreuzung bei p als negativ, während sie doch
positiv ist, und erhälf dadurch eine um + 4 % zu kleine Torsionszahl.

Ganz ähnliche Versehen liegen bei den Torsionsbestimmungen sämmt
lieher Knoten in §§ 1 und 2 vor, indem Si m o n y allgemein bei einem
Knoten, der aus (2K+ l)-fuch tordirtem Ringbande durch MiUelschnitt
entstanden ist, 2I( gleichsinnige Ueberlcreuzungen bei der Zä.hlung ver
nachlässigt, und dadurch den absoluten Werth der Torsion um 4K% zu
klein erhält. Demgemtlss ist die Stelle auf Seite 15, Zeile 17 von oben
in folgenden Wortlaut umzugestalten:

"Ausser dem Knoten besitzt der neu erzeugte Streifen auch noch eine
charakteristische Verdrehung, indem seine Gesammttorsiou zwar mit' jener
des ursprünglichen Streifens gleichsinnig, ihr absoluter Betrag jedoch,tl.uf
4(2K+1).180 o [nicht 4 (K+l).180 oJ gesbiegen ist, wobei 2 (2E+l)
Torsionen um je 1800 stets in der Form von 2 K + 1 TIeberkreuzungen
zweier Streifentheile an ftreten."

Ebenso ist auf Seite 19, Zeile 17 von oben entsprechend zu corrigiren
in:. """ Beide Streifen zeigen eine mit jener des ursprünglichen Streifens
gleichsinnige Gesammtverdrehung, deren absoluter Werth bei dem längeren
4(2 K +1).1800 ausmacht, etc."

•

Ir.
Andere Auffassung des Torsionsbegriffes. Die Zahl 'V.

Nachdem sich nun gezeigt hat, dass die im Vorliegenden behandelte
Eigenschaft der ,,'L'orsion" bei Verknotung des Bandes gar nicht rein durch
eine Torsion des Bandes dargestellt werden kann, ohne Aeuderungen an
dem Bande vorzunehmen, deren Zulässigkeitsbeweis bei rein empirischem
Verfahren zu einem circulus' vitiosus verführt,' wird man über das rein
fJ~pirische Verfahren hinausgehen und versuchen müssenc rvon vornherein
eine auf alle Bänder gleichmässig anwendbare Definition zu erlangen.

Eine solche Definition lässt sich gewinnen, indem man die Verschling
ung* der Randcurven, resp. der Randearve des Bandes ins Äuge fasst.

. "Vir knlipfen die Betrachtunsr an die p1attgec1rliclde Form der Bänder,
wie sie unsere Figuren aufweisen , und beginnen mit dem Fall, dass das

'" Die Wichtigkeit des GauBs 'schen' Begriffes der Verschlingung an dieser
Stelle wurcle mir g esprä.chsweise von Herrn Prof. W. D y c k betont.
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Band zwei Randcurven besitzt, wie sich dies bei den strittigen Figuren
Simony's in der That immer so verhält.

Die beiden Ränder sind dann zwei geschlossene Curven in einer Ebene,
an deren Kreuzungspunkten ein Untenliegen der einen und Obenliegen der
andern unterschieden wird, Es lässt sich für diese "Ueherkl'euwngenl<
zweier Curven der relative Sinn ganz ähnlich feststellen, wie dies für die
Ueberkreuzungen einer Ourve oder eines Streifens schon oben auf Seite 110
von uns ausgeführt worden ist.

Man theile jeder Curve einen bestimmten Sinn - Pfeil - zu, in dem
sie durchlaufen werden soll. Eine Ueberkreuzung sofl positiv oder rechh.
sinnig heissen, wenn, sobald man in der Riclrtuug des Pfeiles der obern..
dem Beschauer zugewendeten "Curve blickt, der Pfeil der untern Curve VOn
rechts zur Ueberkreuzungsstelle kommt, nach links sie verläast. Die Seite,
von wel.cliar man die Ebene der Curven nnaiehb , hat hierbei keinen Ein.
fluss auf die Bestimmung. Dagegen ändert sich allerdings der Sinn der
U eberkreuzung, so bald man den Pfeil einer der beiden Curven umdreht,
was bei der Bestimmung des Charakters der U eber'kreuzungen einer
Ourve nicht der Fall ist. Die Unterscheidung, welche Ueberkreuzungen
gleichen, welche entgegengesetzteu Sinn liaben , ist aber wieder unabhängig
von der Richtung der Pfeile , mit anderen Worten, es ist der "relative'(
Sinn der Ueberkreuzungen eindeutig bestimmt; ebenso auch der absolute
Werth der Differenz 0·-< i., wo 0 die Anzahl der positiven, i. die der neo
gativen gegenseitigen Ueberkreuzungen beider Curven bedeutet.

Diese Differenz 0 - A. ist bei Unverändecliohkeib der Pfeile für stetige
Gestaltsveränderungen beider Curven , die unter Wahrung der Undurea
dringlichkeit derselben vorgenommen werden, eine Invariante, da bei diesen
Aenderungen neue Doppelpunkte nur in Paaren, deren Individuen entgegen
gesetzten Ueberkreuzungssinn haben, gewonnen oder verloren werden, indem
irgend zwei (endlose) Theile beider Curven sich gegeneinander-überein
ander oder übereinander - auseinander schieben.

Flir die beiden Randcurven eines Bandes wählen wir die Pfeile SO,
dass sie in den benachbarten nebeneinander herlaufenden 'Pheilen beider
Curven gleichen Sinn haben, besser gesagt so, wie sie sich ergeben, wenn
man dem ganzen Bande einen bestimmten. Sinn beilegt, indem es VOll
einem Querschnitt durchlaufen wird. Unter Festbaltung dieser Beschränk
ung übar diePfeilrichtung wird das Vorzeichen der Ueberkreuzungen des
Weiteren von der PfeilsteIlung unabhängig, da eine Aenderung derselben
den Sinn -in bei den Curven ändert.

An einem flachgedrückten Bande zeigen sich zwei Arten von Singn
laritäten: Knickungs - und Ueberkreuzungeatellen. Wlihrend bei der früheren,
von der Torsion des gestreckten oder ringförmigen Bandes ausgehenden
Begriffsfassung nur die. ersteren unmittelbar evident zur 'I'oraion beitragen,
die letzteren nur auf Umwegen als äquivalent gewissen Torsionen erkannt
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wurden, erscheinen beide Singularitäten bei unserer gegenwärtigen Begriffs
fassung nur gradweise verschieden.

Jede Knickung führt eine Ueberkreuzung beider Curven herbei und
zwar eine positive für die Form v~n Figur 10, eine negative für die Form
von Figur 11. Für die geradlinig begrenzten und undehnsamen Papier
bänder lassen sich beide Formen folgendermassen bequem auseinander halten:

Nimmt man seinen Augpunkt über einem Punkte des Winkels< 71:,

den beide in der Knickung zusammenstossende Bandtheile bilden, und denkt
sich den Scheitel dieses Winkels vom Beschauer weggewendet (1\), so hat
man eine Plus - U eberkreuzung vor sich, wenn der 0 b e r e , dem .A.uge
nähere Bandtheil nach rechts, eine Minus - Ueberkreuzung , wenn er nach
links zieht.

Jede Ueberkreuzung des Bandes führt zwei gleichsinnige Ueberkreuz
urigen beider Curven herbei, und zwar zwei posi.ti.ve oder zwei negative,
je nachdem die Bandüherkreuzung nach der .auf Seite 110 gegebenen De
finition positiv oder negativ ist.

Die Differenz der sämmtlicben in den Knickungen und Ueberkreuzungen
des Bandes enthaltenen positiven und negativen Randcurvenüberkreuzungen
ist die für das Band charakteristische Zahl v = 0 - },., um die es sich handelt,
und für welche man, wenn man will, den Namen Torsionszabl beibehalten
kann, insofern sie in den Fällen des tordirten gestreckten oder unver
knoteten ringförmigen Bandes nach Multiplication durch % offenbar über
einstimmt mit der von Sim 0 ny definirtcn Torsion. Eine noch schärfere
Begriffstheilung aber würde man erbalten , wenn man mit Torsion nur
solche Erscheinungen an Bändern bezeichnete, welche sich durch Drehu ng
sei es eines variablen Querschnittes, einer variablen Ebene oder dergl. aus
reichend defiuiren ' lassen bei jeder Gestalt des Bandes; * mit der obigen
Eigenschaft scheint roll' dies nach meinen bisherigen Versuchen nicht der
Fall zu sein.

Doch es liegt uns noch ob, unsere charakteristische Zahl auch für
einrandige Bänder zu definiren. Es ergiebt sich hier eine kleine Bchwierig.,
keit. Während nämlich bei zweirandigen Bändern nur die Ueberkreuzungen
der Curven untereinander zur Bestimmung von v beigezogen, die Ueber
kreuzungen der Curvenmit sich selbst vernachlässigt wurden, fliessen bei
einrandigen Bändern beide Arten von Uebei-kreuznugen in eine zusammen,
und man ist in Gefabr, auf eint: mit der früheren wenig verwandte Zahl v
zu gerathen. Man kann sich aber dadurch helfen , dass man das oinran
dige Band quer dur'obacbnoidet , so, dass der Querschnitt keine U eber
kreuzung oder Knickung passirt, und durch Hinzufügen einer Torsion des
einen Endes um% und Wiedervereinigung der Enden ein zweirandiges
Band herstellt, dessen lJ = ce nach dem Obigen bestimmt werden kann. Dem

* Wohl dasselbe, wae Simony unter "äusserer Verdrehung" versteht;
Zoitsohrift f. MathomMik n. Physik XXXVII, 2. 8
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einrandigen Bande wird man dann die charaktedstische Zahl v = Cf -1 ~

zuordnen. Zu zeigen ist dann jedenfalls 1 dass es gleichgilt.ig ist I an weIChet'
Stelle der Querschnitt angebracht wird. 'l

Für die Knickungsstellen ändert sioh offenbar gar nichts, wo mau allCh i
den Querschnitt hin verschieben mag. Bei einer Ueberkreuzungsstelle Ist ~

es möglich, dass bei einer Lagenänderung . des Querschnittes die beiden ,
Punkte welche zuerst Selbstüberkreuzungen beider Randcurven vorsteUten

I I

mit jenen, welche gegenseitige Ueberkreuzungen waren, die Rollen tauschell,
Dies macht aber für v nichts aus, weil das Vorzeichen aller vier oeber.
kreuzungen das nämliche ist.

Das Resultat der obigen Vorschrift für eiru-andig'e Bändel' ist also das
nämliche, als ob man sämmtliche Ueberkreuzurigen der Randcur've ~t;ich

selbst an dem unveränderten Bande bes timmt , die Anzahl der VOll Band.
überkceuzungeu herr-ührenden sowohl positiven als negativen aber nur halbirt
in die Differenz 0 -.\ hätte eingeben lassen.

Ein etwas organiscberes Verfahren der Bestimmung von v bei ein,
randigen Bändern scheint übrigens wüuscheuswerth. Die eben berlihrte I
Schwierigkeit ist von allgemeinerer Bedeutung; sie behindert immer wieder ~.
den TIebergang VOll der Theorie der Verschlingung zweier Ourveu Zur ~i

Verknotung einer Ourve und ist auch in Bäddicker's Arbeit: "Erwel.
I

terung der Gau s s 'schenTheol'ie der Verschlingungen eto, 'I mehr verdeckt
als gehoben. Der Verfasser bofft auf diese Dinge an anderer Stelle zurück.
zukommen.

UI.

Beziehung der Zahl v zu dem Gau s s 'sehen Verschlingungsintegral.

Die Zabl I v I= I <5 - .\ I für zwei gekennte Randcurven ist eine gerade
Zahl, weil 0 +).. als Anzahl der Schnittpunkte zweier geschlossenen Curven
in einer Ebene. gerade ist. Sie. ist gleich dem absoluten Werth des halben
Coefficienten VOll 'TC in dem Wertbe, den das Gauss'scbe Integral

, d dx'x-x x

y'-ydy dy'

r/-z d» cll
--------------~-= 4 1n 'TC

[(x' -- x) 2+ (y'_ y) 2+ (;;'_ ;;)2]~_

annimmt, wenn die Integrationen über die Punkte x, y, z der ernen und
die Punkte x', y', z' der andern Curve ausgedebnt werden. m zählt hier
bei die Differenz der positiven und negativen "Umschlingungen" der einen
Curve O' um die andere 0'.· ..

Böddicker* hat gezeigt, dass m zugleich die Differenz der Anzahlen
zweier Se:hnittpunktsgruPl?en ist; die erste Gruppe enthält jene Schnittpuukte,

~'Erwei~el'ung der Gau s s 'schen 'l'heorie der Verschlingungen etc, Stutt·
gart 1876. '
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in welchen 0 eine von C' begrenzte zweiseitige Fläche in einem Sinne durch
setzt, die zweite Gruppe enthält die Schnittpunkte entgegengesetzten Sinnes.

Dies voraufJgesetzt, Hisst sich die Gleichung:

Ivl=1 2 ml
folgendennassen beweisen:

o und 0' seien wieder in einer Ebene gedacht, mit Unter'echeidung
eines" oben l< und " unten H an den. Kreuzungspunkten.

Von. einem beliebigen Punkte p' der Ebene, der sich in endlicher
Entfernung von der Curve befindet, denke man sich die Radienvectoren
R' nach den Punkten c' von 0' gezogen. Die R' bilden eine plattgedrückte
kegelfltiche ~' mit der Spitze p' und der Randcurve 0', welche im Allge
meinen die Ebene mit mehreren, an verschiedenen Orten verschieden vielen
Blättern bedeckt. An diesen Blättern lässt sich im Anschluss an die Curven
kreuzpunkte ein "obeu" und "uuten Cl unterscheiden, wenn auch nicht in
völlig bestimmter Weise. Bis zu einem gewissen Grade bleiben riämkich
die Lagen der R', nach welchen sich die Kegelfläche selbst durchsetzt und
ein Blatt in Bezug auf ein anderes von" unten" nach "oben" i.tbergeht,
willkürlich. Diese Willkürlichkeit schwindet, wenn man 0, 0' und St' als
Projectionen zweier bestimmten, im Raum gewundenen Ourven und eines
im Raum sich ansdehnenden Kegels ansieht.

Der Sinn 1 in welchem die 0' auf 0' durchlaufen werden, überträgt
sich auf die R' der B'Iäche St', wodurch es gelingt, die beiden Seiten der
Fläche zu unterscheiden; die eine, von der aus betrachtet die R' die Uh1'
zeigerbewegung haben und die wir willkürlich die rechte, positive Seite
der Fläche nennen, die and re , wo das entgegengesetzte der Fall ist. . Diese
Unterscheidung der Seiten bleibt auch bestehen für die Sectoren , in welche
wir die. sr' jetzt zerlegen wollen. J edel' dieser Sectoren @5' bedecke, die
Ebene in seiner ganzen Ausdehnung einfach und sei von zwei verschiedenen
Radienvectoren R'l und R'2 seitlich begrenzt. Eine Zerlegung der Flä.che
in Sectoren , welche diese Bedingungen erfüllen, ist immer möglich.' Das
dritte Stück der Begrenzung, der Curve 0' angehörig, heisse S'. Es darf
sich offenbar nicht selbst schneiden, Wir geben dem Oontur eines jeden
®'einen bestimmten Umkreisungssinn, übereinstimmend mit dem für S'
geltenden Pfeile. Hierdurch erhalten auch die R'l, R'2 bestimmte Sinne und
zwar wird jeder dieser Radienvectoren als Grenze für zwei benachbarte
Sectoren z w e i mal in entgegengesetzten Weisen in Anspruch genommen.

Betrachten wir nun wie die Ourve 0 einen beliebigen der Beeteren, .

@/ passiren kann. Denkt man sich auf 0 von einem bestimmten Anfangs
punkte a aus einen Punkt im Sinne des Pfeiles laufen, so wird derselbe bei
der Rtickkehr nach a den Sector @j' ebenso oft betreten als verlassen haben;
und es werden diese regelmässig abwechselnden Ein- und Austritte, d. h ,
die Ueberkreuzungen von C mit dem Contur VOll @;i', paarweise einander

8*
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zugeordnet werden können. Die beiden Ourvenliberkreuz,:ngen eines solchen
Paares sollen auf 0 einander unmittelbar folgen und können

a) vom nämlichen Sinne,
ß) vom entgegengesetzten Sinlle

sein .

von 0 auf der näm

oft im einen wie im

sogar
Ivl=1 2mi

Vorzeichenbestimmungen

1I=2m

nach den getroffenen

. Im Falle a) muss die Curve 0 f wenn sie beim Eintritt über dem
Contur VOll @? läuft, beim Austritt u n t er demselben laufen, und ulnge
kehrt, woraus zu schliessen ist, dass 0 zwischen den beiden Ueberkreuz_
ungen den Sector ein mal öfter im einen Sinn durchsetzt hat, als im ent.

gegengesetzten.
Im Falle ß) dagegen erfolgen Ein- und Austritt

lichen Fläohenseite von @?; der Sector muss gerade so
andern Sinne durchsetzt worden sein.

Und zwar entspricht nach den oben getroffenen Festsetzungen über die
Vorzeichen zwei positiven Ueberkreuzungell eine Fläohendurchsetzung von
der positiven zur negativen Seite, was wir willkUrlich als positive Durch.
setzung bezeichnen dürfen I ete,

Es gilt natürlich auch umgekehrt: Wenn 0 beim einmaligen Passiren
eines Sectors denselben einmal öfter positiv als negativ durchsetzt, so ent
stehen" zwei positive Ueberkreuzungen etc.

Da nun feststeht, dass bei einmaligem Passiren des Sectol's zwei
positiven Ueberkreusungen ei ne Uberschüssige positive, zwei negativen
Ueberkreuzungen eine überschüssige negative, zwei entgegengesetzten Ueber
kreuzurigen keine überschüssige Eläcbendurchaebsung entspricht, so ist leicht
ersichtlich, wie sich durch Summation über die verschiedenen Durchschrei
tungen' eines Sectors , dann über die sämmtlichen Sectoren der gewünschte
Satz

ergiebt. Hierbei ist nur auf das Eine noch aufmerksam zu machen, dass
die für die Ueberkreuzungen von 0 mit sämmtlichen Seotoroonturen gebil
dete Differenz 5 -). deswegen direct gleioh 11 I d. h, gleich der flir die Ueber
kreuzungen von 0 mit 0' gebildeten Differenz ~ - I.. ist, weil jede Ueber
kreuzung von 0 mit einem R'loder R'2 zweimal auftritt, das eine Mal
positiv> das andere Mal negativ (s, oben Seite 115, Zeile 9 v. u.).

MUnohen, 30. Juli 1891.
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