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Nr. 1.

Beitrige zur nautischen Astronomie.
{Rechnerische Behandlung einiger Gruppen theoretisch moglicher Fille der Polhohenbestimmung.)

Von Karl Schoy,

Oberlehrer nm stildbischon Gymnasium zuw Lsson (Ruhx),

Il
Im 65. Bande (Jahrg, 1880) des Grunertsehen Ar chivs, S- 225—238, hat C, Israsl-Holtz-

“wart die simtlichen theoretisech moglichen IFille der Bestimmung der Polhéhe odel geoc-

graphischen Breite aufgefihrt und dabei folgende vier Gruppen unterschieden:
I. Methoden, bei denen die Delklination und die Lage des Meridians als hekannt angenommen
werden ;-
II. Methoden, welchen Kenntnis der Deklination zugrunde liegt;
IIT. Auf die Kenntnis der Lage des Meridians- gostiitzte Methoden,
1V. Methoden, weleche von der Kenntnis:der Deklination und des Meridians unabhiingig sind.

Gruppe L liefert die drei moglichen Aufgaben:
a) Gegeben: Deklination, Hohe und Azimut,
b) » Deklination, Stundenwinkel und Hohe,
c) " Deklination, Stundenwinke! und Azimut.

Gesucht wird jeweils die Polhihe.

Da diese einfachen Fille sich als Ubungsbeispicle in vielen Liehrbiichern der sphirischen
Trigonometrie: und als Prifungsaufgaben in ungeziihlten Jahresberichten hoherer Schulen in den ver-
schiedensten Fassungen wieder finden, so soll auf ihre Behandlung hier nicht niher eingegangen werden.

Aus Gruppe II sind folgende Fillle miglich:

a) Gogeben: die Deklination, zwei Hohen und die entsprechende Azimutditferenz,

b) » die Deklination, zwei Hohen und die Zwischenzeit der Beobachtungen,
c) " dieDeklination, eine Hole, eine Azimutdifferenz und die Zwischenzeit der Beobachiungen,
) " die Deklination, zwei Azimutinderungen und die zugehdrigen Zeitinkremente.

Hiervon bieten b) und d) insofern ein gewisses Interesse, als die Aufgabe b) mit dem Douwesschon,
Aulgabe d) mit dem Pothonotschon Problem (auf der Kugel) identisch ist. Beide Fille sollen deshalb
im folgenden ausfithrlich erdrtert werden, wihrend a) und c) infolge ihrer einfachen Natur nicht weiter
zar Sprache kommen sollen,

In Gruppe III ist der beobachtele Stem zweimal dureh je zwel seiner sphilmschen Koordinaten
bestimmt, und zwar konnen die beiden Positionen (S und 8') desselben gegebon sein:

a) jeweils durch Hohe und Azimut,
[ T , Hbhe und Stundenwinkel,

c) » » Stundenwinkel und Azimut,

d)} § ist gegeben durch Azimut und Hihe, & durch Stuuclenwmkel und Hohe,

c) § , 9 , Azimut und Hohe, §' durch Stundenwinkel und Azimut,

£y 8§ , " -y Stundenwinkel und Hohe; S’ durch Stundenwinkel und Azimut,

1%



4 Aus dem Archiv der Deutschen ch)vayl'tc. 1909, NrT 71.
Diese hier mbglichen sechs Aufgaben sollen, wie auch die nichstlolgende Gruppe, soweit das angiéingig
ist, rechnerisch behandelt werden, da lsraél-Holtzwart die ausgesprochence Absicht, dies in ciner
Spezialuntersuchung zu tun, unseres Wissens nicht verwirklicht hat. _
In der IV. Gruppe missen sich die Beobachtungen stets aul drei, in cinem Falle sogar auf
vier Punkte des Sternparallels ersfrecken, Die hier moglichen IMille lassen sich cinteilen:
in solche, bel dencen drei Hohen (A, ¥, 1),
in solche, bei denen zwei ITthen,
in solche, bei denen nur eine Hohe zu den beobachteten Elementen gehort,
in solche, welche von Hthenbeobachtungen unabhingig sind.

1. Sind drei Hohen (2, %, %) gegeben, so bedarf man zur Ermittlung dor Polhole noch auBerdem :
entweder a) der beiden zugehdrigen Azimutdifferenzen oo und Ao,
oder b) der beiden entsprechenden Zeitdifterenzen s und A%,
oder ¢) ciner Azimutdillorens e und einer Zeitdifferenz /s,

Zu 1a linden sich drei Anflisungen in Grunerts Elementen der chenen, sphitvischen und sphit-
roidischen Trigonometrie (8. 202, 203, 237), darunter cine von Mollweide, der die Aunfgabe znr Be-
stimmung der Mittagslinio benitzto (vgl. v. Zach: Monatl. Corresp. Bd. 28 S, 396—426: ,Lrliuterung
einer in den scriptoribus rei agrarine pag. 176 w. 177; cdit. Goesii gegebonen Vorschrilt, aus drei he-
obachteten ungleichen Schattenlingen die Mittagslinie zu finden®); ferner in K. . Schellbachs
pSammlung vnd Auflosung mathematischer Aufgaben® (8. 1721F, Loésung von Gauss).

Zu 1b findet sich ebenso eine selr elegante Liosung von Mollweide (vgl. v. Zach: ,Monatl.
Corresp., 20, Bd. 8. 125 II,, reproduziert v. Grunert a. a. 0. S, 92141).

Wir werden dic Losung von 1c¢ ausfiulnlich hehandelr und zu 1a cine Art storcometrischer
Lésung hinzufiigen.

P 08 ID

2. Sind zwei Hohon aus Beobachtungen hekannt, so ist es nicht immer einerlei, ob / wd A oder
h und }" diese Hohen sind. ¥s kénnen gegchen sein:
a) by I, do und s, -
b) b, W, de, 4/ und A5,
¢) b, I, ds, 45 und dc,
d) b, W', do, dd und s,
e) b, ', dea, 4d und 45,
£y B, %", ds, ¢ und Aef,
3. Kennt man nur eine einzige Ihe — & oder &' oder /" —

, 80 bleibb nur der eine Fall zu betrachton :
a) Gegoben b, da, As, A, 4. .

4. Im Falle man tber gar keine Hohenbeobachtung verfiigt, und ebensowenig Konntnis des Meridians

und der Deklination vorausgesetzt wird, bleibt die eino Aulgabe zn l6sen:
a) Gegeben: du, ds, de/, d¢, do, ds", gesucht wie jedesmal
Ehe wir in die reclmerische Behandlung der oben niher
erwihnt, daB man eine ibersichtliche Zusammenstellung
auch bei Weyer: Allg. Enzyldopidie der Physik

die Polhéhle .

bezeichneten Aufgaben cintreten, sei noch
der moglichen Tiille der Polhshenbestimmng
(Zeit- und Ortsbestimumung, S. 731) iindot.

IL

Wir beginnen mit Aufgabe b der II Gruppe, welche bekanntlich die Douwossche Anfgabe

heit und infolge ihrer wichtigen Rolle, welche sie dereinst in der praktischen Nautik spiclte — heute
ist diese Art der Ortsbestimmung v See so gut wic aufer Gebrauch -—, cine oftmalige analytische
Behandlung erfuly, Da die Schlufformel ziemlich unhandlich ausfillt, so war es das Bemiihen zahlreicher
Mathematiker, miglichst elegante, sum logarithmischen Gebrauch bequeme Lisungen des anscheinend bis
auf Nunds (1542) zuriickgehenden, zum erstenmal von Maupertuis (astronomie nautique 1751) genan

formulierfen Problems zu goben. Seine Einfithrung 1 i i
. g In die Nautik verdankt iederliinder
Douwes, der durch seine nZeemans-Tafelen® o pem Niederlindor

1761) eine bequemer . o
Gebrauch erméglichte. Nieht selten begniigte m( ) cine bequemare Handhabung for den proktischon

- — G _ an sich, besonders zur Sece, mit einor angenttherton Lo
(Vgl. z. B. die von Ligowski im Archiv der Mathematik und Physik, 53, 'I,‘eil, S, 107 ﬁ'.)g Strenge LUsuTgngl
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in geschlossenen Formeln gaben G. W. und W, L. Krafft (Nova Acta Petropoli ad A. 1791, 95, 1805;
hiermit stimmb wosontlich therein die Losung von Matern in den Annalen der Hydrographie und
maritimen Meteorologie, Jalug. 11 S. 4001f). 8. Kligel (vgl. Berl. astron. Jahrb. 1798, woselbst sich in
Jahrg, 1859 cin interessanter Aufsatz Enckes: ,Uber die Brweiterung der Douwesschen Aufgabe® findet,
weleher uns mit der trefilichen Methode des Herrn Camphausen in Coln bekannt maeht), Ivory (On
Nautical Astronomy und on the Double Altitude Problem; Philos. Magazine 1821 und 1822) und Moll-
weide in v. Zachs schon erwithnter Monatl. Korrespondenz (Jahrg. 1809 S. 5451.).

Reiche historische Belehrung findet man ferner in einem sehr grindlich geavbeiteten Aufsatz
Weyers: ,Die direkten oder strengen Aufldsungen fir dic Bestimmung des Beobachtungsortes aus zwel
Hihen der Sonne oder anderer hekannter Gestirne nebst dem Zeitunterschiede der Beobachtungen® {(Anm.
hydr. u, marit. Meteorol. 11 Jahrg, 8. GO1iE, S. 148 1L, S. 2091f). Dasolbst crfihrt man such nilheres
iiber den Ursprung der inferessanten Formel des Kapiting ITeyenga, die er im Kriegsjahr 1870, wo er
mit seinem Schifle ,Otto* mehrere Monate in Babin aullicgen mufite, im ,Zeitvertreib® fand. (Vel, auch:
»Neue Methode zur Erleichterung der Bestimmung des Schiffsortes . .. Tiir den Seegebrauch untersucht anf
derKaiserl.Seewarte® vonKapitin IT, Heyenga,
IIamburg 1882.) Eine der Heyengaschen
ilmliche, jedoch logarithmiseh etwas unbe-
quemerce Formel stammt von dem vormaligen
Navigationsexaminator fir Sehleswig-Holstein
S. Middelboe, Kapitinleutnant der diini-
schen Marine. (Vgl. dessen ,Handbuch {in
den praktischen Navigateur®, S. 36; Tonning
1843.) Eine cigenmtige Behandlung des
Douwesschen Problems verdankt man Y.
Villarceau. (Vgl. s. Nouvelle navigation
astronomique, 1877.) Seine clegante Losung,
die er vermittelst dersogenanntenIlyperbel-
funktionen gab, wurde im deutsehen
Binnenlande  hauptsiichlich  durch
5. Gitnther bekannt, der sie in geinem vortrefl-
lichen Buche: ,Die Lelre von den gewshn-
lichen und verallgemeinerten Hyperbelfunk-
tionon“ 1879, in das ihr gebtihrende Licht ¥ig, 1.
setzt und sehr instruktiv beleuchtet (S, 199 4t.).

Dat man der Douwesschen Aufgabe auch rein goometrisch heikommen kann, hat der Verfasser
in dem Aufsatze: ,Die Douwessche Aufgabe in geometrischer Behandlung® (Ann. d. Hydrogr. usw. 1908,
S. 558 {f.) gouzeigt, und daran ankniipfend, mochte er hior noch cino Art stereometrischer Lisung
hinzufiigen, Auch hier sei von dor Kegelfigur ausgegangen, die gebildet wird von dem Parallelkreis, den
die Sonne withvend cines Tages durchléult {d, = const.) und den simtlichen Sonnenstrahlen (als Mantel-
linien), die in derselben Zeit das Ende O eines Stabes der Hohe ¢, der auf der Ebenc F& (Horizont) in FF
senkrecht steht, durchsetzen. So entsteht eigentlich, mit O als Spitze, cin Doppelkege!l, dessen Mantel-
linien zum Grundkreis, dor natinlich dem Himmelssiquator parallel liuft, die Neigung d, haben, wie ohne
weiteres einleuchtend ist, wemn man O in den Erdmittelpunlkt ‘verlegh, also fiiv' die als unendlich
woit entfernt anzunebmende Sonne wahren und scheinbaren Horizont identifiziert. Bs gentgt zur weitoren
Betrachtung dic cinc hier verzeichnete Kegelhilfte: F; sei die Aquatorebene, die zu B, dem Horizont,
die Neigung y==90°— ¢ hat, wo ¢ chen die gesuchte geographische Breite oder Polhthe ist.
In zwei gegebenen Sonnenpositionen wirft nun OF == g die wwei Schatten F.B==b und F4d =¢, (Sonnen-
hohe % und %'} und es kann durch Verbindung von A, B und I Droieck 4BF (Schattendreieck) = 4 als
bekannt angenommen werden. Seine Projektion nach F; sei Dreieck A, ByFy== 4« cosy. Wie man leicht
sieht, diirfen forner als gegeben gelten: X4, 0,B, =3 a (Zwischenzeit der Beobachtungen) 00, = d,
(Hohe des Kegels) 4.4, und BB, (als Differenzen der ganzen Mantellinien des Kegels = d- cosec- J und der ther
dem Horizont liegenden Stiicke 04 und 0B). s wird somit: 04 =g-cosec k; OB==g-cosec ¥, also




G Auns dem Archiv der Dentschen Seewarte, 1909, Nr. L

AAy == d-cosec 0y — ¢-cosec h; BBy =d-cosec 0y — ¢-cosec &' und damit AA, =g = A4, sin 0y =
(d-cosee 0 — g-cosec It)-sin dg == d — g-cosee h-sin 6o, Ebenso: BB, = f = BB, sin d, = (_d-(-.ansec 69 —
q-cosec I')-sin 0y = d— g-cosce ¥ -sin dp, womit f und ¢ in lauter bekannten GroBen ansgedriickt sind,
Wiire nun noch I'Jy =2 gegeben, so wiirde man auch @ sofort kennen; da ja 2= d — q-cos .
Nun ist aber BF=a2=102— (s — f)E

= -2+ 2f2—f"

= b% — (d* —2dg-cos Y+q®cos? Y}y + Sdf —2f-q-cos ip — f*

=-—¢* cos” Y+ 2¢ (d—f) cos p 4 b®— B 4 B df — 12

m

AT =y = — (z— gy

n

=—q" cos* Y+ 2¢-(d—g)cos y+ e — @+ 2dg—t
Aus der Heronschen Inhaltsformel crhilt man fiir das Dreieck A,B,F, == 4, = - cos yr:

6 df=—at b — e + 20202+ 20,262 +20,2¢,2

=—at — (0 — 0+ 2 0 (02 + )

=—at—{2¢-(g—cosp+m—n}24y2aq {—2¢cos® 4+ 2q.cosp Qd—f— g) + mA4n}

=—dg?cos® i {(g — F)* + a,* } — 4 g cos {lg—F) (m—n)—a® @ d—f—g}} + ciner gog. Grofie M
16 o 12 ==16 4* cos® /; cos 1 = cos (D0 — §) = sin ¢; @,%=a®— (g — )?,
folglich erhalten wir in sin ¢ folgende quadratische Gleichung:

LU L+ B sintp+dq{lg—F) m—n) —a* @d—f-~g) } sin ¢ = M.

Ersetzt man hier noch @,® durch af — (g — [P, so sieht man, daf der Tnhalt der geschwungenon
Klammer von sin ¢ eine Funktion der scchs gegebenen Grofien: &b, ed fg==Ga,bedf g)und M
ebenso eine andere Funktion Gy dersclben sechs Stiicke ist. Somit laft sich die quadratische Schluf.
. gleichung der Douwesschen Aufgabe auch so schreiben: ‘

LA AL+ @ gf)-sin® o+ 4 g G (0, 6, 4, f, 6)-sin g = G (a, b, ¢, d, f, 9).
Fir melr ins Dotail gohende Studien in dieser Richtung gostattet sich dor Verfasser suf seinen

schon zitierten Aufsatz sowie seine »Beitriige zur konstruktiven Losung sphéirisch-astronomischer Aufgaben®
(1910, Leipzig, Teubner) zu verweisen,

11

Unsere eben betrachtete Aufgabe ist quadratisch; d. h, es gentigen zwei Polhohen: ¢, und g,
den gegeben Bedingungen. Man kann nun auch nach Aufgaben fragen, deren Losung auf cine Gleichung
von hoherem als dem zweiten Grade fihrt. Froher crwartete man bei etwas verwickelteren Aufgaben
der sphiirischen Astronomie auch stets eine Gleichung hiheren Grades als Schluiformel. Erwithnt sei nur
das berithmte Problem der kiirzesten D#m merung, von dem auch Kistner noch glaubte, dak die
Anwendung der hoheren Analysis und die Aufldsung einer biquadratischen Gleichung nieht zu
umgehen seien (Astron. Abhandlungen 2. Bd, 1774}, Heute wissen wir, daB die Behandlung dieser
Minimumsaufgabe ganz elementar wnd ohne hdhere Gleichung maglich ist; ja, daB cine solche in
sphéirisch-trigonometrischen Aufgaben nur ausnahmsweise in dem Pothenots chen Problem auf der
Kugelfliche aultritt. Hier ist dieselbe vom vierten Grade, und man kénnte versucht sein zu glauben
dab der trigonometrische Kalkul nur auf lincare, quadratische oder biquadratische Gleichungen fulwe 1'):
Im Gegensatz zur Douwesschen hat die Pothoenotsche Aufgabe auf der Sphiire noch eine sehr kurze

!) Dics ist jedoch anseheinend nicht der Fall, In der Abhandlun

parallelos uniformitor deseribentium untersucht A. I, Mobius die Fra i . :

' " 1 ; ; ge, wann die Anderung des Azimuts sm lanme-
sufnste‘n goi. "Delumbu. und Biot hatten fhesclbe.stﬂlschwuigcnd in den Scehsstundenkreis verlegt; sie findet ubger
dort nur statt fitr =0 oder eos ¢ == cotg ¢, withrend sich die Dellination fiir den am moiston nach Norden ontfornt
liegenden Ort fiir eine gogebene Polhithe nus der fiiy J tatshiehlich kubischon Gleichung

tong® ¢ — 8 tang? &, tapg9 ¢+ tangﬂ (p = tang? p=0

g: Do minima variatione azimuthi stellarum cirenlos

errochnot.
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Geschichte. Man findet die eigenartige Aufgabe zum erstenmal von Grunert im Archiv der Mathematik
und Physik behandelt (7. Teil, pag. 1041f), jedoch nuwr vom mathematischen Standpunkt aus und olme
Riicksicht auf praktische Anwendung. Eine solche strebte Ritmker zur Bestimmung der Polhthe nn
(Handbuch der Schiffalirtskunde, 1850, pag. 1621} in richtiger Erkenntnis dos grofon Vorzugs, den Azimut-
beobachtungen gegeniiber den mit dem Refraktionsfehler behafteten Hohenmessungen haben, Allein dieser
Vorteil wiegt dic Schwierigkeiten nicht auf, welche diese Art der Polhdhenbestimmung darbictet: Erstens
sind zur gleiehzeitigen Ermittlung der Azimute zweier verschiedener Storne zwei Beobachter
notwendig, zweitens filli die Schlufigleichung viel zu untibersichtlieh avs, als dak sie sur numerischen
Durchrechnung sich cignen wirde, Dazu kommt, dak Grunert und Riimker, deren Losungen ibrigens
vOllig identisch sind, nicht direkt die geographische Breite zu oruioren suchen, sondern zuerst mittelst

giner Gleichung vierten Grades eine Hillserdfe tang - (uy;—tte) hestimmen, um mit ihrer Kenntnis in
g 8 g D) Hy— Mg ’

durchans nicht einfacher Weise anf das astronomische Dreieck: Zenit-Pol-Stern iiberzugehen.

Diese komplizierten Losungen scheinen in Lelwbiicher keinen Eingang gelunden zu haben; ung ist
nur die Trigonometric von Ileis bekannt, in svelcher sich im wesentlichen die Grun ertsche Behandlung
findet. Trwithnt wird das Problem auch noch von Woyer (Zeit- und Orts-
hestimmung; allgem. lnzyklopiidie der Physik, pag. 738) und von Isragl.
Holtzwart in seinem cingangs zitierten Aufsatze. Dic Losungen Grunerts
und Ritmkers sind indirekte; bis zum Jalwe 1904 sind keine ernstlichon
Versuche zu direkten Lisungen gemacht worden. Erst hier erfulir das
Problem eine direkte iibersus elegante Behandlung durch S. Ginther
(vgl.: das Pothenotsche Problem anf der Kugelfliiche; Sitzungsber. d. math.-
physﬂc. Klasse d. k. bayr. Aked. d. Wiss. 34. Bd., IL I-Ieft) d1e wir deshalb
im folzenden ausfiihrlich wiedergeben werden.

Zuvor soi jedoch die Aufgabe d) der IL, Gruppe einer nitheren Betrachtung
unterzogen. Da in diesem Falle §, /s, 45, da und Ao gegeben sind, so
konnen auch die Grofkroishogen (in der nobenstchenden Figur ist §8' 8"
ein Stiick eines Parallels oder Kleinkreises) 88 = ¢; 88" = f und 88" = g als bekannt angenommen
werden. Nennt man die drei unbekannten Holen £, /' und 2" resp. 2, ¥ und z, so hat nian zu ihrer Be-
rechnung folgende drei Bestimmungsgleichungen:

¢os ¢ == 8in 2+sin ¥ + cos - cos - cos Je,
cos f == sin y-gin 2 4+ cos g+ cos £-cos Jeo, .
cos ¢ = sin @-sin £ + cos x-cos 7+ cos (o 4 Ad).

Mit ihrer Kenntnis hiitte man dann die Seite PZ = 00— und damit die gefmdel te Polhthe zu berechnen.

Ubrigens ist die usuelle Formulierung der Pothenotschen Aufgabe eino etwas andere. Man
kennt die Azimute ¢ und ¢, zweier gleichzeitig beobachteten
Sterne der bekannten Deklinationen ¢, und d; gesucht isé
die Polhthe ¢. IMier ist das sphirische Dreieck 8 P8" vollstindig ge-
geben, also auch §'8"==d und ebenso 98" P8 =9 y. Unter Anwendung
des Cosinussatzes auf (ie drei Dreiecke PZS, PZS" und §Z8" erhilt
man eine direkte Losung aus den drei Gleichungen:

L..... sind;=sin ¢ 8iny-—cos ¢ cosy:cos o,
IL .. ... sindy== sin -sin£— oS ¢-cOS 2-C0S &y,
L. ..... cos d=sinp-gin&- cogy-cosz-cos (dg—dl),

welche sich in ihrem Ban von den obenstchenden der Aufgabo d) nicht
unterscheiden, nur dak ¢ selbst schon eine der drei Unbekannnte ist,

Aus I wirde nun zunichst sin Y ols ircationale Funktion zweiten . -
Grades von ¢ und auf glemhe ‘Weise sin # aus II hervorgehon; die zwei hlemus entfliofenden Werte
for sin 4 wnd sin # hitte man dann in dic zu

(1 — sin? ) (1~ sin? 2}-cos? (ey — &) ==cos® ¢ — 2 cos d-sin y-sin ¢ - sin®y-.sin? 2
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umgostaltete Gleichung I einzusetzen. Allein, man wird aof den ersten Blick zugeben miissen, dak eine
go mihevolle Eliminationsarbeit fast untunlich ist. Deshalb wird es sich empfehlen, andere unbekannte
Grogen einzufilren. In S. Giinthers schon erwithntem Essai sind dies die zwei Winkel wy und g, in
welche der bekannte Winkel ¥ durch die Diagonale Z8" des sphiirischen Vierecks P2 88" zerfullt wird.
Sei noch fir den Moment 39X PZ8" = ¥ a; 9L 878" = 4B, so stehen uns nach Ginther folgende
vier Bestimmungsgleichungen zn Gebote: ”

T . . . . . . sin¢-siny+4 cos @-cos y-cos (@4 F) = sin J;,
I1. S iy + pa ==y,
m sin (90° — @) +_ sin (90°—d) __ 1
. Sin trg $in o T om!
- sin (00°—9) _ sin(W0°—dy) __ 1
. sin sin B on
Aus III und TV folgh: $in pg = m-sin (900 — ¢)
Sin gy == nesin (00 — y),
und ans 18: COS ¥ == COS f;+ COS fg — SN oy -8in py
oder: COS [ €08 fiy == COS ¥ -+ -7 COS (- COS Y
(1 — m® cos® ) (1 —n®cos®y) = (cos y + men-cos ¢ cos ),
d. i 1 — i cos? ¢ 2% cos® i == cos? y -+ 2 m - con e cos g,

Setzt man noch zur Abkirzung:

COSp=17_; cosy =1,

so erhilt man in £ und % die Gleichung:

Vo o oo o e e sin® y = m2- L2 L 2mn-cos y- Loy 4 n2o2
Die Gleichung I kbnnen wir fihnlich umgestalten:

sin ¢p-sin § == sin &, — cos p-cos 9+ cos (a + )

(1 —28)- (1 — 1) = [sin & — L-1-cos (o -+ B)]F.

VLo e —cost Oy = DRofesind (- B) 4 2sin 0y -eos (a8 Lop— L — 2,
Nun kenn man aus V und VI 3 mittelst der Sylvestersehen Determinante eliminieren, nach-

dem man noch vorher beide Gleichungen nach Dotenzen von % geordnet hat. So findet sich denn als
neues Paar:
7 {1 — 2 8in® (& + B)] — -2 L-sin 0y cos (e - ) + (2 — cos® &) == o
e 42 Lemenecosy + ((2mt—gin2 y) = o
Die Elimination von # liefert die Determinante:

1—{2sin®(a+p) — 2 {-sin 6,-cos (e -+ § (2 — cos? o, 0
VIL 0._; L—Csin(e4-p) —9 E-siu dy-cos (et ) & —cos?dy |
" 2 Lomnecos y E2m?—gin?y 0 =0
o n? 2Lmen-cosy E2on® — gin?

Wertet man dieselbe aus und sobzt nun { = cos ¢, so stellt sich diec G intherscho Schlubgleichung
in folgender Gestalt dar: e

VIO . . . . . cos®g-m*sin®y-sint (a4 B)
— 2-cos® g+ (n* sin® (& + ) + 2w n-sin d, - cos y- sin? (e + §)-cos (a + §)
+ 2mPn?-cos® y.sin? (@ 4 B) + m?.sin® y-sin? (e + f)
— 2mn® sin d; - cos? d; « cos -+ cos (e -+ 18))
+ cogt - (M‘ +4mn-sin ;- cos y-cos (@ + ) + 4 m2n? - cos? y
+ 4 m¥nf-cos® (& 4 B) -+ 4 m2 2. cos® &y -sin? (¢ -+ £) |
+ dm*sin® y.gin?® (u ++ B) 4 4 m#d sin J, i cos Jy - cos yecos (¢ + 8)
+4mn sin &, sin® y- cos y- sin?« (g cos- (e B)+sin?y. sin? (a+ﬁ)—n4)
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—2cogt . (-m2 sin? y — 2 m®n® cos® 0, « cos® y
+ 2 mn?® sin ¢, cos® ¢, cos y-cos (a 4 )
+ 2 mn sin dy sin® y-cos y-cos (e + §) — n* cos® §;
+ 2 n® sin® d; -sin® y - cos? (e + #) + 2 sint y-sin® (¢ + p’))
+ (sint y — ! cost 0,) = o.
In dieser Gleichung achten Grades, dic sich aber sofort auf eine biquadrische reduzieren liiBt,

hat man dann noch statt o:180%-— &y, und ebenso statt f:e, — e, zu sefzen. Obwohl sie fiir die Praxis,
wie zu erwarten, nicht geecignet ist, so diwfte sic doch andrerseits um nichts velwickeltel sein als diejenige,

welche Grunert und Rimker schon zur Berechnung der Hilfsgroge tung (,u —ty} nitig haben.

Um dem Pothenotschen Problem eine griofiece Brauchbarkeit ftu die Praxis zu verleihen,
wirl man bestrebt sein milssen, es zu odifizieren. Wenn wir in dem bokannten Dreieckk S PS”
c0s & — sin &y -sin d ins Auge fassen und auierdem ¢;=10,=0 setszen, also

€08 0y - o5 Jy
statt zwei behcblgen Sternen nur, cincen cinzigen in Betracht zichen, so erscheint <); As' = are cos
cosd—gin®d
cos® @
Douwesschen so formulieren: gogehen die Deklination, zwei Azimute und die Zwischen-
seit der Beobachtungen; gesucht die Polhohe, In dieser I‘assung setzt die Aufgabe auch nur
einon Beobachter voraus,

Man kommt sogar mit der Aufstellung von nur zwei Gleichungen AWISGIIGI! den Unbekannton )
und § aus (§ = unbekannter Stundenwinkel der ersten Messung), wenn man den sogenannten Kotan-
gentensatz der sphirischien Trigonometric anwendet. Dann hat man aus den zwei Kugeldrciecken

PS8Z wd P8'Z:

den Winkel /8 = are cos

als Differenz zweicr Stundenwinkel, und wir kinnen nun das Problem ganz analog ‘dem

L .. . .. . .. . . singcos§=cos-tang 6 + cobg o;-sin £
I o o o o L sinpecos (A5 E) == cos @-tang & + colg ap-sin (45 + &),

Indem man I und IT beiderseits durch cos & dividiert, erhilt man:
©O8 o+ tﬂn,_.,

HL . . . ... .. ..., . sinp= s & + colg e, -tang &
IV, . . . sing(cos 5 — sin /Y - tang &) == e ;f;st(gng J -+ cotg o (sin 5 -l- cos 45 - tang &)
Subtrabiert man jetzt Il von IV, so folgt: A

V. . . sing(cos 45— sin 45" tang § — 1} = cotg o, - sin /5’4 tang & (cotg ay cos 45 — cotg ),

und hieraus: .. .
08 £/ §'+8in ¢ ~— gin 45 - cotg g
sin 5"+ sin ¢ 4 cos 45" cotg &, — cotg ¢;

tang & =

Setzt man dieson Wert fiir tang § in IIT ein unter Beachtung, ch& L o E = VI F tang® & isﬁ, so hat

man schon die gesuchte Gleichung zwischen ¢, e, @), ¢ und 45’ in 1mp11z1ter Form, nimlich:

G cotg oy - c08 /8- sin ¢ — cotg @ -cotg @y sin 5
¢ sin 45 -sin'p + cos s colg oy —cotg oy

co3 45 -gin ¢ - sin 45 - colg & B
tangd- V(l — sin® (’o) [1 TS sin A5 - sin rp-{-(c:pos 5 coty anE cgfsg a;]
Mit den Abkiirsungen : :
c0s 48’ cotg g — cotg @y = 4
cotg e - colg oy sin A8 = B
A —cotgay-cos 48 = C
2.4-8in df —sin 2 45" vcotg ey = D
Avchiv 1000, 1, : 2
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folgt durch beiderseitiges Quadrieren und Fortschaffen der Nenner:
[sin® ¢p-sin 45" +sin - O4 B)® = tang® d (1 —sin® ¢p) [(4+sin 5 sin ¢)* +(cos . /5" sin ¢p — sin 5" cotg ¢y)?|
und nach Ausrechnung und Zusammenfassung gleich hoher Potenzen von sin ¢
VI . .. . .o . sint g (sinds - tang® d)

+ sin® - (2 C-sin 4" D -tang?® §)
+ sin® - (t.'mg” 0 (A*—1+4sin® 45 colg® ¢y)4-2 B-sin .ds'-l-C*)
+ sin ¢+ (B- C— D - tang® d)
+ (Bﬂ—tzmg'd 0 (A%4-sin® 45 cobg® ag)) =0

als die verlangte Endgleichung.. Um sie sur numerischen Reclmung ebwas brauchbarer zu gestalten, kamn

man die drei Abkiirzungen 4, C, D und damit anch sofort melrere Xoeffizienten von VI auf logarithmisch
bequeme Formen bringen, So ist ‘

A = cos AS'ME:EE) : fir E‘UPE‘{_“l

: ; e - == colg
Sin oy -sin 8’ cos As' 8 £
sin (@y—y) .. sin{f—a,
0 == cos As'-—.-w(-l». ﬁ; ir —.——gﬁ—-—.— 2) colg y,
Sin @ +8in Y sin ey -gin 3

I} = gin 2 (Js')-gw).
sin oy« $in y

. - . . coste 2 . . i .
Ferner wird der Koeffizient von sint ¢ sofort zn ——; 51 filr cos? 8 cos? § = sin® &, wiihrend sich
4 cos¥ 0’ !

Jjene von sin® ¢ und sin ¢ so schreiben lassen:

2 Crsin 45’4+ D-tang® § = Sin 2 () [ﬂ‘_‘_(_“_l_“ y) . sinlay—y) fng? ,5]
sin y sin oy sin oy
B-0—Dtang? d = sin2 () [ cosey -sin (¢, —) - Gotyg ety — oot (@) tang? ()'].
sin y 2 gin, ¢y sin. u,

Die indirekfe Ldsung von Ritmker lehrt ung sumiichst die Differenz ty—tty bestimmen, deren
Betrag wir im voraus nicht zu sehiitven vermdgen, wihvend dic niherungsw eise Losung der Schliuf-
gleichung in ¢ bei der approximativ als bekannt vorauszusetzenden Polhohe rascher zu dom ge-
wiingehten Resultate fithrt.

Eme nihere Diskussion von VI ist bei der Unbestimmtheit des Vorzeichens aller Glieder, mit Aus-
nalime des ersten, nicht engiingig. Natiirlich muf dic Gleichung bei den durch Beobachtun g ermittelton
Daten mindestens einen reellen Wert tor sin ¢ liefern, der zwischen den Grenzen —1 und + 1 liegt,
weil die vorgenommenen Messungen sich auf einen Beobachtungsort von ganz bestimmter Lage be-
zichen. Da komplexe Wurzeln mur paarweise auftreten, so zieht dic Exisbenx siner reellen Wurzel in
unserm Falle diejenige ciner zweiten nach sich. Dabei wire o8 aber denkbar, daf dieser Wurzelwerb

(sin ¢y) > 41 oder <C—1 sein konnte. Dann entspricht dem Avgument ¢ kein reeller K reishbogen
mehyr: wir miissen den zyklischen sinus durch einen hyperbolischen orsetzen, dessen Wert bekannt-
lich zwischen —co und 4 o schwankt, und schreiben

Gin gy = 1 sin (7 pg).
Ist das Absolutglied wnserer Gleichung VI negativ, so coxistieren

(s L ' wenigsbens zwel reelle 'Wurzeln,
von denen die eine pogitiv, die andere negativ ist,

Im veral]gen}emerten Talle, wo %W el verschiedene Sterne mit den Deklinationen d; und &, be-
obachtet werden, ist tang & aus den zwei Gleichungon :

sin ¢ = cos ¢~ tang d;+ VIFtang? E-- cotg ;- tang & '

sin ¢p|cos /8"~ sin 45 tang &] = cos p+bang dy. VI+tang® E+ cote oy [ginds' - cos 8 tang &)

zu eliminieren. Dies geschieht nach Wogschaffung der Wurzeln ohenfalls ar ) ittelst )
Sylvesterschen Determinante, 7 bing geitint i o

und wir werden dann aul eine Schlubgleichun ', di
_ . g geflihrt, die eben-
falls wie dﬁc Ginthersche vom achten Grade in geraden Potenzen von cos ¢ oder sin P i’st,



Beitriige zur nautischen Astronomie. 11

IV.

In Gruppe I erledigon sich die drvei crsten Aufgaben a), b), ¢} sehr einfach, Fir Anfgabo a) hat
man naeh Tig, 2:
L ... .. . . . . sind=sing-sinh—cos¢ -cosh-cose,
IL . . . . . . . . . sind-=—simepsink—cos@-cos ' cos (et de),
worans durch Gleichsetzung von I und II folgt:
gin i'—sin &
cobg ¢ ~= cos I+ cos (- da) — cos L cos o

womit ¢ bequem berechnet werden kanm.
Im Fatle b) lanten die zwei Bestimmungsgleichungen fiir & wnd o:
L . . . . . . . . sinh==-cos ¢-cos d-4sin ¢-sin J-¢0s 3,
. . - . . . . . . sinl==cos¢-cosd+sing-sind cos s (s'= s+ ).

Aueh hier unterliegh die Berechmung von d und ¢ keinen Sehwiorigkeiten, wiewohl sich logarithmiseh
brauehbare Formeln nicht oline weiteres horstellen lassen. (Vergl. die Losung in nicht logarith.
mischer Form von C. Spitz, Loebrbuch der sphivisehen Trigonometrie. pag. 171.) Danach erh4lt man

aus I und IT leicht:
. 7”+E-g'n h—1
C0$ —5—+8il —5—

gin h—gin '
coss—cos s ., s+§ . §—4
sin

musln ———
2

or. . . . . . . . . cosgpecosd=
| 3

. . . sin i —sin #'
v, . .. . . . . . singsind=sinkh——————.c088
08 §—cog §

und darans dureh Addition und Subteaktion
(h—N'")-sin® 8
e e o win A

L1 oo | )
sin . {g§4+45")+s1n Y (8 -1

2. e0s L (h4-7%) sin i

uns(q,—()') —_—

2.608 ;— (4-1y-gin é (h—N'). cosg‘i;*

—sin &,

08 (¢ d) = il 1
sin-g- (s+5)+sin 5 (s—3)

womit ¢ und auch ¢ gefunden werden kénnen. ‘
Eleganter jedoeh wird die Behandlung, wenn man sich der Hyperbelfunktionen bedient. Der
Sinus hyperbolicus reicht von ~co bis 4+ oo, ist also, wie der trigonometrische Tangens, an gar
keine Grenzen gebunden, und auneh der hyperboliseche Cosinus geht von <4 1 bis + oo, Wenn man
mun T dureh cos s, 1T durch eos 8 dividiert, so erhélt mnan:
sitl  sind-sing
€088 oSS
sinl __ sind-sing
cos § oS §

Vo oooo L ~+ cos d-cos ¢

VI, .
und nun VI von V subtraluert:

VIL .

ginh  sinl g & 1 1 ]
el LA L S _r .
cos § cos § R e IT cos § "

sin b , sin ¥/ .
m— = Gin a; 7 = Gin g,

Jelwt setze man: 7
COS S ?

Cos §

1 1
S (¥ S, =
P Cof m; 055 Bof n,

go wird VII zu:
2%
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Cof a___—g 8 a8

sin ¢+ sin ¢ Sin « — Gin § 2
£ Y E— . — "
Cof m — Gof @inmﬂzl_n-@inm > 7
. h+ h'-sin h—¥
end nach TIT ist: SJ___Sinh—sinh'_js 2 2
withrend nach ist: cog (p-cos § == 0SS —coss . sis . 5—s’
sin ———-sin ~—5—~

womit die Losung sich formell sehr homogen ausnimmt.

Eliminiert man aber ¢ oder ¢, so erhilt man in einer Unbekannten eine biquadratische Gleichung
vom geraden Grade. Setst man nimlich

sind = — {wo B bekannt),
sin @
. : /1 -—cos® p— 1P
80 wird oS { = I T sy
T —cos® p — B
und damit o8 ¢-eos ¢ == cos - ]/ 1%(PB - = (7 {(wo C bekannt},
worang folgt: cog? qv +eog? p (BE—C?— 1)+ (2 =0,

Unter den vier Wurzeln von cos ¢ (oder auch sin ¢, d
wiiren Werte denkbar, welche die Einheit tiberstiegen: dann
durch cinen hyperbolischen zu ersetzen. Dassclbe
alle Fille umfassende Losung ist also wohl diose:

a ja die Gleichung auch in sin ¢ biquadratisch)
ish ¢ imaginiiv und der zyklische Cosinus
gilt fir die Gleichung in d. Die allgemeinste,

sin g -sin § = Gin y,

co8 o3 0 = &in y,,
so daft wird:

€08 ((p — §) == 2.@{117_’0_';11_@01- 7’0";7’1

cos (ip + 9) = 2- 6o 2L 2. iy Ln,

Fiir die Aufgahc ¢) liefert der Cotangentensatz:
1.

II.
Hieraus folgt:

sin p+c0s § == cos ¢-tang d -+ sin 8- cotg «, ‘
sin - cos &' = cos - tang ¢ + sin §.cotg (a4 de).

sin g = sin §-cotg ¢ — gin ¢ cot;gj (a4 dea)
CO% § — 08 §
welcher Aunsdruck leicht logarithmisch gebrauchsfihig »u machen ist.
Die Ermittlung der Polhthe in den Fallen q), e),
Probleme, aul biquadratische Gleichungen.

+

f) hingegen lithet, wie Deoim Pothenotselhon

ble: . Bezeichnet man fine diese Aufgaben die unbekannte
Deklination mit «, so hat man im Falle 4):
L

sin @ == sin /i sin g — cos /- eos P cos @,

. sin A = sin ¢-sin x 4 cog o8 &+ coy ',
Um 2 ans diesen beiden Gleichun

1L

_ ' : gen zu eliminieren, quadriere man heide und ordne sio nach Potenzen
von sin &, Gleichung I ergibt: ‘ _

IIL. < e . smﬂm——-(sin ]!-Sinqj-—-cosh- cosqj-cos u)2=0,
withrend aus I folgt:

IV, :

» 2 F . L - * 1
. SIn* & (sin® p +- c0s® p-vos? §f) —~ gin 2+ 2 sin ¢ sin '+ sin? ' — cog?
Wie friher, so orgibt sieh

; (P cog? &' == 0,
aus II wnd IV die Sylvegterscho Determinanta:
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1 0 (sinh-singp—cosh: cosq-cosa)® 0 .
0 1 0 (sinh-singp—coshcosp.cosa)®
sin® p4cos? peos®s  —2singsinl  sin® W —cos® peos?s’ ' 0 =0
0 sin? p-++cos?qeos?s’  —2singpsin sin®l' — cos?gpcos®s

deren Auswertung auf eine Gleichung achten Grades in geraden Potenzen von sin ¢ oder
cos ¢ fithrt.

Aufgabe e [ilrt auf die zwei Gleichungen:
T . . . . . . . . sineg=sne¢sink—cosqp-cosh-cose.

I . . . . . . . sineg-cos, = cos g tang x4 sin 8- cotg (@ + Le).

Man dividiere T dureh cos 2 und beachte, daf vl V1 + tang?® # ist; dann folgt dureh Quadrieren:

(sin ¢-sin h— cos ¢p-cos Ji- cos )?
1 — (sin ¢ 8in i — cos ¢+ cos Trecos o)

m, . . .« . . . . tmgta=

withrend man aus 1I erhiilt:

(sin ¢p-+cos 8, — sin §; - cotg (¢ -+ da))
cos® @

., . . . .. ... tmgta=

Aus der Gleichsotzung von 11T und IV entfliest die Gleichung:
(siu ¢+ cos §— sin §; - entg (& + {Ja))ﬂ [1 — (sin @ sinh—cos - cos k- cos a)g] =
cos? ¢+ (sin ¢ sin b — cos g cosh - cos &)?,
wolehe wiederum vom schten Grade in geraden Potenzen von sin ¢ oder cos ¢ ist.
Im Falle {) endlich hat man:
I .. . .. .. . . sinh=ging-sing- cosx-cosp-coss,
i, . . . . . . . sin¢g-coss ==cos - tang  + sin s, - cotg (o + e,
Dividiert man T dureh cos 2 und guadriert, so erhiilt man:
IFL. . . . tang®a (sin?h — sin® @) — 2 sin ¢ cos - cos 5 tang atsin® Ik — cos? @ cos? s = 0.
Setzt man i diese Gleichung ITT den auns II folgenden Wert foir
sin ¢p - €09 §; —sin 5, - colg (w4 Ja)
cos ¢
oin, so errechnet sich ¢ auch hier sus einer Gleichung von ganz demselben Typus wie in d) und o);
man findet nimlich nach Beseitigung des Nenners: ‘
(sin? i —sin® ¢) (sin ¢ +cOS 8§ — sin s, - coty (a+zla))“ —2sin¢-cos? - cos s (siu ( cog §; —sin 5, - cotg (a+.£/a)) —_
B cos ¢p-cos?s4-cos? gpsin®h = o

tang & =

V.

So elegant sich die Losungen von Aufgabe 1a und 1b der IV. Grupype, dic wir bereits S. 4
mit ihren Autoren Graufi, Grunert und Moliweide orwihnten, ausnehmen, so wenig scheint dies
vom Falle IV, 1c¢ zu gelten, wo die Auflosung einer komplizierten biquadratischen Gleichung wohl
uperliflich ist. Bezeichnet man die Aquatordistanz wiederum mit @, das unbekannte s und o' mit
resp. & und w, so ist das Dreieck SZ.5' (Fig. 2) bekannt und damit auch §§ == f = arc cos (sin A-sin V-
cos h-cos i -cos <o), womit sich folgende drei Bestimmungsgleichungen fir die drei Unbekannten: z, &
und 1 anfstellen lassen: ' ‘

I .. . . . . sinfztcostw-cos&=cosf,
' 1. sin? & - cos? & cos A5 == sin A+ sin "+ cos I cos 7'« cos 1,

M. . . . . sin®a+cos? zcos (E+4¢) == sin h-sin 1"+ cog k- cos i cos (da+-y).

Um hieraus z B. ¥ mu finden, kann man folgenden Weg einschlagen:
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Aus T folgh:

P 2 sin? l)

eos f —sin? 2 . 2

e = —_— —_ 0085 H = 31— .

cos & = etz ¢os f — (1 — eos f) tang 1 cosi x
cost w — 4 cos? sins% + 4 sint g

cost & = - —

cost

2 sin L, cos? r — gin? L

2 2
bang § = - .2
cos? 2 — 2 sin? T

und daraus

IIL gibt entwickelt:
sin® @ - cos® & (cos 45'— sin A5 tang E) cos &= sin h-sin 2" 4-cos h-cos - (cos e - eos Yr —sin e osin ),

Krgetzt man hiorin eos & und tang & durch dic oben gofundenen Werte, so orhdlt man:

V. o . L L sinfaeos A5 (cos;2 a2 sin® "{)—) — 2 yin A - sin g , ,/ cos® & — gin? Of: = sin h-sin 2" 4
il d L
cos hecos B eos (e - ),
Subtrahiort man jetsh 11 von IV, so bleibt:
Vo . . . . —2sin é— (cos ds'~si11—é—- + sin A5 . l/ cos? x — gin? g ) = sin /" (sin & — sin M) 4 cos 2" <

(cos h-cos da-cos 1y — cos '« cos Y — cos hesin Ae-sin ).
Aus 11 findet man ferner:

5

/ 1 —sin % sin 2" —2 gin® %-sin“ (%i) —coy I cos N+ cos

/ s ctad

CON™ W ~—am? e R

I - sin (2% Ve -
* 2 d

Damit, und mit einigon leicht verstiindiichen Abkirzungen, erhitlt man ans V:

[ — | 1/"'2“-sin -%—-GOSJ‘*ES— . l/B—- O cos Y === Dn-}-E-cng P — I 'V—i——- cogt 1!;

B 1)

oder: o
PPN s L i
— 2V 2.sin 5" Cos 2--]/13 —Cieosp=D4E.cos g — FV1 — cos® iy,
8 sin‘z—‘g—-cosﬂfg‘i (B—C-eos ) ==D242 DE. cos W—20(N+EVYT

— cost -4 -2 os? g,
By cos Dy cos? = — B V1 —cosyp,

Beseitigt man die Wurzel rechter Hand durel Quadrier

])12 0054 w"‘— 01 DI-GOSB l}l—]-(z 'Bl D]“’I" 012——‘ 01 Dl +E1

und nach Division mit D,? und Linfithrung Koetfizienten «, 8, 4, d:
) :

VI, © e e costy e cos® i 4 g cost o 4 7+eos ) 4 = o,

Zur Ermittlung von ¢ beachte man, daf mit der
SZ8" (Fig. 2) vollstindig gegeben ist. g sei 88" =
s0 kennt man anch das gleichschenklige Dreieck :
ZP8 ist gleich der Difforeny der Winkel z88"

Dreiecke; er sel == m; dann 14t siel die Seite PZ
nach dem Cosinnssatz finden:

en, so lolgt:

®)ecos? y — 2 B, ) cos Yt B2 2 == g
der weiter abkiirzenden I

Kenntnis von 3 auch das sphiirische Drofeck:
g gelunden worden, Berechnet man aus
SPS". Der Winkel ZSP
und PSS der elon genannte
== 0% — ¢ dos astr

IT noch z,
des sphirischen Dreiecks

n, vollstindig bestimmten
onomischen Dreiecks Zenit-Pol-Stern

sin ¢ ==sin i-sin ¢ +- cog h-cos & eosm,
(Vel. die Bebandlung de Aufgabe: 1V, 2q1)
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Abmlich wie die Douwessche, so ist auch Aufgabe IV, 1a zu einer sehr anschaulichon Bo
handlung mit Hilfe der nebenstehenden Kegelfigur geeignet. In der Ebene F liege der Parallelkreis der
Sonne mit den drei Sonnenpositionen §58". Auf der Ebenc J; des Horizonts stehe senkrecht das Gnomon
der Hohe 00, == ¢. Das Originaldreieck §8'8" == o/ erscheint auf Ey in zwei Projektionen: der zentral
perspektivischen 8, 8, 87 und dor orthogonalen S, 8, 8f = 1 1). Da sich dic Inbalte von 4,
und - wie dor Cosinus des Neigungswinkels von
T und I, zur Einheit verhalten, so ist die Berech-
mmg der Polhghe ¢ mit der Inhaltshestimmung
dieser zwel Dreiecke identisch. Die Winkel zwischen
den von g geworfenen Schatten a;, by, ¢, sind chen
gleich den gegebencen Azimutdifferenzen ~a und <.
Ferner seien dic Mantellinien des geraden Kreis-
kegels 888" (), niimlich 08, 08, 08" jeweils =1
gegetzt, Nach der Fig. 4 ist nun:

@ = ¢os h,

)
]
]
]
]
]
!
1
]
]
1
]
[}
I
1
]

b = cos, wnmones

S S ¥ S WSO SO
¢-== cos I,
ay = g-cotg b, Z,

bl"ﬂ {[-Gotg h’,
ey == ¢-cobg ",
li == g-cosec h,
[ == ¢-cosecl,
m== g-cosec ",

Ferner:
87 08F == —;— we-sin (dotAd') = ‘1, cos hcos b sin (dat o),
A8 08 == ‘lj ahsin e — 1) cos frocos I osin de,
487 08 = % be sin Jof = -1; cos I+ cos A+ sin S,
folglich: .
A8 818 = 4, =—é~ [cos B cos " -sin (dede') -~ cos h-cos I +sin do — cos Jo-cos I'-sin o' ]

Um den Inhalt des Dreiecks 888" == zu finden, berechne man seine drei Seiten z, y und 2z und
wende dann die Heronsche Inhaltsformel an. Dazu bedaxl man. der Kenntnis der drei Winkel &

A und p. Aus

© 8, 8y =V by — 2 t by reos da = Vi + 1 — 2 Tl-cose

folgis:
cc.;',g—..-':3 ; b. cos Aot — a,2— D,®
. I + l 42 y 12 = 1 1 ,

und ganz analog findet man % und g, Nun bestimmen sich die Seiten #, ¥, # leicht aus den gleich-
schenkligen Dreiecken SOS;, §'08" S0O8" zn

x__ . &
g TRy
Y s
) ~—51112
*%--—-Sin—g,

woraus folgh:

4y Zur Lyzielung groberer Deutlichkeit in den ritckwiirtsliogenden Toil der Horizontebene verlegt. '
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e - ,.,H,, ) .- a' i - . & . ’ & . ’ i . l K & o }w 2 l,:"—
J=V(sin —;—-I-sm—g--l—sm g—) (sm —2—+sm—"§£ — sin —2—) (sm -§—+sm 73 —-Sin —:—3) (s-_.m £} +sin 5 —sin %).

Somit kennt man jetzt & und ./, und damit ergibt sich sofort:

-gl- = cos (90°— ¢} == sin .

‘ VL
Auch Dbei den Aufgaben 2 a) bis [} der IV. Gruppe tritt zur Berechnung der geographischen

Breite mehrmals eine verwickelte biquadratische Gleichung auf; mit Ausnahme des ersten Falles
sind sie alle zur Polhthenhestimmung praktiseh durchaus ungeecignet.

Im Falle a) crgibt der Cosinussatz fir das Dreicck 28"
cos S8 = cos = sin h-sin &'+ cos h-cos ' cos e,
womit f gelunden ist; chenso folgh aus Dreiock SPS':
coy f == gin? x4 cos® x+ cos s
oder cos [ == cos® x (tang® 2 cos 4),
(I+tang® @) cos [ == tang® x4 cos A3,
cos {— cos 4s == tang® # (1~cos f),

sin ! ';ds +8ln zfsz— f = gin? ’é" tang® ,
Y sin ZEEL g A5
[ sin =55 555
T = tang
Sin?
=X«

Da Dreieck SZ8' hekannt ist, so ist es auch 32 Z88' =1, und ebenso in Dreicck SPS": JC88P == |,.
Mithin ist 32 Z8P = 42 11, und das Dreieck SPZ kann jetzt mittelst des Cosinussatzes aufgelost werden:
sin ¢ = sin d-sin h+cos - cos h-cos (1—1,).

Fall b). Nennt man dic dritte unbekannte Hohe 2, den unbekannten Winkel SPEE,
fir & « und # folgende Gleichungen aunfstellen:

I, sin® @-cos® z-cos § == sin h-sin '+-cos i cos I - cos Ao — cos f,
Lo oo sin®ad-cos® @ cos 45 = sin &' sin #-4-cos I - cos 2- cos A, ‘
IIL, sin® w+cos® &+ cos (4 45) = sin h-sin 2+ cos h-cos 2- cos (datdd),
Aus 1 folgt wieder, wic in IV, 1 ¢):

. e
cos £ = 1-—2. (Sm'é_) :
cos &
2-sing- cos-2 m—sin”—f-- _
tang & == ; 2_ -
cos? @ Zsin“’%

50 lassen sich

III. kann man schreiben: ‘
sin® &+ cos®  (cos A5’ — sin A5 tang &) cos®

. &= sin h-sin #4cos 1 cos 2- cos (da+do')
oder, nach Einftlyung der Ausdviicke fgr cos & und t

ang &: ‘
IV.sin”wcd'(g_'B_f..__' ' gind Y
*eos ds'| cos’s-2sin® L) 2 sin sin-- 0052‘”-5111-2";“'—‘-51117&‘81113+cosh-cosz-cos (datded).
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Il von IV subtraliort gibh:
v T N Y ey N
- —2sin{cos A8 sin o 4 sin 15 |/ cos? & —gin® 5 ) = (8inh -~ sin A) sin 2
dd -
+-[eos heecos (e tu') — cos - cos de]-cos 2,
Aus 11 dindet man:
e H'_—*Z'_‘

e : ,/I -——(sm I sin z—i—cos W cos .Ja) -~‘)sm %—-bm“ ,,25
l/ros* & = gin® --‘-)— T A

V5 sin 5.

2
Selzb man diesen Ausdruck statt l/cosﬂx— sin”-;g-.«in V ein und fohrt rvechits dic leicht verstind.
lichon Abkivzsungen M und N cin, so resultiert in der cincn tnbekannten # folgemlc Gloichung :
VI, ~—Bsin=g-cos,ls'—~" Vvar .'-;m JS V —(smlz sin 2 -}-(o;; L”Us'; cos fu') -: —su-\; ,é sin (_';s'_

= _M 'sin & -+ N cos 2,

welelie sich ebenlalls als biqu‘tdrah.&.oh herausstellt, Die weitere Behandlung der Aufgabe ist von
jetzt ab ganz analog derjenigen von IV 1, ¢

Fall ¢). s sei dic dritte unbekannte Hohe = # und dic erste unbckanntc Ammutdxﬂewm ==,
Dann hat man zur Auflésung der Aufg, e folgende Gleichungen:

L . . . . sin®zdcos®s cos s == sinl-sin W' 4cos fi-cos W-cos yp,
II. . . . . sin®z4cos®®: cos 5" == sin I/ -sin 2-+-cos &' - cos 2+ cos e,
CIL .. ., sin®adcos? 2 (cos S5 S5) == sin h-sin g4-cos fiecos 2 cos (z,b-f—.da)

Die rechnerische Behandlung dieser drei Glemhungen gestaltet sich fast ebenso unelegant und midhe-
voll wie jene der II. Gruppe d), weshalb wir anf die detaillierte Durchfihrung verzichten mitssen. Man
kinnte 2z B. aus 1 cos ¢ climinieren und abkitrsungsweise setzen:
+cos® x-cos A5 — Jl]'

N

' sin® @
.].V. s e 4 e e ¢oSs lp:-

bicrauf IIL rechter Iand entwickeln zu:
V. sin® @+-cos® @-cos (Ss+Jg') —— sin li-sin 24 cos k- cos # [cos /5" cos ¥ — sin /5" sin @],
daranf den Wert fitr cos ¢ aus IV in V cinsetzen und nach sin ¢ auflésen, wodurch man orhiclte:
VL sin g == cos k- cos 45 - cos 2 [sin® @ - cos® & co8 A8 — M) — [sin® x + cos-’w +¢08 (A8 - A8y —sin - sin .c*]
N-coshcos #

Durch Quudrie;jen und Addieren von IV und VI verschwindet die Unbelcannte w; die davaus resul-
tierende Gleiehung in & und # wiire dann mit IT zu verbinden und aus diesem selr komplizierten System x
oder # zu coliminieren. ‘

Ebengo vorwickelt liegen die Verhilinisse im Fall d).

Ersetzt man hier s durch & %' durch ¥, so hat man:

I . . . . sin®ztcosz:cos s = sinl-siny+cosh-cos y-cos e,
I, . . . . sin®w+teos®x-cos & == sin 2" sin y+cos A”- cos - cos e,
1. . . . . sin*xtcos’z-cos(Hs+E) = sinh-sin k'--cos h-cos b7 - cos (St ode') == cos f.

Aus ITI folgh: ‘ ,

v, . . . . sin*stcos®z cos & cos s — cos® ¥ sin §-sin s == cos f.
IL mit cos «/s multipliziert und von IV subtrahiert gibt: y
sin ' cos /8 -sin y + cos 17 - cos - cos s cos y + 2 sin® @ sin® 42{’ —cos f

ey B _ -
s § == sin /3 cos® @

PR
oS ¥ -sin Y+ cos y; +c0s ¥+ 2 sin” - sin® 5 cosf

Tsin s costx

(3]

Avehiv 1009, 1.
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Aug 1T erhélt man:
' e SIn K" -siny+eos A" cos e - cos y — sin? .::_
s = cos? '

Die Unhekannte & verschwindet wieder, wie in der vorhergehenden Auigabe, dureh Quadrieren uud
Addieren der Ausdriicke fir sin £ und cos & Die so erhaltenc Gleichung in # und y ist dann zur Be-
rechnung ciner der Unbekannten x oder y mit I zu verbinden. o

Ganz dbnlich geartet sind auch dic Gleichungen, auf dic man sich in den Fillen ¢) und [ ) geftthrt
sicht., Sic alle haben gegeniber den Fillen b) und ¢) den Nachteil, das kein Ausdruck von der Form

sin® #4-cos® z- cos § = cos f
aultritt, wodurch sich cos & sehr einfach climinieren lift, Wir setzen die Gleichungskomplexe fiir I'all ¢
und f) der Vollstindigkeit wogen noch an.

Fall e):
Lo o o sin?edcostazocos & =sink-sin y+cos hecos g cos e,
1L . . . . sin®adcos® - cos S8 == sin M sin Y+cos 1" cos i+ cos e
11, o8I ZHc0s® & cos (S A5) == sin fo-sin B -cos hecos B cos {Jat to'y == cus [,

Fall I):
L . . . . sin®z-coste cos s = sinh-sin ¥+cos ke cos i cos i,
I . . . . sin®atcos?z cos A¢ — sin &’ sin 4+ cos A" cos - cos e,
HL . . . sin® w4cos? - cos (Ss4.45) = sin h-gin }' +cos ke cos 1"+ cos (da' ),

VIL

Auch der eine Fall a) von IV, 3 bietet der rechnerischen Durchithrung
wie sie sich bei der dirokten Auflésung des Pothenotschen Pr
handlung entgegenstellen. Um dies sus den Gleichungen :

Lo v .. sin®adcos e cos 45 == sin b-gin y4-cos h-cos - cos e,

oo o v o sin®wdcos?2-cos o = sin y-sin #-k-cos 1+ cos 2+ cos e,
, L. . . . . sin®#4-cos®z-cos (A8 45") == sin Ju-sin #-4-cos b+ cos 2. cos (da- o)
loichter zu erkennen, fiihven wir in I wnd III Hyperbelfunktionen ein und setzen:

dhrnliche Schwieriglkeiton,
oblems der algebraischen Be-

cos Yy = Ejﬁ; sin y = Tang y,

08 2 == ,] c o g
CS#—@afJ',.‘:lllz__ ang »,
so lolgh fir I:

(sin® @4 cos® 2+ cos A3} €of y — sin - Gin x=-cosh cos. ta;
fir 1U0:
[8in? 24 cos? - cos (g4 I5)] €of v —sin b-Gin v == w0y ). cos (Ja-- . fa'),
wihrend 1L gar alle drei Unbokannten enthiilt,

VIIL,

Zom S.c,hlussu bleibt noch der Fall zu betrachten, wo ther gar keine Hohenbeobachtung vorfiigt und
ebenso wenig Kenntnis der Deklination und des Meridians vorausgesetzt wird, Dann muf der Stern in

vier anfeinander folgenden Positionen g, &, §" und 8" beohachtet sein. Dio Beobachtungsdaten sind die
drei Azimutdilierenzen : '

sowie dio droi Zeitinkremente:
A8, A, A5,

Nennt man die Deklination wiederum #, die vier unbekannten Hohen i

% # und &, so findet man
unter Beachtung, dag , o ot
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. ' . s
sin -~ 5 == cos @-sin — =

2 2
rQit y Sr
ML -—am == 08 Xesin o USW.
5 g UsW
S8 ., 08 .
und cos -5 =1 — 2 sin* usw. ist,
2 2

leicht fiar die [iinf Unbekannten: @, 3, 2, £, 2" folgende Gleichungen:

N [ . .
I . . cos 88 =1—2cos®w-sin® " = siny-sim2+cosy-cosz-cos Ja,
-

. ) R/ A .
. . . cos 88 =1—2cos®x gin® 5 == sin 7 sin #4cos 2 cos - cos e,
At
UL . . cos8"8" =1—2 cos® z-gin?- o5 = sin# sin &' -cos & -cos & cos e

‘ " 2 o g IS A . .
Iv. . . cos 88" ==1—2 cos*a:-sm"-w{i—lﬂsmy-sm /4 cos - cos & - cos (et ),

WM .
V. . . cos 88" =1—2 cos®x-sin” ’J?+‘j§ . sin y-sin #'-+cos y - cos &” - cos (Jut o'+ "),

Dat diose Arb der Polhvhenbestimmung wegen der enormen rechnerischen Schwierigkeiten, welche

dic finl Gleichungen der Auflésung darbicten, pr aktisch nicht in Pl'ag e kommon kann, siehé-man

aul don- orsten Blick.
Auf welehe Art und Weise im Laufe der éeltcn die Oltsbestlmmung in der plak-

tischon Astronomie und Nautik vorgenommen und jeweils rechnerisch zweckmiBig
behandelt wurde, zusammenhingend darzustellen, soll Gegenstand einer kinftigen

spezicllen Studie sein.

34
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