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vii
Zusammenfassung

Die Hauptziele dieser Arbeit sind:

e Analyse eines Iterationsverfahrens, das eine Approximation fiir die Losung des Cauchy—
Problems fiir die Laplace—Gleichung in zweidimensionalen Gebieten liefert;

e Verkniipfung der Backus—Gilbert Methode mit diesem Verfahren, um eine gewisse Art
von Informationen iiber die Losung des Cauchy—Problems zu gewinnen;

e Diskretisierung des Verfahrens und numerische Tests.

Sei © C R? ein offenes beschrinktes zusammenhingendes Gebiet. Als ein elliptisches
Cauchy-Problem auf Q bezeichnet man eine Anfangswertaufgabe fiir einen elliptischen Dif-
ferentialoperator auf dem Gebiet €2, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigkeit I' C 02
gegeben sind. Die von uns untersuchte Aufgabe besteht darin, die Spur der Lésung einer sol-
chen Anfangswertaufgabe auf dem Teil des Randes, wo die Randdaten nicht vorgeschrieben
sind, ndmlich auf 9Q\TI'", herauszufinden. Als Lisung eines Cauchy—Problems betrachten wir
hier eine Distribution in H'(f2), die der schwachen Formulierung der Laplacegleichung in
Q geniigt und die Cauchydaten auf I' im Sinne des Spuroperarators erfiillt. Es ist bekannt,
daf solche Cauchy—Probleme schlecht gestellt im Sinne von Hadamard sind.

Eine Methode, mit der diese Problemstellung behandelt werden kann, ist ein iteratives
Verfahren, das erstmals von Maz’ya und Kozlov|Ma] benutzt wurde. Die Idee, die dem Ver-
fahren zu Grunde liegt, kann folgendermafien zusammengefait werden: Auf dem Randstiick,
auf dem man die Daten nicht kennt, wird irgendeine Anfangsnidherung vorgeschrieben. Diese
wird sukzessive verbessert, indem man eine Reihe von korrektgestellten gemischten Proble-
men 16st, die auf ' die gegebenen Daten des Cauchy—Problems nutzen und auf 0Q\I' die
Iterationen der Anfangsniherung. Die gegebenen Cauchydaten (Dirichlet— und Neumann-
daten) werden beide benutzt, denn in der Tteration werden zwei Typen von gemischten
Problemen gel6st. Der erste Typ hat als Randdaten die genauen Dirichletdaten auf I' und
die iterierten Neumanndaten auf 9Q\I" und der zweite Typ die genauen Neumanndaten auf
I" und die iterierten Dirichletdaten auf 9Q\I'. Ein Iterationsschritt besteht aus der Kopplung
zwischen zwei solchen gemischten Problemen.

Diese Art von Iteration 1463t sich in den passenden Sobolev—Riumen als Potenzen eines
affinen Operators T darstellen, dessen linearer Anteil 7) nichtexpansiv ist (d.h. ||T;|| < 1).
Diese Eigenschaft wird von uns benutzt, um die Konvergenz des Iterationsverfahrens mit
Satzen der Funktionalanalysis zu beweisen. Dann wird die Losung des Cauchy-Problems
als eine Losung einer Fixpunktgleichung des Typs

Ty = .
betrachtet und studiert.

Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens sind méglich, wenn man
a priori Kenntnisse iiber die Eigenwerte von T besitzt. Fiir bestimmte Gebiete, kann das
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Definitionsgebiet von T so gewdhlt werden, dafi man iiber die Spektraldarstellung von 7;
verfiigt. In solchen Fillen kann man die Selbstadjungiertheit von 7; und die Kompaktheit
von (I —T;) beweisen und nutzen. Der Grad der Schlechtgestelltheit der Cauchy-Probleme
in verschiedenen Gebieten kann verglichen werden, wenn wir uns die Eigenwerte von 7
anschauen. Es 148t sich schlieflen, das dieser Grad sowohl von dem Gebiet als auch von dem
Randstiick I' C 012, auf dem die Daten vorgegeben werden, abhingt.

Eine Alternative, um Informationen iiber die Losung eines Cauchy—Problems zu bekom-
men, ist die Anwendung der Backus—Gilbert Methode. Die Aufgabe, eine Losung fiir ein
Cauchy—Problem zu finden, ist immer dquivalent dazu, eine lineare Gleichung des Typs

Ap =g

zu 16sen (siehe Kapitel 4), wobei der Operator A aus der Verkniipfung von einer Randwert-
aufgabe mit einem Spuroperator besteht. Ist dann ein lineares Funktional p auf D(A) (das
Definitionsgebiet von A) gegeben, erlaubt uns die Backus-Gilbert Methode das Moment

<y >
der Losung ¢ zu berechnen, indem man die adjungierte Gleichung
A =p
16st und die gewiinschte Information durch

<pp> = <A 0>
= <1, Ap >
= <¢79>

ableitet. Das Verfahren ist besonders vorteilhaft, wenn die zum Punkt P € 0Q\I" gehorende
Dirac-Distribution §(P — -) zu Rg(A*) gehort. Ansonsten liefert diese Methode nur Infor-
mationen iiber ¢, die man mit Hilfe von bestimmten Elementen aus D(A)’ (die sogenannten
Glattungsfunktionale oder Sentinels) gewinnen kann.

Die adjungierte Gleichung A*y = p zu lésen, ist dquivalent dazu, die Losung eines
bestimmten Cauchy—Problems zu finden. Dieses Problem wird mit Hilfe des Iterationsver-
fahrens untersucht. Dies ist genau die Verkniipfung von dem Iterationsverfahren mit der
Backus—Gilbert Methode.

Die Beschriankung auf den Laplace-Operator ist kein schwerwiegender Verlust an All-
gemeinheit, Cauchy—Probleme fiir einen allgemeinen elliptischen Operator P mit C*°—
Koeffizienten koénnen behandelt werden, genauso wie es hier fiir den Laplace—Operator
beschrieben wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sich wieder formulieren wenn man

den Raum H'(Q; A) durch H!(; P) ersetzt.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Ziele der Arbeit

Die Hauptziele dieser Arbeit sind: Analyse eines Iterationsverfahrens, das eine Approxima-
tion fiir die Losung des Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung in zweidimensionalen
Gebieten liefert; Verkniipfung der Backus—Gilbert Methode mit diesem Verfahren, um eine
gewisse Art von Informationen iiber die Losung des Cauchy-Problems zu gewinnen; Diskre-
tisierung des Verfahrens und numerische Tests.

Die Beschrinkung auf den Laplace-Operator ist kein schwerwiegender Verlust an All-
gemeinheit, Cauchy—Probleme fiir einen allgemeinen elliptischen Operator P mit C%°-
Koeffizienten kénnen behandelt werden, genauso wie es hier fiir den Laplace-Operator be-
schrieben wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sich wieder formulieren wenn man den
Raum H'(Q;A) durch H'(Q; P) ersetzt. Details iiber die neue Formulierung der Green-
schen Formel sowie iiber die untersuchung von gemischten Problemen sind in [DaLi] Kap.
7 und [Gril] Kap. 1 zu finden.

Sei © C R? ein offenes beschriinktes zusammenhiingendes Gebiet. Als ein elliptisches
Cauchy—Problem auf Q bezeichnet man eine Anfangswertaufgabe fiir einen elliptischen Dif-
ferentialoperator auf dem Gebiet €2, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigkeit I' C 09
gegeben sind. Die von uns untersuchte Aufgabe besteht darin, die Spur der Lésung einer sol-
chen Anfangswertaufgabe auf dem Teil des Randes, wo die Randdaten nicht vorgeschrieben
sind, ndmlich auf OQ\T', herauszufinden. (Als Losung eines Cauchy—Problems betrachten
wir eine Distribution in H'(Q), die der schwachen Formulierung der Laplacegleichung in Q
geniigt und die Cauchydaten auf T im Sinne des Spuroperarators erfiillt.)

Es ist bekannt, dafl solche Cauchy—Probleme schlecht gestellt sind. Nach der Definition
von Hadamard (1866-1963) heifit eine Anfangs— oder Randwertaufgabe korrekt gestellt,
wenn sie die drei folgenden Eigenschaften aufweist: Existenz und Eindeutigkeit der Losung,
sowie deren stetige Abhéngigkeit von den Daten. Das Schlechtgestelltheitskonzept hingt
natiirlich sowohl von dem Ldésungsbegriff als auch von den gewéhlten Topologien auf der
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Menge der Daten und der Menge der Lésungen ab. Das folgende Beispiel stammt von
Hadamard selbst [Had] und zeigt, da§ die Losung eines Cauchy—Problems im allgemeinen
nicht stetig von den Anfangsdaten abhéngt.

Betrachten wir das Problem

Aup = 0 ,( y) € 2 =(0,1) x (0,1)
ug(z,0) = 0 € (0,1)
2u(e0) = gxln) | a e (0,1)

wobei ¢y, = (mk)~!sin(rkz) ist. Die Losungen

ug(z,y) = (k) 2sinh(rky) sin(rkz)

existieren fiir alle k& € INy und sind sogar eindeutig bestimmt (siehe Kapitel 2). Man stellt
sofort fest, daB§ die Folge {¢x} gleichméBig gegen Null konvergiert. Fiir k¥ — oo haben
wir ein Cauchy—Problem mit homogenen Daten, dessen Losung verschwindet. Aber fiir
beliebig kleines y > 0 oszillieren die entsprechenden wu; immer stérker und nehmen beliebig
grofle Werte an. Deswegen konvergieren die uy in keiner verniinftigen Topologie gegen die
Nullésung des Limesproblems.

Dieses Beispiel lehrt uns noch mehr iiber die Natur der Cauchy—Probleme. Obwohl die
Differentialgleichungstheorie mehrere Aussagen iiber die Eindeutigkeit der Losung solcher
Anfangswertaufgaben liefert, ist die Existenz einer Lisung eine sehr schwierig zu beant-
wortende Frage. Um dies festzustellen, schreiben wir das obige Problem folgendermafien
um:

Au =0 ,(:I:y)EQ (0,1) x (0,1)
(CP) ’LL(QS,O) = f(fp) ’ ( ) )
(%’LL(QS,O) :g(gg) ’ ( ) )

Unsere Aussage lautet: Sogar fiir C*°—Daten f und g ist dieses Cauchy—Problem im all-
gemeinen nicht losbar. Setzen wir dafiir f = 0. Eine Losung u von (CP) ist, unter dieser
Voraussetzung reell analytisch (das folgt aus der Greenschen Darstellungsformel fiir die
Laplacegleichung) und kann durch Null auf (0,1) x [0,1) stetig fortgesetzt werden. Die
Fortsetzung

iz, ) :{ u(z,y) . ye(01)

ist reell analytisch in (0, 1) x (—1, 1) wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips. Es ist da-
her klar, da} das Cauchy—Problem nur l6sbar sein kann, falls die Funktion g reell analytisch
ist.
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Eine Methode, mit der diese Problemstellung behandelt werden kann, ist ein iteratives
Verfahren, das erstmals von Maz’ya und Kozlov [Ma] benutzt wurde. Die Idee, die dem Ver-
fahren zu Grunde liegt, kann folgendermafien zusammengefait werden: Auf dem Randstiick,
auf dem man die Daten nicht kennt, wird irgendeine Anfangsnidherung vorgeschrieben. Diese
wird sukzessive verbessert, indem man eine Reihe von korrektgestellten gemischten Proble-
men 16st, die auf I' die gegebenen Daten des Cauchy—Problems nutzen und auf 0Q\I' die
Iterationen der Anfangsniherung. Die gegebenen Cauchydaten (Dirichlet— und Neumann-
daten) werden beide benutzt, denn in der Iteration werden zwei Typen von gemischten
Problemen gelést. Der erste Typ hat als Randdaten die genauen Dirichletdaten auf I' und
die iterierten Neumanndaten auf 9Q\I" und der zweite Typ die genauen Neumanndaten auf
I" und die iterierten Dirichletdaten auf 9Q\I'. Ein Iterationsschritt besteht aus der Kopplung
zwischen zwei solchen gemischten Problemen.

Diese Art von Iteration 148t sich in den passenden Sobolev—Raumen als Potenzen eines
affinen Operators T darstellen, dessen linearer Anteil 7) nichtexpansiv ist (d.h. ||Tj|| < 1).
Diese Eigenschaft wird von uns benutzt, um die Konvergenz des Iterationsverfahrens mit
Satzen der Funktionalanalysis zu beweisen. Dann wird die Losung des Cauchy-Problems
als eine Losung einer Fixpunktgleichung des Typs

Ty = .
betrachtet und studiert.

Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens sind mdoglich, wenn man
a priori Kenntnis iiber die Eigenwerte von T} besitzt. Fiir bestimmte Gebiete, kann das
Definitionsgebiet von T' so gewdhlt werden, da} man iiber die Spektraldarstellung von 7;
verfiigt. In solchen Fillen kann man die Selbstadjungiertheit von 7; und die Kompaktheit
von (I —T;) beweisen und nutzen. Der Grad der Schlechtgestelltheit der Cauchy-Probleme
in verschiedenen Gebieten kann verglichen werden, wenn wir uns die Eigenwerte von T;
anschauen. Es 148t sich schlieflen, das dieser Grad sowohl von dem Gebiet als auch von dem
Typ (auf welchen T' C 9 werden die Daten vorgegeben) des Cauchy-Problems abhéngt.

Eine Alternative, um Informationen iiber die Losung eines Cauchy—Problems zu bekom-
men, ist die Anwendung der Backus-Gilbert Methode. Die Aufgabe, eine Losung fiir ein
Cauchy—Problem zu finden, ist immer dquivalent dazu, eine lineare Gleichung des Typs

Ap =g

zu l6sen (siehe Kapitel 4), wobei der Operator A aus der Verkniipfung von einer Randwert-
aufgabe mit einem Spuroperator besteht. Ist dann ein lineares Funktional p auf D(A) (das
Definitionsgebiet von A) gegeben, erlaubt uns die Backus—Gilbert Methode das Moment

<K, p >

der Losung ¢ zu berechnen, indem man die adjungierte Gleichung

A =p
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16st und die gewiinschte Information durch

<pp> = <A 0>
= <, Ap >
= <¢79>

ableitet. Das Verfahren ist besonders vorteilhaft, wenn die zum Punkt P € 9Q\I' gehérende
Dirac-Distribution 6(P—-) (oder wenigstens eine passende Approximation dafiir) zu Rg(A*)
gehort. Ansonsten liefert diese Methode nur Informationen iiber ¢, die man mit Hilfe von
bestimmten Elementen aus D(A)" (die sogenannten Glattungsfunktionale oder Sentinels)
gewinnen kann.

Die adjungierte Gleichung A*y = pu zu lésen, ist dquivalent dazu, die Losung eines
bestimmten Cauchy—Problems zu finden. Dieses Problem ist von derselben Art wie die
Probleme, die mit Hilfe des Iterationsverfahrens untersucht werden.

1.2 Entwicklung der Theorie

1.2.1 Kurze historische Ubersicht

Die erste Arbeit [Ma] iiber das in Abschnitt 1.1 vorgestellte Iterationsverfahren wurde von
Maz’ya, Kozlov und Fomin in 1991 veréffentlicht. Dort wird die Tteration in H~"2(T"), der
Dualraum von H,”*(I') = H"2(T'), untersucht und eine Topologie analog zu der aus Satz 3.2.1
benutzt. Der Konvergenzbeweis nutzte hauptsichlich die Eindeutigkeit der Losung eines
Cauchy—Problems. Die Tatsache, daf ||T;|| < 1 ist, war damals schon bekannt. Auflerdem
wurde eine Regularisierungseigenschaft des Verfahrens untersucht (siehe Bemerkung 3.2.22).

In 1995 hat Bastay sich in seiner Dissertation [Bas] mit der Anwendung von verschiede-
nen [terationsverfahren von Maz’ya auf allgemeine elliptische und hyperbolische Differential-
gleichungen beschiftigt. Die Verfahren werden mit der Halbgruppen—Theorie analysiert und
Fehlerabschétzungen werden mit Hilfe von Regularitdtsannahmen iiber die Anfangsnéhe-
rung der Iteration hergeleitet.

Jourhmane und Nachaoui [JoNa] haben 1996 das Iterationsverfahren aus Abschnitt 1.1
auch untersucht. Sie schlagen vor, den Iterationsschritt aus [Ma] mit einer Relaxation zu
verkniipfen, und dadurch die Konvergenz zu beschleunigen. Sie wihlen in Hy2(T') eine To-
pologie analog zu der aus Satz 3.2.1 und beweisen damit sowohl die Positivitét als auch die
Selbstadjungiertheit von Ty := 0T + (1 — 6)T fiir geeignete 6. Diese zwei Eigenschaften
werden dann benutzt, um die Konvergenz der Iteration von T mit Hilfe von Sétzen aus
Krasnosel’skii et al. [Kra] zu beweisen.

Die erste Arbeit [BaG1] iiber die Backus—Gilbert Methode wurde 1967 verdffentlich und
in [BaG2,3] von diesen Autoren weiter untersucht. Seitdem hat die Methode grofie Auf-
merksamkeit gerade bei Anwendungen gefunden. Die Anwendung auf das lineare Momen-
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tenproblem kann man in [Ch], [HaSo|, [Hu], [Ki], [LoM1,2], [Gro3] und [ScBe] finden, und
die Anwendung der Methode auf nichtlineare Probleme wird in [Lo2] und [Sn] untersucht.

1.2.2 Hauptresultate der Dissertation

In dieser Arbeit definieren wir das Iterationsverfahren auf dem Raum Hé/g(F)’ , dem Dual-
raum von Hy2(T). Dies gibt einen taktischen Vorteil fiir die Wahl der Cauchydaten, da
H~'"2(T) strikt in Hy2(T)' eingebettet ist (siche Anhang A).

Wir zeigen, dafl die Topologie aus Lemma 3.2.1 eine Hilbertraum—Struktur in diesem
Raum definiert, die zu der iiblichen Sobolev-Struktur dquivalent ist. Damit beweisen wir
die Nichtexpansivitit und die asymptotische Regularitit von T) (siehe Satz 3.2.7). Diese
Eigenschaften von 7) werden in Satz 3.2.8 benutzt, um die Konvergenz des Verfahrens
zu beweisen. Dies unterscheidet unseren Beweis von den oben erwédhnten, die sich auf die
Argumente von Krasnosel’skii stiitzen.

Die in Satz 3.2.3 bewiesenen Eigenschaften von T; (ndmlich: Positivitit, Symmetrie, In-
jektivitit und 1 ist kein Eigenwert von 7}) wurden in [JoNa] untersucht, aber sie haben die
Iteration in einem anderen Raum betrachtet. Dariiber hinaus nutzen wir die Spektraldar-
stellung von T}, um zu beweisen, dafl 1 zum (kontinuierlichen) Spektrum von 7; gehért und
|T;|| = 1 ist (siehe Satz 3.2.15).

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens wird fiir spezielle Gebiete un-
tersucht, deren geometrische, topologische Verschiedenheit fiir die Spektraldarstellung des
Operators T von Bedeutung ist (dafiir benétigen wir die Analyse der Cauchy-Probleme aus
Kapitel 2). Die Anwendung von zwei iiblichen Regularisierungsstrategien ermoglicht uns,
das Verfahren fiir fehlerhaften Cauchydaten zu untersuchen. Fiir jede Strategie kénnen wir
eine optimale Anzahl von Iterationsschritten, die von dem Fehler in den Daten abhingt,
wihlen (siehe Satz 3.2.20).

Eine funktionalanalytische Version der Backus—Gilbert Methode wird fiir nichtlinea-
re, stetig (Fréchet—) differenzierbare Operatoren formuliert. Diese unterscheidet sich von
der Betrachtung in [Lo2] und [Sn] dadurch, daf§ wir eine Taylor-Reihenentwicklung des
nichtlinearen Operators in der adjungierten Gleichung aus Abschnitt 1.1 nutzen, um die
Backus—Gilbert Strategie anzuwenden (siehe Abschnitt 4.2).

Um die Backus—Gilbert Methode fiir das Cauchy—Problem zu benutzen, benitigen wir
eine passende Korrekturformel fiir die adjungierte Gleichung (siehe Satz 4.3.1). In Kapitel 5
diskutieren wir iiber die Schwierigkeiten, die bei der numerischen Losung der Gleichung
A*p = § auftreten, denn die Frage, ob ¢ in Rg(A*) liegt, ist fiir das Cauchy-Problem
analytisch noch nicht beantwortet.
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1.3 Ubersicht iiber die Dissertation

In Kapitel 2 werden die Cauchy—Probleme griindlich analysiert. Die drei speziellen Klassen
von Problemen, fiir die wir die Untersuchung des Tterationsverfahrens durchfithren, werden
in den drei ersten Abschnitten vorgestellt und analysiert. Fiir gewisse Klassen von Proble-
men kénnen wir hinreichende Bedingungen, die die Regularitéit der Daten betreffen, fiir die
Existenz von H'-Loésungen des Cauchy-Problems herleiten und eine explizite Formel fiir
die Losung des Cauchy—Problems angeben.

Die Losungstheorie fiir Cauchy—Probleme wird in Abschnitt 2.4 untersucht, Eindeutig-
keitssédtze sowohl fiir die klassische als auch fiir die schwache Formulierung dieses Problems
werden diskutiert. Der Einstieg in die klassische Theorie wird durch die Sétze von Cauchy-
Kowalewsky und Holmgren durchgefiihrt. Analoge Ergebnisse fiir schwache Lésungen wer-
den dann mittels Regularititssitzen hergeleitet. Die Existenz von variationellen Losungen
wird durch die Formulierung von hinreichenden Bedingungen garantiert, indem das Cauchy—
Problem mit Hilfe von Differentialoperatoren umgeschrieben wird.

In Kapitel 3 wird das Iterationsverfahren vorgestellt und untersucht. Es wird gezeigt, daf}
die gemischten Probleme, die dabei auftreten, gut gestellt sind. Das Ziel dieser Untersuchung
ist, das Iterationsverfahren als Fixpunktiteration eines affinen Operators T darzustellen,
dessen linearer Anteil 7} nichtexpansiv ist.

Eine spezielle Formulierung des Verfahrens wird in Abschnitt 3.1 fiir die in Kapitel 2
prasentierten Cauchy—Probleme diskutiert; und eine explizite Darstellung des Operators T
wird fiir solche Probleme hergeleitet. Dies wird eine Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit
des Iterationsverfahrens ermdoglichen, die in Abschnitt 3.2 durchgefithrt wird.

Die Konvergenz des Verfahrens wird in Abschnitt 3.2 mit Hilfe von Satzen der Funktio-
nalanalysis bewiesen. Eigenschaften wie Selbstadjungiertheit und Positivitdt von T; werden
dazu untersucht und eine Analyse des Spektrums von 7; gegeben.

Das Cauchy-Problem wird verwendet, um ein physikalisches Phdnomen zu modellieren,
das im allgemeinen fehlerhafte Daten besitzt. Deswegen werden wir Cauchy—-Probleme mit
fehlerhaften Daten betrachten, indem wir passende Regularisierungsstrategien untersuchen.
Dafiir machen wir Gebrauch von der Spektraldarstellung von T;. Die hierzu hilfreichen
Sétze der Spektral-Theorie fiir lineare beschrinkte selbstadjungierte Operatoren in Hilbert—
R&ume werden présentiert.

Im Kapitel 4 wird die Backus—Gilbert Methode diskutiert. Wir beginnen in Abschnitt
4.1 mit der urspriinglichen Formulierung von G.Backus und J.Gilbert in [BaGi] und [Gro3]
und der Anwendung auf das endlichdimensionale Momentenproblem.

Eine funktionalanalytische Version des Verfahrens fiir beschriinkte lineare (und bestimm-
te nichtlineare) Operatoren in Hilbert-RAumen wird vorgestellt. Probleme mit fehlerhaften
Daten werden betrachtet und eine Fehleranalyse durchgefiihrt. Regularisierungsstrategien
werden vorgeschlagen als eine Alternative fiir den Fall § ¢ Rg(A*). Zwei Anwendungen der
Backus—Gilbert Methode werden im Detail analysiert. Die erste betrifft ein nichtlineares
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Momentenproblem in L?(0, 1) und die zweite ein lineares Cauchy-Problem aus Kapitel 2.

Im Kapitel 5 werden mehrere numerische Beispiele prisentiert, die die Anwendung des
Iterationsverfahrens und der Backus—Gilbert Methode illustrieren. In Abschnitt 5.1 wird die
Anwendung der Backus-Gilbert Strategie auf ein nichtlinearen Momentenproblem getestet.
In Abschnitt 5.2 nutzen wir das Iterationsverfahren, um die Dirichlet— bzw. Neumanndaten
von Cauchy-Problemen zu rekonstruieren. In einem anderen Beispiel werden unsere Ergeb-
nisse mit denen von Falk und Monk verglichen, der in [Mo] eine andere Rekonstruktions-
strategie benutzte. Wir priisentieren auch ein Beispiel, in dem die Korrekturformel aus
Abschnitt 4.3.2 numerisch getestet wird.

In Anhang A werden die notwendigen Definitionen von Sobolev—R&umen prisentiert, die
in der gesamten Arbeit benutzt werden. Insbesondere bendtigen wir die Riume HE(QUT),
H*(QUT), H'(Q; A), H*(2) und Hy2(Q). Die Rand-Réume H*(99) werden mit Hilfe von
local maps! und der Partition der Eins definiert. Damit haben wir alle Hilfsmittel fiir die
Untersuchung der gemischten Randwertaufgaben in Anhang B zur Verfiigung.

Zuerst werden die Rdume von glatten Funktionen eingefithrt und die Sobolev-R&ume
werden als Abschlufl davon definiert, indem man das Konzept der distributionellen Ablei-
tung nutzt. Andere niitzliche dquivalente Definitionen fiir die Rdume H*(f2) werden mit
unseren verglichen. Einige notwendige Einbettungsséitze werden présentiert.

In Anhang B werden spezielle Versionen des Spursatzes analysiert. Uns interessiert ins-
besondere, welche Regularitéit die Spur einer H!(Q2)-Distribution auf T' C 92 besitzt. Diese
Analyse spielt eine grofie Rolle in der Untersuchung der Topologie von Satz 3.2.1.

Die Spursiitze erlauben uns weiter eine spezielle Version der Greenschen Formel her-
zuleiten, die im Kern der Untersuchung der adjungierten Gleichung unserer elliptischen
Cauchy—Probleme liegt. Untersucht wird auch die Frage nach der Regularitit der Spur auf
00T einer H'(9; A)-Distribution, wenn man annimmt, da die Spur dieser Distribution
auf I' eine bestimmte Regularitit besitzt. Dieses Ergebnis benttigen wir fiir die Formulie-
rung des Iterationsverfahrens.

Die gemischten Randwertaufgaben aus Kapitel 3 werden auch in Anhang B untersucht.
Das Hauptziel ist zu zeigen, dafl dies gut gestellte Probleme im Sinne von Hadamard sind.
Dies wird in der Analyse der Cauchy-Probleme in Kapitel 2, sowie in der Analyse des
Iterationsverfahrens von Kapitel 3 benutzt.

!Sjehe Definition A.3.1.



Kapitel 2

Das Cauchy—Problem

In diesem Kapitel wird die allgemeine Theorie {iber Cauchy—Probleme aufbereitet. Insbeson-
dere werden drei spezielle Probleme vorgestellt, fiir die die Untersuchung des Iterationsver-
fahrens im nichsten Kapitel genauer durchgefiithrt wird. Es handelt sich um zwei Probleme
auf einer Kreisringgeometrie und eines auf einer Rechteckgeometrie. Die Analyse dieser drei
Probleme ist der Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des Iterationsverfahrens in néchsten
Kapitel.

Ein weiterer zu erfassender Punkt ist die Losungstheorie fiir allgemeine Cauchy—Proble-
me. In dieser Richtung werden Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
untersucht. Uns interessieren die Ergebnisse in Hinsicht auf die variationellen Losungen. Die
klassische Theorie dient als Vorbereitung dazu und wird deswegen zunéchst betrachtet.

Wir haben unsere Untersuchung mit dem Cauchy-Problem in Abschnitt 2.1 begonnen.
Die Besonderheit dieses Problems auf einer Kreisringgeometrie liegt darin, daf} in der For-
mulierung des Iterationsverfahrens von Kapitel 3 spezielle gemischte Probleme vorkommen,
fiir die starke Aussagen iiber Losungsregularitit zur Verfiigung stehen (siehe [Grl,2] und
[Wn]). Der Nachteil ist, dafl man nichts iiber die Spektraldarstellung des Operators T' (siche
Kapitel 1) weif.

Beim zweiten Problem versuchen wir die Schwierigkeit mit der Spektraldarstellung zu
beseitigen. Wir wihlen dazu ein Gebiet, in der unter bestimmten Voraussetzungen iiber
die Cauchydaten es moglich ist, die Lésung sowohl von Cauchy—Problemen als auch von
gemischten Problemen explizit in Abhéingigkeit der Daten hinzuschreiben. Unsere Untersu-
chungen zeigen, daf} die Rechteckgeometrie dafiir geeignet ist. Im nichsten Kapitel werden
wir feststellen, dafl es in einem solchen Gebiet moglich ist, die Einschrinkung des Opera-
tors T auf einen bestimmten Sobolev-Raum' analytisch hinzuschreiben, da man iiber die
Darstellung der Losung von gemischten Problemen verfiigt. Als Konsequenz daraus folgt,
daB} in diesem Gebiet die Iteration explizit beschreibbar ist.

Das dritte Problem représentiert den Versuch, eine Briicke zwischen den ersten beiden

'n&mlich auf den Raum Hp_;,/2
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zu bauen. Die Kreisringgeometrie wird wieder benutzt und die Cauchydaten bzw. das De-
finitionsgebiet von T werden so gewihlt, dal man wieder eine analytische Darstellung des
Operator T besitzt.

In Abschnitt 2.4 werden Sétze bewiesen, die die Eindeutigkeit der Losung von bestimm-
ten Cauchy—Problemen garantieren. Der Weg, der zu der klassischen Theorie fithrt, ndmlich
die Sitze von Cauchy-Kowalewsky und Holmgren, wird zuerst untersucht und eine Verall-
gemeinerung dieser Ergebnisse fiir H'-Loésungen wird prisentiert.

2.1 Die Kreisringgeometrie

Sei © C IR? ein offener Ring mit inneren bzw. dufleren Radius r bzw. 1, wobei 0 < r < 1
ist. Das Gebiet 2 hat einen glatten Rand, dessen dufleren Teil in zwei zusammenhéngende
Komponenten zerlegt werden soll, nimlich

Ty = {(z,y) € 0Q / ||(z,y)|| =1 und = < 0}?

und
Dy i= {(z.y) € 92 / [|(2,)]| = 1 und 2 > 0}.

Der innere Teil von 02 wird T'; genannt (siehe Bild 2.1.a).

Eine mogliche physikalische Interpretation fiir dieses mathematische Problem ist, die
Temperatur bzw. den thermischen Fluf} einer halb versteckten, durch eine Wand laufenden
Leitung, im unerreichbaren Rand T, zu rekonstruieren (siehe Bild 2.1.b). Die bekannten
Daten sind die Temperatur f und der thermische Flufl ¢ am linken Rand I';. Die Werte der
Losung v im inneren Teil des Rands I'; spielen keine wichtige Rolle bei der Formulierung
des Problems, weil die Annahme u, = 0 auf I'; physikalisch gerechtfertig ist. Wir werden in
manchen Fillen auch die homogene Randbedingung fiir die Neumanndaten auf I'; nutzen.

Q E Wand
T ,_Jr__\ T Leitung

N

Bild 2.1.a E

Wir wollen die Theorie von schwachen Losungen von Differentialgleichungen Anwen-
den. Deswegen werden wir das Cauchy-Problem folgendermafien formulieren: Gegeben die

?|| - || représentiert die Euklidische Norm in IR>.
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Randdaten f und g, finde eine Losung v € H'(Q) von

Au=0 , in(
u=f , auf I}
(CPa) u, =9 , auf Iy
u, =0 , auf [;

Gewiinscht ist, die Dirichlet— und Neumannspur der Losung u auf dem Randstiick ', zu
rekonstruieren, unter der Annahme, daf} eine Losung existiert.

Die erste Frage, die sich stellen 143t, lautet: Aus welchem Raum sollen die Cauchydaten
f und g gewihlt werden, damit das Problem (CP a) in H'(2) wohlformuliert bleibtT’ Um
das zu beantworten, nutzt man den Spursatz fiir glatte Gebiete.> Eine Konsequenz dieses
Satzes ist, daB die Dirichlet— bzw. Neumannspur einer H'(€; A) Funktion in H"2(99) bzw.
H~"2(09) liegt. Deswegen ist es plausibel, die Randdaten (f,g) in H"2(I'}) x H~"2(I'}) zu
wéhlen. Dies kann aber noch genauer formuliert werden.

Da die Losung u des Problems (CP a), wenn sie existiert, harmonisch ist, gilt v €
H'(9;A). * Nun folgt aus dem Satz B.1.6, Uy, € H2 (). Damit ist das Problem (CP a)

fiir Randdaten (f, g) aus H"2(I';) x Hyp(I;)" wohlformuliert.

Der néchste zu untersuchende Punkt betrifft die Schlechtgestelltheit des Problems (CP
a). Zuniichst ist es nicht wahr, da fiir alle (f, g) aus H"*(T';) x Hy2(T;)’ eine entsprechende
H'-Loésung des Problems (CP a) existiert (siehe Abschnitt 2.4). Weiter liegt die stetige
Abhéngigkeit von den Randdaten fiir solche Probleme nicht vor. Dies kann man mit Hilfe
des néchsten Beispieles feststellen.

Beispiel 2.1.1 Sei Q der Kreisring mit Radius 1 bzw. 1/2, im Ursprung zentriert. Wir
betrachten die Funktionen definiert fiir z € Q

1 1
d S —
=, wmd w) = G

u(z) = ke N,

die holomorph auf Q sind. Wenn wir den reellen Anteil davon nehmen, haben wir die fol-
genden harmonischen Funktionen auf Q

. 1—z
’U(Z',y) = Re U($+Zy) = m
und
1+1/k—=

Es ist kElar, daff die Funktionen vy Lésungen der Cauchy-Probleme

%Siehe Anhang B.1.
THYQ;A) = {u € H'(Q) /| Au € L2 (Q)}
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Aw=0 , in

w=wvg , aufl}
wy =vg, , aufly
Wy = Vg, auf r;

sind. Die Funktion u wurde so gewdhlt, daff sie einen Pol an der Stelle z = 1 besitzt und
die H'-Norm von v unbeschrinkt ist. Die Folge {vy} ist zwar in H'(Q) (die vy, sind sogar
analytisch in ), aber sie ist unbeschrdnkt in der Norm dieses Raums. In der Tat, ist es
mdaglich die Existenz einer positiven Konstante ¢ zu beweisen, so daf$ fir geniigend grofies
k die Abschdtzung

okl i) = clin(1/k?)]

gilt. Fine kurze Rechnung zeigt, dafi sowohl die Dirichlet— bzw. Neumannspur von vg auf )
als auch die Neumannspur von vy auf T'; gleichmdfig gegen die entsprechenden Spuren von
v konvergieren. Wir haben also eine Folge von H'-Lésungen {vi}, deren entsprechenden
Randdaten konvergieren (in einer feinen Topologie sogar), aber die selbst in H'(Q) nicht
konvergiert. [ ]

Wir haben vor, unsere Zielaufgabe, nimlich die Bestimmung der Spur der Lésung auf
dem Randstiick, wo keine Daten vorgeschrieben sind, in Form einer Operatorgleichung zu
untersuchen. Deswegen definieren wir den Operator A, der die unbekannte Dirichletspur
auf die bekannte Dirichletspur abbildet. Diese Verkniipfung zwischen beiden Dirichletdaten
wird durch ein gemischtes Problem hergestellt, das auf einer Seite des Rands die gegebenen
Neumanndaten und auf der anderen die unbekannten Dirichletdaten nutzt. Fiir das Problem
(CP a) mit Daten (f,g) bildet der Operator A ein o € H"(T,) nach wyy, € H'"(T}) ab,

wobei die Funktion w € H'(Q) folgendes gemischtes Problem 16st:

r, —+4-_ T,

Aw =0, inQ / \

wyr, =g / \
w‘l" = A(1/’)1:w\rl in ;

’LUV‘Fl =0
' Aw =0 ’
Wy = g __+__/ w =

Aus der Definition von A folgt, da§ das Problem (CP a) formal dquivalent zur Losung
einer Gleichung vom Typ

Ay = f
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ist, wobei der Operator A affin ist, und sein linearer Anteil ein beschrinkter Operator von
H'2(T,) nach H"2(T) ist (sieche Abschnitt 2.4).

2.2 Die Rechteckgeometrie

Das zweite Cauchy—Problem, das in dieser Arbeit untersucht wird, ist das Beispiel von
Hadamard (siehe Kapitel 1). Sei Q = (—m, 1) x (—m,7) C IR%. Analog zu der Betrachtung,
die in der Kreisringgeometrie gemacht wurde, setzen wir

I ={(z,y) €0Q [/ 2 =—n}

und

Iy :={(z,y) €0Q [/ z =n}.

Zu gegebenen Cauchydaten (f,g) in H"2(T'}) x Hyg(T';)', suchen wir nach einer H'(Q)
Losung des Cauchy—Problems

Au=0 , inQ
u=f , auf I}
(CPb) u, =g , auf [
u(z,£m1) =0 , z € (—m, )

In diesem Gebiet haben wir den Vorteil, dal aus der Annahme, dafl f und ¢ eine Fou-
rierreihenentwicklung der Art

N N
fly)=> a;sin(jy) und g(y) = bjsin(jy), N € NU{oc} (2.1)
j=1 j=1

mit reellen Koefizienten a; und b; besitzen, eine explizite Darstellung der Losung u des
Problems (CP b) folgt. In der Tat ist

N .
u(z,y) = Z (ajcosh(j(z + 7)) + Z;—,]sinh(j(m + 7)) ) sin(jy). (2.2)
7=1

Falls N = oo in (2.1) ist, konnen wir eine hinreichende Bedingung an die Asymptotik
der Fourierkoeffizienten von f und g herleiten, damit die Funktionenreihe in (2.2) in H' ()
konvergiert. Dafiir wird die Norm von u folgendermafien abgeschétzt:

[e.e]
lullgr < Zl\ajcosh(J(w+7T))Sln(3y)\|H1+I\fsmh(y(fb+7r))sm(yy)|\m <
j=1
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j=1 j=1

o o
< ¢ (Zj1/2 laj| cosh(2jm) + Zj_1/2 bj] cosh(2j7r)) .

Wenn man f; := cosh(2j) setzt, folgt fiir p > 1 aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

1/2 1
> 241 < 241
lullm < e (leaiﬂj ”) + (Z:l] Lo} B p) : (2.3)
j= J=

Wenn die beiden Reihen in (2.3) konvergieren, dann ist die in (2.2) definierte Funktion die
H'-Loésung des Problems (CP b).

Bemerkung 2.2.1 Die Motivation fiir diese Abschitzung der H' -Norm von u ist, daf die

Reihen in (2.3) genau den Normen von f bzw. g in den Sobolev-Riumen H)2 (T'}) bzw.

per
2+1/p

Hp;;/?(n) mit dem exponentiellen Gewicht f3; entsprechen.

2.3 Wieder die Kreisringgeometrie

Sei €2 wie in Abschnitt 2.1 ein offener Ring mit innerem bzw. dulerem Radius r¢ bzw. 1, wo-
bei 0 < rg < 1ist. Das Gebiet €2 hat einen glatten Rand, der sich in zwei zusammenhéngende
Komponenten zerlegen 148t, ndmlich

To:={(z,y) €092/ [|(z,y)|l2 =1}
und
L= {(z,y) €992 / [|(z,y)|l2 = ro}.

Hier werden wir uns mit folgendem Cauchy-Problem auf Q beschiftigen: Gegeben die
Randdaten (f,g) in H”2(T,) x H~"2(T,), finde eine H'-Lésung von

Au=0 , inQ
(CP ¢) u=f ,aufl,
u, =¢g , auf [,

Obwohl dieses Problem in demselben Gebiet wie das (CP a) formuliert wird, stellt man fest,
daf es viel dhnlicher zum Problem (CP b) als zum Problem (CP a) ist, wenn man an das
Losungsverhalten der Cauchy—Probleme denkt. Fiir bestimmte Cauchydaten ist es moglich,
die Losung des Problems (CP b) explizit darzustellen.

Wie in der Rechteckgeometrie machen wir die Annahme, daf§ die Funktionen (f,g) €
H'™(T,) x H~"2(T,) Fourierreihenentwicklungen
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fg—i—Z( -/ sin(40) —|—f cos(j@))

j>1

und

=go + Z ( sin(j0) + g]( )cos(je))
j>1

haben, wobei 6 € (—m, ) ist.

Die Annahme, dafi die entsprechende Losung von (CP c¢) sich als ein Produkt vom
Typ u(r,0) = v(r)w(#) schreiben laft, liefert fiir das Cauchy-Problem mit Daten (f, g) die
Losung

u(r,0) = Z (ajrj sin(j6) + b;r’ cos(jO)) + s In(r) (2.4)
JEZL

mit Koeffizienten s = gy,

aj = %f”+ (1) ci<0 und bi=q Lo L@ g
0 » §=0 Jo ,j=0

Eine hinreichende Bedingung dafiir, daf « in (2.4) in H! ist, gewinnt man mit Hilfe der
Abschitzung:

lull e < D llajr? sin(6) + bjr? cos(6)| [ + [|s n(r)|[m
JEZ

(J;ZW? il (= )M + L1l (o ) ) T e(ro) Isl.

JEZL

IN

Aus der Definition der Koeffizienten a; und b; folgt nun, dafl die in (2.4) definierte Funktion
in H'(Q) sein wird, falls

1y ( e(d) 1\J+1! . J+1
> i f I(T—> <oo  und Y gl < ) < o0, i=1,2 (2.5)
0

>0 7>0

gilt.

Setze G := (1/ro)’*!. Gegeben p > 1, folgt die Konvergenz der Reihen in (2.5) aus der
Beschrénktheit von
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1

> ([f}”]2+ [f}2)]2) G'" wmd Y ([gﬁ”]2+ [gf)r) ALY

§>0 3>0

Bemerkung 2.3.1 Die Reihen in (2.6) entsprechen den Normen von f bzw. g in den
Sobolev-Rdumen H;/gr((—ﬂ,w)) bzw. szelf((—w,ﬂ)) mit dem exponentiellen Gewicht
G2+1/P

i .

2.4 Losungstheorie

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Eindeutigkeitssétzen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Existenz einer Lésung des Cauchy—Problems. In Kapitel 1 wurde ein Bei-
spiel in einer Rechteckgeometrie prisentiert, das zeigte, dafl sogar fiir sehr glatte Cauchyda-
ten die Existenz einer entsprechenden Lésung nicht garantiert werden kann. Es ist tatsich-
lich so, dafl Existenzbedingungen erst abgeleitet werden kénnen, wenn man in der Lage ist,
das Cauchy—Problem mit Hilfe von Integral- oder Differentialoperatoren umzuformulieren
und die Cauchydaten mit Hilfe dieser Operatoren zu verkniipfen.

Der hier prasentierte Eindeutigkeitssatz ist eine Verallgemeinerung des klassischen Er-
gebnis der Theorie fiir Differentialoperatoren mit analytischen Koeffizienten. Die Sétze von
Cauchy-Kowalewsky und Holmgren werden zusammen mit Regularitétssétzen fiir schwache
Losungen benutzt, um eine Aussage iiber das Cauchy—Problem fiir den Laplace—Operator
zu machen.

Definition 2.4.1 Sei eine partielle Differentialgleichung der Ordnung m in IR™ und eine
(n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit T gegeben. Sei u die Lisung des Cauchy—Problems
fiir die gegebene Differentialgleichung mit Cauchydaten auf I'. Die Mannigfaltigkeit T heif§t
charakteristisch beziiglich dieser Differentialgleichung, wenn nicht alle partiellen Ableitungen
von u bis zur Ordnung m sich aus den Cauchydaten bestimmen lassen.

Man stellt fest, daf} die elliptischen Differentialgleichungen (insbesondere die Laplaceglei-
chung) keine charakteristische Mannigfaltigkeit besitzen. Im nichsten Satz von A.L.Cauchy
(1789-1857) und S.Kowalewsky (1850-1891) wird die Eindeutigkeit einer lokalen analy-
tischen Losung eines Cauchy—Problems bewiesen, dessen Differentialoperator analytische
Koefizienten besitzt und dessen Daten analytisch auf einer analytischen nicht—charakteristi-
schen Mannigfaltigkeit gegeben sind.

Satz 2.4.2 (Cauchy—Kowalewsky) Sei F' ein Differentialausdruck der Ordnung m in
R"™ mit analytischen Koefizienten:

olel

F:F(x,u,...,a?u,...),
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wobei o ein Multiindex mit || < m ist. Sei I eine analytische, beziiglich F' nicht-charakte-
ristische, n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit und xzo € T'. Seien f;, 5 = 0,...,m — 1
analytische Funktionen auf T'. Dann gibt es eine Umgebung von xzy in IR"™, in der das
Cauchy—Problem

analytisch eindeutig losbar ist.

Den Beweis dieses Satzes kann man etwa in [Fo] St. 69, [DaLi] oder [Jo] nachlesen.
Der nichste Satz von Holmgren wird von manchen Autoren als Korollar des Satzes von
Cauchy-Kowalewsky présentiert. Er zeigt, daf} es fiir lineare Differentialgleichungen keine
andere nicht—analytische Losung gibt, sogar wenn man auf die Analytizitit der Cauchydaten
verzichtet. Einen Beweis dieses Satzes kann man z.B. in [Jo] St. 65, [H6] oder [DaLi] finden.

Satz 2.4.3 (Holmgren) Sei L der lineare Differentialoperator

]
Lu = Z aa(a:)%u,
x

la|l<m

mit analytischen Koefizienten ao und ' eine analytische nicht—charakteristische Mannigfal-
tigkeit. Dann hat das Cauchy—Problem

Lu=f
{ (%)]u:fj, auf T’

in einer hinreichend kleinen Umgebung jeder kompakten Teilmenge I'o C I' hdchstens eine
klassische Lésung, wobei die Cauchydaten f;,5 = 0,....,m — 1 und die rechte Seite f nur
stetig vorausgesetzt sind.

Damit wir auch schwache Losungen von Cauchy—Problem behandeln kénnen, werden
wir Gebrauch von einigen Regularitéitssitzen machen. Der erste Satz macht Aussagen iiber
die lokale Regularitit der schwachen Losung einer Differentialgleichung, deren Operator
stark—elliptisch ist. Den Beweis kann man in [Aul], [DaLi] St. 426 oder in [Fo] St. 269
finden.

Satz 2.4.4 Gegeben sei ein linearer Differentialoperator L zweiter Ordnung mit C°(2)—
Koefizienten, wobei Q C R™ ein offenes Gebiet ist. Die entsprechende Bilinearform a(-,-)
sei stark koerziv. Wenn die Distribution u die Gleichung Lu = 1 mit ¢ € H{fm(Q), keNN
geniigt, dann ist u € HFT2(Q).5

loc

Der Satz bleibt richtig fiir Operatoren der Ordnung 2m. In diesem Fall ist u in H}'T*™(Q).
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Korollar 2.4.5 Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 2.4.4 folgt aus 1 € C*°(Q),
dap$ auch u in C*(Q) liegt.

Dieses Korollar folgt aus Satz 2.4.4 und dem Sobolev-Lemma: H*(Q) c C7(Q), fiir
k> j+ (n/2).

Wir haben nun alle Sétze zur Verfiigung, die wir bendtigen, um den Eindeutigkeitssatz
von schwachen Lisungen des Cauchy—Problems zu beweisen.

Satz 2.4.6 Sei () ein offenes, beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet von R? mit
analytischem Rand, T ein offenes zusammenhdngendes Randstiick von 02 und der Operator
L definiert wie in Satz 2.4.4. Dann besitzt das Cauchy—Problem

Lu=1 , in
u=f , auf T’
uy, =9 , aufl

fiir o € L*(Q), f € H”2(T) und g € Hy3(T)' hichstens eine Lisung in H'(Q).

Beweis: Sind u; und uy zwei HlfLésungen des Cauchy—Problems, dann 16st v = w1 — usg
folgendes Problem:

{LuzO . in Q

u=u,=0 ,aufl" ~

Da Lu = 0 ist, folgt aus Korollar 2.4.5 mit ¢ = 0, da} v € C°°(f) ist. Dann ist u eine
klassische Losung des Cauchy—Problems mit homogenen Daten auf I'.

Der Operator L ist elliptisch und sowohl I' als auch 9Q\I" sind nicht—charakteristische
Mannigfaltigkeiten. Es ist moglich, eine Familie von analytischen Mannigfaltigkeiten Ty, 0 <
A <1 zu finden, so dafl Ty = T', T’y = 9Q\I' und alle T'y denselben Endpunkten haben.
Wenn wir die Familie Ty im Beweis von Satz 2.4.3 nutzen, folgt aus diesem Satz, dafl die
Funktion u identisch auf € verschwinden mu#. [ ]

Die Voraussetzungen beziiglich Q konnen abgeschwicht werden, falls L = A der Laplace
Operator ist. Damit ist gemeint, dal wir auf die Annahme, 2 sei einfach zusammenhéngend,
verzichten diirfen. Das folgt ohne weiteres aus der Analytizitit der Losung u in €. In der
Tat, fiir z € Q und Q' = Bs(z) CC Q 16st u die Randwertaufgabe

Aw=0 , in
w=u , auf 0Q

wy, =u, , auf 0Q

®Siehe dafiir [Fo] S. 276 oder [Ad].
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Aus der Greenschen Darstellungsformel”

u(@) = [ {Gy, (2, y)uly) — Gz, y)u,(y) }dS(y)
o/

folgt die Analytizitdt von u in einer Umgebung von x und daraus die Analytizitit auf ganz
Q. Aus dem Satz 2.4.2 schliefit man, daf§ u in einer Umgebung von I' identisch Null sein
muf}. Dann verschwindet u auf €.

Die Eindeutigkeit von Cauchy-Problemen ist also eine relativ einfach zu beantwortende
Frage. Dasselbe kann man iiber die Existenz nicht sagen. Diese hingt nicht nur von den
Cauchydaten ab, sondern auch von dem Gebiet €. Die Funktion

_ (1—x) .
v(z,y) = =2+ (z,y) € R*\{(1,0)}

aus Abschnitt 2.1 liefert ein Beispiel dafiir. Sie ist die einzige analytische Lésung von

Aw=0 , inQ
W= ,auf Iy
w, =v, , aufl}

wobei Q@ = B1(0,0) und I'; = {(z,y) € 0Q;z < 0} ist. Aber sie kann nicht in den Punkt
(1,0) analytisch fortgesetzt werden. Das heifit, daf} fiir jedes Q. = QU B(1,0) das Cauchy—
Problem auf Q, keine H'-Lésung besitzt.

Der néchste zu untersuchende Punkt betrifft die Existenz von Lésungen. Hier werden
nur die Cauchy—Probleme fiir die Laplacegleichung betrachtet, aber das Argument gilt auch
fiir andere elliptische Differentialgleichungen. Nehmen wir an, dafl wir eine Ldsung des
Cauchy-Problems (CP a) suchen. In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt (siehe S. 11), wie ein
Cauchy-Problem mit Daten f und g in eine Gleichung

Ay = f

umgeschrieben wird. Den Operator A diirfen wir in A = A;+ z aufspalten, wobei der lineare
Anteil A; und die von g abhiingige feste Funktion z durch die Randwertaufgabe

"fiir Details siche [Fo] S. 104 oder [Jo].
8Fiir > 0 und P € R? setze B,(P) := {x € R? ||z — P|| < r}.
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definiert sind. Die Cauchydaten (f,g) werden aus H"2(T;) x Hyz(T;)" genommen. Um zu
verifizieren, ob A; eine beschrinkte Abbildung von H"2(T',) nach H"2(T;)) ist, brauchen wir
nur seine Norm durch

Al g < erlfwllm < col[9]] e

abzuschétzen. Hier ist die erste Ungleichung eine Konsequenz der Stetigkeit der Spuropera-
tor von H'(Q) nach H"”(T;), und die zweite folgt aus der stetigen Abhingigkeit der Lésung
eines gemischten Problems von den Randdaten (Satz von Lax—Milgram).

Die Aufgabe, die sich uns nun stellt, besteht aus der Untersuchung der Loésbarkeit der
linearen Gleichung

Alz/)zf_za

wobei der Operator A; durch die Verkniipfung einer Differentialgleichung mit einem Spur-
operator definiert wird.? Fiir den Fall g = 0 ist es nun klar, daB das Cauchy-Problem eine
Losung besitzt genau dann, wenn f in Rg(A;) liegt. Ansonsten definieren wir den stetigen
linearen Operator Z : Hy2(T;) — H"(T}) durch Z () := vl , Wobei die H'-Funktion v
das gemischte Problem

Av=0 , inQ
v=20 , auf 'y
v, =1 , aufl}

16st. Die Losbarkeit des Cauchy—Problems ist dann dquivalent zu

f+2Z(g9) € Rg(A),

wobei Rg(A;) nicht abgeschlossen ist.!?

°Aus Satz 2.4.6 kann man schliefen, daB A;(¢)) = 0 = ¢ =0, d.h., N(4;) = {0}.
'Das ist wieder eine Konsequenz daraus, daf eine stetige Abhéngigkeit der Losung des Cauchy—Problems
beziiglich der Anfangsdaten nicht gegeben ist.
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Es ist auch moglich, eine Existenzbedingung fiir das Cauchy—Problem aus der Randin-
tegraldarstellung abzuleiten. Kennen wir die Greensche Funktion K fiir das Gebiet 2, kann
eine in €2 harmonische Funktion aus den Dirichletdaten rekonstruiert werden. Dies folgt aus
der Greenschen Darstellungsformel'!

u(z) = K(z,y) u,(y) dS(y). (2.7)
o0

Da in (CP a) die Bedingung u,. = 0 gilt, folgt aus (2.7), da u = (Fu,. ) ist, wobei F
ein Integraloperator mit Kern K ist.

Gegeben die Cauchydaten (f,g) in H"”(T;) x H~2(T;), definieren wir die Menge

M = {g - H*l/Q(FO) ) g‘r‘l = g}

der moglichen H~"2 Fortsetzungen von g auf das gesamte Randstiick I',.'? Die Losbarkeit
des Cauchy—Problems ist nun dquivalent zu der Losbarkeit von

{wF(é)zf
geM !

wobei y; der Dirichlet-Spuroperator von H'(2) nach H"2(I)) ist.

Die hier abgeleiteten Bedingungen geben keine definitive Antwort auf die Frage nach
der Existenz von Losungen eines Cauchy-Problems, da fiir Rg(A;) keine Charakterisierung
im Sinne von Sobolev-Raumen vorliegt. Andere Arten von Aussagen, die die Regularitét
von f und g betreffen, sind noch unbekannt.

"fiir Details siehe [Jo] S. 84
2Wir nutzen hier die Notation der Abschnitte 2.1 und 2.3



Kapitel 3

Das Iterationsverfahren

In diesem Kapitel wird ein Iterationsverfahren vorgestellt, das eine Approximation und in
bestimmten Féllen die Losung des Cauchy—Probems fiir die Laplacegleichung liefert. Die
allgemeine Formulierung des Verfahrens wird analysiert sowie die Anwendung auf die drei
speziellen Probleme von Kapitel 2 betrachtet. Die Konvergenz des Verfahrens wird bewie-
sen und andere Eigenschaften wie Konvergenzgeschwindigkeit und Regularisierungsschema
werden untersucht.

In Abschnitt 3.1 wird das Verfahren fiir allgemeine glatte Gebiete formuliert und als
die Tteration eines affinen Operators T' auf H~"2 betrachtet. Fiir die Probleme (CP b) und
(CP c) werden wir mit Hilfe eines Fourierreihen—Ansatzes fiir die Cauchydaten die Iteration
analytisch hinschreiben.

In Abschnitt 3.2 wird der Konvergenzbeweis fiir das Verfahren durchgefiihrt und einige
Eigenschaften des Operators T, wie Positivitit und Selbstadjungiertheit, werden iiberpriift.
Fiir die Probleme (CP b) und (CP c) wird die Spektraldarstellung von T abgeleitet und die
Konvergenzgeschwindigkeit damit analysiert. Schliefllich betrachten wir Cauchy-Probleme
mit fehlerhaften Daten und ermitteln Regularisierungstechniken, die uns erlauben, solche
Situationen zu beherrschen.

3.1 Beschreibung des Verfahrens

Hier wird das Tterationsverfahren vorgestellt, und die Anwendung auf die speziellen Proble-
me von Kapitel 2 wird im Detail diskutiert.

3.1.1 Allgemeine Formulierung

Sei Q ein offenes beschrinktes Gebiet in IR? mit glattem Rand 0%, der in zwei offene
Komponenten I'y und 'y zerlegt sei, so dafi I'y N Ty = () und T'; UTy = 99 gilt. Zu Daten
f € H”() und g € Hy2(T';)" suchen wir die Losung v € H'() von

21
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Au=0 , inQ
(CP) u=f ,aufly
u, =g , auf I’y

Es wird versucht, die Neumannspur der Losung u auf dem Randstiick I'y zu rekonstruie-
ren. Die Losung u ist als Losung einer Randwertaufgabe zu finden, wenn ihre Neumann—
Spur auf I's bekannt ist. Nehmen wir an, wir verfiigen iiber irgendeine Approximation
@ € Hy ()" fiir v3 u,,. Die Idee des Verfahrens ist, diese Approximation folgendermafen
zu verbessern:

Skizze:

e Erster Schritt: Zuerst 10st man das gemischte Problem fiir die Laplacegleichung mit
Randdaten f bzw. ¢ auf I'y bzw. I's. Die Dirichlet—Spur dieser Lésung auf I'y nennen
wir ).

e Zweiter Schritt: Dann 16st man das gemischte Problem fiir die Laplacegleichung mit
Randdaten g bzw. 1 auf I'y bzw. I'y. Die Neumann—Spur dieser Losung auf I's nennen
wir nun (.

Es ist zu erwarten, dafl ¢; eine bessere Approximation als ¢ fiir 9 u,, sein wird, denn
in (1 wurden weitere Informationen iiber die Cauchydaten von u auf I'y eingefiigt. Wird
durch diese Prozedur aus ¢ ein @9 erzeugt, ist es immer noch plausibel zu denken, daf} der
EinfluB der Cauchydaten auf ¢y noch gréfier als auf ¢ sein wird. Dies ist die heuristische
Motivation des Verfahrens.

Bemerkung 3.1.1 Fualls ¢ = o u,, die Neumann-Spur der Losung von (CP) ist, dann ist
p1 = . In der Tat, es folgt aus Satz B.3.3, dafl u die Lésung des gemischten Problems des
ersten Schrittes ist und nach der Skizze 1) = you gilt. Aus demselben Argument folgt, daf
die Lisung des gemischten Problems des zweiten Schrittes wieder u ist, und die Behauptung
ist bewiesen.

Wir kénnen nun aus dieser Idee das Verfahren formal definieren. Gegeben sei ein belie-
biges Element ¢q in Hé/g(f‘g)’, dann erzeugen wir die Folge {¢y }ren durch die Iteration:

w € HY(Q) 1ost: Aw = 0; wir, = f1 Wy, = @k

Yk = Wi ;

vE HY(Q) lost:  Av = 0; Uylp, =95 Vjp, = Pk
Pk+1 = ’Uu\p2-

In (IT) werden zwei Differentialgleichungen gelést und zwei Spuroperatoren angewendet.
Wir erzeugen dadurch zwei Folgen, ndmlich eine von Dirichletspuren und eine andere von
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Neumannspuren, beide auf I'y definiert. Da die harmonischen Funktionen w und v in H'(£2)
sind, folgt aus Spursatz B.1.6, daB {¢;} in Hy2(T')' liegt. Andererseits folgt aus Korollar
B.1.4, daB die Folge der Dirichletdaten {t;} in H"2(I'y) definiert ist.

Bemerkung 3.1.2 Fulls die Neumanndaten des Cauchy—Problems héhere Regularitit be-
sitzen, namlich falls g € H="2(T'y) ist, dann impliziert der Satz B.2.5, daf8 die Folge {@y}
in H="2(Ty) liegt.

Bemerkung 3.1.3 FEine weitere Bemerkung bezieht sich auf die Uberbestimmung der Da-
ten. Falls 022 = T'y UT9 UTy ist und wir ein Cauchy—Problem mit Daten auf T'1 plus eine
weitere Randbedingung (Neumann, Dirichlet, ...) auf I's betrachten, konnen wir das Ver-
fahren wieder einsetzen, indem die neue Randbedingung auf U's in beiden Randwertaufgaben
von (IT) beriicksichtigt wird. Das ermdaglicht uns, das Verfahren auch fir das Problem (CP
a) einzusetzen. Wir brauchen dafiir nur Ty bzw. Ty bzw. T's durch T bzw. Ty bzw. T; zu
ersetzen.

Unser néchstes Ziel lautet, den Iterationsschritt von (IT) fiir das Problem (CP a) durch
die Anwendung eines Operators T auf Hy2(T',)’ zu reprisentieren. Dafiir machen wir die
Vereinfachungsannahme g = 0! und definieren die Operatoren Ly, : Hy2(T,)' — H(Q) und
Lqg: H”(T,) — H'(Q) durch:

Lo(p) :=we HY(Q)  baw.  Lg(v) :=v e H(Q),

wobei die Funktionen w bzw. v die Randwertaufgabe
Aw =10 in §; wy, = fiowy) = s Wy, = 0

bzw.

Av =0 in Q; Uylp, = 0; v, =1 Uylp, = 0

16st. Mit den Spur-Operatoren v, : H'(Q) — Hy(T,)" und 4 : H'(Q) — H"(T,) kénnen
wir (IT) als

w = Lo(pr); i = 7a(w)
{ v = La(¥x); @1 = Mm(v) (3.1)

umschreiben. Wir setzen T := v, o Ly o 4 o L,,. Offensichtlich ist 7" eine affine Abbildung
auf Hy2(T',)' und, nach Definition von (IT) erhalten wir

er1 = T(pr) = TF(pp).

'Das entspricht der in 2.1 beschriebenen physikalischen Situation.
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Das heifit, wir sind in der Lage, die Iteration (IT) durch Potenzen eines Operators darzu-
stellen. Der néchste Schritt ist, 7" in einen linearen Anteil T; und einen konstanten, nur von
f abhéngigen Term zy € H2(T,) zu zerlegen. Um T} darzustellen, spalten wir die Funktion
w in (3.1) in w = w! + w®, wobei die Funktionen w! bzw. w® Losung der Randwertaufgabe

Awt = 0 ,inQ Aw? 0 ,inQ
1 _ —
w‘l—‘l - 0 b w‘arl - f
l _ ZW. a - 0
wllj\rr ¥ vip, T
— a —
wy, = 0 o, = 0

ist. Man setzt Ll : H2(T,)" — HY(Q), L, (p) := w'. Dann diirfen wir den Operator L, in
Ln(-) = L% (-) + w® zerlegen, und die Iteration in (3.1) kann als

orr1 = T(pr) = o Laoyao Ly(pr) + ymo Lgoya(w) (3.2)
Ti (o) ;;
k .
= T (po) + Y T](2f) (3.3)
§=0

geschrieben werden.

Bemerkung 3.1.4 Aus Bemerkung 3.1.1 und aus (3.2) folgt, daf§ die Funktion @ = ynu
(u Lésung des Cauchy—Problems (CP a)) eine Lisung der Fizpunktgleichung T = P ist.

Andererseits, wenn @ eine Lisung der Fixpunktgleichung T = P ist, dann besitzen die
Funktionen w und v in (3.1) dieselben Cauchydaten auf T, und sind wegen des Eindeutig-
keitssatzes 2.4.6 gleich. Die Definition von w und v in (3.1) impliziert, daff w = v eine
Lésung des Cauchy-Problems ist.

Bemerkung 3.1.5 Wir kinnten die Iteration (IT) mit einer Anfangsniherung fir die Di-
richletdaten statt fiir die Neumanndaten starten. In diesem Fall miften wir lediglich das
v-Problem vor dem w-Problem in (3.1) lésen. Der zugehorige Operator T : H™(T,) —
H'2(T,) liefe sich analog definieren.

Bemerkung 3.1.6 Die diberbestimmten Daten, die wir in der Iteration (IT) eingefiigt ha-
ben, um das Problem (CP a) betrachten zu kinnen, beeinflussen weder die Konvergenz des
Verfahrens noch die Figenschaften von T, die in Abschnitt 3.3 analysiert werden. Anzahl
und der Typ dieser weiteren Randbedingungen sind harmlos, solange das Cauchy-Problem
konsistent bleibt.
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Bemerkung 3.1.7 Ohne die Annahme g = 0 wdire es immer noch mdaglich, den Operator
T wie in (3.3) umzuschreiben. Wir miiften nur die H'-Funktion w® als die Losung von

~a

~a . ) . ~a  _ N ~a Q.
Aw* =0 in Q; Wylr, = 9 i, = 0; Wyjp, = 0;

definieren. Der Operator T liefie sich dann darstellen als

T() = o LaoyaoLy() + 7m0 Laoya(w®) + (@)
() “f.9
3.1.2 Das Verfahren in der Rechteckgeometrie

In diesem Abschnitt werden wir die Anwendung der Iteration (IT) auf das spezielle Problem
in Abschnitt 2.2 diskutieren. Gesucht ist die Losung des Cauchy—Problems

Au=0 , in Q
u=f , auf Iy
(CPb) U, = ¢ , auf Iy ’

v
u(z,£7) =0 , z € (—m,m)

wobei Q = (—m,w) x (—m, 7) ist. Zunichst wird angenommen, dafy die Randdaten f und g
eine Fourierreihenentwicklung vom Typ

N N
fly) = a;sin(jy) und gly) = b;sin(jy); (3.4)
j=1 j=1

haben.

Eine weitere Annahme ist die Existenz einer H'(2)-Losung des Problems (CP b) mit
Daten (f,g).

Wir fangen mit der Untersuchung der gemischten Probleme an, die in (3.1) vorkommen.
Das erste ist das w—Problem

Aw =0 , in Q
w=f , auf Iy
wy, = @ , auf I',

w(z,tm) =0 , z € (—m,7)

Fiir die Neumanndaten ¢(y) = Z;-V:l @;sin(jy), konnen wir die Losung explizit hinschrei-
ben. In der Tat, die Losung w lautet
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N sinh(k(z + 7)) cosh(k(z — 7))

w(x, = +a sin(ky). 3.5
() ;(gpk k cosh(2km) K cosh(2k) ) (Fky) (8:5)

Ein analoges Ergebnis haben wir fiir das v—Problem

Av =0 , in
vy, =g , auf [
v =1 , auf [,

v(z,xw) =0 , z € (—7,m)

mit Dirichletdaten ¢(y) = Z;vzl t;sin(jy). Die Losung dieser Randwertaufgabe ist

N cosh(k(z + 7)) sinh(k(z — 7))\ .
v(z, = + b sin(ky). 3.6
(z,9) I; <¢k cosh(2k) K k cosh(2km) ) (ky) (3.6)

Aus den Losungsdarstellungen in (3.5) und (3.6) kénnen wir eine explizite Formel fiir
den Operator T' herleiten, ndmlich

N 2 1
Z (( > ( 52 > a; + ﬂ_] bj) sin(jy), (3.7)

wobei a; = sinh(2j7) und B; = cosh(2jm) sind. Wenn wir die Formel (3.7) iterieren,
gewinnen wir eine Darstellung fiir die Folge {y} dhnlich der in (3.3). In der Tat, gegeben
die Anfangsdaten ¢g(y) = Z] 1 %o, sin(jy), konnen wir das Element ¢, hinschreiben als

N |' o 2k 2 i ] '|
) = Zl [(ﬁj) o, + Z (ﬁ) (—ﬁ;f %t g, bj)J sin(jy).
J:

/

(pk]

Wir wollen einen Sobolev—Raum finden, in dem der Operator T' explizit darstellbar
ist. Da wir explizite Losungen nur von Cauchy—Problemen mit periodischen Daten kennen,
sollten wir die Cauchydaten in einem Raum von periodischen Funktionen wéhlen. Nehmen
wir an, die Anfangsniherung g liegt in HPGZQ( r). Wenn N = oo in (3.4) ist und die
Cauchydaten (f, g) in H"2(T'}) x H~"2(T'}) liegen, dann besitzen die w— und v-Probleme zwar
eindeutige H'- L('jsungen, aber die Spuren davon sind nicht unbedingt periodisch. Damit
Tyy = vy, In Hper (T')) liegt, miissen wir stirkere Regularitéitsbedingungen an f und g
fordern.

Da die Gewichte «;/B; kleiner als eins fiir alle j sind, folgt aus der Gleichung (3.7), daf3
Ty in H2(T,) liegt, falls

per
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> (o) x 1 (1
Zj (—%) a? < oo und Z—, (—2> b; < 0 (3.8)
2 \B

gilt. Die Gewichte «;/ 592 und 1/4; sind dquivalent? und die Konvergenz der beiden Reihen
in (3.8) entspricht der Annahme, dafl die Funktion f bzw. g zu dem Raum H;/gr(I‘l) bzw.
H,./*(T;) mit dem exponentielen Gewicht 1/47 gehort.

per

Aus Gleichung (3.7) konnen wir eine explizite Darstellung auch fiir den linearen Anteil
T, von T ableiten. Es gilt

. \ 2
(Trpo)(y) = (%) o,; sin(jy). (3.9)
j=1 \"J

Die Eigenwerte von T} sind \; = («;/3;)? mit sin(jy) als zugehérige Eigenfunktion. Aus
der Definition von H,_/2(T,) als Spezialfall von

per

H;er((_ﬂ-vw)) = {Qp(y) = Z Cj ey / Z (1 +j2)SC? < OO} ; s€R
JEZL JEZL

schlieft man, dafl (3.9) nidmlich die Spektraldarstellung von 7} auf dem Teilraum

IR
H = Span{sin(jy), j € N} "o’

ist.

Bemerkung 3.1.8 Aus der Spektraldarstellung von T; kénnen wir auf die Kompaktheit
des Operators (I —T)) schliefen. Die Selbstadjungiertheit von T) folgt wieder aus der Spek-

traldarstellung, wenn wir den Hilbert—Raum Hp_elr/?(Fr) mit dem inneren Produkt

L@, o> = > (L+5%) "¢,
JEZ

fiir @, ¢ € H;.2(T,) betrachten.

per

2Damit meinen wir, daf es positive Konstante ¢; und s gibt, so daf

Clﬂ? < @ < C2ﬁ]2
J

fiir alle j € IN gilt.
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3.1.3 Das Verfahren fiir die Kreisringgeometrie

In diesem Abschnitt werden wir die Anwendung der Iteration (IT) auf das spezielle Problem
in Abschnitt 2.3 diskutieren. Gesucht ist die Losung des Cauchy-Problems

Au=0 , in
(CP ¢) u=f ,aufl, |,
u, =g , auf I',

wobei () ein offener Ring mit inneren bzw. dufleren Radius rq bzw. 1, 0 < ry < 1, ist. Wir
nehmen an, dafl die Cauchydaten f und g eine Fourierreihenentwicklung vom Typ

fU-I—Z( +/ sin(j6) -I—f cos(jO))

und

N
g(0) = go + Z (g§1) sin(j6) + gj(?) cos(jG))

j=1
haben. Die Losung dieses Cauchy-Problems wurde in (2.4) angegeben.

Wir fangen mit der Untersuchung der gemischten Probleme an, die in (3.1) vorkommen.
Das erste ist das w—Problem

Aw=0 , in(
w=f ,aufl,
wy, =¢ , aufl}

Fiir die Neumanndaten () = ¢o + Z;VZI [(pgl) sin(j0) + go(-g)

; cos(j0)], konnen wir die
Lésung explizit hinschreiben. In der Tat, die Losung w lautet

N

w(r,f) = Z (aj rd sin(50) + b;r! cos(jG)) + s In(r) (3.10)
j=—N
mit Koeffizienten s = —pq rg,
e h e >0 Ay el >0
_ - , _ 2 .
aj = réfflajf()—i__(pg) ,j<0 und b= ré’ljajfﬂ()_m(pg) L i<0
0 , J=0 fo ;=0
wobei o = 7"0 't To SO gt

Dasselbe machen wir mit dem v—Problem
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Av=0 , in
v,=¢g ,aufl,
v=n1) ,aufl}

Fiir die Dirichletdaten v (6) = ¢0+2J 1 [zp 2 sin(j0) + zp cos(jﬂ)] hat das v-Problem
die Losung

v(r,0) = % c;r? sin(j0) + d;jr? cos(j0) + t1In(r) (3.11)
j=—N
mit Koeffizienten ¢ = gy,
S0+ Bl i >0 F0 450" >0
G=\ Yy ir lfﬁjgﬂ('l) ci<0 und di= g gy - jrolﬂﬂ]gﬂ) I <0
0 =0 %o y 7 =0

wobei 8; = r) + 1y ist.

Aus den Losungsdarstellungen in (3.10) und (3.11) ist es moglich, eine explizite Formel
fiir den Operator 1) herzuleiten. Es gilt

N
(T ) ( Z ) sin (76) + <p§ )cos(]G)] (3.12)
7=1
wobei A\g = 0 und

(G+1) _ g-1 = _ .

—r rel — T
A= | 0 )(0 0>,j>0 (3.13)

J <7"0 G+1) i) \og? 47

die Eigenwerte von 7; sind.

Bemerkung 3 1.9 Analog zum vorherigen Abschnitt konnen wir den Operator Ty fiir Funk-
tionen auf H,,/ 2((—m,m)) € H-"2(T,) definieren. Man kann auch eine explizite Darstellung
fiir den Operator T finden und wie in (3.8) Bedingungen fiir das Abklingen der Fourierkoeffi-
zienten von f und g herleiten, die hinreichend sind, um die Inklusion (T @) € Hp;@((—w, ))
zu garantieren.

Aus der Definition von Hpe;@((—w, 7)) schlielen wir, daf§ (3.12) die Spektraldarstellung
von T auf
H = H,((~m,))

ist. Aus dieser Spektraldarstellung von 7T; folgt
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i) Tl oemy < 15
i1) T; ist selbstadjungiert;

iii) (I —T;) ist kompakt.

Bemerkung 3.1.10 Aus der Beschreibung der Eigenwerte von T in (3.13) schliefft man,
daf je grifier der innere Radius 1o ist, desto kontraktiver wird der Operator T).

Bemerkung 3.1.11 Die Analyse der FEigenwerte von T fiir die Probleme (CP b) und
(CP c¢) weisen darauf hin, daf§ sie beide sehr dhnlich sind. In der Tat, die Eigenwerte
der verschiedenen Operatoren T; konvergieren exponentiell gegen 1.

3.2 Analyse des Verfahrens

3.2.1 Die Konvergenz

In diesem Abschnitt wird die Konvergenz des Iterationsverfahrens untersucht, falls die
Cauchydaten konsistent sind. Es wird auch gezeigt, dafl die Konvergenz der durch die Iterati-
on (IT) erzeugten Folge die Existenz einer Losung des Cauchy—Problems impliziert. Andere
Eigenschaften wie Positivitdt und Selbstadjungiertheit von 7; werden auch untersucht.

Bevor wir mit der Untersuchung des Verfahrens anfangen, wird eine spezielle Topologie
von HyZ(T;)" analysiert.

Lemma 3.2.1 Das Funktional ||¢|ls = ([o|VLL(p)? dz)"” definiert auf HG2(T,)" eine
Norm, die dquivalent zu der tiblichen Sobolev—Norm dieses Raums ist.

Beweis:

Sei p € Hé/g(I‘r)' gegeben. Lt () 16se folgende Randwertaufgabe:

Au =

U‘Fz =

, in §)

UV‘FT‘

|
og oo

Uy|p.
Wegen Satz B.3.3 ist L (¢) die einzige Losung in H}(Q UT,) dieser Randwertaufgabe.

Derselbe Satz garantiert auch die stetige Abhingigkeit der Losung beziiglich der Randdaten,
d.h.

l
lelle < L@ me < el
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Die umgekehrte Ungleichung ist eine Konsequenz der Stetigkeit des Neumann—-Spuropera-
tors in Satz B.1.6 und der Poincaréschen Ungleichung B.3.2. [ ]

Bemerkung 3.2.2 FEigentlich kann man zeigen, dafi die Norm ||p||. aus einem inneren
Produkt kommt und Hég(f‘r)’ ein Hilbertraum ist mit dem inneren Produkt

<pb >, = /Q VIL(p) VIL(¢) da.

Im néchsten Satz werden einige Eigenschaften des Operators 7; untersucht, indem wir
den Raum Hé/g(Fr)’ mit der durch < -,- >, erzeugten Struktur betrachten.

Satz 3.2.3 Sei T} € L(HZ(T,)") die in (3.2) definierte Abbildung. Es gilt

i) Ty ist positiv, d.h. < Ty, >, >0 Ve € HE(T,)';
ii) 1 ist kein Figenwert von Tj;
iii) Ty ist selbstadjungiert, d.h., < Tip,1 >, = < @, Tytp >4, Yo,p € HZ(T,)';

i) Ty ist injektiv.

Beweis:

i) Wir definieren den Operator W : Hyg(T,)" — H' () durch

W (p) := Lgorygo Ll (p).?

Aus Satz B.2.3 und B.2.4 folgt fiir ¢, € Hy3(T,)’

| (VENTi() ~ VW () VL () da = (314)
~ [ A(LLTie) - W(e)) (@) do + (ELT(p) — W(p)) Lh(wydr = 0.
Q .Ul v
Dasselbe Argument liefert
/Q(VW(@ —VL;(go)) VW (y)dz = 0. (3.15)

3Fiir die Definition dieser Operatoren siche Abschnitt 3.2.
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Wenn wir mit < -,- > das innere Produkt auf L?(Q) bezeichnen, folgt aus (3.14) und
(3.15)

<Tip, o> = <VILTi(p), VL, (p) >
=7 < VW(p), VLy(p) >
=" <VW(p), VW (p) >
= |IVW ()72

fiir alle ¢ € Hyz(T,)".

i) Sei ¢ € Hy?(T,) mit T = ¢. Setze w := Lk (¢) und v := Lq o 4 o L} (¢).* Dann
geniigt die Differenz v — w auf dem Randstiick T,
(v—w), = (v—w) = 0.

Ty V‘Fr

Der Eindeutigkeitssatz 2.4.6 garantiert die Gleichheit v = w. Andererseits gilt nach Defini-
tion von w und v
0 = w, und 0 = Uylp, = Wy|p,-

Derselbe Eindeutigkeitsschluf} liefert ¢ = 0.
iii) Analog zu (3.14) und (3.15) zeigt man, daB fiir ¢4 € Hy3(T',)" die Gleichungen

< VILL(9), VILTi(h) > = < VL (), VW (i) > (3.16)
und
< VW (p), VW (¢) > = < VW (), VL, (¢) > (3.17)
giiltig sind. Aus (3.14) , ..., (3.17) folgt schlieBlich

<Typ,h >0 = <o, Tih >, Vo, € Hyg(T,).

!

) Sei @1 und @y in Hy(T,) mit Ty = Ty @y Setze w := Lk (g1 — ) und v :=
Lqgovg0 Ll (o1 — ¢2). Die Definition von v und die Annahme Tj(¢; — ¢2) = 0 implizieren

Vylp, = 0 und Vylp, = 0.

Da v harmonisch in € ist, ist v konstant in €2. Aus der Identitit v, = wy und da

wy, € Hé/g(f‘r) folgt dann v = 0.> Deswegen verschwindet auch w identisch in Q und
daraus folgt 1 = ©s. |

“Siehe Gleichung (3.1).
®Die einzige konstante Funktion, die in H;{f (T;) liegt, ist die Nullfunktion.
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Der néchste Schritt ist, die Konvergenz des Iterationsverfahrens zu beweisen. Wir fangen
unsere Untersuchung mit einigen Definitionen aus Funktionalanalysis an.

Definition 3.2.4 Sei (X,|| - ||x) ein Hilbert-Raum. FEin Operator A : X — X heifit
asymptotisch requldr auf X, wenn fir alle x aus X gilt

lim HAk“(a:) —Ak(gs)HX = 0.
k—o0

Definition 3.2.5 Sei X ein Hilbert-Raum. Ein Operator A € L(X) heifit nichtexpansiv
auf X, falls

A[lzx) <1
gilt.

Der néchste Satz zeigt, dafl die Eigenschaften in Definitionen 3.2.4 und 3.2.5 hinreichend
sind, um die Konvergenz einer Folge {A*(z)}ren, = € X, zu beweisen.

Satz 3.2.6 Sei X ein Hilbert-Raum, A € L(X) nichtexpansiv und 11~ die orthogonale
Projektion von X auf Ker(I — A). Dann sind dquivalent:

i) lim A*(z) = I (), Vz € X;
k—o00

ii) A ist asymptotisch regulir auf X.

Der erste Teil 5) = 1) ist klar; der zweite folgt aus der Hilbertraum-Struktur von X zu-
sammen mit Holder—Abschitzungen. Den vollstindigen Beweis kann man in [Pi, S.162] fin-
den. Ein dhnlicher Satz fiir (nicht unbedingt lineare) nichtexpansive Operatoren in Banach-
Réumen ist in [Je, S.69] zu finden.

Der néchste Satz zeigt, daff der lineare Anteil 7} des Operators T in (IT) die Eigenschaf-
ten in Definitionen 3.2.4 und 3.2.5 aufweist.

Satz 3.2.7 Sei T} € L(H 2 (T,)") der in (3.2) definierte Operator. Dann gilt

i) Ty ist asymptotisch requldr;

ii) Ty ist nicht expansiv.
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Beweis:

i) Wegen der Identitit: (T} (p) — TF(¢)) = TF(T; — I)(y), geniigt es zu zeigen, daB
limg T (¢) = 0,V € Rg(T) — I). Sei 9 ein Element aus H2(T,) mit (T; — I = . Wie
in (3.1) kénnen wir die Tteration T} (1)) mit Hilfe von

wh() = Lh(mwr1 (), k> 1
{“kk(d’) = La(ya(wi(¥))), k>0~ (3.18)

und wh () = L, (1) reprisentieren, wobei die Funktionen w!, vy € H'(Q) harmonisch sind.
Aus (3.18) folgt wh = 0 = (vy), auf I, (w}), = (vi_1)y und vy = wh auf T',. Aus diesen
Identitdten und der Greenschen Formel B.2.3 kann man folgende Gleichungen herleiten:

/\Vvk\g dr = / (vg) vy dT, /\waf dr = / (wfc)yu)fC dr,
Q Ty Q r

r

/VkawfC dx = / wh (vg), dT, /Vvk,1wac dx = / wh (vg_1), dr.
Q r, Q Iy

Die Anwendung der Greenschen Formel wird durch den Satz B.2.4 und die Definition von
wi und v garantiert. Aus den letzten Gleichungen folgt

[ 19k = v de = [ (Toi =Tk ) do, (3.19)
Q Q

/Q\V(vk—wfcﬂ? dr = /Q(|vw;€\2—\wk\2) dz. (3.20)

Wegen der Definition von ¢ und 4 gilt w(p) = wh, () — wk(¢). Die Gleichungen
(3.19) und (3.20) implizieren dann

[Ivuk@da < 2 [ (Vul@)? - Voh, ) da. (321)
Q Q

Eine andere Konsequenz von (3.19) und (3.20) ist, daB die Folge {[|Vw}(¢))|>dz}; nicht
wichst. Deswegen konvergiert die rechte Seite von (3.21) gegen Null fiir & — oc. Die Poin-
carésche Ungleichung B.3.2 garantiert die Konvergenz von wa,c(go)HHl(Q) gegen Null. Die

Behauptung folgt nun aus der Identitit T (p) = v, (wk ().

i) Fiir ¢ € Hy2(T,) setze w := L. () und v := Lq o040 L (p). Wir behaupten, es
geniigt, die Ungleichung

<Tip.Tip>, < / Vol? da (3.22)
Q
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zu zeigen. In der Tat folgt aus (3.22)

1T, |2 < /VvVvd:v =/ vy vdl
) ,ur,
= / v, wdl = /VvadF
r,ur, o)
12 12
< (/ vadx> </ |Vw|2dx> .
Q Q

Die Definition der Norm || - ||, impliziert nun

12 2
ITigll. < ([ vovwds) = ([ IVZh@)Pds) " = Jiell.

Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Gleichung (3.22). Diese folgt ohne weiteres aus fol-
gender Ungleichung

/Q|VL£Z7nv‘de = /FIUFT (Liz’)/nv>u (Liz’)/n?)) dr’

= /Fl vy (Lilfynv) dl = /Flun vy (Lﬁlfynv) dr

= /vuvﬁﬂ“wr
Q
2 /2
(/ Vv%la:) </ VLlnanQda:>
Q Q

Wir sind schliefilich in der Lage, einen Konvergenzsatz fiir das Iterationsverfahren vor-
zustellen. Wir werden ohne Einschrinkung den Satz fiir das Problem (CP a) formulieren.

IN

Satz 3.2.8 Seien T und T; die Operatoren in (3.2). Wenn die Cauchydaten (f,g) konsistent
sind, dann konvergiert die Folge @y, := T* @y gegen die Neumannspur der Lisung von (CP a)
auf T, fiir alle Anfangsndherungen ¢y € HS/S(FT)’.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, da die Folge T* ¢, gegen den Fixpunkt @ des Operators T
konvergiert.5 Setze ¢, := ¢ — . Dann gilt

Ek+1 = Pk+1 — P

T(pr) — T (@)

Ti(pk) + 29 — Ti(P) — 24

= Ti(er). (3.23)

fSiche Bemerkung 3.1.4.
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Aus Satz 3.2.6 und 3.2.7 folgt die Konvergenz der Folge {¢;} gegen I~ (¢y — ®). Die Pro-
jektion verschwindet, da Ker(I —T;) = 0 ist.” Dann konvergiert {¢;} gegen 2. [

Bemerkung 3.2.9 Ein anderer Weg, um die Konvergenz der Folge ¢, := T* g zu bewei-
sen, wurde von Bastay in seiner Dissertation [Bas S.21] benutzt. Wenn T = Tip + 254
ist, T; nichtzpansiv und selbstadjungiert ist, +1 keine Eigenwerte von T sind und die Fiz-
punktgleichung T = ¢ eine Lisung hat, dann kann er die Konvergenz der Folge i gegen
© fiir k — oo mit Hilfe eines Satzes von Krasnosel’skii et al. [Kra S.66] beweisen. In die-
sem Satz wird hauptsdchlich die Spektraldarstellung des beschrdnkten und selbstadjungierten
Operators Ty in der Konvergenzanalyse benutzt.

Der letzte Satz dieses Abschnittes gibt uns ein Existenzkriterium fiir die Cauchy-Pro-
bleme.

Satz 3.2.10 Seien die Daten (f,g) € H"(T}) x Hg2(T})', und sei {@y} die durch (IT)
erzeugte Folge. Wenn die Folge @y, konvergiert, dann besitzt das Problem (CP a) eine Lisung
u und es gilt u,). =P = limgpy.

Beweis:

Wenn ein @ € Hyp(T,)" existiert mit ¢ — 3, dann gilt

Ty = T(limgy) = lim(Tey) = limpy = .

Das heifit, @ ist ein Fixpunkt des Operators T'. Dieselbe Argumentation wie in Bemerkung
3.1.4 garantiert die Existenz einer Losung von (CP a). [ |

3.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt machen wir Gebrauch von der Spektraldarstellung des Operators T;
fiir die Probleme (CP b) und (CP ¢), um Resultate iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des
Iterationsverfahrens herzuleiten.

Betrachten wir zuerst das Problem (CP b). Nehmen wir an, daf§ das Cauchy-Problem
mit Daten (f,g) konsistent ist, und dafl die Fourierkoeffizienten von f und g der Abfall-
bedingung in (3.8) geniigen. Nach Formel (3.9) kénnen wir die Potenzen des Operators 7}
folgendermaflen schreiben:

00 \ 2k
(T} wo)(y) = > <%> o,j sin(jy), (3.24)

"Siehe Satz 3.2.3 (ii).
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wobei a; 1= sinh(2j), 3j := cosh(2j) ist und die Funktion ¢o € H,_/2(T,) sich als

per

o0
woly) = D _ o, sin(jy)
j=1

darstellen 148t. Die Gleichung (3.23) beschreibt das Wachstum des Iterationsfehlers €; :=
¢; — . Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu messen, brauchen wir nur zu wissen, wie
schnell die Folge le go gegen Null konvergiert. Aus (3.24) und der Definition des Hilber-
traumes H_/2(T,) folgt

per

L 2
el oy < Dod " (Me0g)
Jj>1

wobei A := «;/f; ist. Wenn wir annehmen, daf die Anfangsnaherung ¢ so gut ist, dafl die
hoheren Frequenzen des Fehlers ¢ fiir j > J verschwinden, gewinnen wir die Abschétzung

2
2 —1 k
el e, < D007 (o)
J<J
< A lleollf e (3.25)

Die vorherige Annahme ist in der Praxis unrealistisch. Viel natiirlicher ist zu erwarten,
dafl der Anfangsfehler ¢g = g — @ mehr Regularitit als Hlje;h(f‘r) besitzt. Nehmen wir
deswegen an, dafB es eine Folge {c;} € R" mit

lim ¢; = oo und Zj_lcgsg = M < o

lir ¥
e j>1

existiert. Wir kénnen dann den Fehler bei der kt®®-Tteration durch

2 1 C? \K 2
ety = 27 o ()
< )2k 222-—12 +iz-—12>\2k2
S J €0 2 J G Aj Eoy
V< J j>J e
2 <
cj M
< A% (—) eoll? _1, + = 3.26
< A \g) Meolloie, 2 (3.26)

abschétzen. Das néchste Beispiel zeigt, wie deutlich die Schlechtgestelltheit des Cauchy—
Problems (CP b) sich in der Abschitzung (3.25) erkennen lifit.
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Beispiel 3.2.11 Nehmen wir an, @q ist eine sehr gute Aproximation fir @ und die erste
der oberen Annahmen trifft fiir ein kleines J zu. Dann gilt die Abschdtzung in (3.25) mit
folgenden Werten von A%k

k APF AZF
10Y | 0.99972 | 0.9999999990
10% | 0.99721 | 0.9999999903
10% | 0.97248 | 0.9999999027
10* | 0.75654 | 0.9999990271
10° | 0.06142 | 0.9999902708
1010 — 0.3779762320

Die Interpretation ist eindeutig: Sogar in der ausgezeichneten Situation, in der alle Fre-
quenzen mit j > 1 im Anfangsfehler eq nicht vorkommen, miissen wir 105 Iterationsschritte
rechnen, bevor der Fehler kleiner als 6% des Anfangsfehlers wird.

Die Fehleranalyse des Problems (CP c¢) ist identisch mit der von (CP b). Der einzige
Unterschied liegt in der Darstellung der Anfangsniherung ¢y € H,/2(T,)

per

Z( 0,; sin(jf) + goéj) cos(gﬂ))

und in der Darstellung der Potenzen des Operators T;

N
(TF o) (8) = SN[ sin(j6) + i) cos(j0)],
j=1

wobei A; in (3.13) definiert ist.

Abschitzungen analog zu (3.25) und (3.26) konnen genauso wie vorher hergeleitet wer-
den. Im n#chsten Beispiel wird die Asymptotik der Eigenwerte im Falle beider Gebiete
verglichen.

Beispiel 3.2.12 Nehmen wir an, wir haben wieder die Situation von Beispiel 3.2.11 jetzt
aber auf der Kreisringgeometrie. Um den Fehler ||¢r — || abzuschdtzen, haben wir die
Ungleichungen (3.25) und (3.26) zur Verfigung, wobei Ay die Eigenwerte von T; auf der
Kreisringgeometrie sind. In der folgenden Tabelle werden die Potenzen von Ay fir J = 1,2
und verschiedene Radien rq gezeigt.
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ro = 0.5 ro = 0.1

k| XF T OF AFETONF
2 | 0.0167 | 0.3673 || 0.8521 | 0.9984
22 [10.0002 | 0.1349 [| 0.7261 | 0.9968

23 — 1 0.0182 || 0.5272 | 0.9936
24 — 1 0.0003 || 0.2780 | 0.9872
20 — — 0.0772 | 0.9747
212 — — — 1 0.0377

Die Daten zeigen, daf$ der Unterschied zwischen der Rechteck— und der Kreisringgeome-
trien nur quantitativ ist. In beide Fdllen konvergieren die Eigwnwerte \; exponentiell gegen
eins. Das Bild 3.1 zeigt die Asymptotik der Eigenwerte von T fiir beide Gebieten.

(/T
0.8 7’

/ / ’ /
0.6

C
Aj / / / A | Rechtecke
/
B Kreisring

0.2 To =0.1

I Kreisring
ol ,

0 2 3 4 5

J

Bild 3.1

3.2.3 Regularisierung

In diesem Abschnitt wird das Cauchy—Problem mit fehlerhaften Daten betrachtet. Eine
Approximation fiir die exakte Losung des Cauchy—Problems wird durch die Lésung einer
Fixpunktgleichung fiir den Operator T}, hergeleitet, wobei der Operator T}e; den Operator
T, regularisiert.

Das Ziel der Regularisierung ist, einen Operator Treg so zu wihlen, daf} die Iterationsfolge
Pk,reg ‘= Tr]gg o + 25,4 schneller konvergiert als die Folge ¢} := le o + zf,4g. Wir miissen
dabei noch beachten, daf8 der Fehler || — ©,,|| klein bleibt, wobei % bzw. P, der Limes
der Folge

© := lim bzw. 1%} = lim
14 oo Pk Preg oo Pk,reg
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ist.8

Eine iibliche Regularisierungsstrategie ist es die ersten (kleinsten) Eigenwerte von 7;
zu nutzen, um den Operator Treg zu definieren. Die Wirkung der anderen Eigenwerte wird
entweder vergessen oder so gewichtet, dafy der Einfluff davon in der Operation von T}, nicht
beriicksichtigt werden mufi. Die Konvergenz der Folge $,,, héingt dann von dem gréfiten
in der Rekonstruktion benutzten Eigenwert ab. Wir bendtigen fiir die Definition unserer
Regularisierungsstrategie einige Kentnisse iiber das Spektrum des Operators 7.

Es wurde in Satz 3.2.3 bewiesen, dafl T} ein positiver selbstadjungierter Operator ist
und sein Spektrum in [0, 1] liegt. Diese Eigenschaften erlauben uns, Gebrauch von einem
bekannten Satz der Funktionalanalysis zu machen, um eine Darstellung fiir den Operator
T, zu finden. Das ist namlich

Satz 3.2.13 (Spektraldarstellung) Sei T ein linearer beschrinkter selbstadjungierter
Operator auf einem Hilbert-Raum (H,< -,- >). Dann existiert eine Familie von Opera-
toren {Ex\}xer mit der Figenschaft, daf§ jedes E\ die orthogonale Projektion von H auf
Ker(Ty") ist, wobei

Ty o= (T=\)  und T = (1" + 1) 2

Die Familie {E)}xer heifit Spektralschar fir den Operator T, und sie erlaubt uns den
Operator T als

darzustellen, wobei

m = Hi\r\lf <Tx,z> und M = sup <Tzx, x>
z||=1 lJz]|=1

ist. Weiter gilt fiir olle z,y € H

M
<Tz,y>= / Ad< Eyxz,y>.

m

Der Satz und die Details iiber die Konstruktion der Spektralschar konnen in [Krg], [Rul],
[Wd] oder [Yo] gefunden werden. Die Spektralschar ist besonders interessant, weil sie eine

#Mehr iiber das Thema Regularisation kann man in [Bau], [Lo1] und [Ho] finden.
Die positive Wurzel eines linearen beschriinkten selbstadjungierten Operators B ist definiert als der
positive Operator A (oder Bl/2), der
A’=B

geniigt.
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Charakterisierung des Spektrums eines linearen beschrinkten selbstadjungierten Operator
erlaubt. Das kann zusammengefafit werden in

Satz 3.2.14 (Beschreibung des Spektrums) Sei T' ein linearer beschrinkter selbstad-
Jungierter Operator auf einem Hilbert—-Raum (H,< -,- >) und {E)\} xcr die entsprechende
Spektralschar. Es gilt

i) Ao ist ein Eigenwert von T (d.h. A\g € 0p(T')) genau dann, wenn die Abbildung A — E)
unstetig in X\ = X\ ist (d.h. Ey, # E/\E);

ii) Ao gehort zum kontinuierlichen Spektrum o.(T) von T genau dann, wenn die Abbildung
A — Ey stetig in X = Ao ist (d.h. Ey, = E/\E)’ aber nicht konstant in jeder reellen
Umgebung von Ag ist;

iii) das residuale Spektrum o, (T) von T ist leer;

iv) Ao gehort zur Resolventemenge p(T) von T genau dann, wenn ein § > 0 existiert, so
daf die Abbildung X\ — E) konstant im Intervall [\g — 6, Ao + 0] ist.

Mit Hilfe von Satz 3.2.14 kénnen wir die Ergebnisse von Satz 3.2.3 iiber das Spektrum
von T; verschirfen. Dies ist festgehalten in

Satz 3.2.15 Sei T) € L(HGE(T,)") der in (3.2) definierte Operator. Dann gehirt 1 zum
kontinuierlichen Spektrum o.(T;) von T).

Beweis:

Sei I der Tdentititsoperator auf Hy2(T',)'. Dann gilt Ey = T, fiir A > 1.1 Wegen Satz
3.2.14 geniigt es zu zeigen, daf} es fiir alle § € (0, 1) einen Eigenwert Ay € (d,1) von T; gibt.

Nehmen wir an, diese Eigenschaft sei nicht erfiillt, d.h. o,(T;) C [0,6]. Dann ist T;
kontraktiv mit ||T|| < d. Seien (f,g) € H"(T,) x Hys(T,)" inkonsistente Daten fiir das
Problem (CP a). Da T} kontraktiv ist, ist die durch

k—1
o =T = Tfgo + > T 25
j=0

definierte Folge {iy}rev eine Cauchy Folge in Hy2(T,)". Der Grenzwert § = limy, ¢, ist
eine Losung der Fixpunktgleichung T'p = @ und der Satz 3.2.10 garantiert die Losbarkeit
des Cauchy-Problems (CP a). Das widerspricht aber der Inkonsistenz der Daten (f,¢g). W

10Giehe Satz 3.2.3.
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Korollar 3.2.16 Aus den Sdtzen 3.2.3 und 3.2.15 folgt
1Tl = 1.

Wir fangen nun mit der Definition und Analyse der Regularisierungsmethode an. Sei
1

0.B.d.A. das Problem (CP a) mit Daten (f.,g.) in H"2(T}) x Hy2(I;)’ betrachtet. Bekannt
sei die Existenz von Funktionen (f,g) € H"(T}) x Hy2(T;)" mit

25,9 _zEHH%(rl)/ < g

fiir die das Cauchy-Problem (CP a) konsistent ist.

Es werden zwei Methoden vorgeschlagen, um den Operator T zu regularisieren. Die
erste ist eine Abschneidemethode und die zweite wird mit Hilfe von ganzzahligen Potenzen
von T; definiert. Fiir 2 < n € IN setzen wir

1-1 1
Ay ::/ "MXdE, und P, :=/ (A= \") dE,.12 (3.27)
0 0

Beide Operatoren in (3.27) sind positiv, selbstadjungiert und kontraktiv. In der Tat,

||An|| und ||P,|| sind durch 1 — 1/n abschitzbar. Sei Tr(glg) einer der beiden Operatoren in
(3.27). Wir definieren % und ¢ als die Fixpunkte von

€l
I

Tip+ 2z,

Beide Fixpunkte existieren, da (f,g) konsistente Daten fiir das Problem (CP a) sind und
da Tr(eng) kontraktiv ist.

Die exakte Losung @ soll durch die Lésung der regularisierten Fixpunktgleichung (™)
approximiert werden. Wir kénnen die Differenz zwischen (™) und % als

oM —F = TP+2p,— T o™ -2
Tlfeflg)(go(") —9)+ (Tr(eng) — Tl) G+ zp9— 2

umschreiben, und nun wird der Fehler bei der regularisierten Losung durch

"Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir z. statt zy, 4. . Der affine Term z;, wurde in Abschnitt
3.1 definiert.
2Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daf8 die reellen Zahlen 1—1/n keine Eigenwerte von T} sind.
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le™ 2l < [1(1-1E)) " (18 -T) Bll + el (1-1¢) 1 (3.28)

abgeschétzt.
Im néchsten Satz wird die Ungleichung (3.28) fiir die Operatoren A,, und P, untersucht.

Satz 3.2.17 Wenn wir den Operator Tr(glg) durch die in (3.27) definierten Operatoren A,
bzw. P, in (3.28) ersetzen, dann gilt

(-1 (1@ 1) 7l -0 wmd  (1-TE) T w0 (3:29)

reg
fiir n — oo.

Beweis:

i) Analysieren wir zuerst den Fall Tr(gg) = A,. Aus der Spektraldarstellung von T} folgt

1-1 1
(I—A4,) = / "(L-NdB, + [ dB,
0 1-=

und

1
(A4y —T)) = —/ MdB),.
11

Diese Gleichungen implizieren ||(I — Ay) || > 1/n||¢||. Dann ist der Operator (I — A,)
invertierbar. Weiter ist (I — A,,) der Identitdtsoperator auf Rg(A, — 1;). Daraus folgt

1
(I—A) " (A —T) = —/ \dBj,
1—1
und der erste Term in (3.29) wird durch

1
=407 A =TI < [ d<Eapp> = 0

fir n — oo, abgeschiitzt. Die Unbeschranktheit des zweiten Terms in (3.29) folgt aus der
Spektraldarstellung von (I — A,). In der Tat impliziert diese Darstellung die Gleichung

1= An)7Y = (1=A(m)™" = o

fiir n — oo, wobei A(n) der groite Eigenwert von 7 ist, der kleiner als (1 — 1/n) ist.
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i1) Sei nun Tr(glg) = P,. Fiir dieses Regularisationsschema gilt (P, —7T;) = —T;", und die
Spektraldarstellung von T liefert
1
(T=P)™ = [ (14 a" =2,
0

und
-1 P T = /1 A dE
I - Pn n - = - . .~ < .

Um den ersten Term in (3.29) abzuschétzen, werden die Funktionen

u(n) :== () und d(n) :=1—pu(n)

definiert, und die Spektraldarstellung von (I — P,) ' (P, — T}) in

1—4(n) A" 1 AR
——— dE\ + ———dE
A 14+ A7 =X) /\J 1-d(n) (1+ A" —=X) A
An B,

aufgespaltet. Aus der Konvergenz von

pu(n) (L4 p"(n) = u(n) ™" =0

fir n — oo folgt lim||A4,| = 0. Die Konvergenz ||B,|| — 0 folgt aus der Ungleichung
0< A" (1+A"—=A\)"1 <1, VA€e[l-d(n),1], n>2. Wir haben dadurch bewiesen:

lim [[(I = P,)~ ' (P, —T)%ll = 0.

Fiir den letzten Term in (3.29) liefert uns die Spektraldarstellung von (I — P,)~! die
Gleichung

=P = (4 07m) ~ T) ! > oo

fiir n — oo, wobei Y(n) der grofite Eigenwert von 7) ist, der kleiner als u(n) ist. [ |

Bemerkung 3.2.18 Wir kénnen den Satz 3.2.17 folgendermafen interpretieren: Der Feh-
ler bei der regularisierten Losung in (3.28) lafit sich in die Summe von zwei Komponenten
spalten:

™ =Bl < n(n) + r(n),

und das Verhdltnis zwischen den Funktionen n und k ist in etwa wie in Bild 5.1
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n

Bild 3.1

Bemerkung 3.2.19 Aus Satz 3.2.17 folgt, daf$ die in (3.27) definierten Operatoren A, und
P, die Fizpunktgleichung T © = ¢ reqularisieren, d.h. fir 0 < € < eq existieren Funktionen

7(g) : (0,60) — RT und k(e) : (0,e9) — Ny,

so dafy () = 0 fiir e = 0, und fiir alle z. mit ||zf4 — 2:|| < € gilt die Abschdtzung

[¢*) — gl < 7(e).

In der Tat konnen wir k() als das grofite n € INg mit H(I—Tr(%))_lH < e™"2 definieren.
Aus Satz 3.2.17 folgt

lim k() = oo und  lim ||(I = TEEON)1TEE) 1)) = 0.

e—0 e—=0 res reg
Die Ungleichung (3.28) liefert die Behauptung fiir T(e) = |\(I—Tr(fg(g)))*l(Tr(fg(a)) —T)||+e".

Der néchste Schritt ist, mit Hilfe von a priori-Kentnissen iiber die Losung @ der Fix-
punktgleichung T ¢ = ¢, eine optimale Regularisierungsstrategie zu finden. Wir fangen an
mit einer Regularititsannahme iiber . Wir nehmen an, es existiert eine Funktion G mit

(
G :[0,1) = R™ ist stetig und monoton wachsend;

lim G(\) = oc; (3.30)
A1~

1
/ G*(\) d<E 3, 5> = M? < .
~Jo
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Der néchste Satz zeigt, daf die Annahme in (3.30) hinreichend ist, um die Funktionen
n(n) und k(n) in Bemerkung 3.2.18 auszubalancieren.

Satz 3.2.20 Sei G eine Funktion, die den Bedingungen in (3.30) geniigt und seien &, p, A
und Y die Funktionen im Beweis von Satz 3.2.17. Fir die in (3.27) definierten Regulari-
sierungsstrategien existiert ein nopy € Ny, so dafs

o) — ]| < [l™ — |

fiir alle n € INg. Weiter gilt: nopg ist die Losung der Minimierungsaufgabe

. M €
w2 \G-1) T T Am)

fiir die Regularisierung durch die Operatoren A, und der Minimierungsaufgabe

() [l M .
nz2 {<1+u"(n)—u(n) " G(u(n))> " (1+rn<n>—r<n>>}

fiir die Regularisierung durch die Operatoren P,.

Beweis:

Hier wird nur der Beweis fiir das durch die A,, definierte Regularisationsschema durch-
gefiithrt. Der Beweis fiir das P,,—Regularisationsschema ist vollig analog. Aus (3.30) und Satz
3.2.18 folgt

1
=407 A =T)IE = [ N d<Bp>

1 1
< - G*(\) d<E 3, 5>
< G%l—%)A—% (M) AP, P

M2
G2(1- 1)

IN

Die Ungleichung (3.28) und der Satz 3.2.18 liefern dann

M n €
(1-3)  (1=AM)’

und der Satz ist bewiesen. [

(

n — gl < =

Bemerkung 3.2.21 Die Regularititsbedingung fir @ in (3.30) kann folgendermafen in-
terpretiert werden: Mit Hilfe der Funktion G definieren wir den unbeschrdnkten Operator
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1
G = /0 G(\) dE)

auf Hy(T,)'. Die Beschrinktheit des Integrals in (3.30) ist dquivalent zur Annahme, daf
@ zum Definitionsgebiet D(G) des Operators G gehirt, wobei

D(@) = {p € HET) [ Glp) € HE(T,)'}
ist. D(G) ist die Definition des Sobolev-Raumes Hgp(T'y) mit dem Gewicht G.

Bemerkung 3.2.22 Man kann auch zeigen, dafy die Iteration (IT) die Fixpunktgleichung
T ¢ = ¢ reqularisiert. Damit ist folgendes gemeint: Wenn ¢y, die durch (IT) erzeugte Folge
ist, dann existieren fiir 0 < € < g9 Funktionen

7(g) : (0,60) = IRT und k(e) : (0,e0) — INy,

so dafy () = 0 fiir e = 0, und fiir alle z. mit ||zf4 — 2:|| < € gilt die Abschdtzung

lewey — Pl < 7(e).

Fiir Details siehe [Ma].



Kapitel 4

Die Backus-Gilbert—Methode

4.1 Die urspriingliche Formulierung

1967 haben sich G.Backus und J.Gilbert [BaG1] mit dem Problem beschiftigt, eine unbe-
kannte Funktion f € X = L9(Q), © C R" offen und beschriinkt, aus einer endlichen Menge
von Daten ¢ € RY =Y zu rekonstruieren. Die Motivation fiir dieses Problem kam aus der
Geophysik und das mathematische Modell dafiir wird in der Literatur als Momentenproblem
bezeichnet!.

Es wird angenommen, daf} kein direkter Zugriff zu f moglich ist. Alle iiber f verfiigbaren
Informationen sind indirekt und kommen von Messungen eines Elements g € Y, dessen
Abhéngigkeit von f sich durch die Gleichungen

g = /QKZ(ZE)f(ZE) de, i=1,...,N, (4.1)

beschreiben 148t. Die Kerne K; sind gegebene reelle Funktionen auf €2, die die Physik des
Problems beschreiben. Wenn man das lineare Funktional a;(h) := [, K;h dz, h € X, defi-
niert, kann (4.1) in Gestalt eines linearen Systems

Af =g (4.2)

umgeschrieben werden, wobei der Operator A : X — Y durch Af := (a1(f),...,an(f))
definiert wird.

Die Idee der Backus-Gilbert Methode ist, die Losung f* € X von (4.2) punktweise zu
rekonstruieren, d.h., fiir ein zg €  versucht man, den Wert f*(zg) zu bestimmen.? Um das
zu erreichen, haben die Autoren vorgeschlagen, eine Approximation fy(zg) fiir f*(zg) durch

!Siehe dafiir [Gro3] oder [Krs].
2Unter der Annahme, daf8 f* € L»(Q) hinreichende Regularitiit besitzt.

48
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ein lineares Funktional von g zu errechnen. Dafiir wird der lineare Operator Ry : Y — X
durch

N
Rn(g) = <p.g>y = /Q (; @iKz'(iU)> f(z) dz

én ()
= < ¢N7f >Xx,

definiert, wobei p € Y und ¢n € X sind.

Eine gute Approximation fy(zg) := Rn(g) gewinnt man, wenn ¢n(-) =~ d(zg — -) ist,
die an dem Punkt zg zentrierte Dirac—Distribution. Backus und Gilbert haben versucht,
diese Eigenschaft durch die Minimierung eines quadratischen Funktionals zu erzwingen. Sie
haben das Funktional

7@) i= [ oo =0 $*(a) do (4.3)

definiert und ¢y € Span{K;} C X mit

J(pn) = J(9). (4.4)

min
¢€Span{ K, }

gewiahlt. Um die triviale Lésung zu vermeiden, wurde auflerdem die lineare Bedingung

/qu(fp) dr =1

beriicksichtigt.

Nachdem die Funktion ¢n = Y ¢; K;(x) berechnet worden ist, kann man die gesuchte
Approximation fiir f(zg) folgendermafien bestimmen:

fN(xO) = RN(g) =<¢N7f >x =< 9,9 >v,

wobei ¢ = (¢;)N, ist. Diese Methode hat den Vorteil, daf§ die Losung ¢n der Minimie-
rungsaufgabe (4.4) nur von dem Punkt 27 €  abhéngt und nicht von der rechten Seite des
Systems (4.2).

Falls man fiir verschiedene rechte Seiten g die Losung von (4.2) an der Stelle zy rekon-
struieren will, ist es nur einmal nétig, das Funktional Ry (-) =< ¢, >y zu berechnen. Die
Approximation fiir f(z) bekommt man aus der Auswertung eines inneren Produkts in R
statt aus einer numerisch ungiinstigen Losung des Systems (4.2) fiir jede neue rechte Seite.

Die Minimierung des Straffunktionals in (4.3) wird in der Literatur Peakedness Condition
genannt. Die Autoren waren damals an geophysikalischen Anwendungen interessiert, bei
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denen die Gewichtsfunktion |z —zg|? eine groBe Rolle spielt. Die Wahl der Gewichtsfunktion
ist eine strikt modell-abhéingige Frage.

Bemerkung 4.1.1 Der Ubergang zum kontinuierlichen Momentenproblem

o) = [ K@.t)f() do,

mit Y = X = L%(Q) ist nicht schwer nachzuvollziehen. Durch geeignete Diskretisierung der
kontinuierlichen Gleichung gewinnt man ein Problem, das analog zu dem in (4.1) ist.

Unser eigentliches Ziel ist, die Strategie von Backus—Gilbert auf eine umfangreiche Klas-
se von (linearen und nichtlinearen) Operatoren anzuwenden und damit Informationen tber
die Lisung der auf Hilbertrdumen definierten Gleichung (4.2) zu gewinnen.

4.2 Die funktionalanalytische Formulierung

Wir fangen mit einer verallgemeinerten Formulierung fiir die in Abschnitt 4.1 betrachtete
Aufgabe an.

Sei V. — X — V' ein Hilbertraum-Triple, Y ein Hilbertraum und sei A : X — Y
ein beschrinkter linearer Operator. Wir betrachten das Problem, den Wert < u,z* > des
Funktionals u € V', angewendet auf z* € X, auszurechnen, wobei z* die Lésung des Systems

Az =y (4.5)

ist. Fiir die Aufgabe aus Abschnitt 4.1 kénnten wir fiir Q@ C IR! die Hilbertriume folgen-
dermafien wihlen: V = H}(Q), X = L?(Q) und p = § € V' = H~1(Q).

Selbstversténdlich mufl der Ausdruck <p,z* > ohne weitere Regularitdtsannahme iiber
z* nicht definiert sein. Physikalische Argumente kénnen aber in manchen Féllen die hinrei-
chende Regularitidtsbedingung z* € V gewéhrleisten.

Wenn das mathematische Modell in (4.5) irgendeinen physikalischen Prozef reprisen-
tiert, ist es in der Praxis wegen auftretender Mefifehler oft interessant den Fall zu betrachten,
daB8 y € Rg(A) nicht genau bekannt ist, sondern man nur iiber eine Approximation y. € Y
mit ||y — ye||y < e verfiigt, wobei & > 0 klein ist.

Wir nutzen die Backus—Gilbert Strategie und versuchen den Wert f :=< u,z* >x durch
ein lineares Funktional von y. zu approximieren. Fiir ¢ € Y’ setzen wir f. , = < ¢,y. >y
und schétzen den Fehler |f — f. ,| durch

f—feol = [ <ma" >x — <@,y >y |
<py—ye >y |+ | <pat>x — <@, Az" >y |
ellelly + [ <p— A", 2" >x | (4.6)
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ab, wobei A* : Y — X die Adjungierte von A ist.® Wenn es uns gelingt, ein ¢ € Y zu finden,
das der Gleichung A*p = u geniigt, dann haben wir fiir den Wert f die Approximation

f :<A*<pal‘* >x =<, Y >y =< P, Y >y = fE,(pa (47)

und der Fehler |f — f. | verhélt sich wie O(e). Dies hat als Konsequenz, daf die Approxi-
mation f. , exakt ist, falls es keinen Mefifehler gibt.

Hier erkennt man wieder den Vorteil, dal die Rechnung des Funktionals ¢ unabhéngig
von der rechten Seite des Systems (4.5) ist. Ahnlich wie beim endlichdimensionalen Momen-
ten-Problem in Abschnitt 4.1 wird die Approximation fc, in (4.7) von einem inneren Pro-
dukt in Y geliefert.

Sind speziell X und Y Funktionenrdume auf einem Gebiet €2, so liegt die Idee von
Backus—Gilbert nahe, die Funktion z* € V punktweise zu rekonstruieren, d.h. fiir ¢ €
soll der Wert x*(t) approximiert werden. Dafiir wihlen wir p(-) = §(¢ — -) und l6sen die
adjungierte Gleichung A* ¢ = 4. Der Hilbert—-Raum V soll so sein, daf § in V' liegt.

Bemerkung 4.2.1 (Die Normalgleichung) Schwierigkeiten werden eintreten, wenn 0
nicht in Rg(A*) liegt. In diesem Fall kann man statt § seine Projektion auf Ker(A)™ nut-
zen, um den Fehler ||A* ¢ — §||y+ zu minimieren. Das heift, gewdhlt wird ein @ € Y', das
die Normalgleichung

(AA")p = A

lost. Einen analogen Weg haben Louis und Mass in [LoM1] betrachtet. Sie haben ¢ als
Lésung der regularisierten Normalgleichung

(A7) p = Aey

genommen, wobei ey, ein Mollifier ist, d.h., eine glatte Approximation fir die Dirac—Distribu-
tion 0. Wir kehren in Bemerkung 4.2.2 zu diesem Punkt zuriick.

Eine andere Alternative wurde von Chavent [Ch] vorgeschlagen.* Er versuchte die Nor-
malgleichung A A* o = A§ mit einem Tikhonov—Verfahren zu regularisieren. ¢ wurde als
Eztremale des Funktionals ( ||[A*p — 0|12, + al|¢l|3 ) in Y gewdhlt. Dazu mup man die
Gleichung

(AA*+al)p = A)

losen. Fir Details tiber die Tikhonov-Methode siehe [Bau/, [Gro2], [Ho], [Krs] oder [Lol].

Bemerkung 4.2.2 (Die Mollifier—Alternative) Wir diskutieren hier den Vorschlag in
[LoM1] (und spdter in [Lo2]), um die Normalgleichung zu regularisieren. Sei Ej, : X — X,
h > 0 eine Familie von Operatoren mit folgender Figenschaft: Fir alle x € X gilt

lim Fpx = z.
h—0

3Hier haben wir X mit X’ bzw. Y mit Y’ identifiziert.
‘Das ist auch in [Lo2] zu finden.
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Hier spielt h die Rolle eines Regularisationsparameters. Um die Operatoren Ep einfach
darzustellen, werden sie linear gewdhlt. Wir haben dann fir die Ey den Ausdruck

(Epz)(t) = <ep(t,:), >x

benutzt, wobei die Mollifier ey, glatte Funktionen sind und die Bedingung [ e,(t,s) ds =1
fiir alle t € Q erfillen. Man lost nun die regularisierte Normalgleichung

ANy = Aen(t,’) (4.8)

auf dem Teilraum Yy, C'Y mit dimY}, = N so, daff AA* € RV*N jst.
Wenn 11 : X — Ker(A)~ der orthogonale Projektor auf Ker(A)~ ist, dann genigt ¢p ¢
offensichtlich A*@p = Il ey(t,-). Die Approzimation xp(t) fir den Wert x(t) wird durch

zp(t) = Epz(t) = <ep(t,"), z>x ~ < A'¢py, z>x = < @nt, Y >y

gegeben. Es wird auch vorgeschlagen, die Kerne ey(t,s) = ep(t — s) zu wdhlen. Die in-
neren Produkte in der rechten Seite von (4.8) sind dann Faltungen, die durch den FFT-
Algorithmus schnell gerechnet werden konnen.

Wir erweitern zuniichst die Regularisierungsstrategie von Bemerkung 4.2.2 auf eine be-
stimmte Klasse von nichtlinearen Operatoren.

Die Backus—Gilbert Strategie kann im allgemeinen fiir Operatoren der Art A = Ag+v4;
benutzt werden, wobei Ay € L£(X,Y) ist und A; : X — Y stetig differenzierbar® ist mit
v > 0 klein.

Sei u € V' und ein y. € Y wie vorher. Gegeben eine Niherung z° € V fiir die Losung
z* von (4.5), wollen wir eine Approximation der Form f. , =< ¢,y. >y fiir den Ausdruck
[ =< p,z* >x finden. Der Fehler |f — f. .| ist abschitzbar durch

‘f_fa,ap‘ = ‘ < Max* >x — < P, Ye >y |
< l<py—y->v| + | <p Azt — A2’ — dA(2?)(z* — 2°) >y |
+ | <@, Az’ —dA@")z’ >y | + | <dAE") o —prt >x | (4.9)
Um den Fehler in (4.9) zu analysieren, wihlen wir einen endlichdimensionalen Raum
Y = Spam{yj}é\f:1 mit
Yy C {peY | <p Az’ —dA(z)2® >y=0}.

Weiter setzen wir P, : Y +— Y}, den orthogonalen Projektor auf Y}, und X, = Span{z; };VZI C
D(A) NV einen endlichdimensionalen Hilbertraum mit

Die Fréchetableitung von A; wird durch dA; reprisentiert.
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det (< dA(v)* Pyyi,zj >) < jon # 0.° (4.10)
Wenn wir yj, := Py und y, ; := Py, setzen, dann folgt aus (4.9) fir p € Y

f = feol < M@lly lyn — Yenlly
+ vllelly [Py A1 2" — Py A1 2” — Py dAy (2°) (2" — 2°)[]y
+ | <, Py Az’ — P, dA(z")2° >y |
+ | < dA*(2°) Pl — pa* >x | (4.11)

Die ersten zwei Terme von (4.11) haben wir im Griff. In der Tat, der erste Term wird
durch

lolly llyn = yenlly < e [Pl llelly
abgeschitzt und der zweite durch

Yllelly [Py Ara* = Py A1a® = PydA; (a°)(a" = 2)lly < 7 [lelly [[Pall O(l2" = 2”%)

abgeschitzt. Der dritte Term verschwindet wegen der Definition von Y. Aus dem letzten
Term ergibt sich die Bedingung, die iiber die Wahl von ¢ € Y entscheiden wird, ndmlich

< dA*(2")Piy, 2j >x = <p,xj >x, j=1...N. (4.12)

Dies ist ein N-dimensionales Gleichungssystem fiir die Koefizienten von P, ¢ in Y},. Das
Problem ist wohl formuliert, da seine Determinante wegen (4.10) nicht verschwindet.

Wir kénnen das System (4.12) anders darstellen. Nehmen wir an, der Raum X wird
durch X, := B*Y}, definiert, wobei B : V' — Y und B* : Y ~ V lineare, beschrinkte
Operatoren sind. Der letzte Term von (4.11) liefert nun fiir ¢ € Y die Bedingung

< dA*(2V)Pf o — p, B*w >x = 0, Yw €Y},

d.h.,
< BGpp, w>y = < Bu, w >y, Yw €Yy, (4.13)

wobei Gj, = dA*(2°) P} ist.

Bemerkung 4.2.3 Wenn wir den Fall p = § untersuchen wollen, muf§ B so gewdhlt wer-
den, daf § in Ker B liegt. Dann konnen wir das System (4.13) einfach als

< BGpp, w>y = 0, YweY,

5Die Rdume wurden so definiert, daff dim X}, = dimY}, = N.
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umschreiben. Falls die Zerleqgung BG), = B (in ]RNXN) zuldssig ist, kann die Aufgabe als

B[ = min cpn ||Bo|l?

unter der Nebenbedingung < dA*(2%)pp, 1 >x = 1

interpretiert werden. Das Ziel der Nebenbedingung ist, die triviale Ldsung zu vermeiden.
Diese Betrachtung liegt der urpringlichen Formulierung von Backus und Gilbert in Abschnitt
4.1. sehr nahe.

Falls der Operator A linear ist, haben wir die Abschétzung (4.6) statt (4.11) fiir den
Fehler |f — f. ,|, und es gilt fiir ¢ = @), € Y},

‘f - fs,cp

= 0(e) + | <A —p,z" >x |.

Um diesen Fehler zu analysieren, setzen wir B* = A*, X;, = A*Y} und xj, := Ppx*, wobei
Py, : X — X, der orthogonale Projektor auf X}, ist. Dann haben wir

<Afop —p,xt>x = <A'op —p, 1t —xp>x + <AYop — p,TR>x (4.14)

Der letzte Term in (4.14) verschwindet, da wir ¢; mit A*@, — p in X, wihlen konnen.
Dann gilt die Abschitzung

| < A%op —p, ¥ >x | < A = plly ||2F — x|y

Um den Term ||z* — z3||v im Griff zu haben, definieren wir Z € X}, durch die Minimie-
rungsaufgabe

lz* — &[5 = Jnin lz* — /%,
und daraus folgt
|lz* — zpllv lz* = Zlv + ||Z — Prz*|lv

dist(Xp, z*)v + ||Pu(d — 2%)||v
(L +||Pall) dist(Xp,z*)y.

VANVANN VAN

Die gesuchte Abschétzung fiir den Fehler |f — f. | im linearen Fall ist nun

|f = fepl < dist(AYy, )y (14 |[Pr]]) dist(Xp,z*)y + O(e). (4.15)

Aus 4.15 lernt man, daf erst, wenn 0 € Rg A* ist, der Fehler in der Approximation f; ,
fiir £ — 0 gegen Null konvergieren wird.
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4.3 Anwendungen

4.3.1 Das Momentenproblem

Zuerst betrachten wir die Anwendung der Backus-Gilbert Methode auf ein nichtlineares
Momentenproblem. Auch Louis hat sich in [Lo2] mit quadratischen nichtlinearen Momen-
tenproblemen beschéftigt.

Sei X =Y = L?(0,1). Wir definieren den nichtlinearen Operator A : X — Y durch
t t
(Az)(t) = / 20t — s) z(s) ds + 7// z(t —s) z(s) ds, t€][0,1],
0 0

wobei der Kern z° des linearen Anteils von A eine Ly(0, 1)-Funktion ist und v > 0 ein
reeller Parameter ist, der die Nichtlinearitit von A kontrolliert. Der Operator A beschreibt
eine mogliche nichtlineare Version des Momentenproblems in (4.1), deren kontinuierlichen
Gestalt sich als

Az = (Ag+vA)z =y

umschreiben 148t.

Wie in Abschnitt 4.1 werden wir uns mit einer diskreten Formulierung dieses Problems
beschiftigen. Wir nehmen an, daf§ nur die Daten y; = (Az)(t;), t; € (0,1) firi=1,...,N
zur Verfiigung stehen. Eine diskrete Version des Operators A kann mit Hilfe des Operators
P, :Y — Y, = RN definiert werden. Die lautet nimlich

t

(P A)(z) = [Az(t;)]" = { /Oti 20(t; — s) z(s) ds + U/Oti z(t; — 8) x(s) ds

Hier werden Probleme mit fehlerhaften Daten betrachtet, d.h. bekannt ist nur ein y;, . €
Yy, mit ||Pry — yne|| < €, wobei € > 0 klein ist. Die Aufgabe, die sich uns stellt, ist, ein
z* € X zu finden, das die diskrete Gleichung

(PhA)z" = ype.

lost.

Wie in Abschnitt 4.2 diskutiert wurde, brauchen wir eine Naherung fiir z*. Dafiir wird
der Kern z° des linearen Anteils Aq benutzt. Der Operator P,dA und seine Adjungierte
(P,dA)* : Y, — X werden auch gebraucht. Fiir f € Ly(0,1) und w € R" gilt

t

(PhdA(2))(f) = [/Ot 2t — 5) f(s) ds + 21//0tix(ti—s) F(s) ds

1<i<N

und

Mz

(PhdA(z w; [2°(t; — s) 4 2vz(t; — 5)] X[0,t:](8)-

i=1
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Wiihle eine Basis {z;}Y ; von X},. Diese Basis soll sowohl die Anwendung des Verfahrens
optimieren als auch der erwarteten Regularitit der Losung z* entsprechen.

Sei ein 1 € X' und die kanonische Basis {e;} von Y;, = R”" gegeben. Aus (4.13) folgt,
daf} wir folgendes adjungierte System lésen miissen:

N

[< (PhdA(®)) ei,m; >x] o]t = [< pyz; >x]'. (4.16)

i,j=1

Wenn wir kubische Splines als Basis fiir X nutzen, dann haben wir in (4.16) ein diinn
besetztes Gleichungssystem. Der relativ kleine Tréger der Splines wird ein System erzeugen,
dessen Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist, was numerisch giinstig zu 16sen ist. Die Splines
liefern auch die von der Lésung erwartete Differenzierbarkeit.

Seien die Punkte ¢; gleichméafig verteilt im Intervall [0, 1], d.h. t; = jh, mit h = 1/N.
Definiere fiir j = 1,..., N den kubischen Spline

(t —tj-)° , t € [tj—a,tj1]
Sit) = L (E—tj 1) +3h(t—t; 1)> =3(t—t; 1)> , t €[ty 1,1;]
! ATY B 48R3 (tjn — ) 4+ 3h(tj41 — )% = 3(tj1 —1)° L€ [t t541]
) ;L E [tj-|-1,tj-|-2]

Wir setzen z; := S; 1, j = 1,..., N, und definieren so den Raum Xj,. Im Bild 4.1 wird
der Spline-Basis fiir N = 5 gezeigt.

IVAVATATAS
D SN aN N
IAVAVAVAR
AN
/\VAVANINE

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild 4.1

Der Raum Y}, in Abschnitt 4.2 wurde so gewéhlt, dafl die Elemente ¢ € Y}, der Bedingung

< @, PoA(2°) — dP,A (2920 >y = 0 (4.17)
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geniigen. Mit unserer Wahl von Y}, ist diese Bedingung aber miflachtet. Sie wird beriicksich-
tigt, indem wir die Gleichung (4.17) zum System (4.16) hinzufiigen. Dadurch gewinnen wir
ein neues iiberbestimmtes System mit N + 1 Gleichungen.

Wir wollen eine punktweise Rekonstruktion durchfiihren, deswegen wird p(t) = 6(t; — 1)
gewihlt. Eine direkte Konsequenz davon ist, dafl fast alle Koordinaten in der rechten Seite
von (4.16) Null sind. Es gilt ndmlich

1 1
, t — - - t
(<Max]>X) = (07"'707 4’ \L,a 4’ 0, 70)

J
Wir haben nun folgendes iiberbestimmte System zu 16sen:
fol 1+ 2v]2%(t; — s)xp0,(8) Sj(s) ds|  [g]" = (< p,z;>x)
1] ,
< [PhA1 (:EO) - PhdAl(l'U)xO]t, [(pj]t > =0

wobei die Matrix—Koeffizienten D;; Null fiir s > j + 2 sind. Dieses System kann fiir kleines
N ohne weitere Schwierigkeiten durch irgendeine direkte Methode (z.B. das QR oder LU-
Verfahren) gelost werden. Die numerische Simulationen in Kapitel 5 zeigen, daf} fiir relativ
kleines N (N < 50) schon gute Ergebnisse erzielt werden.

4.3.2 Das Cauchy—Problem

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendung der Backus-Gilbert Methode auf die
Cauchy—Probleme von Kapitel 2. Wir werden uns ohne Einschrinkung auf das Problem (CP
a) konzentrieren.

Um das Cauchyproblem durch die Backus—Gilbert Rekonstruktionsmethode betrach-
ten zu konnen, wird das (CP a) durch eine Operatorgleichung modelliert. Wir nutzen die
Notation von Kapitel 2 und definieren den Operator A : H"2(T,) — H"(T';) durch

N T
Aw =10, in o / \
w =@, auf T, Alp) = w‘l“z!

wy, =0, auf I i J

wy, =0, aufT;
Aw =0
w, =0 “Jr" w=



58 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT-METHODE

Eine Losung fiir das Problem (CP a) mit Daten (f,0) € H"(T}) x Hgs(T;)" zu finden,
ist Aquivalent dazu, die lineare Gleichung

Ap = f

zu l6sen. Fiir eine Distribution g € H~"2(T,) liefert uns die Backus-Gilbert Strategie die
Aproximation z, :=< 1, f > fiir den Wert z :=< p, ¢ >, wobei 1) durch

A =p (4.18)

definiert ist. Wir miissen nun den adjungierten Operator A* von A bestimmen. Dafiir defi-
nieren wir zuerst A : H2(T;) — Hy2(T,)" durch

Av =0, in /
v =0, aufl,

{
vy =1, auf T i

v, =0, auf T}
Av =0
vy =P I v=20

Beide Operatoren A und A? sind wohl definiert, da Satz B.3.3 die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen der entsprechenden gemischten Randwertaufgaben gewihrleistet.

Nehmen wir an, daf§ ¢ € Hy2(T,) ist. Die H'(Q; A)-Funktionen w und v geniigen nun

W, = ¥ und U, = 0
Wy|p, =0 Vylr, =1

Aus den Sétzen B.2.4 und B.2.3 folgt

0 = —/va dr = — | wyvdl — / wyv dl + /VUJVU dz (4.19)
Q T, I, )

und

Oz/Avwde:/vl,wdF-l-
Q

vyw dl' — / Vo Vuw dz, (4.20)
T Fl Q

wobei die Randintegrale in (4.19) verschwinden. Wenn man die Gleichungen (4.19) und
(4.20) addiert, folgt fiir alle p € Hy2(T,) und ¢ € Hy2(T;)"
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Ay dr = — [ pAi(y) dr.

I, r

Dies zeigt, daB A! die Adjungierte der Restriktion von A auf HyZ(T,) ist.” Um die
Adjungierte von A zu bestimmen, brauchen wir

Satz 4.3.1 (Korrekturformel) Fir reelle Zahlen a und b sei 1,y irgend eine C°(T,)~
Funktion mit ngp(P1) = a und ngp(Pe) = b, wobei Py = (0,—1) und P, = (0,1) die
Kontaktpunkte zwischen T, und I'; sind. Sei V,, C H'»(T,) der Raum

Vap = {9 € H™(T,) [ nap — ¢ € HiE (L)}
Dann gilt fiir @1, 02 € Vo :
/ Ay dU + / o1 Al dr = / Agy b dT + / 09 Al dT
Fl Fr F[ FT
fiir alle v in H="2(T)).

Beweis:

Sei @1, p2 € V4 p. Aus der Definition von V, ; folgt

01— @2 = (p1— na,b) — (p2 — na,b) € H(;/OZ(FT)

Fiir o € H="2(T}) sei w bzw. v die H'(Q; A) Lsung von

Aw =0, in Q Av =0, in Q

w =0, aufT, brw v =1 — 2, auf T,
wy, =, auf I ' v, =0, auf I

w, =0, aufT; v, =0, aufT;

Aus den Sétzen B.2.4 und B.2.3 folgt

0 = /vada: = wy,vdl + wy,vdl — /VwVvda:
Q Fl Fr Q

und
0 = /Avwdw = — /Vvadx.
Q Q

Die letzten zwei Gleichungen liefern

7 Aus Satz B.2.4 folgt, daB der Operator A den Raum H.2(T',) nach H.2(T';) abbildet.
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[ 4 (A1 = Aga) T + /F At (91 — o) dT = 0,
l r

und der Satz ist bewiesen. [

Satz 4.3.1 ermoglicht uns die adjungierte Gleichung (4.18) so umzuschreiben, dafi die
Backus-Gilbert Methode angewendet werden kann. Wir definieren fiir a,b € IR das lineare
Funktional

Tap(h) = < Anap, > + < 1ap, Alp >

auf H="2(T}). Aus Satz 4.3.1 folgt, daB fiir ¢ € V,

<App>= =< A > +r(y), Ve H (T
gilt.
Wenn es uns gelingt, ein ¢ € H~"2(I}) zu finden, das die Gleichung
— Al = p

16st, dann konnen wir durch

<@ u> = —<<p,A’j¢>
< A@az:b > = Ta,b(w)
= < f:¢ > = Ta,b(w)

die Backus—Gilbert Strategie wieder anwenden, wobei a,b € IR mit ¢ € V,; gewéhlt sind.
Die Werte a bzw. b sind nimlich die Auswertung der Cauchydaten f auf den Kontaktpunk-
ten P; bzw. Ps.



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

Der erste Teil unserer numerischen Untersuchungen betrifft die Anwendung der Backus-
Gilbert Methode auf das Momentenproblem von Abschnitt 4.3.1. In Abschnitt 5.1 werden
Beispiele vorgestellt, um die Effizienz dieser Methode zu illustrieren. Wir werden sowohl
lineare als auch nichtlineare Operatoren untersuchen und Probleme mit fehlerhaften Daten
betrachten.

In Abschnitt 5.2 wird zunéchst das Cauchy—Problem aus Kapitel 2 untersucht. Das Ite-
rationsverfahren aus Kapitel 3 wird numerisch getestet, indem wir die gemischten Probleme
durch die Methode der finiten Elemente l6sen. Die Anwendung der Backus-Gilbert Strategie
wird analysiert, indem die adjungierte Gleichung von Abschnitt 4.3.2 unter Beriicksichtigung
der Korrekturformel aus Satz 4.3.1 gelost wird.

Die numerischen Codes wurden an einer Work-Station IBM RISC System/6000-250 (Re-
chengeschwindigkeit von 12.7 MFLOP’s) ausgefiihrt. Die linearen Systeme von Abschnitt
5.1 wurden mit Hilfe der Faktorisierungsroutinen des Programm-Paketes ESSL (Enginee-
ring and Scientific Subroutine Library Release 4) gelést.! Die numerischen Losungen fiir
die zweidimensionalen elliptischen gemischten Randwertaufgaben aus Abschnitt 5.2 wurden
durch die Methode der finiten Elemente mit Hilfe des Programm-Paketes PLTMG Version
6.1 und 7.1 errechnet.?

5.1 Das nichtlineare Momentenproblem

Sei A: L?(0,1) — L?(0,1) der nichtlineare Operator aus Abschnitt 4.3

(Az)(t) = /Ot 20t — s) z(s) ds + V/Otx(t— s) x(s) ds, te€]0,1], (5.1)

!Siehe dafiir [IBM].

2Fiir Details iiber das Programm-Paket siche [Ban]. Die Literatur iiber die Methode der finiten Elementen
ist umfangreich. Eine vollstindige Formulierung dieser Methode kann man z.B. in [ChZh], [Od] oder [StFi]
finden.

61
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mit z°(¢) = t. Das erste Beispiel betrifft ein lineares Problem (v = 0), bei dem wir versuchen,
C%(0,1)~ und L?(0,1)-Funktionen punktweise zu rekonstruieren. Hier benutzen wir die
Losungsstrategie, die in Abschnitt 4.3.1 diskutiert wurde.

Beispiel 5.1.1 Wir lGsen drei verschiedene Probleme fiir den Operator A und erzeugen die
rechte Seite des Systems Ax =y, so daff wir als Losung die Funktionen

C t2 L t<1)2 o t<1)2
x“(t)_{t—ﬁ L t>1/2 wb(t)_{2—2t 1> 1/2

bzw.

erhalten. Wir setzen t; = j/N,j = 0,..., N und definieren unsere B-Spline Basis wie in
Abschnitt 4.3. Unseres Ziel ist, die Losung jedes Systems sowohl an den Punkten t; als auch
an den Mittelpunkten (tj41+1;)/2,5 =0,...,N —1 zu rekonstruieren. Wir rekonstruieren
jede Losung in 2N + 1 gleichmdfig verteilten Punkten des Intervalls [0,1], wobei fiir die
Dimension N die Werte 6, 25 und 50 benutzt werden (siehe Bild 5.1).

Zuerst werden Daten ohne Fehler benutzt. Die Ergebnisse in Bild 5.1.a weisen darauf hin,
dafS der Fehler in der punktweise Rekonstruktion gegen null geht fiir alle Punkte, fiir N gegen
Unendlich. In Bild 5.1.a erkennt man weiter, daff die Diskontinuitit in den Ableitungen der
Funktionen x, und xy die punktweise Rekonstruktion nicht qualitativ beeinflussen.

N =25 N =25 N =25
0.8 K 1 = =
o : T
4 0. 8|
0.6 S 0.8
0.6
0 4 ’_,.f# 0.6
0.2 0_2/ \ o0 2
0 0 0
0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1 O 0.20.40.60.8 1
N =50 N =50 N =50
1
0.8 1
0.6 0.8 0.8
0. 6 0. 6
0.4
0. 4 0. 4
0.2 0.2 0. 2
o) F—_ I F—
0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1

Bild 5.1.a

Nun nutzen wir Daten y. mit einem zufilligen Fehler von 1%, d.h. fir y = [y;]' =
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[(Ax) ()] € RY gilt

yj — el < j=1,...,N.

1
100”7
In dieser Situation stellen wir fest, daf§ die punktweise Rekonstruktion stark mit der Di-

mension oszilliert, und die beste Ergebnisse erreicht man, wenn die Dimension N klein ist
(siehe Bild 5.1.b).

N =25 N=26 N=6

1.2 0 1 % 1 o ¢

1 N .

0.8 0.8

0.8 - N
0.6 A 0.8 0.6 . .
0.4 . . 0.4 0.4
0.2 . B 0.2 0.2

O"/ . % O‘/ \Q 0 o e o

0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1

Bild 5.1.b

Nun untersuchen wir, wie der Fehler in der punktweise Rekonstruktion der Funktionen

_ _ 2t , t<1/2
xo(t) = 2t und fEb(t)—{ 2% t>1)2
an der Stelle t = 1/2 sich verhdlt, wenn die Daten y = Az ohne Fehler gegeben sind. Der
Fehler |z(1n) — zn(12)| wird im Bild 5.2 in Abhdngigkeit der Dimension N abgebildet. Das
Ergebnis weist darauf hin, daff die Unstetigkeit in der Ableitung von xp einen quantitativen
Einfluf auf die Asymptotik des Fehlers hat.

Fehler bei z, Fehler bei z;
{
e 0.12 z
0. 025 z? '
002 \ 0.1
: v 0.08
0. 015 0. 06
0.01 0.04 . . —
0. 005 - 0. 02 R R U
0 vl 0 ML AR ML K
0 10 20 30 40 50N 0 10 20 30 40 S0 N
Bild 5.2

Im Bild 5.2 ist auch zu erkennen, daf fiir N gerade die Approximation etwas besser ist.
Dies lafit sich damit erkldren, daf$ fiir gerade Dimensionen es einen B-Spline gibt, der an
dem Punkt t = L zentriert ist, und deswegen wird das Funktional §(- — %) in Rg(A*) besser
approzrimiert.
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Im néchsten Beispiel werden wir die Anwendung der Methode auf den nichtlinearen
Operator A in (5.1) untersuchen, wobei die Konstante v > 0 klein gewéhlt wird.

Beispiel 5.1.2 Sei der Operator A wie in (5.1) definiert. Wir analysieren das System Ax =
y, dessen Losung das Polynom x(t) = t? ist. Die Daten y sind ezakt genommen.

Wie in Beispiel 5.1.1 , werden wir die Losung an den 2N +1 Punkte t; und (tj41+1t;)/2
rekonstruieren. Die punktweise Rekonstruktion fir verschiedene Werte von v und N = 25
wird 1m Bild 5.3 gezeigt.

v =0.01 vr=20.1 v=1
1 .’ 1 / 1
0.8 /, 0.8 0. 8
0.6 J/ : 0.6 .'" . 0.6 K
0.4 ,“‘/ 0.4 0.4
0.2 ,.f‘/ : 0.2 ra 4 0.2 T
o° w’ .
ow‘f ow/ 0
0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1

Bild 5.3

Diese Approximation kann natirlich weiter verbessert werden. Dafiir erzeugen wir ein
neues xg durch eine Interpolation der errechneten Werte und losen damit das neue System

(PndA(z0))" ¢ = 6(- = 3).

Wir betrachten nun nichtlineare Gleichungen, deren Ldsungen nicht glatt sind. Sei der
Operator A mit v = 0.01 betrachtet. Untersucht werden die Systeme mit Lésungen

_ 2t t<1/2 1o i<t
xb(t)_{2—2t , t>1/2 baw. xc(t)_{(] , sonst

Das Ergebnis der Rekonstruktion wird im Bild 5.4 dargestellt und zeigt, daf$ im nichtlinearen
Fall die Sensibilitdt beziiglich Unstetigkeiten in der Lésung grofier ist.

N =25 N =25
1 o~
- o ol ™
0.8 ! P R
0.8
0.6 . .
0.6
0.4 0.4
0-2/ . 0.2 . .
0 N
0 0.20.40.60.8 1 0 0.20.40.60.8 1

Bild 5.4
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5.2 Das Cauchy—Problem

Wir betrachten zuerst das Problem (CP a) auf einem Kreisring mit Radius 1/2 bzw. 1. In
den nichsten zwei Beispielen werden wir versuchen, das Iterationsverfahren anzuwenden, um
die Dirichlet— bzw. Neumanndaten eines Cauchy-Problems zu rekonstruieren. Wie beginnen
mit der Rekonstruktion der Dirichletdaten.?

Beispiel 5.2.1 Sei f eine Distribution in H'”(T')) und A : H”(T,) — H'2(T}) der in
Abschnitt 4.3.2 definierte Operator. Wir haben schon gesehen, dafl eine Losung des Problems
(CP a) mit Cauchydaten (f,0) dquivalent dazu ist, die lineare Gleichung

Ap = f
zu losen. Mit Hilfe der durch
U(t) := (cos[t — 7 /2], sin[t — 7 /2]), ¢t € [0,n]
definierten Parametrisierung von I', erzeugen wir die Funktionen
0a(W(t)) =2t/ —1/2|, t€0,]

und
op((t)) =sin(t), t € [0, 7]

Diese sollen die Lésungen unserer Cauchy—Probleme sein. Die rechten Seite f, bzw. fp
werden nun durch die Ldosung der entsprechenden direkten Probleme f = Ag berechnet.
Dafiir muf man nur eine gemischte Randwertaufgabe auf Q fiir jedes ¢ lésen, ndimlich

Aw =0, in Q
wy, =0, auf T,
w =@, auf I

wy, =0, auf T,
Dann gilt
f=Ap:=wp,.

Wir kénnen dann das Iterationsverfahrens auf die Probleme (CP a) mit Cauchydaten
(fa,0) bzw. (fp,0) anwenden. Die Iteration (IT) wird mit der Anfangsniherung po = 0
gestartet. Das Ergebnis ist im Bild 5.5 dargestellt.®

®Die Anwendung der Methode der finiten Elemente auf elliptische Cauchy-Probleme wird in [Han] be-
trachtet. Diese Methode wird dort benutzt, um eine variationelle Formulierung eines Cauchy-Problems zu
16sen.

*Das Gitter der Methode der finiten Elemente besteht aus 2048 (= 2'") gleichmiBig verteilten Dreiecken
und hat 33 Knoten auf I',. Der Knoten 1 entspricht dem Punkt (0, —1) und der Knoten 33 dem Punkt (0,1).
Bei dieser Feinheit des Gitters dauert es ca. 3.5 sec, um ein einzelnes gemischtes Problem zu 16sen, hundert
Iterationsschritte werden in etwa 11 min errechnet.
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k=10 k =50 k =100
1 1 1
0.8 \\ 0.8 \ 0.8 \
0.6 0.6 — 0.6 —
0.4 0.4 0.4
0.2 \ 0.2 \ 0.2 \
0 \/ Expkte Lgsung o \/ 0 \/
0 51015202530 0 51015202530 0 51015202530
k=10 k =50 k =100
1 ~ 1 —~ 1 —~
0.8 / \Exakte Losung 0.8 / \ 0.8 / \
0.6 0.6 — 0.6
0.4 / l 0.4 il \ 0. 4 ™ \
0.2 \ 0.2 \ 0.2
2/ N %r/ \ . 2/ \

0 51015202530 0 51015202530 0 51015202530

Bild 5.5

Die numerische Losung kann verbessert werden, wenn das Gitter verfeinert wird. Die
Iteration wurde auch auf einem feineren Gitter (mit 2'7 Elementen) getestet. Die Verbes-
serung in der Qualitdt der numerischen Losung war deutlich erkennbar, obwohl der Fehler
noch relativ groff war. Andererseits war das Programm 87 Mal langsamer als mit dem ersten
Gitter.> Eine méogliche Erklirung fiir diese langsame Verbesserung der numerischen Lisung
in Abhdngigkeit des Gitters ist, dafi die numerische Realisierung des Operators langsam
gegen den kontinuierlichen konvergiert. Wir kehren zu diesem Thema zuriick, wenn wir die
Iteration auf dem Quadrat numerisch testen. In der Rechteckgeometrie sind die Figenwer-
te des kontinuierlichen Operators bekannt und wir kénnen diese mit den FEigenwerten des
numerischen Operators vergleichen.

Das néchste Beispiel illustriert die Rekonstruktion der Neumanndaten des Problems

(CP a). Analog zum Beispiel 5.2.1 definieren wir den Operator A : Hy(T,)" — Hyg(T)
durch die Lésung der gemischten Randwertaufgabe

Aw =0, inQ ._ /
wy =, auf T, A((p) - w‘rl!

w=0, auf I}y \ |

w, =0, aufT;
Aw =0
w=20 — wy =

500 Schritte wurden in einer gesamten Laufzeit von 82 Stunden errechnet.
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Sei g eine Distribution in Héﬁ(f‘l)’. Die Spur ¢ := u,;, der Lésung des Cauchy—Problems

Au=0, inQ

u =0, auf Iy
uy =g, auf T
u, =0, auf T}

zu bestimmen, ist dquivalent dazu, die Gleichung Ay = ¢ zu l6sen.

Beispiel 5.2.2 Sei U die in Beispiel 5.2.1 definierte Parametrisierung von T',. Wir setzen
die Funktion

e(T(t)) = 1, te0,n]

und errechnen die rechte Seite g = Ap. Wir nutzen die Cauchydaten (0,g) € H7(T}) x
Hé/g(f‘l)’ fuir die Iteration, die mit g = 0 gestartet wird. Einige Elemente der erzeugten
Folge {@r} werden in Bild 5.6.a dargestellt.5

n k=10 k =50 k =10

] 1 S 1 I~

0.;/ - \ 0.5 \ 0.5 \

ol | / ; |
-0.5’ \ 0/ \ / \
1’( \ -0.51 \ '0-5' \
1% 51015202530 Ir 0 5 1015202530 Lr _10' 5 10156202530 Ir

Bild 5.6.a

Die Singularititen in den Punkten (0,—1) und (0,1) (Knoten 1 bzw. 33), die in den
Neumanndaten von Bild 5.6.a zu erkennen sind, sind wohl eine Konsequenz davon, daf§ es
singuldre Terme in der Darstellung’ der H'-Lésung von (CP a) gibt. Ein anderer Hinweis,
der diese Hypothese stiitzt, ist die Beobachtung, dafl solche Singularitdten auch in der nume-
rischen Losung von (CP a) vorkommen. In der Tat, die Losung von (CP a) ist gleichzeitig
Lésung des gemischten Problems

Au=0, inQ

u =0, auf Ty
uy, =1, auf I,
uy, =0, auf [

®Die numerische Implementation ist véllig analog zu der von Beispiel 5.2.1, und die Daten im Bild 5.6
werden so wie im Bild 5.5 dargestellt.
"Siehe Satz B.3.4.
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Das Bild 5.6.b zeigt die numerische Lisung dieses gemischten Problems und ihre Neumann-
spur auf T'y. Die Singularitdten in den Kontantpunkten sind deutlich zu erkennen.

291+
AT e+
AR
ASte+H
AR
J4ze4
A1 B=+1
4TG0
EART i
A4 G
ASTet Gl
OO

Neumann Spur

] \_~/\\

Bild 5.6.b

Im néchsten Beispiel wird die Korrekturformel von Satz 4.3.1 untersucht. Das fiir die
Losung der gemischten Probleme benutzte Finite-Elemente-Gitter ist dasselbe wie beim
vorherigen Beispielen (mit 2048 Dreieckselementen und 33 Knoten auf T',.).

Beispiel 5.2.3 Seien die Operatoren A und A* und das lineare Funktional rap(:) fiir a,b €
R wie in Abschnitt 4.3.2 definiert. Wir wollen die Korrekturformel

<Ap,p > = — <@, A > + 1ap(4) (5.2)

Vo € Vo und o € H-"2(T}) dberpriifen.® Wir fangen mit o € Hys(Ty) an (d.h. a =b=0).
In diesem Fall gilt o9 = 0, und kein Korrekturterm ist notig. In der ndchsten Tabelle
werden die Werte der inneren Produkte in 5.2 fiir einige ¢ und 1) gezeigt.”

8Fiir die Notation sieche Abschnitt 4.3.2.
Die Definition der Funktionen ¢ bzw. v in den nichsten Tabellen ist durch die Parametrisationen
U(t) .= (cos[t — /2], sin[t —7/2])  bzw.  ®(t) := (cos[t + /2], sin[t + /2]), t € [0, 7]
zu verstehen.
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(p(t), (1)) < Ap,p > | — < @, Alp > | relative Fehler'”
(Htt—m), L) | —0.09659 —0.10144 0.04781

(sin(t) , ()?) 0.22590 0.23736 0.04823
(m—2t—2|, 1) | 0.49903 0.52309 0.04599

Das Resultat ist akzeptabel, denn die gemischten Probleme wurden mit einem relativ groben

Gitter numerisch geldst.

Nun berechnen wir die inneren Produkte in (5.2) und den Korrekturterm rqy fir a,b,
die nicht verschwinden. Das Ergebnis folgt in der ndchsten Tabelle.

(p(t),9(t)) <Ap,p > | — < p, Alp > rap(¥) — < @, Afp > | rel. Fehler
(1+2t, cos(t)) 3.01941 1.92929 2.90155 0.03903
(t — %)2 , 2) 11.68992 7.99153 11.89763 0.01776
(cos2(t) +1, 2t —m) | —3.94720 | —2.45022 —3.78483 0.04113

Dies Resultat entspricht unserer Erwartung. Der relative Fehler ist von derselben Ordnung

wie beim Fall a = b= 0.

Im letzten Beispiel wird das Problem (CP b) betrachtet. Ein konsistentes Cauchy—
Problem wird untersucht und das Verhalten der numerischen Implementation des Itera-

tionsverfahrens fiir inkonsistente Cauchydaten (f,g) in H"2(T';) x Hyg(T;)" analysiert.

Beispiel 5.2.4 Sei Q= (0,1) x (0,1) C R2. Wir betrachten folgendes Cauchy—Problem auf

dem Gebiet Q:

Au=0, in Q
u = f, auf I}
(CP b) uy=g¢g, auf T; |
u(z,0) =0, z€(0,1)
u(z,1) =0, z€(0,1)

°Der relative Fehler wird durch
| < Ap, 1>+ < p, Ay > |

| < Ap, ¢ > |

definiert.
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wobei I'y = {(z,0) /z € (0,1)} und ', = {(z,1) /z € (0,1)} sind. Da das Gebiet Q kleiner
als das Gebiet von Problem (CP b) aus Abschnitt 3.1.2 ist, konvergieren die Figenwerte von
T langsamer gegen 1. In der Tat, die Eigenwerte von T, eingeschrankt auf span {sin(jrz)},
sind \j = (sinh(jm)/ cosh(jm))? in Gegensatz zu den Eigenwerten (sinh(2j7)/ cosh(2jm))?
aus Abschnitt 3.2.1.

Wir setzen f(y) =0, g(y) = sin(ny) und versuchen die Spur der Lisung

sinh(mz) sin(7ry)

u(z.y) = L

auf I'y zu rekonstruieren: © = u). . Wenn wir das Iterationsverfahren mit o = 0 starten,

folgt aus der Abschitzung (3.25), Tdaﬂ

_ ki—
lox —2ll < Al

ist. Da \{% = 0.0503 ist, liegt der Fehler nach 200 Schritten bei etwa 5%. Unsere nume-
rischen FEzperimente zeigen aber die Konvergenz der mumerischen Folge schon nach 100
Schritten."! Da wir in diesem Fall die Iteration T*pqy exakt kennen, konnen wir die exakte
Folge {¢r} mit der numerischen Iterationsfolge {py} vergleichen. Schon nach 50 Schritten
stellt man fest, daf die Differenz |\ — ¢k|| dieselbe Ordnung hat wie ||@g]|.

Dieses Problem ist auch in Beispiel 5.2.1 zu erkennen (obwohl da nicht so dramatisch
auftretend). Es kann kontrolliert werden, indem man durch die Verfeinerung des Gitters
eine bessere Dirkretisierung des Operators T konstruiert. Ein weiteres FExperiment auf einem
feineren Gitter zeigt," daf bei einer besseren Genauigkeit die numerische Konvergenz erst
nach 500 Schritten eintritt; nach 200 Schritten stellt man wieder fest, daff die Differenz
|0k — @k || dieselbe Ordnung hat wie ||pg||. Das Ergebnis dieser Iteration wird im Bild 5.7.a
dargestellt.

k=10 k = 100 k =500
10 N Bdakte Tosung 4 N 10 N
o /1 I\ s /N o /1 I\
6 6 6
\ — 1\ \
4 4 4
./ \ 2/ \ 2/ \
oL\ o N o/ \ ¢
0 50 100150200250 " 0 50 100150200250 " " 0 50 100150200250 ~ "

Bild 5.7.a

1Wie bei den Beispielen 5.2.1 und 5.2.2 wurde ein Gitter mit 33 Knoten auf I'; bzw. T', benutzt ( 212=4096
gleichmifBig verteilte Dreiecke). Die Rechnungen wurden aber mit doppelter Genauigkeit durchgefiihrt.

2Das Gitter hat 257 Knoten auf I', und 2'® Elemente. Fiir diese Iteration wird wieder die Version 7.1
des Programm-Paketes PLTMG benutzt, die mit doppelter Genauigkeit arbeitet. Jedes gemischte Problem
benétigt ca. bmin CPU-Zeit, um gel6st zu werden.
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Der relative Fehler in der L*(I';)-Norm der ¢ ’s in Bild 5.7.a betrigt 93.04%, 59.64%
baw. 45.98%.

Dieses Problem wurde von Falk und Monk analysiert. In [Mo] wurde das Problem (CP b)
in Q= (0,1) x (0,1) fiir die Cauchydaten f(y) = 0, g(y) = sin(nwy)/7 betrachtet. Benutzi
wurde eine Regularisierungsstrategie, die zur Minimierung eines quadratischen Funktionals
fiihrte. Die errechneten Approrimationen hatten einen relativen Fehler zwischen 6.7% und

12% in der L*(T,)-Norm.

Wir versuchen eine andere Technik anzuwenden, um den Operator T zu diskretisieren.
Das schaffen wir, indem wir die gemischten Randwertaufgabe durch die Methode der finiten
Differenz losen. Ein gleichmdfiges Gitter wird benutzt, um die lineare Systeme zu bauen. Die
dadurch erzeugten Matrizen werden mit Hilfe der Routinen des Programm-Packetes ESSL
invertiert, was uns erlaubt, den Operator T in Matriz—Form direkt zu reprisentieren.'3 Je-
der Iterationsschritt wird durch ein Produkt Matriz—Vektor berechnet. Die Ergebnisse sind
vielversprechender als diejenigen, die durch die Anwendung der Methode der finiten Ele-
mente errechnet werden, wie man im Bild 5.7.b feststellen kann.'* Dies liegt daran, daf
bei derselben Diskretisierungsdimension die Eigenwerte (insbesondere der erste) der Finite—
Differenz—Diskretisierung von T ndher an den Eigenwerte des kontinuierlichen T liegen als
die Eigenwerte der finiten Elementen—Diskretisierung von T'.

k=10 k =100 k = 500
/-\\E akte [Lpsung /-\\ /\\

10 10 10

g /1 N\ g/ N\ g |/

6 6 6

/ \ / \ / \

4 4 4

o/ \ 2/ \ ./ \

0 L/F\\X T, 0 / \ T, 0 / T,

0O 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Bild 5.7.b

Der relative Fehler in der L?(T,)~Norm von den @y ’s in Bild 5.7.b betrigt 92.8%, 48.5%
bzw. 7.9%. In der folgenden Tabelle zeigen wir den relativen Fehler, den Zeitaufwand und
den Speicherverbrauch fiir die Implementation des Iterationsverfahrens durch die Methode
der finiten Differenz auf verschiedenen Gittern.

3Dies ist offensichtlich der aufwendigste Teil der numerischen Rechnung.
14Das Gitter der Methode der finiten Differenz im Bild 5.7.b hat 52 Knoten auf I',.. Der Knoten 1 entspricht
dem Punkt (1,0) und der Knoten 42 dem Punkt (1,1).
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Anzahl von relativer Fehler in der CPU Zeit!® bendétigter
Knoten auf I', | L?-Norm nach 1000 Schritten Speicherplatz
16 20.4% 0.62s 2 MBytes
32 10.1% 24.39s 18 MBytes
52 6.2% 6m 02.31s | 122 MBytes
64 5.0% 20m 34.23s | 270 MBytes

Bemerkung 5.2.5 Wenn wir die numerischen Ergebnisse von Problem (CP a) und (CP b)
vergleichen, schlieflen wir, daff die Asymptotik der Figenwerte beider Operatoren qualitativ
sehr verschieden ist und sehr stark von dem Gebiet abhdngt.

Wir haben in Beispiel 5.2./ versucht, die einfachst mdégliche Rekonstruktion numerisch
zu realisieren und sogar fir diese Cauchydaten waren die FErgebnisse numerisch sehr auf-
wendig. Fir das Problem (CP a) haben aber umfangreiche Tests gezeigt, daf$ das Iterati-
onsverfahren in der Lage ist, gute Resultate schon bei kleiner Diskretisierungsdimension zu
liefern.

Bemerkung 5.2.6 Fine Eigenschaft der Methode der finiten FElemente ist, daff in der
endlichdimensionalen Formulierung des gemischten Problems der kontinuierliche Opera-
tor Lt bazw. Ly in einer Art diskretisiert wird, die uns erlaubt, HLlnFEH < ||LL]] baw.
||Larr|| < ||Ldl| zu schliefen,'® wobei Lln’FE bzw. Lqpg die Diskretisierung durch die Me-
thode der finiten Elemente des Operators L', bzw. Lg ist.'”

Wenn wir den diskreten Operator Ty = Yn© LyFg © Ya © Lil’FE definieren, folgt nun,
dafl die Norm des Operators T, héchstens so grof ist wie die von T;. In allen Beispielen,
in denen wir die Norm von T} errechnen kinnen, stellen wir aber fest, daff T; eine echte
Kontraktion erzeugt.

Dies kénnen wir in der Rechteckgeometrie deutlich tberprifen. Wenn wir die Steifig-
keits—Matrizen von beiden gemischiten Problemen invertieren und sie mit den passenden
Spuroperatoren komponieren, konnen wir den Operator T, in Matrizform schreiben und die
Eigenwerte mit denen von T) vergleichen. Die Abweichung zwischen den Eigenwerten von
T, und denen von T; (siehe Beispiel 5.2.4) ist, soweit wir gerechnet haben, sehr grof, da
die Eigenwerte von T} viel kleiner als 1 sind. Dies erklirt die von uns beobachtete schnelle
numerische Konvergenz.

Eine Konsequenz dieser durch 7, erzeugten Kontraktion ist, dafl sogar fiir inkon-
sistente Cauchydaten das diskrete Iterationsverfahren konvergiert. Dies haben wir

pseudo—Konvergenz genannt.

5Die CPU-Zeit bezieht sich zu einem IBM RISC System/6000-590 mit 230 MFLOP’s Rechengeschwin-
digkeit.

6Siehe [Au2].

Fiir die Notation siehe die Definition der Iteration (IT) in (3.1).

1"Was die Diskretisierung durch die Methode der finiten Differenz betrifft, ist uns kein Argument bekannt,
das diese Aussage garantiert.
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Man kann in der diskreten Iteration zwischen der pseudo—Konvergenz und der echten
Konvergenz der numerischen Iterationsfolge {pr} unterscheiden. Wenn die Cauchydaten
konsistent sind, dann konvergieren die H'~Folgen Ly, (¢y) und Lg(va(Ln(0x))) gegen dieselbe
Grenzfunktion, ndmlich die H'-Losung des Cauchy—Problems. Wenn aber die Cauchydaten
inkonsistent sind, dann konvergiert die Differenz Ly, (o) — La(va(Ln(@r))) nicht gegen Null
in H'(Q).

Bemerkung 5.2.7 Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Abschnitt 5.1, sind wir fir das
Cauchy—Problem mnicht in der Lage, eine punktweise Rekonstruktion durchzufihren. Dies
liegt daran, dap die Cauchydaten (0,0,) € H"”(T}) x Hy2(Ty)" inkonsistent sind, wobei 0y,
irgendeine glatte Approximation fir die Dirac—Distribution & ist. Dies haben wir festgestellt,
indem wir versuchten, Cauchy—Probleme mit verschiedenen Daten 6y iterativ zu losen. Be-
obachtet wurde nur die pseudo—Konvergenz aus Bemerkung 5.2.6.



Anhang A

Funktionen—Raume

In diesem Anhang werden die Definitionen der Sobolev-Riume eingefiihrt, die in dieser
Arbeit benutzt werden. Hauptsichlich werden die Rdume H*(2) , H§(Q) und H*(0RQ) fiir
s € IR, gebraucht, wobei  C IR" (insbesondere IR?) ein regulires', offenes, beschriinktes
und zusammenhingendes Gebiet ist. Fiir die variationelle Formulierung von gemischten
elliptischen Randwertaufgaben werden die Sobolev-Réume H{(2 UT') und H*(I") benutzt,
wobei I' C 9 ein beziiglich 99 offenes Randstiick ist.

Die Literatur iiber Sobolev—Riume ist umfangreich. Die fiir diese Arbeit am hiufigsten
konsultierten Biicher waren [Ad], [Aul], [DaLi|, [Fo], [GiTr], [Gril], [Gri2], [LiMa)], [Tre] und
[Tro]. (Man mufl mit der Notation vorsichtig sein. Ein Beispiel dafiir ist der Raum H~"2,
der fiir einige Autoren der Dualraum von Hy” und fiir andere der Dualraum von Hf ist.)

A.1 Die Riume C*(Q)

Wir beginnen die Untersuchung der Sobolev—Riume mit der Definition der Rdume von
glatten Funktionen. Sei © C IR" offen. Man setzt C*(Q2), k& € IN, den linearen Raum von
Funktionen, die zusammen mit ihren Ableitungen der Ordnung < k stetig in {2 sind. Dann
kénnen wir den Raum

c>(Q) = () c¥Q)
keIN

definieren. Fiir k& € IN sei C*(Q) der Raum der Funktionen aus C*(Q), die zusammen mit
ihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig fortsetzbar auf € sind.? Analog wie vorher
definieren wir

'Damit meinen wir, dafl Q glatt ist und lokal auf einer Seite von 9 liegt.
2Fiir beschrinktes Q ist dies ein Banach-Raum mit der Norm HuHck(ﬁ) = Z | D% t|o0;02-
a<k

74
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Cc>@) = () C*@).
keN

Fiir eine stetige Funktion u in ) definiert man den Triger von u (oder supp u) als den
AbschluB von {z € Q / u(z) # 0}. Der lineare Raum CF(Q2), k € IN U {oo}, ist definiert
durch

CEQ) = {ue C*(Q) / supp u ist eine kompakte Teilmenge von Q}.

Sei T' C 09 ein beziiglich 9Q offenes Randstiick. Der lineare Raum C§(Q UT), k €
IN U {oo}, ist definiert durch

CEQUT) = {ue C* Q) / supp u ist eine kompakte Teilmenge von Q UT}.

Die Funktionen aus C§(© UT) verschwinden identisch auf dQ\I'. Offensichtlich gilt die
Einbettung

Cy(Q) C CFQuUT) C CHQ),

Definition A.1.1 (Distribution) Die Konvergenz einer Folge {u;} in C§°(Q2) kann fol-
gendermafen definiert werden: Man sagt, die Folge {u;} konvergiert im Sinne von D()
gegen 0, wenn eine kompakte Menge K C Q existiert, so daf fiir alle j supp uj C K
ist und D%uj; — 0 gleichmdfig in K fiir alle Multiindizes o konvergiert. Eine Distribution
T € D'(Q) ist ein lineares Funktional auf C§°(Y) mit (T,u;) — 0 fir alle u; — 0 in D(Q).

Definition A.1.2 (Distributionelle Ableitung) Wenn T : u — (T, u) eine Distribution
ist, so ist auch S : u > —(T,ug,) eine Distribution. Man definiert S als die (distributionelle)
Ableitung von T oder die Ableitung im Sinne von D'(Q) und schreibt OT /0x; = S. Fiir einen
allgemeinen Multiindex o schreibt man

DT : u — (=1)°1(T, D), VYue D)3

A.2 Die Sobolev—Raume H*(Q)

Sei nun zusétzlich Q ein reguléres, offenes, beschrinktes und zusammenhingendes Gebiet.
Das Randstiick I' C 99 sei wie vorher definiert. Hier wird die Strategie von Agmon [Ag]
und Miranda [Mi] benutzt, die lautet, die Sobolev-Raume mit nicht negativen Indizes als

% Aus der Definition folgt Ty, w; =Tuja;
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Abschlufl der Rdume von glatten Funktionen zu definieren. Danach werden die Rdume mit
negativen Indizes durch Dualitit definiert.

Wir geben zuerst die Definition von Sobolev—RAumen mit ganzzahligen Indizes. Fiir
k € IN setzt man

HF(Q) = CT(_S—Z)H'H]C;Q’ Hg(Q) _ MH-HMZ
und o
HEQUT) = cE@uT) o,

wobel

ullf,0 = Zk 1D%ul[72 (0
al<

ist. Das Funktional || - |[x.o definiert auf dem Raum H¥(Q) bzw. HE() eine Norm, und
damit sind diese Banachrdume.

In Kapitel 2 bendtigen wir in Satz 2.4.4 die Definition von lokalen Regularitit einer
Distribution. Deswegen setzen wir fiir £ € IN die Rdume

HE(Q) = {ueD(Q) ] up e HH Q) Yy € DQ)}.

Fiir einen positiven reellen Index s kann man dasselbe Abschluflargument nutzen, um
die Rdume H?® zu definieren. Man braucht dafiir nur eine geeignete Definition fiir die Norm

|-l

Sei s =k +o0 € R mit k € N und o € (0,1). Man definiert ein Funktional || - [|s.o auf
C>®(Q) durch

|Da — D%u(y)|?
= ||u + // dzx dy.
I HkQ E: oxr y|n+2a Y

la|=k

Der Sobolev—Raum H*(Q) bzw. H§(Q) bzw. H{(Q UT) wird als der Abschlufl von ()
bzw. C§°(Q2) bzw. C3°(Q UT) beziiglich || - ||5;0 definiert.

Bemerkung A.2.1 FEs folgt aus der Definition, daf fiir beliebiges s > 0 die Einbettung

CP(Q) — HY(Q) C HY(QUT) C H()
gilt.! Fiir 0 < s < i gilt sogar C§°(Q) — H*(Q).5 Daraus folgt die dimensionsunabhingige

Identitat:

4 heiBt dicht eingebettet.
®Siehe z.B. [LiMa] S. 9.
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H{(Q) = H{(QUT) = H(Q), 0<s<

N[

Bemerkung A.2.2 Hiufig wird der Sobolev-Raum H*(Q), k € N, als der Teilraum von
L?(Q) mit der Eigenschaft

H*(Q) = {ueL?Q)/ D% € L*(Q), |o| < k}°
definiert. Die Hilbertraum-Struktur von H*(Q) wird durch das innere Produkt

< UV S = Z / D% D% dx
jaf<k 7€

beschrieben. Offensichtlich gelten fiir 0 < k <1 € IN die Finbettungen
HY(Q) = H*Q) - H°(Q) = L*(Q)

Bemerkung A.2.3 Eine andere iibliche Definition des Sobolev—-Raums H*(Q), s € R™,
falls Q regulér ist, wird mit Hilfe der Fouriertransformation in L?(Q) durchgefiihrt. Man
definiert zuerst den Hilbert—Raum

H*(R") = {ueL’(R") / (1+[¢*)** a e I*(R")}®
mit dem inneren Produkt < u,v >srr = [gn (1 + |€|?)* 40 d¢. Der Raum H*(Q) wird dann
durch

H*(Q) = {u€e L*(Q) / 3U € H*(R") mit u = U}
definiert. Die H§(Q2)—Funktionen sind diejenigen in H*(Q2), deren Fortsetzung durch Null 4
auf R™ in H*(R™) liegen.

Fiir die Untersuchung von gemischten elliptischen Randwertaufgabe ben6tigt man noch
zwei spezielle Riume. Der erste ist der Raum H'(Q; A) der durch

H' (% A) = {ue H(Q) / Aue L2(Q)}

definiert wird. Er spielt eine grofie Rolle in der Analyse solcher Aufgaben, da ihre Lsungen
genau diese Regularitiit besitzen.” Der zweite ist der Raum Hg,(Q2), s € R*. Firs=k+o
mit £ € IN und o € [0,1) setzt man

®Die Ableitungen sind in distributionellem Sinn zu verstehen.

"Die Einbettungen sind sogar kompakt (Satz von Rellich).

8Mit 4 wird die Fouriertransformierte der Funktion u € L?*(IR™) bezeichnet.
Fiir Details siehe Anhang B.3.
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12
Jullsonn = {|u|§;g + 3 [ ptutn) P, 00) dm} ,

la|=k

wobei d(z, 0f2) die Euklidische Entfernung zwischen z € R" und 99 ist. Der Raum H§,(€2)
wird nun als der Abschlufl von C§°(2) beziiglich der Norm || - ||5;00,0 definiert.

Bemerkung A.2.4 Fir s # k+i kann man die Aquivalenz der Normen || - l|s:0 und
| - ||s:00;00 zeigen und es gilt Hgo(Q) = Hg(S2).

Der interessanteste Fall fir diese Arbeit ist der Fall s = +. Man kann den Raum HS/OZ(Q)
als

HB(Q) = {ue HEQ) [ ud™?(,09) € LX(Q)}

definieren. Aus der Definition folgt, daf Hé/(f(Q) dicht in HS/2(Q) eingebettet und mit einer
strikt feineren Topologie versehen ist.

Es fehlten noch die Riume H~*, s € R™'. Dafiir braucht man den Raum D(£2) und
seinen Dualraum D'(€2).!° Der Raum H *(Q) wird definiert als

H>(Q) = {ueD'(Q)/ <u, >p2q) € Hj(Q)'}.

Anders ausgedriickt, H () ist der Dualraum von H{(Q2) beziiglich des Pivot—-Raumes
L%(9). Damit hat man fiir alle s € R* das Hilbert—Triple

H{(Q) — L*Q) — H(Q).

Bemerkung A.2.5 Es gibt eine andere niitzliche Definition von H*(Q), k € IN. Man
setzt

H Q) == {u= Z D%uq ; uq € LA(Q)}.
la|<k

Diese Darstellung von u € H™¥(Q) ist aber nicht eindeutig, wie man in [Gril] oder [LiMa]
nachlesen kann.

19Sieche Anhang A.1.
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A.3 Die Sobolev-Raume H*(0%)

Um die Sobolev—Réume H*(9Q) zu definieren, braucht man ein technisches Hilfsmittel, das
es erlaubt, immer mit den Raumen H*(IR" ') zu arbeiten. Das Gebiet © und sein Rand 99
sind wie in Anhang A.2 definiert. Die notwendigen Hilfsmittel sind

Definition A.3.1 (O;; qﬁi)g\;l heifst eine Familie von local maps genau dann, wenn

e O, CIR" offen ist, mit 02 C Ui]\il O; ;

e jedes ¢; ein C*®-Diffeomorphismus ist mit:

bi: Oi = Q= {(y,yn) €ER" / | <1, =1 <yp <1}
bi(0iNQ) =QT :={(¥,yn) € Q / yn > 0};
(0NN = {(y',0) € Q}.

Definition A.3.2 Eine Familie von Funktionen (c;)N., heifit eine Partition der Eins be-
ziiglich (O, ;) genau dann, wenn

e a;(z) >0, YV € 09

o supp a; C O; NOQY;

o YN ai(x) =1, V& € 99.

Die Sobolev-Riume auf 9 werden folgendermafen definiert. Sei (O;, ¢;)Y , eine Fa-

milie von local maps und (a;)Y; eine entsprechende Partition der Eins fiir 9Q. Fiir eine
Distribution f auf 92 setze

. =11 '
0 F) () = { (s (67 (0,0) L1yl <1

0 , sonst

auf R"~!. Der Raum H*(99), s € R, wird nun durch

H(OQ) == {f /6, f € H(R"), i=1,...,N}

definiert.

Fiir Q € IR? und ein offenes (zusammenhiingendes) Randstiick I' C 99 kann man die
Réiume H*(T) und H*((0,1)) identifizieren. Fiir den Raum Hyg (T) gibt es eine alternative
Definition. Das ist nimlich
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Hg(T) == {u=Up /U € Hy(QUT)},

mit der Quotientennorm

lulle = inf U]
UeHgQuro)
Ur=u

1;0Q-

Die Riume H 3 (T) von A.2 und HgZ(T) sind algebraisch identisch und die Normen
|| [lya500;0 und || - ||, sind dquivalent.

Aus dieser Definition folgt, daB die H,?(T')-Funktionen genau diejenigen aus H,”(T)
sind, deren Fortsetzungen durch Null auf 0Q zu H72(99) gehéren.



Anhang B

Gemischte Randwertaufgaben

In diesem Anhang werden die notwendige Untersuchungen iiber gemischte elliptische Rand-
wertaufgaben durchgefithrt. Hauptséchlich wird die Theorie von schwachen Lésungen von
gemischten Problemen untersucht. Die fiir die Analyse benétigte Sobolev-Raumtheorie wird
in Anhang A diskutiert.

Die Korrektgestelltheit solcher Randwertaufgaben im Sinne von Hadamard! wird nach-
gepriift und die dazugehorigen Hilfssétze werden diskutiert, damit wir die fiir die Analyse
des ITterationsverfahrens benétigte Theorie vollstindig im Griff haben.

B.1 Spursatze

Zunichst definieren wir das Gebiet, auf dem unsere Randwertaufgaben betrachtet werden.
Sei Q € IR? ein offenes regulires® glattes beschrinktes Gebiet. Der Rand von € sei zerlegbar
in 99 = U;V:lF_j, wobei die Randstiicke T'; offen zusammenhéngend sind und I'; N T; = 0

fir 1 <i# j < N. Ferner sei y; der Dirichlet-Spuroperator von C*(2) nach C*°(T';) und
vj das Vektorfeld normal zu I';.

Der erste Satz beschreibt das Verhéltnis zwischen einer Funktion in H™(2) und ihrer
Spur auf J9Q. Dies ist ein Standard—Ergebnis, das in [Ad], [LiMa], [Aul], [DaLi], [Gril,2]
und anderen zahlreichen Biicher iiber Sobolev-Réume gefunden werden kann.

Satz B.1.1 (Spursatz) Sei m € IN. Die auf C*°(N2) definierte Abbildung

Ju oy
u > Y, Yo, 0 Tgpm—1

hat eine einzige stetige (surjektive) Fortsetzung als ein Operator von

'Siehe dafiir Abschnitt 1.1.
?Damit meinen wir, dafl Q lokal auf einer Seite von 9 liegt.

81
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m—1
H™Q) nach [[ H™ " 2(69).
=0

Weiter besitzt diese Fortsetzung eine stetige Rechisinverse.
Wir miissen noch wissen, was fiir eine Regularitiit die Neumannspur der H'(Q)-Lésung
einer elliptischen Randwertaufgabe besitzt. Dafiir reicht der Satz B.1.1 leider nicht. Da die

Losungen den von uns untersuchten Randwertaufgaben harmonisch sind, ist es hinreichend,
einen Spursatz fiir Funktionen in H'(Q; A) zu untersuchen.® In dieser Richtung hilft uns

Satz B.1.2 (Neumannspur von H!(Q;A)) Die auf C®(Q) definierte Abbildung

ou
'y:u — 75

besitzt eine einzige stetige Fortsetzung

T,:  HY(QA) — H "(69).

Dieser Satz ist ein Standard-Ergebnis der Theorie von elliptischen Randwertaufgaben
und kann in [DaLi] und [Gril,2] gefunden werden. In der Analyse von gemischten Problemen
miissen wir auch iiber die Regularitit der Spur von auf {2 definierten Funktionen auf dem
Randstiick I'; Bescheid wissen. Dabei hilft uns

Satz B.1.3 (Spursatz bzgl. eines Randstiicks) Seim € IN. Die fir jedes j =1,...,m

auf C*°(Q) definierte Abbildung

- ou oLy
73 9 73 87/]" 9 7] 8’/;71_1
besitzt eine einzige stetige (surjektive) Fortsetzung als ein Operator von

m—1
H™Q) nach [] H™ " 3(T)).
=0

#Nach Definition ist H'(Q;A) = {v € H'(Q) / Av € L*(Q)}.
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Dieser Satz unterscheidet sich nicht wesentlich von B.1.1 und kann in [Gril,2] gefunden
werden. Eigentlich gilt er sogar, wenn Q ein krummliniges Polygon mit C*! Rand, k > m—1
ist. Das néchste Korollar entspricht dem Spezialfall m = 1 und [ = 0 von Satz B.1.3 und
ist genau das, was man braucht, um H'(Q)-Lésungen von gemischten Randwertaufgaben
zu untersuchen.

Korollar B.1.4 (Dirichletspur bzgl. eines Randstiicks) Der Dirichlet-Spuroperator
von C*®(Q) nach C*(T';) hat eine einzige stetige (surjektive) Fortzetzung als ein Operator
von

HY(Q) nach H”(T;),
firg=1,...,N.

Bemerkung B.1.5 Der Spuroperator in Satz B.1.3 und insbesondere in Korollar B.1.4
besitzt eine stetige Rechtsinverse. Das folgt aus der Existenz eines Prolongationsoperators
w € L(H*(Ty),H?*(09)), s > 0, der die stetige Rechtsinverse des Restriktionsoperators
p € L(H*(0Q), H*(T;)) ist. Fir Details siche [Aul] S.187-19j.

Was noch fehlt, ist eine Aussage iiber die Regularitit der Neumannspur von H'-Funk-
tionen auf dem Randstiick T';. Wie in Satz B.1.2 reicht es, die Funktionen in H'(;A) zu
untersuchen. Der nichste Satz arbeitet genau in diesem Kontext. Da er von besonderen
Interesse ist, wird hier eine Beweisskizze durchgefiihrt.

Satz B.1.6 (Neumannspur bzgl. eines Randstiicks) Der von C>(Q2) nach C*(T;)
definierte Neumann—Spuroperator besitzt eine einzige stetige Fortzetzung als ein Operator
von,

HY (Q;A) nach H(T;),
firg=1,...,N.

Beweis:

SeiveV:i={veH(Q)/~vv=0,i%# j} Aus der Definition von HyZ folgt TUNS
H2(T;). Fiir u € C°(9Q) liefert uns die Greensche Formel B.2.3

/ul,jvdf = /Auvdw-l—/Vquda:.
r; Q Q

J

Daraus folgt

[y 00l < el o lvl oy

J
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Das heifit, die Neumannspur von u auf I'; ist durch

ou _
|‘7]8—I/JHH;{)Z(FJ)/ <c HuHHl(Q;A)a u € COO(Q)a

abschitzbar. Die Behauptung folgt nun aus der Dichtheit der Einbettung von C*(2) nach
HY(Q;A). [ |

B.2 Die Greensche Formel

In der Analyse des Iterationsverfahrens in Abschnitt 3.2 sowie in der Untersuchung von ge-
mischten Randwertaufgaben wird eine spezielle Fassung der Greenschen Formel gebraucht.
Sie soll an die in dieser Arbeit benutzten Sobolev—-Riume angepafit werden.

Sei die Menge €2, der Dirichlet-Spuroperator v; und das normale Vektorfeld v; wie in
Anhang B.1 definiert. Der nichste Satz wird in der Literatur iiblicherweise (erste) Green-
sche Formel genannt. Er gilt auch, falls 9Q nur Lipschitz—stetig vorausgesetzt wird. Ein
Beweis dafiir kann in [Aul], [DaLi], [Gril], [LiMa], [Krs] oder [Tro] gefunden werden.

Satz B.2.1 Seien die Funktionen u,v in C>°(Q). Dann gilt

/Auv dr = / uyv dl' — /VUVU dz. (B.1)
Q o9 )

Die Gleichung (B.1) gilt auch fiir Funktionen (u,v) € H?(2) x H'(Q) und ebenfalls fiir
(u,v) € H' (Q;A) x HY(Q).4

In einem gemischten Problem werden die Randdaten auf I'; statt auf J€) vorgeschrieben.
Deswegen suchen wir nach hinreichenden Bedingungen, die uns erlauben, das Randintegral
Jaq wpv in (B.1) mit der Summe 3, frj u,;v zu vertauschen. Den ersten Hinweise dafiir

liefert uns

Satz B.2.2 Seien die Funktionen u in H?(Q) und v in H' (). Dann gilt

N
/Auv dr = Z / uyv dl' — /VUVU dz. (B.2)
Q =1 Q

Dieser Satz ist eigentlich eine Konsequenz des Spursatzes B.1.3, denn dieser garantiert
die Beschréinktheit der inneren Produkte in (B.2) in Sinne von L*(T';). Satz B.2.2 bleibt

‘Die letzte Behauptung folgt aus der Dichtheit der Einbettung von C°°(Q) nach H!(Q; A) zusammen
mit dem Spursatz B.1.2.
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giiltig, falls OQ ein krummliniges C'' Polygon ist. Den vollstindigen Beweis kann man in
[Gril,2] finden.

Der Satz B.2.2 16st leider nicht alle unsere Probleme. Die Lisungen der gemischten
Randwertaufgaben in Abschnitt 3.1 sind nicht in H?(f2), sondern nur in H'!(Q; A). Deswegen
miissen wir einen Satz wie B.2.2 fiir solche Funktionen ableiten. Da wenig Regularitit von «
verlangt wird, werden weitere Regularitdtsannahmen fiir v n6tig sein, um das auszugleichen.
In der Tat, der Spursatz B.1.6 garantiert die Dualitdt zwischen 7; u,, und 7;v in (B.2),
falls w € H'(Q;A) und v € H'(Q) mit v;o € H2(T;), j = 1,..., N sind. Das kann
zusammengefafit werden in

Satz B.2.3 Seiu € HY(Q;A) undv € {v € H'(Q) / vjv € HE(T;), j=1,...,N}. Dann
gilt

N
/Auv dr = Z / uy, v dll — /Vquda:.
Q oI Q

Die nichsten zwei Sitze beschreiben einige Eigenschaften der Spur von H'-Funktionen,
die in der Formulierung des Iterationsverfahrens in Abschnitt 3.1 nétig sind.

Satz B.2.4 Sei N = 2, d.h. 90 = T, UTy und u € H (). Wenn v, u in Hy(Ty) liegt,
dann liegt vy u in HyZ(Ts).

Beweis:

Sei u € H'(Q) mit v, u € Hg(T1). Es existiert nach Definition von Hys(T';) ein v €
H}(QUTy) mit 4 (u—v) = 0. ® Die H'-Funktion w := u — v geniigt offensichtlich

yyw = 0 und Yow = Y3 U.

Dann ist w € H} (QUTy) und vow € Hy2(Ts). [
Satz B.2.5 Sei N = 2, d.h. 0Q = Ty UTy und u eine harmonische Funktion in H'(R).
Wenn ’ylg—;‘l in H="2(Ty) liegt, dann liegt *ygg—u’g in H='2(Ty). 6

Beweis:

Sei v harmonisch in H!(Q) mit *ylg—;”l € H (). Fiir p € H”(T3) setzen wir v, :=
Yo L o. 7 Damit definieren wir das lineare Funktional

®Nach Definition ist Hy (QUT1) := {v € H'(Q) / 72 v = 0}.

SMan sollte bemerken, da8 H~"2(T';) = H"2(T',) ist, denn es gilt H3/2(F2) = H'"(I,).

"Der Operator v, ! ist der stetige Lift von Hl/Q(lB) nach H'(Q) so, da§ y20+; ' die Identitét auf Hl/Q(IB)
ist. Die Existenz von v, ' wird in Bemerkung B.1.5 diskutiert.
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F(p) = /QVUV% dz — /F Uy, Uy dl’
1

auf H"2(I'y). Die Beschrinktheit von F folgt aus der Ungleichung

_ U _
P < Al It ellme + g lane) 1179 el
ou
< ¢ HUHHl(Q) + |\718—U1\|H71/2(p1) |\90\|H1/2(p2)-

Sei nun ¢ € Hy2(T'y) € H"(T3). Die Siitze B.2.4 und B.2.3 implizieren

F(p) = /F Uy, @ dl.
2

Die Behauptung des Satzes folgt aus der Dichtheit der Einbettung Hy2(T'9) < H”(Ty). m

B.3 Gemischte Probleme

Bevor wir die gemischten Probleme betrachten, bendtigen wir das

Lemma B.3.1 Sei Q@ C R" ein glattes beschrinktes Gebiet, u € D(Q) und v € D(R).
Dann gilt

(—Au,v) = (Vu,Vv).b (B.3)

Die Gleichung (B.3) gilt auch fiir Funktionen (u,v) € H'(Q) x H}(Q).°

Was wir noch fiir die Untersuchung der gemischten Problemen brauchen, ist eine Poin-
carésche Ungleichung auf H} (QQUT), wobei das Gebiet 2 C IR? und die Randstiicke T'; wie
in Anhang B.1 definiert sind. Zur Verfiigung haben wir in dieser Situation den

Satz B.3.2 Fir Q und T'; wie in Anhang B.1 und u € H}(QUT;) gilt

lullrz@) < c[Vullr2(q),

wobei die Konstante ¢ nur von Q abhdingt.'°

8Mit (-, -) wird hier die Dualitit zwischen D(Q) = C§° () und D(Q)' angedeutet.
Die letzte Behauptung folgt, wie in Satz B.2.1, aus einem Dichtheitsargument.
"9Der Beweis ist relativ technisch und ist in [Tr] S. 69 zu finden.
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Wir betrachten das folgende gemischte Problem auf Q. Fiir f € H"(I}) und g €
H2(T,)" finde eine H' Lésung von

Au=0 , inQ

u=f , auf I
(GP) u, =g , auf I,
u, =0 , auf I';

Die Existenz, die Eindeutigkeit und die stetige Abhéngigkeit von den Randdaten fiir das
(GP) folgen grundsitzlich aus dem

Satz B.3.3 Fir jedes Paar (f,g) € H”(T}) x Hy3(T,)" besitzt (GP) eine einzige Lisung
u € HY(Q). Weiter gilt

lallmiey < (17 lngey + 19llp,y ) (B.4)

Beweis:

Aus dem Korollar B.1.4 folgt die Existenz einer Funktion f € H!(Q) mit f\rl = f.
Betrachten wir das Variationsproblem

/VwVv dx = / gv dl' — /Vva dx, Yv €V, (B.5)
Q Ty Q

wobei V = H}(QUT; UT,) ist. !

Die Bilinearform < V-, V- > ist koerziv auf (V, || - |[51(q)) wegen Satz B.3.2. Der Satz
von Lax-Milgram garantiert dann die Existenz und Eindeutigkeit in V der Losung dieses
Variationsproblems, falls die rechte Seite von (B.5) in V' ist. Nennt man [(v) die rechte Seite
von (B.5), dann folgt die Beschrianktheit des linearen Funktionals [ aus der Ungleichung

O] < 19l gm0, lpa,, + VT l@lIVellem < dbllmey. (B9

In der letzten Ungleichung wurde stillschweigend benutzt, da} der Dirichlet-Spuroperator
eine stetige Abbildung von V nach Hy3(T,) ist.!2

Aus Lemma B.3.1 und Gleichung (B.5) fiir v € H(Q) C V folgt

/QA(w-I-f)v dr = /QV(w-l-f)Vv dz = 0.

"Der Raum V ist wie auch Hg () ein abgeschlossener Teilraum von H!(Q).
"2Fiir Details siehe [DalLi] S. 397
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Dann ist u = w4+ f € H'(92) harmonisch und offensichtlich geniigt ur, = f. Aus Satz B.2.3
und Gleichung (B.5) fiir v € H}(QUT,) C V folgt

/ uy, v dl’ :/ guv dl.

Daraus folgt, da 4, = g in Sinne von Hég(Fr)’ ist, denn der Dirichlet—Spuroperator ist
eine stetige surjektive Abbildung von H}(Q UT,) nach Hyg(T,). '3

Aus einem dhnlichen Argument folgt u, = 0 auf I';. Dann ist u eine Losung von (GP).
Die Eindeutigkeit von u folgt aus der Eindeutigkeit der Losung w des Variationsproblems
(B.5).

Die Ungleichung (B.4) ist ndmlich eine Konsequenz des Lax—Milgram Satzes. In der Tat
liefert dieser Satz die Abschitzung

ull @) < o U g-1(0),

wobei a die Koerzivitdtskonstante der bilinearen Form in (B.5) ist. Aus der Abschitzung
(B.6) folgt aber

Wl < e (17 ey + 1ol e, )

Die Ungleichung (B.4) folgt dann aus Bemerkung B.1.5. [ |

Der nichste Satz liefert eine Darstellung der H'!'-Losung von (GP), die in Abschnitt
3.2 niitzlich sein wird. Der Satz kann in Grisvard [Gril,2] oder Wendland [Wn] gefunden
werden. '

Satz B.3.4 Fiir Randdaten f € H(T;) und g € H”(T,), lipt sich die H' -Lisung u von
(GP) als

2
u = h + Zaiui (B.7)
=1

darstellen, wobei h € H?(Q) ist, a; € R und u; die singuliren H'-Funktionen

0

ui(r,0) = r” sin;Z

sind. Hier ist 7; (bzw. r3) die Entfernung zwischen z = (r,0) € Q und dem Punkt (0,1) € IR?
(bzw. (0,—1)); 61 (bzw. 03) ist der Winkel zwischen z — (0,1) (bzw. z — (0,—1)) und der
Tangente zu 02 durch (0,1) (bzw. (0,—1)) in der Richtung von T'.

13Fiir Details siehe [Dali] S. 397
"“Elliptische Probleme auf eckigen Gebieten werden auch in [Da] betrachtet.
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Bemerkung B.3.5 Die Existenz und Eindeutigkeit fir das Problem (GP) mit Randdaten
(f,g) € H(TI'}) x H™(T',) wird analog wie in Satz B.3.3 bewiesen. Obwohl diese Rand-
daten héhere Regularitit besitzen, ist die Losung i.A. nicht besser als H'(Q)). Der Satz
B.3.4 erlaubt uns, dieses Ergebnis zu verschdrfen, indem er eine genaue Beschreibung des
singuldren Anteils der Losung gibt.
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