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viiZusammenfassungDie Hauptziele dieser Arbeit sind:� Analyse eines Iterationsverfahrens, das eine Approximation f�ur die L�osung des Cauchy{Problems f�ur die Laplace{Gleichung in zweidimensionalen Gebieten liefert;� Verkn�upfung der Backus{Gilbert Methode mit diesem Verfahren, um eine gewisse Artvon Informationen �uber die L�osung des Cauchy{Problems zu gewinnen;� Diskretisierung des Verfahrens und numerische Tests.Sei 
 � IR2 ein o�enes beschr�anktes zusammenh�angendes Gebiet. Als ein elliptischesCauchy{Problem auf 
 bezeichnet man eine Anfangswertaufgabe f�ur einen elliptischen Dif-ferentialoperator auf dem Gebiet 
, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigkeit � � @
gegeben sind. Die von uns untersuchte Aufgabe besteht darin, die Spur der L�osung einer sol-chen Anfangswertaufgabe auf dem Teil des Randes, wo die Randdaten nicht vorgeschriebensind, n�amlich auf @
n�, herauszu�nden. Als L�osung eines Cauchy{Problems betrachten wirhier eine Distribution in H1(
), die der schwachen Formulierung der Laplacegleichung in
 gen�ugt und die Cauchydaten auf � im Sinne des Spuroperarators erf�ullt. Es ist bekannt,da� solche Cauchy{Probleme schlecht gestellt im Sinne von Hadamard sind.Eine Methode, mit der diese Problemstellung behandelt werden kann, ist ein iterativesVerfahren, das erstmals von Maz'ya und Kozlov[Ma] benutzt wurde. Die Idee, die dem Ver-fahren zu Grunde liegt, kann folgenderma�en zusammengefa�t werden: Auf dem Randst�uck,auf dem man die Daten nicht kennt, wird irgendeine Anfangsn�aherung vorgeschrieben. Diesewird sukzessive verbessert, indem man eine Reihe von korrektgestellten gemischten Proble-men l�ost, die auf � die gegebenen Daten des Cauchy{Problems nutzen und auf @
n� dieIterationen der Anfangsn�aherung. Die gegebenen Cauchydaten (Dirichlet{ und Neumann-daten) werden beide benutzt, denn in der Iteration werden zwei Typen von gemischtenProblemen gel�ost. Der erste Typ hat als Randdaten die genauen Dirichletdaten auf � unddie iterierten Neumanndaten auf @
n� und der zweite Typ die genauen Neumanndaten auf� und die iterierten Dirichletdaten auf @
n�. Ein Iterationsschritt besteht aus der Kopplungzwischen zwei solchen gemischten Problemen.Diese Art von Iteration l�a�t sich in den passenden Sobolev{R�aumen als Potenzen einesa�nen Operators T darstellen, dessen linearer Anteil Tl nichtexpansiv ist (d.h. jjTljj � 1).Diese Eigenschaft wird von uns benutzt, um die Konvergenz des Iterationsverfahrens mitS�atzen der Funktionalanalysis zu beweisen. Dann wird die L�osung des Cauchy{Problemsals eine L�osung einer Fixpunktgleichung des TypsT' = ':betrachtet und studiert.Aussagen �uber die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens sind m�oglich, wenn mana priori Kenntnisse �uber die Eigenwerte von Tl besitzt. F�ur bestimmte Gebiete, kann das



viiiDe�nitionsgebiet von T so gew�ahlt werden, da� man �uber die Spektraldarstellung von Tlverf�ugt. In solchen F�allen kann man die Selbstadjungiertheit von Tl und die Kompaktheitvon (I � Tl) beweisen und nutzen. Der Grad der Schlechtgestelltheit der Cauchy{Problemein verschiedenen Gebieten kann verglichen werden, wenn wir uns die Eigenwerte von Tlanschauen. Es l�a�t sich schlie�en, das dieser Grad sowohl von dem Gebiet als auch von demRandst�uck � � @
, auf dem die Daten vorgegeben werden, abh�angt.Eine Alternative, um Informationen �uber die L�osung eines Cauchy{Problems zu bekom-men, ist die Anwendung der Backus{Gilbert Methode. Die Aufgabe, eine L�osung f�ur einCauchy{Problem zu �nden, ist immer �aquivalent dazu, eine lineare Gleichung des TypsA' = gzu l�osen (siehe Kapitel 4), wobei der Operator A aus der Verkn�upfung von einer Randwert-aufgabe mit einem Spuroperator besteht. Ist dann ein lineares Funktional � auf D(A) (dasDe�nitionsgebiet von A) gegeben, erlaubt uns die Backus{Gilbert Methode das Moment< �;' >der L�osung ' zu berechnen, indem man die adjungierte GleichungA� = �l�ost und die gew�unschte Information durch< �;' > = < A� ;' >= <  ;A' >= <  ; g >ableitet. Das Verfahren ist besonders vorteilhaft, wenn die zum Punkt P 2 @
n� geh�orendeDirac{Distribution �(P � �) zu Rg(A�) geh�ort. Ansonsten liefert diese Methode nur Infor-mationen �uber ', die man mit Hilfe von bestimmten Elementen aus D(A)0 (die sogenanntenGl�attungsfunktionale oder Sentinels) gewinnen kann.Die adjungierte Gleichung A� = � zu l�osen, ist �aquivalent dazu, die L�osung einesbestimmten Cauchy{Problems zu �nden. Dieses Problem wird mit Hilfe des Iterationsver-fahrens untersucht. Dies ist genau die Verkn�upfung von dem Iterationsverfahren mit derBackus{Gilbert Methode.Die Beschr�ankung auf den Laplace{Operator ist kein schwerwiegender Verlust an All-gemeinheit, Cauchy{Probleme f�ur einen allgemeinen elliptischen Operator P mit C1{Koe�zienten k�onnen behandelt werden, genauso wie es hier f�ur den Laplace{Operatorbeschrieben wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sich wieder formulieren wenn manden Raum H1(
;�) durch H1(
;P ) ersetzt.



Kapitel 1Einleitung
1.1 Ziele der ArbeitDie Hauptziele dieser Arbeit sind: Analyse eines Iterationsverfahrens, das eine Approxima-tion f�ur die L�osung des Cauchy{Problems f�ur die Laplace{Gleichung in zweidimensionalenGebieten liefert; Verkn�upfung der Backus{Gilbert Methode mit diesem Verfahren, um einegewisse Art von Informationen �uber die L�osung des Cauchy{Problems zu gewinnen; Diskre-tisierung des Verfahrens und numerische Tests.Die Beschr�ankung auf den Laplace{Operator ist kein schwerwiegender Verlust an All-gemeinheit, Cauchy{Probleme f�ur einen allgemeinen elliptischen Operator P mit C1{Koe�zienten k�onnen behandelt werden, genauso wie es hier f�ur den Laplace{Operator be-schrieben wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sich wieder formulieren wenn man denRaum H1(
;�) durch H1(
;P ) ersetzt. Details �uber die neue Formulierung der Green-schen Formel sowie �uber die untersuchung von gemischten Problemen sind in [DaLi] Kap.7 und [Gri1] Kap. 1 zu �nden.Sei 
 � IR2 ein o�enes beschr�anktes zusammenh�angendes Gebiet. Als ein elliptischesCauchy{Problem auf 
 bezeichnet man eine Anfangswertaufgabe f�ur einen elliptischen Dif-ferentialoperator auf dem Gebiet 
, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigkeit � � @
gegeben sind. Die von uns untersuchte Aufgabe besteht darin, die Spur der L�osung einer sol-chen Anfangswertaufgabe auf dem Teil des Randes, wo die Randdaten nicht vorgeschriebensind, n�amlich auf @
n�, herauszu�nden. (Als L�osung eines Cauchy{Problems betrachtenwir eine Distribution in H1(
), die der schwachen Formulierung der Laplacegleichung in 
gen�ugt und die Cauchydaten auf � im Sinne des Spuroperarators erf�ullt.)Es ist bekannt, da� solche Cauchy{Probleme schlecht gestellt sind. Nach der De�nitionvon Hadamard (1866{1963) hei�t eine Anfangs{ oder Randwertaufgabe korrekt gestellt,wenn sie die drei folgenden Eigenschaften aufweist: Existenz und Eindeutigkeit der L�osung,sowie deren stetige Abh�angigkeit von den Daten. Das Schlechtgestelltheitskonzept h�angtnat�urlich sowohl von dem L�osungsbegri� als auch von den gew�ahlten Topologien auf der1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGMenge der Daten und der Menge der L�osungen ab. Das folgende Beispiel stammt vonHadamard selbst [Had] und zeigt, da� die L�osung eines Cauchy{Problems im allgemeinennicht stetig von den Anfangsdaten abh�angt.Betrachten wir das Problem8><>: �uk = 0 ; (x; y) 2 
 = (0; 1) � (0; 1)uk(x; 0) = 0 ; x 2 (0; 1)@@yuk(x; 0) = 'k(x) ; x 2 (0; 1)wobei 'k = (�k)�1sin(�kx) ist. Die L�osungenuk(x; y) = (�k)�2sinh(�ky) sin(�kx)existieren f�ur alle k 2 IN0 und sind sogar eindeutig bestimmt (siehe Kapitel 2). Man stelltsofort fest, da� die Folge f'kg gleichm�a�ig gegen Null konvergiert. F�ur k ! 1 habenwir ein Cauchy{Problem mit homogenen Daten, dessen L�osung verschwindet. Aber f�urbeliebig kleines y > 0 oszillieren die entsprechenden uk immer st�arker und nehmen beliebiggro�e Werte an. Deswegen konvergieren die uk in keiner vern�unftigen Topologie gegen dieNull�osung des Limesproblems.Dieses Beispiel lehrt uns noch mehr �uber die Natur der Cauchy{Probleme. Obwohl dieDi�erentialgleichungstheorie mehrere Aussagen �uber die Eindeutigkeit der L�osung solcherAnfangswertaufgaben liefert, ist die Existenz einer L�osung eine sehr schwierig zu beant-wortende Frage. Um dies festzustellen, schreiben wir das obige Problem folgenderma�enum:(CP ) 8><>: �u = 0 ; (x; y) 2 
 = (0; 1) � (0; 1)u(x; 0) = f(x) ; x 2 (0; 1)@@yu(x; 0) = g(x) ; x 2 (0; 1) :Unsere Aussage lautet: Sogar f�ur C1{Daten f und g ist dieses Cauchy{Problem im all-gemeinen nicht l�osbar. Setzen wir daf�ur f � 0. Eine L�osung u von (CP) ist, unter dieserVoraussetzung reell analytisch (das folgt aus der Greenschen Darstellungsformel f�ur dieLaplacegleichung) und kann durch Null auf (0; 1) � [0; 1) stetig fortgesetzt werden. DieFortsetzung ~u(x; y) = ( u(x; y) ; y 2 [0; 1)u(x;�y) ; y 2 (0;�1)ist reell analytisch in (0; 1)�(�1; 1) wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips. Es ist da-her klar, da� das Cauchy{Problem nur l�osbar sein kann, falls die Funktion g reell analytischist.



1.1. ZIELE DER ARBEIT 3Eine Methode, mit der diese Problemstellung behandelt werden kann, ist ein iterativesVerfahren, das erstmals von Maz'ya und Kozlov [Ma] benutzt wurde. Die Idee, die dem Ver-fahren zu Grunde liegt, kann folgenderma�en zusammengefa�t werden: Auf dem Randst�uck,auf dem man die Daten nicht kennt, wird irgendeine Anfangsn�aherung vorgeschrieben. Diesewird sukzessive verbessert, indem man eine Reihe von korrektgestellten gemischten Proble-men l�ost, die auf � die gegebenen Daten des Cauchy{Problems nutzen und auf @
n� dieIterationen der Anfangsn�aherung. Die gegebenen Cauchydaten (Dirichlet{ und Neumann-daten) werden beide benutzt, denn in der Iteration werden zwei Typen von gemischtenProblemen gel�ost. Der erste Typ hat als Randdaten die genauen Dirichletdaten auf � unddie iterierten Neumanndaten auf @
n� und der zweite Typ die genauen Neumanndaten auf� und die iterierten Dirichletdaten auf @
n�. Ein Iterationsschritt besteht aus der Kopplungzwischen zwei solchen gemischten Problemen.Diese Art von Iteration l�a�t sich in den passenden Sobolev{R�aumen als Potenzen einesa�nen Operators T darstellen, dessen linearer Anteil Tl nichtexpansiv ist (d.h. jjTljj � 1).Diese Eigenschaft wird von uns benutzt, um die Konvergenz des Iterationsverfahrens mitS�atzen der Funktionalanalysis zu beweisen. Dann wird die L�osung des Cauchy{Problemsals eine L�osung einer Fixpunktgleichung des TypsT' = ':betrachtet und studiert.Aussagen �uber die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens sind m�oglich, wenn mana priori Kenntnis �uber die Eigenwerte von Tl besitzt. F�ur bestimmte Gebiete, kann dasDe�nitionsgebiet von T so gew�ahlt werden, da� man �uber die Spektraldarstellung von Tlverf�ugt. In solchen F�allen kann man die Selbstadjungiertheit von Tl und die Kompaktheitvon (I � Tl) beweisen und nutzen. Der Grad der Schlechtgestelltheit der Cauchy{Problemein verschiedenen Gebieten kann verglichen werden, wenn wir uns die Eigenwerte von Tlanschauen. Es l�a�t sich schlie�en, das dieser Grad sowohl von dem Gebiet als auch von demTyp (auf welchen � � @
 werden die Daten vorgegeben) des Cauchy{Problems abh�angt.Eine Alternative, um Informationen �uber die L�osung eines Cauchy{Problems zu bekom-men, ist die Anwendung der Backus{Gilbert Methode. Die Aufgabe, eine L�osung f�ur einCauchy{Problem zu �nden, ist immer �aquivalent dazu, eine lineare Gleichung des TypsA' = gzu l�osen (siehe Kapitel 4), wobei der Operator A aus der Verkn�upfung von einer Randwert-aufgabe mit einem Spuroperator besteht. Ist dann ein lineares Funktional � auf D(A) (dasDe�nitionsgebiet von A) gegeben, erlaubt uns die Backus{Gilbert Methode das Moment< �;' >der L�osung ' zu berechnen, indem man die adjungierte GleichungA� = �



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGl�ost und die gew�unschte Information durch< �;' > = < A� ;' >= <  ;A' >= <  ; g >ableitet. Das Verfahren ist besonders vorteilhaft, wenn die zum Punkt P 2 @
n� geh�orendeDirac{Distribution �(P��) (oder wenigstens eine passende Approximation daf�ur) zuRg(A�)geh�ort. Ansonsten liefert diese Methode nur Informationen �uber ', die man mit Hilfe vonbestimmten Elementen aus D(A)0 (die sogenannten Gl�attungsfunktionale oder Sentinels)gewinnen kann.Die adjungierte Gleichung A� = � zu l�osen, ist �aquivalent dazu, die L�osung einesbestimmten Cauchy{Problems zu �nden. Dieses Problem ist von derselben Art wie dieProbleme, die mit Hilfe des Iterationsverfahrens untersucht werden.1.2 Entwicklung der Theorie1.2.1 Kurze historische �UbersichtDie erste Arbeit [Ma] �uber das in Abschnitt 1.1 vorgestellte Iterationsverfahren wurde vonMaz'ya, Kozlov und Fomin in 1991 ver�o�entlicht. Dort wird die Iteration in H�1/2(�), derDualraum von H1/20 (�) = H1/2(�), untersucht und eine Topologie analog zu der aus Satz 3.2.1benutzt. Der Konvergenzbeweis nutzte haupts�achlich die Eindeutigkeit der L�osung einesCauchy{Problems. Die Tatsache, da� jjTljj � 1 ist, war damals schon bekannt. Au�erdemwurde eine Regularisierungseigenschaft des Verfahrens untersucht (siehe Bemerkung 3.2.22).In 1995 hat Bastay sich in seiner Dissertation [Bas] mit der Anwendung von verschiede-nen Iterationsverfahren von Maz'ya auf allgemeine elliptische und hyperbolische Di�erential-gleichungen besch�aftigt. Die Verfahren werden mit der Halbgruppen{Theorie analysiert undFehlerabsch�atzungen werden mit Hilfe von Regularit�atsannahmen �uber die Anfangsn�ahe-rung der Iteration hergeleitet.Jourhmane und Nachaoui [JoNa] haben 1996 das Iterationsverfahren aus Abschnitt 1.1auch untersucht. Sie schlagen vor, den Iterationsschritt aus [Ma] mit einer Relaxation zuverkn�upfen, und dadurch die Konvergenz zu beschleunigen. Sie w�ahlen in H1/200 (�) eine To-pologie analog zu der aus Satz 3.2.1 und beweisen damit sowohl die Positivit�at als auch dieSelbstadjungiertheit von T� := �T + (1 � �)T f�ur geeignete �. Diese zwei Eigenschaftenwerden dann benutzt, um die Konvergenz der Iteration von T� mit Hilfe von S�atzen ausKrasnosel'skii et al. [Kra] zu beweisen.Die erste Arbeit [BaG1] �uber die Backus{Gilbert Methode wurde 1967 ver�o�entlich undin [BaG2,3] von diesen Autoren weiter untersucht. Seitdem hat die Methode gro�e Auf-merksamkeit gerade bei Anwendungen gefunden. Die Anwendung auf das lineare Momen-



1.2. ENTWICKLUNG DER THEORIE 5tenproblem kann man in [Ch], [HaSo], [Hu], [Ki], [LoM1,2], [Gro3] und [ScBe] �nden, unddie Anwendung der Methode auf nichtlineare Probleme wird in [Lo2] und [Sn] untersucht.
1.2.2 Hauptresultate der DissertationIn dieser Arbeit de�nieren wir das Iterationsverfahren auf dem Raum H1/200 (�)0, dem Dual-raum von H1/200 (�). Dies gibt einen taktischen Vorteil f�ur die Wahl der Cauchydaten, daH�1/2(�) strikt in H1/200 (�)0 eingebettet ist (siehe Anhang A).Wir zeigen, da� die Topologie aus Lemma 3.2.1 eine Hilbertraum{Struktur in diesemRaum de�niert, die zu der �ublichen Sobolev{Struktur �aquivalent ist. Damit beweisen wirdie Nichtexpansivit�at und die asymptotische Regularit�at von Tl (siehe Satz 3.2.7). DieseEigenschaften von Tl werden in Satz 3.2.8 benutzt, um die Konvergenz des Verfahrenszu beweisen. Dies unterscheidet unseren Beweis von den oben erw�ahnten, die sich auf dieArgumente von Krasnosel'skii st�utzen.Die in Satz 3.2.3 bewiesenen Eigenschaften von Tl (n�amlich: Positivit�at, Symmetrie, In-jektivit�at und 1 ist kein Eigenwert von Tl) wurden in [JoNa] untersucht, aber sie haben dieIteration in einem anderen Raum betrachtet. Dar�uber hinaus nutzen wir die Spektraldar-stellung von Tl, um zu beweisen, da� 1 zum (kontinuierlichen) Spektrum von Tl geh�ort undjjTljj = 1 ist (siehe Satz 3.2.15).Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens wird f�ur spezielle Gebiete un-tersucht, deren geometrische, topologische Verschiedenheit f�ur die Spektraldarstellung desOperators T von Bedeutung ist (daf�ur ben�otigen wir die Analyse der Cauchy{Probleme ausKapitel 2). Die Anwendung von zwei �ublichen Regularisierungsstrategien erm�oglicht uns,das Verfahren f�ur fehlerhaften Cauchydaten zu untersuchen. F�ur jede Strategie k�onnen wireine optimale Anzahl von Iterationsschritten, die von dem Fehler in den Daten abh�angt,w�ahlen (siehe Satz 3.2.20).Eine funktionalanalytische Version der Backus{Gilbert Methode wird f�ur nichtlinea-re, stetig (Fr�echet{) di�erenzierbare Operatoren formuliert. Diese unterscheidet sich vonder Betrachtung in [Lo2] und [Sn] dadurch, da� wir eine Taylor{Reihenentwicklung desnichtlinearen Operators in der adjungierten Gleichung aus Abschnitt 1.1 nutzen, um dieBackus{Gilbert Strategie anzuwenden (siehe Abschnitt 4.2).Um die Backus{Gilbert Methode f�ur das Cauchy{Problem zu benutzen, ben�otigen wireine passende Korrekturformel f�ur die adjungierte Gleichung (siehe Satz 4.3.1). In Kapitel 5diskutieren wir �uber die Schwierigkeiten, die bei der numerischen L�osung der GleichungA� = � auftreten, denn die Frage, ob � in Rg(A�) liegt, ist f�ur das Cauchy{Problemanalytisch noch nicht beantwortet.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.3 �Ubersicht �uber die DissertationIn Kapitel 2 werden die Cauchy{Probleme gr�undlich analysiert. Die drei speziellen Klassenvon Problemen, f�ur die wir die Untersuchung des Iterationsverfahrens durchf�uhren, werdenin den drei ersten Abschnitten vorgestellt und analysiert. F�ur gewisse Klassen von Proble-men k�onnen wir hinreichende Bedingungen, die die Regularit�at der Daten betre�en, f�ur dieExistenz von H1{L�osungen des Cauchy{Problems herleiten und eine explizite Formel f�urdie L�osung des Cauchy{Problems angeben.Die L�osungstheorie f�ur Cauchy{Probleme wird in Abschnitt 2.4 untersucht, Eindeutig-keitss�atze sowohl f�ur die klassische als auch f�ur die schwache Formulierung dieses Problemswerden diskutiert. Der Einstieg in die klassische Theorie wird durch die S�atze von Cauchy{Kowalewsky und Holmgren durchgef�uhrt. Analoge Ergebnisse f�ur schwache L�osungen wer-den dann mittels Regularit�atss�atzen hergeleitet. Die Existenz von variationellen L�osungenwird durch die Formulierung von hinreichenden Bedingungen garantiert, indem das Cauchy{Problem mit Hilfe von Di�erentialoperatoren umgeschrieben wird.In Kapitel 3 wird das Iterationsverfahren vorgestellt und untersucht. Es wird gezeigt, da�die gemischten Probleme, die dabei auftreten, gut gestellt sind. Das Ziel dieser Untersuchungist, das Iterationsverfahren als Fixpunktiteration eines a�nen Operators T darzustellen,dessen linearer Anteil Tl nichtexpansiv ist.Eine spezielle Formulierung des Verfahrens wird in Abschnitt 3.1 f�ur die in Kapitel 2pr�asentierten Cauchy{Probleme diskutiert; und eine explizite Darstellung des Operators Twird f�ur solche Probleme hergeleitet. Dies wird eine Analyse der Konvergenzgeschwindigkeitdes Iterationsverfahrens erm�oglichen, die in Abschnitt 3.2 durchgef�uhrt wird.Die Konvergenz des Verfahrens wird in Abschnitt 3.2 mit Hilfe von S�atzen der Funktio-nalanalysis bewiesen. Eigenschaften wie Selbstadjungiertheit und Positivit�at von Tl werdendazu untersucht und eine Analyse des Spektrums von Tl gegeben.Das Cauchy{Problem wird verwendet, um ein physikalisches Ph�anomen zu modellieren,das im allgemeinen fehlerhafte Daten besitzt. Deswegen werden wir Cauchy{Probleme mitfehlerhaften Daten betrachten, indem wir passende Regularisierungsstrategien untersuchen.Daf�ur machen wir Gebrauch von der Spektraldarstellung von Tl. Die hierzu hilfreichenS�atze der Spektral{Theorie f�ur lineare beschr�ankte selbstadjungierte Operatoren in Hilbert{R�aume werden pr�asentiert.Im Kapitel 4 wird die Backus{Gilbert Methode diskutiert. Wir beginnen in Abschnitt4.1 mit der urspr�unglichen Formulierung von G.Backus und J.Gilbert in [BaGi] und [Gro3]und der Anwendung auf das endlichdimensionale Momentenproblem.Eine funktionalanalytische Version des Verfahrens f�ur beschr�ankte lineare (und bestimm-te nichtlineare) Operatoren in Hilbert{R�aumen wird vorgestellt. Probleme mit fehlerhaftenDaten werden betrachtet und eine Fehleranalyse durchgef�uhrt. Regularisierungsstrategienwerden vorgeschlagen als eine Alternative f�ur den Fall � 62 Rg(A�). Zwei Anwendungen derBackus{Gilbert Methode werden im Detail analysiert. Die erste betri�t ein nichtlineares



1.3. �UBERSICHT �UBER DIE DISSERTATION 7Momentenproblem in L2(0; 1) und die zweite ein lineares Cauchy{Problem aus Kapitel 2.Im Kapitel 5 werden mehrere numerische Beispiele pr�asentiert, die die Anwendung desIterationsverfahrens und der Backus{Gilbert Methode illustrieren. In Abschnitt 5.1 wird dieAnwendung der Backus{Gilbert Strategie auf ein nichtlinearen Momentenproblem getestet.In Abschnitt 5.2 nutzen wir das Iterationsverfahren, um die Dirichlet{ bzw. Neumanndatenvon Cauchy{Problemen zu rekonstruieren. In einem anderen Beispiel werden unsere Ergeb-nisse mit denen von Falk und Monk verglichen, der in [Mo] eine andere Rekonstruktions-strategie benutzte. Wir pr�asentieren auch ein Beispiel, in dem die Korrekturformel ausAbschnitt 4.3.2 numerisch getestet wird.In Anhang A werden die notwendigen De�nitionen von Sobolev{R�aumen pr�asentiert, diein der gesamten Arbeit benutzt werden. Insbesondere ben�otigen wir die R�aume Hk0 (
[�),Hk(
[�), H1(
;�), H1/2(
) und H1/200 (
). Die Rand{R�aume Hs(@
) werden mit Hilfe vonlocal maps1 und der Partition der Eins de�niert. Damit haben wir alle Hilfsmittel f�ur dieUntersuchung der gemischten Randwertaufgaben in Anhang B zur Verf�ugung.Zuerst werden die R�aume von glatten Funktionen eingef�uhrt und die Sobolev{R�aumewerden als Abschlu� davon de�niert, indem man das Konzept der distributionellen Ablei-tung nutzt. Andere n�utzliche �aquivalente De�nitionen f�ur die R�aume Hs(
) werden mitunseren verglichen. Einige notwendige Einbettungss�atze werden pr�asentiert.In Anhang B werden spezielle Versionen des Spursatzes analysiert. Uns interessiert ins-besondere, welche Regularit�at die Spur einer H1(
){Distribution auf � � @
 besitzt. DieseAnalyse spielt eine gro�e Rolle in der Untersuchung der Topologie von Satz 3.2.1.Die Spurs�atze erlauben uns weiter eine spezielle Version der Greenschen Formel her-zuleiten, die im Kern der Untersuchung der adjungierten Gleichung unserer elliptischenCauchy{Probleme liegt. Untersucht wird auch die Frage nach der Regularit�at der Spur auf@
=� einer H1(
;�){Distribution, wenn man annimmt, da� die Spur dieser Distributionauf � eine bestimmte Regularit�at besitzt. Dieses Ergebnis ben�otigen wir f�ur die Formulie-rung des Iterationsverfahrens.Die gemischten Randwertaufgaben aus Kapitel 3 werden auch in Anhang B untersucht.Das Hauptziel ist zu zeigen, da� dies gut gestellte Probleme im Sinne von Hadamard sind.Dies wird in der Analyse der Cauchy{Probleme in Kapitel 2, sowie in der Analyse desIterationsverfahrens von Kapitel 3 benutzt.
1Siehe De�nition A.3.1.



Kapitel 2Das Cauchy{ProblemIn diesem Kapitel wird die allgemeine Theorie �uber Cauchy{Probleme aufbereitet. Insbeson-dere werden drei spezielle Probleme vorgestellt, f�ur die die Untersuchung des Iterationsver-fahrens im n�achsten Kapitel genauer durchgef�uhrt wird. Es handelt sich um zwei Problemeauf einer Kreisringgeometrie und eines auf einer Rechteckgeometrie. Die Analyse dieser dreiProbleme ist der Ausgangspunkt f�ur die Untersuchung des Iterationsverfahrens in n�achstenKapitel.Ein weiterer zu erfassender Punkt ist die L�osungstheorie f�ur allgemeine Cauchy{Proble-me. In dieser Richtung werden Aussagen �uber die Existenz und Eindeutigkeit von L�osungenuntersucht. Uns interessieren die Ergebnisse in Hinsicht auf die variationellen L�osungen. Dieklassische Theorie dient als Vorbereitung dazu und wird deswegen zun�achst betrachtet.Wir haben unsere Untersuchung mit dem Cauchy{Problem in Abschnitt 2.1 begonnen.Die Besonderheit dieses Problems auf einer Kreisringgeometrie liegt darin, da� in der For-mulierung des Iterationsverfahrens von Kapitel 3 spezielle gemischte Probleme vorkommen,f�ur die starke Aussagen �uber L�osungsregularit�at zur Verf�ugung stehen (siehe [Gr1,2] und[Wn]). Der Nachteil ist, da� man nichts �uber die Spektraldarstellung des Operators T (sieheKapitel 1) wei�.Beim zweiten Problem versuchen wir die Schwierigkeit mit der Spektraldarstellung zubeseitigen. Wir w�ahlen dazu ein Gebiet, in der unter bestimmten Voraussetzungen �uberdie Cauchydaten es m�oglich ist, die L�osung sowohl von Cauchy{Problemen als auch vongemischten Problemen explizit in Abh�angigkeit der Daten hinzuschreiben. Unsere Untersu-chungen zeigen, da� die Rechteckgeometrie daf�ur geeignet ist. Im n�achsten Kapitel werdenwir feststellen, da� es in einem solchen Gebiet m�oglich ist, die Einschr�ankung des Opera-tors T auf einen bestimmten Sobolev{Raum1 analytisch hinzuschreiben, da man �uber dieDarstellung der L�osung von gemischten Problemen verf�ugt. Als Konsequenz daraus folgt,da� in diesem Gebiet die Iteration explizit beschreibbar ist.Das dritte Problem repr�asentiert den Versuch, eine Br�ucke zwischen den ersten beiden1n�amlich auf den Raum H�1/2per 8



2.1. DIE KREISRINGGEOMETRIE 9zu bauen. Die Kreisringgeometrie wird wieder benutzt und die Cauchydaten bzw. das De-�nitionsgebiet von T werden so gew�ahlt, da� man wieder eine analytische Darstellung desOperator T besitzt.In Abschnitt 2.4 werden S�atze bewiesen, die die Eindeutigkeit der L�osung von bestimm-ten Cauchy{Problemen garantieren. Der Weg, der zu der klassischen Theorie f�uhrt, n�amlichdie S�atze von Cauchy{Kowalewsky und Holmgren, wird zuerst untersucht und eine Verall-gemeinerung dieser Ergebnisse f�ur H1{L�osungen wird pr�asentiert.2.1 Die KreisringgeometrieSei 
 � IR2 ein o�ener Ring mit inneren bzw. �au�eren Radius r bzw. 1, wobei 0 < r < 1ist. Das Gebiet 
 hat einen glatten Rand, dessen �au�eren Teil in zwei zusammenh�angendeKomponenten zerlegt werden soll, n�amlich�l := f(x; y) 2 @
 = jj(x; y)jj = 1 und x < 0g2und �r := f(x; y) 2 @
 = jj(x; y)jj = 1 und x > 0g:Der innere Teil von @
 wird �i genannt (siehe Bild 2.1.a).Eine m�ogliche physikalische Interpretation f�ur dieses mathematische Problem ist, dieTemperatur bzw. den thermischen Flu� einer halb versteckten, durch eine Wand laufendenLeitung, im unerreichbaren Rand �r zu rekonstruieren (siehe Bild 2.1.b). Die bekanntenDaten sind die Temperatur f und der thermische Flu� g am linken Rand �l. Die Werte derL�osung u im inneren Teil des Rands �i spielen keine wichtige Rolle bei der Formulierungdes Problems, weil die Annahme u� = 0 auf �i physikalisch gerechtfertig ist. Wir werden inmanchen F�allen auch die homogene Randbedingung f�ur die Neumanndaten auf �l nutzen.
&%'$�l �r
�i &%'$

HHHHHH
HHHHHH

WandLeitung@@I 1�� r�u=0u�=0u=fu�=gBild 2.1.a Bild 2.1.bWir wollen die Theorie von schwachen L�osungen von Di�erentialgleichungen Anwen-den. Deswegen werden wir das Cauchy{Problem folgenderma�en formulieren: Gegeben die2jj � jj repr�asentiert die Euklidische Norm in IR2.



10 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMRanddaten f und g, �nde eine L�osung u 2 H1(
) von(CP a) 8>>><>>>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �lu� = g ; auf �lu� = 0 ; auf �iGew�unscht ist, die Dirichlet{ und Neumannspur der L�osung u auf dem Randst�uck �r zurekonstruieren, unter der Annahme, da� eine L�osung existiert.Die erste Frage, die sich stellen l�a�t, lautet: Aus welchem Raum sollen die Cauchydatenf und g gew�ahlt werden, damit das Problem (CP a) in H1(
) wohlformuliert bleibt? Umdas zu beantworten, nutzt man den Spursatz f�ur glatte Gebiete.3 Eine Konsequenz diesesSatzes ist, da� die Dirichlet{ bzw. Neumannspur einer H1(
;�) Funktion in H1/2(@
) bzw.H�1/2(@
) liegt. Deswegen ist es plausibel, die Randdaten (f; g) in H1/2(�l) �H�1/2(�l) zuw�ahlen. Dies kann aber noch genauer formuliert werden.Da die L�osung u des Problems (CP a), wenn sie existiert, harmonisch ist, gilt u 2H1(
;�). 4 Nun folgt aus dem Satz B.1.6, u�j�l 2 H1/200 (�l)0. Damit ist das Problem (CP a)f�ur Randdaten (f; g) aus H1/2(�l)�H1/200 (�l)0 wohlformuliert.Der n�achste zu untersuchende Punkt betri�t die Schlechtgestelltheit des Problems (CPa). Zun�achst ist es nicht wahr, da� f�ur alle (f; g) aus H1/2(�l)�H1/200 (�l)0 eine entsprechendeH1{L�osung des Problems (CP a) existiert (siehe Abschnitt 2.4). Weiter liegt die stetigeAbh�angigkeit von den Randdaten f�ur solche Probleme nicht vor. Dies kann man mit Hilfedes n�achsten Beispieles feststellen.Beispiel 2.1.1 Sei 
 der Kreisring mit Radius 1 bzw. 1=2, im Ursprung zentriert. Wirbetrachten die Funktionen de�niert f�ur z 2 
u(z) = 11� z und uk(z) = 1(1 + 1=k) � z ; k 2 IN;die holomorph auf 
 sind. Wenn wir den reellen Anteil davon nehmen, haben wir die fol-genden harmonischen Funktionen auf 
v(x; y) = Re u(x+ iy) = 1� x(1� x)2 + y2und vk(x; y) = Re uk(x+ iy) = 1 + 1=k � x(1 + 1=k � x)2 + y2 :Es ist klar, da� die Funktionen vk L�osungen der Cauchy{Probleme3Siehe Anhang B.1.4H1(
;�) = fu 2 H1(
) = �u 2 L2(
)g



2.1. DIE KREISRINGGEOMETRIE 118>>><>>>: �w = 0 ; in 
w = vk ; auf �lw� = vk� ; auf �lw� = vk� ; auf �isind. Die Funktion u wurde so gew�ahlt, da� sie einen Pol an der Stelle z = 1 besitzt unddie H1{Norm von v unbeschr�ankt ist. Die Folge fvkg ist zwar in H1(
) (die vk sind sogaranalytisch in 
), aber sie ist unbeschr�ankt in der Norm dieses Raums. In der Tat, ist esm�oglich die Existenz einer positiven Konstante c zu beweisen, so da� f�ur gen�ugend gro�esk die Absch�atzung jjvkjjH1(
) � cjln(1=k2)jgilt. Eine kurze Rechnung zeigt, da� sowohl die Dirichlet{ bzw. Neumannspur von vk auf �lals auch die Neumannspur von vk auf �i gleichm�a�ig gegen die entsprechenden Spuren vonv konvergieren. Wir haben also eine Folge von H1{L�osungen fvkg, deren entsprechendenRanddaten konvergieren (in einer feinen Topologie sogar), aber die selbst in H1(
) nichtkonvergiert.Wir haben vor, unsere Zielaufgabe, n�amlich die Bestimmung der Spur der L�osung aufdem Randst�uck, wo keine Daten vorgeschrieben sind, in Form einer Operatorgleichung zuuntersuchen. Deswegen de�nieren wir den Operator A, der die unbekannte Dirichletspurauf die bekannte Dirichletspur abbildet. Diese Verkn�upfung zwischen beiden Dirichletdatenwird durch ein gemischtes Problem hergestellt, das auf einer Seite des Rands die gegebenenNeumanndaten und auf der anderen die unbekannten Dirichletdaten nutzt. F�ur das Problem(CP a) mit Daten (f; g) bildet der Operator A ein  2 H1/2(�r) nach wj�l 2 H1/2(�l) ab,wobei die Funktion w 2 H1(
) folgendes gemischtes Problem l�ost:8>>><>>>: �w = 0; in 
w� j�l = gwj�r =  w�j�i = 0 &%'$�l �rA( ):=wj�l �w = 0w�=0w� = g w =  Aus der De�nition von A folgt, da� das Problem (CP a) formal �aquivalent zur L�osungeiner Gleichung vom Typ A = f



12 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMist, wobei der Operator A a�n ist, und sein linearer Anteil ein beschr�ankter Operator vonH1/2(�r) nach H1/2(�l) ist (siehe Abschnitt 2.4).2.2 Die RechteckgeometrieDas zweite Cauchy{Problem, das in dieser Arbeit untersucht wird, ist das Beispiel vonHadamard (siehe Kapitel 1). Sei 
 = (��; �)� (��; �) � IR2. Analog zu der Betrachtung,die in der Kreisringgeometrie gemacht wurde, setzen wir�l := f(x; y) 2 @
 = x = ��gund �r := f(x; y) 2 @
 = x = �g:Zu gegebenen Cauchydaten (f; g) in H1/2(�l) �H1/200 (�l)0, suchen wir nach einer H1(
)L�osung des Cauchy{Problems(CP b) 8>>><>>>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �lu� = g ; auf �lu(x;��) = 0 ; x 2 (��; �)In diesem Gebiet haben wir den Vorteil, da� aus der Annahme, da� f und g eine Fou-rierreihenentwicklung der Artf(y) = NXj=1aj sin(jy) und g(y) = NXj=1 bj sin(jy); N 2 IN [ f1g (2.1)mit reellen Koe�zienten aj und bj besitzen, eine explizite Darstellung der L�osung u desProblems (CP b) folgt. In der Tat istu(x; y) = NXj=1 ( aj cosh(j(x+ �)) + bjj sinh(j(x+ �)) ) sin(jy): (2.2)Falls N = 1 in (2.1) ist, k�onnen wir eine hinreichende Bedingung an die Asymptotikder Fourierkoe�zienten von f und g herleiten, damit die Funktionenreihe in (2:2) in H1(
)konvergiert. Daf�ur wird die Norm von u folgenderma�en abgesch�atzt:jjujjH1 � 1Xj=1 jjaj cosh(j(x + �)) sin(jy)jjH1 + jjbjj sinh(j(x+ �)) sin(jy)jjH1 �



2.3. WIEDER DIE KREISRINGGEOMETRIE 13� c 0@ 1Xj=1 j1/2 jaj j cosh(2j�) + 1Xj=1 j�1/2 jbj j cosh(2j�)1A :Wenn man �j := cosh(2j�) setzt, folgt f�ur p � 1 aus der Cauchy{Schwarzschen UngleichungjjujjH1 � c 2640@ 1Xj=1 j a2j �2+ 1pj 1A1/2 + 0@ 1Xj=1 j�1 b2j �2+ 1pj 1A1/2375 : (2.3)Wenn die beiden Reihen in (2.3) konvergieren, dann ist die in (2.2) de�nierte Funktion dieH1{L�osung des Problems (CP b).Bemerkung 2.2.1 Die Motivation f�ur diese Absch�atzung der H1{Norm von u ist, da� dieReihen in (2.3) genau den Normen von f bzw. g in den Sobolev{R�aumen H1/2per(�l) bzw.H�1/2per (�l) mit dem exponentiellen Gewicht �2+1=pj entsprechen.2.3 Wieder die KreisringgeometrieSei 
 wie in Abschnitt 2.1 ein o�ener Ring mit innerem bzw. �au�erem Radius r0 bzw. 1, wo-bei 0 < r0 < 1 ist. Das Gebiet 
 hat einen glatten Rand, der sich in zwei zusammenh�angendeKomponenten zerlegen l�a�t, n�amlich�o := f(x; y) 2 @
 = jj(x; y)jj2 = 1gund �i := f(x; y) 2 @
 = jj(x; y)jj2 = r0g:Hier werden wir uns mit folgendem Cauchy{Problem auf 
 besch�aftigen: Gegeben dieRanddaten (f; g) in H1/2(�o)�H�1/2(�o), �nde eine H1{L�osung von(CP c) 8><>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �ou� = g ; auf �oObwohl dieses Problem in demselben Gebiet wie das (CP a) formuliert wird, stellt man fest,da� es viel �ahnlicher zum Problem (CP b) als zum Problem (CP a) ist, wenn man an dasL�osungsverhalten der Cauchy{Probleme denkt. F�ur bestimmte Cauchydaten ist es m�oglich,die L�osung des Problems (CP b) explizit darzustellen.Wie in der Rechteckgeometrie machen wir die Annahme, da� die Funktionen (f; g) 2H1/2(�o) � H�1/2(�o) Fourierreihenentwicklungen



14 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMf(�) = f0 +Xj�1 �f (1)j sin(j�) + f (2)j cos(j�)�und g(�) = g0 +Xj�1 �g(1)j sin(j�) + g(2)j cos(j�)�haben, wobei � 2 (��; �) ist.Die Annahme, da� die entsprechende L�osung von (CP c) sich als ein Produkt vomTyp u(r; �) = v(r)w(�) schreiben l�a�t, liefert f�ur das Cauchy{Problem mit Daten (f; g) dieL�osung u(r; �) = Xj2ZZ�ajrj sin(j�) + bjrj cos(j�)� + s ln(r) (2.4)mit Koe�zienten s = g0,aj = 8>><>>: 12f (1)j + 12j g(1)j ; j > 0�12f (1)j + 12j g(1)j ; j < 00 ; j = 0 und bj = 8>><>>: 12f (2)j + 12j g(2)j ; j > 012f (2)j � 12j g(2)j ; j < 0f0 ; j = 0 :Eine hinreichende Bedingung daf�ur, da� u in (2.4) in H1 ist, gewinnt man mit Hilfe derAbsch�atzung:jjujjH1 � Xj2ZZ jjajrj sin(j�) + bjrj cos(j�)jjH1 + jjs ln(r)jjH1� c 0@Xj2ZZ jjj1/2 jaj j � 1r0�j+1 + Xj2ZZ jjj1/2 jbj j � 1r0�j+11A + c(r0) jsj:Aus der De�nition der Koe�zienten aj und bj folgt nun, da� die in (2.4) de�nierte Funktionin H1(
) sein wird, fallsXj>0 j1/2 jf (i)j j � 1r0�j+1 < 1 und Xj>0 j�1/2 jg(i)j j � 1r0�j+1 < 1; i = 1; 2 (2.5)gilt.Setze Gj := (1=r0)j+1. Gegeben p � 1, folgt die Konvergenz der Reihen in (2.5) aus derBeschr�anktheit von



2.4. L �OSUNGSTHEORIE 15Xj>0 j �hf (1)j i2 + hf (2)j i2� G2+ 1pj und Xj>0 j�1 �hg(1)j i2 + hg(2)j i2� G2+ 1pj : (2.6)Bemerkung 2.3.1 Die Reihen in (2.6) entsprechen den Normen von f bzw. g in denSobolev{R�aumen H1/2per((��; �)) bzw. H�1/2per ((��; �)) mit dem exponentiellen GewichtG2+1=pj .2.4 L�osungstheorieIn diesem Abschnitt besch�aftigen wir uns mit Eindeutigkeitss�atzen und hinreichenden Be-dingungen f�ur die Existenz einer L�osung des Cauchy{Problems. In Kapitel 1 wurde ein Bei-spiel in einer Rechteckgeometrie pr�asentiert, das zeigte, da� sogar f�ur sehr glatte Cauchyda-ten die Existenz einer entsprechenden L�osung nicht garantiert werden kann. Es ist tats�ach-lich so, da� Existenzbedingungen erst abgeleitet werden k�onnen, wenn man in der Lage ist,das Cauchy{Problem mit Hilfe von Integral{ oder Di�erentialoperatoren umzuformulierenund die Cauchydaten mit Hilfe dieser Operatoren zu verkn�upfen.Der hier pr�asentierte Eindeutigkeitssatz ist eine Verallgemeinerung des klassischen Er-gebnis der Theorie f�ur Di�erentialoperatoren mit analytischen Koe�zienten. Die S�atze vonCauchy{Kowalewsky und Holmgren werden zusammen mit Regularit�atss�atzen f�ur schwacheL�osungen benutzt, um eine Aussage �uber das Cauchy{Problem f�ur den Laplace{Operatorzu machen.De�nition 2.4.1 Sei eine partielle Di�erentialgleichung der Ordnung m in IRn und eine(n� 1){dimensionale Mannigfaltigkeit � gegeben. Sei u die L�osung des Cauchy{Problemsf�ur die gegebene Di�erentialgleichung mit Cauchydaten auf �. Die Mannigfaltigkeit � hei�tcharakteristisch bez�uglich dieser Di�erentialgleichung, wenn nicht alle partiellen Ableitungenvon u bis zur Ordnung m sich aus den Cauchydaten bestimmen lassen.Man stellt fest, da� die elliptischen Di�erentialgleichungen (insbesondere die Laplaceglei-chung) keine charakteristische Mannigfaltigkeit besitzen. Im n�achsten Satz von A.L.Cauchy(1789{1857) und S.Kowalewsky (1850{1891) wird die Eindeutigkeit einer lokalen analy-tischen L�osung eines Cauchy{Problems bewiesen, dessen Di�erentialoperator analytischeKoe�zienten besitzt und dessen Daten analytisch auf einer analytischen nicht{charakteristi-schen Mannigfaltigkeit gegeben sind.Satz 2.4.2 (Cauchy{Kowalewsky) Sei F ein Di�erentialausdruck der Ordnung m inIRn mit analytischen Koe�zienten:F = F (x; u; : : : ; @j�j@x�u; : : :);



16 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMwobei � ein Multiindex mit j�j � m ist. Sei � eine analytische, bez�uglich F nicht{charakte-ristische, n � 1{dimensionale Mannigfaltigkeit und x0 2 �. Seien fj, j = 0; : : : ;m � 1analytische Funktionen auf �. Dann gibt es eine Umgebung von x0 in IRn, in der dasCauchy{Problem 8<: F (x; u; : : : ; @j�j@x�u; : : :) = 0� @@n�j u = fj; auf �analytisch eindeutig l�osbar ist.Den Beweis dieses Satzes kann man etwa in [Fo] St. 69, [DaLi] oder [Jo] nachlesen.Der n�achste Satz von Holmgren wird von manchen Autoren als Korollar des Satzes vonCauchy{Kowalewsky pr�asentiert. Er zeigt, da� es f�ur lineare Di�erentialgleichungen keineandere nicht{analytische L�osung gibt, sogar wenn man auf die Analytizit�at der Cauchydatenverzichtet. Einen Beweis dieses Satzes kann man z.B. in [Jo] St. 65, [H�o] oder [DaLi] �nden.Satz 2.4.3 (Holmgren) Sei L der lineare Di�erentialoperatorLu = Xj�j�m a�(x) @j�j@x�u;mit analytischen Koe�zienten a� und � eine analytische nicht{charakteristische Mannigfal-tigkeit. Dann hat das Cauchy{Problem8<: Lu = f� @@n�j u = fj; auf �in einer hinreichend kleinen Umgebung jeder kompakten Teilmenge �0 � � h�ochstens eineklassische L�osung, wobei die Cauchydaten fj ; j = 0; : : : ;m � 1 und die rechte Seite f nurstetig vorausgesetzt sind.Damit wir auch schwache L�osungen von Cauchy{Problem behandeln k�onnen, werdenwir Gebrauch von einigen Regularit�atss�atzen machen. Der erste Satz macht Aussagen �uberdie lokale Regularit�at der schwachen L�osung einer Di�erentialgleichung, deren Operatorstark{elliptisch ist. Den Beweis kann man in [Au1], [DaLi] St. 426 oder in [Fo] St. 269�nden.Satz 2.4.4 Gegeben sei ein linearer Di�erentialoperator L zweiter Ordnung mit C1(
){Koe�zienten, wobei 
 � IRn ein o�enes Gebiet ist. Die entsprechende Bilinearform a(�; �)sei stark koerziv. Wenn die Distribution u die Gleichung Lu =  mit  2 Hkloc(
); k 2 INgen�ugt, dann ist u 2 Hk+2loc (
).55Der Satz bleibt richtig f�ur Operatoren der Ordnung 2m. In diesem Fall ist u in Hk+2mloc (
).



2.4. L �OSUNGSTHEORIE 17Korollar 2.4.5 Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 2.4.4 folgt aus  2 C1(
),da� auch u in C1(
) liegt.Dieses Korollar folgt aus Satz 2:4:4 und dem Sobolev{Lemma: Hk(
) � Cj(
), f�urk > j + (n=2).6Wir haben nun alle S�atze zur Verf�ugung, die wir ben�otigen, um den Eindeutigkeitssatzvon schwachen L�osungen des Cauchy{Problems zu beweisen.Satz 2.4.6 Sei 
 ein o�enes, beschr�anktes, einfach zusammenh�angendes Gebiet von IR2 mitanalytischem Rand, � ein o�enes zusammenh�angendes Randst�uck von @
 und der OperatorL de�niert wie in Satz 2.4.4. Dann besitzt das Cauchy{Problem8><>: Lu =  ; in 
u = f ; auf �u� = g ; auf �f�ur  2 L2(
), f 2 H1/2(�) und g 2 H1/200 (�)0 h�ochstens eine L�osung in H1(
).Beweis: Sind u1 und u2 zwei H1{L�osungen des Cauchy{Problems, dann l�ost u = u1 � u2folgendes Problem: ( Lu = 0 ; in 
u = u� = 0 ; auf � :Da Lu = 0 ist, folgt aus Korollar 2:4:5 mit  = 0, da� u 2 C1(
) ist. Dann ist u eineklassische L�osung des Cauchy{Problems mit homogenen Daten auf �.Der Operator L ist elliptisch und sowohl � als auch @
n� sind nicht{charakteristischeMannigfaltigkeiten. Es ist m�oglich, eine Familie von analytischen Mannigfaltigkeiten ��; 0 �� � 1 zu �nden, so da� �0 = �; �1 = @
n� und alle �� denselben Endpunkten haben.Wenn wir die Familie �� im Beweis von Satz 2:4:3 nutzen, folgt aus diesem Satz, da� dieFunktion u identisch auf 
 verschwinden mu�.Die Voraussetzungen bez�uglich 
 k�onnen abgeschw�acht werden, falls L = � der LaplaceOperator ist. Damit ist gemeint, da� wir auf die Annahme, 
 sei einfach zusammenh�angend,verzichten d�urfen. Das folgt ohne weiteres aus der Analytizit�at der L�osung u in 
. In derTat, f�ur x 2 
 und 
0 = B�(x) �� 
 l�ost u die Randwertaufgabe8><>: �w = 0 ; in 
0w = u ; auf @
0w� = u� ; auf @
0 :6Siehe daf�ur [Fo] S. 276 oder [Ad].



18 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMAus der Greenschen Darstellungsformel7u(x) = Z@
0 fG�y(x; y)u(y)�G(x; y)u�(y)gdS(y)folgt die Analytizit�at von u in einer Umgebung von x und daraus die Analytizit�at auf ganz
. Aus dem Satz 2:4:2 schlie�t man, da� u in einer Umgebung von � identisch Null seinmu�. Dann verschwindet u auf 
.Die Eindeutigkeit von Cauchy{Problemen ist also eine relativ einfach zu beantwortendeFrage. Dasselbe kann man �uber die Existenz nicht sagen. Diese h�angt nicht nur von denCauchydaten ab, sondern auch von dem Gebiet 
. Die Funktionv(x; y) = (1� x)((1 � x)2 + y2) ; (x; y) 2 IR2nf(1; 0)gaus Abschnitt 2.1 liefert ein Beispiel daf�ur. Sie ist die einzige analytische L�osung von8><>: �w = 0 ; in 
w = v ; auf �lw� = v� ; auf �l ;wobei 
 = B1(0; 0) und �l = f(x; y) 2 @
;x < 0g ist. Aber sie kann nicht in den Punkt(1; 0) analytisch fortgesetzt werden. Das hei�t, da� f�ur jedes 
� = 
[B�(1; 0) das Cauchy{Problem auf 
� keine H1{L�osung besitzt.8Der n�achste zu untersuchende Punkt betri�t die Existenz von L�osungen. Hier werdennur die Cauchy{Probleme f�ur die Laplacegleichung betrachtet, aber das Argument gilt auchf�ur andere elliptische Di�erentialgleichungen. Nehmen wir an, da� wir eine L�osung desCauchy{Problems (CP a) suchen. In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt (siehe S. 11), wie einCauchy{Problem mit Daten f und g in eine GleichungA = fumgeschrieben wird. Den Operator A d�urfen wir in A = Al+z aufspalten, wobei der lineareAnteil Al und die von g abh�angige feste Funktion z durch die Randwertaufgabe7f�ur Details siehe [Fo] S. 104 oder [Jo].8F�ur r > 0 und P 2 IR2 setze Br(P ) := fx 2 IR2; jjx� P jj < rg.



2.4. L �OSUNGSTHEORIE 19
&%'$�l �r
�w = 0w�=0w� = 0Al( ):=w w =  &%'$�l �r

�v = 0v�=0v� = gz := v v = 0de�niert sind. Die Cauchydaten (f; g) werden aus H1/2(�l) � H1/200 (�l)0 genommen. Um zuveri�zieren, ob Al eine beschr�ankte Abbildung von H1/2(�r) nach H1/2(�l)) ist, brauchen wirnur seine Norm durch jjAl jjH1/2 � c1jjwjjH1 � c2jj jjH1/2abzusch�atzen. Hier ist die erste Ungleichung eine Konsequenz der Stetigkeit der Spuropera-tor von H1(
) nach H1/2(�l), und die zweite folgt aus der stetigen Abh�angigkeit der L�osungeines gemischten Problems von den Randdaten (Satz von Lax{Milgram).Die Aufgabe, die sich uns nun stellt, besteht aus der Untersuchung der L�osbarkeit derlinearen Gleichung Al = f � z;wobei der Operator Al durch die Verkn�upfung einer Di�erentialgleichung mit einem Spur-operator de�niert wird.9 F�ur den Fall g � 0 ist es nun klar, da� das Cauchy{Problem eineL�osung besitzt genau dann, wenn f in Rg(Al) liegt. Ansonsten de�nieren wir den stetigenlinearen Operator Z : H1/200 (�l)0 ! H1/2(�l) durch Z( ) := vj�l , wobei die H1{Funktion vdas gemischte Problem 8><>: �v = 0 ; in 
v = 0 ; auf �rv� =  ; auf �ll�ost. Die L�osbarkeit des Cauchy{Problems ist dann �aquivalent zuf + Z(g) 2 Rg(Al);wobei Rg(Al) nicht abgeschlossen ist.109Aus Satz 2:4:6 kann man schlie�en, da� Al( ) = 0)  = 0 , d.h., N(Al) = f0g.10Das ist wieder eine Konsequenz daraus, da� eine stetige Abh�angigkeit der L�osung des Cauchy{Problemsbez�uglich der Anfangsdaten nicht gegeben ist.



20 KAPITEL 2. DAS CAUCHY{PROBLEMEs ist auch m�oglich, eine Existenzbedingung f�ur das Cauchy{Problem aus der Randin-tegraldarstellung abzuleiten. Kennen wir die Greensche Funktion K f�ur das Gebiet 
, kanneine in 
 harmonische Funktion aus den Dirichletdaten rekonstruiert werden. Dies folgt ausder Greenschen Darstellungsformel11u(x) = Z@
K(x; y)u�(y) dS(y): (2.7)Da in (CP a) die Bedingung u�j�i � 0 gilt, folgt aus (2:7), da� u = (Fu�j�o ) ist, wobei Fein Integraloperator mit Kern K ist.Gegeben die Cauchydaten (f; g) in H1/2(�l)�H�1/2(�l), de�nieren wir die MengeM = f~g 2 H�1/2(�o) ; ~gj�l = ggder m�oglichen H�1/2 Fortsetzungen von g auf das gesamte Randst�uck �o.12 Die L�osbarkeitdes Cauchy{Problems ist nun �aquivalent zu der L�osbarkeit von( 
l F (~g) = f~g 2M ;wobei 
l der Dirichlet{Spuroperator von H1(
) nach H1/2(�l) ist.Die hier abgeleiteten Bedingungen geben keine de�nitive Antwort auf die Frage nachder Existenz von L�osungen eines Cauchy{Problems, da f�ur Rg(Al) keine Charakterisierungim Sinne von Sobolev{R�aumen vorliegt. Andere Arten von Aussagen, die die Regularit�atvon f und g betre�en, sind noch unbekannt.

11f�ur Details siehe [Jo] S. 8412Wir nutzen hier die Notation der Abschnitte 2.1 und 2.3



Kapitel 3Das IterationsverfahrenIn diesem Kapitel wird ein Iterationsverfahren vorgestellt, das eine Approximation und inbestimmten F�allen die L�osung des Cauchy{Probems f�ur die Laplacegleichung liefert. Dieallgemeine Formulierung des Verfahrens wird analysiert sowie die Anwendung auf die dreispeziellen Probleme von Kapitel 2 betrachtet. Die Konvergenz des Verfahrens wird bewie-sen und andere Eigenschaften wie Konvergenzgeschwindigkeit und Regularisierungsschemawerden untersucht.In Abschnitt 3.1 wird das Verfahren f�ur allgemeine glatte Gebiete formuliert und alsdie Iteration eines a�nen Operators T auf H�1/2 betrachtet. F�ur die Probleme (CP b) und(CP c) werden wir mit Hilfe eines Fourierreihen{Ansatzes f�ur die Cauchydaten die Iterationanalytisch hinschreiben.In Abschnitt 3.2 wird der Konvergenzbeweis f�ur das Verfahren durchgef�uhrt und einigeEigenschaften des Operators T , wie Positivit�at und Selbstadjungiertheit, werden �uberpr�uft.F�ur die Probleme (CP b) und (CP c) wird die Spektraldarstellung von T abgeleitet und dieKonvergenzgeschwindigkeit damit analysiert. Schlie�lich betrachten wir Cauchy-Problememit fehlerhaften Daten und ermitteln Regularisierungstechniken, die uns erlauben, solcheSituationen zu beherrschen.3.1 Beschreibung des VerfahrensHier wird das Iterationsverfahren vorgestellt, und die Anwendung auf die speziellen Proble-me von Kapitel 2 wird im Detail diskutiert.3.1.1 Allgemeine FormulierungSei 
 ein o�enes beschr�anktes Gebiet in IR2 mit glattem Rand @
, der in zwei o�eneKomponenten �1 und �2 zerlegt sei, so da� �1 \ �2 = ; und �1 [ �2 = @
 gilt. Zu Datenf 2 H1/2(�1) und g 2 H1/200 (�1)0 suchen wir die L�osung u 2 H1(
) von21



22 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHREN(CP ) 8><>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �1u� = g ; auf �1 :Es wird versucht, die Neumannspur der L�osung u auf dem Randst�uck �2 zu rekonstruie-ren. Die L�osung u ist als L�osung einer Randwertaufgabe zu �nden, wenn ihre Neumann{Spur auf �2 bekannt ist. Nehmen wir an, wir verf�ugen �uber irgendeine Approximation' 2 H1/200 (�2)0 f�ur 
2 u�2 . Die Idee des Verfahrens ist, diese Approximation folgenderma�enzu verbessern:Skizze:� Erster Schritt: Zuerst l�ost man das gemischte Problem f�ur die Laplacegleichung mitRanddaten f bzw. ' auf �1 bzw. �2. Die Dirichlet{Spur dieser L�osung auf �2 nennenwir  .� Zweiter Schritt: Dann l�ost man das gemischte Problem f�ur die Laplacegleichung mitRanddaten g bzw.  auf �1 bzw. �2. Die Neumann{Spur dieser L�osung auf �2 nennenwir nun '1.Es ist zu erwarten, da� '1 eine bessere Approximation als ' f�ur 
2 u�2 sein wird, dennin '1 wurden weitere Informationen �uber die Cauchydaten von u auf �1 eingef�ugt. Wirddurch diese Prozedur aus '1 ein '2 erzeugt, ist es immer noch plausibel zu denken, da� derEin
u� der Cauchydaten auf '2 noch gr�o�er als auf '1 sein wird. Dies ist die heuristischeMotivation des Verfahrens.Bemerkung 3.1.1 Falls ' = 
2 u�2 die Neumann{Spur der L�osung von (CP) ist, dann ist'1 = '. In der Tat, es folgt aus Satz B.3.3, da� u die L�osung des gemischten Problems desersten Schrittes ist und nach der Skizze  = 
2 u gilt. Aus demselben Argument folgt, da�die L�osung des gemischten Problems des zweiten Schrittes wieder u ist, und die Behauptungist bewiesen.Wir k�onnen nun aus dieser Idee das Verfahren formal de�nieren. Gegeben sei ein belie-biges Element '0 in H1/200 (�2)0, dann erzeugen wir die Folge f'kgk2IN durch die Iteration:
(IT ) 8>>>>>><>>>>>>: w 2 H1(
) l�ost: �w = 0; wj�1 = f ; w�j�2 = 'k; k := wj�2 ;v 2 H1(
) l�ost: �v = 0; v�j�1 = g; vj�2 =  k;'k+1 := v�j�2 :In (IT) werden zwei Di�erentialgleichungen gel�ost und zwei Spuroperatoren angewendet.Wir erzeugen dadurch zwei Folgen, n�amlich eine von Dirichletspuren und eine andere von



3.1. BESCHREIBUNG DES VERFAHRENS 23Neumannspuren, beide auf �2 de�niert. Da die harmonischen Funktionen w und v in H1(
)sind, folgt aus Spursatz B.1.6, da� f'kg in H1/200 (�2)0 liegt. Andererseits folgt aus KorollarB.1.4, da� die Folge der Dirichletdaten f kg in H1/2(�2) de�niert ist.Bemerkung 3.1.2 Falls die Neumanndaten des Cauchy{Problems h�ohere Regularit�at be-sitzen, n�amlich falls g 2 H�1/2(�2) ist, dann impliziert der Satz B.2.5, da� die Folge f'kgin H�1/2(�2) liegt.Bemerkung 3.1.3 Eine weitere Bemerkung bezieht sich auf die �Uberbestimmung der Da-ten. Falls @
 = �1 [ �2 [ �3 ist und wir ein Cauchy{Problem mit Daten auf �1 plus eineweitere Randbedingung (Neumann, Dirichlet, : : :) auf �3 betrachten, k�onnen wir das Ver-fahren wieder einsetzen, indem die neue Randbedingung auf �3 in beiden Randwertaufgabenvon (IT) ber�ucksichtigt wird. Das erm�oglicht uns, das Verfahren auch f�ur das Problem (CPa) einzusetzen. Wir brauchen daf�ur nur �1 bzw. �2 bzw. �3 durch �l bzw. �r bzw. �i zuersetzen.Unser n�achstes Ziel lautet, den Iterationsschritt von (IT) f�ur das Problem (CP a) durchdie Anwendung eines Operators T auf H1/200 (�r)0 zu repr�asentieren. Daf�ur machen wir dieVereinfachungsannahme g � 01 und de�nieren die Operatoren Ln : H1/200 (�r)0 ! H1(
) undLd : H1/2(�r)! H1(
) durch:Ln(') := w 2 H1(
) bzw: Ld( ) := v 2 H1(
);wobei die Funktionen w bzw. v die Randwertaufgabe�w = 0 in 
; wj�l = f ; w�j�r = '; w�j�i = 0bzw. �v = 0 in 
; v�j�l = 0; vj�r =  ; v�j�i = 0l�ost. Mit den Spur{Operatoren 
n : H1(
)! H1/200 (�r)0 und 
d : H1(
)! H1/2(�r) k�onnenwir (IT) als ( w = Ln('k);  k = 
d(w)v = Ld( k); 'k+1 = 
n(v) (3.1)umschreiben. Wir setzen T := 
n � Ld � 
d � Ln. O�ensichtlich ist T eine a�ne Abbildungauf H1/200 (�r)0 und, nach De�nition von (IT) erhalten wir'k+1 = T ('k) = T k+1('0):1Das entspricht der in 2.1 beschriebenen physikalischen Situation.



24 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENDas hei�t, wir sind in der Lage, die Iteration (IT) durch Potenzen eines Operators darzu-stellen. Der n�achste Schritt ist, T in einen linearen Anteil Tl und einen konstanten, nur vonf abh�angigen Term zf 2 H1/200 (�r)0 zu zerlegen. Um Tl darzustellen, spalten wir die Funktionw in (3:1) in w = wl +wa, wobei die Funktionen wl bzw. wa L�osung der Randwertaufgabe8>>>><>>>>: �wl = 0 ; in 
wlj�l = 0wl�j�r = 'wl�j�i = 0 bzw. 8>>>><>>>>: �wa = 0 ; in 
waj�l = fwa�j�r = 0wa�j�i = 0ist. Man setzt Lln : H1/200 (�r)0 ! H1(
); Lln(') := wl. Dann d�urfen wir den Operator Ln inLn(�) = Lln(�) + wa zerlegen, und die Iteration in (3:1) kann als'k+1 = T ('k) = 
n � Ld � 
d � Lln('k)| {z }Tl('k) + 
n � Ld � 
d(wa)| {z }zf (3.2)= T k+1l ('0) + kXj=0T jl (zf ) (3.3)geschrieben werden.Bemerkung 3.1.4 Aus Bemerkung 3.1.1 und aus (3.2) folgt, da� die Funktion ' = 
nu(u L�osung des Cauchy{Problems (CP a)) eine L�osung der Fixpunktgleichung T' = ' ist.Andererseits, wenn ' eine L�osung der Fixpunktgleichung T' = ' ist, dann besitzen dieFunktionen w und v in (3.1) dieselben Cauchydaten auf �r und sind wegen des Eindeutig-keitssatzes 2.4.6 gleich. Die De�nition von w und v in (3.1) impliziert, da� w = v eineL�osung des Cauchy{Problems ist.Bemerkung 3.1.5 Wir k�onnten die Iteration (IT) mit einer Anfangsn�aherung f�ur die Di-richletdaten statt f�ur die Neumanndaten starten. In diesem Fall m�u�ten wir lediglich dasv{Problem vor dem w{Problem in (3:1) l�osen. Der zugeh�orige Operator T : H1/2(�r) !H1/2(�r) lie�e sich analog de�nieren.Bemerkung 3.1.6 Die �uberbestimmten Daten, die wir in der Iteration (IT) eingef�ugt ha-ben, um das Problem (CP a) betrachten zu k�onnen, beein
ussen weder die Konvergenz desVerfahrens noch die Eigenschaften von T , die in Abschnitt 3.3 analysiert werden. Anzahlund der Typ dieser weiteren Randbedingungen sind harmlos, solange das Cauchy{Problemkonsistent bleibt.



3.1. BESCHREIBUNG DES VERFAHRENS 25Bemerkung 3.1.7 Ohne die Annahme g � 0 w�are es immer noch m�oglich, den OperatorT wie in (3:3) umzuschreiben. Wir m�u�ten nur die H1{Funktion ~wa als die L�osung von� ~wa = 0 in 
; ~wa�j�l = g; ~waj�r = 0; ~wa�j�i = 0;de�nieren. Der Operator T lie�e sich dann darstellen alsT (�) = 
n � Ld � 
d � Lln(�)| {z }Tl(�) + 
n � Ld � 
d(wa) + 
n( ~wa)| {z }zf;g :3.1.2 Das Verfahren in der RechteckgeometrieIn diesem Abschnitt werden wir die Anwendung der Iteration (IT) auf das spezielle Problemin Abschnitt 2.2 diskutieren. Gesucht ist die L�osung des Cauchy{Problems(CP b) 8>>><>>>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �lu� = g ; auf �lu(x;��) = 0 ; x 2 (��; �) ;wobei 
 = (��; �)� (��; �) ist. Zun�achst wird angenommen, da� die Randdaten f und geine Fourierreihenentwicklung vom Typf(y) = NXj=1 aj sin(jy) und g(y) = NXj=1 bj sin(jy); (3.4)haben.Eine weitere Annahme ist die Existenz einer H1(
){L�osung des Problems (CP b) mitDaten (f; g).Wir fangen mit der Untersuchung der gemischten Probleme an, die in (3:1) vorkommen.Das erste ist das w{Problem8>>><>>>: �w = 0 ; in 
w = f ; auf �lw� = ' ; auf �rw(x;��) = 0 ; x 2 (��; �) :F�ur die Neumanndaten '(y) = PNj=1 'j sin(jy), k�onnen wir die L�osung explizit hinschrei-ben. In der Tat, die L�osung w lautet



26 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENw(x; y) = NXk=1�'k sinh(k(x+ �))k cosh(2k�) + ak cosh(k(x� �))cosh(2k�) � sin(ky): (3.5)Ein analoges Ergebnis haben wir f�ur das v{Problem8>>><>>>: �v = 0 ; in 
v� = g ; auf �lv =  ; auf �rv(x;��) = 0 ; x 2 (��; �)mit Dirichletdaten  (y) =PNj=1  j sin(jy). Die L�osung dieser Randwertaufgabe istv(x; y) = NXk=1� k cosh(k(x+ �))cosh(2k�) + bk sinh(k(x� �))k cosh(2k�) � sin(ky): (3.6)Aus den L�osungsdarstellungen in (3:5) und (3:6) k�onnen wir eine explizite Formel f�urden Operator T herleiten, n�amlich(T')(y) = NXj=10@ �j�j !2'j + j �j�2j ! aj + 1�j bj1A sin(jy); (3.7)wobei �j = sinh(2j�) und �j = cosh(2j�) sind. Wenn wir die Formel (3.7) iterieren,gewinnen wir eine Darstellung f�ur die Folge f'kg �ahnlich der in (3:3). In der Tat, gegebendie Anfangsdaten '0(y) =PNj=1 '0;j sin(jy), k�onnen wir das Element 'k hinschreiben als'k(y) = NXj=124 �j�j !2k'0;j + k�1Xl=0  �j�j !2l  j �j�2j aj + 1�j bj!35| {z }'k;j sin(jy):Wir wollen einen Sobolev{Raum �nden, in dem der Operator T explizit darstellbarist. Da wir explizite L�osungen nur von Cauchy{Problemen mit periodischen Daten kennen,sollten wir die Cauchydaten in einem Raum von periodischen Funktionen w�ahlen. Nehmenwir an, die Anfangsn�aherung '0 liegt in H�1/2per (�r). Wenn N = 1 in (3.4) ist und dieCauchydaten (f; g) inH1/2(�l)�H�1/2(�l) liegen, dann besitzen die w{ und v{Probleme zwareindeutige H1{L�osungen, aber die Spuren davon sind nicht unbedingt periodisch. DamitT'0 = v�j�r in H�1/2per (�r) liegt, m�ussen wir st�arkere Regularit�atsbedingungen an f und gfordern.Da die Gewichte �j=�j kleiner als eins f�ur alle j sind, folgt aus der Gleichung (3.7), da�T' in H�1/2per (�r) liegt, falls



3.1. BESCHREIBUNG DES VERFAHRENS 271Xj=1 j  �j�2j !2 a2j < 1 und 1Xj=1 1j  1�2j ! b2j < 1 (3.8)gilt. Die Gewichte �j=�2j und 1=�j sind �aquivalent2 und die Konvergenz der beiden Reihenin (3.8) entspricht der Annahme, da� die Funktion f bzw. g zu dem Raum H1/2per(�l) bzw.H�1/2per (�l) mit dem exponentielen Gewicht 1=�2j geh�ort.Aus Gleichung (3:7) k�onnen wir eine explizite Darstellung auch f�ur den linearen AnteilTl von T ableiten. Es gilt (Tl '0)(y) = 1Xj=1 �j�j !2'0;j sin(jy): (3.9)Die Eigenwerte von Tl sind �j = (�j=�j)2 mit sin(jy) als zugeh�orige Eigenfunktion. Ausder De�nition von H�1/2per (�r) als Spezialfall vonHsper((��; �)) := f'(y) = Xj2ZZ cj eijy = Xj2ZZ (1 + j2)sc2j < 1g ; s 2 IRschlie�t man, da� (3:9) n�amlich die Spektraldarstellung von Tl auf dem TeilraumH = Spanfsin(jy); j 2 INgjj�jjH�1/2perist.Bemerkung 3.1.8 Aus der Spektraldarstellung von Tl k�onnen wir auf die Kompaktheitdes Operators (I � Tl) schlie�en. Die Selbstadjungiertheit von Tl folgt wieder aus der Spek-traldarstellung, wenn wir den Hilbert{Raum H�1/2per (�r) mit dem inneren Produkt� '; �� = Xj2ZZ (1 + j2)�1/2'j�j ;f�ur '; � 2 H�1/2per (�r) betrachten.2Damit meinen wir, da� es positive Konstante c1 und c2 gibt, so da�c1�2j � �j�2j � c2�2jf�ur alle j 2 IN gilt.



28 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHREN3.1.3 Das Verfahren f�ur die KreisringgeometrieIn diesem Abschnitt werden wir die Anwendung der Iteration (IT) auf das spezielle Problemin Abschnitt 2.3 diskutieren. Gesucht ist die L�osung des Cauchy{Problems(CP c) 8><>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �ou� = g ; auf �o ;wobei 
 ein o�ener Ring mit inneren bzw. �au�eren Radius r0 bzw. 1; 0 < r0 < 1, ist. Wirnehmen an, da� die Cauchydaten f und g eine Fourierreihenentwicklung vom Typf(�) = f0 + NXj=1 �f (1)j sin(j�) + f (2)j cos(j�)�und g(�) = g0 + NXj=1 �g(1)j sin(j�) + g(2)j cos(j�)�haben. Die L�osung dieses Cauchy{Problems wurde in (2.4) angegeben.Wir fangen mit der Untersuchung der gemischten Probleme an, die in (3:1) vorkommen.Das erste ist das w{Problem 8><>: �w = 0 ; in 
w = f ; auf �ow� = ' ; auf �iF�ur die Neumanndaten '(�) = '0 + PNj=1 ['(1)j sin(j�) + '(2)j cos(j�)], k�onnen wir dieL�osung explizit hinschreiben. In der Tat, die L�osung w lautetw(r; �) = NXj=�N �aj rj sin(j�) + bj rj cos(j�)� + s ln(r) (3.10)mit Koe�zienten s = �'0 r0,aj = 8>>><>>>: 1rj+10 �j f (1)j + 1j�j '(1)j ; j > 0�1r1�j0 �j f (1)j + 1j�j'(1)j ; j < 00 ; j = 0 und bj = 8>>><>>>: 1rj+10 �j f (2)j + 1j�j'(2)j ; j > 01r1�j0 �j f (2)j � 1j�j '(2)j ; j < 0f0 ; j = 0 ;wobei �j = rj�10 + r�(j+1)0 ist.Dasselbe machen wir mit dem v{Problem



3.1. BESCHREIBUNG DES VERFAHRENS 298><>: �v = 0 ; in 
v� = g ; auf �ov =  ; auf �i :F�ur die Dirichletdaten  (�) =  0+PNj=1 [ (1)j sin(j�) +  (2)j cos(j�)] hat das v{Problemdie L�osung v(r; �) = NXj=�N cj rj sin(j�) + dj rj cos(j�) + t ln(r) (3.11)mit Koe�zienten t = g0,cj = 8>>><>>>: 1�j (1)j + r�j0j�j g(1)j ; j > 0�1�j  (1)j + 1jr�j0 �j g(1)j ; j < 00 ; j = 0 und dj = 8>>><>>>: 1�j (2)j + r�j0j�j g(2)j ; j > 01�j (2)j � 1jr�j0 �j g(2)j ; j < 0 0 ; j = 0 ;wobei �j = rj0 + r�j0 ist.Aus den L�osungsdarstellungen in (3.10) und (3.11) ist es m�oglich, eine explizite Formelf�ur den Operator Tl herzuleiten. Es gilt(Tl ')(�) = NXj=1�j ['(1)j sin(j�) + '(2)j cos(j�)]; (3.12)wobei �0 = 0 und �j =  r�(j+1)0 � rj�10r�(j+1)0 + rj�10 !  r�j0 � rj0r�j0 + rj0! ; j > 0 (3.13)die Eigenwerte von Tl sind.Bemerkung 3.1.9 Analog zum vorherigen Abschnitt k�onnen wir den Operator Tl f�ur Funk-tionen auf H�1/2per ((��; �)) � H�1/2(�o) de�nieren. Man kann auch eine explizite Darstellungf�ur den Operator T �nden und wie in (3.8) Bedingungen f�ur das Abklingen der Fourierkoe�-zienten von f und g herleiten, die hinreichend sind, um die Inklusion (T ') 2 H�1/2per ((��; �))zu garantieren.Aus der De�nition von H�1/2per ((��; �)) schlie�en wir, da� (3.12) die Spektraldarstellungvon Tl auf H = H�1/2per ((��; �))ist. Aus dieser Spektraldarstellung von Tl folgt



30 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENi) jjTljjL(H) � 1;ii) Tl ist selbstadjungiert;iii) (I � Tl) ist kompakt.Bemerkung 3.1.10 Aus der Beschreibung der Eigenwerte von Tl in (3.13) schlie�t man,da� je gr�o�er der innere Radius r0 ist, desto kontraktiver wird der Operator Tl.Bemerkung 3.1.11 Die Analyse der Eigenwerte von Tl f�ur die Probleme (CP b) und(CP c) weisen darauf hin, da� sie beide sehr �ahnlich sind. In der Tat, die Eigenwerteder verschiedenen Operatoren Tl konvergieren exponentiell gegen 1.3.2 Analyse des Verfahrens3.2.1 Die KonvergenzIn diesem Abschnitt wird die Konvergenz des Iterationsverfahrens untersucht, falls dieCauchydaten konsistent sind. Es wird auch gezeigt, da� die Konvergenz der durch die Iterati-on (IT) erzeugten Folge die Existenz einer L�osung des Cauchy{Problems impliziert. AndereEigenschaften wie Positivit�at und Selbstadjungiertheit von Tl werden auch untersucht.Bevor wir mit der Untersuchung des Verfahrens anfangen, wird eine spezielle Topologievon H1/200 (�l)0 analysiert.Lemma 3.2.1 Das Funktional jj'jj� = (R
 jrLln(')j2 dx)1/2 de�niert auf H1/200 (�r)0 eineNorm, die �aquivalent zu der �ublichen Sobolev{Norm dieses Raums ist.Beweis:Sei ' 2 H1/200 (�r)0 gegeben. Lln(') l�ose folgende Randwertaufgabe:8>>><>>>: �u = 0 ; in 
uj�l = 0u�j�r = 'u�j�i = 0Wegen Satz B.3.3 ist Lln(') die einzige L�osung in H10 (
 [ �r) dieser Randwertaufgabe.Derselbe Satz garantiert auch die stetige Abh�angigkeit der L�osung bez�uglich der Randdaten,d.h. jj'jj� � jjLln(')jjH1(
) � c jj'jjH1/200 (�r)0 :



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 31Die umgekehrte Ungleichung ist eine Konsequenz der Stetigkeit des Neumann{Spuropera-tors in Satz B.1.6 und der Poincar�eschen Ungleichung B.3.2.Bemerkung 3.2.2 Eigentlich kann man zeigen, da� die Norm jj'jj� aus einem innerenProdukt kommt und H1/200 (�r)0 ein Hilbertraum ist mit dem inneren Produkt< '; � >� = Z
rLln(') rLln(�) dx:Im n�achsten Satz werden einige Eigenschaften des Operators Tl untersucht, indem wirden Raum H1/200 (�r)0 mit der durch < �; � >� erzeugten Struktur betrachten.Satz 3.2.3 Sei Tl 2 L(H1/200 (�r)0) die in (3.2) de�nierte Abbildung. Es gilti) Tl ist positiv, d.h. < Tl ';' >� � 0 8' 2 H1/200 (�r)0;ii) 1 ist kein Eigenwert von Tl;iii) Tl ist selbstadjungiert, d.h., < Tl'; >� = < '; Tl >�; 8'; 2 H1/200 (�r)0;iv) Tl ist injektiv.Beweis:i) Wir de�nieren den Operator W : H1/200 (�r)0 ! H1(
) durchW (') := Ld � 
d � Lln('):3Aus Satz B.2.3 und B.2.4 folgt f�ur '; 2 H1/200 (�r)0Z
 �rLlnTl(') �rW (')�rLln( ) dx = (3.14)� Z
��LlnTl(') �W (')�Lln( ) dx + Z�r[�l �LlnTl(') �W (')�� Lln( ) d� = 0:Dasselbe Argument liefertZ
 �rW (')�rLln(')� rW ( ) dx = 0: (3.15)3F�ur die De�nition dieser Operatoren siehe Abschnitt 3.2.



32 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENWenn wir mit < �; � > das innere Produkt auf L2(
) bezeichnen, folgt aus (3.14) und(3.15) < Tl ';' >� = < rLlnTl(');rLln(') >(3:14)= < rW (');rLln(') >(3:15)= < rW (');rW (') >= jjrW (')jj2L2(
)f�ur alle ' 2 H1/200 (�r)0.ii) Sei ' 2 H1/200 (�r)0 mit Tl ' = '. Setze w := Lln(') und v := Ld � 
d � Lln(').4 Danngen�ugt die Di�erenz v � w auf dem Randst�uck �r(v � w)j�r = (v �w)�j�r = 0:Der Eindeutigkeitssatz 2.4.6 garantiert die Gleichheit v = w. Andererseits gilt nach De�ni-tion von w und v 0 = wj�l und 0 = v�j�l = w�j�l :Derselbe Eindeutigkeitsschlu� liefert ' = 0.iii) Analog zu (3.14) und (3.15) zeigt man, da� f�ur '; 2 H1/200 (�r)0 die Gleichungen< rLln(');rLlnTl( ) > = < rLln(');rW ( ) > (3.16)und < rW (');rW ( ) > = < rW (');rLln( ) > (3.17)g�ultig sind. Aus (3.14) , : : : , (3.17) folgt schlie�lich< Tl '; >� = < '; Tl  >� 8'; 2 H1/200 (�r)0:iv) Sei '1 und '2 in H1/200 (�r)0 mit Tl '1 = Tl '2. Setze w := Lln('1 � '2) und v :=Ld � 
d � Lln('1 � '2). Die De�nition von v und die Annahme Tl('1 � '2) = 0 implizierenv�j�l = 0 und v�j�r = 0:Da v harmonisch in 
 ist, ist v konstant in 
. Aus der Identit�at vj�r = wj�r und dawj�r 2 H1/200 (�r) folgt dann v � 0.5 Deswegen verschwindet auch w identisch in 
 unddaraus folgt '1 = '2.4Siehe Gleichung (3.1).5Die einzige konstante Funktion, die in H1/200 (�l) liegt, ist die Nullfunktion.



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 33Der n�achste Schritt ist, die Konvergenz des Iterationsverfahrens zu beweisen. Wir fangenunsere Untersuchung mit einigen De�nitionen aus Funktionalanalysis an.De�nition 3.2.4 Sei (X; jj � jjX) ein Hilbert{Raum. Ein Operator A : X ! X hei�tasymptotisch regul�ar auf X, wenn f�ur alle x aus X giltlimk!1 jjAk+1(x)�Ak(x)jjX = 0:De�nition 3.2.5 Sei X ein Hilbert{Raum. Ein Operator A 2 L(X) hei�t nichtexpansivauf X, falls jjAjjL(X) � 1gilt.Der n�achste Satz zeigt, da� die Eigenschaften in De�nitionen 3.2.4 und 3.2.5 hinreichendsind, um die Konvergenz einer Folge fAk(x)gk2IN; x 2 X, zu beweisen.Satz 3.2.6 Sei X ein Hilbert{Raum, A 2 L(X) nichtexpansiv und �? die orthogonaleProjektion von X auf Ker(I �A). Dann sind �aquivalent:i) limk!1Ak(x) = �?(x); 8x 2 X;ii) A ist asymptotisch regul�ar auf X.Der erste Teil i) ) ii) ist klar; der zweite folgt aus der Hilbertraum{Struktur von X zu-sammen mit H�older{Absch�atzungen. Den vollst�andigen Beweis kann man in [Pi, S.162] �n-den. Ein �ahnlicher Satz f�ur (nicht unbedingt lineare) nichtexpansive Operatoren in Banach{R�aumen ist in [Je, S.69] zu �nden.Der n�achste Satz zeigt, da� der lineare Anteil Tl des Operators T in (IT) die Eigenschaf-ten in De�nitionen 3.2.4 und 3.2.5 aufweist.Satz 3.2.7 Sei Tl 2 L(H1/200 (�r)0) der in (3:2) de�nierte Operator. Dann gilti) Tl ist asymptotisch regul�ar;ii) Tl ist nicht expansiv.



34 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENBeweis:i) Wegen der Identit�at: (T k+1l (') � T kl (')) = T kl (Tl � I)('), gen�ugt es zu zeigen, da�limk T kl (') = 0;8' 2 Rg(Tl � I). Sei  ein Element aus H1/200 (�r)0 mit (Tl � I) = '. Wiein (3.1) k�onnen wir die Iteration T kl ( ) mit Hilfe von( wlk( ) = Lln(
n(vk�1( ))); k � 1vk( ) = Ld(
d(wlk( ))); k � 0 ; (3.18)und wl0( ) = Lln( ) repr�asentieren, wobei die Funktionen wlk; vk 2 H1(
) harmonisch sind.Aus (3.18) folgt wlk = 0 = (vk)� auf �l, (wlk)� = (vk�1)� und vk = wlk auf �r. Aus diesenIdentit�aten und der Greenschen Formel B.2.3 kann man folgende Gleichungen herleiten:Z
 jrvkj2 dx = Z�r (vk)�vk d�; Z
 jrwlkj2 dx = Z�r (wlk)�wlk d�;Z
rvkrwlk dx = Z�r wlk(vk)� d�; Z
rvk�1rwlk dx = Z�r wlk(vk�1)� d�:Die Anwendung der Greenschen Formel wird durch den Satz B.2.4 und die De�nition vonwlk und vk garantiert. Aus den letzten Gleichungen folgtZ
 jr(wlk � vk�1)j2 dx = Z
 (jrvk�1j2 � jrwlkj2) dx; (3.19)Z
 jr(vk � wlk)j2 dx = Z
 (jrwlkj2 � jrvkj2) dx: (3.20)Wegen der De�nition von ' und  gilt wlk(') = wlk+1( ) � wlk( ). Die Gleichungen(3.19) und (3.20) implizieren dannZ
 jrwlk(')j2 dx � 2 Z
 (jrwlk( )j2 � jrwlk+1( )j2) dx: (3.21)Eine andere Konsequenz von (3.19) und (3.20) ist, da� die Folge fR jrwlk( )j2dxgk nichtw�achst. Deswegen konvergiert die rechte Seite von (3.21) gegen Null f�ur k !1. Die Poin-car�esche Ungleichung B.3.2 garantiert die Konvergenz von jjwlk(')jjH1(
) gegen Null. DieBehauptung folgt nun aus der Identit�at T kl (') = 
n(wlk(')).ii) F�ur ' 2 H1/200 (�r)0 setze w := Lln(') und v := Ld � 
d � Lln('). Wir behaupten, esgen�ugt, die Ungleichung < Tl '; Tl ' >� � Z
 jrvj2 dx (3.22)



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 35zu zeigen. In der Tat folgt aus (3.22)jjTl 'jj2� � Z
rvrv dx = Z�l[�r v� v d�= Z�l[�r v� w d� = Z
rvrw d�� �Z
 jrvj2 dx�1/2 �Z
 jrwj2 dx�1/2 :Die De�nition der Norm jj � jj� impliziert nunjjTl 'jj� � �Z
rwrw dx�1/2 = �Z
 jrLln(')j2 dx�1/2 = jj'jj�:Wir zeigen nun die G�ultigkeit der Gleichung (3.22). Diese folgt ohne weiteres aus fol-gender UngleichungZ
 jrLln 
n vj2 dx = Z�l[�r �Lln 
n v�� �Lln 
n v� d�= Z�l v� �Lln 
n v� d� = Z�l[�r v� �Lln 
n v� d�= Z
rv rLln 
n v d�� �Z
 jrvj2 dx�1/2 �Z
 jrLln 
n vj2 dx�1/2Wir sind schlie�lich in der Lage, einen Konvergenzsatz f�ur das Iterationsverfahren vor-zustellen. Wir werden ohne Einschr�ankung den Satz f�ur das Problem (CP a) formulieren.Satz 3.2.8 Seien T und Tl die Operatoren in (3.2). Wenn die Cauchydaten (f; g) konsistentsind, dann konvergiert die Folge 'k := T k '0 gegen die Neumannspur der L�osung von (CP a)auf �r f�ur alle Anfangsn�aherungen '0 2 H1/200 (�r)0.Beweis:Es gen�ugt zu zeigen, da� die Folge T k '0 gegen den Fixpunkt ' des Operators Tkonvergiert.6 Setze "k := 'k � '. Dann gilt"k+1 = 'k+1 � '= T ('k)� T (')= Tl('k) + zg � Tl(')� zg= Tl("k): (3.23)6Siehe Bemerkung 3.1.4.



36 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENAus Satz 3.2.6 und 3.2.7 folgt die Konvergenz der Folge f"kg gegen �?('0 � '). Die Pro-jektion verschwindet, da Ker(I � Tl) = 0 ist.7 Dann konvergiert f'kg gegen '.Bemerkung 3.2.9 Ein anderer Weg, um die Konvergenz der Folge 'k := T k'0 zu bewei-sen, wurde von Bastay in seiner Dissertation [Bas S.21] benutzt. Wenn T' = Tl' + zf;gist, Tl nichtxpansiv und selbstadjungiert ist, �1 keine Eigenwerte von Tl sind und die Fix-punktgleichung T' = ' eine L�osung hat, dann kann er die Konvergenz der Folge 'k gegen' f�ur k ! 1 mit Hilfe eines Satzes von Krasnosel'skii et al. [Kra S.66] beweisen. In die-sem Satz wird haupts�achlich die Spektraldarstellung des beschr�ankten und selbstadjungiertenOperators Tl in der Konvergenzanalyse benutzt.Der letzte Satz dieses Abschnittes gibt uns ein Existenzkriterium f�ur die Cauchy{Pro-bleme.Satz 3.2.10 Seien die Daten (f; g) 2 H1/2(�l) � H1/200 (�l)0, und sei f'kg die durch (IT)erzeugte Folge. Wenn die Folge 'k konvergiert, dann besitzt das Problem (CP a) eine L�osungu und es gilt u�j�r = ' = lim'k.Beweis:Wenn ein ' 2 H1/200 (�r)0 existiert mit 'k ! ', dann giltT ' = T (limk 'k) = limk (T 'k) = limk 'k+1 = ':Das hei�t, ' ist ein Fixpunkt des Operators T . Dieselbe Argumentation wie in Bemerkung3.1.4 garantiert die Existenz einer L�osung von (CP a).3.2.2 KonvergenzgeschwindigkeitIn diesem Abschnitt machen wir Gebrauch von der Spektraldarstellung des Operators Tlf�ur die Probleme (CP b) und (CP c), um Resultate �uber die Konvergenzgeschwindigkeit desIterationsverfahrens herzuleiten.Betrachten wir zuerst das Problem (CP b). Nehmen wir an, da� das Cauchy{Problemmit Daten (f; g) konsistent ist, und da� die Fourierkoe�zienten von f und g der Abfall-bedingung in (3.8) gen�ugen. Nach Formel (3.9) k�onnen wir die Potenzen des Operators Tlfolgenderma�en schreiben:(T kl '0)(y) = 1Xj=1 �j�j !2k '0;j sin(jy); (3.24)7Siehe Satz 3.2.3 (ii).



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 37wobei �j := sinh(2j�), �j := cosh(2j�) ist und die Funktion '0 2 H�1/2per (�r) sich als'0(y) = 1Xj=1'0;j sin(jy)darstellen l�a�t. Die Gleichung (3.23) beschreibt das Wachstum des Iterationsfehlers "j :='j � '. Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu messen, brauchen wir nur zu wissen, wieschnell die Folge T kl "0 gegen Null konvergiert. Aus (3.24) und der De�nition des Hilber-traumes H�1/2per (�r) folgt jj"kjj2H�1/2per (�r) � Xj�1 j�1 ��kj "0;j�2;wobei �j := �j=�j ist. Wenn wir annehmen, da� die Anfangsn�aherung '0 so gut ist, da� dieh�oheren Frequenzen des Fehlers "0 f�ur j > J verschwinden, gewinnen wir die Absch�atzungjj"kjj2H�1/2per (�r) � Xj�J j�1 ��kj "0;j�2� �2kJ jj"0jj2H�1/2per (�r) (3.25)Die vorherige Annahme ist in der Praxis unrealistisch. Viel nat�urlicher ist zu erwarten,da� der Anfangsfehler "0 = '0 � ' mehr Regularit�at als H�1/2per (�r) besitzt. Nehmen wirdeswegen an, da� es eine Folge fcjg 2 IR+ mitlimj!1 cj = 1 und Xj�1 j�1 c2j "20;j = M < 1existiert. Wir k�onnen dann den Fehler bei der kten{Iteration durchjj"kjj2H�1/2per (�r) = Xj�1 j�1 c2jc2j ��kj "0;j�2� �2kJ �cJc1 �2 Xj�J j�1 "20;j + 1c2J Xj>J j�1 c2j �2kj|{z}� 1 "20;j� �2kJ �cJc1 �2 jj"0jj2H�1/2per (�l) + Mc2J (3.26)absch�atzen. Das n�achste Beispiel zeigt, wie deutlich die Schlechtgestelltheit des Cauchy{Problems (CP b) sich in der Absch�atzung (3.25) erkennen l�a�t.



38 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENBeispiel 3.2.11 Nehmen wir an, '0 ist eine sehr gute Aproximation f�ur ' und die ersteder oberen Annahmen tri�t f�ur ein kleines J zu. Dann gilt die Absch�atzung in (3.25) mitfolgenden Werten von �2kJ k �2k1 �2k2101 0:99972 0:9999999990102 0:99721 0:9999999903103 0:97248 0:9999999027104 0:75654 0:9999990271105 0:06142 0:99999027081010 | 0:3779762320Die Interpretation ist eindeutig: Sogar in der ausgezeichneten Situation, in der alle Fre-quenzen mit j > 1 im Anfangsfehler "0 nicht vorkommen, m�ussen wir 105 Iterationsschritterechnen, bevor der Fehler kleiner als 6% des Anfangsfehlers wird.Die Fehleranalyse des Problems (CP c) ist identisch mit der von (CP b). Der einzigeUnterschied liegt in der Darstellung der Anfangsn�aherung '0 2 H�1/2per (�r)'0(�) = 1Xj=1 �'(1)0;j sin(j�) + '(2)0;j cos(j�)�und in der Darstellung der Potenzen des Operators Tl(T kl '0)(�) = NXj=1�kj ['(1)0;j sin(j�) + '(2)0;j cos(j�)];wobei �j in (3.13) de�niert ist.Absch�atzungen analog zu (3.25) und (3.26) k�onnen genauso wie vorher hergeleitet wer-den. Im n�achsten Beispiel wird die Asymptotik der Eigenwerte im Falle beider Gebieteverglichen.Beispiel 3.2.12 Nehmen wir an, wir haben wieder die Situation von Beispiel 3.2.11 jetztaber auf der Kreisringgeometrie. Um den Fehler jj'k � 'jj abzusch�atzen, haben wir dieUngleichungen (3.25) und (3.26) zur Verf�ugung, wobei �J die Eigenwerte von Tl auf derKreisringgeometrie sind. In der folgenden Tabelle werden die Potenzen von �J f�ur J = 1; 2und verschiedene Radien r0 gezeigt.



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 39r0 = 0:5 r0 = 0:1k �2k1 �2k2 �2k1 �2k22 0:0167 0:3673 0:8521 0:998422 0:0002 0:1349 0:7261 0:996823 | 0:0182 0:5272 0:993624 | 0:0003 0:2780 0:987225 | | 0:0772 0:9747212 | | | 0:0377Die Daten zeigen, da� der Unterschied zwischen der Rechteck{ und der Kreisringgeome-trien nur quantitativ ist. In beide F�allen konvergieren die Eigwnwerte �j exponentiell gegeneins. Das Bild 3.1 zeigt die Asymptotik der Eigenwerte von Tl f�ur beide Gebieten.
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Bild 3.13.2.3 RegularisierungIn diesem Abschnitt wird das Cauchy{Problem mit fehlerhaften Daten betrachtet. EineApproximation f�ur die exakte L�osung des Cauchy{Problems wird durch die L�osung einerFixpunktgleichung f�ur den Operator Treg hergeleitet, wobei der Operator Treg den OperatorTl regularisiert.Das Ziel der Regularisierung ist, einen Operator Treg so zu w�ahlen, da� die Iterationsfolge'k;reg := T kreg '0 + zf;g schneller konvergiert als die Folge 'k := T kl '0 + zf;g. Wir m�ussendabei noch beachten, da� der Fehler jj' � 'regjj klein bleibt, wobei ' bzw. 'reg der Limesder Folge ' := limk!1'k bzw: 'reg := limk!1'k;reg



40 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENist.8Eine �ubliche Regularisierungsstrategie ist es die ersten (kleinsten) Eigenwerte von Tlzu nutzen, um den Operator Treg zu de�nieren. Die Wirkung der anderen Eigenwerte wirdentweder vergessen oder so gewichtet, da� der Ein
u� davon in der Operation von Treg nichtber�ucksichtigt werden mu�. Die Konvergenz der Folge 'reg h�angt dann von dem gr�o�tenin der Rekonstruktion benutzten Eigenwert ab. Wir ben�otigen f�ur die De�nition unsererRegularisierungsstrategie einige Kentnisse �uber das Spektrum des Operators Tl.Es wurde in Satz 3.2.3 bewiesen, da� Tl ein positiver selbstadjungierter Operator istund sein Spektrum in [0; 1] liegt. Diese Eigenschaften erlauben uns, Gebrauch von einembekannten Satz der Funktionalanalysis zu machen, um eine Darstellung f�ur den OperatorTl zu �nden. Das ist n�amlichSatz 3.2.13 (Spektraldarstellung) Sei T ein linearer beschr�ankter selbstadjungierterOperator auf einem Hilbert{Raum (H;< �; � >). Dann existiert eine Familie von Opera-toren fE�g�2IR mit der Eigenschaft, da� jedes E� die orthogonale Projektion von H aufKer(T+� ) ist, wobeiT� = (T � �I) und T+� = 12 �(T 2� )1/2 + T�� :9Die Familie fE�g�2IR hei�t Spektralschar f�ur den Operator T , und sie erlaubt uns denOperator T als T = Z Mm� �dE�:darzustellen, wobeim = infjjxjj=1< T x; x > und M = supjjxjj=1< T x; x >ist. Weiter gilt f�ur alle x; y 2 H< T x; y > = Z Mm� � d<E� x; y>:Der Satz und die Details �uber die Konstruktion der Spektralschar k�onnen in [Krg], [Ru1],[Wd] oder [Yo] gefunden werden. Die Spektralschar ist besonders interessant, weil sie eine8Mehr �uber das Thema Regularisation kann man in [Bau], [Lo1] und [Ho] �nden.9Die positive Wurzel eines linearen beschr�ankten selbstadjungierten Operators B ist de�niert als derpositive Operator A (oder B1/2), der A2 = Bgen�ugt.



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 41Charakterisierung des Spektrums eines linearen beschr�ankten selbstadjungierten Operatorerlaubt. Das kann zusammengefa�t werden inSatz 3.2.14 (Beschreibung des Spektrums) Sei T ein linearer beschr�ankter selbstad-jungierter Operator auf einem Hilbert{Raum (H;< �; � >) und fE�g�2IR die entsprechendeSpektralschar. Es gilti) �0 ist ein Eigenwert von T (d.h. �0 2 �p(T )) genau dann, wenn die Abbildung � 7! E�unstetig in � = �0 ist (d.h. E�0 6= E��0 );ii) �0 geh�ort zum kontinuierlichen Spektrum �c(T ) von T genau dann, wenn die Abbildung� 7! E� stetig in � = �0 ist (d.h. E�0 = E��0 ), aber nicht konstant in jeder reellenUmgebung von �0 ist;iii) das residuale Spektrum �r(T ) von T ist leer;iv) �0 geh�ort zur Resolventemenge �(T ) von T genau dann, wenn ein � > 0 existiert, soda� die Abbildung � 7! E� konstant im Intervall [�0 � �; �0 + �] ist.Mit Hilfe von Satz 3.2.14 k�onnen wir die Ergebnisse von Satz 3.2.3 �uber das Spektrumvon Tl versch�arfen. Dies ist festgehalten inSatz 3.2.15 Sei Tl 2 L(H1/200 (�r)0) der in (3.2) de�nierte Operator. Dann geh�ort 1 zumkontinuierlichen Spektrum �c(Tl) von Tl.Beweis:Sei I der Identit�atsoperator auf H1/200 (�r)0. Dann gilt E� = I, f�ur � � 1.10 Wegen Satz3.2.14 gen�ugt es zu zeigen, da� es f�ur alle � 2 (0; 1) einen Eigenwert �0 2 (�; 1) von Tl gibt.Nehmen wir an, diese Eigenschaft sei nicht erf�ullt, d.h. �p(Tl) � [0; �]. Dann ist Tlkontraktiv mit jjT jj � �. Seien (f; g) 2 H1/2(�r) � H1/200 (�r)0 inkonsistente Daten f�ur dasProblem (CP a). Da Tl kontraktiv ist, ist die durch'k = T k ' = T kl '0 + k�1Xj=0 T jl zf;gde�nierte Folge f'kgk2IN eine Cauchy{Folge in H1/200 (�r)0. Der Grenzwert ' = limk 'k isteine L�osung der Fixpunktgleichung T ' = ' und der Satz 3.2.10 garantiert die L�osbarkeitdes Cauchy{Problems (CP a). Das widerspricht aber der Inkonsistenz der Daten (f; g).10Siehe Satz 3.2.3.



42 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENKorollar 3.2.16 Aus den S�atzen 3.2.3 und 3.2.15 folgtjjTljj = 1:Wir fangen nun mit der De�nition und Analyse der Regularisierungsmethode an. Seio.B.d.A. das Problem (CP a) mit Daten (f"; g") in H1/2(�l)�H1/200 (�l)0 betrachtet. Bekanntsei die Existenz von Funktionen (f; g) 2 H1/2(�l)�H1/200 (�l)0 mitjjzf;g � z"jjH1/2(�l)0 < "; 11f�ur die das Cauchy{Problem (CP a) konsistent ist.Es werden zwei Methoden vorgeschlagen, um den Operator Tl zu regularisieren. Dieerste ist eine Abschneidemethode und die zweite wird mit Hilfe von ganzzahligen Potenzenvon Tl de�niert. F�ur 2 � n 2 IN setzen wirAn := Z 1� 1n0 �dE� und Pn := Z 10 (�� �n) dE�:12 (3.27)Beide Operatoren in (3.27) sind positiv, selbstadjungiert und kontraktiv. In der Tat,jjAnjj und jjPnjj sind durch 1 � 1=n absch�atzbar. Sei T (n)reg einer der beiden Operatoren in(3.27). Wir de�nieren ' und '(n) als die Fixpunkte von8><>: ' = Tl '+ zf;g'(n) = T (n)reg '(n) + z":Beide Fixpunkte existieren, da (f; g) konsistente Daten f�ur das Problem (CP a) sind undda T (n)reg kontraktiv ist.Die exakte L�osung ' soll durch die L�osung der regularisierten Fixpunktgleichung '(n)approximiert werden. Wir k�onnen die Di�erenz zwischen '(n) und ' als'(n) � ' = Tl '+ zf;g � T (n)reg '(n) � z"= T (n)reg ('(n) � ') + �T (n)reg � Tl� '+ zf;g � z"umschreiben, und nun wird der Fehler bei der regularisierten L�osung durch11Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir z" statt zf";g" . Der a�ne Term zf;g wurde in Abschnitt3.1 de�niert.12Wir k�onnen ohne Einschr�ankung annehmen, da� die reellen Zahlen 1�1=n keine Eigenwerte von Tl sind.
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jj'(n) � 'jj � jj �I � T (n)reg ��1 �T (n)reg � Tl� 'jj + " jj �I � T (n)reg ��1 jj (3.28)abgesch�atzt.Im n�achsten Satz wird die Ungleichung (3.28) f�ur die Operatoren An und Pn untersucht.Satz 3.2.17 Wenn wir den Operator T (n)reg durch die in (3.27) de�nierten Operatoren Anbzw. Pn in (3.28) ersetzen, dann giltjj�I � T (n)reg ��1 �T (n)reg � Tl� 'jj ! 0 und jj �I � T (n)reg ��1 jj ! 1 (3.29)f�ur n!1.Beweis:i) Analysieren wir zuerst den Fall T (n)reg = An. Aus der Spektraldarstellung von Tl folgt(I �An) = Z 1� 1n0 (1� �) dE� + Z 11� 1n dE�und (An � Tl) = � Z 11� 1n �dE�:Diese Gleichungen implizieren jj(I � An)'jj � 1=n jj'jj. Dann ist der Operator (I � An)invertierbar. Weiter ist (I �An) der Identit�atsoperator auf Rg(An � Tl). Daraus folgt(I �An)�1(An � Tl) = � Z 11� 1n �dE�;und der erste Term in (3.29) wird durchjj(I �An)�1(An � Tl)'jj2 � Z 11� 1n d<E� ';'> ! 0f�ur n ! 1, abgesch�atzt. Die Unbeschr�anktheit des zweiten Terms in (3.29) folgt aus derSpektraldarstellung von (I �An). In der Tat impliziert diese Darstellung die Gleichungjj(I �An)�1jj = (1� �(n))�1 ! 1f�ur n!1, wobei �(n) der gr�o�te Eigenwert von Tl ist, der kleiner als (1� 1=n) ist.



44 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENii) Sei nun T (n)reg = Pn. F�ur dieses Regularisationsschema gilt (Pn� Tl) = �T nl , und dieSpektraldarstellung von Tl liefert(I � Pn)�1 = Z 10 (1 + �n � �)�1 dE�und (I � Pn)�1(Pn � Tl) = Z 10 �n(1 + �n � �) dE�:Um den ersten Term in (3.29) abzusch�atzen, werden die Funktionen�(n) := n( 11�n ) und �(n) := 1� �(n)de�niert, und die Spektraldarstellung von (I � Pn)�1(Pn � Tl) inZ 1��(n)0 �n(1 + �n � �) dE�| {z }An + Z 11��(n) �n(1 + �n � �) dE�| {z }Bnaufgespaltet. Aus der Konvergenz von�n(n) (1 + �n(n)� �(n))�1 ! 0f�ur n ! 1 folgt lim jjAnjj = 0. Die Konvergenz jjBnjj ! 0 folgt aus der Ungleichung0 < �n (1 + �n � �)�1 � 1; 8 � 2 [1� �(n); 1]; n � 2. Wir haben dadurch bewiesen:limn!1 jj(I � Pn)�1(Pn � Tl)'jj = 0:F�ur den letzten Term in (3.29) liefert uns die Spektraldarstellung von (I � Pn)�1 dieGleichung jj(I � Pn)�1jj = (1 + �n(n)��(n))�1 ! 1f�ur n!1, wobei �(n) der gr�o�te Eigenwert von Tl ist, der kleiner als �(n) ist.Bemerkung 3.2.18 Wir k�onnen den Satz 3.2.17 folgenderma�en interpretieren: Der Feh-ler bei der regularisierten L�osung in (3.28) l�a�t sich in die Summe von zwei Komponentenspalten: jj'(n) � 'jj � �(n) + �(n);und das Verh�altnis zwischen den Funktionen � und � ist in etwa wie in Bild 3.1
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�(n)
�(n)

nBild 3.1Bemerkung 3.2.19 Aus Satz 3.2.17 folgt, da� die in (3.27) de�nierten Operatoren An undPn die Fixpunktgleichung T ' = ' regularisieren, d.h. f�ur 0 < " < "0 existieren Funktionen�(") : (0; "0) 7! IR+ und k(") : (0; "0) 7! IN0;so da� �(")! 0 f�ur "! 0, und f�ur alle z" mit jjzf;g � z"jj � " gilt die Absch�atzungjj'(k(")) � 'jj � �("):In der Tat k�onnen wir k(") als das gr�o�te n 2 IN0 mit jj(I�T (n)reg )�1jj � "�1/2 de�nieren.Aus Satz 3.2.17 folgtlim"!0 k(") = 1 und lim"!0 jj(I � T (k("))reg )�1(T (k("))reg � Tl)jj = 0:Die Ungleichung (3.28) liefert die Behauptung f�ur �(") = jj(I�T (k("))reg )�1(T (k("))reg �Tl)jj+"1/2.Der n�achste Schritt ist, mit Hilfe von a priori{Kentnissen �uber die L�osung ' der Fix-punktgleichung T ' = ', eine optimale Regularisierungsstrategie zu �nden. Wir fangen anmit einer Regularit�atsannahme �uber '. Wir nehmen an, es existiert eine Funktion G mit8>>>>>>><>>>>>>>: G : [0; 1) 7! IR+ ist stetig und monoton wachsend;lim�!1�G(�) = 1;Z 10 G2(�) d<E� ';'> =M2 < 1: (3.30)



46 KAPITEL 3. DAS ITERATIONSVERFAHRENDer n�achste Satz zeigt, da� die Annahme in (3.30) hinreichend ist, um die Funktionen�(n) und �(n) in Bemerkung 3.2.18 auszubalancieren.Satz 3.2.20 Sei G eine Funktion, die den Bedingungen in (3.30) gen�ugt und seien �, �, �und � die Funktionen im Beweis von Satz 3.2.17. F�ur die in (3.27) de�nierten Regulari-sierungsstrategien existiert ein nopt 2 IN0, so da�jj'(nopt) � 'jj � jj'(n) � 'jjf�ur alle n 2 IN0. Weiter gilt: nopt ist die L�osung der Minimierungsaufgabeminn�2 ( MG(1� 1n) + "(1� �(n)))f�ur die Regularisierung durch die Operatoren An und der Minimierungsaufgabeminn�2 �� �n(n) jj'jj1 + �n(n)� �(n) + MG(�(n))� + "(1 + �n(n)��(n))�f�ur die Regularisierung durch die Operatoren Pn.Beweis:Hier wird nur der Beweis f�ur das durch die An de�nierte Regularisationsschema durch-gef�uhrt. Der Beweis f�ur das Pn{Regularisationsschema ist v�ollig analog. Aus (3.30) und Satz3.2.18 folgt jj(I �An)�1(An � Tl)'jj2 = Z 11� 1n �2 d<E� ';'>� 1G2(1� 1n) Z 11� 1n G2(�) d<E� ';'>� M2G2(1� 1n) :Die Ungleichung (3.28) und der Satz 3.2.18 liefern dannjj'(n) � 'jj � MG(1� 1n) + "(1� �(n)) ;und der Satz ist bewiesen.Bemerkung 3.2.21 Die Regularit�atsbedingung f�ur ' in (3.30) kann folgenderma�en in-terpretiert werden: Mit Hilfe der Funktion G de�nieren wir den unbeschr�ankten Operator



3.2. ANALYSE DES VERFAHRENS 47G = Z 10 G(�) dE�auf H1/200 (�r)0. Die Beschr�anktheit des Integrals in (3.30) ist �aquivalent zur Annahme, da�' zum De�nitionsgebiet D(G) des Operators G geh�ort, wobeiD(G) := n' 2 H1/200 (�r)0 = G(') 2 H1/200 (�r)0oist. D(G) ist die De�nition des Sobolev{Raumes H1/200 (�r)0 mit dem Gewicht G.Bemerkung 3.2.22 Man kann auch zeigen, da� die Iteration (IT) die FixpunktgleichungT ' = ' regularisiert. Damit ist folgendes gemeint: Wenn 'k die durch (IT) erzeugte Folgeist, dann existieren f�ur 0 < " < "0 Funktionen�(") : (0; "0) 7! IR+ und k(") : (0; "0) 7! IN0;so da� �(")! 0 f�ur "! 0, und f�ur alle z" mit jjzf;g � z"jj � " gilt die Absch�atzungjj'k(") � 'jj � �("):F�ur Details siehe [Ma].



Kapitel 4Die Backus-Gilbert{Methode
4.1 Die urspr�ungliche Formulierung1967 haben sich G.Backus und J.Gilbert [BaG1] mit dem Problem besch�aftigt, eine unbe-kannte Funktion f 2 X = L2(
); 
 � IRn o�en und beschr�ankt, aus einer endlichen Mengevon Daten g 2 IRN = Y zu rekonstruieren. Die Motivation f�ur dieses Problem kam aus derGeophysik und das mathematische Modell daf�ur wird in der Literatur alsMomentenproblembezeichnet1.Es wird angenommen, da� kein direkter Zugri� zu f m�oglich ist. Alle �uber f verf�ugbarenInformationen sind indirekt und kommen von Messungen eines Elements g 2 Y , dessenAbh�angigkeit von f sich durch die Gleichungengi = Z
 Ki(x) f(x) dx; i = 1; : : : ; N; (4.1)beschreiben l�a�t. Die Kerne Ki sind gegebene reelle Funktionen auf 
, die die Physik desProblems beschreiben. Wenn man das lineare Funktional ai(h) := R
Kih dx; h 2 X, de�-niert, kann (4.1) in Gestalt eines linearen SystemsAf = g (4.2)umgeschrieben werden, wobei der Operator A : X 7! Y durch Af := (a1(f); : : : ; aN (f))tde�niert wird.Die Idee der Backus{Gilbert Methode ist, die L�osung f� 2 X von (4.2) punktweise zurekonstruieren, d.h., f�ur ein x0 2 
 versucht man, den Wert f�(x0) zu bestimmen.2 Um daszu erreichen, haben die Autoren vorgeschlagen, eine Approximation fN (x0) f�ur f�(x0) durch1Siehe daf�ur [Gro3] oder [Krs].2Unter der Annahme, da� f� 2 L2(
) hinreichende Regularit�at besitzt.48



4.1. DIE URSPR�UNGLICHE FORMULIERUNG 49ein lineares Funktional von g zu errechnen. Daf�ur wird der lineare Operator RN : Y 7! Xdurch RN (g) := < '; g >Y = Z
 NXi=1 'iKi(x)!| {z }�N (x) f(x) dx= < �N ; f >X ;de�niert, wobei ' 2 Y und �N 2 X sind.Eine gute Approximation fN (x0) := RN (g) gewinnt man, wenn �N (�) ' �(x0 � �) ist,die an dem Punkt x0 zentrierte Dirac{Distribution. Backus und Gilbert haben versucht,diese Eigenschaft durch die Minimierung eines quadratischen Funktionals zu erzwingen. Siehaben das Funktional J(�) := Z
 jx0 � xj2 �2(x) dx (4.3)de�niert und �N 2 SpanfKig � X mitJ(�N ) = min�2SpanfKig J(�): (4.4)gew�ahlt. Um die triviale L�osung zu vermeiden, wurde au�erdem die lineare BedingungZ
 �(x) dx = 1ber�ucksichtigt.Nachdem die Funktion �N = P'iKi(x) berechnet worden ist, kann man die gesuchteApproximation f�ur f(x0) folgenderma�en bestimmen:fN (x0) = RN (g) = < �N ; f >X = < '; g >Y ;wobei ' = ('i)Ni=1 ist. Diese Methode hat den Vorteil, da� die L�osung �N der Minimie-rungsaufgabe (4.4) nur von dem Punkt x0 2 
 abh�angt und nicht von der rechten Seite desSystems (4.2).Falls man f�ur verschiedene rechte Seiten g die L�osung von (4.2) an der Stelle x0 rekon-struieren will, ist es nur einmal n�otig, das Funktional RN (�) =< '; � >Y zu berechnen. DieApproximation f�ur f(x0) bekommt man aus der Auswertung eines inneren Produkts in IRNstatt aus einer numerisch ung�unstigen L�osung des Systems (4.2) f�ur jede neue rechte Seite.Die Minimierung des Stra�unktionals in (4.3) wird in der Literatur Peakedness Conditiongenannt. Die Autoren waren damals an geophysikalischen Anwendungen interessiert, bei



50 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEdenen die Gewichtsfunktion jx�x0j2 eine gro�e Rolle spielt. Die Wahl der Gewichtsfunktionist eine strikt modell{abh�angige Frage.Bemerkung 4.1.1 Der �Ubergang zum kontinuierlichen Momentenproblemg(t) = Z
 K(x; t) f(x) dx;mit Y = X = L2(
) ist nicht schwer nachzuvollziehen. Durch geeignete Diskretisierung derkontinuierlichen Gleichung gewinnt man ein Problem, das analog zu dem in (4.1) ist.Unser eigentliches Ziel ist, die Strategie von Backus{Gilbert auf eine umfangreiche Klas-se von (linearen und nichtlinearen) Operatoren anzuwenden und damit Informationen �uberdie L�osung der auf Hilbertr�aumen de�nierten Gleichung (4.2) zu gewinnen.4.2 Die funktionalanalytische FormulierungWir fangen mit einer verallgemeinerten Formulierung f�ur die in Abschnitt 4.1 betrachteteAufgabe an.Sei V ,! X ,! V 0 ein Hilbertraum{Triple, Y ein Hilbertraum und sei A : X 7! Yein beschr�ankter linearer Operator. Wir betrachten das Problem, den Wert < �; x� > desFunktionals � 2 V 0, angewendet auf x� 2 X, auszurechnen, wobei x� die L�osung des SystemsAx = y (4.5)ist. F�ur die Aufgabe aus Abschnitt 4.1 k�onnten wir f�ur 
 � IR1 die Hilbertr�aume folgen-derma�en w�ahlen: V = H10 (
), X = L2(
) und � = � 2 V 0 = H�1(
).Selbstverst�andlich mu� der Ausdruck <�; x�> ohne weitere Regularit�atsannahme �uberx� nicht de�niert sein. Physikalische Argumente k�onnen aber in manchen F�allen die hinrei-chende Regularit�atsbedingung x� 2 V gew�ahrleisten.Wenn das mathematische Modell in (4.5) irgendeinen physikalischen Proze� repr�asen-tiert, ist es in der Praxis wegen auftretender Me�fehler oft interessant den Fall zu betrachten,da� y 2 Rg(A) nicht genau bekannt ist, sondern man nur �uber eine Approximation y" 2 Ymit jjy � y"jjY � " verf�ugt, wobei " > 0 klein ist.Wir nutzen die Backus{Gilbert Strategie und versuchen den Wert f :=< �; x� >X durchein lineares Funktional von y" zu approximieren. F�ur ' 2 Y 0 setzen wir f";' := < '; y" >Yund sch�atzen den Fehler jf � f";'j durchjf � f�;'j = j < �; x� >X � < '; y" >Y j� j < '; y � y" >Y j + j < �; x� >X � < ';Ax� >Y j� " jj'jjY 0 + j < ��A� '; x� >X j (4.6)



4.2. DIE FUNKTIONALANALYTISCHE FORMULIERUNG 51ab, wobei A� : Y ! X die Adjungierte von A ist.3 Wenn es uns gelingt, ein ' 2 Y 0 zu �nden,das der Gleichung A�' = � gen�ugt, dann haben wir f�ur den Wert f die Approximationf = < A� '; x� >X = < '; y >Y ' < '; y" >Y = f";'; (4.7)und der Fehler jf � f";'j verh�alt sich wie O("). Dies hat als Konsequenz, da� die Approxi-mation f";' exakt ist, falls es keinen Me�fehler gibt.Hier erkennt man wieder den Vorteil, da� die Rechnung des Funktionals ' unabh�angigvon der rechten Seite des Systems (4.5) ist. �Ahnlich wie beim endlichdimensionalen Momen-ten{Problem in Abschnitt 4.1 wird die Approximation f�;' in (4.7) von einem inneren Pro-dukt in Y geliefert.Sind speziell X und Y Funktionenr�aume auf einem Gebiet 
, so liegt die Idee vonBackus{Gilbert nahe, die Funktion x� 2 V punktweise zu rekonstruieren, d.h. f�ur t 2 
soll der Wert x�(t) approximiert werden. Daf�ur w�ahlen wir �(�) = �(t � �) und l�osen dieadjungierte Gleichung A� ' = �. Der Hilbert{Raum V soll so sein, da� � in V 0 liegt.Bemerkung 4.2.1 (Die Normalgleichung) Schwierigkeiten werden eintreten, wenn �nicht in Rg(A�) liegt. In diesem Fall kann man statt � seine Projektion auf Ker(A)? nut-zen, um den Fehler jjA� ' � �jjV 0 zu minimieren. Das hei�t, gew�ahlt wird ein ' 2 Y 0, dasdie Normalgleichung (AA�)' = A�l�ost. Einen analogen Weg haben Louis und Mass in [LoM1] betrachtet. Sie haben ' alsL�osung der regularisierten Normalgleichung(AA�)' = Aehgenommen, wobei eh ein Molli�er ist, d.h., eine glatte Approximation f�ur die Dirac{Distribu-tion �. Wir kehren in Bemerkung 4.2.2 zu diesem Punkt zur�uck.Eine andere Alternative wurde von Chavent [Ch] vorgeschlagen.4 Er versuchte die Nor-malgleichung AA� ' = A� mit einem Tikhonov{Verfahren zu regularisieren. ' wurde alsExtremale des Funktionals ( jjA�' � �jj2V 0 + �jj'jj2Y 0 ) in Y 0 gew�ahlt. Dazu mu� man dieGleichung (AA� + �I)' = A�l�osen. F�ur Details �uber die Tikhonov{Methode siehe [Bau], [Gro2], [Ho], [Krs] oder [Lo1].Bemerkung 4.2.2 (Die Molli�er{Alternative) Wir diskutieren hier den Vorschlag in[LoM1] (und sp�ater in [Lo2]), um die Normalgleichung zu regularisieren. Sei Eh : X 7! X,h > 0 eine Familie von Operatoren mit folgender Eigenschaft: F�ur alle x 2 X giltlimh!0 Ehx = x:3Hier haben wir X mit X 0 bzw. Y mit Y 0 identi�ziert.4Das ist auch in [Lo2] zu �nden.



52 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEHier spielt h die Rolle eines Regularisationsparameters. Um die Operatoren Eh einfachdarzustellen, werden sie linear gew�ahlt. Wir haben dann f�ur die Eh den Ausdruck(Eh x)(t) = < eh(t; �); x >Xbenutzt, wobei die Molli�er eh glatte Funktionen sind und die Bedingung R
 e�(t; s) ds = 1f�ur alle t 2 
 erf�ullen. Man l�ost nun die regularisierte NormalgleichungAA�'h;t = Aeh(t; �) (4.8)auf dem Teilraum Yh � Y mit dimYh = N so, da� AA� 2 IRN�N ist.Wenn � : X 7! Ker(A)? der orthogonale Projektor auf Ker(A)? ist, dann gen�ugt 'h;to�ensichtlich A�'h;t = � eh(t; �). Die Approximation xh(t) f�ur den Wert x(t) wird durchxh(t) = Ehx(t) = < eh(t; �); x >X ' < A�'h;t; x >X = < 'h;t; y >Ygegeben. Es wird auch vorgeschlagen, die Kerne eh(t; s) = eh(t � s) zu w�ahlen. Die in-neren Produkte in der rechten Seite von (4.8) sind dann Faltungen, die durch den FFT{Algorithmus schnell gerechnet werden k�onnen.Wir erweitern zun�achst die Regularisierungsstrategie von Bemerkung 4.2.2 auf eine be-stimmte Klasse von nichtlinearen Operatoren.Die Backus{Gilbert Strategie kann im allgemeinen f�ur Operatoren der Art A = A0+
A1benutzt werden, wobei A0 2 L(X;Y ) ist und A1 : X 7! Y stetig di�erenzierbar5 ist mit
 > 0 klein.Sei � 2 V 0 und ein y" 2 Y wie vorher. Gegeben eine N�aherung x0 2 V f�ur die L�osungx� von (4.5), wollen wir eine Approximation der Form f";' =< '; y" >Y f�ur den Ausdruckf :=< �; x� >X �nden. Der Fehler jf � f";'j ist absch�atzbar durchjf � f";'j = j < �; x� >X � < '; y" >Y j� j < '; y � y" >Y j + j < ';Ax� �Ax0 � dA(x0)(x� � x0) >Y j+ j < ';Ax0 � dA(x0)x0 >Y j + j < dA(x0)�'� �; x� >X j: (4.9)Um den Fehler in (4.9) zu analysieren, w�ahlen wir einen endlichdimensionalen RaumYh = SpanfyjgNj=1 mitYh � f' 2 Y = < ';Ax0 � dA(x0)x0 >Y= 0g:Weiter setzen wir Ph : Y 7! Yh den orthogonalen Projektor auf Yh undXh = SpanfxjgNj=1 �D(A) \ V einen endlichdimensionalen Hilbertraum mit5Die Fr�echetableitung von A1 wird durch dA1 repr�asentiert.



4.2. DIE FUNKTIONALANALYTISCHE FORMULIERUNG 53det (< dA(v)�P �hyi; xj >)1�i;j�N 6= 0:6 (4.10)Wenn wir yh := Phy und y";h := Phy" setzen, dann folgt aus (4.9) f�ur ' 2 Yjf � f";'j � jj'jjY jjyh � y";hjjY+ 
 jj'jjY jjPhA1 x� � PhA1 x0 � Ph dA1(x0)(x� � x0)jjY+ j < ';PhAx0 � Ph dA(x0)x0 >Y j+ j < dA�(x0)P �h'� �; x� >X j: (4.11)Die ersten zwei Terme von (4.11) haben wir im Gri�. In der Tat, der erste Term wirddurch jj'jjY jjyh � y";hjjY � " jjPnjj jj'jjYabgesch�atzt und der zweite durch
 jj'jjY jjPhA1 x� � PhA1 x0 � Ph dA1(x0)(x� � x0)jjY � 
 jj'jjY jjPnjj O(jjx� � x0jj2X)abgesch�atzt. Der dritte Term verschwindet wegen der De�nition von Yh. Aus dem letztenTerm ergibt sich die Bedingung, die �uber die Wahl von ' 2 Y entscheiden wird, n�amlich< dA�(x0)P �h'; xj >X = < �; xj >X ; j = 1 : : : N: (4.12)Dies ist ein N{dimensionales Gleichungssystem f�ur die Koe�zienten von Ph ' in Yh. DasProblem ist wohl formuliert, da seine Determinante wegen (4.10) nicht verschwindet.Wir k�onnen das System (4.12) anders darstellen. Nehmen wir an, der Raum Xh wirddurch Xh := B� Yh de�niert, wobei B : V 0 7! Y und B� : Y 7! V lineare, beschr�ankteOperatoren sind. Der letzte Term von (4.11) liefert nun f�ur ' 2 Y die Bedingung< dA�(x0)P �h '� �; B�w >X = 0; 8w 2 Yh;d.h., < BGh'; w >Y = < B�; w >Y ; 8w 2 Yh; (4.13)wobei Gh = dA�(x0)P �h ist.Bemerkung 4.2.3 Wenn wir den Fall � = � untersuchen wollen, mu� B so gew�ahlt wer-den, da� � in KerB liegt. Dann k�onnen wir das System (4.13) einfach als< BGh'; w >Y = 0; 8w 2 Yh6Die R�aume wurden so de�niert, da� dimXh = dimYh = N .



54 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEumschreiben. Falls die Zerlegung BGh = B2 (in IRN�N) zul�assig ist, kann die Aufgabe als8><>: jjB'hjj2 = min'2IRN jjB'jj2unter der Nebenbedingung < dA�(x0)'h; 1 >X = 1interpretiert werden. Das Ziel der Nebenbedingung ist, die triviale L�osung zu vermeiden.Diese Betrachtung liegt der urpr�unglichen Formulierung von Backus und Gilbert in Abschnitt4.1. sehr nahe.Falls der Operator A linear ist, haben wir die Absch�atzung (4.6) statt (4.11) f�ur denFehler jf � f";'j, und es gilt f�ur ' = 'h 2 Yhjf � f";'j = O(") + j < A�'h � �; x� >X j:Um diesen Fehler zu analysieren, setzen wir B� = A�, Xh = A�Yh und xh := Phx�, wobeiPh : X 7! Xh der orthogonale Projektor auf Xh ist. Dann haben wir<A�'h � �; x�>X = <A�'h � �; x� � xh>X + <A�'h � �; xh>X (4.14)Der letzte Term in (4.14) verschwindet, da wir 'h mit A�'h � � in X?h w�ahlen k�onnen.Dann gilt die Absch�atzungj < A�'h � �; x� >X j � jjA� h � �jjV 0 jjx� � xhjjV :Um den Term jjx� � xhjjV im Gri� zu haben, de�nieren wir ~x 2 Xh durch die Minimie-rungsaufgabe jjx� � ~xjj2V = minx2Xh jjx� � xjj2V ;und daraus folgt jjx� � xhjjV � jjx� � ~xjjV + jj~x�Phx�jjV� dist(Xh; x�)V + jjPh(~x� x�)jjV� (1 + jjPhjj) dist(Xh; x�)V :Die gesuchte Absch�atzung f�ur den Fehler jf � f";'j im linearen Fall ist nunjf � f";'j � dist(A�Yh; �)V 0 (1 + jjPhjj) dist(Xh; x�)V + O("): (4.15)Aus 4.15 lernt man, da� erst, wenn � 2 Rg A� ist, der Fehler in der Approximation f";'f�ur "! 0 gegen Null konvergieren wird.



4.3. ANWENDUNGEN 554.3 Anwendungen4.3.1 Das MomentenproblemZuerst betrachten wir die Anwendung der Backus{Gilbert Methode auf ein nichtlinearesMomentenproblem. Auch Louis hat sich in [Lo2] mit quadratischen nichtlinearen Momen-tenproblemen besch�aftigt.Sei X = Y = L2(0; 1). Wir de�nieren den nichtlinearen Operator A : X ! Y durch(Ax)(t) = Z t0 x0(t� s) x(s) ds + � Z t0 x(t� s) x(s) ds; t 2 [0; 1];wobei der Kern x0 des linearen Anteils von A eine L2(0; 1){Funktion ist und � > 0 einreeller Parameter ist, der die Nichtlinearit�at von A kontrolliert. Der Operator A beschreibteine m�ogliche nichtlineare Version des Momentenproblems in (4.1), deren kontinuierlichenGestalt sich als Ax = (A0 + �A1)x = yumschreiben l�a�t.Wie in Abschnitt 4.1 werden wir uns mit einer diskreten Formulierung dieses Problemsbesch�aftigen. Wir nehmen an, da� nur die Daten yi = (Ax)(ti), ti 2 (0; 1) f�ur i = 1; : : : ; Nzur Verf�ugung stehen. Eine diskrete Version des Operators A kann mit Hilfe des OperatorsPh : Y 7! Yh = IRN de�niert werden. Die lautet n�amlich(PhA)(x) := [Ax(ti)]t = � Z ti0 x0(ti � s) x(s) ds + � Z ti0 x(ti � s) x(s) ds �t :Hier werden Probleme mit fehlerhaften Daten betrachtet, d.h. bekannt ist nur ein yh;" 2Yh mit jjPhy � yh;"jj � ", wobei " > 0 klein ist. Die Aufgabe, die sich uns stellt, ist, einx� 2 X zu �nden, das die diskrete Gleichung(PhA)x� = yh;":l�ost.Wie in Abschnitt 4.2 diskutiert wurde, brauchen wir eine N�aherung f�ur x�. Daf�ur wirdder Kern x0 des linearen Anteils A0 benutzt. Der Operator PhdA und seine Adjungierte(PhdA)� : Yh 7! X werden auch gebraucht. F�ur f 2 L2(0; 1) und w 2 IRN gilt(PhdA(x))(f) = � Z ti0 x0(ti � s) f(s) ds + 2� Z ti0 x(ti � s) f(s) ds �t1�i�Nund (PhdA(x))�(w) = NXi=1 wi [x0(ti � s) + 2�x(ti � s)] �[0;ti](s):



56 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEW�ahle eine Basis fxigNi=1 von Xh. Diese Basis soll sowohl die Anwendung des Verfahrensoptimieren als auch der erwarteten Regularit�at der L�osung x� entsprechen.Sei ein � 2 X 0 und die kanonische Basis fejg von Yh = IRN gegeben. Aus (4.13) folgt,da� wir folgendes adjungierte System l�osen m�ussen:h< (PhdA(x0))�ei; xj >XiNi;j=1 ['i]t = [< �; xj >X ]t : (4.16)Wenn wir kubische Splines als Basis f�ur Xh nutzen, dann haben wir in (4.16) ein d�unnbesetztes Gleichungssystem. Der relativ kleine Tr�ager der Splines wird ein System erzeugen,dessen Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist, was numerisch g�unstig zu l�osen ist. Die Splinesliefern auch die von der L�osung erwartete Di�erenzierbarkeit.Seien die Punkte tj gleichm�a�ig verteilt im Intervall [0; 1], d.h. tj = jh, mit h = 1=N .De�niere f�ur j = 1; : : : ; N den kubischen SplineSj(t) = 14h3 8>>><>>>: (t� tj�2)3 ; t 2 [tj�2; tj�1]h3 + 3h2(t� tj�1) + 3h(t� tj�1)2 � 3(t� tj�1)3 ; t 2 [tj�1; tj ]h3 + 3h2(tj+1 � t) + 3h(tj+1 � t)2 � 3(tj+1 � t)3 ; t 2 [tj ; tj+1](tj+2 � t)3 ; t 2 [tj+1; tj+2]Wir setzen xj := Sj�1, j = 1; : : : ; N , und de�nieren so den Raum Xh. Im Bild 4.1 wirdder Spline{Basis f�ur N = 5 gezeigt.
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Bild 4.1Der Raum Yh in Abschnitt 4.2 wurde so gew�ahlt, da� die Elemente ' 2 Yh der Bedingung< '; PhA1(x0)� dPhA1(x0)x0 >Y = 0 (4.17)



4.3. ANWENDUNGEN 57gen�ugen. Mit unserer Wahl von Yh ist diese Bedingung aber mi�achtet. Sie wird ber�ucksich-tigt, indem wir die Gleichung (4.17) zum System (4.16) hinzuf�ugen. Dadurch gewinnen wirein neues �uberbestimmtes System mit N + 1 Gleichungen.Wir wollen eine punktweise Rekonstruktion durchf�uhren, deswegen wird �(t) = �(tj � t)gew�ahlt. Eine direkte Konsequenz davon ist, da� fast alle Koordinaten in der rechten Seitevon (4.16) Null sind. Es gilt n�amlich(< �; xj >X)t = ( 0; : : : ; 0; 14 ; 1|{z}j ; 14 ; 0; : : : ; 0)t:Wir haben nun folgendes �uberbestimmte System zu l�osen:8><>: hR 10 [1 + 2�]x0(ti � s)�[0;ti](s) Sj(s) dsiij ['j ]t = (< �; xj >X)t< [PhA1(x0)� PhdA1(x0)x0]t ; ['j ]t > = 0 ;wobei die Matrix{Koe�zienten Dij Null f�ur i > j + 2 sind. Dieses System kann f�ur kleinesN ohne weitere Schwierigkeiten durch irgendeine direkte Methode (z.B. das QR{ oder LU{Verfahren) gel�ost werden. Die numerische Simulationen in Kapitel 5 zeigen, da� f�ur relativkleines N (N � 50) schon gute Ergebnisse erzielt werden.4.3.2 Das Cauchy{ProblemIn diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendung der Backus{Gilbert Methode auf dieCauchy{Probleme von Kapitel 2. Wir werden uns ohne Einschr�ankung auf das Problem (CPa) konzentrieren.Um das Cauchyproblem durch die Backus{Gilbert Rekonstruktionsmethode betrach-ten zu k�onnen, wird das (CP a) durch eine Operatorgleichung modelliert. Wir nutzen dieNotation von Kapitel 2 und de�nieren den Operator A : H1/2(�r) 7! H1/2(�l) durch8>>><>>>: �w = 0; in 
w = '; auf �rw� = 0; auf �lw� = 0; auf �i &%'$�l �rA(') := wj�l �w = 0w�=0w� = 0 w = '



58 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEEine L�osung f�ur das Problem (CP a) mit Daten (f; 0) 2 H1/2(�l) �H1/200 (�l)0 zu �nden,ist �aquivalent dazu, die lineare GleichungA' = fzu l�osen. F�ur eine Distribution � 2 H�1/2(�r) liefert uns die Backus{Gilbert Strategie dieAproximation xh :=<  ; f > f�ur den Wert x :=< �;' >, wobei  durchA� = � (4.18)de�niert ist. Wir m�ussen nun den adjungierten Operator A� von A bestimmen. Daf�ur de�-nieren wir zuerst A] : H1/200 (�l)0 7! H1/200 (�r)0 durch8>>><>>>: �v = 0; in 
v = 0; auf �rv� =  ; auf �lv� = 0; auf �i &%'$�l �rA]( ) := v�j�r�v = 0v�=0v� =  v = 0Beide Operatoren A und A] sind wohl de�niert, da Satz B.3.3 die Existenz und Eindeu-tigkeit der L�osungen der entsprechenden gemischten Randwertaufgaben gew�ahrleistet.Nehmen wir an, da� ' 2 H1/200 (�r) ist. Die H1(
;�){Funktionen w und v gen�ugen nun( wj�r = 'w�j�l = 0 und ( vj�r = 0v�j�l =  Aus den S�atzen B.2.4 und B.2.3 folgt0 = � Z
�w v dx = � Z�r w� v d� � Z�l w� v d� + Z
rwrv dx (4.19)und 0 = Z
�v w dx = Z�r v� w d� + Z�l v� w d� � Z
rvrw dx; (4.20)wobei die Randintegrale in (4:19) verschwinden. Wenn man die Gleichungen (4.19) und(4.20) addiert, folgt f�ur alle ' 2 H1/200 (�r) und  2 H1/200 (�l)0



4.3. ANWENDUNGEN 59Z�l A(') d� = � Z�r 'A]( ) d�:Dies zeigt, da� A] die Adjungierte der Restriktion von A auf H1/200 (�r) ist.7 Um dieAdjungierte von A zu bestimmen, brauchen wirSatz 4.3.1 (Korrekturformel) F�ur reelle Zahlen a und b sei �a;b irgend eine C1(�r){Funktion mit �a;b(P1) = a und �a;b(P2) = b, wobei P1 = (0;�1) und P2 = (0; 1) dieKontaktpunkte zwischen �r und �l sind. Sei Va;b � H1/2(�r) der RaumVa;b := f' 2 H1/2(�r) = �a;b � ' 2 H1/200 (�r)g:Dann gilt f�ur '1; '2 2 Va;b :Z�l A'1  d� + Z�r '1A] d� = Z�l A'2  d� + Z�r '2A] d�f�ur alle  in H�1/2(�l).Beweis:Sei '1; '2 2 Va;b. Aus der De�nition von Va;b folgt'1 � '2 = ('1 � �a;b)� ('2 � �a;b) 2 H1/200 (�r):F�ur  2 H�1/2(�l) sei w bzw. v die H1(
;�) L�osung von8>>><>>>: �w = 0; in 
w = 0; auf �rw� =  ; auf �lw� = 0; auf �i bzw: 8>>><>>>: �v = 0; in 
v = '1 � '2; auf �rv� = 0; auf �lv� = 0; auf �i :Aus den S�atzen B.2.4 und B.2.3 folgt0 = Z
�w v dx = Z�l w� v d� + Z�r w� v d� � Z
rwrv dxund 0 = Z
�v w dx = � Z
rvrw dx:Die letzten zwei Gleichungen liefern7Aus Satz B.2.4 folgt, da� der Operator A den Raum H1/200 (�r) nach H1/200 (�l) abbildet.



60 KAPITEL 4. DIE BACKUS-GILBERT{METHODEZ�l  (A'1 �A'2) d� + Z�r A] ('1 � '2) d� = 0;und der Satz ist bewiesen.Satz 4.3.1 erm�oglicht uns die adjungierte Gleichung (4.18) so umzuschreiben, da� dieBackus{Gilbert Methode angewendet werden kann. Wir de�nieren f�ur a; b 2 IR das lineareFunktional ra;b( ) := < A�a;b;  > + < �a;b; A] >auf H�1/2(�l). Aus Satz 4.3.1 folgt, da� f�ur ' 2 Va;b< A'; > = � < ';A] > + ra;b( ); 8 2 H�1/2(�l)gilt.Wenn es uns gelingt, ein  2 H�1/2(�l) zu �nden, das die Gleichung�A] = �l�ost, dann k�onnen wir durch< ';� > = � < ';A] >= < A'; > � ra;b( )= < f; > � ra;b( )die Backus{Gilbert Strategie wieder anwenden, wobei a; b 2 IR mit ' 2 Va;b gew�ahlt sind.Die Werte a bzw. b sind n�amlich die Auswertung der Cauchydaten f auf den Kontaktpunk-ten P1 bzw. P2.



Kapitel 5Numerische ErgebnisseDer erste Teil unserer numerischen Untersuchungen betri�t die Anwendung der Backus{Gilbert Methode auf das Momentenproblem von Abschnitt 4.3.1. In Abschnitt 5.1 werdenBeispiele vorgestellt, um die E�zienz dieser Methode zu illustrieren. Wir werden sowohllineare als auch nichtlineare Operatoren untersuchen und Probleme mit fehlerhaften Datenbetrachten.In Abschnitt 5.2 wird zun�achst das Cauchy{Problem aus Kapitel 2 untersucht. Das Ite-rationsverfahren aus Kapitel 3 wird numerisch getestet, indem wir die gemischten Problemedurch die Methode der �niten Elemente l�osen. Die Anwendung der Backus{Gilbert Strategiewird analysiert, indem die adjungierte Gleichung von Abschnitt 4.3.2 unter Ber�ucksichtigungder Korrekturformel aus Satz 4.3.1 gel�ost wird.Die numerischen Codes wurden an einer Work{Station IBM RISC System/6000-250 (Re-chengeschwindigkeit von 12.7 MFLOP's) ausgef�uhrt. Die linearen Systeme von Abschnitt5.1 wurden mit Hilfe der Faktorisierungsroutinen des Programm{Paketes ESSL (Enginee-ring and Scienti�c Subroutine Library Release 4) gel�ost.1 Die numerischen L�osungen f�urdie zweidimensionalen elliptischen gemischten Randwertaufgaben aus Abschnitt 5.2 wurdendurch die Methode der �niten Elemente mit Hilfe des Programm{Paketes PLTMG Version6.1 und 7.1 errechnet.25.1 Das nichtlineare MomentenproblemSei A : L2(0; 1)! L2(0; 1) der nichtlineare Operator aus Abschnitt 4.3(Ax)(t) = Z t0 x0(t� s) x(s) ds + � Z t0 x(t� s) x(s) ds; t 2 [0; 1]; (5.1)1Siehe daf�ur [IBM].2F�ur Details �uber das Programm{Paket siehe [Ban]. Die Literatur �uber die Methode der �niten Elementenist umfangreich. Eine vollst�andige Formulierung dieser Methode kann man z.B. in [ChZh], [Od] oder [StFi]�nden. 61



62 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSEmit x0(t) = t. Das erste Beispiel betri�t ein lineares Problem (� = 0), bei dem wir versuchen,C0(0; 1){ und L2(0; 1){Funktionen punktweise zu rekonstruieren. Hier benutzen wir dieL�osungsstrategie, die in Abschnitt 4.3.1 diskutiert wurde.Beispiel 5.1.1 Wir l�osen drei verschiedene Probleme f�ur den Operator A und erzeugen dierechte Seite des Systems Ax = y, so da� wir als L�osung die Funktionenxa(t) = ( t=2 ; t � 1=2t� 14 ; t � 1=2 ; xb(t) = ( 2t ; t � 1=22� 2t ; t � 1=2bzw. xc(t) = ( 1 ; 14 � t � 340 ; sonsterhalten. Wir setzen tj = j=N; j = 0; : : : ; N und de�nieren unsere B{Spline Basis wie inAbschnitt 4.3. Unseres Ziel ist, die L�osung jedes Systems sowohl an den Punkten tj als auchan den Mittelpunkten (tj+1 + tj)=2; j = 0; : : : ; N � 1 zu rekonstruieren. Wir rekonstruierenjede L�osung in 2N + 1 gleichm�a�ig verteilten Punkten des Intervalls [0; 1], wobei f�ur dieDimension N die Werte 6, 25 und 50 benutzt werden (siehe Bild 5.1).Zuerst werden Daten ohne Fehler benutzt. Die Ergebnisse in Bild 5.1.a weisen darauf hin,da� der Fehler in der punktweise Rekonstruktion gegen null geht f�ur alle Punkte, f�ur N gegenUnendlich. In Bild 5.1.a erkennt man weiter, da� die Diskontinuit�at in den Ableitungen derFunktionen xa und xb die punktweise Rekonstruktion nicht qualitativ beein
ussen.
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Bild 5.1.aNun nutzen wir Daten y" mit einem zuf�alligen Fehler von 1%, d.h. f�ur y = [yj ]t =



5.1. DAS NICHTLINEARE MOMENTENPROBLEM 63[(Ax)(tj)]t 2 IRN gilt jyj � yj;"j � 1100yj; j = 1; : : : ; N:In dieser Situation stellen wir fest, da� die punktweise Rekonstruktion stark mit der Di-mension oszilliert, und die beste Ergebnisse erreicht man, wenn die Dimension N klein ist(siehe Bild 5.1.b).
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Bild 5.1.bNun untersuchen wir, wie der Fehler in der punktweise Rekonstruktion der Funktionenxa(t) = 2t und xb(t) = ( 2t ; t � 1=22� 2t ; t � 1=2an der Stelle t = 1=2 sich verh�alt, wenn die Daten y = Ax ohne Fehler gegeben sind. DerFehler jx(1/2)� xN (1/2)j wird im Bild 5.2 in Abh�angigkeit der Dimension N abgebildet. DasErgebnis weist darauf hin, da� die Unstetigkeit in der Ableitung von xb einen quantitativenEin
u� auf die Asymptotik des Fehlers hat.
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N NBild 5.2Im Bild 5.2 ist auch zu erkennen, da� f�ur N gerade die Approximation etwas besser ist.Dies l�a�t sich damit erkl�aren, da� f�ur gerade Dimensionen es einen B{Spline gibt, der andem Punkt t = 12 zentriert ist, und deswegen wird das Funktional �(� � 12) in Rg(A�) besserapproximiert.



64 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSEIm n�achsten Beispiel werden wir die Anwendung der Methode auf den nichtlinearenOperator A in (5.1) untersuchen, wobei die Konstante � > 0 klein gew�ahlt wird.Beispiel 5.1.2 Sei der Operator A wie in (5.1) de�niert. Wir analysieren das System Ax =y, dessen L�osung das Polynom x(t) = t2 ist. Die Daten y sind exakt genommen.Wie in Beispiel 5.1.1 , werden wir die L�osung an den 2N+1 Punkte tj und (tj+1+ tj)=2rekonstruieren. Die punktweise Rekonstruktion f�ur verschiedene Werte von � und N = 25wird im Bild 5.3 gezeigt.
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Bild 5.3Diese Approximation kann nat�urlich weiter verbessert werden. Daf�ur erzeugen wir einneues x0 durch eine Interpolation der errechneten Werte und l�osen damit das neue System(Ph dA(x0))� ' = �(� � 12):Wir betrachten nun nichtlineare Gleichungen, deren L�osungen nicht glatt sind. Sei derOperator A mit � = 0:01 betrachtet. Untersucht werden die Systeme mit L�osungenxb(t) = ( 2t ; t � 1=22� 2t ; t � 1=2 bzw : xc(t) = ( 1 ; 14 � t � 340 ; sonst :Das Ergebnis der Rekonstruktion wird im Bild 5.4 dargestellt und zeigt, da� im nichtlinearenFall die Sensibilit�at bez�uglich Unstetigkeiten in der L�osung gr�o�er ist.
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5.2. DAS CAUCHY{PROBLEM 655.2 Das Cauchy{ProblemWir betrachten zuerst das Problem (CP a) auf einem Kreisring mit Radius 1=2 bzw. 1. Inden n�achsten zwei Beispielen werden wir versuchen, das Iterationsverfahren anzuwenden, umdie Dirichlet{ bzw. Neumanndaten eines Cauchy{Problems zu rekonstruieren. Wie beginnenmit der Rekonstruktion der Dirichletdaten.3Beispiel 5.2.1 Sei f eine Distribution in H1/2(�l) und A : H1/2(�r) ! H1/2(�l) der inAbschnitt 4.3.2 de�nierte Operator. Wir haben schon gesehen, da� eine L�osung des Problems(CP a) mit Cauchydaten (f; 0) �aquivalent dazu ist, die lineare GleichungA' = fzu l�osen. Mit Hilfe der durch	(t) := (cos[t� �=2]; sin[t� �=2]); t 2 [0; �]de�nierten Parametrisierung von �r erzeugen wir die Funktionen'a(	(t)) = 2 jt=� � 1=2j; t 2 [0; �]und 'b(	(t)) = sin(t); t 2 [0; �]:Diese sollen die L�osungen unserer Cauchy{Probleme sein. Die rechten Seite fa bzw. fbwerden nun durch die L�osung der entsprechenden direkten Probleme f = A' berechnet.Daf�ur mu� man nur eine gemischte Randwertaufgabe auf 
 f�ur jedes ' l�osen, n�amlich8>>><>>>: �w = 0; in 
w� = 0; auf �rw = '; auf �lw� = 0; auf �i :Dann gilt f = A' := wj�r :Wir k�onnen dann das Iterationsverfahrens auf die Probleme (CP a) mit Cauchydaten(fa; 0) bzw. (fb; 0) anwenden. Die Iteration (IT) wird mit der Anfangsn�aherung '0 = 0gestartet. Das Ergebnis ist im Bild 5.5 dargestellt.43Die Anwendung der Methode der �niten Elemente auf elliptische Cauchy{Probleme wird in [Han] be-trachtet. Diese Methode wird dort benutzt, um eine variationelle Formulierung eines Cauchy{Problems zul�osen.4Das Gitter der Methode der �niten Elemente besteht aus 2048 (= 211) gleichm�a�ig verteilten Dreieckenund hat 33 Knoten auf �r. Der Knoten 1 entspricht dem Punkt (0;�1) und der Knoten 33 dem Punkt (0; 1).Bei dieser Feinheit des Gitters dauert es ca. 3.5 sec, um ein einzelnes gemischtes Problem zu l�osen, hundertIterationsschritte werden in etwa 11 min errechnet.
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Bild 5.5Die numerische L�osung kann verbessert werden, wenn das Gitter verfeinert wird. DieIteration wurde auch auf einem feineren Gitter (mit 217 Elementen) getestet. Die Verbes-serung in der Qualit�at der numerischen L�osung war deutlich erkennbar, obwohl der Fehlernoch relativ gro� war. Andererseits war das Programm 87 Mal langsamer als mit dem erstenGitter.5 Eine m�ogliche Erkl�arung f�ur diese langsame Verbesserung der numerischen L�osungin Abh�angigkeit des Gitters ist, da� die numerische Realisierung des Operators langsamgegen den kontinuierlichen konvergiert. Wir kehren zu diesem Thema zur�uck, wenn wir dieIteration auf dem Quadrat numerisch testen. In der Rechteckgeometrie sind die Eigenwer-te des kontinuierlichen Operators bekannt und wir k�onnen diese mit den Eigenwerten desnumerischen Operators vergleichen.Das n�achste Beispiel illustriert die Rekonstruktion der Neumanndaten des Problems(CP a). Analog zum Beispiel 5.2.1 de�nieren wir den Operator A : H1/200 (�r)0 ! H1/200 (�l)0durch die L�osung der gemischten Randwertaufgabe8>>><>>>: �w = 0; in 
w� = '; auf �rw = 0; auf �lw� = 0; auf �i &%'$�l �rA(') := wj�l �w = 0w�=0w = 0 w� = '5500 Schritte wurden in einer gesamten Laufzeit von 82 Stunden errechnet.



5.2. DAS CAUCHY{PROBLEM 67Sei g eine Distribution inH1/200 (�l)0. Die Spur ' := u�j�r der L�osung des Cauchy{Problems8>>><>>>: �u = 0; in 
u = 0; auf �lu� = g; auf �lu� = 0; auf �izu bestimmen, ist �aquivalent dazu, die Gleichung A' = g zu l�osen.Beispiel 5.2.2 Sei 	 die in Beispiel 5.2.1 de�nierte Parametrisierung von �r. Wir setzendie Funktion '(	(t)) = 1; t 2 [0; �]und errechnen die rechte Seite g = A'. Wir nutzen die Cauchydaten (0; g) 2 H1/2(�l) �H1/200 (�l)0 f�ur die Iteration, die mit '0 = 0 gestartet wird. Einige Elemente der erzeugtenFolge f'kg werden in Bild 5.6.a dargestellt.6
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�r �r �rBild 5.6.aDie Singularit�aten in den Punkten (0;�1) und (0; 1) (Knoten 1 bzw. 33), die in denNeumanndaten von Bild 5.6.a zu erkennen sind, sind wohl eine Konsequenz davon, da� essingul�are Terme in der Darstellung7 der H1{L�osung von (CP a) gibt. Ein anderer Hinweis,der diese Hypothese st�utzt, ist die Beobachtung, da� solche Singularit�aten auch in der nume-rischen L�osung von (CP a) vorkommen. In der Tat, die L�osung von (CP a) ist gleichzeitigL�osung des gemischten Problems 8>>><>>>: �u = 0; in 
u = 0; auf �lu� = 1; auf �ru� = 0; auf �i :6Die numerische Implementation ist v�ollig analog zu der von Beispiel 5.2.1, und die Daten im Bild 5.6werden so wie im Bild 5.5 dargestellt.7Siehe Satz B.3.4.



68 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSEDas Bild 5.6.b zeigt die numerische L�osung dieses gemischten Problems und ihre Neumann-spur auf �r. Die Singularit�aten in den Kontantpunkten sind deutlich zu erkennen.
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�rBild 5.6.bIm n�achsten Beispiel wird die Korrekturformel von Satz 4.3.1 untersucht. Das f�ur dieL�osung der gemischten Probleme benutzte Finite{Elemente-Gitter ist dasselbe wie beimvorherigen Beispielen (mit 2048 Dreieckselementen und 33 Knoten auf �r).Beispiel 5.2.3 Seien die Operatoren A und A] und das lineare Funktional ra;b(�) f�ur a; b 2IR wie in Abschnitt 4.3.2 de�niert. Wir wollen die Korrekturformel< A'; > = � < ';A] > + ra;b( ) (5.2)8' 2 Va;b und  2 H�1/2(�l) �uberpr�ufen.8 Wir fangen mit ' 2 H1/200 (�r) an (d.h. a = b = 0).In diesem Fall gilt r0;0 � 0, und kein Korrekturterm ist n�otig. In der n�achsten Tabellewerden die Werte der inneren Produkte in 5.2 f�ur einige ' und  gezeigt.98F�ur die Notation siehe Abschnitt 4.3.2.9Die De�nition der Funktionen ' bzw.  in den n�achsten Tabellen ist durch die Parametrisationen	(t) := (cos[t� �=2]; sin[t� �=2]) bzw: �(t) := (cos[t+ �=2]; sin[t+ �=2]); t 2 [0; �]zu verstehen.



5.2. DAS CAUCHY{PROBLEM 69('(t);  (t)) < A'; > � < ';A] > relative Fehler10( 1�2 t(t� �) ; t� ) �0:09659 �0:10144 0:04781(sin(t) ; ( t� )2) 0:22590 0:23736 0:04823(� � 2jt� �2 j ; 1) 0:49903 0:52309 0:04599Das Resultat ist akzeptabel, denn die gemischten Probleme wurden mit einem relativ grobenGitter numerisch gel�ost.Nun berechnen wir die inneren Produkte in (5.2) und den Korrekturterm ra;b f�ur a; b,die nicht verschwinden. Das Ergebnis folgt in der n�achsten Tabelle.('(t);  (t)) < A'; > � < ';A] > ra;b( )� < ';A] > rel. Fehler(1 + 2t ; cos(t)) 3:01941 1:92929 2:90155 0:03903(t� �2 )2 ; 2) 11:68992 7:99153 11:89763 0:01776(cos2(t) + t ; 2t� �) �3:94720 �2:45022 �3:78483 0:04113Dies Resultat entspricht unserer Erwartung. Der relative Fehler ist von derselben Ordnungwie beim Fall a = b = 0.Im letzten Beispiel wird das Problem (CP b) betrachtet. Ein konsistentes Cauchy{Problem wird untersucht und das Verhalten der numerischen Implementation des Itera-tionsverfahrens f�ur inkonsistente Cauchydaten (f; g) in H1/2(�l)�H1/200 (�l)0 analysiert.Beispiel 5.2.4 Sei 
 = (0; 1)� (0; 1) � IR2. Wir betrachten folgendes Cauchy{Problem aufdem Gebiet 
:(CP b) 8>>>>><>>>>>: �u = 0; in 
u = f; auf �lu� = g; auf �lu(x; 0) = 0; x 2 (0; 1)u(x; 1) = 0; x 2 (0; 1) ;10Der relative Fehler wird durch j < A'; > + < ';A] > jj < A'; > jde�niert.



70 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSEwobei �l = f(x; 0) =x 2 (0; 1)g und �r = f(x; 1) =x 2 (0; 1)g sind. Da das Gebiet 
 kleinerals das Gebiet von Problem (CP b) aus Abschnitt 3.1.2 ist, konvergieren die Eigenwerte vonT langsamer gegen 1. In der Tat, die Eigenwerte von T , eingeschr�ankt auf span fsin(j�x)g,sind �j = (sinh(j�)= cosh(j�))2 in Gegensatz zu den Eigenwerten (sinh(2j�)= cosh(2j�))2aus Abschnitt 3.2.1.Wir setzen f(y) = 0, g(y) = sin(�y) und versuchen die Spur der L�osungu(x; y) = sinh(�x) sin(�y)�auf �r zu rekonstruieren: ' = uj�r . Wenn wir das Iterationsverfahren mit '0 = 0 starten,folgt aus der Absch�atzung (3.25), da�jj'k � 'jj � �2k1 jj'jjist. Da �4001 = 0:0503 ist, liegt der Fehler nach 200 Schritten bei etwa 5%. Unsere nume-rischen Experimente zeigen aber die Konvergenz der numerischen Folge schon nach 100Schritten.11 Da wir in diesem Fall die Iteration T k'0 exakt kennen, k�onnen wir die exakteFolge f'kg mit der numerischen Iterationsfolge f ~'kg vergleichen. Schon nach 50 Schrittenstellt man fest, da� die Di�erenz jj'k � ~'kjj dieselbe Ordnung hat wie jj'kjj.Dieses Problem ist auch in Beispiel 5.2.1 zu erkennen (obwohl da nicht so dramatischauftretend). Es kann kontrolliert werden, indem man durch die Verfeinerung des Gitterseine bessere Dirkretisierung des Operators T konstruiert. Ein weiteres Experiment auf einemfeineren Gitter zeigt,12 da� bei einer besseren Genauigkeit die numerische Konvergenz erstnach 500 Schritten eintritt; nach 200 Schritten stellt man wieder fest, da� die Di�erenzjj'k� ~'kjj dieselbe Ordnung hat wie jj'kjj. Das Ergebnis dieser Iteration wird im Bild 5.7.adargestellt.
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�r �r �rBild 5.7.a11Wie bei den Beispielen 5.2.1 und 5.2.2 wurde ein Gitter mit 33 Knoten auf �l bzw. �r benutzt ( 212=4096gleichm�a�ig verteilte Dreiecke). Die Rechnungen wurden aber mit doppelter Genauigkeit durchgef�uhrt.12Das Gitter hat 257 Knoten auf �r und 218 Elemente. F�ur diese Iteration wird wieder die Version 7.1des Programm-Paketes PLTMG benutzt, die mit doppelter Genauigkeit arbeitet. Jedes gemischte Problemben�otigt ca. 5min CPU{Zeit, um gel�ost zu werden.



5.2. DAS CAUCHY{PROBLEM 71Der relative Fehler in der L2(�r){Norm der 'k's in Bild 5.7.a betr�agt 93.04%, 59.64%bzw. 45.98%.Dieses Problem wurde von Falk und Monk analysiert. In [Mo] wurde das Problem (CP b)in 
 = (0; 1) � (0; 1) f�ur die Cauchydaten f(y) = 0, g(y) = sin(�y)=� betrachtet. Benutztwurde eine Regularisierungsstrategie, die zur Minimierung eines quadratischen Funktionalsf�uhrte. Die errechneten Approximationen hatten einen relativen Fehler zwischen 6.7% und12% in der L2(�r){Norm.Wir versuchen eine andere Technik anzuwenden, um den Operator T zu diskretisieren.Das scha�en wir, indem wir die gemischten Randwertaufgabe durch die Methode der �nitenDi�erenz l�osen. Ein gleichm�a�iges Gitter wird benutzt, um die lineare Systeme zu bauen. Diedadurch erzeugten Matrizen werden mit Hilfe der Routinen des Programm-Packetes ESSLinvertiert, was uns erlaubt, den Operator T in Matrix{Form direkt zu repr�asentieren.13 Je-der Iterationsschritt wird durch ein Produkt Matrix{Vektor berechnet. Die Ergebnisse sindvielversprechender als diejenigen, die durch die Anwendung der Methode der �niten Ele-mente errechnet werden, wie man im Bild 5.7.b feststellen kann.14 Dies liegt daran, da�bei derselben Diskretisierungsdimension die Eigenwerte (insbesondere der erste) der Finite{Di�erenz{Diskretisierung von T n�aher an den Eigenwerte des kontinuierlichen T liegen alsdie Eigenwerte der �niten Elementen{Diskretisierung von T .
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�r �r �rBild 5.7.bDer relative Fehler in der L2(�r){Norm von den 'k's in Bild 5.7.b betr�agt 92.8%, 48.5%bzw. 7.9%. In der folgenden Tabelle zeigen wir den relativen Fehler, den Zeitaufwand undden Speicherverbrauch f�ur die Implementation des Iterationsverfahrens durch die Methodeder �niten Di�erenz auf verschiedenen Gittern.13Dies ist o�ensichtlich der aufwendigste Teil der numerischen Rechnung.14Das Gitter der Methode der �niten Di�erenz im Bild 5.7.b hat 52 Knoten auf �r. Der Knoten 1 entsprichtdem Punkt (1,0) und der Knoten 42 dem Punkt (1,1).



72 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSEAnzahl von relativer Fehler in der CPU{Zeit15 ben�otigterKnoten auf �r L2{Norm nach 1000 Schritten Speicherplatz16 20.4% 0.62s 2 MBytes32 10.1% 24.39s 18 MBytes52 6.2% 6m 02.31s 122 MBytes64 5.0% 20m 34.23s 270 MBytesBemerkung 5.2.5 Wenn wir die numerischen Ergebnisse von Problem (CP a) und (CP b)vergleichen, schlie�en wir, da� die Asymptotik der Eigenwerte beider Operatoren qualitativsehr verschieden ist und sehr stark von dem Gebiet abh�angt.Wir haben in Beispiel 5.2.4 versucht, die einfachst m�ogliche Rekonstruktion numerischzu realisieren und sogar f�ur diese Cauchydaten waren die Ergebnisse numerisch sehr auf-wendig. F�ur das Problem (CP a) haben aber umfangreiche Tests gezeigt, da� das Iterati-onsverfahren in der Lage ist, gute Resultate schon bei kleiner Diskretisierungsdimension zuliefern.Bemerkung 5.2.6 Eine Eigenschaft der Methode der �niten Elemente ist, da� in derendlichdimensionalen Formulierung des gemischten Problems der kontinuierliche Opera-tor Lln bzw. Ld in einer Art diskretisiert wird, die uns erlaubt, jjLln;FEjj � jjLlnjj bzw.jjLd;FEjj � jjLdjj zu schlie�en,16 wobei Lln;FE bzw. Ld;FE die Diskretisierung durch die Me-thode der �niten Elemente des Operators Lln bzw. Ld ist.17Wenn wir den diskreten Operator ~Tl := 
n � Ld;FE � 
d � Lln;FE de�nieren, folgt nun,da� die Norm des Operators ~Tl h�ochstens so gro� ist wie die von Tl. In allen Beispielen,in denen wir die Norm von ~Tl errechnen k�onnen, stellen wir aber fest, da� ~Tl eine echteKontraktion erzeugt.Dies k�onnen wir in der Rechteckgeometrie deutlich �uberpr�ufen. Wenn wir die Stei�g-keits{Matrizen von beiden gemischten Problemen invertieren und sie mit den passendenSpuroperatoren komponieren, k�onnen wir den Operator ~Tl in Matrixform schreiben und dieEigenwerte mit denen von Tl vergleichen. Die Abweichung zwischen den Eigenwerten von~Tl und denen von Tl (siehe Beispiel 5.2.4) ist, soweit wir gerechnet haben, sehr gro�, dadie Eigenwerte von ~Tl viel kleiner als 1 sind. Dies erkl�art die von uns beobachtete schnellenumerische Konvergenz.Eine Konsequenz dieser durch ~Tl erzeugten Kontraktion ist, da� sogar f�ur inkon-sistente Cauchydaten das diskrete Iterationsverfahren konvergiert. Dies haben wirpseudo{Konvergenz genannt.15Die CPU{Zeit bezieht sich zu einem IBM RISC System/6000-590 mit 230 MFLOP's Rechengeschwin-digkeit.16Siehe [Au2].F�ur die Notation siehe die De�nition der Iteration (IT) in (3.1).17Was die Diskretisierung durch die Methode der �niten Di�erenz betri�t, ist uns kein Argument bekannt,das diese Aussage garantiert.



5.2. DAS CAUCHY{PROBLEM 73Man kann in der diskreten Iteration zwischen der pseudo{Konvergenz und der echtenKonvergenz der numerischen Iterationsfolge f'kg unterscheiden. Wenn die Cauchydatenkonsistent sind, dann konvergieren die H1{Folgen Ln('k) und Ld(
d(Ln('k))) gegen dieselbeGrenzfunktion, n�amlich die H1{L�osung des Cauchy{Problems. Wenn aber die Cauchydateninkonsistent sind, dann konvergiert die Di�erenz Ln('k)�Ld(
d(Ln('k))) nicht gegen Nullin H1(
).Bemerkung 5.2.7 Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Abschnitt 5.1, sind wir f�ur dasCauchy{Problem nicht in der Lage, eine punktweise Rekonstruktion durchzuf�uhren. Diesliegt daran, da� die Cauchydaten (0; �h) 2 H1/2(�l) � H1/200 (�l)0 inkonsistent sind, wobei �hirgendeine glatte Approximation f�ur die Dirac{Distribution � ist. Dies haben wir festgestellt,indem wir versuchten, Cauchy{Probleme mit verschiedenen Daten �h iterativ zu l�osen. Be-obachtet wurde nur die pseudo{Konvergenz aus Bemerkung 5.2.6.



Anhang AFunktionen{R�aumeIn diesem Anhang werden die De�nitionen der Sobolev{R�aume eingef�uhrt, die in dieserArbeit benutzt werden. Haupts�achlich werden die R�aume Hs(
) , Hs0(
) und Hs(@
) f�urs 2 IR, gebraucht, wobei 
 � IRn (insbesondere IR2) ein regul�ares1, o�enes, beschr�anktesund zusammenh�angendes Gebiet ist. F�ur die variationelle Formulierung von gemischtenelliptischen Randwertaufgaben werden die Sobolev{R�aume Hs0(
 [ �) und Hs(�) benutzt,wobei � � @
 ein bez�uglich @
 o�enes Randst�uck ist.Die Literatur �uber Sobolev{R�aume ist umfangreich. Die f�ur diese Arbeit am h�au�gstenkonsultierten B�ucher waren [Ad], [Au1], [DaLi], [Fo], [GiTr], [Gri1], [Gri2], [LiMa], [Tre] und[Tro]. (Man mu� mit der Notation vorsichtig sein. Ein Beispiel daf�ur ist der Raum H�1/2,der f�ur einige Autoren der Dualraum von H1/20 und f�ur andere der Dualraum von H1/200 ist.)A.1 Die R�aume Ck(
)Wir beginnen die Untersuchung der Sobolev{R�aume mit der De�nition der R�aume vonglatten Funktionen. Sei 
 � IRn o�en. Man setzt Ck(
); k 2 IN, den linearen Raum vonFunktionen, die zusammen mit ihren Ableitungen der Ordnung � k stetig in 
 sind. Dannk�onnen wir den Raum C1(
) := \k2INCk(
)de�nieren. F�ur k 2 IN sei Ck(
) der Raum der Funktionen aus Ck(
), die zusammen mitihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig fortsetzbar auf 
 sind.2 Analog wie vorherde�nieren wir1Damit meinen wir, da� 
 glatt ist und lokal auf einer Seite von @
 liegt.2F�ur beschr�anktes 
 ist dies ein Banach{Raum mit der Norm jjujjCk(
) := P��k jD�uj1;
.74



A.2. DIE SOBOLEV{R�AUME HS(
) 75C1(
) := \k2INCk(
):F�ur eine stetige Funktion u in 
 de�niert man den Tr�ager von u (oder supp u) als denAbschlu� von fx 2 
 = u(x) 6= 0g. Der lineare Raum Ck0 (
); k 2 IN [ f1g, ist de�niertdurch Ck0 (
) := fu 2 Ck(
) = supp u ist eine kompakte Teilmenge von 
g:Sei � � @
 ein bez�uglich @
 o�enes Randst�uck. Der lineare Raum Ck0 (
 [ �); k 2IN [ f1g, ist de�niert durchCk0 (
 [ �) := fu 2 Ck(
) = supp u ist eine kompakte Teilmenge von 
 [ �g:Die Funktionen aus Ck0 (
 [ �) verschwinden identisch auf @
n�. O�ensichtlich gilt dieEinbettung Ck0 (
) � Ck0 (
 [ �) � Ck(
):De�nition A.1.1 (Distribution) Die Konvergenz einer Folge fujg in C10 (
) kann fol-genderma�en de�niert werden: Man sagt, die Folge fujg konvergiert im Sinne von D(
)gegen 0, wenn eine kompakte Menge K � 
 existiert, so da� f�ur alle j supp uj � Kist und D�uj ! 0 gleichm�a�ig in K f�ur alle Multiindizes � konvergiert. Eine DistributionT 2 D0(
) ist ein lineares Funktional auf C10 (
) mit (T; uj)! 0 f�ur alle uj ! 0 in D(
).De�nition A.1.2 (Distributionelle Ableitung) Wenn T : u 7! (T; u) eine Distributionist, so ist auch S : u 7! �(T; uxi) eine Distribution. Man de�niert S als die (distributionelle)Ableitung von T oder die Ableitung im Sinne von D0(
) und schreibt @T=@xi = S. F�ur einenallgemeinen Multiindex � schreibt manD� T : u 7�! (�1)j�j (T;D�u); 8u 2 D(
):3A.2 Die Sobolev{R�aume Hs(
)Sei nun zus�atzlich 
 ein regul�ares, o�enes, beschr�anktes und zusammenh�angendes Gebiet.Das Randst�uck � � @
 sei wie vorher de�niert. Hier wird die Strategie von Agmon [Ag]und Miranda [Mi] benutzt, die lautet, die Sobolev{R�aume mit nicht negativen Indizes als3Aus der De�nition folgt Txi xj = Txj xi .



76 ANHANG A. FUNKTIONEN{R�AUMEAbschlu� der R�aume von glatten Funktionen zu de�nieren. Danach werden die R�aume mitnegativen Indizes durch Dualit�at de�niert.Wir geben zuerst die De�nition von Sobolev{R�aumen mit ganzzahligen Indizes. F�urk 2 IN setzt man Hk(
) := C1(
)jj�jjk;
; Hk0 (
) := C10 (
)jj�jjk;
und Hk0 (
 [ �) := C10 (
 [ �)jj�jjk;
;wobei jjujj2k;
 = Xj�j�k jjD�ujj2L2(
)ist. Das Funktional jj � jjk;
 de�niert auf dem Raum Hk(
) bzw. Hk0 (
) eine Norm, unddamit sind diese Banachr�aume.In Kapitel 2 ben�otigen wir in Satz 2.4.4 die De�nition von lokalen Regularit�at einerDistribution. Deswegen setzen wir f�ur k 2 IN die R�aumeHkloc(
) := fu 2 D0(
) = u' 2 Hk(
) 8' 2 D(
)g:F�ur einen positiven reellen Index s kann man dasselbe Abschlu�argument nutzen, umdie R�aume Hs zu de�nieren. Man braucht daf�ur nur eine geeignete De�nition f�ur die Normjj � jjs.Sei s = k + � 2 IR+ mit k 2 IN und � 2 (0; 1). Man de�niert ein Funktional jj � jjs;
 aufC1(
) durch jjujj2s;
 := jjujj2k;
 + Xj�j=k ZZ
�
 jD�u(x)�D�u(y)j2jx� yjn+2� dx dy:Der Sobolev{Raum Hs(
) bzw. Hs0(
) bzw. Hs0(
 [ �) wird als der Abschlu� von C1(
)bzw. C10 (
) bzw. C10 (
 [ �) bez�uglich jj � jjs;
 de�niert.Bemerkung A.2.1 Es folgt aus der De�nition, da� f�ur beliebiges s � 0 die EinbettungC10 (
) ,! Hs0(
) � Hs0(
 [ �) � Hs(
)gilt.4 F�ur 0 � s � 12 gilt sogar C10 (
) ,! Hs(
).5 Daraus folgt die dimensionsunabh�angigeIdentit�at:4,! hei�t dicht eingebettet.5Siehe z.B. [LiMa] S. 9.



A.2. DIE SOBOLEV{R�AUME HS(
) 77Hs0(
) = Hs0(
 [ �) = Hs(
); 0 � s � 12 :Bemerkung A.2.2 H�au�g wird der Sobolev{Raum Hk(
); k 2 IN, als der Teilraum vonL2(
) mit der EigenschaftHk(
) = fu 2 L2(
) = D�u 2 L2(
); j�j � kg6de�niert. Die Hilbertraum{Struktur von Hk(
) wird durch das innere Produkt< u; v >k;
 = Xj�j�k Z
 D�u D�v dxbeschrieben. O�ensichtlich gelten f�ur 0 < k < l 2 IN die EinbettungenH l(
) ,! Hk(
) ,! H0(
) = L2(
)7Bemerkung A.2.3 Eine andere �ubliche De�nition des Sobolev{Raums Hs(
); s 2 IR+,falls 
 regul�ar ist, wird mit Hilfe der Fouriertransformation in L2(
) durchgef�uhrt. Mande�niert zuerst den Hilbert{RaumHs(IRn) = fu 2 L2(IRn) = (1 + j�j2)s=2 û 2 L2(IRn)g8mit dem inneren Produkt < u; v >s;IRn = RIRn (1 + j�j2)s û v̂ d�. Der Raum Hs(
) wird danndurch Hs(
) = fu 2 L2(
) = 9U 2 Hs(IRn) mit u = Uj
gde�niert. Die Hs0(
){Funktionen sind diejenigen in Hs(
), deren Fortsetzung durch Null ~uauf IRn in Hs(IRn) liegen.F�ur die Untersuchung von gemischten elliptischen Randwertaufgabe ben�otigt man nochzwei spezielle R�aume. Der erste ist der Raum H1(
;�) der durchH1(
;�) := fu 2 H1(
) = �u 2 L2(
)gde�niert wird. Er spielt eine gro�e Rolle in der Analyse solcher Aufgaben, da ihre L�osungengenau diese Regularit�at besitzen.9 Der zweite ist der Raum Hs00(
); s 2 IR+. F�ur s = k+�mit k 2 IN und � 2 [0; 1) setzt man6Die Ableitungen sind in distributionellem Sinn zu verstehen.7Die Einbettungen sind sogar kompakt (Satz von Rellich).8Mit û wird die Fouriertransformierte der Funktion u 2 L2(IRn) bezeichnet.9F�ur Details siehe Anhang B.3.



78 ANHANG A. FUNKTIONEN{R�AUME
jjujjs;00;
 := 8<:jjujj2s;
 + Xj�j=k Z
 jD�u(x)j2 d�2�(x; @
) dx9=;1/2 ;wobei d(x; @
) die Euklidische Entfernung zwischen x 2 IRn und @
 ist. Der Raum Hs00(
)wird nun als der Abschlu� von C10 (
) bez�uglich der Norm jj � jjs;00;
 de�niert.Bemerkung A.2.4 F�ur s 6= k+ 12 kann man die �Aquivalenz der Normen jj � jjs;
 undjj � jjs;00;
 zeigen und es gilt Hs00(
) = Hs0(
).Der interessanteste Fall f�ur diese Arbeit ist der Fall s = 12 . Man kann den Raum H1/200 (
)als H1/200 (
) := fu 2 H1/20 (
) = u d�1/2(�; @
) 2 L2(
)gde�nieren. Aus der De�nition folgt, da� H1/200 (
) dicht in H1/20 (
) eingebettet und mit einerstrikt feineren Topologie versehen ist.Es fehlten noch die R�aume H�s; s 2 IR+. Daf�ur braucht man den Raum D(
) undseinen Dualraum D0(
).10 Der Raum H�s(
) wird de�niert alsH�s(
) = fu 2 D0(
) = < u; � >L2(
) 2 Hs0(
)0g:Anders ausgedr�uckt, H�s(
) ist der Dualraum von Hs0(
) bez�uglich des Pivot{RaumesL2(
). Damit hat man f�ur alle s 2 IR+ das Hilbert{TripleHs0(
) ,! L2(
) ,! H�s(
):Bemerkung A.2.5 Es gibt eine andere n�utzliche De�nition von H�k(
); k 2 IN. Mansetzt H�k(
) := fu = Xj�j�k D� u� ; u� 2 L2(
)g:Diese Darstellung von u 2 H�k(
) ist aber nicht eindeutig, wie man in [Gri1] oder [LiMa]nachlesen kann.10Siehe Anhang A.1.



A.3. DIE SOBOLEV{R�AUME HS(@
) 79A.3 Die Sobolev{R�aume Hs(@
)Um die Sobolev{R�aume Hs(@
) zu de�nieren, braucht man ein technisches Hilfsmittel, dases erlaubt, immer mit den R�aumen Hs(IRn�1) zu arbeiten. Das Gebiet 
 und sein Rand @
sind wie in Anhang A.2 de�niert. Die notwendigen Hilfsmittel sindDe�nition A.3.1 (Oi;�i)Ni=1 hei�t eine Familie von local maps genau dann, wenn� Oi � IRn o�en ist, mit @
 � SNi=1 Oi ;� jedes �i ein C1{Di�eomorphismus ist mit:8>><>>: �i : Oi 7! Q := f(y0; yn) 2 IRn = jy0j < 1; �1 < yn < 1g;�i(Oi \ 
) = Q+ := f(y0; yn) 2 Q = yn > 0g;�i(Oi \ @
) = f(y0; 0) 2 Qg:De�nition A.3.2 Eine Familie von Funktionen (�i)Ni=1 hei�t eine Partition der Eins be-z�uglich (Oi; �i) genau dann, wenn� �i(x) � 0; 8x 2 @
;� supp �i � Oi \ @
;� PNi=1 �i(x) = 1; 8x 2 @
.Die Sobolev{R�aume auf @
 werden folgenderma�en de�niert. Sei (Oi; �i)Ni=1 eine Fa-milie von local maps und (�i)Ni=1 eine entsprechende Partition der Eins f�ur @
. F�ur eineDistribution f auf @
 setze(�i f)(y0) = ( (�i f)(��1i (y0; 0)) ; jy0j < 10 ; sonstauf IRn�1. Der Raum Hs(@
); s 2 IR, wird nun durchHs(@
) := ff = �i f 2 Hs(IRn�1); i = 1; : : : ; Ngde�niert.F�ur 
 2 IR2 und ein o�enes (zusammenh�angendes) Randst�uck � � @
 kann man dieR�aume Hs(�) und Hs((0; 1)) identi�zieren. F�ur den Raum H1/200 (�) gibt es eine alternativeDe�nition. Das ist n�amlich



80 ANHANG A. FUNKTIONEN{R�AUMEH1/200(�) := fu = Uj� = U 2 H10 (
 [ �)g;mit der Quotientennorm jjujj? := infU 2 H10 (
 [ �)Uj� = u jjU jj1;
:Die R�aume H1/200 (�) von A.2 und H1/200(�) sind algebraisch identisch und die Normenjj � jj1/2;00;� und jj � jj? sind �aquivalent.Aus dieser De�nition folgt, da� die H1/200 (�){Funktionen genau diejenigen aus H1/20 (�)sind, deren Fortsetzungen durch Null auf @
 zu H1/2(@
) geh�oren.



Anhang BGemischte RandwertaufgabenIn diesem Anhang werden die notwendige Untersuchungen �uber gemischte elliptische Rand-wertaufgaben durchgef�uhrt. Haupts�achlich wird die Theorie von schwachen L�osungen vongemischten Problemen untersucht. Die f�ur die Analyse ben�otigte Sobolev{Raumtheorie wirdin Anhang A diskutiert.Die Korrektgestelltheit solcher Randwertaufgaben im Sinne von Hadamard1 wird nach-gepr�uft und die dazugeh�origen Hilfss�atze werden diskutiert, damit wir die f�ur die Analysedes Iterationsverfahrens ben�otigte Theorie vollst�andig im Gri� haben.B.1 Spurs�atzeZun�achst de�nieren wir das Gebiet, auf dem unsere Randwertaufgaben betrachtet werden.Sei 
 2 IR2 ein o�enes regul�ares2 glattes beschr�anktes Gebiet. Der Rand von 
 sei zerlegbarin @
 = [Nj=1�j, wobei die Randst�ucke �j o�en zusammenh�angend sind und �i \ �j = ;f�ur 1 � i 6= j � N . Ferner sei 
j der Dirichlet{Spuroperator von C1(
) nach C1(�j) und�j das Vektorfeld normal zu �j.Der erste Satz beschreibt das Verh�altnis zwischen einer Funktion in Hm(
) und ihrerSpur auf @
. Dies ist ein Standard{Ergebnis, das in [Ad], [LiMa], [Au1], [DaLi], [Gri1,2]und anderen zahlreichen B�ucher �uber Sobolev{R�aume gefunden werden kann.Satz B.1.1 (Spursatz) Sei m 2 IN. Die auf C1(
) de�nierte Abbildungu 7�! (
u; 
 @u@� ; : : : ; 
 @m�1u@�m�1)hat eine einzige stetige (surjektive) Fortsetzung als ein Operator von1Siehe daf�ur Abschnitt 1.1.2Damit meinen wir, da� 
 lokal auf einer Seite von @
 liegt.81



82 ANHANG B. GEMISCHTE RANDWERTAUFGABENHm(
) nach m�1Yi=0 Hm�i� 12 (@
):Weiter besitzt diese Fortsetzung eine stetige Rechtsinverse.Wir m�ussen noch wissen, was f�ur eine Regularit�at die Neumannspur der H1(
){L�osungeiner elliptischen Randwertaufgabe besitzt. Daf�ur reicht der Satz B.1.1 leider nicht. Da dieL�osungen den von uns untersuchten Randwertaufgaben harmonisch sind, ist es hinreichend,einen Spursatz f�ur Funktionen in H1(
;�) zu untersuchen.3 In dieser Richtung hilft unsSatz B.1.2 (Neumannspur von H1(
;�)) Die auf C1(
) de�nierte Abbildung�� : u 7�! 
 @u@�besitzt eine einzige stetige Fortsetzung~�� : H1(
;�) �! H�1/2(@
):Dieser Satz ist ein Standard{Ergebnis der Theorie von elliptischen Randwertaufgabenund kann in [DaLi] und [Gri1,2] gefunden werden. In der Analyse von gemischten Problemenm�ussen wir auch �uber die Regularit�at der Spur von auf 
 de�nierten Funktionen auf demRandst�uck �j Bescheid wissen. Dabei hilft unsSatz B.1.3 (Spursatz bzgl. eines Randst�ucks) Sei m 2 IN. Die f�ur jedes j = 1; : : : ;mauf C1(
) de�nierte Abbildungu 7�! (
ju; 
j @u@�j ; : : : ; 
j @m�1u@�m�1j )besitzt eine einzige stetige (surjektive) Fortsetzung als ein Operator vonHm(
) nach m�1Yi=0 Hm�i� 12 (�j):3Nach De�nition ist H1(
;�) = fv 2 H1(
) = �v 2 L2(
)g.



B.1. SPURS�ATZE 83Dieser Satz unterscheidet sich nicht wesentlich von B.1.1 und kann in [Gri1,2] gefundenwerden. Eigentlich gilt er sogar, wenn 
 ein krummliniges Polygon mit Ck;1 Rand, k � m�1ist. Das n�achste Korollar entspricht dem Spezialfall m = 1 und l = 0 von Satz B.1.3 undist genau das, was man braucht, um H1(
){L�osungen von gemischten Randwertaufgabenzu untersuchen.Korollar B.1.4 (Dirichletspur bzgl. eines Randst�ucks) Der Dirichlet{Spuroperatorvon C1(
) nach C1(�j) hat eine einzige stetige (surjektive) Fortzetzung als ein Operatorvon H1(
) nach H1/2(�j);f�ur j = 1; : : : ; N .Bemerkung B.1.5 Der Spuroperator in Satz B.1.3 und insbesondere in Korollar B.1.4besitzt eine stetige Rechtsinverse. Das folgt aus der Existenz eines Prolongationsoperators! 2 L(Hs(�j);Hs(@
)); s � 0, der die stetige Rechtsinverse des Restriktionsoperators� 2 L(Hs(@
);Hs(�j)) ist. F�ur Details siehe [Au1] S.187-194.Was noch fehlt, ist eine Aussage �uber die Regularit�at der Neumannspur von H1{Funk-tionen auf dem Randst�uck �j. Wie in Satz B.1.2 reicht es, die Funktionen in H1(
;�) zuuntersuchen. Der n�achste Satz arbeitet genau in diesem Kontext. Da er von besonderenInteresse ist, wird hier eine Beweisskizze durchgef�uhrt.Satz B.1.6 (Neumannspur bzgl. eines Randst�ucks) Der von C1(
) nach C1(�j)de�nierte Neumann{Spuroperator besitzt eine einzige stetige Fortzetzung als ein Operatorvon H1(
;�) nach H1/200 (�j)0;f�ur j = 1; : : : ; N:Beweis:Sei v 2 V := fv 2 H1(
) = 
iv = 0; i 6= jg. Aus der De�nition von H1/200 folgt 
jv 2H1/200 (�j). F�ur u 2 C1(
) liefert uns die Greensche Formel B.2.3Z�j u�j v d� = Z
�u v dx + Z
ru rv dx:Daraus folgt j Z�j u�j v d�j � c jjujjH1(
;�) jjvjjH1(
):



84 ANHANG B. GEMISCHTE RANDWERTAUFGABENDas hei�t, die Neumannspur von u auf �j ist durchjj
j @u@�j jjH1/200 (�j)0 � c jjujjH1(
;�); u 2 C1(
);absch�atzbar. Die Behauptung folgt nun aus der Dichtheit der Einbettung von C1(
) nachH1(
;�).B.2 Die Greensche FormelIn der Analyse des Iterationsverfahrens in Abschnitt 3.2 sowie in der Untersuchung von ge-mischten Randwertaufgaben wird eine spezielle Fassung der Greenschen Formel gebraucht.Sie soll an die in dieser Arbeit benutzten Sobolev{R�aume angepa�t werden.Sei die Menge 
, der Dirichlet{Spuroperator 
j und das normale Vektorfeld �j wie inAnhang B.1 de�niert. Der n�achste Satz wird in der Literatur �ublicherweise (erste) Green-sche Formel genannt. Er gilt auch, falls @
 nur Lipschitz{stetig vorausgesetzt wird. EinBeweis daf�ur kann in [Au1], [DaLi], [Gri1], [LiMa], [Krs] oder [Tro] gefunden werden.Satz B.2.1 Seien die Funktionen u; v in C1(
). Dann giltZ
�u v dx = Z@
 u� v d� � Z
rurv dx: (B.1)Die Gleichung (B:1) gilt auch f�ur Funktionen (u; v) 2 H2(
) � H1(
) und ebenfalls f�ur(u; v) 2 H1(
;�)�H1(
).4In einem gemischten Problem werden die Randdaten auf �j statt auf @
 vorgeschrieben.Deswegen suchen wir nach hinreichenden Bedingungen, die uns erlauben, das RandintegralR@
 u�v in (B:1) mit der Summe Pj R�j u�jv zu vertauschen. Den ersten Hinweise daf�urliefert unsSatz B.2.2 Seien die Funktionen u in H2(
) und v in H1(
). Dann giltZ
�u v dx = NXj=1 Z�j u� v d� � Z
rurv dx: (B.2)Dieser Satz ist eigentlich eine Konsequenz des Spursatzes B.1.3, denn dieser garantiertdie Beschr�anktheit der inneren Produkte in (B.2) in Sinne von L2(�j). Satz B.2.2 bleibt4Die letzte Behauptung folgt aus der Dichtheit der Einbettung von C1(
) nach H1(
;�) zusammenmit dem Spursatz B.1.2.



B.2. DIE GREENSCHE FORMEL 85g�ultig, falls @
 ein krummliniges C1;1 Polygon ist. Den vollst�andigen Beweis kann man in[Gri1,2] �nden.Der Satz B.2.2 l�ost leider nicht alle unsere Probleme. Die L�osungen der gemischtenRandwertaufgaben in Abschnitt 3.1 sind nicht inH2(
), sondern nur inH1(
;�). Deswegenm�ussen wir einen Satz wie B.2.2 f�ur solche Funktionen ableiten. Da wenig Regularit�at von uverlangt wird, werden weitere Regularit�atsannahmen f�ur v n�otig sein, um das auszugleichen.In der Tat, der Spursatz B.1.6 garantiert die Dualit�at zwischen 
j u�j und 
j v in (B.2),falls u 2 H1(
;�) und v 2 H1(
) mit 
j v 2 H1/200 (�j); j = 1; : : : ; N sind. Das kannzusammengefa�t werden inSatz B.2.3 Sei u 2 H1(
;�) und v 2 fv 2 H1(
) = 
j v 2 H1/200 (�j); j = 1; : : : ; Ng. Danngilt Z
�u v dx = NXj=1 Z�j u� v d� � Z
rurv dx:Die n�achsten zwei S�atze beschreiben einige Eigenschaften der Spur von H1{Funktionen,die in der Formulierung des Iterationsverfahrens in Abschnitt 3.1 n�otig sind.Satz B.2.4 Sei N = 2, d.h. @
 = �1 [ �2 und u 2 H1(
). Wenn 
1 u in H1/200 (�1) liegt,dann liegt 
2 u in H1/200 (�2).Beweis:Sei u 2 H1(
) mit 
1 u 2 H1/200 (�1). Es existiert nach De�nition von H1/200 (�1) ein v 2H10 (
 [ �1) mit 
1 (u� v) = 0. 5 Die H1{Funktion w := u� v gen�ugt o�ensichtlich
1 w = 0 und 
2w = 
2 u:Dann ist w 2 H10 (
 [ �2) und 
2w 2 H1/200 (�2).Satz B.2.5 Sei N = 2, d.h. @
 = �1 [ �2 und u eine harmonische Funktion in H1(
).Wenn 
1 @u@�1 in H�1/2(�1) liegt, dann liegt 
2 @u@�2 in H�1/2(�2). 6Beweis:Sei u harmonisch in H1(
) mit 
1 @u@�1 2 H�1/2(�1). F�ur ' 2 H1/2(�2) setzen wir v' :=
�12 '. 7 Damit de�nieren wir das lineare Funktional5Nach De�nition ist H10 (
 [ �1) := fv 2 H1(
) = 
2 v � 0g.6Man sollte bemerken, da� H�1/2(�2) = H1/2(�2)0 ist, denn es gilt H1/20 (�2) = H1/2(�2).7Der Operator 
�12 ist der stetige Lift von H1/2(�2) nach H1(
) so, da� 
2 �
�12 die Identit�at auf H1/2(�2)ist. Die Existenz von 
�12 wird in Bemerkung B.1.5 diskutiert.



86 ANHANG B. GEMISCHTE RANDWERTAUFGABENF (') := Z
rurv' dx � Z�1 u�1 v' d�auf H1/2(�2). Die Beschr�anktheit von F folgt aus der UngleichungjF (')j � jjujjH1(
) jj
�12 'jjH1(
) + jj
1 @u@�1 jjH�1/2(�1) jj
1 
�12 'jjH1/2(�1)� c �jjujjH1(
) + jj
1 @u@�1 jjH�1/2(�1)� jj'jjH1/2(�2):Sei nun ' 2 H1/200 (�2) � H1/2(�2). Die S�atze B.2.4 und B.2.3 implizierenF (') = Z�2 u�2 ' d�:Die Behauptung des Satzes folgt aus der Dichtheit der Einbettung H1/200 (�2) ,! H1/2(�2).B.3 Gemischte ProblemeBevor wir die gemischten Probleme betrachten, ben�otigen wir dasLemma B.3.1 Sei 
 � IRn ein glattes beschr�anktes Gebiet, u 2 D(
)0 und v 2 D(
).Dann gilt (��u; v) = (ru;rv):8 (B.3)Die Gleichung (B:3) gilt auch f�ur Funktionen (u; v) 2 H1(
)�H10 (
).9Was wir noch f�ur die Untersuchung der gemischten Problemen brauchen, ist eine Poin-car�esche Ungleichung auf H10 (
[�j), wobei das Gebiet 
 � IR2 und die Randst�ucke �j wiein Anhang B.1 de�niert sind. Zur Verf�ugung haben wir in dieser Situation denSatz B.3.2 F�ur 
 und �j wie in Anhang B.1 und u 2 H10 (
 [ �j) giltjjujjL2(
) � cjjrujjL2(
);wobei die Konstante c nur von 
 abh�angt.108Mit (�; �) wird hier die Dualit�at zwischen D(
) = C10 (
) und D(
)0 angedeutet.9Die letzte Behauptung folgt, wie in Satz B.2.1, aus einem Dichtheitsargument.10Der Beweis ist relativ technisch und ist in [Tr] S. 69 zu �nden.



B.3. GEMISCHTE PROBLEME 87Wir betrachten das folgende gemischte Problem auf 
. F�ur f 2 H1/2(�l) und g 2H1/200 (�r)0 �nde eine H1{L�osung von(GP ) 8>>><>>>: �u = 0 ; in 
u = f ; auf �lu� = g ; auf �ru� = 0 ; auf �i :Die Existenz, die Eindeutigkeit und die stetige Abh�angigkeit von den Randdaten f�ur das(GP) folgen grunds�atzlich aus demSatz B.3.3 F�ur jedes Paar (f; g) 2 H1/2(�l) � H1/200 (�r)0 besitzt (GP) eine einzige L�osungu 2 H1(
). Weiter giltjjujjH1(
) � c�jjf jjH1/2(�l) + jjgjjH1/200 (�r)0� : (B.4)Beweis:Aus dem Korollar B.1.4 folgt die Existenz einer Funktion ~f 2 H1(
) mit ~fj�l = f .Betrachten wir das VariationsproblemZ
rwrv dx = Z�r g v d� � Z
r ~frv dx; 8v 2 V; (B.5)wobei V = H10 (
 [ �i [ �r) ist. 11Die Bilinearform < r�;r� > ist koerziv auf (V; jj � jjH1(
)) wegen Satz B.3.2. Der Satzvon Lax{Milgram garantiert dann die Existenz und Eindeutigkeit in V der L�osung diesesVariationsproblems, falls die rechte Seite von (B.5) in V 0 ist. Nennt man l(v) die rechte Seitevon (B.5), dann folgt die Beschr�anktheit des linearen Funktionals l aus der Ungleichungjl(v)j � jjgjjH1/200 (�r)0 jjvj�r jjH1/200 (�r) + jjr ~f jjL2(
)jjrvjjL2(
) � cjjvjjH1(
): (B.6)In der letzten Ungleichung wurde stillschweigend benutzt, da� der Dirichlet{Spuroperatoreine stetige Abbildung von V nach H1/200 (�r) ist.12Aus Lemma B.3.1 und Gleichung (B.5) f�ur v 2 H10 (
) � V folgtZ
�(w + ~f) v dx = Z
r(w + ~f)rv dx = 0:11Der Raum V ist wie auch H10 (
) ein abgeschlossener Teilraum von H1(
).12F�ur Details siehe [DaLi] S. 397



88 ANHANG B. GEMISCHTE RANDWERTAUFGABENDann ist u := w+ ~f 2 H1(
) harmonisch und o�ensichtlich gen�ugt uj�l = f . Aus Satz B.2.3und Gleichung (B.5) f�ur v 2 H10 (
 [ �r) � V folgtZ�r u� v d� = Z�r g v d�:Daraus folgt, da� u� = g in Sinne von H1/200 (�r)0 ist, denn der Dirichlet{Spuroperator isteine stetige surjektive Abbildung von H10 (
 [ �r) nach H1/200 (�r). 13Aus einem �ahnlichen Argument folgt u� = 0 auf �i. Dann ist u eine L�osung von (GP).Die Eindeutigkeit von u folgt aus der Eindeutigkeit der L�osung w des Variationsproblems(B.5).Die Ungleichung (B.4) ist n�amlich eine Konsequenz des Lax{Milgram Satzes. In der Tatliefert dieser Satz die Absch�atzungjjujjH1(
) � ��1jjljjH�1(
);wobei � die Koerzivit�atskonstante der bilinearen Form in (B.5) ist. Aus der Absch�atzung(B.6) folgt aber jjljjH�1(
) � c�jj ~f jjH1(
) + jjgjjH1/200 (�r)0� :Die Ungleichung (B.4) folgt dann aus Bemerkung B.1.5.Der n�achste Satz liefert eine Darstellung der H1{L�osung von (GP), die in Abschnitt3.2 n�utzlich sein wird. Der Satz kann in Grisvard [Gri1,2] oder Wendland [Wn] gefundenwerden.14Satz B.3.4 F�ur Randdaten f 2 H3/2(�l) und g 2 H1/2(�r), l�a�t sich die H1{L�osung u von(GP ) als u = h + 2Xi=1 �i ui (B.7)darstellen, wobei h 2 H2(
) ist, �i 2 IR und ui die singul�aren H1{Funktionenui(r; �) = r1/2i sin �i2sind. Hier ist r1 (bzw. r2) die Entfernung zwischen z = (r; �) 2 
 und dem Punkt (0; 1) 2 IR2(bzw. (0;�1)); �1 (bzw. �2) ist der Winkel zwischen z � (0; 1) (bzw. z � (0;�1)) und derTangente zu @
 durch (0; 1) (bzw. (0;�1)) in der Richtung von �l.13F�ur Details siehe [DaLi] S. 39714Elliptische Probleme auf eckigen Gebieten werden auch in [Da] betrachtet.



B.3. GEMISCHTE PROBLEME 89Bemerkung B.3.5 Die Existenz und Eindeutigkeit f�ur das Problem (GP ) mit Randdaten(f; g) 2 H3/2(�l) � H1/2(�r) wird analog wie in Satz B.3.3 bewiesen. Obwohl diese Rand-daten h�ohere Regularit�at besitzen, ist die L�osung i.A. nicht besser als H1(
). Der SatzB.3.4 erlaubt uns, dieses Ergebnis zu versch�arfen, indem er eine genaue Beschreibung dessingul�aren Anteils der L�osung gibt.
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