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Normierte Eigenfunktionen fiir zylindrische Hohlleiter

1) Einleitende Bemerkungen

Bei der Untersuchung der Wellenausbreitung in einem zylindrischen Hohllexter
mulBl die allgememe Losung der Wellengleichung

ATT+K2I = 0 (1)

fir das Vektorpotential IT gefunden werden. Da der Laplaceoperator in allgemeinen
Zylinderkoordinaten separiert, kann die Gleichung (1) durch den Ansatz

= T(p,9) - Z(z) (2)

in zwei Gleichungen getrennt werden. Man erhdlt so eine Gleichung zur Losung des
transversalen und eine weitere Gleichung zur Losung des longitudinalen Problems.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf dabei fiir II lediglich eine Komponente in
z-Richtung angenommen werden.

N 2 ! )
ATT +k3T= 0 , i%+k£2=0, | (3)
‘ dz

mit k2 + k& = K2 .

Die LGsung der longitudinalen Gleichung laBt sich sofort angeben.
Z(z) = C(Ae*2% 4+ BelkzZ) (4)

Sie besteht aus einer vor- und einer riicklaufenden Welle. Je nach groBe der trans-
versalen Separationskonstante (i.e. die transversale Wellenzahl), wird kz reell oder
imaginar, was zu einer ungedampften oder exponentiell gedimpften Welle in z-Richtung
fihrt. :
Die transversale Verteilungsfunktion fiir das Vektorpotential sowie die transver-
sale Wellenzahl ke ergeben sich aus der LOsung der transversalen Wellengleichung
mit Beriicksichtigung der jeweiligen Randbedingungen.

Die (realen) elektrischen Strome sind Quellen magnetischer Felder. Diese kon-
nen aus dem elektrischen Vektorpotential A iiber H=rotA gewonnen werden. Genau-
so laBt sich die Wellengleichung (1) aber auch durch ein magnetisches Vektopoten-
tial, hervorgerufen durch (fiktive) magnetische Strome, befriedigen. Tatséchlich ist ja
das elektrische Feld im homogenen ladungsfreien Raum quellenfrei und 148t sich
deshalb ebenso wie das magnetische Feld aus einem Vektorpotential E=-rotF her-
leiten.



Diese zwei verschiedenen Vektorpotentiale filhren auf zwei partikuldre Ldsungen
der allgemeinen Wellengleichung. Mit dem elektrischen Vektorpotential erhdlt man
E- Wellen, mit dem magnetischen H-Wellen als Losung. Eine beliebige Feldvertei-
lung in einem Hohlleiter wird sich demnach als Uberlagerung von E- und H-Wellen
darstellen lassen.

Wir wollen nun die Randbedingungen fiir die beiden partikuldren LGsungen be-
stimmen: E-Wellen oder auch TM-Wellen (Transversal Magnetisch) werden aus
dem elektrischen Vektorpotential mit A=lz-rc abgeleitet. Dabei soll 1, den Ein-
heitsvektor in z-Richtung bedeutgn. Das magnetische Feld ist also:

H =rotA = -(1,xVr T(p.@)) - Z(z) (5)

Aus der Maxwellgleichung erhdlt man unter der Annahme einer harmonischen Zei-
tabhidngigkeit und unter Benutzung der transversalen Wellengleichung fir das elek-
trische Feld:

1

E; = Tos k2 T(o.9) , | (6)
Er = +—-2 2(2) V1Tlo,p)
' iwe dz A A

da Ez+ET=E gelten muB. Die Hohlleiterwandung sei als idealleitend angenommen.
Daraus folgt, daB die Tangentialkomponente (das is thier die z-Komponente) des
elektrischen Feldes dort verschwinden muB. Hier bedeutet das, das Ez auf der Be-
randung verschwinden mufBl. Da aber k¢ im allgememen ungleich null ist, fiirt' dieses
auf die Randbedmgung

T06) = 0lpang | . M
Fir H- Wellen gilt natirlich ebenfalls die gleiche Randbedmgung fur das elek-
trische Feld in tangentialer Richtung. Hier gilt:
E=-rotF = (IZXVTT(O,tp))-Z(z) | (8)
Das liefert fir das tangentiale elektrische Feld:
E: = 1:(1x VTT(p,e) - Z(2) = 1n- VrToe) - Z(2) (9)

Auf der Berandungsfliche muB E; verschwmden, damit folgt direkt aus Gleichung

(9):

o
-

=0 Rand (10)

- Q
=]



Durch die Einfiihrung von Randbedingungen wir die L@sung der transversalen
Wellengleichung zu einem Eigenwertproblem mit diskreten, reellen Eigenwerten kc.
Die zugehdrigen Eigenfunktionen sind ebenfalls reel, denn tiber den Hohlleiterquer-
schnitt ist die Phase einer Welle als konstant anzusehen. Mit der Randbedingung (7)
wird es als Dirichlet-Problem, mit der Randbedingung (10) als Neumann-Problem
bezeichnet. DaB die Eigenwerte diskret sein missen, kann man sich anschaulich
dadurch klarmachen, daB nur eine Welle mit einer passenden transversalen Welien-
zahl die Randbedingungen erfiillen kann. Es kann weiterhin gezeigt werden, daf es
unendlich viele dieser diskreten Eigenwerte gibt. Die tranversalen Funktionen T fiir
die beiden Wellentypen stellen damit die Eigenvektoren des Systems dar und bilden
damit ein vollstandiges Orthogonalsystem. Um zu einem Orthonormalsystem zu
gelangen, muB jeder Eigenvektor T normiert werden. Dies soll in diesem Artikel
vorgefiihrt werden.

In einem ONS hat jeder Eigenvektor die Liange eins. Eine Normierung auf eins
bedeutet im Falle von Hohlleiterwellen eine Normierung der transversalen Funktio-
nen T auf die Leistung eins. DaB hierbei tatsdchlich nur die transversalen Anteile
des Vektorpotentials fiir den Energietransport durch den Hohlleiter von Bedeutung
sind, kann man sich sofort durch die Betrachtung des Poynting-Vektors klarmachen.
Um schlieBlich die Normierungskonstanten berecnen zu k@nnen, ist es sinnvoll die
sogenannten Typen-Funktionen einzufiihren.

2) Die Typen-Funktionen

Die Feldverteilungen im Hohlleiter lassen sich nach dem oben gemachten An-
satz (Gleichung (2)) ebenso in transversale und longitudinale Anteile aufspalten. Das
bedeutet transversale Eigenvektoren e(p,p) und h(p,p) als Funktionen der transver-
salen Koordinaten und Funktionen U(z) und I(z), abhingig von der longitudinalen
Koordinate. ‘ '

EE = EUE HE = hEE fiir E-Wellen,

il eHUH, I‘-IH = hHH fir H-Wellen.

Unter Benutzung def aus der Diskussion der Randbedingungen erhaltenen Felder las-
sen sich fir E-Wellen die folgenden Typen-Funktionen angeben:

E _ _ _.E ) E__ 1 d
e VtTE = hEx1, ; Uf =

n -

hE = -1, xVTTE = 1,xeF ; 1E =12



Fir die H-Wellen folgt:

el = 1,xvrTH =h0Tx1, ; UH=2

hH = oy = xe;, M- 194,

Die Faktoren U und I haben die Bedeutung von Spannungs- und Stromkoeffizienten.
Man kann nidmlich fiir den jeweiligen Wellentyp leicht die Telegrafengleichungen
aus ihnen ableiten [Un].

GemidB den oben gemachten Aussagen iber die Normierung der Eigenwellen
_folgt so, daB die Typenfunktionen e und h auf eins normiert werden, alle moglicher-
weise auftretenden Amplitudenfaktoren werden in den Spannungs- und Stromkoeffizien-
ten beriicksichtigt. Das bedeutet, eine Welle mit der Spannungs- und Stromamplitude
eins tragt die Leistung eins. Wie schon oben bemerkt, sollen die Eigenfunktionen reell
sein. Fir die Normierungsbedingung fiihrt dies auf:

L= [[()on = [ 0F Paa
1= ff(eﬂ)sz

f f (nH)2da
A

Damit sind alle zur expliziten Berechnun-g der Nornﬁerung notwendigen Beziehungen

bekannt. Im folgenden sollen nun die normierten Typenfunktionen berechnet werden.

L]

3) Normierung der Eigenwellen

Aus d.er Losung der Besselschen Differentialgleichung erhilt man fiir die transversale
Komponente des Vektorpotentials:

sin(mcp)]

Tmn = Cmn Jm(sp)
cos(me)

Dieses Vektorpotential gilt ganz allgemein fir beide Typen von Wellen im Hohllei-
ter.

3.1) Die Normierungskonstante fiir E-Wellen (TM-Wellen)

Um aus der allgemeinen Ldsung die transversale Eigenfunktion fur E-Wellen



(TM-Wellen) zu erhalten, muB in die Randbedingung eingesetzt werden. Diese lautet
gemiB Gleichung (7) T=0|ry;. Damit lautet die Funktion explizit:

Xmn sin(me)
TEm C mn Jm(Ro 9) Los(mcp)]

Die Typen-Funktionen lauten:

- VrThn

E Xmn ;. (Xmn ) ]sin(me) | E M  (Xmn \| cos(me) )
1ol i) ) 1o B a2l | S

o
1]

cos(me)

h=-1;x VTTrEnm

Da die Normierqng des Vektorpotentiéls nicht von der zu ihrer Berechnung benutz-
ten Typenfunktion abhdngt, kdnnen wir uns z.B. auf die Funktion e beschrinken. Da-
mit ist nun das folgende Integral zu l@sen:

Ro 27
2 2
2 f f mn .2 xmn cos” (me)
1= Cmn J +
de Rg (Ro )lsinz(mcp) '

2
m- 2 (Xmn sin (mcp)
= Jml— d d .
Da der Index m Werte von m=0,1,2,.... annehmen kann, muB fiir die @-Integration

eine Fallunterscheidung fir m=0 und und m>0 gemacht werden. Es ist:

27

2 | 2m fir m=0
de = = (1+8 ,
ofcos (me) do [n fir me0 | (1+3mo) ™
27 27
| 0 fir m=0 »
!sinz(m¢) dz = ——;—! 1- cos(chp) - i:i 2#0 = (1-8mo)m



Wir erhalten so:

Ro ’
n\ . mn (1+5mo)
1= (Cmn)znf(();o) 31();20 p)[(l-smo)]+
(4]

2 mn Sm)
%J'zn(xRo )[(1+8m:]) P

Damit bleibt nur noch die Integration iber ¢ auszufilhren. Es soll an dieser
Stelle auf die explizite Berechnung des Normierungsfaktors verzichtet werden, le-
diglich das Ergebnis sei angegeben. Eine ausfiihrliche Darstellung der Rechnung
findet sich z.B. in [lap]. Niitzliche Tafeln fiir Besselfunktionen schligt man z.B. bei
[Sil, [Ab] nach. Als Ergebnis fiir die Normierungskonstante fir E-Wellen (TM-
Wellen) erhalten wir so:

CE = (2 - 8m0) l
ma l T anJ’rn*(Xm‘n) ’

Damit bleibt noch die Normierungskonstante fiir H-Wellen zu bestimmen.

3.2) Die Normierungskonstante fiir H-Wellen (TE-Wellen)

Um das transversale Vektorpotential fir H-Wellen zu erhalten, muB die allge-
meine Funktion wieder auf die Randbedingungen hin angepaBt werden. Diese lauten
gemiB Gleichung (10): n- VTT(p,)= OIRo Die Einheitsvektoren in Normalen- und
¢-Richtung sind orthogonal zueinander, es bleibt deshalb nur das Produkt von Nor-
malen- und g—Einheitsvektor iibrig. Damit lautet das Vektorpotential:

. H Xmn _\ | sin(me)
Tlx:rl'm - le‘l J?/'l"l( RO p) [COS(m(P)]

Es sind nun wiederum die Typenfunktionen zu bilden und das Integral zu IGsen.
Ganz analog zum obigen Fall ist auch hier wieder die Fallunterscheidung fir m=0
und m>0 zu treffen. Ansonsten erfolgt die Ausrechnung der Normierungskonstanten
wie oben. Als Ergebnis erhidlt man:

C}t;'lm = / 2-8 1
Tk e
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