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Einleitung

Mit zunehmender Automatisierung - sowohl der industriellen Herstellungsverfahren, als auch
ihrer Produkte - hat die Regelungstechnik stark an Bedeutung gewonnen.

Das Prinzip der Regelung jedoch ist schon lange bekannt. Erste Anwendungen finden sich
bereits in der Antike (230 v.Chr. Philon von Byzanz, Schwimmerregelung fiir Ollampen). Das
wohl prominenteste Beispiel ist der Drehzahlregler fir Dampfmaschinen, den James Watt
1788 konstruierte. Eine Theorie des Regelkreises wurde dagegen erst Ende des letzten
Jahrhunderts entwickelt. Damit war der Weg fir den verbreiteten Einsatz von
Regelungstechnik geebnet.

Aber ihre Bedeutung geht Uber die rein technischen Prozesse hinaus, indem sich die Theorie
der Regelkreise auch zur Untersuchung nichttechnischer zum Beispiel biologischer oder
gesellschaftlicher Prozesse anwenden lafit. Viele dieser Prozesse laufen nach dem Prinzip der
Regelung ab, denn sie werden auch bei Wirkung dul3erer Stérungen aufrechterhalten. In diesen
Bereichen wird allgemeiner von Kybernetik gesprochen [Steinbuch].

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird eine Einfihrung in die Regelungstechnik
gegeben.

Daran schlieBen sich im zweiten Teil UntersuchungenMagnetschwebekugein. Diese
theoretischen Betrachtungen sollen als Grundlage fir den Aufbau eines Experiments zur
Magnetschwebekugel dienen, das im Rahmen @&dysikalischen Praktikums fir
Fortgeschrittenaleslinstituts fir Angewandte Physik an der Universitat Frankfeplant ist.
Anhand einer von einem Elektromagneten in der Schwebe gehaltenen Kugel werden sich die
Teilnehmer und Teilnehmerinnen mit den Prinzipien der Regelungstechnik vertraut machen
kénnen.

Dieser Versuch ist in zweierlei Hinsicht interessant.

Das System Elektromagnet - Kugel ist ohne Regelung nicht stabil, das heif3t die Kugel kann

nicht an einem beliebigen Ort unterhalb des Magneten fixiert werden. Dies entspricht auch der
Erfahrung. Um so erstaunlicher ist es, wenn der Versuch zu einer Stabilisierung fuhrt.

Die verwendeten Methoden entstammen vollstandig der Theorie der linearen Regelungen,
sodal3 der Versuch als elementare Einfihrung in die Regelungstechnik verstanden werden
kann.



Einfihrung in die Regelungstechnik

In diesem Kapitel wird eine Einfihrung in die Theorie linearer Regelungen gegeben. Dazu ist
zunachst zu klaren, was unter Regelungen - speziell linearen - zu verstehen ist und woflr sie
eingesetzt werden.

Zur weiteren Behandlung wird es nétig sein, einige Begriffe einzufihren, die Signale und
Komponenten einer Regelung bezeichnen. Eine ubersichtliche Darstellung bietet das
Blockschaltbild.

Am Anfang eines Regelungsentwurfs steht immer das zu regelnde System, dessen Verhalten
anhand eines Modells beschrieben werden muf3. Méglichkeiten dies zu tun werden wir im
Zeit- und Frequenzbereich kennenlernen.

Mit einer solchen Beschreibung lassen sich Stabilitatskriterien und Reglerentwurfsmethoden
ableiten.

Begriffsklarung

Regelungstechnik findet dort Anwendung, wo dynamische Systeme gezielt beeinflul3t werden
sollen.

Systeme sind Funktionseinheiten zur Verarbeitung und Ubertragung von Signalen
[Unbehauen, S.1]. lhre Verbindung zur Umgebung wird durch Eingangs- und
AusgangsgréfRen hergestellt. Je nach Aufgabenstellung interessieren von diesen nur
bestimmte. Fir die Regelungstechnik naheliegend ist die Verwendung von solchen, die
physikalisch interpretierbar sind. In diesem Sinne kann das System uUliEngiegsgrolle

u(t) tatséchlich von auf3en beeinflul3t werden. Sie ist die Ursache flr Vorgange im System. Die
(melRbare)AusgangsgrofRe x(fheschreibt die Reaktion des Systems auf die EingangsgrofRe
(Systemantwort). Wenn die GrélRen zeitveranderlich sind, spricht mardwmamischen
Systemen. Die Zeitverlaufe dieser Gro3en werden hiSigislebezeichnet (Eingangs- und
Ausgangssignale).

Die gezielte Beeinflussung des Systems lal3t sich demnach folgendermalfien fassen:
Der interessierende Ausgangsgrof3e, die in unseremREgklgroRe »genannt wird, soll
einem gewulnschten Zeitverlauf folgen. Dieser ist im Verlauf der sogendfiitteimgsgrofle
w vorgegeben. Deshalb soll gelten:

x(t) = w(t) (0.1)

Die spezielle Eingangsgrof3e, Uber die die Beeinflussung des Systems erfolgt, bezeichnet man
als StellgroRe y Die Berechnung der erforderlichen StellgroRenwerte erfolgt in einer
Einrichtung, die dem System vorgeschaltet wird. Es ist verstandlich, daf3 in die Berechnung
der Verlauf der FUhrungsgrof3e eingehen muf3. AulB3erdem hangt das Bildungsgesetz der
Stellgrol3e entscheidend vom Verhalten des Systems selbst ab, denn dieses stellt den
Zusammenhang zwischen Regelgro3e und Stellgrof3e her.

Zu beachten ist weiterhin, dal3 das System - aul3er den gewollten - weiteren Einfliissen
unterliegt, die hier unter der BezeichnUsigrgrolle zusammengefal3t werden. Diese Grol3e

ist jedoch in der Regel nicht vollstandig bekannt, sowohl in Bezug auf die Zahl der
Einzeleinflisse als auch deren Zeitverlaufe. Trotzdem muf3 ihr Einflul3 auf die Ausgangsgrol3e
des Systems kompensiert werden.
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Das Verfahren stellt sich im BlockschaltBifdlgendermaRen dar:

StorgroRe z
FihrungsgroRe w StellgréBe y Regelgrofe x
. |Einrichtung zur Ermittlung Dynamisches System o
der StellgréRe " oYY y "
Abbildung 1 Grundprinzip der Beeinflussung von Systemen

Der Begriff des Systems ist sehr weit gefal3t und nicht auf den technischen Bereich
beschrankt. Beispiele fur Systeme und Regelungen aus den verschiedensten Fachgebieten
finden sich in [Steinbuch]. Voraussetzung fir die Behandlung mit regelungstechnischen
Methoden (z.B. Stabilitatsuntersuchungen) ist allein eine mathematische Beschreibung des
Systems. Inwiefern sich die Ergebnisse anschlieRend auf das reale System Ubertragen lassen
hangt von der Qualitat dieses mathematischen Modells ab.

Fir die weitere Betrachtung interessieren folgende Fragen:

1. Wie hangt die zu beeinflussende Ausgangsgrof3e des Systems von dessen Eingangsgrof3en
ab? Dieser Frage gehen wir in Abschnitt O nach.

2. Mussen Storeinflisse berlcksichtigt werden?

3. Mit welcher Art Einrichtung laf3t sich die gewlnschte Beeinflussung erzielen?

Diese Fragen dienen der groben Orientierung. Zu einer detaillierteren Darstellung der
Vorgehensweise bei der Ldsung eines regelungstechnischen Problems kommen wir in
Abschnitt O.

Anhand der Beantwortung der ersten beiden Fragen kann der Unterschied zwischen den
KonzepterSteuerungindRegelunglargestellt werden:

Steuerung

Lassen sich die Zusammenhange zwischen den Kenngrdl3en des Systems exakt beschreiben
und sind die Storungen vernachlassigbar, so kann man auf das einfache Konzept der
Steuerung zurtuckgreifen.

Die Funktionseinheit zur Beeinflussung des Systems wird in der sogenannten
Steuereinrichtungealisiert. Sie ermittelt die Werte der Stellgrof3e so aus dem Verlauf der
FuhrungsgroRe, dalR die RegelgroRe diesen direkt annimmt. Da der Steuereinrichtung keine
Information Uber den tatséchlichen Verlauf der Regelgrdl3e vorliegt, kann dieses Verfahren
nur bei vollstdndiger Kenntnis des Systems und Ausbleiben von Stérungen erfolgreich sein.

! Das Blockschaltbild dient der graphischen Veranschaulichung der Systemstruktur.
Blockestellen abgegrenzte Funktionseinheiten dar, die Uber ihre Ein- und Ausgangsgrifiern) mit der
Umgebung verbunden sind. Sie sind rickwirkungsfrei, das béiRg f(x(t)). Spezielle Blécke sind zum
Beispiel Verzweigungs- und Summationsstellen.
Pfeile bezeichnen die Ein- und Ausgangssignale der einzelnen Blocke und stellen somit die Verbindung unter
ihnen her. Sie haben eine eindeutige Wirkrichtung.
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Regelung

Unterliegt das System jedoch nicht vorhersehbaren Schwankungen, ist es instabil oder muf3
mit aul3eren Stérungen gerechnet werden, ist eine Steuerung nicht geeignet. Denn es ist nicht
vorauszusehen, ob sich die RegelgroRe bei Anderung der StellgréRe in gewiinschter Weise
einstellt. Dem Problem kann nur entgegnet werden, indem die Regelgro3e stdndig gemessen
und mit der FihrungsgrofRe verglichen wird.

Zu diesem Zweck fuhrt man die Regelgrof3e an ein Vergleichsglied, das die Differenz zur
FuhrungsgrofRe ermittelt. Das Ergebnis bildet als Regelabweichung die Eingangsgrél3e der
RegeleinrichtungSie erhélt daher sowohl Informationen tber die Fihrungsgro3e als auch das
Systemverhalten beziehungsweise Stérungen.

Im Gegensatz zur Steuerung liegt hier ein geschlossener Wirkungsablauf mit laufender
Ruckmeldung vor, den man aRegelungbezeichnet. Das System wird héufig auch
Regelstreckgenannt.

Die Ruckfihrung mit Vorzeichenumkehr he@®¢genkopplungnd ist wesentliches Merkmal

der Regelung. Sie wird in Abschnitt O genauer behandelt.

Abbildung 2 zeigt das Bockschaltbild einer Regelung:

StorgroRe z
Fihrungs- Regel- ¢
grole abweichung
w e=w-X StellgroBRe y RegelgréBRe x
> » Regeleinrichtung » Regelstrecke >

Abbildung 2 Struktur der Regelung

Der Regelkreis

Aufbau des Standardregelkreises
Fur die Funktion einer Regelung sind drei Schritte wesentlich [Lunze]:

1. MessenDie Regelgrofie mul laufend gemessen, oder - falls sie nicht direkt zuganglich ist -
aus anderen Mel3groR3en berechnet werden. Je nach System sind die unterschiedlichsten
Verfahren denkbar. Abbildung 2 ist dahingehend idealisiert, daBtdertder Regelgrofie
direkt zurtickgefuhrt wird. Im Allgemeinen muf3 dieser jedoch gemessen werden (in dem
Sinne, dal3 er auf eine in der Regeleinrichtung besser handhabbare Grol3e abgebildet wird).
Damit sind auch die Eigenschaften des Mel3gliedes einzubeziehen. Jedoch wird man dieses
maoglichst so entwerfen, dafl? die tatsachlich zurlckgefihrte GRiud&f(ihrgrof3e )rzum
Istwert der Regelgré3e proportional ist.

2. Vergleichen Im Vergleichsglied, das meist im Regler lokalisiert ist, findet der fur die
Regelung charakteristische Soll-Istwert-Vergleich statt. Der Sollwert wird vom
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Sollwerteinsteller in der Fiuhrungsgré3e vorgegeben. Diese mul3 eine der Ruckflhrgrofl3e
aquivalente Form haben (zum Beispiel Spannungen bei elektrischen Signalen).

3. Stellen Die Regeleinrichtung ist in zwei weitere Funktionseinheiten zu unterteilen: Den
eigentlichen Regler mit Regelglied und die Stelleinrichtung. In den meisten Fallen genigt
es nicht, die Regeldifferenz direkt der Strecke zuzufiihren, um einen gewinschten Verlauf
der Regelgrdlie zu erhalten. Die nétige Korrektur wird dann vom Regelglied vorgenommen
und in derReglerausgangsgrof3ehereitgestellt. Da sich diese im Allgemeinen nicht auf
dem Leistungsniveau der Regelstrecke befindet (sondern auf dem der Ruckfihrgréiie),
findet eine Leistungsanpassung in der Stelleinrichtung statt. Diese vollzieht die tatséchliche
Einwirkung auf die Regelstrecke.

Damit erhalt man folgenden detaillierteren Aufbau:

: StérgréRe z
: Regel- Regler- !
Fihrungs-  abweichung ausgangs- Stell- Regel-
Sollwert- | 9roBew e=w-x grége u Stell- groRe y Regel- gréRe x
: Regelglied - . . > >
einsteller x_ einrichtung X strecke
Regler
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" Regeleinrichtung
MeR- P
RuckfiihrgroRe r einrichtung |~

Abbildung 3 Komponenten eines Regelkreises

Ubersicht tiber Regelungstypen

Im Folgenden soll eine (keinesfalls vollstandige) Ubersicht (iber die verschiedenen
Regelungstypen gegeben werden. Dabei sind jeweils Merkmale zur Unterscheidung gegeben,
wobei eine Regelung mehrere davon in sich vereinigen kann.

Die zentrale Forderung an die Regelgrof3e besteht darin, dal3 sie den Verlauf der
FuhrungsgrofRe annehmen soll auch bei Einwirkung von StérgréR3en. Soll sie sich auf einen
festen Sollwert W = const) einstellen, spricht man voRestwertregelungerizum Beispiel
Drehzahlregelung Uber Fliehkraftpenddllachlaut oder Folgeregelungeriegen bei einer

sich zeitlich &ndernden Flhrungsgrol3e vor.

Ein weiteres Merkmal ist die Arbeitsweise des Stellgliedes. Hier unterscheidestetign

und unstetige RegelungerWWahrend bei ersteren die StellgroRe kontinuierliche Werte
annehmen kann, erfolgt das Stellen bei letzteren in Stufen. Hierunter fallen Zweipunkt- und
Dreipunktregelungen. Als Zweipunktregelung ist zum Beispiel die Temperaturregelung allein
durch Ein- und Ausschalten der Heizung zu verstehen. In dieser Arbeit werden stetige
Stellgré3en vorausgesetzt.

Mit der gestiegenen Leistungsfahigkeit digitaler Rechenanlagen haben dgjithle
Regelungerstark verbreitet. Im Gegensatz amalogen Regelungewird hier die Regelgrofie
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diskretisiert. Soll-Istwert-Vergleich und Regelalgorithmus sind in einem Rechner realisiert.
Der Vorteil ist, dal3 sich beliebige Algorithmen programmieren lassen. Wir werden uns hier
jedoch auf analoge Verfahren beschranken.

Schlief3lich kdnnen die Regelungen noch in ihrem Zeitverhalten unterschieden werden. Dazu
wird im folgenden Abschnitt einiges gesagt.

Ubertragungsglieder

Bisher haben wir nur das Zusammenwirken der Blocke im Blockschaltbild betrachtet.
Dadurch sind Aussagen uber die prinzipielle Funktionsweise einer Regelung moglich. Fiur den
Entwurf einer solchen ist jedoch die Kenntnis der Zusammenhénge zwischen Eingangs- und
AusgangsgrofRen in den Blocken unerlaf3lich. Vom Standpunkt der Regelungstechnik gesehen,
ist dieser Aspekt der Systeme der wesentliche.

Da die in den Blocken dargestellten Systeme zwischen Eingangs- und Ausgangsgrof3en
vermitteln, werden sie audbbertragungsgliedegenannt.

Ein Ubertragungsglied hat im Blockschaltbild folgende Darstellung:

u(t) y(t)

—— > Ubertragungsglied ——»

Abbildung 4 Allgemeines Ubertragungsglied

Zu beachten ist, da? das in Abbildung 4 dargestellte Ubertragungsglied nur eine Eingangs-
und eine AusgangsgrtfRe besitzt. Diese Einschrankung wird hier der Einfachheit halber
gemacht. Im Allgemeinfall liegen mehrere Eingangs- und Ausgangsgrofen vor (siehe
MehrgréRenregelungen z.B. [Féllinger]). Jedoch wird man stets bestrebt sein, das
Systemmodell derart zu vereinfachen, dal3 die Anzahl dieser Grofl3en reduziert wird. FUr
unsere Untersuchungen ist oben dargestellter Fall ausreichend, denn bei den hier betrachteten
linearen Ubertragungsgliedern lassen sich solche mit mehreren Ein- und AusgangsgréRen als
Uberlagerung von solchen mit jeweils einer behandeln [Féllinger S.57].

Im Weiteren wird - solange es sich nicht um spezielle Ubertragungsglieder im Regelkreis
handelt - die Eingangsgrodé) und die Ausgangsgrofyé) genannt.

Ziel der nachfolgenden Betrachtungen ist eine mathematische Beschreibung der
Ubertragungsglieder.

Bevor damit begonnen wird, soll in Abschnitt O eine Eingrenzung auf in diesem Rahmen
beschriebene Ubertragungsglieder gegeben werden. Mit Kenntnis der Beschreibungsmethoden
des Ubertragungsverhaltens (Abschnitt 0) werden in Abschnitt 0 wichtige Vertreter von
Ubertragungsgliedern vorgestellt.

Das Ubertragungsverhalten des gesamten Regelkreises ist Thema des Abschnitts 0.



Klassifizierung von Ubertragungsgliedern

Bei der Klassifizierung der Ubertragungsglieder (nach [Féllinger]) wird davon ausgegangen,
dall die Beziehung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrof3e durch einen Ogperator
beschrieben werden kann:

y(t) = p{u( 9} (0.2)
Nach den Eigenschaften dieses Operators wird die folgende Einteilung vorgenommen.

Linearitat

Die Ubertragungsglieder zerfallen in zwei groRe Gruppen, die der linearen Glieder und die der
nichtlinearen.

Ein linearer Operatorerfullt zwei Bedingungen:

1. Fur zwei beliebige Eingangssignalé) und Ut) und die zugehdrigen Ausgangssignale
y(t) = ¢{u(t)} und ) = ¢{T)} gilt das Superpositionsprinzip

¢{uy +u(} = @)} +¢ (9} (0.3)

(Fur das Gesamtergebnis spielt es keine Rolle, ob die einzelnen Eingangssignale Uberlagert
werden oder die Antworten auf diese (siehe Beschreibung im Frequenzbereich, Abschnitt 0)).

2. Fur ein beliebiges Eingangssigniét) und eine beliebige Konstanteilt:
¢{ci( 9} = clgf ()} (0.4)

Diese Linearitatseigenschaften bleiben erhalten, wenn lineare Ubertragungsglieder
hintereinander geschaltet werden, das heil3t die Ausgangsgrof3e des einen Gliedes die
EingangsgrofRe des nachsten ist.

In vielen Fallen genugt es fur den Entwurf einer Regelung, ein nichtlineares Systemverhalten
durch ein um einen Arbeitspunkt linearisiertes zu beschreiben.

Zeitinvarianz

Anhand eines weiteren Prinzips kénnen die linearen Ubertragungsglieder in zwei weitere
Gruppen zerlegt werden, die der zeitinvarianten und die der zeitvarianten
Ubertragungsglieder.

FiUr einenzeitinvarianten Operatomilt bei beliebigem Eingangssignalt) und fur alle
Zeitpunkteto> 0 dasVerschiebungsprinzip

HUt-)} =y t- 1§ (0.5)

Das bedeutet, daf? ein zeitinvarianter Operator bei Verschiebung des Eingangssignals um ein
Intervallty das zugehdrige Ausgangssignal um dasselbe Intervall verschiebt.
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Es kann gezeigt werden, dal Zeitinvarianz und Linearitdt genau dann erfullt sind, wenn sich
ein Ubertragungsglied durch die komplexe Ubertragungsgleichung

Y(p =& iU p (0.6)

beschreiben [&R3t [Follinger, S.58f]. Auf diese, fur die klassische Regelungstechnik tberaus
wichtige Gleichung, kommen wir in Abschnitt O zurick.

Im Weiteren soll davon ausgegangen werden, daR die betrachteten Ubertragungsglieder
sowohl linear als auch zeitinvariant sind. Von dieser Klasse der Ubertragungsglieder soll auch
nur die wichtige Gruppe derer mit rationaler Ubertragungsfunktion behandelt werden. Das
bedeutet, dal? zum Beispiel Totzeitsysteme (bei denen die Systemreaktion nach einer Totzeit
einsetzt) aus der Betrachtung ausgeschlossen sind.

Beschreibung des Ubertragungsverhaltens

Fur quantitative Uberlegungen zum Systemverhalten ist eine vollstandige mathematische
Darstellung des Ubertragungsverhaltens nétig. Aus dieser kann fir jeden Zeitpunkt das
Ausgangssignal in Abhangigkeit vom Eingangssignal berechnet werden.

Die Beschreibung des Systemverhaltens kann demnach auch zur Beantwortung der fir die
Regelungstechnik besonders wichtigen Fragen nach Stabilitat (Abschnitt 0) und stationédrem
Verhalten des Systems (Abschnitt 0) dienen. Daneben lassen sich Kennwerte ermitteln, die
beim Entwurf der Regelung eine Rolle spielen.

Zur experimentellen Untersuchung des Ubertragungsverhaltens wird das System mit
Testfunktionen angeregt und das Ausgangssignal gemessen.

Beschreibung im Zeitbereich

Mathematisches Modell

Der erste Schritt bei der Beschreibung eines Systems besteht in der Abgrenzung desselben von
seiner Umgebung und der Definition der Gré3en, tiber die es mit dieser Umgebung verbunden
ist, den Eingangs- und Ausgangsgrof3en. Das mathematische Modell soll das System
moglichst vollstandig - auch im Sinne von exakt - beschreiben. Dabei sollte es aber
gleichzeitig fur die weitere Behandlung nicht zu kompliziert sein.

Das mathematische Modell wird aus den physikalischen Gesetzen, die die einzelnen Vorgange
innerhalb des System beschreiben, zusammengesetzt. Das Ergebnis lal3t sich in Form einer
Differentialgleichung darstellen. In dieser sind die Eingangsgrof3en die unabhangigen und die
Ausgangsgrofien die abhangigen Veranderlichen.

Die Differentialgleichungen sollen folgende Eigenschaften besitzen:

1. Da die hier betrachteten Systeme aus endlich vielen idealisierten Einzelelementen
zusammengesetzt sind (konzentrierte Parameter), ergeben g&kohnliche
Differentialgleichungen, das heif3t die Veradnderlichen hangen nur von einer GrolRe (bei
dynamischen Systemen der Zeit) ab.

2. Aus der Linearitat der Ubertragungsglieder foldeeare Differentialgleichungen, das
heil3t es tauchen keine Produkte von Eingangs- und Ausgangsgréf3en auf.
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3. Zeitinvariante Ubertragungsglieder fiihren auf Differentialgleichungen kanistanten
Koeffizienterbei Eingangs- und Ausgangsgrof3en. Diese Koeffizienterresahd

4. Sind im System getrennte Energiespeicher vorhanden, so entspricBrdiang der
Differentialgleichung der Anzahl derselben. So wird ein elektrischer Schwingkreis mit
Spule und Kondensator durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben.

5. Keine der Zeitfunktionen soll eine gegeniber den anderen verschobene Zeitabhangigkeit
(z.B.y(t-T)) besitzen (keine Totzeitsysteme).

Die Differentialgleichung besitzt demnach folgende allgemeine Form:

d'y(o , . d"y(t) dy(?) (0.7)

an dtn n-1 dtn—l +"'+a1—+a0y(t)

dt

d™u(t) d™ u(t) du(t)
medt—m+bm_1W+...+blT+bou(t)
Sie beschreibt eindeutig den Zusammenhang zwischen gegebener Eingang&yrofie
gesuchter Ausgangsgrof3€t), falls Anfangsbedingungen fiy(t) und seine Ableitungen
gegeben sind. Meist werden sie wie folgt festgelegt:

y(t<0) =0, Y(t<0Q=0 .. (0.8)

Bei geeigneter Wahl des Nullpunktes kann dies fiir reale Systeme angenommen werden
(Systeme ohne Vorgeschichte beziehungsweise Einschalten Bgi

Weiterhin wird vorausgesetzt, daf3 immex m gilt, was nichts anderes bedeutet, als daf3 sich
Ubertragungsglieder mit ideal differenzierendem Verhalten physikalisch nicht realisieren
lassen [Unbehauen, S.80f].

Die Gleichungen (0.7 ) und ( 0.8 ) sind Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen.

Kennfunktionen

Oft wird das dynamische Verhalten eines Systems durch Kennfunktionen dargestellt. Sie
beschreiben den Verlauf der Ausgangsgréf3e (Systemantwort) als Reaktion auf ein bestimmtes
Eingangssignal (Testfunktion). Aus der graphischen Wiedergabe laf3t sich das
Systemverhalten schnell qualitativ beurteilen.

Als Beispiel soll hier die Ubergangsfunktion vorgestellt werden; um nicht zuviel Aufwand zu
treiben anhand eines Systems zweiter Ordnung, wie es beispielsweise durch einen
Reihenschwingkreis mit Kondensator, Spule und ohmschem Widerstand realisiert werden
kann. Ein solches System |4Rt sich mit folgender Differentialgleithesghreiben:

yO+af)+au)= Ry (0.9)

2 Die haufig gebrauchteZustandsraumdarstellunggeht im Wesentlichen auf eine Umwandlung der
Differentialgleichungn-ter Ordnung in ein System vangekoppelten Differentialgleimingen erster Ordnung
zurlick; siehe z.B.[Lunze].
3 Auf der rechten Seite kénnen, je nach dem was als AusgangsgroRe definiert wird, auch Ableitungen der
EingangsgroRe auftauchen.
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Die Bedeutung dieses Beispiels liegt darin, dal3 viele Systeme hoéherer Ordnung durch diesen
einfachsten Fall eines schwingungsfahigen Systems angenahert werden konnen.

Zur Ermittlung der Ubergangsfunktion () wird das System durch ein sprungférmiges
Eingangssignal angeregt. Deshalb wird das Ausgangssignabpuagantworgenannt.
Ein sprungformiges Eingangssignal hat die allgemeine Form

u(t) = u, [o(1) (0.10)

wobei a(t) der Einheitssprung ist:

O furt<o (0.11)
MW=L furts0

Die Ubergangsfunktion ist definiert als die auf die Sprunghthe bezogene Sprungantwort.

1 1 0.12
() = y(0) = (o0} =4 & (042)
0 0
Sie stellt daher die Reaktion des Systems auf den Einheitssprung dar.
Fur das Beispielsystem ( 0.9 ) ergibt sich
“aral 4y o T TR (0.13)
h(t)=¢le 2 +cle 2 +i

als Ubergangsfunktion. Abhéngig von den Koeffizienten der Differentialgleichung verlauft sie
periodisch oder aperiodisch und dabei exponentiell aufklingend, abklingend oder mit
konstanter Amplitude.

Die Sprungantwort spielt in der Praxis die grof3te Rolle, da das Testsignal einfach zu erzeugen
ist (z.B. durch Aufschalten einer Gleichspannung).

Ein weiteres Testsignal ist dérlmpuls, der zurGewichtsfunktion @) (J-Impulsantwort)

fuhrt. In der Praxis wird er durch einen schmalen Rechteckimpuls angenahert. Diese Funktion
spielt in der Stabilitatsdefinition eine Rolle.

Fur Ubertragungsglieder mit differenzierendem Verhalten ist als Testsignal eine
Rampenfunktion Anstiegsantwojt sinnvoll, da sie nicht zu unerwinschten
Signaliiberhéhungen fuhrt.

Aus den Kennfunktionen kann auf gewisse Parameter des untersuchten Ubertragungsgliedes
geschlossen werden, die beim Entwurf der Regelung eine Rolle spielen.
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Kennwerte im Zeitbereich
Die fur den Einschwingvorgang bedeutsamen Kennwerte sind in Abbildung 5 dargestellt.

115 Crr T T 1T T 17T T 17T T 17T T T 1]
- Ahrel ]
1 :— — \/l/-\\v —_— :
£ : i
0,5 f— —f
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il :
0 5 10 t 20 25 30
t [s]
Abbildung 5 Kennwerte im Zeitbereich
Die maximale relative Uberschwingweite
UL (0.14)
rel h

hangt nur vom Dampfungsgrad ab und fallt bei Erh6hung desselben.

Die Ausregelzeit tkann als geeignetes Mal3 fir die Schnelligkeit des Ausgleichvorgangs
angesehen werden. Denn sie ist als der Zeitpunkt definiert, in dem die Ausgangsgrof3e in einen
5%-Streifen um den stationaren Wert eintritt und diesen anschlie3end nicht mehr verlaidt. Es
gilt demnach

0950h, < h(t>t)< 105h, (0.15)

Im Allgemeinen klingt die Schwingung umso langsamer ab, je kleiner die D&mpfung ist.

Beschreibung im Frequenzbereich

Mit der Differentialgleichung liegt eine vollstandige Beschreibung des Zusammenhangs

zwischen Eingangs- und Ausgangsgrof3e des Systems vor. Mitunter bereitet es jedoch
Schwierigkeiten diese Gleichung direkt zu I6sen, um die Systemantwort auf ein gegebenes
Eingangssignal zu ermitteln. Deshalb wird oft die Losung im Frequenzbereich der im

Zeitbereich vorgezogen [Bronstein, S.451 ff].

Dazu werden die Eingangs- und Ausgangssignale mittels einer geeigneten Transformation in

den Frequenzbereich Uberfuhrt. Dadurch geht die Differentialgleichung in eine algebraische
Gleichung Uber, deren Losung sehr viel leichter fallt. Das System kann nun entweder im
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Frequenzbereich oder nach Ricktransformation des Ergebnisses im Zeitbereich untersucht
werden.

Die Eignung dieses Verfahrens fiir lineare Ubertragungsglieder resultiert aus dem
Superpositionsprinzip: Mit der Transformation wird die Zerlegung des Gesamtsignals in
einzelne Elementarsignale ermittelt; im Fall eines periodischen Signals endlich, sonst
unendlich viele. Die Systemantwort muf3 nun nicht fir das gesamte Eingangssignal, sondern
kann im Frequenzbereich leicht flr jedes der Elementarsignale berechnet werden (z.B.
komplexe Wechselstromrechnung [Clausert]). Bei der Ricktransformation findet
anschlieRend eine Uberlagerung der Einzelantworten zur gesamten Systemantwort statt.
Wahrend im Zeitbereich die unabhangige Veranderliche die reelle Gigiterhalt man im
Frequenzbereich eine komplexe Gr@3die von der Frequena abhéangt.

Laplacetransformation
Bei der Laplacetransformation [Bronstein, S.634 ff] stellt das einseitige Laplaceintegral

@ (0.16)
F(p) :J’ f(t)e™dt

den Zusammenhang zwischen Laplacetransformi€i@er und der Zeitfunktionf (t) her?
Dabei ist

p=90+ jw (0.17)

die unabhangige Veréanderliche im Frequenzbereich.

Die einseitige Transformation kann nur bei Signalen verwendet werden, fiift &ied) = 0

gilt. Diese Forderung kann bei Prozessen, die zu irgendeinem Zeitpunkt beginnen, durch
Verschieben der Zeitachse immer erfillt werden.

Die Laplacetransformation laf3t sich wegen des konvergenzfordernden Faktodsteke(-

sehr viel mehr Signalen einsetzen als die Fouriertransformation. Das und die vereinfachte
Transformation mittels Tabellen erklaren ihre verbreitete Anwendung.

Ubertragungsfunktion

Fur verschwindende Anfangswerte erzeugt die Laplacetransformation aus der
Differentialgleichung ( 0.7 ) folgende Gleichung:

Y(P(aP+a, B +.+ap = UNpD+t b P+.+ bp bp (018)

Die Ubertragungsfunktion (®) ist definiert als Quotient der Laplacetransformierten von
Ausgangs- und Eingangsgrof3e des Systems.

_Y(p (0.19)

G(D)—U(p)

“ Die Funktionen im Frequenzbereich werden im Gegensatz zu denen im Zeitbereich mit groRen Buchstaben

gekennzeichnet.
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Die hier Dbetrachteten Systeme besitzen demnach eine gebrochen rationale
Ubertragungsfunktion

:bmpm+bm_l|d‘*1+...+k3p+lg (0.20)
a,p'+a,0"+..+apg

G(p)

Der Ubertragungsfunktion kommt in der Regelungstechnik eine groRe Bedeutung zu, da sie
eine vollstandige Beschreibung des Systemverhaltens liefert, mit der leicht zu rechnen ist.

So laRt sich die Ubertragungsfunktiansammengesetzter Ubertragungsgliediefach aus

denen der einzelnen Glieder ermitteln. Fur Reihenschaltung ist das Produkt der einzelnen
Ubertragungsfunktionen zu bilden, weil die AusgangsgroRe des einen Gliedes die
EingangsgréRe des nachsten darstellt. Bei einer Parallelschaltung missen die
Ubertragungsfunktionen addiert werden.

Zu einem beliebigen (laplacetransformierbaren) Eingangssignal a3t sich mit Kenntnis der
Ubertragungsfunktion und Gleichung ( 0.19 ) auf einfache Weise das Ausgangssignal
ermitteln.

Zusammenhang mit den Kennfunktionen

Da die Laplacetransformierte dédmpulses gerade eins ist [Follinger, S.600], folgt mit
Gleichung ( 0.19 ), dalR das zur Impulsanregung gehérige Ausgangssignal der Rucktransfor-
mierten der Ubertragungsfunktion entspricht.

G(p) — oY (0.21)

Die Gewichtsfunktiong(t) &Rt sich somit leicht aus dem Frequenzbereich berechnen.
Gleiches gilt fur die Ubergangsfunktion. Weil die Sprungfunktion aus einer Integration des
Deltaimpulses hevorgeht und es sich um lineare Systeme handelt, muf? die Ubergangsfunktion
aus der Gewichtsfunktion ebenfalls durch Integration folgen. Im Frequenzbereich bedeutet das
- unter Berticksichtigung des Integrationssatzes der Laplacetransformation [Bronstein, S.634]

1 0.22
26(p > 1Y (022)
p
Frequenzgang
Sinusférmige, reelle Signale
u(t) = Gecoswt+¢, ) (0.23)
kénnen mit der Beziehung
u(t) = Re{0e“ %)} =Re{ U&"} =Re{ ()} (0.24)

in komplexe Signale(t) mit derkomplexen Amplitudd = &xp(¢,) transformiert werden.
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Da sich bei linearen Systemen ein sinusférmiges Ausgangssignal
y(t) = ycoswt+¢, ) (0.25)
gleicher Frequenz ergibt, geht die Differentialgleichung ( 0.7 ) in die algebraische Gleichung
Y(a (iw)" +...+ aiw+a,)= U(h (w)"+..+ hiw+ ) (0.26)
Uber. Der Quotient

Glico) = Y _ b, (iw)" +b (i)™ +...+b, (iw)+b, (0.27)
(D=0 " a (i) +a (0 +..+a(w)+a,

wird Frequenzgangdes Systems genannt. Er beschreibt die Systemantwort auf eine
sinusférmige Anregung. Ein Vergleich mit Gleichung ( 0.20 ) zeigt, dal3 der Frequenzgang
durch den Ubergang - iw aus der Ubertragungsfunktion hervorgeht. Damit entspricht er
geradei(p) auf der Imaginaren Achse deEbene.

Aus der Polarkoordinatendarstellung

G(iw) = |G(iw) € = Y J@,-00 (0.28)

o

ist ersichtlich, dal} der Frequenzgang mef3technisch erfa3t werden kann, indem zu jeder
Frequenzw = 0 ... die Verstarkung des Eingangssigrials ¥/ u und die Phasenverschiebung
zwischen Eingangs- und Ausgangssigngt¢, bestimmt wird. Weil sich ein rein
sinusférmiges Signal erst nach Abklingen aller Ausgleichsvorgange einstellt, ist diese
Messung nur an stabilen Systemen moglich.

Der Frequenzgang fur alle positiven Frequenzen beschreibt das System vollstandig.
Frequenzerw < 0 brauchen nicht bertcksichtigt werden, da @(itw) = G(-iw) - wie sich

leicht nachrechnen laft.

Graphische Darstellung des Frequenzganges

Eine graphische Veranschaulichung des Frequenzganges gibtBalds-Diagramm
(Frequenzkennliniendarstellung). Hier werden Amplituden- und Phasengang des Systems
jeweils Uber einer logarithmisch geteilten Frequenzachse dargestellt. Der Amplitudengang
wird Ublicherweise in Dezibel aufgetragen, der Phasengang in Grad.
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Abbildung 6 Bode-Diagramm eines Systems zweiter Ordnung

Die jeweilige Skalierung der Ordinate hat den Vorteil, dall Kennlinien von
hintereinandergeschalteten Ubertragungsgliedern einfach addiert werden kénnen.

Mit der Frequenzkennliniendarstellung lait sich ein Stabilitatskriteriyguist-Kriterium)
formulieren, auf dessen Grundlage ein sehr anschaulicher Reglerentwurf mdglich ist. Fur das
Spule-Kugel-System ist dieses Verfahren jedoch nicht anwendbar (Anmerkung S.52).

Kennwerte im Frequenzbereich
In Abbildung 6 sind bereits die beiden wichtigsten Kennwerte des Frequenzbereiches

eingezeichnet.
Die Duchtrittsfrequenzay ist die Frequenz, an der der Amplitudengang die 0 dB-Linie

schneidet.
An dieser Stelle im Phasengang ist die sogenaRhtsenreservapr abzulesen. Sie ist

definiert durch
¢ =18C°—|p @y ) (0.29)
und bezeichnet damit den Abstand des Phasenganges von dérLinl80bei der

Durchtrittsfrequenz a. Bei Systemen mit fallendem Phasengang im Bereich der
Durchtrittsfrequenz nimmt die Phasenreserve ab, wenn die Durchtrittsfrequenz erhght wird.
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Inverse Laplacetransformation

Der haufig auftretende Fall, dalR eine rationale Funktion in den Zeitbereich
zuriicktransformiert werden muR, soll hier anhand der Ubertragungsfunktion ( 0.20 ) kurz
dargestellt werden.

Es ist sinnvoll die Aufgabe auf die Anwendung von tabellierten Ricktransformationen zu
reduzieren. Deshalb wird die Ubertragungsfunktion in Partialbriiche zerlegt, fur die die
korrespondierenden Zeitfunktionen bekannt sind. Die LOsung der charakteristischen
Gleichung des Nenners

ap'+a, g +...+ap+3g=0 (0.30)
flhrt aufn Pole der Form
p, =8 tiw (0.31)
von deneml reell seiend) = 0), jeweils mit der Vielfachhek. Au3erdem seien2 Pole

konjugiert komplex mit der Vielfachheil. Diese ergeben sich aus den Gleichungen
(p+d)2+oq = 0 mitw > 0. Fur den Nenner vda(p) gilt demnach

N(P) = 8,(p=8)"...(P=8,)" ( P+ 8,01)" + @y) o (PO N + W )2 (0.32)

wobein = kg + ... +Kky + 20y + ... +12) den Grad des Nennerpolynoms angibt. Die
Partialbruchzerlegung der Ubertragungsfunktion lautet dann

~ nl kK nl+n2 B, p+q (033)
c(p) = ZZ<|o 5yt 2.2 ey @)

=11=1
mit reellen Konstante#;, B;, C;.
Die einzelnen Summanden lassen sich;férl mit den Korrespondenzen

(0.34)

1 1 n-1.0t
(p=0) — (n—l)!t € ,h=1
Bp+ C
(p-0)° +w?

C+dB .
— €”'(Bcosw t+ sinwt )

leicht in den Zeitbereich transformieren. Fir den selten auftretenden Fall mehrfach konjugiert
komplexer Pole mul3 das Integral fur die Rucktransformation [Bronstein, S.635] gelost

werden.

Die Riicktransformierte der Ubertragungsfunktion setzt sich also aus Einzelschwingungen
zusammen, deren Verlaufe von der Lage der zugehorigen Pole in der komplexen Ebene
abhangen. Die Pole bestimmen sich aus der charkteristischen Gleichung. Ein Vergleich der
Gleichungen (0.30 ) und ( 0.18 ) zeigt, dafl’ die charakteristische Gleichung wiederum gerade
die Eigenbewegung des Systems beschreifi) € 0). Dieses wird demnach maRgeblich
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durch die Pole der Ubertragungsfunktion bestimmt. Wir werden darauf bei den
Stabilitatsuntersuchungen (Abschnitt 0) zuriickkommen.

Stationares Verhalten der Ubertragungsglieder

Eine Anderung des Eingangssignals ruft in einem System Ausgleichsvorgange hervor. Im

stationaren Zustand (Gleichgewichtszustand) befindet sich ein System dann, wenn seine
zeitveranderlichen Groéf3en, insbesondere die Ausgangsgrof3en, daraufhin einen konstanten
Wert angenommen haben. Bei einem realen System wird dieser Zustand, vorausgesetzt er
existiert, nach einer endlichen Zeit erreicht.

Fir die mathematische Betrachtung ist der Grenzuibetgang vorzunehmen.

Seien

!im u(t) =u, (0.35)

lim y(9) =y,

die stationaren Werte der Eingangs- und Ausgangsgrofde, so folgt fur Gleichung ( 0.7 ) wegen
des Verschwindens der Ableitungen

a,Y., = hu, (0.36)
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden.

1.a#0
Im stationaren Zustand folgt fur die Ausgangsgrolie

b 0.37
=By (0.37)
a,
und damit flm(t) = h(t)
b 0.38
y, = 0 kDo ( )
a,

Der Quotienty/ag wird alsVerstarkungsfaktor.kbezeichnet.
Als Spezialfall istbp = O enthalten. Hier strebt die Ausgangsgrof3e fur jegliche Anregung
mit konstantem Endwert gegen Null. Ein Beispiel ist der verlustbehaftete
Reihenschwingkreis, bei dem die Spannung an Spule oder Widerstand als Ausgangsgrol3e
gewahlt wird.

2. 0=0
Um Gleichung ( 0.36 ) zu erfillen mwd = O gelten. Diese Glieder erreichen also, wenn
sie mit Eingangssignalen mit nicht verschwindendem stationaren Wert angeregt werden,
keinen Gleichgewichtszustand.
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Aus Darstellung ( 0.20) laf3t sich fir solche Glieder

_lmbmpm+qﬂ|d“‘l+...+kgp+lg (0.39)
papt+a, f’+...+ap+a

G(p)

ableiten. Der Faktor fafist bezeichnend fur I-Glieder (Abschnitt 0).

Ein Vergleich mit Darstellung ( 0.20 ) zeigt auf3erdem, daf3 sich der stationare Zustand eines
Ubertragungsgliedes nach Sprunganregung - sofern er existiert - aus dem Produktiven

der Ubertragungsfunktion ergibt, wenn bei dieser der Grenzilbepgangd durchgefiihrt

wird. Existiert der Grenzwert nicht, erreicht das System fur diesen Anregungsfall keinen
stationaren Zustartd.

Es ist klar, dal3 ein stationarer Zustand bei Systemen, die nicht stabil sind, unter Umstanden
nicht erreicht werden kann. Tatsachlich leitet sich daraus die grundlegende
Stabilitatsbedingung (Abschnitt 0) her.

Im Bode-Diagramm kann das stationdre Verhalten bei der Frequefizabgelesen werden.

Wichtige Ubertragungsglieder

Im Folgenden sollen zunachst die drei Ubertragungsglieder dargestellt werden, die die

elementaren Operationen Verstarkung, Integration und Differentiation auf die Eingangsgrofie

anwenden. Durch Kombination dieser Glieder lassen sich beliebige Ubertragungsfunktionen

erzeugen. Nach diesem Prinzip werden beispielsweise Analogrechnerschaltungen zur
Simulation von Differentialgleichungen aufgebaut.

Auf zwei haufig auftretende Zusammenschaltungen wird anschliel3end genauer eingegangen.
Es handelt sich um das RGlied sowie um den PID-Regler.

P-Glied
Wird das Ubertragungsverhalten eines Systems durch die Differentialgleichung

y(t) = K, [u(t) (0.40)
beziehungsweise die Ubertragungsfunktion
G(p) = K, (0.41)
beschrieben, so wird jedes Eingangssignal um den Rektarstarkt.

Der Amplitudengang des P-Gliedes st Uber alle Frequenzen konstant, eine
Phasenverschiebung findet bei keiner Frequenz statt.

® Diesen Zusammenhang zwischen Zeit- und Frequenzbereich kann man auch aus den Grenzwertsatzen fiir die

Laplace-Transformation erhalten [Unbehauen, S.96 f].
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I-Glied
Ubertragungsverhalten der Form

1 .
y(t) = T—Iu(t) dt (042)

beziehungsweise

1 (0.43)
G(p) =——

Tp
hat integrierenden Charakter. Drgegrierzeit T bezeichnet gerade die Zeit, die vergeht, bis

das Ausgangssignal des Systems nach einem Sprungsignal am Eingang dessen Amplitude
erreicht hat. Das I-Glied bewirkt wegen

a0 = e (040

einen Amplitudenabfall bei steigenden Frequenzen (20 dB/Dekade) und eine konstante
Phasenabsenkung um°q@iefpaldverhalten). Wie bereits gezeigt (Abschnitt 0) erreicht es nur

bei verschwindender Eingangsgrolie einen stationdren Zustand. Da es andernfalls nicht aufhort
zu wirken, fuhrt es in einem Regler zu verschwindender Regelabweichung.
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Abbildung 7 Bode-Diagramm eines |-Gliedes

D-Glied / DT;-Glied
Die Differentialgleichung

d (0.45)
Y(®) = T, 5 u(®
beziehungsweise die Ubertragungsfunktion
G(p=Tp (0.46)

mit der Differenzierzeit § beschreiben ein ideal differenzierendes Ubertragungsverhalten.
Der Frequenzgang

G(iw) = TDweig (0.47)

zeigt, dal3 das D-Glied einen steigenden Amplitudengang (20 dB/Dekade) hat und eine
frequenzunabhangige Phasenanhebung umé@rsacht (Hochpaldverhalten).

Dieses Glied liefert ein nichtverschwindendes Ausgangssignal nur bei Anderung der
Eingangsgrof3e; es hat also immer den stationaren Wert null, was der Amplitudengang fur sehr
kleine Frequenzen (konstante Eingangssignale) bestétigt.
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Abbildung 8 Bode-Diagramm eines D-Gliedes

Ein Ubertragungsverhalten der Form ( 0.45 ) ist physikalisch nicht realisietlzan); Statt
dessen wird ein differenzierendes Glied immer mit einer gewissen Verzbgerung arbeiten,
sodal’ sich das sogenanvterhalteglied(DT;-Glied) mit

d _- d (0.48)
T YO+ ¥()= T u)
und
_Tp (0.49)
G(p)= 1+Tp
ergibt.
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An der Sprungantwort

T, 2 0.50
h(t) =—e T (0-50)

laRt sich ablesen, dald dikerzogerungszeit die Schnelligkeit des Zeitverhaltens bestimmt,
wahrend der Quotient aus beiden Zeitkonstanten die Amplitude festlegt.

h(t)

= N w
S SIS, B RS R

o \\\\|\\HlHHl\IIIlIIIIlIIIIIII

o
o1

L\ L bl | L L 1

T o5 1 1,5 2
t [s]
Abbildung 9 Sprungantwort eines PGliedes
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o

Das DT;-Glied hat das Ubertragungsverhalten eines Hochpafifilters. Bei der Fregueli®
liegt der Amplitudengang um 3dB unterhalb des Wertes, den er fur sehr grol3e Frequenzen
annimmt.
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Abbildung 10 Bode-Diagramm eines PGliedes

Zusammengesetzte Ubertragungsglieder

PT:-Glied
Das Verzogerungsglied erster Ordnung ergibt sich aus der Differentialgleichung

d K .
YO+ Ty =Tu (051)

nach der sich viele Prozesse beschreiben lassen (z.B. Masse-Dampfer-System, Tiefpal3filter).
Immer, wenn ein System verzégernde Wirkung zeigt, finden sich in der Ubertragungsfunktion
PT:-Anteile der Form

1 (0.52)
1+Tp

G(p =K
(siehe auch (0.49)). Die Sprungantwort des®Blledes
(0.53)

h(t) = K(1- e'%m)

zeigt die verzoégernde Eigenschatft.
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Abbildung 11  Sprungantwort eines PGliedes

Im Bode-Diagramm wird die Tiefpal3charakteristik deutlich. Bei der Freqwena/T ist das
Eingangssignal um 3dB gegeniber dem Wertdbei 0 abgeschwécht. Der Amplitudengang

fallt fir grol3e Frequenzen mit 20dB/Dekade. Die verzogernde Wirkung laRt sich dadurch
erklaren, daf schnelle Signalanderungen hohe Frequenzen bendtigen, diese hier jedoch stark

gedampft werden.
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Abbildung 12  Bode-Diagramm eines FGliedes

Eine Moglichkeit der Erzeugung eines ;F3liedes aus elementaren Ubertragungsgliedern
zeigt die folgende Abbildung.
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K

Abbildung 13  Das PFGlied als Zusammenschaltung elementarer Ubertragungsglieder

PID-Regler
Dieser - fir die meisten Anwendungen hinreichende - Reglertyp hat die Ubertragungsfunktion

1 )
G(P) = Kell+ -+ Ty P) (054)

mit der Nachstelllzeit T und derVorhaltezeit F. Er laft sich gemafR Abbildung 14 als
Zusammenschaltung der drei elementaren Ubertragungsglieder aufbauen.

Abbildung 14  Blockschaltbild des PID-Reglers

Die Kombination dieser drei Elemente bringt im Ubertragungsverhalten gegeniiber den
Einzelgliedern einige Vorteile.

Oft genugt es nicht einfach einen P-Regler in den Regelkreises einzufiigen. Zum einen kann
eine instabile Strecke durch einen Regler, der nichts an der Dynamik andert und die Stellgréf3e
allein aus der Verstarkung der Regeldifferenz bildet, nicht stabilisiert werden. Zum anderen
ergibt sich - wie wir sehen werden ( 0.62 ) - eine bleibende Regelabweichung.

Diesen Nachteil kann ein I-Anteil, bei dem die Verstarkung bei niedrigen Frequenzen ansteigt,
beheben ( 0.63 ). Wegen der Phasenabsenkung dnke®M er zur Instabilitdt fuhren
(Abschnitt 0). Auch wird durch einen I-Anteil die Ausregelzeit betrachtlich verlangert. Die
maximale Uberschwingweite erhéht sich ebenfalls durch einen I-Anteil.

Da ein D-Anteil bereits bei Anderung der Regeldifferenz reagiert und sprungartige
Anderungen derselben in sehr hohe Stellimpulse umwandelt, kann die Regelung durch einen
solchen beschleunigt werden. Allerdings verstarkt ein D-Anteil gerade die hochfrequenten
Signalanteile - zum Beispiel das immer vorhandene Rauschen. Ein D-Anteil senkt die
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maximale Uberschwingweite. Durch die Phasenanhebung @nk&@t ein D-Anteil zur
Stabilisierung verwendet werden.

Zu beachten ist, daR der ideale D-Anteil in der Ubertragungsfunktion ( 0.54 ) bei der
physikalischen Umsetzung durch einB3lied zu ersetzen ist.

Ubertragungsverhalten des Regelkreises

In diesem Abschnitt soll das Zusammenwirken der Ubertragungsglieder des Regelkreises
untersucht werden. Das geschieht am einfachsten im Frequenzbereich. Mit den einzelnen
Ubertragungsfunktionen nimmt Abbildung 3 folgende vereinfachte Gestalt an:

Z

w E Y Jl X
—O——  G,(p) Gy(p) —

A 4

Gn(p)

Abbildung 15  Standardregelkreis im Frequenzbereich
Fir die Regelgrof3X gilt in Abhangigkeit von den EingangsgroR&undZ

(0.55)

G (pG(P 1
X = W Z
(PG mapan P*1re (mepe P

Wegen der Linearitat des Systems uberlagern sich Fuhrungs- und Storgréf3e unbeeinflufit.
Deshalb kann bei verschwindenden Stérungen

G (PG(P (0.56)
1+G(PG(PG( B

Gy(p) =

alsFuhrungsubertragungsfunktiatefiniert werden.
Nullsetzen der Fihrungsgrof3e fuhrt auf&tiérungsubertragungsfunktion

(0.57)

1
C (D=1 e (maln Gl

® Ob Stérungen méglicherweise an anderen Orten im Regelkreis einwirken, ist am speziellen Problem zu priifen.

Dadurch kann gegebenenfalls die Storungsibertragungsfunktion eine andere sein.
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Beide Ubertragungsfunktionen haben den gleichen Nenner. Das darin enthaltene Produkt

Go(P=G(PLG( PUG( P (0.58)

stellt die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreisgar. Diese kann, unter
Voraussetzung vernachlassigbarer Storungen, ermittelt werden, indem der Regelkreis
entsprechend Abbildung 16 geotffnet wird.

A

(
0 ) )Y G (p)

Abbildung 16  Zur Definition des offenen Regelkreises

Der offene Regelkreis geht demnach aus einer Hintereinanderschaltung von Regler-,
Strecken-, und Mel3glied hervor.

Die FunktionGg(p) spielt eine entscheidende Rolle bei der Untersuchung des stationaren und
des Stabilitatsverhaltens des Regelkreises. Sie hat in unserem Fall die allgemeine Form

1 B+, Bt b (059)
G =—0 - —k-1
o(p) pk anpn k+ah—l Ff K +...+ Qa1 pt Ak

Der Faktor 18* mit k = 0, 1, 2 (hdhere Ordnungen treten selten auf) stellt die I-Anteile des
offenen Kreises dar.

Stationares Verhalten des Regelkreises

Im Gleichgewichtszustand nehmen Fihrungs- und Regelgrol3e konstantew\antx., an.
Deshalb mul3 auch die Regelabweichung - als Differenz dieser Gréf3en - fir den Fall
konstanter Eingangssignale einem festen Veégrzustreben. Erreicht sie diesen nicht, so
existiert kein Gleichgewichtszustand. Zur Untersuchung des stationdren Verhaltens des
Regelkreises geniigt es folglich, den Wert der Regelabweichung flir grof3e Zeiten zu
bestimmen.

Der Frage, ob uberhaupt ein stationarer Zustand erreicht werden kann, wird in Abschnitt O
nachgegangen. Hier soll zun&chst geklart werden, wie er, falls existent, aussieht.

Aus Abbildung 15 l&R3t sich fur die Regelabweichéing

__G.(p
1+Gy(p)

(0.60)

E(p) = W(p Z(p)

1+Gy(p)
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ableiten. Fur den stationaren Zustand bei Sprunganregung gilt nach dem in Abschnitt O
Gesagten

L L Gl (061)
& MGy " I+ Gy(p)

Dabei wird vorausgesetzt, dald die Storgrofe mit vernachlassigbarer Amplitude um einen
festen Wert., schwankt.

Abhéngig vonGe(p) sind zwei Félle denkbar:

1. k=0 in Gleichung ( 0.59) fihrt zu

1 K. 0.62
2 ( )

e = W _—
© 14K, © 1+K,

mit der Verstarkung des offenen Regelkreigiseisverstarkung)Xo = bg/ap und der
VerstarkundgK, des Mel3gliedes.
Demnach stellt sich eine bleibende Regelabweichung ein, wenn der offene Kreis
P-Verhaltenzeigt. Diese kann jedoch nach Gleichung ( 0.62 ) verringert werden, Kgem
erhoht wird.

2. Im Falle vonk # 0 zeigt der offene RegelkrelsVerhalten von Ordnungk. Fir das
stationare Regelkreisverhalten folgt

e =0 (0.63)

also keine bleibende Regelabweichung.

Stabilitat

Die Forderung nach Stabilitat ist die grundlegende an den Regelkreis. Fir eine nicht stabil
arbeitende Regelung kann nicht gewéhrleistet werden, dal3 die Regelgrof3e der Fiihrungsgrolie
- in gewissen Grenzen - folgt. Es kann sein, dafl3 Schwingungen angeregt werden, deren
Amplituden Uber alle Grenzen wachsen.

Instabilitat kann verschiedene Griinde haben. Einerseits kann die Strecke bereits instabil sein,
sie muld dann stabilisiert werden. Andererseits kann die Regelkreisstruktur selbst durch die
Ruckkopplung zu Instabilitat fihren.

Als stabil wird ein System bezeichnet, wenn es nach jeder Anregung in einen
Gleichgewichtszustand tbergeht. Es ist deshalb naheliegend Stabilitat durch die Reaktion des
Systems auf Anderung des Eingangssignals zu definieren.

Ein System soll genau dann agabil bezeichnet werden, wenn seine Reaktion auf ein
beschranktes Eingangssignal ein ebenfalls beschranktes Ausgangssignal ist.

Diese Bedingung laf3t sich in der Praxis nur ndherungsweise anwenden, da das System nie mit
allen mdglichen Signalen angeregt werden kann.
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In der Theorie fuhrt geht man deshalb von folgender - der Analyse zugénglichen - Definition
[nach Unbehauen, S.158] aus:

Ein lineares zeitinvariantes System he#&ymptotischstabil wenn seine Gewichtsfunktion
asymptotisch auf null abklingt, das heifl3t wenn gilt

limg(t) =0 (0.64)

Ist der Grenzwert ungleich null, so heil3t das Systgemzstabil(zum Beispiel I-Glied
Andernfalls - wenn der Grenzwert nicht existiert - ist das Syistsabil

Da derd-Impuls, der der Ermittlung der Gewichtsfunktion zugrunde liegt, alle Frequenzen
enthalt (die Fouriertransformierte ist eins), ist diese Definition in Hinblick auf die
Ausgangsdefinition sinnvoll.

Diese Stabilitatsbedingung I4Rt sich wegen Gleichung ( 0.21 ) auch fiir die Ubertragungs-
funktion formulieren.

Nach Abschnitt 0 setzt sich die Riicktransformierte der Ubertragungsfunktion - die
Gewichtsfunktion - aus Teilvorgdngen zusammen, deren Gestalt von den Polen abh&ngt.
Diesen Schwingungen ist der Faktaf'e® gemeinsam. Er bestimmt (iber den
Abklingkoeffizientend das Schwingungsverhalten flr grol3e Zeiten:

6>0: pmﬂ“@t:m (0.65)
o furn#1 (mehrfacher POl
0=0;: limt"™ = . ( 9
tooo E{ furn=1
n-1)!
0<0:; Itim t" et =Itim (5n_1) e€'=0

Da § der Realteil degten Poles der Ubertragungsfunktion ist, kann tiber die Lage der Pole
direkt ein Stabilitatskriterium abgeleitet werden [nach Unbehauen, S.160].

Ein lineares zeitinvariantes Ubertragungssystem ist genau dann

1. asymptotisch stabilwenn fir die Wurzeln seiner charakteristischen Gleichung ( 0.30 )
Re@p)= § < Ofur alle g § = 1, 2, ...,n) gilt, das hei3t, wenrelle Pole der
Ubertragungsfunktion in der linken p-Halbebene liegen.

2. instabil wenn mindestens ein Pol seiner Ubertragungsfunktion in der rechten p-Halbebene
liegt, oder wenn mindestens ein mehrfacher PabZl. | > 1) auf der Imaginaren Achse
der p-Ebene liegt.

3. grenzstabil wenn kein Pol der Ubertragungsfunktion in der rechten p-Halbebene liegt,
keine mehrfachen Pole auf der Imaginérachse auftreten und sich auf dieser mindestens ein
einfacher Pol findet.

" Der Eindeutigkeit halber sollen hier nur vollstandig gekiirzte Ubertragungsfunktionen betrachtet werden.
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Bei der Stabilitatsprifung des geschlossenen Kreises sind nach den Gleichungen ( 0.56 ) oder
(0.57) die Nullstellen der charakteristischen Gleichung

1+G,(p) =0 (0.66)
ZU ermitteln.

Das Hurwitz-Kriterium

Zur Feststellung der Lage der Nullstellen einer Gleichung relativ zur Imaginaren Achse liegt
ein einfaches algebraisches Kriterium vor.

Ausgangspunkt ist die charakteristische Gleichung des Nenners der Ubertragungsfunktion (
0.30).

a,p"+8,.,pF +.+aprg=0 (0.67)

wobei dieg, reell sein sollen mid, > 0. Aus den Koeffizienten ist diexn Hurwitz-
Determinante

1 Ghs Bhes 7 - (0.68)

8 & Ay A

H=0 a., a; a;
0

zu bilden. Existieren einzelne Koeffizienten nicht, so sind Nullen einzusetzen. AnschlielRend
sind alle ,nordwestlichen“ Unterdeterminantéhy, ..., H, zu berechnen. Das Hurwitz-
Kriterium erlaubt dann folgende Feststellung [hach Follinger, S.167].

Sind H, ..., H, s&dmtlich positiv, so liegen alle Nullstellen der Gleichung links der i-Achse,
wéhrend andernfalls mindestens eine Nullstelle auf oder rechts der i-Achse gelegen ist.

Fur asymptotische Stabilitat ist demnach erforderlich, dafHalle., H, positiv sind. Fir den
Reglerentwurf lassen sich aus den Gleichungen bei Berlcksichtigung dieser Bedingung
Aussagen uber die Bereiche machen, in denen die Reglerparameter liegen missen.

Aus dem Aufbau der Hurwitz-Determinante ist erkennbar, dafll die einzelnen Koeffiaenten
bereits positiv sein missen, um zu gewahrleisten, daf3 die Determinanten es sind.

Im Anhang befindet sich ein MATHEMATICA-Programm zur Berechnung der
Determinanten (Anhang 0).

Ruckkopplung und Stabilitat

Im Regelkreis wird das Prinzip der Rickkopplung dazu eingesetzt, das zu regelnde System

auf aulRere Faktoren reagieren zu lassen oder Uberhaupt erst einmal zu stabilisieren. Dafl3
dadurch auch der umgekehrte Fall - Destabilisierung - eintreten kann, zeigt der folgende

Abschnitt.
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Bei einer Regelung wird ein Teil des Ausgangssignals an den Eingang des Systems
zuruckgefuhrt. Fur ein solches rickgekoppeltes System werden zwei Félle unterschieden:

1. GegenkopplungDas riuckgefiihrte Signal erhélt eine Phasenverschiebung utmes80ird
also am Summationspunkt subtrahiert.

2. Mitkopplung Das Signal wird entweder gar nicht oder um°3éi@asenverschoben, was
Addition am Summationspunkt bedeutet.

Betrachtet man den Verstarkungsfakfades rickgekoppelten Systems, so gilt bei
Subtraktion an der Summierstelle

o, (0.69)
1+,

wenn vp den Verstarkungsfaktor im Vorwértszweig ungden im Rickkopplungszweig
bezeichnet.

Dies entspricht dem Fall der Gegenkopplung, die bei einer Regelung verwendet wird. Fur
Stabilitat ist erforderlich, dal3 fur Frequenzen, fur die der Verstarkungsfaktor des offenen
Kreisesvoro grof3er als eins ist, die Phasenverschiebung ungleich ist§&tabilitatskriterium

von Nyquist).

Wird bei um 180 phasenverschobenen Frequenzen (was im Falle der Gegenkopplting 360
entspricht) der Verstarkungsfaktor des offenen Kreises grol3er als eins gewahlt, so ist die
Schwingbedingungerfillt und die Schaltung kann zur Schwingungserzeugung benutzt
werden. Dies soll bei einer Regelung vermieden werden.

Entwurf einer Regelung

Fur die folgenden Ausfihrungen wird angenommen, daR die Ubertragungsfunktion der
Strecke bekannt ist. Die des Meligliedes ist durch die Wahl des Meflverfahrens der
RegelgroRe festgelegt. Den einzigen freien Parameter stellt an dieser Stelle die
Ubertragungsfunktion des Regelgliedes dar. Sie soll das dynamische Verhalten des
Regelkreises dahingehend korrigieren, dal3 die an die Regelung gestellten Forderungen erfillt
werden.

Die Bestimmung der Reglertbertragungsfunktion verlauft im Allgemeinen iterativ. Das
bedeutet, daf’ in einem ersten Schritt ein Regelglied gesucht und anschliel3end tberpruft wird,
ob die Forderungen erfiillt sind. Ist dies nicht der Fall, werden die Ubertragungsfunktion
beziehungsweise deren Parameter entsprechend angepalit.

Gemeinhin versucht man die Regelung so zu entwerfen, dal sich die RegelgrolRe schwingend
der Fuhrungsgrof3e nahert. Die Kennwerte, die den Einschwingvorgang beschreiben
(Abschnitt 0), sollen dann gewissen Vorgaben geniigen. Da ein Zusammenhang zwischen den
Kennwerten im Zeit- und denen im Frequenzbereich existiert, wird der Entwurf meist mit
Hilfe des Nyquist-Kriteriums im Frequenzbereich durchgefiihrt.
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Forderungen an eine Regelung
Die vier Grundforderungen an eine Regelung lauten folgendermal3en:

1. Das System mufabil sein.

2. Die Regelgrdol3e muf3 sich mit einer vorgegebsitetionaren Genauigkedinstellen. Diese
kann einerseits durch Erhdhen der Reglerverstarikyngrzielt werden, denn das fuhrt
nach Gleichung ( 0.57 ) zu

lim G,(p) =0 (0.70)

und nach Gleichung ( 0.62 ) flf - o zu
e, =0 (0.71)

Durch Einfligen eines I-Anteils in den Regler kann - mit Gleichung ( 0.63 ) - ebenfalls
I'e = W erreicht werden.

Beide Mal3nahmen fuhren zu einer Anhebung des Amplitudenganges im Bereich kleiner
Frequenzen.

Bei der Erflllung dieser beiden Forderungen ist ein Kompromif3 zu finden. Denn eine
Erhdhung des Verstarkungsfaktors verschiebt mit dem Amplitudengang auch die
Durchtrittsfrequenz, und zwar in Richtung gréf3erer Frequenzen. Bei fallendem Phasengang
kann dabei die -180 dB-Linie unterschritten werden, was nach Abschnitt O zur Instabilitat des
geschlossenen Kreises fuhrt.

Andererseits bedeutet die Phasenabsenkung durch das I-Glied eine Verringerung der
Phasenreserve maglicherweise bis auinas zum gleichen Ergebnis fuhrt.

3. Bei Aufschalten einer sprungférmigen Anderung soll die RegelgroRe nur in bestimmten
Grenzen Uberschwingen. Das System soll eine hinreicliéa@funghaben.

4. Die RegelgrofRe soll der StellgroBentigend schnefblgen beziehungsweise Stdrungen
sollen schnell ausgeregelt werden.

Es ist einleuchtend, dal3 auch diese Forderungen nicht unabhangig voneinander erfillbar sind.
GroRe Zeitkonstanten in den Nennern der Ubertragungsfunktionen fiihren dazu, daR schnelle
Signalanderungen nicht wirken koénnen (siehe-8lled Abschnitt 0). Im Sinne einer

schnellen Regelung sollten diese Zeitkonstanten durch Z&hlerzeitkonstanten des Reglers
kompensiert werden.
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Stabilisierung einer instabilen Strecke

Das Prinzip der Stabilisierung einer instabilen Strecke kann man sich anhand der Gleichung
des Regelkreises ( 0.55 ) vor Augen fuhren. Flhrungs- und Stdrungsubertragungsfunktion
besitzen den gleichen Faktor 1/3g). Notiert man die einzelnen Ubertragungsfunktionen als
Briiche, so ergibt sich

1 1 N N, N, (0.72)

1+GO _1+%%%_ NrNst+ ZrZsZ'n

s

was bedeutet, dal3 das Verhalten des Regelkreises durch das Zusammenwirken der Pole und
Nullstellen aller Ubertragungsglieder bestimmt wird. Deshalb kann die Lage der Pole des
geschlossenen Kreises durch geeignete Wahl der Reglertbertragungsiziidtidestgelegt

werden. Dabei wird versucht, unerwinschte Pole in der recptdalbebene durch
Nullstellen zu kompensieren oder - was bei schwankenden oder unbekannten Parametern und
damit ungenauer Pollage geeigneter ist - in die linke Halbebene zu verlagern.
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Versuch Magnetschwebekugel

In diesem Teil der Arbeit werden Untersuchungen zur Regelungstechnik der
Magnetschwebekugahgestellt.

Ziel des betrachteten Experimentes ist es, eine ferromagnetische Kugel im Feld einer
Zylinderspule stabil zu lagern. Die Kugel soll in einer bestimmten Hohe, der Sollage, in der
Schwebe gehalten werden. Daneben soll sie auch in horizontaler Richtung stabilisiert sein. Es
mul3 also bei jeder Auslenkung aus der Sollage eine rucktreibende Kraft auf die Kugel wirken.
Da dies in einem statischen Magnetfeld nicht moéglich ist (Abschnitt 0), muf3 das Feld standig
dahingehend geandert werden, dal3 die resultierende Kraft auf die Kugel ihrer Bewegung
entgegenwirkt. Die jeweils benotigte Anderung des Magnetfeldes wird durch einen Regler
ermittelt.

Dem Reglerentwurf (Abschnitt 0), sollen zunachst einige Uberlegungen zu dem zu regelnden
System - bestehend aus Zylinderspule und Kugel - vorangestellt werden (Abschnitt 0).

Funktionsweise der Regelung

Die Aufgabe, die Kugel in der Schwebe zu halten, kann als Forderung nach Einhaltung eines
konstanten Abstandes zwischen Spule und Kugel aufgefal3t werden. Es gibt mehrere
Mdoglichkeiten diese GrofRe zu erfassen. In einem bereits realisierten Experiment geschieht
dies auf direktem Weg uber die Spannung an einer Photozelle, die je nach Kugelposition mehr
oder weniger stark abgeschattet wird [Zirpel].

Alternativ kann die Kugelposition indirekt Uber die Induktivitat der Spule ermittelt werden,
weil auch diese sich mit der Kugelposition andert. Dem liegt folgender Effekt zugrunde: Eine
stromdurchflossene Spule erzeugt ein magnetisches Feld, das den Raum erfillt. Dadurch wird
in der ferromagnetischen Kugel ein magnetisches Dipolmoment induziert, dessen Grof3e vom
aulReren Feld abhangt. Dieses Moment erzeugt wiederum ein Feld, das je nach Abstand auch
die Spule durchdringt. Da die Induktivitat als Proportionalitatsfaktor zwischen Strom und
magnetischem Flul3, der die Spule durchsetzt, definiert ist, &ndert sie sich folglich mit dem
Abstand zwischen Kugel und Spule.

Um die Position der Kugel zu bestimmen genligt es die Induktivitdt der Spule zu messen.
Durch Vergleich mit einer vorgegebenen Induktivitat, die der in der Sollage entspricht, kann
die Regelabweichung bestimmt werden. Die Induktivitat der Spule - genauer gesagt der
gemessene Wert derselben - istRliegelgrofie

Bleibt die Frage, wie die Kugelposition beeinflulBt werden kann. Die Kraft auf einen
magnetischen Dipol - den die Kugel darstellt - hangt entscheidend von der Grol3e der aul3eren
Feldstarke ab. Diese richtet sich im Fall der Spule nach dem sie durchflieRenden Strom. Somit
kann Uber den Spulenstrom die Kraft auf die Kugel und damit ihre Position variiert werden.
Der Spulenstrom ist damit ditellgroRem Regelkreis.

37



abweichung strom tivitat —
Sollwertvor- Uit UeonYiist Regelglied | Spule-Kugel- L Induktivitéts- List
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Abbildung 17  Struktur der Regelung

Spule-Kugel-System

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Ubertragungsfunktion des Spule-Kugel-Systems zu finden.
Am Anfang stehen zunéachst einige Abschatzungen, aus denen man sich ein Bild von dem
gualitativen Verhalten des Systems machen kann. Mit diesen wird in Abschnitt 0 aus einem
vereinfachten Modell die Ubertragungsfunktion hergeleitet. Sie bildet die Grundlage fiir die

weiteren Betrachtungen.

Bezeichnungen

Da das Problem rotationssymmetrisch ist, wird in Zylinderkoordinaten gerechnet.

Fur die weiteren Uberlegungen werden folgende Vereinbarungen beziiglich Benennungen und

Wahl des Koordinatensystems gemacht:
v

vz definiert.

Zylinderspule:
Langel
RadiusRs;
WindungszahN
Stroml

Kugel:
RadiusRky
Massem
Permeabilitaj;

beiz =2z, > 0 liegt.

Abbildung 18 Geometrie des Problems

Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dal® sich
die Spule vorz = 0 bisz = -l erstreckt und die Kugel

Als Abstand zwischen Kugel und Spule wirg,
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Uberlegungen zum Systemverhalten

Im Hinblick auf den Regelungsentwurf sollen Aussagen uber die Stabilitat der Kugel und die
Induktivitat der Spule, sowie die Kraft auf die Kugel gemacht werden.

Der Entwurf des Experiments |43t einige Freiheiten hinsichtlich der Komponenten des Spule-
Kugel-Systems zu.

So ist zum Beispiel zu klaren, welche Auswirkungen die Geometrie auf das Systemverhalten
hat und wie Spule und Kugel am gunstigsten beschaffen sein sollen.

Zunachst mul3 entschieden werden, ob eine Luftspule oder eine eisengefiillte Spule verwendet
werden soll. Bei einer Spule mit Eisenkern ist die magnetische Induktion im Aul3enraum der
Spule sehr viel héher als bei der eisenfreien Spule, weshalb auch die Kraft auf einen
ferromagnetischen Korper zunimmt. Wegen der hoheren magnetischen Feldenergie im
Innenraum der Kugel besitzt eine solche Spule eine hdhere Induktivitat (Gleichung ( 0.13)).
Mit

dl (0.1)

U =L—
L dt

folgt, dald dann zum Erzielen schneller Stroméanderungen - wie sie fiur die Regelung benotigt
werden - hohe Spannungen nétig sind. Uberdies stéren die Ummagnetisierungsverluste im
Eisenkern.

Aus diesen Grunden soll im Versuch eine Luftspule eingesetzt werden. Fur dieselbe
Kraftwirkung sind in diesem Fall zwar h6here Strome nétig. Diese liegen jedoch im Bereich
weniger Ampere (siehe Ergebnis S.70).

Stabilitat im magnetischen Feld
Fur eine Gleichgewichtslage in einer Sollage muld auf die Kugel bei jeder Auslenkung aus

dieser eine rucktreibende Kraft wirken, das heil3t sie muld sich in einem Energieminimum
befinden. Aus
F = —gradV (0.2)

folgt, dal’ die Kugel bezlglich oben definiertem Koordinatensystem stabil ist, wenn bei einer
Abweichung aus der Sollage folgende Bedingungen erfllt sind:

1. Horizontale Stabilitat

dF 0.3
_p < O ( )
dp
2. Vertikale Stabilitat
dF 0.4
<o, F,= (0.4)
dz
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Zuerst muld geklart werden, ob sich die Kugel nicht ohne eine Regelung in einem statischen
Magnetfeld stabilisieren I&f3t.

In der Kugel wird ein zum aul3eren Feld paralleles Dipolmoment induziert. Fir raddle
axiale Stabilitdt muf das aul3ere Feld die Bedingung

1ef .#B Bl (05)
~-—0<B -0
ZDdzD< dzz< 00z

erfullen [Ddlling, S.169]. Dies ist wegen

B (0.6)

nicht moglich.

Daher wird das Feld so konfiguriert, daf3 radiale Stabilitdt im interessierenden Bereich
garantiert ist. Das macht eine Regelung fir die axiale Stabilisierung der Kugelposition
erforderlich.

DasB-Feld der Spule muf3 fir radiale Stabilitat der Kugel im Bereich des Arbeitspunktes die
Bedingung

B 1 éﬁ (0.7)
r:=8° ~-=0—0>0
dz- 200z0

erfillen. Diese Bedingung soll im Folgenden fur das Feld der Zylinderspule geprift werden.

Fur die Bestimmung des Feldes im Aul3enbereich der Spule kdénnen Ergebnisse aus
aquivalenten Rechnungen fir das elektrische Potential im Bereich einer Lochblende
[Jackson, Kapitel 3.13] herangezogen werden. Angenommen die magnetische Feldstarke
nehme die asymptotischen Werte

H,=0 z>0 (0.8)
NI

Hl |_ z<0

an. Dann ist das skalare Potential gegeben durch

¢_§—HOZ+CD(” z>00 (0.9)
E— Hiz+o® z< OE

mit einem unbekannten Zusatzpotent®. Uns interessiert nur der Bereizt> O, fiir den
wir @ = ®® erhalten.
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Der exakte Ausdruck fur das Potential in diesem Bereich lautet

4 ° o (0.10)
(P, 2)= [ (H, ~ H)R,’[ (KR, € J( ) dk
0
[Jackson, S.167]. Fur die sphérische Bessel-Funktion erster Ordnung gilt
_ 1 OsinkR,) 0O (0.11)
kRy.) = = 2~ cos
Jl( RSp) kRSp H kRSp Q(RSp %

DasH-Feld folgt aus ( 0.10 ) durch Gradientenbildung. Unter Berucksichtigung von ( 0.8 )
und dem linearen Zusammenhang, der in Luft zwiséhendH gilt, erhalten wir fir das-
Feld im Bereich des Spulenendes

0 =sinkR;,) ® Y O (0.12)
D—j;Te J, (ko) dk+ @pJ;COS( kR) & X K) dg
L A, NI 0
T T C
E{—mSin(kRS“) N dk T kR ) & (ﬂD]k
% .[Te , (ko) dk+ Ing;COS( R) € J(X) &

Dal’ dieses Feld die Bedingung ( 0.7 ) auf der Symmetrieaahsd) erfillen kann, zeigt
Abbildung 19° Das Ergebnis entspricht der Vorstellung, daR sich der magnetische Dipol in
Richtung dichterer Feldlinien bewegt, wie dies fur das Spulenfeld auf der Achse gegeben ist.
In groRRerer Entfernung von der Spule ist radiale Stabilitéat jedoch nicht mehr gewéahrleistet.
Die Kugel sollte daher in einem Bereich sicherer Stabilitat positioniert werden.

1,6 10*

1,4 10"
1,2 10"
110
810°

A [T?m?]

610°
410°
210°

‘ L L 1 ‘ 1 1 ‘ 1 1 :

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
z [m]

Abbildung 19  Stabilitatsbedingurfd.7) auf der Symmetrieachse

o
o \\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\

8 Die Rechnungen wurden mit MATHEMATICA fir die auf Seite 44 angegebenen Werte durchgefiihrt
(Anhang 0).
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Die Induktivitat der Spule

Da die Berechnung des exakten Magnetfeldes der Spule sehr aufwendig ist, soll mit dem
einfachen Modell einer langen Spule gearbeitet werden. Dieses liefert fir die Abschatzung des
Effekts der Kugelposition auf die Induktivitat der Spule befriedigende Ergebnisse. Aus ihnen
wird deutlich, daR die Induktivitat zur Erfassung der Regelgré3e geeignet ist.

Fur die Induktivitat. der Spule gilt

LW (0.13)
=5

wobei W die im Spulenvolumen gespeicherte magnetische Feldenergie ist

1= (0.14)
W= [ F B dy,

Der Indexi bezeichnet die Felder in der Spule. Diese sollen sich aus einem konstanten - vom
Spulenstrom verursachten - TeHg, und einem von der Kugelposition abhangigen Telkn
zusammensetzen.

I:|i :HSp+HKu (0.15)

Hsp soll lediglich eine z-Komponente besitzen, der Betrag im ungestorten Fall (ohne Kugel)
der Feldstéarke in der Spulenmitte entsprechen

- NI (0.16)

Fir die Materialien von Kugel und Spule wird - unter Vernachlassigung von
Hysteresiseffekten (weiches Eisen) - der Zusammenhang

B = ok, H (0.17)

zwischen Feldstarke und Induktion angenommenr¥ 1).

Da die Ursache des Kugelfeldes das aul3ere Feld der I3pide kann dieses hier nicht wie

im Fall der langen Spule vernachlassigt werden. Eine exakte Berechnung des Feldes der
Kugel muR3te einbeziehen, dalR das aufRere Spulenfeld inhomogen ist und eine ausgedehnte
Kugel somit Bereiche verschiedener Feldstarke Uberdeckt. Hier soll davon ausgegangen
werden, dal3 in der Kugel eine konstante Feldstarke vorliegt und sie somit homogen
magnetisiert ist. Mit

B=pu,(H+ M) (0.18)
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folgt daraus
M = (u, —DH (0.19)
Fir die Feldstarke auf3erhalb der Spule wird der Ansatz gemacht

1. = (0.20)
H, =2 Hge Fer

das heil3t sie fallt vom halben Wert der Feldstadtkgin der Spule an mit zunehmendem
Abstand vom Spulenrand exponentiell ab. Sie soll in diesem Modell unabh&ngmseam
(kleine Abweichungen von der Symmetrieachse).

Das Dipolfeld der Kugel hat am Qrt(r >> Rk,) die Gestalt

(0.21)
[Wolff, S.104].
Fur den hier interessierenden Bereirk Q) kann mit
r=p6,+(z-2,)% (0.22)
und den Gleichungen (0.16 ), (0.19 ) und ( 0.20 ) fir den Feldvektor
O 3 (0.23)
S > +RKU >3 MKup(Z_ z.)
Aot +(z-2))
H. (0,2) =
Ku(p ) g) 3
] u 2

3MKu2 - 2=
Bipir(z-2 ) (“*75)TP)

geschrieben werden, wobei fur die Magnetisierung der Kugel

I [

| Z TR (0.24)
Mo =1 -D5re ™ =pye™

(u->>1) qgilt.
Die Induktivitatsberechnungen nach den Gleichungen ( 0.15), ( 0.14 ) und ( 0.13 ) wurden fir

verschiedene Parameterwerte mit dem Computerprogramm MATHEMATICA ausgefihrt
(Anhang 0).
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Soweit nicht anders angegeben sind folgende Werte verwendet worden:

Zylinderspule:
L&angel =6 cm
RadiusRsp,= 3 cm
WindungszahN = 1100

Stroml =4.7 A
Kugel:
RadiusRk, = 3 cm
Permeabilitay;, = 1200
Arbeitspunkt:
Zap=3Cm
|Ap =47 A

Bei dieser Stromstarke reicht die Kraft auf die Kugel - laut Abschatzung ( 0.28 ) - gerade aus
um die Kugel zu heben.

Spulenlange
Abbildung 20 zeigt die Anderung der Induktivitiat bei Verschieben der Kugel. Variation der
Spulenlange veréndert die Grol3e der Induktivitat, nicht jedoch die Steigung der Graphen.

110\ ]

1007 ™ I=5¢cm 4
52 80: \I:Scm ]
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o
o
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N

Ku[

Abbildung 20  Induktivitatsanderung£ 5 cm, 6 cm, 7cm)
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Windungszahl
Die Induktivitdit kann auch durch Erhdhung der Windungszahl vergréRert werden. Am
Gradienten der Funktidn(zg,) andert das jedoch nichts.

110

100

90

Ku

s

L(z,) [mH]

80

N =1140
N = 1100
N =1060
I I I | I I | I

0,04 0,06 0,08
Z,, [m]

Abbildung 21 Induktivitatsdnderunl (1060, 1100, 1140)
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Verhaltnis von Kugel- zu Spulenradius

Interessanter ist der Zusammenhang, der zwischen den Radien und der Induktivitditsdnderung
besteht. Je grolRer die Kugel im Verhaltnis zum Spulenradius ist, desto grol3er ist die
Induktivitdt und desto starker steigt sie bei Annaherung der Kugel. Gleichung ( 0.23 ) zeigt,
dal die Starke des Kugelfeldes proportional zur dritten Potenz des Kugelradius ist.

110 ——

100

e

Ku/RSp =716

90 ™~ \

L wsfl

80 ~

\
R u/szs&

Ku

L(z,) [mH]

70

6 0 ! !

o

0,02 0,04 0,06 0,08
z,  [m]

o
[EEN

Ku[

Abbildung 22 Induktivitatsanderun®y, /Rs, = 5/6, 1, 7/6)
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Permeabilitat
Auch eine VergroRerung der Permeabilitat des Kugelmaterials kann den Effekt verstarken,
den die magentisierte Kugel auf die Induktivitat macht.

110

100

90

L(z,) [mH]
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Abbildung 23 Induktivitatsanderung,(= 900, 1200, 1500)
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Die Graphen zeigen eine deutliche Abhangigkeit der Induktivitat der Spule vom Abstand
zwischen Kugel und Spule. Diese ist erwartungsgemal nichtlinear. Deshalb wird der
Zusammenhang bei der Ermittlung der Ubertragungsfunktion des Systems (Abschnitt 0)
linearisiert.

Um nicht mit zu kleinen Induktivitaten zu arbeiten sollten Windungszahl und Spulenlénge
grol3 gewahlt werden. Fir die Erfassung der Regelgrol3e ist der Gradient der Au(@kt)on
bedeutsam. Im Arbeitspunkt der Regelung sollte dieser grol3 sein, da so die Kugelposition
genauer erfaldt werden kann. Das spricht daftir, die Permeabilitat des Kugelmaterials grof3 zu
wéhlen und eine im Verhaltnis zum Spulenradius grof3e Kugel zu verwenden. Andererseits
mufd der Arbeitspunkt in einem moglichst linearen Bereich liegen, da sonst die Abweichung
der wahren Systemparameter von denen des linearisieten Systems zu grof3 sind.

Kraft auf die Kugel

Die Energiedichtew des magnetischen Feldes kann als Druck verstanden werden
[Dolling, S.64]

aw_g_ (0.25)
dav. 2u '

Ein Magnetfeld bewirkt auf eine zu ihm parallele Flagrdie Kraft

B2 (0.26)
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Wird fur die magnetische Induktion an der der Spule zugewandten Kugeloberflache nach
Gleichung (0.20)

2 (0.27)

angesetzt, so ist fur die Kraft auf die Kugel folgende grobe Abschétzung geeignet
[Ddalling, S.83]

2z
(NI)? -~ (0.28)
I:M:/'IO 8|2 € RSPT[R(UZ

Die magnetische Kraft auf die Kugel ist umso grof3er, je ndher die Kugel der Spule ist. lhr
Anstieg in Abhangigkeit von der Kugelposition ist nichtlinear.

Die Abschatzung zeigt, dal3 die Kraft quadratisch mit der Windungszahl und dem
Spulenstrom steigt. VergroRerung der Spulenlénge zieht jedoch eine Verkleinerung der Kraft
nach sich, weshalb im Experiment eine kurze Spule verwendet werden soll.

Je groRRer das Verhdltnis Kugelradius zu Spulenradius gewahlt wird, desto groRer sind die
Kraft und der Gradient der Funktiéifz¢,) (Abbildung 24).

=716
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F (z,.) IN]
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Z,, [m]

Abbildung 24 KraftanderungRq, /Rsp = 5/6, 1, 7/6)
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Ubertragungsfunktion des Systems
Das Spule-Kugel-System sieht im Blockschaltbild folgendermalfien aus.

—> G.(p) —>

Abbildung 25  Blockschaltbild des Systems

Im Weiteren sollen die Zusammenhange im Block untersucht werden.
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Zu beachten ist, dal3 die Induktivitat - die fir den einfachen Fall einer Spule vom Strom
unabhangig ist - im betrachteten Fall vom StdlomalRgeblich beeinflul3t wird. Dies kommt
durch die Rickwirkung zustande, die die Kugel bewirkt: Bei Vergréf3erung des Spulenstroms
vergroRRert sich der magnetische Flul3 nicht proportional, wie es durch den Zusammenhang
@=Ll mit L = const. beschrieben wird. Vielmehr erhéht sich der Flu3 durch die Spule
zusatzlich um den durch das Feld der Kugel hervorgerufenen Flul3. Verstarkt wird der Effekt
dadurch, daf3 sich die Kugel bei Stromerh6hung der Spule nahert.

Die Ubertragungsfunktion des Systems lautet

Gp =1 (0:29)

Da die Beziehungen zwischen Induktivitat, Strom, Kugelabstand und Kraft auf die Kugel
nichtlinear sind, &andern sich die Systemparameter bei merklicher Verdnderung der
Kugelposition. Um die Regelung mit linearen Reglern aufbauen zu kdnnen, muissen die
Zusammenhange um ein@nbeitspunki(index AP) linearisiert und die Regelung fir diesen
ausgelegt werden. Damit ergibt sich das Problem, dafl3 die Gleichungen nur noch fur kleine
Abweichungen um den Arbeitspunkt Giltigkeit besitzen. Wie grol3 diese Abweichungen sein
durfen wird in Abschnitt O untersucht.

Zusammenhang zwischen Kugelposition und Spulenstrom

Fur die Herleitung der Ubertragungsfunktion sollen zunachst die Kréafte betrachtet werden, die
auf die Kugel wirken. Uber diese kann eine Verbindung zwischen Kugelposition und
Spulenstrom hergestellt werden.

vy F
v

Abbildung 26  Auf die Kugel wirkende Krafte (Arbeitspunkt)

Die durch das Magnetfeld bewirkte Kraft auf die Kugel - die Magnetkgaftandert sich mit
dem Abstand der Kugel von der Spule.
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Im Arbeitspunkt, in dem die Kugel beschleunigungsfrei schwebt, wird die Gewichtskraft
durch die Magnetkrafty, kompensiert.

F,| =F =mg (0.30)

Miap ~ ' 9

Sobald die Kugel aus der Sollage ausgelenkt wird, beziehungsweise die beiden Kréafte
differieren, wirkt auf die Kugel eine Beschleunigungskrag,. Es gilt dann

mz, =-F, +F, (0.31)

Da uns nur das Verhalten in der Nahe des Arbeitspunktes interessiert, sollen im Folgenden
alle Grol3en auf diesen bezogen werden.

Fu =F, +AF, (0.32)
ZKu = ZAP+A Z(u
| =1 ,,+Al

Die A-Gro6f3en beschreiben somit Abweichungen der Gréf3®pumdFy vom Arbeitspunkt.
Gleichung ( 0.31) vereinfacht sich dadurch zu

MAZ, =4y (0.33)

Die Kraft AFy hangt nichtlinear vom Spulenstrom und der Kugelposition ab. Fir kleine
Signalanderungen um den Arbeitspunkt laf3t sich jedoch mit

oF JOF (0.34)
AF, = 0|M (I_lAP)+dI:: (ZKu_ZAP)
AP AP
(AFum|ap = 0) die lineare Bewegungsgleichung
. 1 1 (0.35)
Az, = —ECF,AI +ECFZAZKU
verwenden. Dabei sind
OF N (0.36)
Cr = dIM >0 [CFI]:X
AP
oF, N
= — > = —
CFZ dZKU 0 [CFZ] m
AP

Systemparameter, die fur den gewdahlten Arbeitspuaktl(p) ermittelt werden missen. Die
magnetische Kraft auf die Kugel nimmt zwar mit wachsendem Abstand von der Spule ab. Das
Vorzeichen von Cg, wird jedoch ebenfalls positiv gewahlt, um die Rechnungen
Ubersichtlicher zu gestalten.
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Zusammenhang zwischen Induktivitat und Kugelposition

In Abschnitt 0 wurde die Regelgromduktivitat als Funktion der Kugelposition
naherungsweise hergeleitet. Dieser Zusammenhang ist jedoch keineswegs linear. Mit der auf
den Arbeitspunkt bezogenen Induktivitat

L(z,) = Uy +AL(Z,) (0.37)

stellen wir diese - unter Annahme kleiner Anderungen - ebenfalls als lineare Funktion der
Kugelposition dar

AL(ZKu) = _CLZA ZKu ( 038 )
Der Systemparamet€);; lautet

aL H (0.39)

C:Lz == dZ > 0 [CLZ] = E

Kulap

Auch die Induktivitat nimmt mit wachsendem Abstand ab.

Ubertragungsfunktion

Die um den Arbeitspunkt linearisierte Ubertragungsfunktion des Kugel-Spule-Systems erhalt
man nach Laplacetransformation der Gleichungen ( 0.35) und ( 0.38).

Az, —Cy (0.40)
Al mpg -G,
AL _ . Bz (0.41)
Al TR A
ZU
C,C 1 1 0.42
G(p) = LmFIDZ C. :Kstpz_l ( )
T

Zur Vereinfachung wurden folgende Abkurzungen eingefuhrt:

C,.C H (0.43)
K = Lz ~FI K -
S CFZ [ S] A
m
L=yc [ul=s
Fz

Damit nimmt das linearisierte System die in Abbildung 27 dargestellte Struktur an.
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Abbildung 27 Blockschaltbild des linearisierten Kugel-Spule-Systems
Die Ubertragungsfunktion gibt bereits Auskunft (iber wichtige Systemeigenschaften.
1. DiePoleder Ubertragungsfunktion liegen bei

(0.44)

Sie sind reell, wobei einer rechts der Imaginaren Achse liegt. Nach Abschnitt O bedeutet
das Instabilitat des Systems.

2. DieSprungantwortles Systems
0 10+ -ig (0.45)
h(t)=KH1+=-e " +e'™
=K 120 -

bestétigt dieses Verhalten.
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Abbildung 28
Sprungantwort des Spule-Kugel-Systé@n € 0.33 H/m,Cr, = 29.75 N/mCr = 0.19 N/A,m = 44 g)

o
o HH‘HH‘HH‘HHHHHHHHHH

Die Systemparameter wurden aus den Naherungen fur Kraft auf die Kugel und Induktivitat
der Spule fur oben genannte Werte ermittelt. Ihr Verlauf in Abh&ngigkeit von Kugelposition
und Spulenstrom ist in Abbildung 29 dargestellt.
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Abbildung 29  Abhéngigkeit der SystemparamKteiTs von Kugelposition und Spulenstrom im Arbeitspunkt

Die Bedeutung der Parameter ist folgende: Falls das System im Regelkreis stabilisiert wird, ist
Ks ein Faktor der gesamten Kreisverstarklingiahrend Ts eine Verzégerung des
Signaldurchflusses bewirkt. Fir das instabile System sind solche Aussagen nicht sinnvoll, da
Verstarkung und Verzdgerung keine Bedeutung haben.

Der FaktorKs fallt mit steigendem Spule-Kugel-Abstand. Das heil3t, dal3 die Verstarkung des
Systems abnimmt. Dasselbe gilt fur die Abh&ngigkeit vom Strom. Die Zeitkonskante
hingegen wachst mit Vergrol3erung des Abstandes, was bedeutet, dal3 die Strecke ,langsamer*
wird. Bei Erh6hung des Stromes nimmt sie ab.

Regelung

Aufbau des Regelkreises

Der Regelkreis besteht im Wesentlichen aus folgenden Funktionseinheiten:

1. Die Regelstrecke bildet d&pule-Kugel-SystenDas Ubertragungsverhalten ist bereits in
Abschnitt O eingehend betrachtet worden.

2. Der Istwert der Regelgréf3e wird durbtessung der Induktivitdder Spule ermittelt. Das
MelRRglied wandelt die Induktivitdt in eine ihr proportionale SpannUpg um. Das
Verfahren ist in Abschnitt O dargestellt.

3. Der Vergleich dieser Spannung mit der fir den Arbeitspunkt vorgegebenen Splipnung
findet im Regler statt. Dort wird auch der Wert ermittelt, um den der Steuerstgpm

® K, ist rein formal der Betrag des Verstarkungsfaktors des System, denn betrachtet man den Grenzwert der
Ubertragungsfunktion, wenp gegen null strebt, so erhalt maf.-Hierin liegt auch der Grund, warum das
Nyquist-Kriterium Uber dieses System keine Aussagen macht [Féllinger, S.189ff].
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geéndert werden muf3, damit die Kugel im Arbeitspunkt schwebt. Am Reglerausgang steht
dieser als proportionale Steuerspannugdereit.

4. Da der Ausgang des Mel3gliedes und der Regler auf einem niedrigeren Leistungsniveau als
die Spule liegen, mul3 ein Leistungsverstarker vor den Spulenkreis geschaltet werden
(Stellglied. Dieser arbeitet als spannungsgesteuerte Stromquelle. An seinem Eingang
werden die Steuerspannung, die Hilfsspanruiggfir die Arbeitspunkteinstellung und die
Mel3spannungy,, addiert.

Somit gelangt man zu dem in Abbildung 30 gezeigten Aufbau.

U Induktivi- U
AP - " Lsoll
U, Regler |Ug U I=K,U | U, tats- U,
R, messung ULis
— ®
—
Um

Abbildung 30 Elektrisches Ersatzbild des Regelkreises

Das Blockschaltbild des Regelkreises ist in Abbildung 31 dargestellt. Auf Grund der
Beschrankung auf Kleinsignale fallen weg&b soi = 0 undAUap = O die Blocke fur
Sollwertvorgabe und Arbeitspunkteinstellung weg.

Regel-
abweichung Spulenstrom Induktivitat
AU Regelglied AUy Verstérker Al=Al+Aly Regel- Al
O——» s G »  strecke
A_ r + v Gs
AU
MeR-
spannung
Induktivitats-
messung [«
AULisI Gm

Abbildung 31  Blockschaltbild der um den Arbeitspunkt linearisierten Regelung

53



Ubertragungsfunktionen der Regelkreiskomponenten

Stellglied

Das Stellglied dient der Stromversorgung der Spule. Da das Leistungsniveau der Spule (einige
Watt) hoher als das der ubrigen Regelkreiskomponenten (Operationsverstarkerschaltungen)
ist, muR das Stellglied verstarkende Wirkung haben. Seine Ubertragungsfunktion soll

I .
G(p=j=K, [K]=S (0:49)

lauten mit der Eingangsspannudgs UaptUg+Urn und dem Ausgangsstron®F [aptlsiHm. ES
handelt sich also um proportional wirkendes Glied mit dem Verstarkungskgktor

Induktivitdtsmessung

Der Istwertgeber sollte idealerweise ebenfalls als P-Glied wirken, das heil3t einen der
Induktivitat der Spule proportionalen Spannungswert liefern

A (0.47)

U ist _ —
Gr,, (==K, [K]=

An der luftgefillten Spule ist der Spannungsabfall durch die Induktivjté#en ohmschen
Widerstand des Spulendraht&s sowie die Frequeno des Stromes bestimmt.
Fir die Rechnungen kann das Ersatzbild Abbildung 32 verwendet werden.

Abbildung 32  Ersatzbild der Spule

Geht man von sinusformigen Grol3en aus, so ergibt sich

d| 0.48
U =L +RI (0.48)

Hieraus konnte die Induktivitat prinzipiell berechnet werden. Neben Stromamplitude und
Frequenz muf3 dann allerdings auch der ohmsche Widerstand der Spule bekannt sein. Dieser
andert sich jedoch mit Erwarmung der Spule im Dauerbetrieb. Deshalb ist es ratsam, seinen
Einflu® bei der Induktivitditsmessung zu beseitigen.
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Dies geschieht nach folgendem Prinzip:

Die Spule wird mit einem dreieckférmigen Mel3striynder FrequenZ,, = 1/T,, und der
Amplitude}, gespeist.

[
~

. T (0.49)
fur 0<t s;m

I:IQI:I

3_||"> BEE
T

i R
3

T
]
I O

t+ 3Ll fur7<tsTm

\4

Abbildung 33  Verlauf des Strom zur Induktivitdétsmessung

Nach Gleichung ( 0.48 ) fallt an der Spule die Spannung

O O 4 04 ]-%A T (0.50)
0 [(L—+R t — 10 fur Ost <™
0 O T, L%T_m " 2
YotB g 4, .04 I T
] A
-L—+R —t+3l fur <t<T
E e A e T 2 "

ab.

Abbildung 34 Durch den MelR3strom an der Spule hervorgerufener Spannungsabfall
Die Aufgabe des Istwertgebers besteht nun darin, diese Spannung gleichzurichten und den

Mittelwert zu bilden. Denn dieser ist direkt proportional zur Induktivitét.
Die Gleichrichtungliefert die Spannung

O 4 04 1% T T (0.51)
=L—+R - furn=<t<(n+1)—=,n=
|UL| AT L%T_mt Bk arn > t<(n )2 ,n=01,
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Abbildung 35  Gleichgerichtete Mel3spannung

und Mittelwertbildungschlief3lich

Tn/2

2
U= U, |dt=
flud

List T_
m

(0.52)

ifl_
T

AU

List

A\ 4

Abbildung 36 Ausgangsspannung des Istwertgebers

Die Spannung am Ausgang des Istwertgebers ist demnach proportional zur Induktivitat mit
dem Faktor

4 A (0.53)
Ky==| KJ=—
n=7 e K=

Im Weiteren wird angenommen, déR = 1 A/s gewahlt wird.

Bei der Herleitung wurde vorausgesetzt, daf3 die Spule allein vom Mel3strom durchflossen
wird. In Wirklichkeit werden jedoch auch der Steuerstrtynund der Hilfsstromlap
vorhanden sein und damit den Verstarkungsfaktor des Istwertgebers mitbestimmen. Da
Frequenz und Amplitude des Steuerstromes weder bekannt sind noch als konstant
angenommen werden konnen, muf3 sein Einflul vor der Messung eliminiert werden. Dies
kann mit Hilfe eines vorgeschalteten Hochpasses geschehen. Da der Hilfsstrom konstant ist,
wird auch er die Messung nicht beeinflussen.

Fir dieRealisierung der Induktivitaitsmessusigd folgende Komponenten notig:

1. Die MeRRspannung, wird von einenDreieckgeneratoerzeugt. Sie hat die Amplitudé,
und die Frequenax, Diese mul3 sehr viel hoher (kHz-Bereich) als die der Steuerspannung
sein, damit der vom Mefl3strom hervorgerufene Spannungsabfallvon denen der
anderen Spulenstromanteilen getrennt werden kann und die Kugelposition nicht gestort
wird.
Fur den MelR3strom gilt

I, =KU, (0.54)
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2. Der Istwertgeber kann in die Blocke Hochpal3, Gleichrichter und Tiefpald (Mittelwertbilder)
zerlegt werden. Genauer untersucht werden mussen die beiden Filterkomponenten, well sie
wegen ihrer frequenzabhangigen Ubertragungsfunktionen EinfluR auf das Verhalten des
Regelkreises haben kénnen.

UL ULm IULmI UList
—» HochpaR » Gleichrichter » Tiefpal ———»

Abbildung 37  Blockschaltbild des Istwertgebers
Der HochpaRfilterhat die Ubertragungsfunktion

Un_ TP (0.55)
U, 1+Tep

Gue(P) =

(erster Ordnung) mit der Grenzfrequewgr = 1/Typ. Es handelt sich folglich um ein
verzogernd differenzierendes (B)IGlied, bei dem Differenzierzeit und Verzégerungszeit
identisch sind. Das Verhalten ist in Abschnitt O beschrieben.

Fur eine saubere Signaltrennung muf3 gelten

Wy << Wyp < Wy, (0.56)

Die Grenzfrequenayp wird einige 100 Hz betragen, sodBfps gegentiber den anderen
Zeitkonstanten zu vernachlassigen ist.

Fir denTiefpalifilter(ebenfalls erster Ordnung) gilt

U 1 (0.57)
U, 1+Tep

Gp(p) = |

Lm

(siehe Abschnitt 0, PIGlied).
Die Grenzfrequenmrp = 1/Trpmul’ die Bedingung

O‘JTP < wm ( 058 )

erfillen. Da allein der Gleichspannungsanteil durchgelassen werden salhwiregnige
Hertz betragen.
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Reglerentwurf

Vorrangiges Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Reglerstruktur zu finden, mit der es moglich
ist, das Spule-Kugel-System zu stabilisieren.

Dieser Prozel3 vollzieht sich iterativ. Das heil3t, es wird eine Reglerliibertragungsfunktion
gewahlt und daraus die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises ermittelt. Aus dieser lassen
sich Ruckschlisse auf das Verhalten des geschlossenen Kreises ziehen. Das Hurwitz-
Kriterium wird dabei auf einfache Weise Aufschlul dariber geben, ob der Regelkreis stabil ist
und in welchen Grenzen die Parameter der Reglertibertragungsfunktion zu wahlen sind.
Erweist sich der gewahlte Regler als unbrauchbar, so ist der Vorgang zu wiederholen.

Fur einen Regler, der der Stabilitatsforderung genugt, sind die Parameter anschlielRend so zu
optimieren, dall auch Forderungen an Ausregelzeit, stationare Genauigkeit und
Uberschwingweite befriedigt werden.

Das Zeitverhalten des Regelkreises wird wahrend dieser Phase im Rechner simuliert. Soweit
nicht anders gesagt liegen dgimulationenAnhang 0) folgende Werte zugrunde:

Stellglied: Kv=2S

Spule-Kugel-Syster’ CL, = 0.33 H/ImCr, = 29.75 N/mCr = 0.19 NJAm=44 g
~ Ks=2.110° H/A, Ts=38 ms

MeRglied:  Km=1A/s,Tup = 1.2510°s (e = 800 Hz),Trp = 510° s (wyp = 200 Hz)

Das bedeutet, da3 die Amplitude der MelRspannundm( kHz-Bereich) bei der
Mittelwertbildung mindestens auf 2@ heruntergedampft wird. Die Amplitude der
Steuerspannungy< 100 Hz) wird am Eingang des Istwertgebers auf mindestéas 12
heruntergedampft.

Die Grafikenzeigen jeweils den Verlauf der Induktivitéat nach einem Sollwertsprung um 1V
zur Zeitt = 0 s PUiso = a(t)).

Verkurzter offener Kreis

Beim Reglerentwurf kann zunéachst davon ausgegangen werden, dal3 die Induktivititsmessung
proportional wirkt, denn bei entsprechender Wahl der Grenzfrequenzen fir die Filter ist die
Stérung des Mel3wertes durch Regel- und Mel3signal gering. Da die Mel3spannung wegen der
hohen Frequenz auch die Kugelposition nicht beeinflul3t, bleibt sie beim Reglerentwurf
unberucksichtigt.

Die Nennerzeitkonstantéyp des Hochpasses liegt mindestens eine Grol3enordnung unter
denen des Spule-Kugel-Systenig und des Tiefpasse3tp, sodald die Zeitvorgange
entsprechend schneller abklingen. Deshalb ist zu erwarten, daf3 die verzogernden Anteile des
Systems und des Tiefpasses das Regelkreisverhalten dominieren. Vorerst soll beim Entwurf
jedoch nur das System bericksichtigt werden. Durch Einbeziehung weiterer verzégernder

¥ Es sind die Werte von S.44 zugrunde gelegt. Berechnet wurden die Systemparameter mit dem
MATHEMATICA-Notebook in Anhang O.
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Elemente andert sich an der Reglerstruktur qualitativ nichts. Lediglich die Reglerparameter
sind auf die neue Situation einzustellen (Abschnitt 0).

Fur den offenen Kreis erhalten wir mit dieser Vereinfachung nach ( 0.58 ) die Ubertragungs-
funktion

(0.59)

Go(P)=G(PUK K=z 77K, =G, (p K

Ty TP 1
wobei zur Vereinfachung der Gleichungen die AbkiirZargK KK ( = 4.310° mit obigen
Werten) eingeftihrt wird. Die Fuhrungsubertragungsfunktion folgt aus ( 0.56 ).

Die Aufgabe besteht darin, ein geeignédgp) zu finden.

P-Regler

Der Einsatz eines P-ReglefG(p) = K;) bedeutet, dal? der Regelkreis lediglich geschlossen
und der Amplitudengang um einen der Reglerverstarkyrentsprechenden dB-Betrag nach
oben verschoben wird. Dal3 damit das System nicht zu stabilisieren ist, kann schnell an der
charakteristischen Gleichung des geschlossenen Kreis€g £ 6 ( 0.66 )

T’p"+K,—-1=0 (0.60)

(Ko = K(K) abgelesen werden. WiK} so gewahlt, daf3 reelle Pole entstel&re(1/K), so ist

der Regelkreis instabil. VergroRerung wdniiber 1K hinaus bringt lediglich Grenzstabilitat,

weil dann das entstehende konjugiert komplexe Polpaar entlang der Imaginaren Achse der
p-Ebene wandert.

Das Hurwitz-Kriterium liefert Hinweise auf mdogliche Alternativen. Die Hurwitz-
Determinante lautet

|0 0 (0.61)
T K, -1

Die interessierenden Determinanten sind alle null, was daran liegt, dal3 die charakteristische
Gleichung keinen Term erster Ordnung aufweist. Ein D- beziehungsweis&niéil allein in

der Reglertbertragungsfunktion fuhrt zwar zu einer charakteristischen Gleichung, in der
Terme aller Ordnungen vorhanden sind. Diese sind jedoch nicht alle positiv, was bedeutet,
dal3 der Regelkreis ebenfalls instabil ist (negative Determinanten). Ebenso erzeugt ein I-Anteil
alleine negative Determinanten.

Parallelschaltungen aus |- oder PAnteil und proportionalem Anteil stellen weitere
Moglichkeiten dar (Pl-, PDiFRegler). Auch mit einem PI-Regler kann das
Stabilitatskriterium nicht erftllt werden. Deshalb bildet ein RIEEgler die Grundlage fur

die weiteren Untersuchungen.

PDT;-Regler
Der Regler hat die Ubertragungsfunktion

ToP )y 1H(T+T)p (0.62)

G(p= Kr(1+1+Tp ' 1+Tp
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Die Bedingungen fur die Stabilititsgrenze konnen wieder mit dem Hurwitz-Kriterium
ermittelt werden. Die charakteristische Gleichung lautet

TP+ T E+(K(T+ D- T pr K-1=0 (0.63)
(Ko = K;K). Fir die Reglerparameter muf3 deshalb gelten

1 )
KF>E’ T, >0, T>0 (0.64)

Die letzten beiden Forderungen sind immer erflift.und T kdnnen deshalb ausschlief3lich

zur Erfillung der Guteforderungen verwendet werden, ohne daf ihre Wahl die Stabilitat
gefahrdet.

Mit der Zahlerzeitkonstant€, + T kann eine Streckenzeitkonstaiigkompensiert werden.

Die Nennerzeitkonstantebringt jedoch eine weitere Verzégerung mit sich.

Die Differenzier- und Verzdgerungsszeit des Reglers werden so eingestellt, dal3 sie in der
SummeTs ergeben. DA moglichst klein sein soll, kanfp naheTs = 38 ms liegen. Die
Reglerverstarkung; wird dann so lange erhdht, bis ein stabiles Verhalten eitdyitt 233).

In Abbildung 38 sindlp = 32 ms,T = 6 ms und; = 500, 700 und 900 gewahlt. Auch hier
erkennt man, dafl} eine hdhere Verstarkung eine grof3ere stationdre Genauigkeit nach sich
zieht. AuRerdem bringt dies eine Tendenz zum Uberschwingen mit sich, durch die aber der
stationare Wert schneller erreicht wird..

2 [ T T T T T T T T ‘ T T T T T T T T T T T T ]
- Kr=500 -
Lot K_=700 ]
i K =900 ]
e 1] i
< L i
0,5 N
0 Il Il Il Il ‘ Il Il ‘ Il Il Il Il ‘ Il Il Il i
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t [s]

Abbildung 38 Sprungantwoffp, =32 ms T =6 ms K, =500, 700, 900
Die Schnelligkeit der Regelung hangt weiter Vignab. Wie Abbildung 39 zeigt, vergrol3ert

sich die Ausregelzeit bei grolRerefs. Eine Verkleinerung der Differenzierzeit unter den
Wert vonTs fuhrt jedoch zu starkem Uberschwingen.
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) :_ TD =20/ms _:
B 5 =40 ms ]
r T,=60ms ]
1,5 _— __
= - 1
1 .
0,5 - —
0 L I I L ‘ L L ‘ L I ‘ L L :
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

t[s]
Abbildung 39  SprungantwofT, = 20, 40, 60 msT =6 ms K; =500)

Fur den weiteren Entwurf solldfy auf 1000 undp auf 32 ms festgesetzt werden. Damit ist
der Regelkreis stabil. Durch die hohe Verstarkung bleibt gentugend Spielraum zur
Stabilitatsgrenze. Die Induktivitat erreicht zwar schnell ihren stationdren Wert, aber dieser
entspricht nicht dem Sollwert. Um die bleibende Regelabweichung zu eliminieren muf3 nach
Abschnitt 0 ein I-Anteil eingefligt werden. Dazu bestehen zwei Moglichkeiten: Entweder in
Reihe (PI-PDT-Regler) oder parallel (PIDIRegler) zum vorhandenen PPRegler.

PI-PDTi-Regler

Es genigt nicht, ein einfaches Integrierglied in Reihe zu schalten, denn dieses destabilisiert -
wie sich mit dem Hurwitz-Kriterium nachrechnen laf3t - den Regelkreis. Man benotigt eine
Parallelschaltung aus I- und P-Glied mit der Ubertragungsfunktion

a1 (0.65)
G(p) =1+ Tp

Die Integrierzeifl|, bestimmt, wie grof3 der Einfluf3 des I-Anteils gegentiber dem P-Anteil, der
in diesem Fall das Signal unverstarkt passieren laf3t, ausfallt. Wmd klein gewahlt - das
bedeutet grol3e Verstarkung des Signals im |-Zweig - so wird er Kreis instabil (Abbildung
40, T, = 9.5 ms).

A A

AR AR
el \\ll\\l\l\\l\l\l\l\

ANRNARANRER

h(t)

0,4

0 0,1 0,2 0,3 0,4
t [s]
Abbildung 40 Kreis mit PI-PDfRegler an der Stabilitatsgrenze

o

5
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Mit Vergrol3erung der Integrierzeit stabilisiert sich das Verhalten, und die Regelgréf3e nahert
sich weniger schwingend ihrem Endwert (Abbildung 41). Auch die Uberschwingweite
verringert sich, jedoch nicht wesentlich. Sie kann in Grenzen (bis auf ca. 50% des Endwertes)
durch Steigerung der Reglerverstarkung oder der Differenzierzeit verkleinert werden.

2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

- AT =40ms i
1,5 - i
= 1L \ f P ]
= L \J i
N T,=20ms ]
0,5 |
0 Il Il Il Il ‘ Il Il ‘ Il Il Il Il ‘ Il Il Il i
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

t [s]
Abbildung 41 SprungantwofT, = 20, 40 msTp = 32 msT =6 ms K, =1000)

PIDT-Regler

Aus der Parallelschaltung eines I-Anteils und des PRdEglers erhalt man die
Ubertragungsfunktion des PIp'Reglers
1 N TP (0.66)

G(P)= K 1+ o+ 2

)

mit T =K/T)"

Bei dieser Schaltung greift der I-Anteil direkt in das Verhalten des;f3li@des ein. Damit

die Regelung durch die Parallelschaltung nicht zu langsam wird, mul3 die Verstérlalag
erstes erhoht werden. Die Integrierzeit kann dann genauso gewdahlt werden, wie in der
PI-PDT;-Regelung. Auch hier gilt, dal3 Vergro3erung Vordie Regelung verlangsamt und
Verkleinerung die Uberschwingweite vergroRert und die Tendenz zum Schwingen verstarkt.

115 [ T T T T T T T T T T ]
1h ~— ]
= ] ]
05 f -
0 i | | | Ll L L ! ]
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t[s]

Abbildung 42 SprungantworfT, =40 ms T, =32 ms T =6 ms K, = 2/10°)
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Die Abbildung zeigt einen guinstigen Verlauf der Regelgrof3e nach Sprunganregung. Auch hier
verschwindet die bleibende Regelabweichung. Die Uberschwingweite konnte ebenfalls
verringert werden. Sie stellt trotzdem noch ein Problem dar, da sie dazu fuhren kann, daf3 die
Systemgrof3en den linearen Bereich verlassen.

PI1-PDTi-Regler mit getrenntem Sollwertkanal

Die Uberschwingweite kann dadurch verringert werden, dalR dem;-RDdil eine
abgeschwachte Sollgro3e zugefihrt wird. In Abbildung 43 ist dies durch den Verstarkerblock
G, dargestellt.

|u + . Spule-Kugel- Induktivitats U
Sollwertvor{ ~Lsol | G=KH Goont Stellglied| System messung A
gabe P - G, G G
S m

Abbildung 43  Aufbau der Regelung mit getrenntem Istwertkanal
Die Fuhrungsubertragungsfunktion dieses Kreises lautet

Uy _ 6GG(K Gppy + G) (0.67)
U B 1+ Gv Gs Gm( GPDI + GI)

Lsoll

Der Nenner entspricht dem der Fuhrungsubertragungsfunktion des Regelkreises mit
PIDT;-Regler. Das bedeutet, dafd sich am Stabilitdtsverhalten nichts &ndert, sondern nur am
dynamischen Verhalten, das durch den Zahler beschrieben wird.

Die bleibende Regelabweichung des PIAhteils liegt bei diesem Aufbau unterhalb der
FuhrungsgroRe, weshalb sich die Regelgrof3e nicht von oben, sondern von unten der
Fahrungsgrof3e nahert. In Abbildung 44 ist die Sprungantwort fuir die Extrentyerté und

Ky, = 1 dargestellt. Wird die Fuhrungsgrof3e ungedampft an den-R&Jler weitergegeben
(Kp=1) erhalt man den PIQIRegler (siehe oben). WirK, verringert, nimmt die
Uberschwingweite ab, die Anstiegszeit jedoch zu.Kget 0 wird die SollgréRe nur noch dem
I-Anteil zugefuhrt wodurch die Schnelligkeit des RPBPAnteils fur die Regelung verloren

geht.
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h(t)

Abbildung 44

15

0,5 |

t[s]

0,3

0,4

o
o1

SprungantworfT,' = 2[0° s, Tp =32 ms T =6 ms K, = 2[10°, K, =0, 1)

Fur K, = 0.3 ist die Uberschwingweite klein und die Regelung gentigend schnell (Abbildung

45).

h(t)

Abbildung 45
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SprungantwofT,' = 20° s, Tp =32 ms T =6 ms K, = 2[10°, K, = 0.3

Die storende Schwingung zu Beginn des Einschwingvorgangs kann dadurch ,geglattet”
werden, dal? die Integrierzeit herabgesetzt wird.

h(t)

Abbildung 46
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SprungantwoT,' = 1.50° s, Tp =32 ms T =6 ms K, = 2/10°, K, = 0.3
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Abschlie3ende Betrachtungen

In diesem Abschnitt sind Betrachtungen zur Qualitat der Regelung zusammengefalit. Diese
beziehen sich auf Faktoren, die nicht in den Regelungsentwurf eingegangen sind. Folgende
Fragen sollen geklart werden:

1. Wie wirken sich die Verzdgerungszeiten der Filter aus?
2. Kénnen Storungen der Kugelposition ausgeregelt werden?
3. Ist der Regelkreis auch bei Anderung der Systemparameter noch stabil?

Dazu soll lediglich der PIDfFRegler mit getrenntem Sollwertkanal (Abbildung 46)
herangezogen werden. Fir die anderen Regler verlaufen die Untersuchungen aquivalent.

Bericksichtigung einer verzégernden Wirkung

Wegen der in der Induktivitatsmessung enthaltenen Filterkomponenten kann es im Regelkreis
zu Verzogerungen beim Signalflul? kommen, die bisher noch nicht bericksichtigt wurden.

Um deren EinfluR festzustellen, wird in den Regelkreis ein-Glied eingeflgt. Der
Verstarkungsfaktor kann eins gewahlt werden. Ein abweichender wird mit dem
Verstarkungsfaktor des Reglers so verrechnet, dal3 sich am gesamten Verstarkungsfaktor
nichts andert. Fir die Betrachtung empfiehlt es sich als Verzdgerungszeit einen maoglichst
grol3en Wert zu wahlen, da der Einflu? mit der Grél3e dieser Zeit zunimmt.

Wahlen wir als Verzdgerungszeit den Wert 1/200+g)( so beeintrachtigt das die Stabilitat

nicht (Abbildung 47).
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Abbildung 47  Sprungantwort des Kreises mit Verzége(ling 1/200 3
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Es ist jedoch eine Tendenz zum Schwingen erkennbar, die sich mit VergroRerung der
Verzogerungszeit erhdoht und schlie3lich zu Instabilitdt fuhrt. Dieser kann entgegengewirkt
werden, indem die Verstarkung des Regelkreises herabgesetzt wird. Dies allerdings in
Grenzen, da eine zu geringe Verstarkung ebenfalls zur Instabilitat fuhrt. Hier gentgt bereits
ein Faktor 1.5. Wegen der Parallelschaltung ist sowohl der Verstarkungsfaktor des
PDT,-Gliedes zu verringern, als auch die Integrierzeit des I-Gliedes zu erhéhen (was einer
Erhohung der Verstarkung dieses Gliedes gleichkommt).
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Abbildung 48 Sprungantwort des Kreises mit Verzége(ling 1/200 s;T,* = 3[10°, Kg = 1200
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Berucksichtigung von Stérungen der Kugelposition

Es sind einige Faktoren denkbar, die die Regelung stérend beeinflussen kdnnten. Seien es
aulRere Magnetfelder oder sich tber den Versuchsverlauf dndernde Materialeigenschaften
(durch Erwarmung). Diese sollen hier nicht betrachtet werden, sondern allein die Stérung der
Kugelposition.

Ziel des Experiments ist es diese zu stabilisieren. Das heif3t, dal3 eine ihr &quivalente,
konstante Sollinduktivitdt vorgegeben werden muf. Deren GroR3e richtet sich nach dem
gewahlten Arbeitspunkt (fir die oben angegebenen Werte zum Beispiel ca. 80 mH bei einem
Kugel-Spule-Abstand von 3 cm). Die dieser Induktivitdt entsprechende Spannung wird der
Regelung zugefuhrt (Abbildung 30). Sie mul3 konstant gdilnd = 0). DalR der Regelkreis

bei Abweichungen trotzdem stabil bleibt, haben wir in Abschnitt O gesehen.

In diesem Abschnitt soll davon ausgegangen werden, dafd die Sollwertspannung konstant ist.
Folglich kann im um den Arbeitspunkt linearisierten Regelkreismodell der Wert der
Fuhrungsgrof3e null gesetzt werden (Abbildung 31).

Abweichungen vom Arbeitspunkt kénnen schlieBlich durch Anderung der Kugelposition
wegen aul3erer Einflisse auftreten. Die Wirkung dieser Storudgenmn (Abbildung 49)

sollen hier untersucht werden.
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Abbildung 49  St6rung der Kugelposition
Fur die Stortbertragungsfunktion (bezogen auf die Kugelposition) erhalt makgit= 0

Az,, 1 (0.68)
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G; ist die entsprechende Regleribertragungsfunktion. Fir die Regelung mit getrenntem
Sollwertkanal lautet sie wegen verschwindender SollgréRe ebenso wie die des gewdhnlichen
PIDT;-Reglers

G, =G + Gy, (0.69)

Zunachst stellt sich natirlich die Frage, wie weit die Kugel vom Arbeitspunkt ausgelenkt
werden kann unter der Voraussetzung, dal3 diese Storung trotzdem noch ausgeregelt wird.
Dies zu beantworten ist jedoch nicht ganz einfach, weil sich mit gro3en Auslenkungen auch
die Systemparameter andern. Dies wird im ndchsten Abschnitt mit einbezogen.

Hier interessiert nur, ob eine Stérung, die im System an der Stelle der Kugelposition ansetzt,
ausgeregelt wird. Deshalb gehen wir von kleinen Anderungen der Kugelposition aus und
arbeiten mit konstanten Systemparametern.

Wir betrachten eine sprungartige Auslenkung der Kugel um 1 cm zur Zditl s. Fir die
Storung gilt demnach

AZ(t) = +0.01(t - Q) (0.70)

Abbildung 50 zeigt den Verlauf der Kugelposition nach dieser Stérung. Bereits nach 0.2 s hat
die Kugel die Ruhelage wieder erreicht.
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Abbildung 50  Verlauf der Kugelposition nach einer Stérung
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Auslenkungen in die andere Richtung werden wegen der angenommenen Linearitat
entsprechend ausgeregelt.

Anderung der Systemparameter

In den bisherigen Ausfiihrungen wurde vorausgesetzt, daf} die SystempakametdrTs

nach einmaliger Wahl des Arbeitspunktes unter allen Umstanden konstant bleiben
(linearisiertes System). Der Entwurf des Regelkreises baut auf diesen festen Werten auf. Das
bedeutet, dal’ Stabilitat fir diese erreicht wird.

Im realen System andern sich die Systemparameter und damit das Systemverhalten jedoch mit
jeder Anderung von Kugelposition oder Spulenstrom. Da die Regelung mit an den
Arbeitspunkt angepaliten Parametern arbeitet, kann dann Stabilitat nicht mehr grundsatzlich
gewahrleistet werden.
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Deshalb ist es interessant herauszufinden, in welchen BereichenKsicimd Ts bei
vorgegebenen Reglerparametern andern dirfen, ohne die Stabilitéat zu gefahrden. Daraus kann
geschlossen werden, wie weit sich Spulenstrom und Kugelposition vom Arbeitspunkt
entfernen dirfen beziehungsweise wie weit dieser verschoben werden kann.

Aus Simulationen mit verschiedenen Systemparameterwerten ergeben sich bereits folgende
Beobachtungen.

Eine Abweichung vom Arbeitspunkt in Richtung grol3eikefWerte hat ein unruhigeres
Einschwingverhalten zur Folge, ebenso wie eine Absenkung der Zeitkon$taridéese

beiden Effekte fiihren erst bei groRen Anderungen zur Instabilitat des Kreises.

Gefahrlicher ist eine Absenkung vdfy, weil dadurch die Kreisverstarkung unter einen
kritischen Wert fallen kann. GleichermalRen fuhrt eine starkere Verzogerung des
Signaldurchlaufs (Erh6hung vadn) zu Instabilitat.

Um gquantitative Aussagen Uber die Bereiche machen zu kénnen, in denen sich Spulenstrom
und Kugelposition bewegen dirfen, kann das Hurwitz-Kriterium verwendet werden.
Bezuglich Stabilitat verhalt sich der Regler - wie bereits in Abschnitt 0 bemerkt - wie ein
PIDT:-Regler.

Somit lautet die charakteristische Gleichung fur die Lage der Pole

KKK 1, Tp (0.71)

1+MK 1+_
( Tp 1+Tp

=0
T52p2_1 r )

wobei wiedelT, =K, T,” gilt. Ks undTs mussen die daraus mittels des Hurwitz-Kriteriums
abgeleitete Bedingung

K K KK(TT-TNT+T)> TOT+ T(TT- 1) (0.72)
erfullen. Fur den gegebenen Regelkreis ergibt sich zum Beispiel
013K, > Q03T+ 28110 (0.73)

Erflllen die Parameter diese Forderung, arbeitet der Reglekreis noch stabil.
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Der daraus errechnete Stabilitatsbereich tber Spulenstrom und Kugelposition ist in Abbildung

51 dargestellt.
10F
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Abbildung 51  Stabilitatsbereich tiber Spulenstrom und Kugelposition (weil3er Bereich) beim gegebenem
Regler
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Ergebnis

Die Untersuchungen haben gezeigt, dal3 sich die Kugel im Magnetfeld der Spule stabilisieren
[aft.

Radiale Stabilitat ist durch die Geometrie des Spulenfeldes gegeben (Abschnitt 0). Dies hat
sich bereits beim Experimentieren mit Spule und Kugel gezeigt.

Fir die horizontale Stabilisierung der Kugelposition wird eine Regelung bendétigt. Da sich
Anderungen der Kugelposition auf die Induktivitat der Spule auswirken, kann diese als
Regelgrof3e verwendet werden. Beeinflul3t wird sie Gber den Spulenstrom.

Fur den Reglerentwurf sind die Zusammenhdnge im Kugel-Spule-System um einen
Arbeitspunkt linearisiert worden (Abschnitt 0), sodal3 auf die Theorie der linearen Regelungen
zuruckgegriffen werden konnte.

Der Regelkreis besteht neben dem Spule-Kugel-System aus dem Induktivitditsmel3glied, den
Spannungsquellen fur Sollwertvorgabe und Arbeitspunkteinstellung, dem Stellverstarker und
dem Regler (Abschnitt 0). Als Regler erweist sich ein RiB&gler mit getrenntem
Sollwertkanal als geeignet, da er zum einen schnell ist und zum anderen die Regelgréf3e beim
Ausregeln wenig Uberschwingt (Abschnitt 0). Die Simulation zeigt, daf3 er in der Lage ist
Stérungen der Kugelposition auszuregeln. Anderungen der Systemparameter iiber einen
groRen Bereich sind zulassig, sodal? aus der Linearisierung der Ubertragungsfunktion des
Systems keine Probleme bei der Regelung folgen werden. Die Regler kdénnen als
Operationsverstarkerschaltungen aufgebaut werden.

Sind die Systemparameter in der Arbeit aus einem stark vereinfachten Modell gewonnen
worden, so mussen sie bei Realisierung des Versuchs experimentell ermittelt werden. Das gilt
ebenso fir die Ubertragungsfunktion des InduktivitaitsmeRgliedes, die proportional
angenommen worden ist.

Vorexperimente haben zudem gezeigt, dal3 bei angegebener Ausfiihrung von Spule und Kugel

(S.44) bereits ein Strom von ca. 2 A genugt, um die Kugel zu heben. Demnach gibt die
Néaherung ( 0.28 ) nur eine grobe Abschatzung der Kraft auf die Kugel.
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Anhang

MATHEMATICA-Rechnungen

Im Folgenden sind die MATHEMATICA-Notebooks aufgelistet, mit deren Hilfe die fir die
Arbeit notwendigen Berechnungen durchgefiihrt wurden.

Bode-Diagramm und Sprungantwort

Dieses Notebook dient der Darstellung des Bode-Diagramms und der Sprunga(tivaort
einer gegebenen Ubertragungsfunkfigm .

Needs["Graphics Graphics™]
Needs["Calculus’LaplaceTransform™]

Modify /: Modify[x_]:=x /;x<0

Modify /: Modify[x_] :=-360+x /; x>0

fstep[t_] = InverseLaplaceTransform| f[p]/p, p, t];

Ubertragungsfunktion
flp_] = 1/(1+0.5*p+p"2);
Frequenzgang
glw_] = flp]/.p->I*w;
Bode Diagramm

wmin = 0.01;
wmax = 10;

bode_b = LogLinearPlot[20*Log[ 10, Abs[g[w]] ], {w, wmin, wmax},
GridLines->Automatic, Frame->True, PlotRange->All,
FrameLabel->{"w [1/sec]", "|G(iw)| dB"}];

bode_p = LogLinearPlot[Modify[ 360/(2*Pi//N) * Arg[g[w]] ], {w, wmin,
wmax}, GridLines->Automatic, Frame->True, PlotRange->All,
FramelLabel->{"w [1/sec]", "Arg[G(iw)]"}];

Sprungantwort

tmax = 30;

sprung = Plot[fstep[t], {t, 0, tmax},
Frame->True, GridLines->Automatic, PlotRange->All,
FramelLabel->{"t [sec]", "h()"}];

1 Eur die meisten Grafiken lieferten diese Notebooks nur die Daten, die dann weiterverarbeitet wurden.
71



Stabilitat im Spulenrandfeld

Mit diesem Notebook wurde Uberprift, ob das Spulenrandfeld ( 0.12 ) der Stabilitatsbe-

dingung ( 0.7 ) genugt.
Definitionen

werte = {m0->4*(Pi//N)*10”-7, n->1100, i->4.7, |->0.06, rSp->0.03};
Spulenfeld

b[r_.fi_,z_] = mO*Sqrt[4*mO/Pi]* i*n/I*
{-Integrate[Sin[k*rSp]/k* Exp[-k*z]* BesselJ[1,k*r], {k,0,100}] +
rSp*Integrate[Cos[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[1,k*r], {k,0,100}],
0,
-Integrate[Sin[k*rSp]/k* Exp[-k*z]* BesselJ[0,k*r], {k,0,100}] +
rSp*Integrate[Cos[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[0,k*r], {k,0,100}]};

Stabilitatsbedingung

Ableitungen

dbz[r_,fi_,z_] = mO*Sqrt[4*mO/Pi]* i*w/I*
{Integrate[Sin[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[1,k*r], {k,0,100}] -
rSp*Integrate[k*Cos[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[1,k*r], {k,0,100}],
0,
Integrate[Sin[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[0,k*r], {k,0,100}] -
rSp*Integrate[k*Cos[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[0,k*r],[k,0,100}]};

dbz2[r_,fi_,z_] = mO*Sqrt[4*mO/Pi]* i*w/I*
{-Integrate[k*Sin[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[1,k*r], {k,0,100}] +
rSp*Integrate[k"2*Cos[k*rSp]* Exp[-k*z]*BesselJ[1,k*r],{k,0,100}],
0,
-Integrate[k*Sin[k*rSp]* Exp[-k*z]* BesselJ[0,k*1], {k,0,100}] +
rSp*Integrate[k"2*Cos[k*rSp]*Exp[-k*z]*BesselJ[0,k*r],{k,0,100}]};

Bedingung radial

linkeSeiteRad[r_,fi_,z_] = b[r,fi,z] . dbz2][r,fi,z];

rechteSeiteRad[r_,fi_,z_] = dbz][r.fi,z] . dbz][r,fi,z]/2;

listeRad = Table[{z,(linkeSeiteRad[0,0,z]-
rechteSeiteRad[0,0,z])/.werte//N}, {z,0,0.1,0.005}];

pRad = ListPlot[listeRad, PlotJoined->True,AxesLabel->{"z /m","Delta /T"}];

Bedingung axial

rechteSeiteAx[r_,fi_,z_] = b[r,fi,z] . dbz2[r fi,z];

linkeSeiteAx[r_fi_,z_] = -dbz][r.fi,z] . dbz][r,fi,z];

listeAx = Table[{z, (linkeSeiteAx|[0,0,z]-rechteSeiteAx[0,0,z])/.werte//N},
{z,0,0.1,0.005}]

pAx = ListPlot[listeAx, PlotJoined->True, AxesLabel->{"z /m","Delta /T"}];
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Induktivitat der Spule und Kraft auf die Kugel

Die Induktivitdt der Spule bei Anwesenheit der Kugel kann mit unten stehendem Notebook
berechnet werden. Die Beschreibung der zugrunde gelegten Modelle findet sich in
Abschnitt O.

Induktivitat der Spule

Spulenfeld (Spule erstreckt sichvon z=0bisz =1)

HiMax = i*n/l;

HiSp[r_,z_] ={0, 0, HiMax};

HaSp[r_,z_] ={0, 0, HiMax/2 * Exp[-z/rSp]};
(** gilt fir den Bereich z > 0 **)

Kugelfeld (Kugel befindet sich bei z = zKu)

MKu[zKu_] = x*HaSp[0,zKu][[3]];
HaKu[r_,Z ] = rKu"3/Sqgrt[r*2+(z-zKu)*2]"3*MKu[zKu]*
{r*(z-zKu),
0,
(2*(z-zKu)*2-r"2)/3} |.z-zKu->Z;
(** SUBSTITUTION Z=z-zKu, x=mr-1 **)

Superposition der Felder im Spulenvolumen
Hi[r_,Z_] = HiSp[r,Z] + HaKul[r,Z]
Induktivitat

EnergDichte[r_,Z ] = (Hi[r,Z] . Hi[r,Z]) /(i*2*n"2/I"2)//[Expand
(** m0/2 spater dranmultiplizieren, i*2*n2/1"2 ausklammern **)

EnergF[r_,Z ] = Integrate[r*EnergDichte[r,Z], {f,0,2*Pi//N}}//Expand
EnergRF[Z_] = Integrate[EnergF[r,Z], {r,0,rSp}]
EnergZRF[zKu_] = Integrate[EnergRF[Z], {Z,-]-zKu,-zKu}]

(** RUCKSUBSTITUTION **)

Energie[zKu_] = m0/2*(i72*n"2/1"2)*EnergZRF[zKu]

Induktivitat[zKu_] = 2*Energie[zKu]/i*2

Kraft auf die Kugel

F[zKu_,i_] = mO*(n*i/l)"2/8*Exp[-2*zKu/rSp]*Pi*rku”2
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Systemparameter

Das folgende Notebook berechnet die Systemparai@gteCr, und Cr, beziehungsweisks

und Tsund stellt sie in Abhangigkeit von Spulenstrom und Kugelposition dar. Zu beachten ist,
dafl3 sich hierfir die Definitionen von Spuleninduktivitdt und Kraft auf die Kugel bereits im
Kernel befinden missen.

Mit dem letzten Block kann der Stabilitatsbereich flr die Parameter gezeichnet werden
(Abschnitt 0).

Werte

werte = {m0->4*(Pi//N)*10"-7, n->1100, |->0.06, rSp->0.03,
rku->0.03, x->1200%};

IAP = 4.7;

zAP =0.03;
(** Arbeitspunkt zZAP m **)

Systemparameter

clz[zKu_] = D[Induktivitat[zKu], zKu];
cfz[zKu_,i_] = D[F[zKu,i], zKu];
cfi[zKu_,i_] = D[F[zKu,i], i];

clz[zAP]/.werte//N
cfz[zAP, iAP]/.werte//N
cfi[zAP, iAP]/.werte//N

Ks[zKu_,i_] = -clz[zKu] * cfi[zKu,i] / -cfz[zKu,i];
Ts[zKu_,i_] = Sgrt[m / -cfz[zKu,i]];

Ks[zAP, iAP]/.werte//N
Ts[zAP, iAP]/.werte//N

Plot3D[Ks[zKu,i]/.werte, {zKu,0.001,0.1}, {i,1,10},

PlotRange->All, ViewPoint->{4.265,7.343,2.982},

AxesLabel->{"zKu [m]", "I [A]", "Ks [H/A]"}, ColorOutput->GrayLevel];
Plot3D[Ts[zKu,i]/.werte, {zKu,0.001,0.1}, {i,1,10},

PlotRange->All, ViewPoint->{4.265,7.343,2.982},

AxesLabel->{"zKu [m]", "I [A]", "Ts [s]"}, ColorOutput->GrayLevel];

Stabilitatsbereich

Gleichung = Ks[zKu,i]*2*133.056 - Ts[zKu,i]*2*60 - 0.05544
ContourPlot[Evaluate[Gleichung]/.werte,
{zKu,0.001,0.1}, {i,1,10},
FrameLabel->{"zKu [m]", "I [A]"}, ColorOutput->GrayLevel,
PlotRange->{-10,0}];
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Hurwitz-Kriterium

Die Hurwitz-Determinante und das zugehérige Gleichungssystem berechnet das folgende
Notebook. Die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises wif@fim_] angegeben.

Ubertragungsfunktion des offenen Kreises

fO[p_] = K/(Ts"2*p"2-1)
(** P-Regler **)

Hurwitz Kriterium

charGl = Collect[(Denominator[fO[s]] + Numerator[fO[s]])//Expand, s]
coeffList = CoefficientList[charGl, s]//Reverse//Simplify

Determinante

dim = Length[coeffList]-1;
z1 = Table[2*n+1, {n,0,dim-1}];
hurDetRast = Table[RotateRight[z1,(n-Mod[n,2])/2] - Mod[n,2], {n,0,dim-1}];
hurDet = Table[Table[0, {n,1,dim}], {n,1,dim}];
For[i=1, i<=dim, i++,
For[j =1, j <= dim, j++,
elem = hurDetRast][][i,j]];
Iflelem <= dim,
hurDet = ReplacePart[hurDet, coeffList[[elem+1]], {i,j}],
hurDet = ReplacePart[hurDet, 0, {i,j}1]

I
TableForm[hurDet, TableSpacing->{1,2}, TableAlignments->{Center,Center}]

Gleichungssystem

gISys = Table[Minors[hurDet,n][[1,1]]//Simplify, {n,1,dim}]//TableForm
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Regelkreissimulation

Zur Simulation des Regelkreises mit verschiedenen Reglern dienen die nachfolgenden
Notebooks. Ausgegeben wird jeweils die Sprungantwort des Kreises.

Needs["Graphics Graphics™]
Needs["Calculus’LaplaceTransform™]
fstep[x_] := InverseLaplaceTransform[x/p, p, t]

Werte

werteR = {Kr->500, Td->0.032, T->0.006, Ti->1/30};
werteSys = {Ks->0.002, Ts->0.04, Kv->2};

Ubertragungsfunktion

System

fv[p_] = Kv;
fs[p_] = Ks/(Ts"2*p"2-1);

fSys[p_] = fv[p]*fs[p];

Regler

PDT1

fR[p_] = Kr*(1+Td*p/(1+T*p))//Together;

PI-PDT1

fR[p_] = Kr*(1+1/(Ti*p))*(1+Td*p/(1+T*p))//Together;
PIDT1

fR[p_] = Kr*(1+1/(Ti*p)+Td*p/(1+T*p))/[Together;

Kreis

Offener Kreis

f0[p_] = fR[p]*fSys[p];

Geschlossener Kreis

fG[p_] = fO[p]/(1+fO[p]);
Sprungantwort

sR = Plot[Evaluate[fstep[(fG[p]/.werteSys/.werteR)//Simplify]],
{t,0.00001,0.5}, Frame->True, GridLines->Automatic,
FrameLabel->{"t [sec]", "h(t)"}, PlotRange->All, PlotPoints->500];
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Fur den Regler mit getrenntem Sollwertkanal erhalt man eine andere Ubertragungsfunktion
des geschlossenen Kreises. Das Fuhrungs- und Stértubertragungsverhalten dieses Regelkreises
wird mit dem folgenden Notebook berechnet.

Needs["'Graphics Graphics™]
Needs["Calculus’LaplaceTransform™]
fstep[x_] := InverseLaplaceTransform[x/p, p, t]

Werte

werteR = {Kr->500, Td->0.032, T->0.006, Ti->1/30};
werteSys = {Ks->0.002, Ts->0.04, Kv->2};

Ubertragungsfunktion

System
fSys[p_] = Kv*Ks/(Ts"2*p"2-1);
Regler

filp_] = 1/(Ti*p);
(** I-Anteil **)
fR[p_] = Kr*(1+Td*p/(1+T*p))//Together;
Fuhrungsubertragungsverhalten

fG[p_] = fSys[p]*(Kp*fR[p] + fi[p]) / (1 + fSys[p]*(fR[p] + fI[p]))
(** Faktor Kp fur PDT1-Kanal **)

Sprungantwort

sR = Plot[Evaluate[fstep[(fG[p]/.werteSys/.werteR)//Simplify]],
{t,0.00001,0.5}, Frame->True, GridLines->Automatic,
FrameLabel->{"t [sec]", "h(t)"}, PlotRange->All, PlotPoints->500];

Storubertragungsverhalten
fG[p_] = 1/ (1 + fSys[p]*(fR[p] + fI[p]))
Sprungantwort

sR = Plot[Evaluate[0.01*fstep[(fG[p]*Exp[-0.1*p]/.werteSys/.werteR)//
Simplify]],
{t,0.00001,0.5}, Frame->True, GridLines->Automatic,
FrameLabel->{"t [sec]", "zKu(t)"}, PlotRange->All, PlotPoints->500];
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