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Kapitel 1

Einführung

In dieser Arbeit geht es darum, für die Lösung eindimensionaler stochastischer Differential-

gleichungen mit Markovschen Sprüngen gute Näherungen zu finden, genauer gesagt die er-

wartete quadratische Abweichung der Approximation von der Lösung soll möglichst klein

sein.

Gewöhnliche eindimensionale stochastische Differentialgleichungen im Sinne von Ito sind von

der Form

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T, (1.1)

wobei f und g zwei reellwertige stetige Funktionen sind und W (t) mit t ≥ 0 ein Wiener-Prozeß

ist. Für den Startwert X(t0) gelte X(t0) = X0, wobei X0 eine reellwertige Zufallsvariable

bezeichnet. Die Lösung X(t) von (1.1) hat dann die Integraldarstellung

X(t) = X0 +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T.

Dabei ist das zweite Integral ein Ito-Integral, infolge dessen X(t) Ito-Prozeß genannt wird.

Glatte Funktionen von Ito-Prozessen sind wieder Ito-Prozesse und lassen sich mit Hilfe der

Ito-Formel

U(t, X(t)) = U(t0, X(t0))+

+

∫ t

t0

(

U (1,0)(s, X(s)) + f(s, X(s)) · U (0,1)(s, X(s))

+1/2 · g2(s, X(s)) · U (0,2)(s, X(s))
)

ds

+

∫ t

t0

g(s, X(s)) · U (0,1)(s, X(s)) dW (s)

3
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als Summe mehrfacher Integrale darstellen. Die Lösung X(t) läßt sich durch diese Methode

in die Form

X(t) = X0 + f(t0, X0) · (t − t0) + g(t0, X0) · (W (t) − W (t0)) + R(t) (1.2)

bringen, wobei das Restglied R(t) aus Doppelintegralen mit nichtkonstanten Integranden

besteht. Die Integranden der Integrale des Restglieds lassen sich wiederum mit der Ito-Formel

so umschreiben, daß sich eine Teilsumme von Integralen mit konstanten Integranden ergibt.

Die Lösung kann dann beispielsweise durch

X(t) = X0 + f(t0, X0) · (t − t0) + g(t0, X0) · (W (t) − W (t0))

+1/2 · (g · g(0,1))(t0, X0) ·
(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

+ R̃(t) (1.3)

ausgedrückt werden, wobei das Restglied R̃(t) aus Mehrfachintegralen mit nichtkonstanten

Integranden besteht und g(0,1) die erste Ableitung von g bezüglich ihrer zweiten Kompo-

nente bezeichnet. Durch das wiederholte Anwenden der Ito-Formel auf beliebige Integranden

ergibt sich eine stochastische Taylorentwicklung für die Lösung der stochastischen Differenti-

algleichung (1.1), die sogenannte Ito-Taylorentwicklung für X(t). Auf der Basis verschiedener

unterschiedlich weit entwickelter Ito-Taylorentwicklungen werden Verfahren konstruiert, die

in Zeitpunkten τk, k = 0, . . . , m mit t0 = τ0 < τ1 < . . . < τm−1 < τm = T Näherungswerte

X̄k, k = 0, . . . , m der Lösung berechnen. Die Menge der Zeitpunkte τk wird Diskretisierung

des Intervalls [t0, T ] genannt.

Die Ito-Taylorentwicklung (1.2) der Lösung X(t) legt folgende Konstruktion zur Berechnung

von Näherungswerten X̄k ≈ X(τk) nahe:

X̄0 = X0 und (1.4)

X̄k+1 = X̄k + f(τk, X̄k) · (τk+1 − τk) + g(τk, X̄k) · (W (τk+1 − W (τk)) (1.5)

für k = 0, . . . , m− 1. Für diese, durch ihre sukzessive Konstruktion gut simulierbare, Appro-

ximation soll jetzt der erwartete quadratische Fehler, der durch sie gemacht wird, ermittlet

werden. Da dieser günstigerweise für das gesamte Intervall [t0, T ] formuliert wird, ist es sinn-

voll die diskreten Approximationen (1.4) und (1.5) durch

X̄(t) = X̄k + f(τk, X̄k) · (t − τk) + g(τk, X̄k) · (W (t) − W (τk))

für t ∈ [τk, τk+1] mit k = 0, . . . , m − 1 kontinuierlich fortzusetzen. Diese Approximation der

Lösung X(t) heißt Euler-Approximation X̄E und für ihren Fehler gilt

e
(

X̄E
)

:= sup
t∈[t0,T ]

E
(

X(t) − X̄E(t)
)2 ≤ c · ∆max,
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wobei ∆max = maxk=0,...,m−1(τk+1−τk) und c > 0 eine von ∆max unabhängige Konstante ist,

vorausgesetzt die Funktionen f und g und der Startwert X0 erfüllen gewisse Regularitätsbe-

dingungen.

Im Vergleich dazu wird aus der Ito-Taylorentwicklung (1.3) folgende Rekursion zur Berech-

nung von Näherungswerten X̄k ≈ X(τk) gefolgert:

X̄0 = X0 und

X̄k+1 = X̄k + f(τk, X̄k) · (τk+1 − τk) + g(τk, X̄k) · (W (τk+1 − W (τk))

+1/2 · (g · g(0,1))(τk, X̄k) ·
(

(W (τk+1) − W (τk))
2 − (τk+1 − τk)

)

für k = 0, . . . , m − 1. Deren kontinuierliche Fortsetzung lautet

X̄(t) = X̄k + f(τk, X̄k) · (t − τk) + g(τk, X̄k) · (W (t) − W (τk))

+1/2 · (g · g(0,1))(τk, X̄k) ·
(

(W (t) − W (τk))
2 − (t − τk)

)

für t ∈ [τk, τk+1] mit k = 0, . . . , m− 1. Diese Konstruktion wird Milstein-Approximation X̄M

genannt. Hierbei gilt für den Fehler

e
(

X̄M
)

:= sup
t∈[t0,T ]

E
(

X(t) − X̄M (t)
)2 ≤ c · ∆2

max,

falls die Annahmen an die Funktionen f und g und an den Startwert X0 noch etwas erweitert

werden. Für kleine Abstände der Diskretisierungszeitpunkte läßt sich der erwartete quadrati-

sche Fehler der Milstein-Approximation damit besser beschränken, als der Fehler der Euler-

Approximation. Wegen
(

e
(

X̄E
))1/2 ≤ c ·∆1/2

max und
(

e
(

X̄M
))1/2 ≤ c ·∆max wird gesagt, daß

die Euler-Approximation die starke Konvergenzordnung 1/2 und die Milstein-Approximation

die starke Konvergenzordnung 1 hat. Es ist bekannt (vgl. [5]), daß für geeignete Approxima-

tionen, die aus der Ito-Taylorentwicklung der Lösung konstruiert werden, die immer mehr

Terme mit konstanten Integranden berücksichtigt, sich die starke Konvergenzordnung belie-

big weit um jeweils 1/2 erhöhen läßt, so daß durch eine geeignete Approximation mit beliebig

vielen Summanden eine beliebig große starke Konvergenzordnung erzielt werden kann.

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Frage, wie sich die obige Situation bei stochasti-

schen Differentialgleichungen mit Markovschen Sprüngen darstellt. Der Lösungspfad einer

gewöhnlichen stochastischen Differentialgleichung ist immer stetig in der Zeit. Bei stochasti-

schen Differentialgleichungen mit Markovschen Sprüngen wird durch eine, in die Funktionen
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f und g einfließende, rechtsstetige Markov-Kette r : R+ → S := {1, . . . , N} erreicht, daß

mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit immer eine bestimmte von N verschiedenen stochasti-

schen Differentialgleichungen im Laufe der Zeit betrachtet wird, so daß sich stückweise stetige

Lösungspfade ergeben, die in den Sprungzeitpunkten rechtsstetig sind. Deshalb wird von Mar-

kovschen Sprüngen gesprochen. Die Übergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette r sind

wie folgt definiert:

P{r(t + δ) = j|r(t) = i} =

{

γijδ
n + o(δn) : falls i 6= j,

1 + γijδ
n + o(δn) : falls i = j,

(1.6)

wobei t ∈ R+, δ > 0, n ≥ 1 und γij > 0 für alle j 6= i, sowie γii = −∑j 6=i γij . Es sei darauf

hingewiesen, daß die Gleichung (1.6) im Falle n = 1 eine Eigenschaft des Poisson-Prozesses

ist. Die interessierenden stochastischen Differentialgleichungen mit Markovschen Sprüngen

sind von der Struktur

dy(t) = f(y(t), r(t)) dt + g(y(t), r(t)) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1,

mit der reellwertigen Zufallsvariable y0 := y(0) als Startwert des stochastischen Prozesses

y(t) und der Konstanten i0 := r(0) ∈ S als Startwert der Markov-Kette r(t), sowie der

äquivalenten Integralform

y(t) = y0 +

∫ t

0
f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

0
g(y(s), r(s)) dW (s), 0 ≤ t ≤ 1.

Durch die generalisierte Ito-Formel

V (y(t), r(t)) = V (y(t0), r(t0)) +

+

∫ t

t0

(

V (1,0)(y(s), r(s)) · f(y(s), r(s)) +

+1/2 · V (2,0)(y(s), r(s)) · g2(y(s), r(s)) +
N
∑

j=1

γr(s)j · V (y(s), j)

)

ds +

+

∫ t

t0

V (1,0)(y(s), r(s)) · g(y(s), r(s)) dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ 1,

läßt sich auch die Lösung y(t) der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen

Sprüngen durch eine Ito-Taylorentwicklung ausdrücken und somit ist eine Vorgehensweise

zur Konstruktion von Approximationen von y(t), wie im Fall der gewöhnlichen stochasti-

schen Differentialgleichungen, gerechtfertigt. In dieser Arbeit beschränken wir uns darauf,
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äquidistante Diskretisierungen des Intervalls [0, 1] zu betrachten, d.h. die m + 1 Diskretisie-

rungszeitpunkte tk werden durch tk = k · ∆ für k = 0, . . . , m mit der Schrittweite ∆ = 1/m

erzeugt.

Die Euler-Approximation Xk ≈ y(tk) wird dann durch

X0 = y0 und

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk

für k = 0, . . . , m − 1 konstruiert, wobei ∆Wk = W (tk+1) − W (tk) und {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .}

eine simulierte, diskrete Markov-Kette ist, die die Übergangswahrscheinlichkeiten (1.6) erfüllt

und welche damit die expliziten Werte für die Approximation liefert. Die kontinuierliche

Fortsetzung lautet

X(t) = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · (t − tk) + g(Xk, r

∆
k ) · (W (t) − W (tk))

für t ∈ [tk, tk+1). Chenggui Yuan und Xuerong Mao haben in [12] gezeigt, daß mit Voraus-

setzungen für f, g und y0, die an jene aus dem gewöhnlichen Fall angelehnt sind, wieder die

starke Konvergenzordnung 1/2 gezeigt werden kann:

sup
t∈[0,1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆

(siehe Theorem 3.1).

Um nun zu untersuchen, inwieweit sich weitere Analogien zwischen den gewöhnlichen stocha-

stischen Differentialgleichungen und denen mit Markovschen Sprüngen aufzeigen lassen, ist

insbesondere die Milstein-Approximation von Interesse. Ihre diskrete Form lautet

X0 = y0 und

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk + 1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r

∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

für k = 0, . . . , m − 1 mit der kontinuierlichen Fortsetzung

X(t) = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · (t − tk) + g(Xk, r

∆
k ) · (W (t) − W (tk))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(W (t) − W (tk))
2 − (t − tk)

)

(1.7)

für t ∈ [tk, tk+1). Als erstes Hauptergebnis dieser Arbeit (Theorem 4.1) wird gezeigt, daß

die Approximation (1.7) unter den oben erwähnten Voraussetzungen die starke Konvergen-

zordnung min{n
2 , 1} besitzt, wobei n ≥ 1 der Parameter aus (1.6) ist. Um zu sehen, wel-

che Auswirkungen dies auf die starke Konvergenzordnung von Approximationen hat, die
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noch weitere Terme der Ito-Taylorentwicklung der Lösung berücksichtigen, wird die entspre-

chende Approximation der Lösung der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen

Sprüngen betrachtet, deren Gegenstück im gewöhnlichen Fall die starke Konvergenzordnung

3/2 aufweist. Hierfür läßt sich tatsächlich eine Beweismethode finden, so daß durch eine

Verschärfung der oben angesprochenen Voraussetzungen die starke Konvergenzordnung 3/2

auch für den Fall mit Markovschen Sprüngen gezeigt werden kann. Diese Aussage bildet das

zweite Hauptergebnis (Theorem 5.1) der vorliegenden Arbeit. Ein Ansatzpunkt für weite-

re Forschung ist die Tatsache, daß die Beweismethode von Theorem 5.1 für ein Aufzeigen

von höheren Konvergenzordnungen als 3/2 ungeeignet ist, was die Frage nahelegt, ob die

starke Konvergenzordnung von Approximationen der Lösung von stochastischen Differenti-

algleichungen mit Markovschen Sprüngen beliebig weit vergrößert werden kann.

Besonderer Dank für die Unterstützung dieser Arbeit geht an PD Dr. Norbert Hofmann we-

gen vieler nützlicher Hinweise und Korrekturvorschläge, und an Prof. Dr. Peter E. Kloeden

für die Bereitstellung hilfreicher Texte und Literatur.

Frankfurt am Main, Juni 2004

Daniel Henkel



Kapitel 2

Über stochastische

Differentialgleichungen (mit und

ohne Sprünge)

2.1 Grundlegende Definitionen und Hilfsmittel

Zunächst werden grundlegende Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie eingeführt.

Definition 2.1 (σ-Algebra) Eine Menge A von Teilmengen der beliebigen Menge Ω heißt

σ-Algebra von Ω, falls gilt:

1) Ω ∈ A,

2) Ac := Ω \ A ∈ A, falls A ∈ A,

3)
⋃∞

n=1 An ∈ A, falls A1, A2, . . . , An, . . . ∈ A.

Die Elemente einer σ-Algebra können als mögliche Ereignisse eines Experiments angesehen

werden. 2

Als nächstes wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff für das Auftreten dieser Ereignisse definiert.

Definition 2.2 (Wahrscheinlichkeitsraum) (Ω,A, P ) heißt Wahrscheinlichkeitsraum für

eine beliebige nichtleere Menge Ω, eine σ-Algebra A von Ω und eine nichtnegative Funktion

P : A → R, falls gilt:

1) P (∅) = 0,

2) P (Ω) = 1,

3) P (
⋃∞

n=1 An) =
∑∞

n=1 P (An) für jede beliebige Folge A1, A2, . . . , An, . . . ∈ A mit Ai∩Aj = ∅

9
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für i 6= j, wobei i, j = 1, 2, 3, . . .

Hieraus folgen die fundamentalen Regeln von Kolmogoroff für die Wahrscheinlichkeitsfunkti-

on P. 2

Es geht weiter mit dem Begriff der Zufallsvariablen und den Funktionen bezüglich dieser.

Definition 2.3 (Zufallsvariable) Für einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P )

nennt man eine Funktion X : Ω → R eine Zufallsvariable, falls {ω ∈ Ω; X(ω) ≤ a} ∈ A für

alle a ∈ R, d.h. wenn für alle a ∈ R die Menge {ω ∈ Ω; X(ω) ≤ a} als ein Ereignis aufgefaßt

werden kann. 2

Definition 2.4 (Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsvariablen) Die Funktion

pX : R × R mit der Zuordnung

pX(x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) = x})

heißt Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X, d.h. die Wahrscheinlichkeitsfunk-

tion pX(x) gibt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses an, dem durch die Zufallsvariable X

der Wert x zugeordnet wurde. 2

Eine Zufallsvariable X wird kontinuierlich genannt, falls pX(x) = 0 für alle x ∈ R. Dies kann

beispielsweise der Fall sein, wenn die Anzahl der möglichen Ereignisse eines Experiments

unendlich groß ist. Ansonsten heißt X diskrete Zufallsvariable.

Definition 2.5 (Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen) Die Funktion FX : R×R

mit der Zuordnung

FX(x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x})
heißt Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, d.h. die Verteilungsfunktion FX(x) gibt für

jedes x ∈ R die Wahrscheinlichkeit an, ein Ereignis zu erzielen, dem durch die Zufallsvariable

X höchstens der Wert x zugeordnet wurde. 2

Definition 2.6 (Dichtefunktion einer Zufallsvariablen) Falls die Verteilungsfunktion

FX der Zufallsvariablen X differenzierbar ist, dann heißt die Funktion fX : R → R mit der

Zuordnung

fX(x) = F ′
X(x)

die Dichtefunktion der Zufallsvariablen X. Die Dichtefunktion einer kontinuierlichen Zu-

fallsvariablen kann als eine Art Analogon zur Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten

Zufallsvariablen angesehen werden. 2
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Im folgenden wird der Index X für die Zufallsvariable weggelassen, wenn diese aus dem

Zusammenhang klar ist.

Jetzt können durch den Begriff der Zufallsvariablen der Erwartungswert und die Varianz

eingeführt werden.

Definition 2.7 (Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariablen) Für eine dis-

krete Zufallsvariable X heißt

EX :=
∑

i∈I

xi · p(xi)

der Erwartungswert von X, wobei über alle i aus einer Indexmenge I summiert wird, so daß

alle möglichen Werte xi der Zufallsvariablen X angenommen werden.

Für eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit stetig differenzierbarer Verteilungsfunktion F

heißt

EX :=

∫ +∞

−∞
x · f(x) dx

der Erwartungswert von X.

Für eine beliebige Zufallsvariable X mit Erwartungswert µ := EX heißt

V arX := E(X − µ)2

die Varianz von X, vorausgesetzt die jetzt betrachtete Summe oder das Integral konvergiert.

2

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist das mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsfunktion

bzw. der Dichtefunktion gewichtete Mittel aller Werte x und damit ein Indikator dafür welches

Ereignis
”
erwartet“ werden kann. Durch die Varianz wird ein Maß dafür angegeben, wie sehr

die Zufallsvariable um ihren Erwartungswert schwankt, da sie die erwartete quadratische

Abweichung von diesem ist.

Eine der wichtigsten Verteilungen ist die Normalverteilung, die auch hier benötigt wird.

Definition 2.8 (Normalverteilte Zufallsvariable) Eine kontinuierliche Zufallsvariable

X, deren Erwartungswert µ := EX und Varianz σ2 := V arX existiert, heißt normalverteilt,

kurz N(µ, σ2)-verteilt, falls für ihre Dichtefunktion f gilt:

f(x) =
1√

2πσ2
· e−

(x−µ)2

2σ2 . 2

Häufig und speziell bei dem Thema dieses Textes werden Wahrscheinlichkeiten für ein Ereignis

betrachtet unter der Bedingung, daß bereits ein gewisses Ereignis eingetreten ist. Es handelt

sich hierbei um bedingte Wahrscheinlichkeiten.
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Definition 2.9 (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeits-

raum mit A, B ∈ A, wobei P (A) > 0. Dann heißt

P (B|A) := P (B ∩ A)/P (A)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A. Mit Hilfe von Zufallsvariablen

läßt sich die bedingte Wahrscheinlichkeit wie folgt ausdrücken:

Angenommen das Ereignis A = {ω ∈ Ω; a ≤ X(ω) ≤ b} sei aufgetreten, dann gilt für den

diskreten Fall der Zufallsvariablen X für die bedingte Wahrscheinlichkeit

P (X = xi|A) =

{

0; falls xi < a oder xi > b,

p(xi)/
∑

a≤xj≤b p(xj); falls a ≤ xi ≤ b

und für den kontinuierlichen Fall der Zufallsvariablen X für die Dichte der bedingten Wahr-

scheinlichkeit

f(x|A) =

{

0; falls x < a oder x > b,

f(x)/
∫ b
a f(s) ds; falls a ≤ x ≤ b. 2

Nun kann analog zum Erwartungswert der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen

definiert werden.

Definition 2.10 (Bedingter Erwartungswert) Für eine diskrete Zufallsvariable X heißt

E(X|A) :=
∑

i∈I

xi · P (X = xi|A)

der bedingte Erwartungswert von X unter der Bedingung A, wobei wieder über eine Index-

menge I summiert wird, so daß alle möglichen Werte xi der Zufallsvariablen X angenommen

werden.

Für eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit stetig differenzierbarer Verteilungsfunktion F

heißt

E(X|A) :=

∫ +∞

−∞
x · f(x|A) dx

der bedingte Erwartungswert unter der Bedingung A. 2

Durch mehrere Zufallsvariablen, die den Ausgang eines Experiments zu verschiedenen Zeit-

punkten repräsentieren sollen, werden stochastische Prozesse definiert.
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Definition 2.11 (Stochastischer Prozeß) Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

T eine beliebige Menge, deren Elemente als unterschiedliche Zeitpunkte betrachtet werden

können. Dann heißt

X := {X(t); t ∈ T}

stochastischer Prozeß, wobei dieser eine Funktion X : T ×Ω → R ist mit der Zufallsvariablen

X(t) = X(t, ·) für jedes t ∈ T . Für jedes ω ∈ Ω nennt man X(·, ω) : T → R eine Realisation

des stochastischen Prozesses. 2

Sowohl für diskrete als auch für kontinuierliche Mengen T interessieren häufig die Erwar-

tungswerte E(X(t)) und Varianzen V ar(X(t)) für alle t ∈ T , falls die Ausdrücke existieren.

Für mehrere gleichverteilte Zufallsvariable kann den Begriff der Unabhängigkeit eingeführt

werden.

Definition 2.12 (Unabhängigkeit von Zufallsvariablen) Beliebig viele Zufallsvariable

X1, X2, . . . , Xn, . . . mit der gleichen Verteilungsfunktion F heißen unabhängig voneinander,

falls gilt:

FXi1
,Xi2

,...,Xij
(xi1 , xi2 , . . . , xij ) = FXi1

(xi1) · FXi2
(xi2) · . . . · FXij

(xij ),

wobei ij = 1, 2, . . . und j = 1, 2, . . . 2

Ein spezieller stochastischer Prozeß, der zentrale Bedeutung für das Folgende hat, ist der

Wiener-Prozeß.

Definition 2.13 (Wiener-Prozeß) Ein stochastischer Prozeß

W := {W (t); t ≥ 0}

heißt Wiener-Prozeß, falls gilt:

1) W (0) = 0,

2) Für beliebige 0 ≤ s ≤ t ist die Zufallsvariable W (t) − W (s) normalverteilt mit E(W (t) −
W (s)) = 0 und V ar(W (t) − W (s)) = t − s,

3) Für beliebige 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn mit n ∈ N sind die Zufallsvariablen W (tj+1) −
W (tj), j = 0, 1, 2, . . . , n − 1, unabhängig voneinander,

4) W (t) ist stetig für t ≥ 0. 2

Es kommt vor, daß sich im Laufe der Zeit der
”
Informationsgehalt“ einer σ-Algebra ver-

größert. Dieses Verkommnis wird durch die Definition einer Filtration beschrieben.
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Definition 2.14 (Filtration) Sei Ω eine Menge. Dann heißt

F := {Ft; t ≥ 0}

eine Filtration von Ω, falls gilt:

1) Für alle t ≥ 0 ist Ft eine σ-Algebra von Ω,

2) Für beliebige 0 ≤ s ≤ t gilt Fs ⊂ Ft. 2

Damit kann ein stochastischer Prozeß X = {X(t); t ≥ 0} auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(Ω,F , {Ft}t≥0, P ) mit der Filtration F = {Ft; t ≥ 0} als ein Prozeß angesehen werden,

dessen Definitionsmenge an möglichen Ereignissen sich zumindest mit vergehender Zeit nicht

verkleinert.

Zur Vollständigkeit wird noch der Begriff eines Martingales erwähnt.

Definition 2.15 (Martingal) Sei (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit ei-

ner Filtration F . Dann heißt ein stochastischer Prozeß X = {X(t); t ≥ 0} auf dem Wahr-

scheinlichkeitsraum ein Martingal bezüglich {Ft}t≥0, falls gilt:

E(X(t) − X(s)|Fs) = 0

für alle 0 ≤ s < t. 2

Mit Hilfe eines stochastischen Prozesses wird nun die stochastische Differentialgleichung de-

finiert.

Definition 2.16 (Stochastische Differentialgleichung)

Sei (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration F . Ein stochastischer

Prozeß {X(t); t ≥ 0} und ein Wiener-Prozeß {W (t); t ≥ 0} seien auf dem Wahrscheinlich-

keitsraum definiert. Außerdem seien f, g : R+ × R → R zwei stetige Koeffizientenfunktionen,

wobei f Driftkoeffizient und g Diffusionskoeffizient genannt wird. Dann wird die Gleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t), t0 ≤ t ≤ T, (2.1)

mit beliebigen festen T ≥ t0 ≥ 0, stochastische Differentialgleichung genannt, dessen Lösung

die Integralgleichung

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T,

mit Startwert X(t0) ist, falls das Riemann-Integral bzgl. f und das Ito-Integral bzgl. g exi-

stiert. 2
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Es wird nun folgende abkürzende Bezeichnung eingeführt: Für eine Funktion F : [0, T ]×R →
R, die hinreichend oft bezüglich beider Variablen partiell differentierbar ist, so daß sämtliche

Ausdrücke existieren, soll

F (n,0)(t, x) :=
∂n

∂tn
F (t, x)

und

F (0,n)(t, x) :=
∂n

∂xn
F (t, x)

für n ∈ N sein, d.h. je nachdem welche Komponente des Vektors, auf den die Funktion F

wirkt, wie oft differentiert wird, steht ein dementsprechender Eintrag an der jeweiligen Stelle

des eingeführten Indizes.

Die Lösung X(t) einer stochastischen Differentialgleichung kann, ähnlich wie eine reellwertige

Funktion, durch eine Summe mit einer beliebigen, endlichen Anzahl von vergleichsweise leicht

zu berechnenden Summanden und einem im allgemeinen schwer ermittelbaren Restglied, das

von der Anzahl der betrachteten Summanden abhängt, ausgedrückt werden. Um eine solche

stochastische Taylorentwicklung für X(t) herzuleiten, wird folgender Satz benötigt.

Satz 2.1 (Ito-Formel) Es sei

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T,

die Lösung einer stochastischen Differentialgleichung und U : [0, T ] × R → R eine Funktion

mit stetigen partiellen Ableitungen U (1,0), U (0,1), U (0,2). Dann gilt:

U(t, X(t)) = U(t0, X(t0))+

+

∫ t

t0

(

U (1,0)(s, X(s)) + f(s, X(s)) · U (0,1)(s, X(s))

+1/2 · g2(s, X(s)) · U (0,2)(s, X(s))
)

ds

+

∫ t

t0

g(s, X(s)) · U (0,1)(s, X(s)) dW (s)

für beliebige 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T , falls die jeweiligen Integrale existieren.

Beweis: [5], Theorem 3.2.2. 2

Das genaue Aussehen der stochastischen Taylorentwicklung, der sogenannten Ito-Taylor-

entwicklung, von X(t) ist in Satz 2.6 in Kapitel 2.4 angegeben, da hierfür Bezeichnungen
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nötig sind, die erst später innerhalb dieses Textes eingeführt werden.

Wir sind bei einer Ito-Taylorentwicklung, wie bei einer Taylorentwicklung einer reellwertigen

Funktion, daran interessiert, möglichst wenige Summanden berechnen zu müssen und trotz-

dem aber möglichst nah am Wert der Lösung zu sein, wobei das Restglied nicht berücksichtigt

wird, da es üblicherweise schwer zu ermitteln ist. Ein Ausdruck, der nur aus einigen Summan-

den der Ito-Taylorentwicklung von X(t) besteht, heißt Approximation von X(t). Da es sich

bei X(t) um eine Zufallsvariable für alle t ∈ [0, T ] handelt, bedeutet eine gute Approximation

von X(t), daß der Erwartungswert der Abweichung von X(t) von ihrer Approximation für

jedes t ∈ [0, T ] möglichst klein ist. Sehr oft wird der bedeutendere Fall des Erwartungswertes

des Quadrates der Abweichung der Lösung X(t) von ihrer Approximation für jedes t ∈ [0, T ]

betrachtet, der möglichst klein sein soll.

Es werden jetzt zwei häufig benutzte Approximationen einer Lösung einer stochastischen

Differentialgleichung vorgestellt, für die sich der Erwartungswert des Quadrates der Abwei-

chung der Lösung von diesen Approximationen ganz speziell beschränken läßt, falls für die

Koeffizientenfunktionen f, g und für den Startwert X(t0) ganz bestimmte Voraussetzungen

gelten.

Definition 2.17 (Euler-Approximation) Sei

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s)

die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t)

mit 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T und dem Startwert X(t0) = X0. Für eine beliebige, aber feste Diskretisie-

rung t0 = τ0 < τ1 < . . . < τn < . . . < τN = T des Zeitintervalls [t0, T ] heißt ein stochastischer

Prozeß X̄ = {X̄(t), t0 ≤ t ≤ T}, der

X̄(τn+1) = X̄(τn) + f(τn, X̄(τn)) · (τn+1 − τn) + g(τn, X̄(τn)) · (W (τn+1) − W (τn))

für n = 0, 1, . . . , N − 1 mit X̄0 = X0, sowie

X̄(t) = X̄(τn) + f(τn, X̄(τn)) · (t − τn) + g(τn, X̄(τn)) · (W (t) − W (τn))

für t ∈ [τn, τn+1] erfüllt, eine Euler-Approximation X̄(t) von der Lösung X(t). 2
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Definition 2.18 (Milstein-Approximation) Sei

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s)

die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t)

mit 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T und dem Startwert X(t0) = X0. Für eine beliebige, aber feste Diskretisie-

rung t0 = τ0 < τ1 < . . . < τn < . . . < τN = T des Zeitintervalls [t0, T ] heißt ein stochastischer

Prozeß X̄ = {X̄(t), t0 ≤ t ≤ T}, der

X̄(τn+1) = X̄(τn) + f(τn, X̄(τn)) · (τn+1 − τn) + g(τn, X̄(τn)) · (W (τn+1) − W (τn))

+1/2 · (g · g(0,1))(τn, X(τn)) ·
(

(W (τn+1) − W (τn))2 − (τn+1 − τn)
)

für n = 0, 1, . . . , N − 1 mit X̄0 = X0, sowie

X̄(t) = X̄(τn) + f(τn, X̄(τn)) · (t − τn) + g(τn, X̄(τn)) · (W (t) − W (τn))

+1/2 · (g · g(0,1))(τn, X(τn)) ·
(

(W (t) − W (τn))2 − (t − τn)
)

für t ∈ [τn, τn+1] erfüllt, eine Milstein-Approximation X̄(t) von der Lösung X(t). 2

Für diese beiden Approximationen gelten die folgenden Sätze über den erwarteten Fehler,

der durch sie gemacht wird.

Satz 2.2 Sei X(t) die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T,

mit dem Startwert X(t0) = X0 und X̄(t) ihre Euler-Approximation. Es gelte:

i) E(|X0|2) < ∞ ,

ii) |f(t, x) − f(t, y)| + |g(t, x) − g(t, y)| ≤ c1 · |x − y|,
iii) |f(t, x)| + |g(t, x)| ≤ c2 · (1 + |x|),
iv) |f(s, x) − f(t, x)| + |g(s, x) − g(t, x)| ≤ c3 · (1 + |x|) · |s − t|1/2

für alle s, t ∈ [t0, T ] und x, y ∈ R wobei die Konstanten c1, c2, c3 > 0 nicht von ∆max :=

maxk=0,...,N−1(τk+1 − τk) abhängen. Dann gilt:

sup
t∈[t0,T ]

(

E(X(t) − X̄(t))2
)1/2 ≤ c4 · ∆1/2

max,

wobei die Konstante c4 > 0 nicht von ∆max abhängt.

Kurz ausgedrückt wird davon gesprochen, daß die Euler-Approximation die starke Konver-

genzordnung 1/2 hat.
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Beweis: [5], Beweis von Theorem 10.2.2. 2

Eine höhere und damit bessere starke Konvergenzordnung ergibt sich durch die Milstein-

Approximation.

Satz 2.3 Sei X(t) die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T,

mit dem Startwert X(t0) = X0 und X̄(t) ihre Milstein-Approximation. Es gelte:

i) E(|X0|2) < ∞ ,

ii) |f(t, x) − f(t, y)| + |g(t, x) − g(t, y)| ≤ c1 · |x − y|,
iii) |f(s, x) − f(t, x)| + |g(s, x) − g(t, x)| ≤ c2 · (1 + |x|) · |s − t|,
iv) |f (0,1)(t, x) − f (0,1)(t, y)| + |g(0,1)(t, x) − g(0,1)(t, y)| ≤ c3 · |x − y|
für alle s, t ∈ [t0, T ] und x, y ∈ R, wobei die Konstanten c1, c2, c3 > 0 nicht von ∆max :=

maxk=0,...,N−1(τk+1 − τk) abhängen. Dann gilt:

sup
t∈[t0,T ]

(

E(X(t) − X̄(t))2
)1/2 ≤ c4 · ∆max,

wobei die Konstante c4 > 0 nicht von ∆max abhängt.

Damit ist die starke Konvergenzordnung der Milstein-Approximation 1.

Beweis: [3], Theorem 4. 2

Die starke Konvergenzordnung erhöht sich beliebig weit um jeweils 1/2, falls geeignete Ap-

proximationen mit einer immer größeren Anzahl von Summanden betrachtet werden (vgl.

hierfür [5]).

Die folgende Bemerkung bezüglich starker Konvergenzordnungen ist im Hinblick auf Simula-

tionen, die im weiteren Verlauf des Textes durchgeführt werden, wichtig.

Bemerkung 2.1 Falls X ein Verfahren der starken Konvergenzordnung γ ist, d.h. X erfüllt

(

sup
t∈[t0,T ]

E(y(t) − X(t))2

)1/2

≤ c · ∆γ ,

dann gilt die Abschätzung

(

max
k=0,...,N

E(y(τk) − X(τk))
2

)1/2

≤ c · ∆γ ,

wobei τk, k = 0, . . . , N die Diskretisierungspunkte sind. 2
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Im Gegensatz zur starken Konvergenzordnunng wird von der schwachen Konvergenzordnung

gesprochen, falls sich für eine bestimmte Klasse geeigneter Funktionen F : R → R, die

Lösung X(t), t0 ≤ t ≤ T, einer stochastischen Differentialgleichung und ihre Approximation

X̄, t0 ≤ t ≤ T, der Ausdruck
∣

∣E
(

F (X(t)) − F (X̄(t))
)∣

∣ für beliebige t ∈ [t0, T ] wie in Satz

2.2 und Satz 2.3 beschränken läßt. In dieser Arbeit werden allerdings nur starke Konvergen-

zordnungen von Approximationen von Lösungen stochastischer Differentialgleichungen mit

Markovschen Sprüngen hergeleitet.

Bei den kommenden Betrachtungen in diesem Text geht es um diese sogenannten stocha-

stischen Differentialgleichungen mit Markovschen Sprüngen. Hierbei sind die Koeffizienten-

funktionen f und g im Gegensatz zu den gewöhnlichen stochastischen Differentialgleichungen

nicht von der Zeit und dem stochastischen Prozeß abhängig, sondern anstelle der Zeit von

einer zeitabhängigen Markov-Kette. Die dafür nötigen Begriffe werden jetzt eingeführt.

Definition 2.19 (Markov-Kette) Sei S := {s1, s2, . . . , sn} eine Menge mit endlich vielen

Elementen. Dann heißt eine Funktion r : R+ → S eine Markov-Kette mit Werten aus S,

falls für alle 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn < x ≤ y und für alle si, sj , si1 , si2 , . . . , sin ∈ S gilt:

P (r(y) = sj |r(x) = si) =

= P (r(y) = sj |r(t1) = si1 ∩ r(t2) = si2 ∩ . . . ∩ r(tn) = stn ∩ r(x) = si),

d.h. falls die Wahrscheinlichkeit für einen Zustand von r nach Punkt x bloß von dem Wert

abhängt, den r in Punkt x annimmt und nicht von den vorherigen. 2

Die Markov-Kette, die später betrachtet wird, soll in jedem beliebigen endlichen Teilintervall

von R+ als Treppenfunktion angesehen werden. Dafür wird der Begriff der Rechtsstetigkeit

definiert.

Definition 2.20 (Rechtsstetigkeit einer Funktion) Eine Funktion f : R → R heißt

rechtsstetig, falls für jede Folge {hn}n∈N mit hn ≥ 0 für alle n ∈ N und limn→∞ hn = 0 gilt:

lim
n→∞

f(x + hn) = f(x) für alle x ∈ R. 2

Beispielsweise ist die Funktion

f(x) =

{

1; falls x ≥ 0,

0; falls x < 0

rechtsstetig.

Für viele Rechnungen im weiteren Verlauf dieses Textes wird die sogenannte Indikatorfunktion

benutzt, die hier noch eingeführt wird.
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Definition 2.21 (Indikatorfunktion) Sei Ω eine Menge und A ⊂ Ω eine beliebige Teil-

menge von Ω. Dann heißt die Funktion 1A : Ω → {0, 1} mit der Zuordnung

1A(ω) := 1{ω∈A} :=

{

1; falls ω ∈ A,

0; falls ω /∈ A

die Indikatorfunktion von A.

Mit diesen Grundlagen kann jetzt begonnen werden näher auf die stochastischen Differenti-

algleichungen mit Markovschen Sprüngen einzugehen.

2.2 Voraussetzungen für die stochastische Differentialgleichung

mit Markovschen Sprüngen

Es sei (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration F . Sei

{W (t); t ≥ 0}

ein auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum definierter Wiener-Prozeß. Desweiteren sei

{r(t); t ≥ 0}

eine rechtsstetige Markov-Kette auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, die Werte aus einer

endlichen Menge S := {1, . . . , N} mit N ∈ N annimmt und mit dem Generator Γ := (γij)N×N

gegeben durch

P{r(t + δ) = j|r(t) = i} =

{

γijδ
n + o(δn) : falls i 6= j,

1 + γijδ
n + o(δn) : falls i = j,

(2.2)

wobei δ > 0 ist und n ≥ 1 ein frei wählbarer, aber fester Wert sei. Es ist γij > 0 die

Übergangsrate für den Sprung von i nach j, falls i 6= j; wohingegen für i = j gelte

γii = −
∑

i6=j

γij .

Durch die Übergangswahrscheinlichkeiten (2.2) der Markov-Kette r(t) ergibt sich
∑

j∈S

P{r(t + δ) = j|r(t) = i} = P{r(t + δ) = i|r(t) = i} +
∑

j∈S
j 6=i

P{r(t + δ) = j|r(t) = i}

= 1 −
∑

i6=j

γijδ
n − o(δn) +

∑

j 6=i

γijδ
n + o(δn) = 1,
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so daß die Gleichung

P{r(t + δ) ∈ S|r(t) = i} = 1

gilt und damit die definierten Übergangswahrschienlichkeiten (2.2) zulässig sind.

Die Markov-Kette r(·) sei unabhängig von dem Wiener-Prozeß W (·). Fast jeder Teilpfad von

r(·) ist eine rechtsstetige Treppenfunktion mit einer endlichen Anzahl von Sprüngen in jedem

beliebigen endlichen Teilintervall von R+ := [0,∞). Jetzt wird die folgende stochastische

Differentialgleichnung mit Markovschen Sprüngen betrachtet:

dy(t) = f(y(t), r(t)) dt + g(y(t), r(t)) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1, (2.3)

mit der reellwertigen Zufallsvariablen y(0) = y0 und der Konstanten r(0) = i0 ∈ S als

Startwerte, sowie den Koeffizientenfunktionen f, g : R × S → R, wobei wir f Driftkoeffizient

und g Diffusionskoeffizient nennen. Diese erfüllen im weiteren Verlauf des Textes folgende

Voraussetzung 2.1 i) f und g seien differenzierbar bezüglich der Zustandsvariablen des

stochastischen Prozesses und es existiere eine Konstante K > 0, so daß für h = f und h = g

gilt

|h(x, i) − h(y, i)| ≤ K · |x − y| (globale Lipschitz-Bedingung)

und
∣

∣

∣
h(1,0)(x, i) − h(1,0)(y, i)

∣

∣

∣
≤ K · |x − y|

für alle x, y ∈ R und i ∈ S.

ii) y0 sei unabhängig vom Wiener-Prozeß W (·) und es gilt

E(y0)
4 < ∞. 2

Außerdem bezeichne im folgenden c positive Konstanten, die nur von K und E(y0)
4, sowie

von f(0, i), g(0, i) und γii für alle i ∈ S, abhängen.

Als Konsequenz von Voraussetzung 2.1 ergeben sich zwei Lemmata.

Lemma 2.1 Für h = f und h = g gilt

|h(x, i)| ≤ c · (1 + |x|) (lineare Wachstumsbedingung) (2.4)

und

|h(x, i) − h(y, i) − h(1,0)(y, i) · (x − y)| ≤ c · (x − y)2

für alle x, y ∈ R und i ∈ S. Außerdem ist h(1,0) beschränkt.
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Beweis:

|h(x, i)| = |h(x, i) − h(0, i) + h(0, i)|
≤ |h(x, i) − h(0, i)| + |h(0, i)|
≤ K · |x| + |h(0, i)|
≤ (K ∨ max

i∈S
|h(0, i)|) · (1 + |x|),

womit die erste Abschätzung bewiesen ist.

Zum Beweis der zweiten Abschätzung wird der Mittelwertsatz verwendet. Es gilt

|h(x, i) − h(y, i) − h(1,0)(y, i) · (x − y)| =

=

∣

∣

∣

∣

h(x, i) − h(y, i)

x − y
· (x − y) − h(1,0)(y, i) · (x − y)

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

(

h(1,0)(ξ, i) − h(1,0)(y, i)
)

· (x − y)
∣

∣

∣

≤ c · |ξ − y| · |x − y|,

wobei ξ ∈ (x, y). Mit |ξ − y| ≤ |x − y| folgt die gewünschte Abschätzung.

Schließlich ergibt sich

|h(1,0)(x, i)| =

∣

∣

∣

∣

lim
∆→0

h(x + ∆, i) − h(x, i)

∆

∣

∣

∣

∣

≤ lim sup
∆→0

1

∆
· |h(x + ∆, i) − h(x, i)|

≤ lim sup
∆→0

1

∆
· c · ∆ = c,

d.h. h(1,0) ist beschränkt. 2

Lemma 2.2 Für beliebige Startwerte y0 und i0 hat die Gleichung (2.3) eine eindeutige

Lösung y(t) für t ≥ 0 und es gilt

sup
0≤t≤1

E(y(t))4 ≤ c.

Beweis: [8], Kapitel 2 und [12], Lemma 2.2. 2

Die Lösung y(t) von (2.3) lautet

y(t) = y0 +

∫ t

0
f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

0
g(y(s), r(s)) dW (s) (2.5)
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für t ∈ [0, 1].

Für diese Lösung (2.5) werden wir in Abschnitt 2.4 eine Ito-Taylorentwicklung herleiten, um

geeignete Approximationen zu finden.

Bemerkung 2.2 Um einen typischen Lösungspfad einer stochastischen Differentialgleichung

mit Markovschen Sprüngen zu veranschaulichen, betrachten wir für die Menge S = {1, 2}
und den Generator Γ =

(

−1
2

1
−2

)

die stochastische Differentialgleichung mit Markovschen

Sprüngen

dy(t) = a(r(t)) · y(t) dt + b(r(t)) · y(t) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1, (2.6)

mit a(1) = 3/2, a(2) = −1 und b(1) = b(2) = 1/10, sowie mit dem Anfangswert y0 = 1 und

dem Anfangszustand i0 = 1 der Markov-Kette. Für die Lösung y(t) gilt

y(t) = y0 · exp
(

(a − 1/2 · b2) · t + b · W (t)
)

(vgl. [5], Kapitel 4.4) und eine simulierte Lösung, bei der die Markov-Kette r den Verlauf

r(t) =

{

1 : 0 ≤ t < 1/2

2 : 1/2 ≤ t ≤ 1

hat, ist von folgender Form:

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

y(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
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2.3 Simulation einer diskreten Markov-Kette

Als nächstes wird eine Simulation für die diskrete Markov-Kette r(k∆) mit ∆ > 0 und k =

0, 1, 2, . . . angegeben, mit deren Hilfe wir Approximationen für die Lösung der stochastischen

Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen konstruieren (vgl. hierzu auch [12], Kapitel

2). Dafür benötigen wir zunächst folgenden

Satz 2.4 Sei r∆
k = r(k ·∆) für ∆ > 0 und k ≥ 0. Dann ist {r∆

k , k = 0, 1, 2, . . .} eine diskrete

Markov-Kette mit folgender Übergangswahrscheinlichkeit in einem Schritt der Länge ∆:

Pij(∆) := P{r((k + 1) · ∆) = j|r(k · ∆) = i}

=
∞
∑

m=0

(∆n)m

m!
· γ(m)

ij =
(

eΓ(∆n)
)

ij
,

wobei n ≥ 1 die in (2.2) gewählte Potenz von δ und γ
(m)
ij die (i,j)-te Komponente der m-ten

Potenz Γm von Γ ist.

Oder anders ausgedrückt: In einem Schritt der Länge ∆ hat die diskrete Markov-Kette {r∆
k , k =

0, 1, 2, . . .} folgende Übergangsmatrix

P (∆) := (Pij(∆))N×N = e(∆n)Γ.

Beweis: Für ∆̃ := ∆n gilt durch die Übergangswahrscheinlichkeiten (2.2)

Pij(∆̃
1/n) = P

{

r
(

(k + 1) · ∆̃1/n
)

= j|r
(

k · ∆̃1/n
)

= i
}

=

{

γij∆̃ + o(∆̃) : falls i 6= j,

1 + γij∆̃ + o(∆̃) : falls i = j.

Nach [1], §2.2, Proposition 2.10 kann solch eine Übergangswahrscheinlichkeit auch folgender-

maßen ausgedrückt werden:

Pij(∆̃
1/n) =

∞
∑

m=0

∆̃m

m!
· γ(m)

ij =
(

eΓ∆̃
)

ij
.

Mit ∆̃1/n = ∆ folgt die Behauptung. 2

Die diskrete Markov-Kette {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .} kann jetzt für eine Schrittweite ∆ > 0 wie

folgt simuliert werden:

Berechne die Übergangsmatrix P (∆) für ein ∆. Es sei r∆
0 = i0 und es wird eine, in [0, 1]
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gleichverteilte, Zufallszahl ξ1 generiert. Falls ξ1 = 1, dann setze r∆
1 = i1 = N ; andernfalls

ermittle die, wegen
∑N

j=1 Pi0,j(∆) = 1, eindeutig bestimmte Zahl i1 ∈ S, für die gilt

i1−1
∑

j=1

Pi0,j(∆) ≤ ξ1 <

i1
∑

j=1

Pi0,j(∆)

und setze r∆
1 = i1, wobei die Konvention

0
∑

j=1

Pij(∆) = 0

verwendet wird.

Jetzt wird eine neue, in [0, 1] gleichverteilte, Zufallszahl ξ2, unabhängig vom Bisherigen,

generiert. Falls ξ2 = 1, setze r∆
2 = i2 = N ; andernfalls ermittle erneut die eindeutig bestimmte

Zahl i2 ∈ S, für die gilt
i2−1
∑

j=1

Pi1,j(∆) ≤ ξ2 <

i2
∑

j=1

Pi1,j(∆)

und setze r∆
2 = i2.

Wird diese Vorgehensweise fortwährend wiederholt, erhalten wir eine diskrete Markov-Kette

r̄ := {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .}, da in die Berechnung des Wertes ij nur der unmittelbar vorher

erhaltene Wert ij−1 mit einfließt.

Die Simulation der diskreten Markov-Kette r̄(t), 0 ≤ t ≤ 1, ermöglicht es uns Approximatio-

nen für die Lösung der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3)

anzugeben, für die sich Ergebnisse bezüglich der starken Konvergenzordnung erhalten lassen.

2.4 Die Ito-Taylorentwicklung

In diesem Abschnitt wird die Ito-Taylorentwicklung der Lösung (2.5) von der stochasti-

schen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3) hergeleitet. Um die Ito-Taylor-

entwicklung zu berechnen, benötigen wir folgenden

Satz 2.5 (Generalisierte Ito-Formel) Sei V : R × S → R eine zweimal nach der Zu-

standsvariablen stetig differenzierbare Funktion und t0, t ∈ [0, 1] zwei Zeitpunkte mit t0 ≤ t.

Dann gilt:

V (y(t), r(t)) = V (y(t0), r(t0)) +
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+

∫ t

t0

(

V (1,0)(y(s), r(s)) · f(y(s), r(s)) +

+1/2 · V (2,0)(y(s), r(s)) · g2(y(s), r(s)) +

+
N
∑

j=1

γr(s)j · V (y(s), j)

)

ds +

+

∫ t

t0

V (1,0)(y(s), r(s)) · g(y(s), r(s)) dW (s)

= V (y(t0), r(t0)) +

+

∫ t

t0



L0V (y(s), r(s)) +
N
∑

j=1

γr(s)j · V (y(s), j)



 ds

+

∫ t

t0

L1V (y(s), r(s)) dW (s),

mit den Operatoren

L0 = f · ∂

∂y
+ 1/2 · g2 · ∂2

∂y2

und

L1 = g · ∂

∂y
.

Beweis: [10], Beweis von Lemma 3 in Kapitel II.2. 2

Aus Satz 2.5 folgt mit V (x, i) = x folgendes:

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0



f(y(s), r(s)) + y(s) ·
N
∑

j=1

γr(s)j



 ds +

+

∫ t

t0

g(y(s), r(s)) dW (s)

= y(t0) +

∫ t

t0

f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

t0

g(y(s), r(s)) dW (s), (2.7)

da
∑N

j=1 γr(s)j = 0 für jedes s ≥ 0. Dies ist die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

mit Markovschen Sprüngen mit den Startwerten y(t0) und r(t0).

Benutzen wir Satz 2.5 mit V = f und V = g in der eben erhaltenen Formel (2.7) für y(t),
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gilt:

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

[

f(y(t0), r(t0)) +

+

∫ s

t0



L0f(y(z), r(z)) +
N
∑

j=1

γr(z)j · f(y(z), j)



 dz +

+

∫ s

t0

L1f(y(z), r(z)) dW (z)

]

ds +

+

∫ t

t0

[

g(y(t0), r(t0)) +

+

∫ s

t0



L0g(y(z), r(z)) +
N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j)



 dz +

+

∫ s

t0

L1g(y(z), r(z)) dW (z)

]

dW (s),

wobei die Koeffizientenfunktionen f und g zweimal stetig differenzierbar bezüglich der Zu-

standsvariablen seien. y(t) hat also die Form

y(t) = y(t0) + f(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

ds + g(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

dW (s) + R(t)

= y(t0) + f(y(t0), r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0)) + R(t) (2.8)

mit dem Rest

R(t) =

∫ t

t0

∫ s

t0



L0f(y(z), r(z)) +

N
∑

j=1

γr(z)j · f(y(z), j)



 dz ds +

+

∫ t

t0

∫ s

t0

L1f(y(z), r(z)) dW (z) ds +

+

∫ t

t0

∫ s

t0



L0g(y(z), r(z)) +
N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j)



 dz dW (s) +

+

∫ t

t0

∫ s

t0

L1g(y(z), r(z)) dW (z) dW (s).
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Mit (2.8) liegt die einfachste Form einer stochastischen Taylorentwicklung vor, welche

y(t) ≈ y(t0) + f(y(t0), r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0)) (2.9)

impliziert. Wegen (2.9) ist das folgende Verfahren zur Approximation von (2.5) naheliegend:

Definition 2.22 (Diskrete Euler-Approximation) Es sei eine Schrittgröße ∆ = 1
m mit

m ∈ N gegeben und es sei tk = k ·∆ für k = 0, 1, 2, . . . , m und außerdem {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .}

die simulierte diskrete Markov-Kette. Die diskreten Euler-Approximationen Xk ≈ y(tk) wer-

den durch

X0 = y0, r
∆
0 = i0 und (2.10)

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk (2.11)

für k = 0, . . . , m − 1 definiert, wobei ∆Wk = W (tk+1) − W (tk). 2

(2.10) und (2.11) heißen Euler-Verfahren oder Euler-Schema.

Um die Taylor-Entwicklung (2.8) weiterzuführen, können wir Satz 2.5 mit V = L1g benutzen,

wobei f zweimal und g dreimal stetig differenzierbar bezüglich der Zustandsvariablen sei. Es

ergibt sich

y(t) = y(t0) + f(y(t0), r(t0)) · (t − t0) +

+g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0)) +

+L1g(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

dW (z) dW (s) + R̃(t)

= y(t0) + f(y(t0), r(t0)) · (t − t0) +

+g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0)) +

+
1

2
· (g · g(1,0))(y(t0), r(t0)) ·

(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

+

+R̃(t) (2.12)

mit dem Rest

R̃(t) =

∫ t

t0

∫ s

t0



L0f(y(z), r(z)) +
N
∑

j=1

γr(z)j · f(y(z), j)



 dz ds +

+

∫ t

t0

∫ s

t0

L1f(y(z), r(z)) dW (z) ds +
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+

∫ t

t0

∫ s

t0



L0g(y(z), r(z)) +
N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j)



 dz dW (s) +

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

L0L1g(y(u), r(u)) +

+
N
∑

j=1

γr(u)j · L1g(y(u), j)

)

du dW (z) dW (s) +

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L1L1g(y(u), r(u)) dW (u) dW (z) dW (s).

Also gilt

y(t) ≈ y(t0) + f(y(t0), r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0)) +

+1/2 · (g · g(1,0))(y(t0), r(t0)) ·
(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

. (2.13)

Auf der Beziehung (2.13) basiert das folgende Verfahren zur Approximation von (2.5):

Definition 2.23 (Diskrete Milstein-Approximation) Es sei eine Schrittgröße ∆ = 1
m

mit m ∈ N gegeben und es sei tk = k · ∆ für k = 0, 1, 2, . . . , m und wiederrum {r∆
k , k =

0, 1, 2, . . .} die simulierte diskrete Markov-Kette. Die diskreten Milstein-Approximationen

Xk ≈ y(tk) werden durch

X0 = y0, r∆
0 = i0 und (2.14)

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk +

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

(2.15)

für k = 0, . . . , m − 1 definiert, wobei ∆Wk = W (tk+1) − W (tk). 2

(2.14) und (2.15) heißen Milstein-Verfahren oder Milstein-Schema.

Es wird nun ein Formalismus angegeben, mit dem wir die obigen Betrachtungen verallgemei-

nern und Ito-Taylorentwicklungen beliebiger Ordnung erhalten können. Dabei wird sich an

den Begriffen aus Kapitel 5 in [5] orientiert.

Es sei α = (j1, j2, . . . , jl) mit ji ∈ {0, 1} für i ∈ {1, 2, . . . , l} ein Multiindex der Länge

l = l(α) ∈ N mit n(α) Komponenten vom Betrag 0. Außerdem sei ν der Multiindex der

Länge 0, d.h. l(ν) = 0. M sei die Menge aller Multiindizes, d.h.

M = {(j1, j2, . . . , jl); ji ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , l}, für l = 1, 2, 3, . . .} ∪ {ν}.
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Für einen Multiindex α ∈ M mit l(α) ≥ 1 sei −α der Multiindex ohne den ersten Eintrag

bzw. α− der Multiindex ohne den letzten Eintrag. Hiermit wird für ρ, τ ≥ 0 und eine stetige

Funktion h : R×S → R mit |h(x, i)| < ∞,
∫ t
t0
|h(x, i)|m dx < ∞ und

∫ t
t0
|h(x, i)|m dW (x) < ∞

für t0, t ≥ 0 und m ∈ N das mehrfache Ito-Integral wie folgt rekursiv definiert:

Iα[h(y(·), r(·)]ρ,τ :=











h(y(τ), r(τ)) : falls l = 0,
∫ τ
ρ Iα−[h(y(·), r(·))]ρ,s ds : falls l ≥ 1, jl = 0,

∫ τ
ρ Iα−[h(y(·), r(·))]ρ,s dW (s) : falls l ≥ 1, jl = 1.

(2.16)

Mit Hilfe der Operatoren

L0 = f · ∂

∂y
+ 1/2 · g2 · ∂2

∂y2

und

L1 = g · ∂

∂y

definieren wir für jeden Multiindex α ∈ M und für jede Funktion h : R × S → R, die

l(α) + n(α)-mal stetig differenzierbar nach der Zustandsvariablen ist, rekursiv folgende Ito-

Koeffizientenfunktion:

hα :=

{

h : falls l = 0,

Lj1h−α : falls l ≥ 1.
(2.17)

1) Beispiele für mehrfache Ito-Integrale: Für eine stetige Funktion h : R × S → R und

beliebige, aber feste t0, t ≥ 0 gilt:

Iν [h(y(·), r(·))]t0,t = h(y(t), r(t)),

I(0)[h(y(·), r(·))]t0,t =

∫ t

t0

h(y(s), r(s)) ds,

I(1)[h(y(·), r(·))]t0,t =

∫ t

t0

h(y(s), r(s)) dW (s),

I(0,1)[h(y(·), r(·))]t0,t =

∫ t

t0

∫ s2

t0

h(y(s1), r(s1)) ds1 dW (s2),

I(1,0)[h(y(·), r(·))]t0,t =

∫ t

t0

∫ s2

t0

h(y(s1), r(s1)) dW (s1) ds2,

I(1,0,1)[h(y(·), r(·))]t0,t =

∫ t

t0

∫ s3

t0

∫ s2

t0

h(y(s1), r(s1)) dW (s1) ds2 dW (s3),
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vorausgesetzt, das jeweilige Integral existiert. 3

2) Beispiele für Koeffizientenfunktionen: Für die Identität h(y, i) = y gilt:

hν = y,

h(0) = f,

h(1) = g,

h(0,0) = L0f,

h(0,1) = L0g,

h(1,0) = L1f,

h(1,1) = L1g,

h(0,0,1) = L0L0g,

h(0,1,0) = L0L1f,

h(1,0,1) = L1L0g. 3

Zusätzlich zu diesem Formalismus benötigen wir noch die Mengen AΛ,B(A) und C(A), die

durch die folgende Definition bereitgestellt werden.

Definition 2.24 Sei Λ ∈ N0. Eine Menge AΛ ⊂ M heißt hierarchische Menge mit Index Λ,

falls gilt:

i) AΛ 6= ∅,
ii) supα∈AΛ

l(α) =: Λ < ∞ und

iii) −α ∈ AΛ für alle α ∈ AΛ \ {ν}.
Die Menge

B(AΛ) = {α ∈ M \AΛ;−α ∈ AΛ}
heißt Restmenge von AΛ. Schließlich nennen wir die Menge

C(AΛ) = {α = (j1, . . . , jl(α)) ∈ AΛ ∪ B(AΛ); j1 = 0}

die Restsummenmenge von AΛ. 2

Mit den eingeführten Bezeichnungnen für mehrfache Ito-Integrale (2.16) und Koeffizienten-

funktionen (2.17), sowie Definition 2.24, können wir jetzt die Ito-Taylorentwicklung für die

Lösung X(t) der gewöhnlichen stochastischen Differentialgleichung (2.1) angeben.
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Satz 2.6 (Ito-Taylorentwicklung der Lösung einer stochastischen Differentialglei-

chung) Für die stochastische Differentialgleichung

dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t)) dW (t), t0 ≤ t ≤ T,

mit beliebigen, aber festen T ≥ t0 ≥ 0, und ihre Lösung

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(s, X(s)) ds +

∫ t

t0

g(s, X(s)) dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T,

mit Startwert X(t0) gilt folgende Ito-Taylorentwicklung:

Sei Λ ∈ N0 und sei AΛ eine beliebige hierarchische Menge mit Index Λ mit dazugehöriger

Restmenge B(AΛ). Dann läßt sich X(t) für h(t, x) = x wie folgt entwickeln.

X(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(t0, X(t0))]t0,t +
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(·, X(·))]t0,t, (2.18)

vorausgesetzt sämtliche Ausdrücke existieren.

Beweis: [5], Theorem 5.5.1. 2

Es ist wünschenswert, daß die Approximation

X̄(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(t0, X(t0))]t0,t

von (2.18) den Hauptanteil der Lösung X(t) ausmacht, da die Bestandteile dieser ersten Sum-

me über alle Elemente aus der hierarchischen Menge Integrale mit konstanten Integranden

sind, die im Vergleich zu den Bestandteilen der zweiten Summe über alle Elemente aus der

Restmenge leichter zu ermittlen sind. In den Definitionen 2.17 und 2.18 wurden zwei ganz

spezielle Approximationen X̄(t) angegeben, für deren Fehler gegenüber der Lösung X(t) der

stochastischen Differentialgleichung die Sätze 2.2 und 2.3 gelten.

Nun wollen wir als Analogon zu Satz 2.6 die Ito-Taylorentwicklung der Lösung y(t) der sto-

chastischen Differentialgleichung mit Markovschen Spüngen (2.3) berechnen. Diese ergibt sich

aus dem folgenden

Theorem 2.1 (Ito-Taylorentwicklung der Lösung einer stochastischen Differen-

tialgleichung mit Markovschen Sprüngen) Für die stochastische Differentialgleichung

mit Markovschen Sprüngen

dy(t) = f(y(t), r(t)) dt + g(y(t), r(t)) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1, (2.19)
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und ihre Lösung

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

t0

g(y(s), r(s)) dW (s), (2.20)

mit den Startwerten y(t0) und r(t0) für ein beliebiges, aber festes t0 ∈ [0, 1] mit t0 ≤ t gilt

folgende Ito-Taylorentwicklung:

Sei Λ ∈ N0 und sei AΛ eine beliebige hierarchische Menge mit Index Λ mit dazugehöriger

Restmenge B(AΛ) und Summenrestmenge C(AΛ). Dann läßt sich y(t) für h(y, i) = y wie folgt

entwickeln.

y(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t

+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

, (2.21)

wobei zusätzlich zu Voraussetzung 2.1 die Koeffizientenfunktionen f und g ζ-mal stetig diffe-

renzierbar sind mit

ζ := max{l(α−) + n(α−); α ∈ AΛ ∪ B(AΛ) ∪ C(AΛ)}.

Beweis: Der Satz wird durch vollständige Induktion über Λ bewiesen.

Induktionsanfang, Λ = 0:

Offensichtlich hat die Lösung (2.20) von Gleichung (2.19) gerade die Form

y(t) = Iν [hν(y(t0), r(t0))]t0,t + I(0)[h(0)(y(·), r(·))]t0,t + I(1)[h(1)(y(·), r(·))]t0,t.

Wegen
N
∑

j=1

γr(s)j = 0 für jedes s ≥ 0

und

A0 = {ν},

B(A0) = {(0), (1)},

C(A0) = {(0)}
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gilt also (2.21).

Induktionsschritt, Λ → Λ + 1:

Es gilt (2.21) für beliebige, aber feste Mengen AΛ,B(AΛ) und C(AΛ):

y(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t

+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

.

Werden Summanden aus
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t,

für dessen Multiindizes α ∈ B(AΛ) die Beschränkung 1 ≤ l(α) ≤ Λ gilt, mit Hilfe der genera-

lisierten Ito-Formel, d.h. Satz 2.5 entwickelt, dann lassen sich die neu erhaltenen Summanden

in die obige Formel einbetten, die durch die gewählte Notation und die Induktionsvorausset-

zung damit weiterhin Gültigkeit besitzt.

Wir betrachten also den Fall, daß Summanden aus

∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t

mit Hilfe der generalisierten Ito-Formel entwickelt werden, für dessen Multiindizes α ∈ B(AΛ)

die Gleichheit l(α) = Λ + 1 gilt. Es sei

DΛ+1 ⊂ {α ∈ B(AΛ); l(α) = Λ + 1}

nun eine beliebige, aber feste Menge der Multiindizes α ∈ B(AΛ) mit der Länge Λ + 1, die

durch die generalisierte Ito-Formel zerlegt werden sollen. Wird dies auf die Induktionsvor-

aussetzung angewendet, ergibt sich:

y(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t

+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

=
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈DΛ+1

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t



2.4. DIE ITO-TAYLORENTWICKLUNG 35

+
∑

α∈EΛ+2

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t +
∑

α∈FΛ+2

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

,

wobei

i) für DΛ+1 gilt:

DΛ+1 6= ∅,

l(α) = Λ + 1 < ∞, für alle α ∈ DΛ+1 (da Λ ∈ N0) und

für alle α ∈ DΛ+1 gilt − α ∈ AΛ (da α ∈ B(AΛ)).

D.h. DΛ+1 kann als Menge AΛ+1 \ AΛ aufgefaßt werden.

ii) für EΛ+2, mit der Identifizierung DΛ+1 = AΛ+1 \ AΛ aus i), gilt:

EΛ+2 = {α ∈ M;−α ∈ DΛ+1} ∪ (B(AΛ) \ DΛ+1)

= {α ∈ M;−α ∈ AΛ+1 \ AΛ} ∪ (B(AΛ) \ (AΛ+1 \ AΛ))

= {α ∈ M \AΛ+1;−α ∈ AΛ+1 \ AΛ} ∪
∪{α ∈ M \AΛ+1;−α ∈ AΛ}

= {α ∈ M \AΛ+1;−α ∈ AΛ+1}
= B(AΛ+1).

iii) für FΛ+2, mit der Identifizierung DΛ+1 = AΛ+1 \ AΛ aus i), gilt:

FΛ+2 = {α = (j1, ..., jΛ+2) ∈ M;−α ∈ DΛ+1, j1 = 0}
= {α ∈ M;−α ∈ AΛ+1 \ AΛ, j1 = 0}
= C(AΛ+1) \ C(AΛ).

Daraus folgt für y(t):

y(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈AΛ+1\AΛ

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t

+
∑

α∈B(AΛ+1)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t +
∑

α∈C(AΛ+1)\C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t
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+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

=
∑

α∈AΛ+1

Iα[hα(y(t0), r(t0))]t0,t +
∑

α∈B(AΛ+1)

Iα[hα(y(·), r(·))]t0,t

+
∑

α∈C(AΛ+1)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





t0,t

. 2

Für die Lösung (2.5) der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3)

gilt also nach Theorem 2.1

y(t) =
∑

α∈AΛ

Iα[hα(y0, i0)]0,t +
∑

α∈B(AΛ)

Iα[hα(y(·), r(·))]0,t

+
∑

α∈C(AΛ)

Iα





N
∑

j=1

γr(·)j · h−α(y(·), j)





0,t

,

Anhand des Aussehens dieser Ito-Taylorentwicklung werden nun verschiedene Approximati-

onsverfahren für die Lösung y(t) konstruiert und deren starke Konvergenzordnungen berech-

net.



Kapitel 3

Konvergenzanalyse der

Euler-Approximation

3.1 Diskrete und kontinuierliche Euler-Approximation

In diesem Kapitel wird der Fehler der Euler-Approximation für stochastische Differentialglei-

chungen mit Markovschen Sprüngen untersucht.

Gegeben sei eine Schrittgröße ∆ = 1
m mit m ∈ N und es sei tk = k · ∆ mit k = 0, 1, 2, . . . , m.

Außerdem bezeichne {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .} die in Kapitel 2.3 eingeführte simulierte diskrete

Markov-Kette und y(t), 0 ≤ t ≤ 1, die Lösung (2.5) der stochastischen Differentialgleichung

mit Markovschen Sprüngen (2.3). Wie wir bereits in Definition 2.22 gesehen haben, werden

die diskreten Euler-Approximationen Xk ≈ y(tk) durch

X0 = y0, r
∆
0 = i0

und

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk,

für k = 0, . . . , m − 1 errechnet, wobei ∆Wk = W (tk+1) − W (tk). Um die kontinuierliche

Euler-Approximation zu bilden setze X̄(t) = Xk, r̄(t) = r∆
k für t ∈ [tk, tk+1) und definiere

damit

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s). (3.1)

Durch (3.1) ist auch gewährleistet, daß die diskreten und kontinuierlichen Approximationen

an den Diskretisierungspunkten tk übereinstimmen, d.h. X(tk) = X̄(tk) = Xk.

37
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Wir sind nun daran interessiert, Aussagen über die starke Konvergenzordnung der Approxi-

mation (3.1) zu erhalten.

3.2 Die starke Konvergenzordnung

Mit den in Kapitel 2.2 und Kapitel 3.1 eingeführten Bezeichnungen gilt für die kontinuierli-

che Euler-Approximation der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen

folgendes

Theorem 3.1 Unter Voraussetzung 2.1 gilt für die kontinuierliche Euler-Approximation X(t)

der Lösung y(t) der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3):

sup
t∈[0,1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆ + o(∆)

mit einer nichtspezifizierten positiven Konstante c, die unabhängig von ∆ ist.

Beweis: Die Behauptung wird in [12], Theorem 3.1 für die Übergangswahrscheinlichkeiten

(2.2) mit n = 1 bewiesen. Wird dieser Beweis für ein beliebiges n > 1 geführt, so ergibt sich

das gleiche Ergebnis. 2

Die starke Konvergenzordnung der kontinuierlichen Euler-Approximation der stochastischen

Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen ist auf dem gesamten Zeitintervall [0, 1] also

1/2 und damit genau so groß, wie die starke Konvergenzordnung der Euler-Approximation aus

Definition 2.17 der gewöhnlichen stochastischen Differentialgleichung (2.1) (siehe Satz 2.2).

Insbesondere ist sie außerdem unabhängig von dem Parameter n in den Übergangswahr-

scheinlichkeiten (2.2), d.h. die Konvergenzordnung läßt sich auch dadurch nicht verbessern,

daß die Wahrscheinlichkeit für den Übergang von einem Zustand i in einen Zustand j in der

Zeit δ durch Erhöhung von n verringert wird.

Bemerkung 3.1 Um die Aussage von Theorem 3.1 durch eine Simulation zu stützen (vgl.

Bemerkung 2.1), setzen wir F :=
(

maxk=0,...,2m E(y(tk) − X(tk))
2
)1/2

, wobei tk = k
2m , k =

0, . . . , 2m die Diskretisierungspunkte einer äquidistanten Diskretisierung des Intervalls [0, 1]

für ein beliebiges m ∈ N sind, und beachten, daß sich für ein Verfahren mit starker Kon-

vergenzordnung γ, wenn wir F ≈ c · ∆γ annehmen, durch natürliches Logarithmieren die

Implikation

F ≈ c · ∆γ =⇒ ln F ≈ ln c + γ · ln ∆ =⇒ ln F ≈ γ · ln ∆ + c̄
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ergibt, d.h. ln F ist näherungsweise eine lineare Funktion von ln ∆ mit der Steigung γ, wo-

bei für die Euler-Approximation γ = 1/2 ist. Wir betrachten die stochastische Differential-

gleichung mit Markovschen Sprüngen aus Bemerkung 2.2 und entsprechende Euler-Approxi-

mationen X(t) mit der Schrittweite ∆ = 2−m für m = 1, . . . , 6. Dann erhalten wir die folgen-

de Grafik für den Logarithmus des Fehlers F in Abhängigkeit des Logarithmus der Schrittweite

∆, wobei zum Vergleich auch eine Gerade mit der Steigung 1/2 eingezeichnet ist:

–0.5

0

0.5

1

ln(F)

–4 –3.8 –3.6 –3.4 –3.2 –3 –2.8 –2.6 –2.4 –2.2 –2 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.6
ln(Delta)

Wir fahren fort mit der Konstruktion der kontinuierlichen Milstein-Approximation der sto-

chastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen und der Untersuchung inwieweit

sich mit dieser Approximation eine höhere starke Konvergenzordnung erhalten läßt.
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Kapitel 4

Konvergenzanalyse der

Milstein-Approximation

4.1 Diskrete und kontinuierliche Milstein-Approximation

In diesem Kapitel studieren wir den Fehler der Milstein-Approximation für die stochastische

Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen.

Sei 0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1 eine äquidistante Diskretisierung von [0, 1], d.h. tk =

k/m für k = 0, 1, . . . , m, sowie {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .} die in Kapitel 2.3 eingeführte simulierte

diskrete Markov-Kette mit ∆ = 1/m und y(t), 0 ≤ t ≤ 1, die Lösung (2.5) der stochastichen

Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3). Die diskrete Milstein-Approximation,

die wir bereits in Kapitel 2.4 (siehe Definition 2.23) kennengelernt haben, ist dann durch

X0 = y0, r∆
0 = i0 (4.1)

und

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

(4.2)

für k = 0, . . . , m − 1 mit ∆ = 1/m und ∆Wk = W (tk+1) − W (tk) gegeben. Durch (4.1) und

(4.2) werden Näherungswerte Xk ≈ y(tk), k = 1, . . . , m erzeugt. Wir setzen jetzt

X̄(t) = Xk, W̄ (t) = W (tk), r̄(t) = r∆
k

41
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für t ∈ [tk, tk+1) und definieren damit die kontinuierliche Milstein-Approximation

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) · (W (s) − W̄ (s)) dW (s), t ∈ [0, 1]. (4.3)

Wir können X(t) in eine integralfreie Darstellung umschreiben:

Lemma 4.1 Für t ∈ [tl, tl+1) mit l ∈ {0, . . . , m − 1} erfüllt X(t) die Darstellung

X(t) = Xl + f(Xl, r
∆
l ) · (t − tl) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

.

Insbesondere gilt

X(tk) = X̄(tk) = Xk.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich durch folgende Rechnung mit Hilfe der Indikatorfunk-

tion:

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s)

= X0 +
l−1
∑

k=0

∫ t

0
f(Xk, r

∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) ds +

∫ t

0
f(Xl, r

∆
l ) · 1[tl,tl+1)(s) ds

+
l−1
∑

k=0

∫ t

0
g(Xk, r

∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) dW (s) +

∫ t

0
g(Xl, r

∆
l ) · 1[tl,tl+1)(s) dW (s)

+
l−1
∑

k=0

∫ t

0
(g · g(1,0))(Xk, r

∆
k ) · (W (s) − W (tk)) · 1[tk,tk+1)(s) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(Xl, r

∆
l ) · (W (s) − W (tl)) · 1[tl,tl+1)(s) dW (s)

= X0 +
l−1
∑

k=0

f(Xk, r
∆
k ) · (tk+1 − tk) + f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl)

+
l−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · (W (tk+1) − W (tk)) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))
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+
l−1
∑

k=0

(g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) · 1/2 ·

(

(W (tk+1) − W (tk))
2 − (tk+1 − tk)

)

+(g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) · 1/2 ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

= Xl + f(Xl, r
∆
l ) · (t − tl) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

.

Hiermit ergibt sich auch unmittelbar die Gleichheit X(tk) = Xk an den Diskretisierungs-

punkten. 2

4.2 Momentenabschätzungen für die Milstein-Approximation

Um Aussagen über die Konvergenz der kontinuierlichen Milstein-Approximation X(t) zu

machen, benötigen wir das folgende Lemma. Dabei sei daran erinnert, daß Voraussetzung

2.1 erfüllt sein muß und c stets eine nichtspezifizierte positive Konstante bezeichnet (siehe

Kapitel 2.2).

Lemma 4.2 Es gilt:

sup
t∈[0,1]

E(X(t))4 ≤ c

und

sup
t∈[tl,tl+1]

E(X(t) − X(tl))
4 ≤ c · ∆2.

Beweis: Setze

||Y || := (E|Y |4)1/4, (4.4)

Z(t) :=
m−1
∑

l=0

g(Xl, r
∆
l ) · 1[tl,tl+1)(t) (4.5)

und

σ(t) := sup
0≤s≤t

||X(s)||. (4.6)

Sei t ∈ [tl, tl+1]. Dann gilt mit Lemma 4.1 bzw. (4.2):
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||X(t) − X(tl)|| =
(

E|X(t) − X(tl)|4
)1/4

=

(

E

∣

∣

∣

∣

f(Xl, r
∆
l ) · (t − tl) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

∣

∣

∣

∣

4
)1/4

≤
(

c · E
[

|f(Xl, r
∆
l )|4 · |t − tl|4 + |g(Xl, r

∆
l )|4 · |W (t) − W (tl)|4

+1/16 · |(g · g(1,0))(Xl, r
∆
l )|4 ·

(

(W (t) − W (tl))
8 + (t − tl)

4
)

]

)1/4

.

Unter Verwendung der linearen Wachstumsbedingung (2.4) und der Beschränktheit von g(1,0)

(siehe Lemma 2.1) erhalten wir

||X(t) − X(tl)|| ≤ c ·
(

E

[

(1 + |Xl|)4 · |t − tl|4 + (1 + |Xl|)4 · |W (t) − W (tl)|4

+(1 + |Xl|)4 ·
(

(W (t) − W (tl))
8 + (t − tl)

4
)

]

)1/4

≤ c ·
(

E

[

(1 + |Xl|4) · |t − tl|4 + (1 + |Xl|4) · |W (t) − W (tl)|4

+(1 + |Xl|4) ·
(

(W (t) − W (tl))
8 + (t − tl)

4
)

]

)1/4

≤ c ·
(

(1 + E|Xl|4) · |t − tl|4 + (1 + E|Xl|4) · |t − tl|2

+(1 + E|Xl|4) · |t − tl|4
)1/4

.

In Termen, der in (4.4) definierten Norm ausgedrückt, haben wir also

||X(t) − X(tl)|| ≤ c ·
(

(1 + ||Xl||) · |t − tl| + (1 + ||Xl||) · |t − tl|1/2

+(1 + ||Xl||) · |t − tl|
)
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≤ c · (1 + ||Xl||) ·
(

|t − tl| + |t − tl|1/2
)

≤ c · (1 + ||Xl||) · |t − tl|1/2

≤ c · (1 + ||Xl||) · ∆1/2.

Also gilt für t ∈ [tl, tl+1]:

||X(t) − X(tl)|| ≤ c · (1 + ||Xl||) · ∆1/2. (4.7)

Nach Voraussetzung 2.1 ist

||X(0)|| = ||X0|| = ||y0|| =
(

E|y0|4
)1/4

< ∞ (4.8)

und mit der Ungleichung von Minkowski (A.1) folgt für die Funktion (4.6):

σ(1) = sup
0≤s≤1

||X(s)|| = sup
0≤s≤1

(

E|X(s)|4
)1/4

= sup
0≤s≤1

(

E|X(s) − X(0) + X(0)|4
)1/4

≤ sup
0≤s≤1

(

(

E|X(s) − X(0)|4
)1/4

+
(

E|X(0)|4
)1/4

)

= sup
0≤s≤1

(||X(s) − X(0)|| + ||X(0)||).

Benutzen wir in diesem Ausdruck das durch s eindeutig bestimmte

µs := max{k ∈ {0, 1, . . . , m}; s ≥ tk},

so gilt mit der Dreiecksungleichung, (4.7), (4.2) und Lemma 2.1:
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σ(1) ≤ sup
0≤s≤1

(

||X(s) − X0 +

µs−1
∑

i=0

(Xi+1 − Xi+1)||
)

+ ||X0||

≤ sup
0≤s≤1

(

||X(s) − Xµs || +
µs−1
∑

i=0

||Xi+1 − Xi||
)

+ ||X0||

≤ c · sup
0≤s≤1

(

(1 + ||Xµs ||) · ∆1/2 +

µs−1
∑

i=0

(1 + ||Xi||) · ∆1/2

)

+ ||X0||

≤ c · sup
0≤s≤1

(

(1 + ||X0||) · ∆1/2 +

+

µs−1
∑

j=0

(

||f(Xj , r
∆
j )|| · ∆ + ||g(Xj , r

∆
j )|| · ||∆Wj ||+

+||g(Xj , r
∆
j )|| · ||(∆Wj)

2 − ∆||
)

· ∆1/2

+

µs−1
∑

i=0

(

(1 + ||X0||) · ∆1/2 +

+
i−1
∑

j=0

(

||f(Xi, r
∆
i )|| · ∆ + ||g(Xj , r

∆
j )|| · ||∆Wj ||+

+||g(Xj , r
∆
j )|| · ||(∆Wj)

2 − ∆||
)

· ∆1/2

)

)

+ ||X0||

≤ c · (1 + ||X0||) · ∆1/2 + ||X0||,

da die Terme, über die summiert wird, nach Lemma 2.2 und Satz A.3 beschränkt sind. Also

ist mit (4.8)

σ(1) < ∞, (4.9)

was insbesondere die Integrierbarkeit von σ impliziert.

Weiter gilt für t ∈ [tl, tl+1]:
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||X(t)|| =
∣

∣

∣

∣

∣

∣
Xl + f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X0 +
l−1
∑

k=0

f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl)

+1/2 ·
l−1
∑

k=0

(g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

+
l−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · ∆Wk + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| +
l−1
∑

k=0

||f(Xk, r
∆
k )|| · ∆ + ||f(Xl, r

∆
l )|| · (t − tl)

+1/2 ·
l−1
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣(g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+1/2 ·
∣

∣

∣

∣

∣

∣
(g · g(1,0))(Xl, r

∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

l−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · ∆Wk + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ||X0|| +
l−1
∑

k=0

||f(Xk, r
∆
k )|| · ∆ + ||f(Xl, r

∆
l )|| · (t − tl)

+1/2 ·
l−1
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣(g · g(1,0))(Xk, r
∆
k )
∣

∣

∣

∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣

∣

(

(∆Wk)
2 − ∆

)∣

∣

∣

∣

+1/2 ·
∣

∣

∣

∣

∣

∣
(g · g(1,0))(Xl, r

∆
l )
∣

∣

∣

∣

∣

∣
·
∣

∣

∣

∣

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

l−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) dW (s) +

∫ t

0
g(Xl, r

∆
l ) · 1[tl,tl+1)(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Mit der linearen Wachstumsbedingung (2.4) folgt daraus
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||X(t)|| ≤ ||X0|| + c ·
(

l−1
∑

k=0

||(1 + |Xk|)|| · ∆ + ||(1 + |Xl|)|| · (t − tl)

+
l−1
∑

k=0

||(1 + |Xk|)|| · ∆ + ||(1 + |Xl|)|| · (t − tl)

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

m−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(

l−1
∑

k=0

(1 + ||Xk||) · ∆ + (1 + ||Xl||) · (t − tl)

+

l−1
∑

k=0

(1 + ||Xk||) · ∆ + (1 + ||Xl||) · (t − tl)

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(

l−1
∑

k=0

(1 + ||Xk||) · ∆ + (1 + ||Xl||) · (t − tl)

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(

l−1
∑

k=0

∫ tk+1

tk

(1 + σ(tk)) ds +

∫ t

tl

(1 + σ(tl)) ds

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(∫ t

0
(1 + σ(s)) ds

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ(s) ds

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Somit folgt für t ∈ [0, 1]:

||X(t)|| ≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ(s) ds

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.10)

Für den in (4.5) definierten Prozeß Z(t) gilt für t ∈ [tl, tl+1) die Abschätzung:

||Z(t)|| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) · 1[tk,tk+1)(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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≤
∣

∣

∣

∣g(Xl, r
∆
l )
∣

∣

∣

∣ ≤ c · (1 + ||Xl||) ≤ c ·
(

1 + sup
k=0,...,l

||Xk||
)

≤ c · (1 + σ(t)) . (4.11)

Für Z(t) gilt wegen Satz A.6 die Ungleichung

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4

≤ 36 · t ·
∫ t

0
||Z(s)||4 ds.

Zusammen mit dieser Ungleichung ergibt sich aus (4.11) eingesetzt in (4.10) für ||X(t)|| mit

t ∈ [0, 1]:

||X(t)|| ≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ(s) ds

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
Z(s) dW (s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||X0|| + c ·
(

(

1 +

∫ t

0
σ(s) ds

)4
)1/4

+ c ·
(∫ t

0
||Z(s)||4 ds

)1/4

≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

(∫ t

0
σ(s) ds

)4
)1/4

+ c ·
(∫ t

0
(1 + σ(s))4 ds

)1/4

≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)1/4

+ c ·
(∫ t

0

(

1 + σ4(s)
)

ds

)1/4

≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)1/4

+ c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)1/4

≤ ||X0|| + c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)1/4

≤ c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)1/4

,

d.h.

σ4(t) ≤ c ·
(

1 +

∫ t

0
σ4(s) ds

)

.

Da σ integrierbar ist, können wir die Ungleichung von Gronwall (siehe Kapitel A, Satz A.4)

anwenden und erhalten

σ4(t) ≤ c + c ·
∫ t

0
ec·(t−s) ds ≤ c − 1 + ec·t ≤ c
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und damit ist

sup
t∈[0,1]

E(X(t))4 ≤ c (4.12)

gezeigt.

Aus (4.7) und (4.12) folgt

||X(t) − X(tl)||4 ≤ c · (1 + ||X(tl)||)4 · ∆2 ≤ c ·
(

1 + ||X(tl)||4
)

· ∆2 ≤ c · ∆2

und damit

sup
t∈[tl,tl+1]

E(X(t) − X(tl))
4 ≤ c · ∆2,

also die zweite Ungleichung des Lemmas. 2

4.3 Die starke Konvergenzordnung

Mit Hilfe des Lemmas 4.2 kann jetzt folgende Aussage über die Konvergenz der kontinu-

ierlichen Milstein-Approximation für stochastische Differentialgleichungen mit Markovschen

Sprüngen gezeigt werden.

Theorem 4.1 Für eine Schrittgröße ∆ = 1/m mit m ∈ N sei 0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1

eine äquidistante Diskretisierung von [0, 1], d.h. tk = k · ∆ für k = 0, 1, . . . , m, sowie

dy(t) = f(y(t), r(t)) dt + g(y(t), r(t)) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1,

die stochastische Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3) und

y(t) = y0 +

∫ t

0
f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

0
g(y(s), r(s)) dW (s) (4.13)

deren Lösung (2.5) mit Startwerten y(0) = y0 und r(0) = i0, wobei f und g Voraussetzung

2.1 erfüllen und r(t), 0 ≤ t ≤ 1, die in Kapitel 2.2 eingeführte Markov-Kette mit den Über-

gangswahrscheinlichkeiten (2.2) ist. Außerdem bezeichne r̄ := {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .} die in

Kapitel 2.3 eingeführte simulierte diskrete Markov-Kette mit ∆ = 1/m. Für die kontinuier-

liche Milstein-Approximation

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s), t ∈ [0, 1],
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von (4.13), die wie in Kapitel 4.1 konstruiert wurde, gilt:

sup
t∈[0,1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

, (4.14)

wobei n ≥ 1 der in den Übergangswahrscheinlichkeiten (2.2) festgelegte Wert für die Potenz

von δ ist und c die nichtspezifizierte Konstante aus Kapitel 2.2 bezeichnet, die insbesondere

von ∆ unabhängig ist.

Beweis: Nach Definition gilt

y(t) = y0 + a(t) + b(t)

mit

a(t) =

∫ t

0
f(y(s), r(s)) ds

und

b(t) =

∫ t

0
g(y(s), r(s)) dW (s).

Außerdem gilt

X(t) = X0 + A(t) + B(t),

wobei

A(t) =

∫ t

0

m−1
∑

k=0

f(Xk, r
∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) ds

und

B(t) =

∫ t

0

m−1
∑

k=0

g(Xk, r
∆
k ) ·

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (s) − W (tk))

)

·

·1[tk,tk+1)(s) dW (s).

Dies ergibt sich aus dem Beweis von Lemma 4.1.

Um a − A abzuschätzen, definiere:

Z(t) :=
m−1
∑

k=0

Vk(t) · 1[tk,tk+1)(t),

wobei

Vk(t) := f (1,0)(Xk, r
∆
k ) · (X(t) − X(tk) − f(Xk, r

∆
k ) · (t − tk)).
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Sei t ∈ [tl, tl+1). Es gilt:

f(y(t), r(t)) − f(Xl, r
∆
l ) − Vl(t) =

= f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )

+f(X(t), r∆
l ) − f(Xl, r

∆
l ) − f (1,0)(Xl, r

∆
l ) · (X(t) − X(tl))

+f (1,0)(Xl, r
∆
l ) · f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl).

Mit Lemma 2.1 folgt

E
(

f(y(t), r(t)) − f(Xl, r
∆
l ) − Vl(t)

)2
=

= E
∣

∣

∣f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )

+f(X(t), r∆
l ) − f(Xl, r

∆
l ) − f (1,0)(Xl, r

∆
l ) · (X(t) − X(tl))

+f (1,0)(Xl, r
∆
l ) · f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl)

∣

∣

∣

2

≤ c · E
(

∣

∣f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )
∣

∣

2

+
∣

∣

∣f(X(t), r∆
l ) − f(Xl, r

∆
l ) − f (1,0)(Xl, r

∆
l ) · (X(t) − X(tl))

∣

∣

∣

2

+
∣

∣f(Xl, r
∆
l )
∣

∣

2 · (t − tl)
2
)

≤ c · E
(

∣

∣f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ |X(t) − X(tl)|4 +

(

1 + |Xl|2
)

· (t − tl)
2
)

.

Mit Hilfe von Lemma 4.2 ergibt sich daraus

E
(

f(y(t), r(t)) − f(Xl, r
∆
l ) − Vl(t)

)2
=

≤ c ·
(

E
∣

∣f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ ∆2 +

(

1 + E|Xl|2
)

· ∆2
)

≤ c ·
(

E
∣

∣f(y(t), r(t)) − f(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ ∆2

)

.

Durch Verwendung der Indikatorfunktion erhalten wir damit

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
(

f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k ) − Vk(s)

)2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

E
∣

∣f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k )
∣

∣

2
+ ∆2

)

· 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c ·
(

∆2 +

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

)

, (4.15)
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wobei t ∈ [0, 1]. Wir berechnen mit der globalen Lipschitz-Bedingung für f (siehe Vorausset-

zung 2.1)

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds =

=

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(y(s), r(s)) − f(X(s), r(s)) + f(X(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
(

|f(y(s), r(s)) − f(X(s), r(s))|2

+
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
)

· 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c ·
∫ t

0
E|y(s) − X(s)|2 ds

+c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds, (4.16)

wobei wir den zweiten Summanden erneut unter Verwendung der Indikatorfunktion abschätzen

können. Da für ein beliebiges t ∈ [0, 1] entweder t ∈ [tl, tl+1) für genau ein l ∈ {0, 1, . . . , m−1}
oder t = tm ist, gilt:

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds =

=
l−1
∑

k=0

∫ tk+1

tk

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
ds +

∫ t

tl

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
l )
∣

∣

2
ds

≤
l
∑

k=0

∫ tk+1

tk

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
ds, (4.17)

was wir anhand des Beweises von Lemma 4.1 sehen. Für die Summanden von (4.17) folgt mit

Lemma 2.1 und Satz A.7:

E

∫ tk+1

tk

∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
ds

≤ c · E
∫ tk+1

tk

(

|f(X(s), r(s))|2 +
∣

∣f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
)

· 1{r(s) 6=r(tk)} ds
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≤ c · E
∫ tk+1

tk

(

1 + |X(s)|2
)

· 1{r(s)6=r(tk)} ds

≤ c ·
∫ tk+1

tk

E
[

E
[(

1 + |X(s)|2
)

· 1{r(s)6=r(tk)}|Rk

]

]

ds, (4.18)

wobei Rk die von r(tk) erzeugte σ-Algebra sei. Für s ∈ [tk, tk+1) ergibt sich mit Lemma 4.1

und Lemma 2.1

|X(s)|2 =
∣

∣

∣Xk + f(Xk, r
∆
k ) · (s − tk) + g(Xk, r

∆
k ) · (W (s) − W (tk))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(W (s) − W (tk))
2 − (s − tk)

)

∣

∣

∣

2

≤ c ·
(

|Xk|2 + |f(Xk, r
∆
k )|2 · (s − tk)

2 + |g(Xk, r
∆
k )|2 · (W (s) − W (tk))

2

+1/4 · |(g · g(1,0))(Xk, r
∆
k )|2 ·

∣

∣(W (s) − W (tk))
2 − (s − tk)

∣

∣

2
)

≤ c ·
(

|Xk|2 +
(

1 + |Xk|2
)

· ∆ +
(

1 + |Xk|2
)

· (W (s) − W (tk))
2

+
(

1 + |Xk|2
)

·
(

|W (s) − W (tk)|4 + ∆2
)

)

,

so daß wir aus (4.18), der Unabhängigkeit der Markov-Kette r von dem Wiener-Prozeß W

und durch die Unabhängigkeit von Xk und 1{r(s)6=r(tk)} bezüglich der von r(tk) erzeugten

σ-Algebra Rk die Abschätzung

E

∫ tk+1

tk

∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
ds

≤ c ·
∫ tk+1

tk

E
[

E
[

1 + |Xk|2 +
(

1 + |Xk|2
)

· ∆ +
(

1 + |Xk|2
)

· (W (s) − W (tk))
2

+
(

1 + |Xk|2
)

·
(

|W (s) − W (tk)|4 + ∆2
)

|Rk

]

· E
[

1{r(s)6=r(tk)}|Rk

]

]

ds (4.19)

erhalten. Wir wissen, daß in Xk nur Werte des Wiener-Prozesses W bis zum Zeitpunkt

tk einfließen. Dadurch bekommen wir mit den Eigenschaften eines Wiener-Prozesses (siehe

Definition 2.13), Lemma 4.2 und Satz A.3 für s ∈ [tk, tk+1) einerseits die Abschätzung

E
[

1 + |Xk|2 +
(

1 + |Xk|2
)

· ∆ +
(

1 + |Xk|2
)

· (W (s) − W (tk))
2 +

+
(

1 + |Xk|2
)

·
(

|W (s) − W (tk)|4 + ∆2
)

|Rk

]

≤ 1 + E
[

(Xk)
2|Rk

]

+
(

1 + E
[

(Xk)
2|Rk

])

· ∆
+
(

1 + E
[

(Xk)
2|Rk

])

· E
[

(W (s) − W (tk))
2|Rk

]

+
(

1 + E
[

(Xk)
2|Rk

])

·
(

E
[

(W (s) − W (tk))
4|Rk

]

· ∆2
)

≤ c.
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Andererseits gilt wegen den Übergangswahrscheinlichkeiten (2.2) und
∑

i6=j γij = −γii für

s ∈ [tk, tk+1):

E
[

1{r(s)6=r(tk)}|Rk

]

=
∑

i∈S

1{r(tk)=i} · P (r(s) 6= i|r(tk) = i)

=
∑

i∈S

1{r(tk)=i} ·
∑

i6=j

(

γij · (s − tk)
n + o((s − tk)

n)
)

≤
(

max
1≤i≤N

(−γii) · ∆n + o(∆n)

)

·
∑

i∈S

1{r(tk)=i}

≤ c · ∆n + o(∆n).

Diese beiden Abschätzungen ergeben in (4.19)

E

∫ tk+1

tk

∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
ds ≤ (c · ∆n + o(∆n)) ·

∫ tk+1

tk

ds.

Dies setzen wir in (4.17) ein und erhalten

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ (c · ∆n + o(∆n)) ·
l
∑

k=0

∫ tk+1

tk

ds ≤ c · ∆n + o(∆n)

d.h.

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(X(s), r(s)) − f(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds ≤ c · ∆n + o(∆n) (4.20)

gilt für ein beliebiges t ∈ [0, 1], da die obere Schranke nicht mehr von l abhängt. Wir folgern

weiter, daß sich aus (4.16) die Abschätzung

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c · ∆n + o(∆n) + c ·
∫ t

0
E|y(s) − X(s)|2 ds
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für t ∈ [0, 1] ergibt und wir damit letztendlich aus (4.15) die Abschätzung

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
(

f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k ) − Vk(s)

)2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+ c ·
∫ t

0
E|y(s) − X(s)|2 ds (4.21)

für alle t ∈ [0, 1] erhalten.

Zu beachten ist, daß für t ∈ [tk, tk+1) gilt:

Vk(t) = f (1,0)(Xk, r
∆
k ) ·

(

g(Xk, r
∆
k ) · (W (t) − W (tk))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(W (t) − W (tk))
2 − (t − tk)

)

)

= f (1,0)(Xk, r
∆
k ) · g(Xk, r

∆
k ) ·

∫ t

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u).

Für tk < s ≤ t ≤ tk+1 gilt damit:

E(Z(s) · Z(t)) = E(Vk(s) · Vk(t))

= E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k )·

·
∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u) ·

·
∫ t

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)

= E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k ) ·

·
(∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)2

+
(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k ) ·

·
∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u) ·

·
∫ t

s

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)
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= E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k ) ·

·
(∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)2
)

,

denn

E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k )·

·
∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u) ·

·
∫ t

s

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)

= E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k )

)

·E
(∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)

·E
(∫ t

s

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)

dW (u)

)

= 0.

Unter Beachtung der Ito-Isometrie (siehe Satz A.5), der Beschränktheit von f (1,0) und g(1,0),

des linearen Wachstums von g und mit Lemma 4.2 folgt

E(Z(s) · Z(t)) = E

(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k )·

·
∫ s

tk

(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (u) − W (tk))

)2
du

)

≤ c · E
(

(

f (1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· g2(Xk, r
∆
k )·

·
∫ s

tk

(

1 +
(

g(1,0)(Xk, r
∆
k )
)2

· (W (u) − W (tk))
2

)

du

)

≤ c · E
(

g2(Xk, r
∆
k ) ·

(

s − tk +

∫ s

tk

(W (u) − W (tk))
2 du

))

≤ c ·
(

E
(

g2(Xk, r
∆
k )
)

· (s − tk) + E
(

g2(Xk, r
∆
k )
)

· (s − tk)
2
)

≤ c ·
(

s − tk + (s − tk)
2
)

≤ c · (s − tk). (4.22)
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Andernfalls, d.h. für tj ≤ s ≤ tj+1 ≤ tk ≤ t ≤ tk+1 erhalten wir

E(Z(s) · Z(t)) = 0. (4.23)

Aus (4.22) und (4.23) folgt für t ∈ [tl, tl+1]:

∫ t

0

∫ t

0
E(Z(s) · Z(u)) ds du =

l−1
∑

k=0

∫ tk+1

tk

∫ tk+1

tk

E(Z(s) · Z(u)) ds du

+

∫ t

tl

∫ t

tl

E(Z(s) · Z(u)) ds du

≤ c ·
l−1
∑

k=0

∫ tk+1

tk

∫ tk+1

tk

(min(s, u) − tk) ds du

+c ·
∫ t

tl

∫ t

tl

(min(s, u) − tl) ds du

≤ c ·
l−1
∑

k=0

(tk+1 − tk)
3 + c · (t − tl)

3

≤ c · ∆2 + c · ∆3 ≤ c · ∆2,

d.h.
∫ t

0

∫ t

0
E(Z(s) · Z(u)) ds du ≤ c · ∆2 (4.24)

für t ∈ [0, 1]. Mit (4.24), Satz A.1 und (4.21) ergibt sich somit:

E(a(t) − A(t))2 =

= E

(

a(t) −
∫ t

0

m−1
∑

k=0

f(Xk, r
∆
k ) · 1[tk,tk+1)(s) ds

)2

= E

(

a(t) −
∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

f(Xk, r
∆
k ) + Vk(s)

)

· 1[tk,tk+1)(s) ds +

∫ t

0
Z(s) ds

)2

≤ c · E
(

a(t) −
∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

f(Xk, r
∆
k ) + Vk(s)

)

· 1[tk,tk+1)(s) ds

)2

+ c · E
(∫ t

0
Z(s) ds

)2

≤ c · E
(

∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k ) − Vk(s)

)

· 1[tk,tk+1)(s) ds

)2

+ c · ∆2
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≤ c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
(

f(y(s), r(s)) − f(Xk, r
∆
k ) − Vk(s)

)2 · 1[tk,tk+1)(s) ds + c · ∆2

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+ c ·
∫ t

0
E(y(s) − X(s))2 ds. (4.25)

Für die Abschätzung von b − B definieren wir

Rl(t) := g(y(t), r(t)) − g(Xl, r
∆
l ) ·

(

1 + g(1,0)(Xl, r
∆
l ) · (W (t) − W (tl))

)

= g(y(t), r(t)) − g(Xl, r
∆
l ) − g(Xl, r

∆
l ) · g(1,0)(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

= g(y(t), r(t)) − g(X(t), r(t))

+g(X(t), r(t)) − g(X(t), r∆
l )

+g(X(t), r∆
l ) − g(Xl, r

∆
l ) − g(1,0)(Xl, r

∆
l ) · (X(t) − Xl)

+g(1,0)(Xl, r
∆
l ) · (X(t) − Xl − g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))).

Mit Voraussetzung 2.1, Lemma 2.1 und Lemma 4.1 ergibt sich für t ∈ [tl, tl+1):

E(Rl(t))
2 ≤ c · E

(

|g(y(t), r(t)) − g(X(t), r(t))|2

+
∣

∣g(X(t), r(t)) − g(X(t), r∆
l )
∣

∣

2

+
∣

∣

∣g(X(t), r∆
l ) − g(Xl, r

∆
l ) − g(1,0)(Xl, r

∆
l ) · (X(t) − Xl)

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
g(1,0)(Xl, r

∆
l ) ·

(

X(t) − Xl − g(Xl, r
∆
l ) · (W (t) − W (tl))

)

∣

∣

∣

2
)

≤ c · E
(

|y(t) − X(t)|2 +
∣

∣g(X(t), r(t)) − g(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ |X(t) − Xl|4

+
∣

∣

∣
f(Xl, r

∆
l ) · (t − tl) + 1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r

∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

∣

∣

∣

2

·
∣

∣

∣g(1,0)(Xl, r
∆
l )
∣

∣

∣

2
)

.

Durch Lemma 4.2, die lineare Wachstumsbedingung für f und g und die Beschränktheit von

g(1,0) (siehe Lemma 2.1) erhalten wir

E(Rl(t))
2 ≤ c ·

(

E(y(t) − X(t))2 + E
∣

∣g(X(t), r(t)) − g(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ ∆2

+
(

1 + E|Xl|2
)

· (t − tl)
2 +

(

1 + E|Xl|2
)

· E
(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)2
)

≤ c ·
(

E(y(t) − X(t))2 + E
∣

∣g(X(t), r(t)) − g(X(t), r∆
l )
∣

∣

2
+ ∆2

)

.
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Also gilt für t ∈ [0, 1]:

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E(Rk(s))
2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

∆2 + E
∣

∣g(X(s), r(s)) − g(X(s), r∆
k )
∣

∣

2
+ E(y(s) − X(s))2

)

· 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c · ∆2 + c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣g(X(s), r(s)) − g(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

+c ·
∫ t

0
E(y(s) − X(s))2 ds. (4.26)

Auf die gleiche Art, wie wir (4.20) hergeleitet haben, berechnen wir

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E
∣

∣g(X(s), r(s)) − g(X(s), r∆
k )
∣

∣

2 · 1[tk,tk+1)(s) ds ≤ c · ∆n + o (∆n) ,

so daß aus (4.26) die Abschätzung

∫ t

0

m−1
∑

k=0

E(Rk(s))
2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+ c ·
∫ t

0
E(y(s) − X(s))2 ds

folgt. Analog zu (4.25) gilt damit für t ∈ [0, 1]:

E(b(t) − B(t))2 =

= E

(∫ t

0

m−1
∑

k=0

(

g(y(s), r(s)) − g(Xk, r
∆
k ) ·

·
(

1 + g(1,0)(Xk, r
∆
k ) · (W (s) − W (tk))

))

· 1[tk,tk+1)(s) dW (s)

)2

= E

(

∫ t

0

m−1
∑

k=0

Rk(s) · 1[tk,tk+1)(s) dW (s)

)2

=

∫ t

0
E

(

m−1
∑

k=0

Rk(s) · 1[tk,tk+1)(s)

)2

ds
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≤ c ·
∫ t

0

m−1
∑

k=0

E(Rk(s))
2 · 1[tk,tk+1)(s) ds

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+ c ·
∫ t

0
E(y(s) − X(s))2 ds. (4.27)

Mit den Abschätzungen (4.25) und (4.27) ergibt sich also

E(y(t) − X(t))2 = E(a(t) − A(t) + b(t) − B(t))2

≤ c ·
(

E(a(t) − A(t))2 + E(b(t) − B(t))2
)

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+ c ·
∫ t

0
E(y(s) − X(s))2 ds

für alle t ∈ [0, 1]. Mit der Ungleichung von Gronwall (siehe Satz A.4) erhalten wir

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+
(

c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
))

·
∫ t

0
ec·(t−s) ds

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

+
(

c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
))

· (−1 + ec·t)

≤ c · ∆min{n,2} + o
(

∆min{n,2}
)

. 2

Die starke Konvergenzordnung der kontinuierlichen Milstein-Approximation der stochasti-

schen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen ist nach Theorem 4.1 das Minimum

von {n/2, 1} und hat damit einen direkten Bezug zu dem, in den Übergangswahrscheinlich-

keiten (2.2), festgelegten Wert n ≥ 1, durch den sich die Wahrscheinlichkeit für einen Sprung

der Markov-Kette im Zeitintervall δ steuern läßt. Für n = 1 ergibt sich keine Verbesserung der

starken Konvergenzordnung durch die kontinuierliche Milstein-Approximation im Vergleich

zur kontinuierlichen Euler-Approximation, sie ist nach wie vor 1/2. Falls 1 < n ≤ 2, so läßt

sich durch die kontinuierliche Milstein-Approximation eine Verbesserung der starken Konver-

genzordnung gegenüber der kontinierlichen Euler-Approximation erzielen, wobei speziell für

den Fall n = 2 die Analogie zu dem für die gewöhnliche stochastische Differentialgleichung

(2.1) geltenden Resultat vorliegt (siehe Satz 2.2 und Satz 2.3), daß die kontinuierliche Euler-

Approximation die starke Konvegenzordnung 1/2 aufweist und diese durch die kontinuierliche
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Milstein-Approximation auf den Wert 1 erhöht wird. Für n > 2 erhalten wir grundsätzlich die

starke Konvergenzordnung 1, d.h. für n ≥ 2 kann die starke Konvergenzordnung nicht mehr

dadurch verbessert werden, da die Wahrscheinlichkeit für einen Sprung der Markov-Kette

im Zeitintervall δ beliebig verkleinert wird. Dieses Ergebnis trat bereits bei der Analyse der

kontinuierlichen Euler-Approximation mit der starken Konvergenzordnung 1/2 für sämtliche

n ≥ 1 auf.

Bemerkung 4.1 Wir wollen die Aussage von Theorem 4.1 anhand von Simulationen für

n = 1 und n = 2 illustrieren. Dabei gehen wir wie in Bemerkung 3.1 vor, wobei jetzt die

stochastische Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen aus Bemerkung 2.2 und die

entsprechenden Milstein-Approximationen X(t) mit ∆ = 2−m für m = 1, . . . , 6 betrachtet

werden und γ = 1/2 bzw. γ = 1 ist. In den folgenden Grafiken sind auch Geraden mit den

Steigungen 1/2 und 1 zum Vergleich eingezeichnet.

Grafik für n = 1:

–5

–4

–3

–2

–1

0

1

ln(F)

ln(Delta)
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Grafik für n = 2:

–3

–2

–1

0

1

ln(F)

ln(Delta)

Nachdem uns diese Ergebnisse über die starke Konvergenzordnung der Euler-Approximation

und der Milstein-Approximation unter den Voraussetzungen aus Kapitel 2.2 bekannt sind, ha-

ben wir ein Interesse daran, ob sich die starke Konvergenzordnung noch weiter verbessern läßt,

indem wir eine Approximation konstruieren, in die weitere Terme der Ito-Taylorentwicklung

der Lösung der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen einfließen

und gegebenenfalls zusätzlich zu Voraussetzung 2.1 weitere Einschränkungen bezüglich der

auftretenden Größen machen.
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Kapitel 5

Konvergenzanalyse einer höheren

Approximation

5.1 Die diskrete und kontinuierliche Approximation

In diesem Kapitel untersuchen wir die Frage, ob sich die Abschätzung aus Theorem 4.1 ver-

bessern läßt, falls wir an Stelle der Milstein-Approximation eine Approximation betrachten,

in der weitere Terme der Ito-Taylorentwicklung (2.21) berücksichtigt und die Voraussetzun-

gen aus Abschnitt 2.2 etwas erweitert werden.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels gelte zusätzlich zu Voraussetzung 2.1 folgende

Voraussetzung 5.1 Die Koeffizientenfunktionen f(x, i) und g(x, i) seien viermal stetig dif-

ferenzierbar bezüglich der Zustandsvariablen x und es existiere eine Konstante K > 0, so daß

für h = f und h = g gilt

∣

∣

∣
h(2,0)(x, i) − h(2,0)(y, i)

∣

∣

∣
≤ K · |x − y|

und
∣

∣

∣
h(3,0)(x, i) − h(3,0)(y, i)

∣

∣

∣
≤ K · |x − y|

für alle x, y ∈ R und i ∈ S. 2

Außerdem sei die in Kapitel 2.2 eingeführte nichtspezifizierte Konstante c > 0 auch noch von

γij für alle i, j ∈ S und von p abhängig, wobei p ≥ 2 eine betrachtete Potenz des Betrags

der Lösung y(t) der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3)

65
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bezeichne.

Weiterhin benötigen wir

Lemma 5.1 Es gilt

sup
t∈[0,1]

E|y(t)|p ≤ c (5.1)

für p ≥ 2 und h(m,0) ist beschränkt für m = 2, 3, 4.

Beweis: Für die Abschätzung (5.1) siehe [12], Lemma 2.2. Die Beschränktheit von h(2,0), h(3,0)

und h(4,0) folgt durch die globale Lipschitz-Bedingung von h(1,0), h(2,0) und h(3,0) aus den

Voraussetzungen 2.1 und 5.1 und analoger Rechnung wie im Beweis von Lemma 2.1 für

h(1,0). 2

Wir erinnern uns an die Definitionen 2.16 und 2.17, in denen das mehrfache Ito-Integral und

die Ito-Koeffizientenfunktion eingeführt wurden. Diese ermöglichen die Beweise der folgenden

beiden Lemmata.

Lemma 5.2 Für ein beliebiges, aber festes m ∈ N seien die Funktionen f, g, h : R × S → R

2m-mal stetig differenzierbar bezüglich der Zustandsvariablen x. Außerdem sei L0 der in

Kapitel 2.4 definierte Operator

L0 = f · ∂

∂y
+ 1/2 · g2 · ∂2

∂y2

und der Ausdruck A immer ein reiner Ableitungsterm, d.h. A bezeichne eine Summe, deren

Summanden das Produkt von Ableitungen bezüglich x der Funktionen f(x, i), g(x, i), h(x, i)

und gegebenenfalls einem von m abhängigen Vorfaktor sind. Dann gilt

Lm
0 h(x, i) =

m
∑

p=1

fp(x, i) · A +
2m
∑

p=2

gp(x, i) · A +
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

fp(x, i) · g2q−1(x, i) · A

+
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

fp(x, i) · g2q(x, i) · A, (5.2)

wobei wir die Konvention
∑m−1

k=m Fk = 0 für beliebige Summanden Fk verwenden.

Beweis: Wir zeigen dies durch Induktion über m:

Die Struktur der Summation macht einen Induktionsanfang für m = 2 erforderlich, auf den
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wir den Induktionsschritt anwenden, so daß die Behauptung (5.2) zunächst für m = 1 gezeigt

wird: Wir erhalten

L0h(x, i) = f(x, i) · h(1,0) + 1/2 · g2(x, i) · h(2,0) = f(x, i) · A + g2(x, i) · A.

Es folgt die Induktion für m ≥ 2:

Induktionsanfang, m = 2:

L2
0h(x, i) = (f · f (1,0) · h(1,0))(x, i) + (f2 · h(2,0))(x, i) + 1/2 · (f · g2 · h(3,0))(x, i)

+(f · g · g(1,0) · h(2,0))(x, i) + 1/2 · (g2 · f (2,0) · h(1,0))(x, i)

+(g2 · f (1,0) · h(2,0))(x, i) + 1/2 · (g2 · f · h(3,0))(x, i)

+1/4 · (g4 · h(4,0))(x, i) + (g3 · g(1,0) · h(3,0))(x, i)

+1/2 · (g2 · h(2,0))(x, i) ·
(

g(1,0)(x, i)
)2

+ 1/2 · (g3 · g(2,0) · h(2,0))(x, i)

= f(x, i) · A + f2(x, i) · A + (f · g2)(x, i) · A + (f · g)(x, i) · A
+g2(x, i) · A + g4(x, i) · A + g3(x, i) · A.

Die Behauptung (5.2) gilt für m = 1 und m = 2. Wir fahren mit dem Induktionsschritt,

angefangen bei m = 2 fort.

Induktionsschritt, m → m+1: Im Folgenden wird die abkürzende Schreibweise f := f(x, i), g :=

g(x, i), h := h(x, i) benutzt. Durch die Linearität des Operators L0, mit Hilfe der Kettenregel

und der Produktregel der Differentialrechnung und da m ≥ 2, ergibt sich

Lm+1
0 h = L0L

m
0 h

= L0





m
∑

p=1

fp · A +
2m
∑

p=2

gp · A +
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

fp · g2q−1 · A +
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

fp · g2q · A





=
m
∑

p=1

(

fp · A + fp+1 · A
)

+
2m
∑

p=2

(

f · gp−1 · A + f · g · A
)

+
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

(

fp · g2q−1 · A + fp+1 · g2q−2 · A + fp+1 · g2q−1 · A
)

+

m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

(

fp · g2q · A + fp+1 · g2q−1 · A + fp+1 · g2q · A
)

+g2 · A + f · g2 · A +
m
∑

p=2

(

fp−2 · g2 · A + fp−1 · g2 · A + fp · g2 · A
)
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+

2m
∑

p=2

(

gp · A + gp+1 · A + gp+2 · A
)

+ g2 · A + g3 · A + f · g2 · A + f · g3 · A

+
m−1
∑

p=2

(

fp−2 · g3 · A + fp−1 · g2 · A + fp · g2 · A + fp−1 · g3 · A
)

+
m−1
∑

q=2

(

g2q · A + g2q+1 · A + f · g2q−1 · A + f · g2q · A + f · g2q+1 · A

+

m−q
∑

i=2

(

fp−2 · g2q+1 · A + fp−1 · g2q · A + fp−1 · g2q+1 · A + fp · g2q−1 · A

+fp · g2q · A + fp · g2q+1 · A
)

)

+
m−1
∑

q=1

(

g2q+1 · A + g2q+2 · A + f · g2q · A + f · g2q+1 · A + f · g2q+2 · A

+

m−q
∑

p=2

(

fp−2 · g2q+2 · A + fp−1 · g2q+1 · A + fp−1 · g2q+2 · A + fp · g2q·

+fp · g2q+1 · A + fp · g2q+2 · A
)

)

=
m+1
∑

p=1

fp · A +
2m
∑

p=1

f · gp · A +
m−1
∑

q=1

m+1−q
∑

p=1

fp · g2q−1 · A

+

m−1
∑

q=1

m+1−q
∑

p=1

fp · g2q · A +

m
∑

p=0

fp · g2 · A +

2m+2
∑

p=2

gp · A

=
m+1
∑

p=1

fp · A +
m
∑

q=1

m+1−q
∑

p=1

fp · g2q−1 · A +
m
∑

q=1

m+1−q
∑

p=1

fp · g2q · A +

2(m+1)
∑

p=2

gp · A 2

Lemma 5.3 Für einen beliebigen Multiindex α ∈ M \ {ν} sei m = l(α) + n(α), wobei

l(α) ∈ N die Länge des Multiindex α und n(α) ∈ N0 die Anzahl der Nullkomponenten von

α ist. Die Koeffizientenfunktionen f(x, i) und g(x, i) seien m-mal stetig differenzierbar nach

der Zustandsvariablen x. Außerdem gelte

∣

∣

∣f (k,0)(x, i) − f (k,0)(y, i)
∣

∣

∣ ≤ K · |x − y|



5.1. DIE DISKRETE UND KONTINUIERLICHE APPROXIMATION 69

und
∣

∣

∣g(k,0)(x, i) − g(k,0)(y, i)
∣

∣

∣ ≤ K · |x − y|

für alle x, y ∈ R, i ∈ S und k = 0, . . . , m − 1. Dann gilt für die Identität h(x, i) = x einer

Ito-Koeffizientenfunktion h : R × S → R

|hα| ≤ cm · (1 + |x|m) ,

wobei cm die oben eingeführte positive Konstante c bezeichnet, die darüberhinaus auch von

m abhängt.

Beweis: Da f und g die gleichen Voraussetzungen erfüllen und durch die Linearität der

Operatoren L0 und L1 genügt es die folgende Aussage zu zeigen:

Es sei l ∈ N. Für die Funktion h : R × S → R, die 2l-mal stetig differenzierbar ist, gilt die

Abschätzung
∣

∣

∣Ll
0h(x, i)

∣

∣

∣ ≤ cl ·
(

1 + |x|2l
)

, (5.3)

falls
∣

∣

∣
f (k,0)(x, i) − f (k,0)(y, i)

∣

∣

∣
≤ K · |x − y|,

∣

∣

∣g(k,0)(x, i) − g(k,0)(y, i)
∣

∣

∣ ≤ K · |x − y|

und
∣

∣

∣h(k,0)(x, i) − h(k,0)(y, i)
∣

∣

∣ ≤ K · |x − y|

für alle x, y ∈ R, i ∈ S und k = 0, . . . , 2l − 1.

Dies zeigen wir mit Hilfe von Lemma 5.2. Demnach ist für ein l ∈ N

∣

∣

∣
Ll

0h(x, i)
∣

∣

∣
≤

l
∑

p=1

|f(x, i)|p · |A| +
2l
∑

p=2

|g(x, i)|p · |A| +
m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

|f(x, i)|p · |g(x, i)|2q−1 · |A|

+

m−1
∑

q=1

m−q
∑

p=1

|f(x, i)|p · |g(x, i)|2q · |A|.

Da sämtliche reinen Ableitungsterme durch die Voraussetzungen beschränkt sind, erhalten

wir mit der linearen Wachstumsbedingung (siehe Lemma 2.1)

∣

∣

∣Ll
0h(x, i)

∣

∣

∣ ≤ cl ·
l
∑

p=1

(1 + |x|)p + cl ·
2l
∑

p=2

(1 + |x|)p + cl ·
l−1
∑

q=1

l−q
∑

p=1

(1 + |x|)p · (1 + |x|)2q−1



70 KAPITEL 5. KONVERGENZANALYSE EINER HÖHEREN APPROXIMATION

+cl ·
l−1
∑

q=1

l−q
∑

p=1

(1 + |x|)p · (1 + |x|)2q

≤ cl ·
2l
∑

p=1

(1 + |x|)p + cl ·
l−1
∑

q=1

l−q
∑

p=1

(1 + |x|)p+2q.

Wegen p + 2q < 2l für alle zugelassen Kombinationen der Summationsindizes, folgt

∣

∣

∣
Ll

0h(x, i)
∣

∣

∣
≤ cl · (1 + |x|)2l ≤ cl · (1 + |x|2l). 2

Jetzt konstruieren wir die Approximation. Wenn in der Gleichung (2.12) für die Lösung y(t)

der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen die generalisierte Ito-

Formel (siehe Satz 2.5) auf V = L0f, V = L1f, V = L0g und V = L1L1g angewendet wird,

erhalten wir

y(t) = y(t0) + f(y(t0, r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0))

+1/2 · (g · g(1,0))(y(t0), r(t0)) ·
(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

+L0f(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

dz ds + L1f(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

dW (z) ds

+L0g(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

dz dW (s)

+L1L1g(y(t0), r(t0)) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

dW (u) dW (z) dW (s) + R̄(t)

= y(t0) + f(y(t0, r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0))

+1/2 · (g · g(1,0))(y(t0), r(t0)) ·
(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

+1/2 ·
(

(f · f (1,0))(y(t0), r(t0)) + 1/2 · (g2 · f (1,0))(y(t0), r(t0))
)

· (t − t0)
2

+(g · f (1,0))(y(t0), r(t0)) · I(1,0)[1]t0,t

+
(

(f · g(1,0))(y(t0), r(t0)) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(y(t0), r(t0))
)

· I(0,1)[1]t0,t

+1/2 · g(y(t0), r(t0)) ·
(

(g · g(2,0))(y(t0), r(t0)) +
(

g(1,0)(y(t0), r(t0))
)2
)

·

·
(

1/3 · (W (t) − W (t0))
3 − (W (t) − W (t0)) · (t − t0)

)

+R̄(t) (5.4)
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für zwei beliebige Zeitpunkte t0, t ∈ [0, 1] mit t0 ≤ t und dem Rest

R̄(t) =

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L0L0f(y(u), r(u)) du dz ds +

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γr(u)j · L0f(y(u), j) du dz ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L1L0f(y(u), r(u)) dW (u) dz ds +

∫ t

t0

∫ s

t0

N
∑

j=1

γr(z)j · f(y(z), j) dz ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L0L1f(y(u), r(u)) du dW (z) ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γr(u)j · L1f(y(u), j) du dW (z) ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L1L1f(y(u), r(u)) dW (u) dW (z) ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L0L0g(y(u), r(u)) du dz dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γr(u)j · L0g(y(u), j) du dz dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L1L0g(y(u), r(u)) dW (u) dz dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j) dz dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L0L1g(y(u), r(u)) du dW (z) dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γr(u)j · L1g(y(u), j) du dW (z) dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

L0L1L1g(y(v), r(v)) dv dW (u) dW (z) dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

N
∑

j=1

γr(v)j · L1L1g(y(v), j) dv dW (u) dW (z) dW (s)

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

L1L1L1g(y(v), r(v)) dW (v) dW (u) dW (z) dW (s). (5.5)
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Dies entspricht (2.21) mit den Mengen

A3 = {ν, (0), (1), (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 1, 1)},

B(A3) = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1)}
und

C(A3) = {(0), (0, 0), (0, 1), (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 1, 1)}.
Anläßlich dieser Ito-Taylorentwicklung (5.4) ergibt sich

y(t) ≈ y(t0) + f(y(t0, r(t0)) · (t − t0) + g(y(t0), r(t0)) · (W (t) − W (t0))

+1/2 · (g · g(1,0))(y(t0), r(t0)) ·
(

(W (t) − W (t0))
2 − (t − t0)

)

+(f (1,0) · g)(y(t0), r(t0)) · I(1,0)[1]t0,t

+1/2 ·
(

(f · f (1,0))(y(t0), r(t0)) + 1/2 · (g2 · f (1,0))(y(t0), r(t0))
)

· (t − t0)
2

+
(

(f · g(1,0))(y(t0), r(t0)) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(y(t0), r(t0))
)

· I(0,1)[1]t0,t

+1/2 · g(y(t0), r(t0)) ·
(

(g · g(2,0))(y(t0), r(t0)) +
(

g(1,0)(y(t0), r(t0))
)2
)

·

·
(

1/3 · (W (t) − W (t0))
3 − (W (t) − W (t0)) · (t − t0)

)

,

weswegen wir die folgende diskrete Approximation von y(t) konstruieren.

Definition 5.1 (Diskrete Wagner-Platen-Approximation) Es sei eine Schrittgröße

∆ = 1
m mit m ∈ N gegeben und es sei tk = k · ∆ für k = 0, 1, 2, . . . , m, sowie {r∆

k , k =

0, 1, 2, . . .} die in Kapitel 2.3 eingeführte simulierte diskrete Markov-Kette mit den Übergangs-

wahrscheinlichkeiten (2.2) für irgendein n ≥ 1. Die diskrete Wagner-Platen-Approximation,

welche Näherungswerte Xk ≈ y(tk), k = 0, . . . , m − 1, berechnet, wird definiert durch

X0 = y0, r∆
0 = i0 und (5.6)

Xk+1 = Xk + f(Xk, r
∆
k ) · ∆ + g(Xk, r

∆
k ) · ∆Wk +

+1/2 · (g · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) ·

(

(∆Wk)
2 − ∆

)

+(f (1,0) · g)(Xk, r
∆
k ) · I(1,0)[1]tk,tk+1

+1/2 ·
(

(f · f (1,0))(Xk, r
∆
k ) + 1/2 · (g2 · f (2,0))(Xk, r

∆
k )
)

· ∆2

+
(

(f · g(1,0))(Xk, r
∆
k ) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(Xk, r

∆
k )
)

· I(0,1)[1]tk,tk+1
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+1/2 · g(Xk, r
∆
k ) ·

(

(g · g(2,0))(Xk, r
∆
k ) +

(

g(1,0)(Xk, r
∆
k )
)2
)

·

·
(

1/3 · (∆Wk)
2 − ∆

)

· ∆Wk (5.7)

für k = 0, . . . , m − 1, wobei ∆Wk = W (tk+1) − W (tk). 2

Wir nennen (5.6) und (5.7) Wagner-Platen-Verfahren oder Wagner-Platen-Schema. Um dar-

aus kontinierliche Wagner-Platen-Approximationen für die Lösung y(t), 0 ≤ t ≤ 1 der Glei-

chung (2.3) zu bilden, setzen wir

X̄(t) = Xk, τ(t) = tk, W̄ (t) = W (tk), r̄(t) = r∆
k

für t ∈ [tk, tk+1) und definieren damit die kontinuierliche Wagner-Platen-Approximation

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s)

+

∫ t

0
(f (1,0) · g)(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

ds

+

∫ t

0

(

(f · f (1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · f (2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) ds

+

∫ t

0

(

(f · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) dW (s)

+1/2 ·
∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) ·

(

(g · g(2,0))(X̄(s), r̄(s)) +
(

g(1,0)(X̄(s), r̄(s))
)2
)

·

·
(

(

W (s) − W̄ (s)
)2 − (s − τ(s))

)

dW (s), t ∈ [0, 1]. (5.8)

Für die Darstellung von X(t) gilt das folgende

Lemma 5.4 Es sei t ∈ [tl, tl+1), wobei l ∈ {0, . . . , m − 1}. Dann gilt

X(t) = Xl + f(Xl, r
∆
l ) · (t − tl) + g(Xl, r

∆
l ) · (W (t) − W (tl))

+1/2 · (g · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) ·

(

(W (t) − W (tl))
2 − (t − tl)

)

+(f (1,0) · g)(Xl, r
∆
l ) · I(1,0)[1]tl,t

+1/2 ·
(

(f · f (1,0))(Xl, r
∆
l ) + 1/2 · (g2 · f (2,0))(Xl, r

∆
l )
)

· (t − tl)
2
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+
(

(f · g(1,0))(Xl, r
∆
l ) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(Xl, r

∆
l )
)

· I(0,1)[1]tl,t

+1/2 · g(Xl, r
∆
l ) ·

(

(g · g(2,0))(Xl, r
∆
l ) +

(

g(1,0)(Xl, r
∆
l )
)2
)

·

·
(

1/3 · (W (t) − W (tl))
3 − (W (t) − W (tl)) · (t − tl)

)

(5.9)

und insbesondere

X(tk) = X̄(tk) = Xk.

Beweis: Als abkürzende Schreibweise definieren wir zunächst fk := f(Xk, r
∆
k ) und gk :=

g(Xk, r
∆
k ). Analog zu Lemma 4.1 ergibt sich die Behauptung mit Hilfe der Indikatorfunktion.

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s)

+

∫ t

0
(f (1,0) · g)(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

ds

+

∫ t

0

(

(f · f (1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · f (2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) ds

+

∫ t

0

(

(f · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) dW (s)

+1/2 ·
∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) ·

(

(g · g(2,0))(X̄(s), r̄(s)) +
(

g(1,0)(X̄(s), r̄(s))
)2
)

·

·
(

(

W (s) − W̄ (s)
)2 − (s − τ(s))

)

dW (s)

= X0 +

l−1
∑

k=0

fk ·
∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ds + fl ·

∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ds

+

l−1
∑

k=0

gk ·
∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) dW (s) + gl ·

∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) dW (s)

+

l−1
∑

k=0

gk · g(1,0)
k ·

∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ·

∫ s

tk

dW (z) dW (s)

+gl · g(1,0)
l ·

∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ·

∫ s

tl

dW (z) dW (s)
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+
l−1
∑

k=0

f
(1,0)
k · gk ·

∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ·

∫ s

tk

dW (z) ds

+f
(1,0)
l · gl ·

∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ·

∫ s

tl

dW (z) ds

+
l−1
∑

k=0

(

fk · f (1,0)
k + 1/2 · g2

k · f (2,0)
k

)

·
∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ·

∫ s

tk

dz ds

+
(

fl · f (1,0)
l + 1/2 · g2

l · f (2,0)
l

)

·
∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ·

∫ s

tl

dz ds

+
l−1
∑

k=0

(

fk · g(1,0)
k + 1/2 · g2

k · g(2,0)
k

)

·
∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ·

∫ s

tk

dz dW (s)

+
(

fl · g(1,0)
l + 1/2 · g2

l · g(2,0)
l

)

·
∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ·

∫ s

tl

dz dW (s)

+
l−1
∑

k=0

gk ·
(

gk · g(2,0)
k +

(

g
(1,0)
k

)2
)

·
∫ t

0
1[tk,tk+1)(s) ·

∫ s

tk

∫ z

tk

dW (u) dW (z) dW (s)

+gl ·
(

gl · g(2,0)
l +

(

g
(1,0)
l

)2
)

·
∫ t

0
1[tl,tl+1)(s) ·

∫ s

tl

∫ z

tl

dW (u) dW (z) dW (s).

Indem nur die von Null verschiedenen Intervalle berücksichtigt werden, folgt

X(t) = X0 +

l−1
∑

k=0

fk ·
∫ tk+1

tk

ds + fl ·
∫ t

tl

ds +

l−1
∑

k=0

gk ·
∫ tk+1

tk

dW (s) + gl ·
∫ t

tl

dW (s)

+

l−1
∑

k=0

gk · g(1,0)
k ·

∫ tk+1

tk

∫ s

tk

dW (z) dW (s) + gl · g(1,0)
l ·

∫ t

tl

∫ s

tl

dW (z) dW (s)

+

l−1
∑

k=0

f
(1,0)
k · gk ·

∫ tk+1

tk

∫ s

tk

dW (z) ds + f
(1,0)
l · gl ·

∫ t

tl

∫ s

tl

dW (z) ds

+

l−1
∑

k=0

(

fk · f (1,0)
k + 1/2 · g2

k · f (2,0)
k

)

·
∫ tk+1

tk

∫ s

tk

dz ds

+
(

fl · f (1,0)
l + 1/2 · g2

l · f (2,0)
l

)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

dz ds

+
l−1
∑

k=0

(

fk · g(1,0)
k + 1/2 · g2

k · g(2,0)
k

)

·
∫ tk+1

tk

∫ s

tk

dz dW (s)
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+
(

fl · g(1,0)
l + 1/2 · g2

l · g(2,0)
l

)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

dz dW (s)

+
l−1
∑

k=0

gk ·
(

gk · g(2,0)
k +

(

g
(1,0)
k

)2
)

·
∫ tk+1

tk

∫ s

tk

∫ z

tk

dW (u) dW (z) dW (s)

+gl ·
(

gl · g(2,0)
l +

(

g
(1,0)
l

)2
)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

∫ z

tl

dW (u) dW (z) dW (s)

= Xl + fl ·
∫ t

tl

ds + gl ·
∫ t

tl

dW (s) + gl · g(1,0)
l ·

∫ t

tl

∫ s

tl

dW (z) dW (s)

+f
(1,0)
l · gl ·

∫ t

tl

∫ s

tl

dW (z) ds

+
(

fl · f (1,0)
l + 1/2 · g2

l · f (2,0)
l

)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

dz ds

+
(

fl · g(1,0)
l + 1/2 · g2

l · g(2,0)
l

)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

dz dW (s)

+gl ·
(

gl · g(2,0)
l +

(

g
(1,0)
l

)2
)

·
∫ t

tl

∫ s

tl

∫ z

tl

dW (u) dW (z) dW (s).

Dies beweist die Behauptung (5.9) und die Gleichheit X(tk) = Xk an den Diskretisierungs-

punkten. 2

5.2 Die starke Konvergenzordnung

Mit den in Kapitel 5.1 eingeführten Bezeichnungen gilt das folgende

Theorem 5.1 Für eine Schrittgröße ∆ = 1/m mit m ∈ N sei 0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1

eine äquidistante Diskretisierung von [0, 1], d.h. tk = k · ∆ für k = 0, 1, . . . , m, sowie

dy(t) = f(y(t), r(t)) dt + g(y(t), r(t)) dW (t), 0 ≤ t ≤ 1,

die stochastische Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.3) und

y(t) = y0 +

∫ t

0
f(y(s), r(s)) ds +

∫ t

0
g(y(s), r(s)) dW (s) (5.10)

deren Lösung (2.5) mit Startwerten y(0) = y0 und r(0) = i0, wobei f und g Voraussetzungen

2.1 und 5.1 erfüllen und r(t), 0 ≤ t ≤ 1, die in Kapitel 2.2 eingeführte Markov-Kette mit
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den Übergangswahrscheinlichkeiten (2.2) für ein beliebiges, aber festes n ≥ 1 ist. Außerdem

bezeichne r̄ := {r∆
k , k = 0, 1, 2, . . .} die in Kapitel 2.3 eingeführte simulierte diskrete Markov-

Kette mit ∆ = 1/m. Für die kontinuierliche Wagner-Platen-Approximation

X(t) = X0 +

∫ t

0
f(X̄(s), r̄(s)) ds +

∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s)

+

∫ t

0
(g · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

dW (s)

+

∫ t

0
(f (1,0) · g)(X̄(s), r̄(s)) ·

(

W (s) − W̄ (s)
)

ds

+

∫ t

0

(

(f · f (1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · f (2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) ds

+

∫ t

0

(

(f · g(1,0))(X̄(s), r̄(s)) + 1/2 · (g2 · g(2,0))(X̄(s), r̄(s))
)

· (s − τ(s)) dW (s)

+1/2 ·
∫ t

0
g(X̄(s), r̄(s)) ·

(

(g · g(2,0))(X̄(s), r̄(s)) +
(

g(1,0)(X̄(s), r̄(s))
)2
)

·

·
(

(

W (s) − W̄ (s)
)2 − (s − τ(s))

)

dW (s), t ∈ [0, 1],

von (5.10), die wie in Kapitel 5.1 konstruiert wurde, gilt:

sup
t∈[0,1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆3, (5.11)

wobei c die in Abschnitt 5.1 eingeführte Konstante c > 0 bezeichne, die insbesondere von ∆

unabhängig ist.

Beweis: Es gilt

sup
t∈[0,1]

E(y(t) − X(t))2 = max
k=0,...,m−1

(

sup
t∈[tk,tk+1]

E(y(t) − X(t))2

)

mit der äquidistanten Diskretisierung 0 = t0 < t1 < . . . < tm−1 < tm = 1, so daß wir den

Beweis für die einzelnen Intervalle [tk, tk+1], k = 0, . . . , m − 1 führen können.

Es wird zunächst das Intervall [t0, t1] betrachtet, wobei t0 = 0 und t1 − t0 = ∆. Da y0 = X0,

schließen wir mit (5.4), dessen Rest (5.5), Lemma 5.4, der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
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(Satz A.1) und der Ito-Isometrie (Satz A.5)

sup
t∈[t0,t1]

E(y(t) − X(t))2 = sup
t∈[t0,t1]

E
(

R̄(t)
)2

≤ c · sup
t∈[t0,t1]

(

(t − t0)
3 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L0L0f(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0)
3 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γ2
r(u)j · E(L0f(y(u), j))2 du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L1L0f(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

N
∑

j=1

γ2
r(z)j · E(f(y(z), j))2 dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L0L1f(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γ2
r(u)j · E(L1f(y(z), j))2 du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L1L1f(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L0L0g(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γ2
r(u)j · E(L0g(y(u), j))2 du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L1L0g(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

N
∑

j=1

γ2
r(z)j · E(g(y(z), j))2 dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

E(L0L1g(y(u), r(u)))2 du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

N
∑

j=1

γ2
r(u)j · E(L1g(y(u), j))2 du dz ds
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+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

E(L0L1L1g(y(v), r(v)))2 dv du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

N
∑

j=1

γ2
r(v)j · E(L1L1g(y(v), j))2 dv du dz ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

E(L1L1L1g(y(v), r(v)))2 dv du dz ds

)

.

Lemma 2.1 und Lemma 5.3 führen zu

sup
t∈[t0,t1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · sup
t∈[t0,t1]

(

(t − t0)
3

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0)
3 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|4
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(u)j du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

(

1 + E|y(z)|2
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(z)j dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|4
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(u)j du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0)
2 ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|4
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(u)j du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

(

1 + E|y(z)|2
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(z)j dz ds
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+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|6
)

du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

(

1 + E|y(u)|4
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(u)j du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

(

1 + E|y(v)|8
)

dv du dz ds

+(t − t0) ·
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

(

1 + E|y(v)|6
)

·
N
∑

j=1

γ2
r(v)j dv du dz ds

+

∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

∫ u

t0

(

1 + E|y(v)|8
)

dv du dz ds

)

.

Da
∑N

j=1 γ2
ij ≤ c für alle i ∈ S und mit Hilfe von Lemma 5.1 gilt

sup
t∈[t0,t1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · sup
t∈[t0,t1]

(t − t0)
3.

Also ist

sup
t∈[t0,t1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆3.

Daraus folgt insbesondere

E (y(t1) − X(t1))
2 ≤ c · ∆3. (5.12)

Wir betrachten das nächste Intervall [t1, t2]. Wegen (5.4) und Lemma 5.4 gilt
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sup
t∈[t1,t2]

E(y(t) − X(t))2 =

= sup
t∈[t1,t2]

E

(

y(t1) − X(t1) + (f(y(t1), r(t1)) − f(X(t1), r(t1))) · (t − t1)

+(g(y(t1), r(t1)) − g(X(t1), r(t1))) · (W (t) − W (t1))

+
1

2
·
(

(g · g(1,0))(y(t1), r(t1)) − (g · g(1,0))(X(t1), r(t1))
)

·
(

(W (t) − W (t1))
2 − (t − t1)

)

+
1

2
·
(

(f · f (1,0))(y(t1), r(t1)) − (f · f (1,0))(X(t1), r(t1))

+
1

2
· (g2 · f (2,0))(y(t1), r(t1)) −

1

2
· (g2 · f (2,0))(X(t1), r(t1))

)

· (t − t1)
2

+
(

(g · f (1,0))(y(t1), r(t1)) − (g · f (1,0))(X(t1), r(t1))
)

· I(1,0)[1]t1,t

+

(

(f · g(1,0))(y(t1), r(t1)) − (f · g(1,0))(X(t1), r(t1))

+
1

2
· (g2 · g(2,0))(y(t1), r(t1)) −

1

2
· (g2 · g(2,0))(X(t1), r(t1))

)

· I(0,1)[1]t1,t

+
1

2
·
(

g(y(t1), r(t1)) ·
(

(g · g(2,0))(y(t1), r(t1)) +
(

g(1,0)(y(t1), r(t1))
)2
)

−g(X(t1), r(t1)) ·
(

(g · g(2,0))(X(t1), r(t1)) +
(

g(1,0)(X(t1), r(t1))
)2
))

·

·
(

1

3
· (W (t) − W (t1))

3 − (W (t) − W (t1)) · (t − t1)

)

+ R̄(t)

)2
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≤ c · sup
t∈[t1,t2]

(

E(y(t1) − X(t1))
2 + E(f(y(t1), r(t1)) − f(X(t1), r(t1)))

2 · (t − t1)
2

+E(g(y(t1), r(t1)) − g(X(t1), r(t1)))
2 · E(W (t) − W (t1))

2

+E

(

(

(g · g(1,0))(y(t1), r(t1)) − g(X(t1), r(t1)) · g(1,0)(y(t1), r(t1))
)2

+
(

g(X(t1), r(t1)) · g(1,0)(y(t1), r(t1)) − (g · g(1,0))(X(t1), r(t1))
)2
)

·

·E
(

(W (t) − W (t1))
2 − (t − t1)

)2

+E

(

(

(f · f (1,0))(y(t1), r(t1))
)2

+
(

(f · f (1,0))(X(t1), r(t1))
)2

+
(

(g2 · f (2,0))(y(t1), r(t1))
)2

+
(

(g2 · f (2,0))(X(t1), r(t1))
)2
)

· (t − t1)
4

+E

(

(

(g · f (1,0))(y(t1), r(t1))
)2

+
(

(g · f (1,0))(X(t1), r(t1))
)2
)

·

·E
(∫ t

t1

∫ s

t1

dW (z) ds

)2

+E

(

(

(f · g(1,0))(y(t1), r(t1))
)2

+
(

(f · g(1,0))(X(t1), r(t1))
)2

+
(

(g2 · g(2,0))(y(t1), r(t1))
)2

+
(

(g2 · g(2,0))(X(t1), r(t1))
)2
)

·

·E
(∫ t

t1

∫ s

t1

dz dW (s)

)2

+E

(

(

(g2 · g(2,0))(y(t1), r(t1))
)2

+

(

g(y(t1), r(t1)) ·
(

g(1,0)(y(t1), r(t1))
)2
)2

+
(

(g2 · g(2,0))(X(t1), r(t1))
)2

+

(

g(X(t1), r(t1)) ·
(

g(1,0)(X(t1), r(t1))
)2
)2
)

·

·E
(∫ t

t1

∫ s

t1

∫ z

t1

dW (u) dW (z) dW (s)

)2

+ E
(

R̄(t)
)2

)

,

wobei die untere Integrationsgrenze der Integrale in R̄(t) nun t1 ist. Voraussetzung 2.1, Lemma

2.1, Lemma 5.1, die Ungleichung von Cauchy-Schwarz (Satz A.1) und die Ito-Isometrie (Satz
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A.5) ergeben

sup
t∈[t1,t2]

E(y(t) − X(t))2

≤ c · sup
t∈[t1,t2]

(

E(y(t1) − X(t1))
2 + E(y(t1) − X(t1))

2 · (t − t1)
2

+E(y(t1) − X(t1))
2 · E(W (t) − W (t1))

2

+E(y(t1) − X(t1))
2 · E

(

(W (t) − W (t1))
2 − (t − t1)

)2

+
((

1 + E|y(t1)|2
)

+
(

1 + E|X(t1)|2
)

+
(

1 + E|y(t1)|4
)

+
(

1 + E|X(t1)|4
))

· (t − t1)
4

+
((

1 + E|y(t1)|2
)

+
(

1 + E|X(t1)|2
))

· (t − t1)
3

+
((

1 + E|y(t1)|2
)

+
(

1 + E|X(t1)|2
)

+
(

1 + E|y(t1)|4
)

+
(

1 + E|X(t1)|4
))

· (t − t1)
3

+
((

1 + E|y(t1)|4
)

+
(

1 + E|y(t1)|2
)

+
(

1 + E|X(t1)|4
)

+
(

1 + E|X(t1)|2
))

· (t − t1)
3

)

+c · sup
t∈[t1,t2]

E
(

R̄(t)
)2

.

Durch analoge Rechnung, wie im Fall t ∈ [t0, t1], gilt

sup
t∈[t1,t2]

E
(

R̄(t)
)2 ≤ c · ∆3. (5.13)

Mit (5.12), Lemma 5.1, Lemma 4.2 und (5.13) erhalten wir

sup
t∈[t1,t2]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆3

und insbesondere

E(y(t2) − X(t2))
2 ≤ c · ∆3. (5.14)

Unter Verwendung von (5.14) läßt sich auf die gleiche Art und Weise, wie für das Intervall

[t1, t2] mit der Ito-Taylor-Entwicklung (5.4) und Lemma 5.4 die Abschätzung

sup
t∈[t2,t3]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆3

zeigen. Dies läßt sich sukzessive fortführen, d.h. indem dieses Verfahren schrittweise auf die

folgenden Intervalle [t3, t4], . . . , [tm−1, tm] angewendet wird, ergibt sich

sup
t∈[tk,tk+1]

E(y(t) − X(t))2 ≤ c · ∆3
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für alle k ∈ {0, 1, . . . , m − 1}. Damit ist die Behauptung bewiesen. 2

Die starke Konvergenzordnung der stochastischen Differentialgleichung mit Markovschen

Sprüngen läßt sich nach Theorem 5.1 durch die kontinuierliche Wagner-Platen-Approximation

und eine Verschärfung der Voraussetzungen gegenüber der kontinuierlichen Milstein-Approxi-

mation tatsächlich noch weiter verbessern, sie ist jetzt 3/2 und wie bei der kontinuierlichen

Euler-Approximation wiederrum unabhängig von dem für die Definition der Übergangswahr-

scheinlichkeiten (2.2) gewählten Wert n ≥ 1.

Bemerkung 5.1 Für eine Simulation zur Visualisierung der Aussage von Theorem 5.1

benutzen wir die stochastische Differentialgleichung mit Markovschen Sprüngen (2.6) mit

a(1) = 3/2, a(2) = −1 und b(1) = b(2) = 1/100, sowie mit y0 = 1 und i0 = 1, und gehen wie

in Bemerkung 3.1 vor, allerdings mit den entsprechenden Wagner-Platen-Approximationen

X(t) mit ∆ = 2−m für m = 1, . . . , 6 und mit γ = 3/2. Dann ergibt sich die folgende Grafik

für den natürlichen Logarithmus des Fehlers in Abhängigkeit des natürlichen Logarithmus

der Schrittweite, wobei zum Vergleich auch eine Gerade mit der Steigung 3/2 eingezeichnet

wurde:
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–5

–4

–3

–2

–1

0

1

ln(F)

ln(Delta)

Wir beschließen das Kapitel mit einer Bemerkung, die aus dem Beweis von Theorem 5.1

hervorgeht.

Bemerkung 5.2 Es ist nicht möglich, durch Verwendung der Beweismethode von Theorem

5.1 für eine kontinuierliche Approximation, die noch mehr Terme der Ito-Taylorentwicklung

als die Wagner-Platen-Approximation benutzt, eine bessere starke Konvergenzordnung als 3/2

zu zeigen. Dies kommt daher, daß der Multi-Index (0, 1) immer in der Restsummenmenge

C(AΛ) liegt, unabhängig davon wie AΛ und B(AΛ) verändert werden. Das bedeutet, daß der

Term
∫ t

t0

∫ s

t0

N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j) dz dW (s), 0 ≤ t0 ≤ t ≤ 1,

immer im Restglied der Ito-Taylorentwicklung steht. Da dieser Term aber mit t ∈ [tk, tk+1]
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und den Diskretisierungspunkten tk und tk+1 bestenfalls gemäß

E





∫ t

tk

∫ s

tk

N
∑

j=1

γr(z)j · g(y(z), j) dz dW (s)





2

≤ c · ∆3

abgeschätzt werden kann, indem wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz (Satz A.1), die

Ito-Isometrie (Satz A.5), Lemma 2.1 und Lemma 5.1 benutzen, ist eine Anwendung der Be-

weistechnik auf eine Ito-Taylorentwicklung, die weitere Terme berücksichtigt, folgenlos. 2



Anhang A

Hilfssätze

Die folgenden Ergebnisse wurden im Verlauf des Textes benutzt.

Satz A.1 (Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Hölder) Es seien f, g : R → R

zwei stetige Funktionen und a, b ∈ R. Dann gilt:

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f(x)g(x) dx

∣

∣

∣

∣

2

≤
∫ b

a
f2(x) dx

∫ b

a
g2(x) dx

und
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f(x)g(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
(∫ b

a
fp(x) dx

)1/p(∫ b

a
gq(x) dx

)1/q

,

falls 1/p + 1/q = 1 mit p, q > 0.

Beweis: [5], Kapitel 1.4. 2

Satz A.2 (Ungleichungen von Jensen und Minkowski) Sei g : R → R eine konvexe

Funktion, d.h. g erfüllt

g(λx + (1 − λ)y) ≤ λg(x) + (1 − λ)g(y)

für alle x, y ∈ R und 0 ≤ λ ≤ 1. Dann gilt für eine beliebige Zufallsvariable X:

g(E(X)) ≤ E(g(X)),

d.h. für g(x) = |x| und g(x) = x2 ergeben sich die wichtigen Spezialfälle |E(X)| ≤ E|X| und

|E(X)| ≤
√

E(X2). Außerdem gilt für beliebige Zufallsvariablen X, Y und r ≥ 1:

(E|X + Y |r)1/r ≤ (E|X|r)1/r + (E|Y |r)1/r. (A.1)

87
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Beweis: [5], Kapitel 1.4. 2

Satz A.3 Für eine N(µ, σ2)-verteilte Zufallsvariable X und k ∈ N0 gilt:

E(X − µ)2k+1 = 0

und

E(X − µ)2k = 1 · 3 · 5 · ... · (2k − 1) · σ2k.

Beweis: [5], Aufgabe 1.4.7. 2

Satz A.4 (Ungleichung von Gronwall) Seien f, g : [t0, T ] → R zwei integrierbare Funk-

tionen, t ∈ [t0, T ] und L > 0. Es gelte

0 ≤ f(t) ≤ g(t) + L

∫ t

t0

f(s) ds.

Dann gilt:

f(t) ≤ g(t) + L

∫ t

t0

eL(t−s)g(s) ds.

Beweis: [5], Lemma 4.5.1. 2

Satz A.5 Es seien f, g : [t0, T ] × Ω → R zwei stetige Funktionen, für die die Ito-Integrale

I(f) und I(g) über das Intervall [t0, T ] existieren. Dann gilt:

E(I(f)) = 0

und

E(I(f)I(g)) =

∫ T

t0

E(f(t, ·)g(t, ·)) dt (Ito-Isometrie).

Beweis: [5], Theorem 3.2.3 und Korollar 3.2.4. 2

Satz A.6 Es sei (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration F . Sei

W = {W (t); t ≥ 0} ein auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum definierter Wiener-Prozeß und

X = {X(t); t ≥ 0} ein auf diesem Wahrscheimlichkeitsraum definierter stochastischer Prozeß

mit E
∫ T
0 |X(t)|2m dt < ∞. Für T > 0 und m ≥ 1 gilt dann

E

∣

∣

∣

∣

∫ T

0
X(t) dW (t)

∣

∣

∣

∣

2m

≤ (m(2m − 1))m · Tm−1 · E
∫ T

0
|X(t)|2m dt,

falls die jeweiligen Integrale existieren.
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Beweis: [4], Aufgabe 3.25 in Kapitel 3.3.D. 2

Satz A.7 Es sei (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration F und

es sei X eine auf diesem Wahrscheimlichkeitsraum definierte Zufallsvariable, deren Erwar-

tungswert EX existiert. Dann gilt

E(E(X|Ft)) = E(X)

für ein beliebiges, aber festes t ≥ 0.

Beweis: [6], Kapitel 5.1. 2
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