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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuche ich Invarianten fiir kompakte Dreiman-
nigfaltigkeiten, welche durch Zustandssummen iiber Kollabierretrakten erklért
sind.

Im ersten Kapitel zeige ich nach S. Matveev, daf3 zwei Kollabierretrakte einer
Mannigfaltigkeit durch eine Kette zweier lokaler Prozesse ineinander {ibergehen
und definiere eine erste Invariante; im Hinblick auf spitere Kapitel formulie-
re ich sie als Turaev-Viro-Invariante um. Dann beschreibe ich einen endlichen
Graphenkalkiil fiir Dreimannigfaltigkeiten nach R. Benedetti und C. Petronio;
anders als etwa beim Kirby-Kalkiil gibt es hier nur endlich viele Typen loka-
ler Prozesse. Mit Hilfe dieses Kalkiils zeige ich, dafl sogar ein einziger Typ von
Prozessen ausreicht, zwei Kollabierretrakte einer Mannigfaltigkeit ineinander
umzuformen, wenn man zusétzlich verlangt, dafl beide mindestens zwei Ecken
besitzen; Benedetti und Petronio schrieben, dieses Resultat sei bekannt, ich fand
jedoch keinen Beweis in der Literatur vor. Des weiteren untersuche ich, wie sich
O-zusammenhingende Summen im Graphenkalkiil wiederspiegeln, gebe einen
Graphen fiir den Volltorus an und zeige, wie das Ankleben von Zweihenkeln
im Kalkiil realisiert wird; dies fiihrt auf einen Algorithmus zur Konstruktion
eines Graphen zu vorgegebener Heegard-Zerlegung einer orientierten Mannig-
faltigkeit. Um mehr Flexibilitit zu gewinnen, betrachte ich auch das duale Bild
zu Kollabierretrakten; auf diese Weise wird jeder kompakten Mannigfaltigkeit
(evtl. mit Rand) eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit zugeordnet; deren
Homdomorphietyp zusammen mit der Eulercharakteristik klassifiziert die Man-
nigfaltigkeit.

In den nichsten beiden Kapiteln gebe ich einen kurzen Uberblick iiber halb-
einfache Bandkategorien (nach V. Turaev) und zeige, wie man aus ihren sym-
metrischen 6j-Symbolen Invarianten fiir Dreimannigfaltigkeiten gewinnt. Als
Beispiel dienen die 6j-Symbole der Skeinkategorie. Diese Klasse von Invari-
anten wird durch die Untersuchung ,4hnlicher Mannigfaltigkeiten nach Mat-
veev illustriert; eine Unterklasse, ndmlich die Turaev-Viro-Invarianten, zu denen
auch das Beispiel der Skeinkategorie gehort, kann dhnliche Mannigfaltigkeiten
nicht unterscheiden. In Analogie zu der Interpretation von Knotendiagrammen
als Morphismen einer Bandkategorie skizziere ich, wie man mit Hilfe der 6j-
Invarianten eine algebraische Darstellung des Graphenkalkiils fiir Dreimannig-
faltigkeiten konstruiert.

Im letzten Kapitel untersuche ich eine Invariante von D. Yetter und ei-
ne selbsterfundene Klasse von Verallgemeinerungen. Die Yettersche Invariante
zdhlt kurz gesagt die Konjugationsklassen von Homomorphismen der Funda-
mentalgruppe in eine vorgegebene endliche Gruppe; man kann sie auch als 6;-
Invariante auffassen, allerdings stammen die 6j-Symbole im allgemeinen nicht



von einer Bandkategorie. Diese Invariante unterscheidet Matveevs Beispiel dhn-
licher Mannigfaltigkeiten; das ist nicht verwunderlich, denn die Fundamental-
gruppe zusammen mit dem Ahnlichkeitstyp klassifiziert irreduzible orientierte
Dreimannigfaltigkeiten. Yetter definierte seine Invariante urspriinglich fiir tri-
angulierte Mannigfaltigkeiten und muf} sie normieren; ich iibersetze sie in eine
Invariante fiir Kollabierretrakte, was mir die Normierung erspart und es mir
ermoglicht, eine Klasse von Verallgemeinerungen zu definieren. Ich gebe zwei
Beispiele solcher Verallgemeinerungen an. Das erste mifit neben der Fundamen-
talgruppe auch den zweiten Homotopiemodul; da mir kein Beispiel zweier ge-
schlossener orientierter Dreimannigfaltigkeiten bekannt ist, die sich bei gleicher
m1 in der 7o unterscheiden, und der Berechnungsaufwand noch gréfier ist als bei
der Yetter-Invariante, mag der praktische Nutzen beschriankt sein. Eine weitere
Invariante hingegen ist relativ leicht zu berechnen und ist immerhin in der Lage,
manche Linsenriume zu unterscheiden — leider nicht L(7,1) und L(7,2). Ob
diese Invariante vielleicht in Wahrheit ,nur“ den Homotopietyp mifit, und was
man mit ihr klassifizieren kann, mufl dann Gegenstand weiterer Untersuchungen
sein.

Ich benutze folgende Konventionen: Alle in dieser Arbeit betrachteten Riume
sind kompakt; Kollabierretrakte oder synonym Spines sind stets spezielle Pseu-
dofldchen, wenn nicht anders gesagt; Triangulierungen diirfen ausgeartet sein.
Ein zu definierender Begriff ist fett gedruckt; eine fettgedruckte Seitenzahl im
Index verweist auf eine Definition.

Ich mochte Herrn Professor Burde dafiir danken, daf er stets ein offenes Ohr
fiir alle meine Ideen (auch die weniger guten) hatte und dadurch oft zur Klirung
beitrug; dem Fachbereich, dafl er Gastvortrige organisiert, welche mir oft die
besten Anregungen lieferten; meinen Kommilitonen, daf} sie meine Referate kri-
tisch unter die Lupe nahmen.
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Kapitel 1

Kollabierretrakte von
Dreimannigfaltigkeiten

1.1 Die Matveev-Piergallini-Prozesse

Definition 1.1: Eine Pseudofliche P ist ein zweidimensionales Polyeder, bei
dem jeder Punkt eine Umgebung der folgenden Arten besitzt:

OO ®

Man sagt dann, der Punkt liege (i) auf einer Fliiche, (ii) auf einer Kante, (iii)
auf einer Ecke der Pseudofliiche. Die drei bzw. sechs Flichenstiicke, die an eine
Kante bzw. eine Ecke anstoflen, nennt man auch Fliigel. Mit SP bezeichnet
man den Graphen, der aus den Ecken und Kanten von P besteht.

P heifit spezielle Pseudofliche, wenn alle Flichen von P Zweizellen sind und
SP ein nichtleerer, zusammenhéngender Graph ist.

Definition 1.2: Sei K ein Zellenkomplex (mit Rand). Eine Zelle ¢ von K heifit
frei, wenn es genau eine Zelle ¢’ gibt, die ¢ im Rand enthilt und ¢ im Rand von
K liegt; ein Elementarkollaps besteht dann im Entfernen von ¢ und ¢ (beides
offene Zellen). Beispiel:

Definition 1.3: Sei M eine kompakte Dreimannigfaltigkeit in Zellenzerlegung
mit nichtleerem Rand; eine spezielle Pseudofliche P < M heifit Kollabierre-
trakt oder Spine, wenn M auf P kollabiert (d.h. wenn P aus M durch eine



endliche Folge von Elementarkollapsen entsteht). Falls OM = (), so entfernt man
vor dem Kollaps einen Dreiball aus M.

Man kann diese letzte Definition auch anders fassen: M kollabiert auf P,
falls M — P =~ OM x I (OM # 0) bzw. M — P ~ D3 (O0M = ). Jede Drei-
mannigfaltigkeit besitzt einen Kollabierretrakt und ist durch diesen eindeutig
bestimmt (siehe [Cas65] oder auch [HAMS93], Kapitel I); ein bekanntes Beispiel
ist ,,Bings Haus“, das ein Kollabierretrakt fiir den Dreiball ist (siehe Abbildung
1.1). Eine Warnung: Ich fordere in meiner Definition ausdriicklich, dafi P eine

Abbildung 1.1: Bings Haus

spezielle Pseudofliche ist (andere Autoren tun das nicht und wiirden dann von
yspeziellen Spines“ reden). Ein allgemeiner zweidimensionaler Unterkomplex,
auf den M kollabiert, bestimmt M nicht eindeutig. Ein Beispiel sind punktierte
Linsenrdume (siehe [HAMS93]): Die Linsenrdume L(5,1) und L(5,2) entste-
hen durch Verkleben von Ober- und Unterseite der ,,Linse“ aus Abbildung 1.2
mit einem Fiinftel- bzw. Zweiflinfteltwist. Beide Raume sind nicht zueinander

\v)

Abbildung 1.2: Linsenriume

homdomorph (siehe z.B. Kapitel 5.2.2), natiirlich auch nicht nach Entfernen ei-
nes Balles. Beide punktierte Mannigfaltigkeiten kollabieren aber auf denselben
Zweikomplex, ndmlich den verklebten Rand der Linse, der der Standardkomplex
zur Gruppe (ala®) ist.

Offenbar ist P vom gleichen Homotopietyp wie M bzw. M —D?3, also stimmen
Homotopie- und Homologiegruppen und insbesondere die Eulercharakteristik
iiberein. P ist durch M jedoch nicht eindeutig bestimmt: In Abbildung 1.3 sieht
man zwei Prozesse T' und Ty; gezeigt ist jeweils ein Ausschnitt von P, der in
einem Dreiball in M liegt und durch einen anderen ersetzt wird (Der Rest von
P bleibt natiirlich unverandert). T heifit Matveev-Piergallini-Prozef.
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Abbildung 1.3: Die Prozesse Ty (oben) und T (,Matveev-Piergallini-Prozefi“)

Beide Prozesse filhren P in je einen weiteren Kollabierretrakt P’ von M
iiber. Man 16st sich nun von der Realisierung dieser Prozesse in M und fafit sie
als Prozesse auf speziellen Pseudoflichen auf. T' besitzt offenbar ein Inverses;
ein inverser Tg-Prozef} fiihrt nicht immer auf eine spezielle Pseudofléiche, denn
es werden zwei Flichenstiicke verbunden, die im ungiinstigen Falle einen An-
nulus oder ein Md&biusband bilden. Mit dieser Einschrinkung definieren T', Tj
und ihre Inversen eine Aquivalenzrelation ~7 auf speziellen Pseudofliichen. Das
erste Ziel ist der Beweis eines Satzes von Matveev und Piergallini (Unabhiingig
voneinander in [Mat88] und [Pie88]):

Satz 1.4: Sind P, und Py Kollabierretrakte einer kompakten Dreimannigfaltig-
keit M, so folgt Py ~p Ps.

1.1.1 Der Prozef3 S

Die folgenden Abschnitte bringen einen Beweis, der weitgehend [Mat88] folgt,
jedoch gestrafft ist. M wird dabei nicht als Zellenkomplex, sondern sogar als
trianguliert aufgefafit. Zunéchst definiere ich den Prozef S; er besteht im Hin-
zufﬁgen einer Scheibe an eine Kante des Kollabierretraktes (sieche Abbildung

1.4). S dndert die Eulercharakteristik x(P) um +1. T', Tp und S (mit inversen

— ~ &S

Abbildung 1.4: Der S-Prozefl

Prozessen) definieren eine Aquivalenzrelation ~g7. Die Idee ist nun, die ST-
Aquivalenz zweier Spines einer Mannigfaltigkeit zu zeigen und die S-Prozesse
hinterher durch eine Kette von T- und Ty-Prozessen zu ersetzen.

Behauptung 1.5: Sei P eine Pseudofliche und entstehen sowohl Q1 als auch
Q2 durch jeweils einen S-Prozefs aus P; dann folgt Q1 ~1 Q2. (Man kann
namlich die fiir Q1 angeklebte Scheibe mittels Ty und T entlang des zusam-
menhingenden Graphen SP verschieben und erhilt so Q2.) O



Definition 1.6: Sei K ein zusammenhiingender, von einem Punkt verschiede-
ner Teilkomplex von M und M' die baryzentrische Unterteilung der Triangulie-
rung von M.

L(K,M"):= | Lk(v, M").
vEKO

L(K, M') liegt also im Zweigeriist der dualen Zellenzerlegung von M und ist
eine Pseudofliche. Wenn Vv € K° der Link von v in K’ zusammenhéingend
ist, ist L(K, M') sogar speziell: Mit der Zusatzbedingung sind die Flichen von
L(K, M') Scheiben (sie liegen jeweils in Lk(v, M')), und der Graph SL(K,M')
ist zusammenhé&ngend.

Lemma 1.7: Sei P < M eine spezielle Pseudofliche; dann gilt L(P', M") ~gr
P.

Beweis: Sei

P, = (P’ -~ O St (v,»,P”)) u (O Lk(vi,M”)> ;

i=1 i=1

wobei n iiber die 0-Zellen von P' lduft (P, ist eine spezielle Pseudofliche).
|Po| = |P| (baryzentrisch unterteilt); P, 1 entsteht aus P, durch einen S-Prozefl
und Verschieben der Scheibe mit einem T-Prozef iiber die Ecke v;. Wenn N die
Anzahl der 0-Zellen in P’ ist, so ist Py = L(P', M"). O

.................................

Abbildung 1.5: Das Duale eines Elementarkollapses

Lemma 1.8: Seien K1,Ky < M wvon einem Punkt verschiedene Simplizial-
komplexe und kollabiere K> auf K1, so dafi Lk(v, K}) fir alle Ecken v zusam-
menhdngend ist; dann folgt

L(Ki, M") ~sp L(K3, M").
Beweis: Man betrachtet einen Elementarkollaps von Ky auf K;. Dabei wird

auch das Entfernen eines Zweisimplexes mit zwei freien Seiten in einem Zug
als elementar angesehen; den sonst iiblichen Umweg {iber ein Einssimplex mit



Abbildung 1.6: Der Briickenprozel B

einer freien Seite mochte ich vermeiden, weil sonst die Eckenlinks nicht mehr zu-
sammenhingend wiren. Wenn beim Elementarkollaps ein Dreisimplex mit einer
freien Seite oder ein Zweisimplex mit einer freien Seite entfernt wird, so entsteht
L(K{, M") aus L(K}, M") durch zwei inverse S-Prozesse; wird ein Zweisimplex
mit zwei freien Seiten entfernt, so entsteht L(K7{, M") aus L(K}, M") durch 4 in-
verse S-Prozesse. Abbildung 1.5 zeigt als Beispiel einen zweidimensionalen Kom-
plex K; (dick gezeichnet) und dessen baryzentrische Unterteilung (gestrichelt)
in der triangulierten Mannigfaltigkeit (gepunktet; man stelle sie sich aufgedickt
vor). Die durchgezogenen Linien zeigen die Projektion von L(Kj, M") in die
Ebene, man stelle sich L(K7, M") als Prisma vor. Das mittlere der drei Dreiecke
von K kollabiert nun. Entferne die mit 1 bezeichnete Fliche von L(K7, M")
(auch im Prisma ist das nur eine Fliche), danach die mit 2 bezeichnete (dies
geht erst nach Entfernen der ersten Fliche). Es entsteht also L(K%, M") durch
zwei inverse S-Prozesse, wie behauptet. O

Satz 1.9: Seien P, und Py Kollabierretrakte von M ; dann gilt P, ~g7 Ps.

Beweis: Sei N C M definiert als M weniger einem Kragen von OM in M,
wobeil man geniigend oft baryzentrisch unterteilt; alle Eckenlinks von Py, Pj
und N’ sind zusammenhiingend. N kollabiert sowohl auf P; als auch auf P.
Also gilt mit Lemmata 1.7 und 1.8: P, ~gr L(P{,M”) ~gT L(NI,M”) ~gT
L(Pé,M”) ~ST PQ. q.e.d.

1.1.2 Der Briickenprozef}

Ich definiere nun einen weiteren Prozefl B; er besteht darin, zwei Fliigel einer
Kante durch einen Schlauch zu verbinden und das entstehende Loch zwischen
Kante und Schlauch durch eine Scheibe zu stopfen (sieche Abbildung 1.6). Es
bezeichne B(-) bzw. S(-) das Resultat eines auf eine Pseudofliche angewendeten
Prozesses B bzw. S.

Lemma 1.10: Sei Q eine spezielle Pseudofliche; dann gilt B (S (Q)) ~1 Q.

Beweis: Siehe Abbildung 1.7; die in der Abbildung links oben gegebene Ecke
148t sich notfalls durch einen vorherigen Tp-Prozef} erzeugen. O
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Lemma 1.11: Seien Py, P, spezielle Pseudoflichen; wenn S(Py) ~7 S(P2), so
folgt B (S (P1)) ~r B (S (P2)).

Beweis: Alles ist problemlos, solange die durch B erzeugte Briicke in S(P;)
nicht durch die T-Prozesse tangiert wird. Es geniigt also zu zeigen, daf} sich die
Briicke zu jeder beliebigen Kante hin und damit aus dem Weg ,,schieben“ 148t.
Nach dem vorigen Lemma kann man die durch S erzeugte Scheibe zusammen mit
der Briicke durch T-Prozesse beseitigen und ebenso beide an der gewiinschten
neuen Position wieder erzeugen; die Briicke bleibt an dieser neuen Stelle, die
Scheibe hingegen wird nach Behauptung 1.5 wieder an die Stelle geschoben, die
sie in S(P;) hatte. O

Theorem 1.12: Seien Py, P, Kollabierretrakte einer kompakten Dreimannig-
faltigkeit M ; dann gilt P, ~7 Ps.

Beweis: Nach Satz 1.9 ist Py ~g1 P»; ferner ist x(P1) = x(P2) = x(M), also
muf} die Anzahl der ausgefiihrten S-Prozesse gleich der Anzahl der ausgefiihrten
inversen S-Prozesse sein. Es ergibt sich folgende Situation im Falle nur eines
S-S~ !-Paares (fiir mehrere Paare analog): P, —g Q1 ~1 Q2 +—s P». Nach
den beiden vorhergehenden Lemmata ist jedoch einerseits Py ~7 B(Q1) und
P, ~1 B(Q-2), andererseits B(Q1) ~7 B(Q2). Insgesamt erhilt man also iiber
den Umweg einer Briicke: P, ~1 Py q.e.d.

1.2 Ein einfaches Beispiel einer Turaev-Viro--
Invariante

Im folgenden Abschnitt stelle ich in Anlehnung an [MS] eine Invariante fiir
kompakte Dreimannigfaltigkeiten vor; sie ist sehr einfach zu konstruieren und
soll den Leser mit dem Prinzip der Turaev-Viro-Invarianten vertraut machen,
bevor ich diese in spiteren Kapiteln niher untersuche.

Sei P im Folgenden stets ein Kollabierretrakt einer kompakten Dreiman-
nigfaltigkeit M. Sei F(P) := {Q C P| Q ist Pseudofliche} (nicht notwendig
spezielle Pseudofléiche) und € := 1 (1++/5), also €* = € + 1.

Definition 1.13: Sei Q € F(P), v die Anzahl der Ecken und x die Eulercha-
rakteristik von Q). Das Gewicht von @ ist dann w(Q) := (—1)YeX™".

tP) = Y w@),

QEF(P)
t(P) ist also ein Element von Q(v/5).
Satz 1.14: ¢(P) ist eine Invariante von M.

Beweis: Ich betrachte einen Matveev-Piergallini-Prozefl von P nach P’ wie in
Abbildung 1.8 gezeigt. Der Tp-Prozefl wird nicht betrachtet, denn erstens gin-
ge der Beweis analog dem zu T', und zweitens wird in Abschnitt 2.3.1 gezeigt
werden, daf} dieser Prozef iiber T faktorisiert, also tiberfliissig ist. Eine Pseu-
dofliche @ € F(P) heifie reich, wenn @ alle Fliigel Fi,..., Fs enthilt, und sonst
arm.
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Abbildung 1.8: Neuformulierung des T-Prozesses

Q@ ist arm: Wenn @ arm ist, so gibt es genau ein Q' € F(P'), das auflerhalb
des Bildes mit @ iibereinstimmt. @ und Q' sind zueinander isotop, also ist
w(Q) = w(Q').

@ ist reich: @ kann nicht genau eines der G; enthalten, da sonst ein Rand
entsteht. Stets gibt es zu Q zwei Pseudoflichen @1, Q2 € F(P'), die aufler-
halb des Bildes mit @ iibereinstimmen, wobei Q2 D enthalten und Q1 D
nicht enthalten soll. Sei x, x1, x2 die Eulercharakteristik und v, v, vs die
Anzahl der Ecken von @, Q1, Q2.

Wenn () keines der G; enthilt, soist xy3 = x—2, xo =x — 1, und v; = v.
Damit ist w(Q1) = € 2w(Q) und w(Q2) = € 'w(Q). Der Beitrag von Q
zur Summe ¢(P) gleicht den Beitrigen von (1 und Q2 zu t(P') wegen
l=€e24+¢L

Wenn @) genau zwei der G; enthidlt, soist x1 = x — 1, xa = x, V1 =V
und v» = v + 2. Damit ist w(Q1) = e 'w(Q) und w(Q2) = ¢ 2w(Q). Der
Beitrag von @) zur Summe t(P) gleicht den Beitrigen von 1 und (> wegen
l=€e14¢e2

Wenn @ alle G; enthilt, soist x1 = x—1,x2 = x, ¥1 =v—2und v, = v+1.
Damit ist w(Q1) = ew(Q) und w(Q2) = —e 'w(Q). Der Beitrag von @ zur
Summe t(P) gleicht den Beitrigen von @; und Q2 wegen e 1 =1 — ¢ 2.
Es gibt kein reiches Q € F(P), das genau eines der G; enthiilt; es gibt
jedoch Paare Q1,@Q2> von reichen Pseudoflichen aus F(P'), welche genau
eines der G enthalten, eine davon mit D, eine ohne. Es ist dann x> = x1+1
und v = vy + 1; damit ist w(@Q1) = —w(Q2), also heben sich die Beitriige
zu t(P') auf. q.e.d.

Im Hinblick auf die spiteren Kapitel will ich die Definition von ¢(P) umfor-
mulieren: Die Flichen von P werden mit zwei Farben gefirbt (,Die Fliche liegt
in @ / liegt nicht in Q); eine solche Farbung ¢ heifit zulissig, wenn an jeder
Kante entweder kein Fliigel oder mindestens zwei Fliigel zu @ gehoren (Denn

13



Q ist eine Pseudofliche, hat also keinen Rand). Sei fiir eine Fliche D von P ihr
Gewicht definiert durch g4(D) := ¢, falls D zu @ gehort, und durch g4(D) :=1,
falls nicht. Man entferne die (offenen) Flichen von P; dann bleibt von @ nur
noch QN SP iibrig, also ein Graph. Zu jeder Ecke V von P sei p14(V') die Anzahl
der Kanten in Q N SP, die an V anstoflen. Dann gilt:

X(@) — Hg¢(D) H E\/E—H¢(V);
D

Ving(V)>0

tg z8hlt die Anzahl der Kantenenden, also zweimal die Anzahl derjenigen Kan-
ten von P, die auch in ) noch Kante sind. Dieser Faktor Zwei im Exponenten

wird durch /e ausgeglichen. Sei nun (V) , := e\/E_“¢(V), falls puy(V) > 0 und

V keine Ecke in @ ist, (V) := —\/Ef’“ﬁ(v) = —€~2, falls V eine Ecke von ( ist,
und 1 sonst. Somit gilt

tP)= > [losD I V),-

¢ zul. D v

Dies ist jedoch genau die Form der Turaev-Viro-Invarianten, vergleiche Kapi-
tel 4.
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Kapitel 2

Ein endlicher
Graphenkalkiil fiir
Dreimannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel werde ich einen graphischen Kalkiil fiir dreidimensionale ori-
entierbare Mannigfaltigkeiten von Ricardo Benedetti und Carlo Petronio (aus
[BP95]) vorstellen, der etwa im Vergleich zum Kirby-Kalkiil einige Vorteile hat:
Zwei Graphen, die dieselbe Mannigfaltigkeit beschreiben, gehen durch eine end-
liche Folge von endlich vielen Typen lokaler Prozesse auseinander hervor. Beim
Kirby-Kalkiil hingegen gibt es (je nach Formulierung) unendlich viele Typen
von lokalen Prozessen oder einen nichtlokalen Prozef} (sieche Abbildung 2.1; Li-
teratur z.B. [FR79]). Man sollte sich jedoch nicht zuviel versprechen, denn im

[}
(3

1 2 1 NN/N\/ 2

Abbildung 2.1: Prozesse des Kirby-Kalkiils

wesentlichen besteht der Kalkiil aus einer Umformulierung der Theorie der Kol-
labierretrakte; mochte man also Invarianten fiir den Kalkiil definieren, ist das
genausogut auf der Ebene der Spines mdglich. Jedoch bietet er eine sehr effizien-
te Methode, Dreimannigfaltigkeiten graphisch darzustellen, und dies nutze ich
zum Beweis, dafl der Prozel Ty tiberfliissig ist (was natiirlich Invarianzbeweise
vereinfacht).
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2.1 Erkennen von Spines

Zu gegebenem Zweikomplex K stellt sich die Frage, ob eine Dreimannigfaltigkeit
existiert, die auf K kollabiert; es gibt einen Algorithmus von L. Neuwirth, der
diese Frage allgemein beantwortet (siehe [Neu68] oder [HAMS93], Kapitel I). Im
Falle von speziellen Pseudoflichen ist die Lage einfacher, wie ich im folgenden
zeigen mochte.

Definition 2.1: Essei T ein aus drei Punkten bestehender topologischer Raum,
eine Triode der Kegel iiber 7, und £ (links) und V (rechts) seien wie in Abbil-
dung 2.2 oben definiert.

Abbildung 2.2: Bausteine fiir Pseudoflichen und Mannigfaltigkeiten

Offenbar entsteht jede spezielle Pseudofliche P mit n Ecken aus n Kopien von
VY und 2n Kopien von £ durch Verkleben an Trioden und anschlielendem Ein-
kleben von Scheiben. Wenn nun P Kollabierretrakt einer Mannigfaltigkeit M
ist, so entsteht M im wesentlichen durch entsprechendes Verkleben von aufge-
dickten Kopien von &, V bzw. D? (siehe Abbildung 2.2 unten). P ist dabei die
»Seele“ der aufgedickten Teile, und M kollabiert entlang der Aufdickung. Dies
ist eine Henkelzerlegung von M: Die Teile V sind 0-Henkel, £ 1-Henkel, und die
eingeklebten Scheiben 2-Henkel. Diese Henkelzerlegung ist in ,allgemeiner La-
ge“; jede Henkelzerlegung 1488t sich in eine solche iiberfithren: Wenn iiber einen
Einshenkel mehr als drei Bogen verlaufen, so wird er durch zwei Einshenkel er-
setzt, an die jeweils weniger Scheiben stofien (sieche Abbildung 2.3); durch ein
dhnliches Verfahren erreicht man, daf§ an jedem Nullhenkel nur vier Klebestel-
len fiir Einshenkel liegen. Einshenkel, an die weniger als drei Zweihenkel stoflen,
kann man beseitigen (ebenfalls in Abbildung 2.3 zu sehen). Das ist zugleich eine
Beweisidee, dafl jede Mannigfaltigkeit einen Kollabierretrakt besitzt.

Jede Immersion j : S' — SP definiert ein 7T-Biindel B; iiber S', und zwar
lokal parallel zu j in den jeweils angrenzenden Fliigeln der durchlaufenen Stiicke
&, V (siehe Abbildung 2.4). Global liegt B; hingegen nicht in P, es hat insbe-
sondere keine Selbstiiberschneidungen. Dann gilt:
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Abbildung 2.3: Erreichen der ,allgemeinen Lage* fiir Zweihenkel

Abbildung 2.4: Ein 7 -Biindel

Satz 2.2: 1. Sei D eine Scheibe in P — SP und jp : D — SP die Klebeab-
bildung.
Es existiert eine Dreimannigfaltigkeit M, die auf P kollabiert
<= Bj, ist fiir alle Scheiben D in P — SP ein triviales T -Biindel (d.h.
BjD =T x Sl)

2. Es gibt eine orientierbare Dreimannigfaltigkeit M, die auf P kollabiert

<= Fiir jede Immersion j : S — SP gilt: B; hat eine oder drei Kompo-
nenten. (Man betrachtet hier also nicht nur Klebeabbildungen,).

Beweis: 1. Es ist zu untersuchen, wann sich P im Sinne von Abbildung 2.2
zu einer Mannigfaltigkeit aufdicken 148t. Eine Komponente von B;,, kann
man sich als in D liegend vorstellen; es kommt jetzt nur noch darauf an,
wie die anderen Fliigel entlang von jp verklebt werden. Wenn sie noch
genau eine weitere Komponente des Biindels bilden, ist B;, nichttrivial;
beim Versuch, die aufgedickten Bauteile aus Abbildung 2.2 zu verkleben,
bilden die gepunkteten Bereiche ein Mdbiusband parallel zu jp, und es ist
unmdglich, die angeklebte Scheibe D aufzudicken. Wenn die anderen Fliigel
entlang von jp hingegen zwei weitere Komponenten des Biindels bilden, ist
B;, trivial; die gepunkteten Bereiche bilden diesmal einen Annulus, und
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es ist kein Problem, D aufzudicken.

2. Es gibt nach Fall 1. eine Mannigfaltigkeit M, die auf P kollabiert, denn sei
wieder jp die Klebeabbildung einer Scheibe D in P; wie oben gesehen, hat
Bj,, zwei oder drei Komponenten, wobei ersteres durch die Voraussetzung
ausgeschlossen wurde, das Biindel ist also trivial. Es bleibt die Orientier-
barkeit von M zu zeigen, also dafl entlang jedes geschlossenen Weges j
die Orientierung einer Rechtsschraube erhalten bleibt. Dies wird durch die
offensichtliche Aquivalenz der folgenden Aussagen und durch die Voraus-
setzung sichergestellt:

(a) Entlang j #indert sich die Orientierung von M.

(b) Beim Verkleben der aufgedickten Teile aus Abbildung 2.2 wird ungerad
oft orientierungserhaltend verklebt, wobei die Teile mit ihrer natiirli-
chen Orientierung im R® versehen sind.

(c) Bj hat genau 2 Komponenten. q.e.d.

2.1.1 Orientierte Pseudoflichen

Es wire kein Problem, fiir einen Kollabierretrakt einer orientierten Mannigfal-
tigkeit eine induzierte Orientierung zu definieren; jedoch mochte ich mich von
der Einbettung 16sen und ,,Orientierung® als innere Grofle definieren.

Definition 2.3: Sei P eine spezielle Pseudofliiche; wihle fiir jede Kante von
P eine Richtung und fiir die Fliigel dieser Kante eine zyklische Ordnung (diese
Wahl nennt man Orientierung der Kante). Eine gleichzeitige Anderung der
Richtung und der zyklischen Ordnung soll per definitionem an der Orientierung
der Kante nichts dndern (siehe Abbildung 2.5 links).

______ S

Abbildung 2.5: Orientierung von Kanten und Vertriglichkeit an einer Ecke

Die Orientierungen der Kanten heiflen konsistent, falls an jeder Verklebung die
Orientierungen der Kanten mit den Orientierungen der Stiicke £ und V ver-
traglich sind, so wie in Abbildung 2.5 rechts angedeutet. Wenn eine solche kon-
sistente Wahl von Kantenorientierungen existiert, heift P orientierbar, und
die Wahl heifit Orientierung von P.

Bemerkung 2.4: P hat keine oder zwei mdgliche Orientierungen.
Die Idee dieser Definition ist, dafl eine Rechtsschraube beim Transport ent-
lang eines geschlossenen Weges in einer orientierten Dreimannigfaltigkeit in sich

iibergehen muf; eine orientierte Kante ist aber nichts anderes als eine Rechts-
schraube.
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Lemma 2.5: P ist orientierbar

< Fiir jede Immersion j : S* — SP hat B; eine oder drei Komponenten.
Es gibt also fiir orientierbare spezielle Pseudoflichen P stets eine orientierbare
Mannigfaltigkeit M, die auf sie kollabiert, und die mdglichen Orientierungen
von M und P entsprechen einander in natirlicher Weise.

Beweis: Sei eq,...,e, ein geschlossener Kantenzug gemif j; oE. seien alle
Kanten mit derselben Richtung versehen. Es ist kein Problem, von e; bis e,
konsistente Orientierungen der Kanten zu wihlen, und es bleibt nur die Frage, ob
der Anfang von e; mit dem Ende von e,, konsistent verklebt werden kann (siehe
Abbildung 2.6). Dies ist genau dann der Fall, wenn Anfang und Ende identisch

%.\; \f\ =
® :
\ \ \ \ \
N \ \ \ N

Abbildung 2.6: Ein geschlossener Kantenzug

oder mit einem ,,Dritteltwist“ nach links oder rechts verklebt werden; dies gilt
genau dann, wenn B; eine (Dritteltwist) oder drei (kein Twist) Komponenten
hat. O

Notation 2.6: Sei u eine Orientierung einer speziellen orientierbaren Pseu-
dofléiche P, w eine Orientierung einer kompakten orientierbaren Dreimannigfal-
tigkeit M; sei M (P") die wie oben definierte orientierte kompakte Dreimannig-
faltigkeit, die zu P gehort. Offenbar gilt M“ = M?(P%) = M~% = M%(P~Y).

Satz 2.7: 1. Zu jeder orientierten speziellen Pseudofliche PY existiert eine
bis auf Homdomorphie eindeutige kompakte orientierte Dreimannigfaltig-
keit M¥, die auf P* kollabiert.

2. Jede kompakte orientierte Dreimannigfaltigkeit besitzt einen orientierten
Kollabierretrakt.

3. Seien P und Py orientierte spezielle Pseudoflichen mit M@ (P ~
M(P2) orientiert homéomorph, so gilt P ~7 Ps durch orientierte
Prozesse T und Ty (siehe Abbildung 2.7, der Prozefl Ty ist analog); die
Orientierungen aller Kanten sind durch die eine angegebene Orientierung
erzwungen.

Beweis: Es bleibt nur der letzte Punkt zu zeigen: Gehe P** durch einen
unorientierten T- bzw. To-Prozefl in Py iiber (wie bekannt reicht das). Die-
ser Prozef findet eingebettet in derselben orientierten Dreimannigfaltigkeit M
statt. Aulerhalb des Bildausschnittes verindert sich nichts, insbesondere nicht
die Orientierung von M; damit stimmen auch die induzierten Orientierungen
der Kollabierretrakte auferhalb des Bildausschnittes iiberein. Es gibt jeweils
genau eine Moglichkeit, die Kanten innerhalb des Ausschnittes konsistent zu
orientieren, nimlich nur die in Abbildung 2.7 angegebene. Der als unorientiert
vorausgesetzte Prozef ist also automatisch orientierbar. q.e.d.
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Abbildung 2.7: Orientierter Matveev-Piergallini-Prozefl

2.2 s-Graphen

Im Folgenden werde ich eine graphische Darstellung fiir unorientierte Pseudo-
flichen vorstellen, die im néichsten Abschnitt auf orientierte angewandt wird.

Definition 2.8: Sei v eine Ecke einer speziellen Pseudofliche P; eine Markie-
rung von v besteht in der Wahl eines Fliigels D aus einer Umgebung V von v
und der Wahl einer Orientierung fiir die Scheibe, die aus den Fliigeln Fi,... , Fy
besteht. Mit anderen Worten besteht die Wahl darin, V auf eine der 12 mogli-
chen Arten so hinzuzeichnen wie in Abbildung 2.8 oben links. Wenn man sich

B L
R S ! S )
‘ * ;
s/ 5 aianl
2 /,i,l?)
- ——2 4 > —=>-2
Loy 2

Abbildung 2.8: Markierung von Ecken und Kanten

vorstellt, von oben auf das Bild zu sehen, erscheint die oben in der Mitte zu se-
hende graphische Darstellung und ihre Abkiirzung rechts sehr natiirlich. Auch
Kanten werden markiert: Man wéhlt zunéchst eine Richtung und numeriert die
drei Fliigel von £ als Rechtsschraube wie in Abbildung 2.8 unten zusammen mit
der graphischen Kurznotation zu sehen.

Das Verkleben der Stiicke an einer Triode erklirt eine Permutation o € S3
der drei Fliigel einer Kante; dabei soll o per definitionem die Nummer des Fliigels
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am Ende der Kante auf die Nummer des dazugehorigen Fliigels am Anfang der
Kante abbilden.

Beispiel 2.9:

> .

s—"—s ¢ = (123); Die zugehorige Kante kann im R® realisiert werden.
e o = (23); Die zugehérige Kante kann nicht im R®, wohl aber im R?
realisiert werden.

Wird SP in der beschriebenen Weise markiert und in allgemeiner Lage in die
Ebene projiziert, entsteht ein s-Graph: Das ist ein zusammenh#ngender ebe-
ner 4-wertiger Graph, bei dem einige Ecken markiert sind (die anderen Ecken
des Graphen entsprechen den durch Projektion entstandenen Uberschneidun-
gen); als Kante bezeichne ich eine Verbindung zweier markierter Ecken (die
evtl. iber unmarkierte Ecken lduft). Die Kanten sind mit Elementen der Per-
mutationsgruppe Sz beschriftet. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.9 zu sehen.

(123)

Abbildung 2.9: Beispiel eines s-Graphen

Jeder speziellen Pseudofléiche ist also ein s-Graph zugeordnet; doch die Kon-
struktion geht auch umgekehrt: Sei ein s-Graph I' gegeben; wihle fiir unmar-
kierte Ecken eine ,, Auflosung®, d.h. entscheide beliebig, welche Kante oberhalb
der anderen verlduft. Der Graph definiert eine Verklebung von Stiicken £ und
V gemif der Markierung von I'. Nach Einkleben von Scheiben in den Rand
des Gebildes entsteht eine spezielle Pseudofliche P. Wie man die unmarkierten
Ecken auflost, ist fiir den Homomorphietyp von P natiirlich unwichtig, und
auch ein Volltwist einer Kante (was dieselbe Permutation liefern wiirde), dndert
an P nichts Wesentliches.

Notation 2.10: Sei T' ein s-Graph; dann sei D(I") die zugehorige markierte
Pseudofliche und P(T") dieselbe Pseudofliiche ohne Markierung. Falls es eine
Dreimannigfaltigkeit gibt, die auf P(T") kollabiert, so nennt man sie M(T").

Satz 2.2 liefert das Kriterium, ob es eine (evtl. orientierte) Dreimannigfaltig-
keit M gibt, die auf P (T") kollabiert. M ist dann bis auf Homomorphie eindeutig
durch T" bestimmt. Es bleibt zu untersuchen, wie zwei s-Graphen, die dieselbe
Mannigfaltigkeit reprisentieren, ineinander iibergehen. Man mufl die Wahlen,
die man bei der Konstruktion von I' aus einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit
trifft, herausfaktorisieren, also die Prozesse T' und Tj, die Markierung der Ecken
und Kanten und schliefflich die Projektion des Graphen in die Ebene sowie ebe-
ne Isotopie. Vorher noch eine kurze Bemerkung: Man kann Kanten unterteilen;
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die Farben der Teile multiplizieren sich, wie man sich an folgendem Beispiel klar
macht:

(23) (123) ) 5 (13) .
2- - — < —2—m = 2---0——2 —B
1 ; 3 1 3

Alle unten definierten Prozesse sind als lokal anzusehen, und evtl. vorhande-
ne Farben an Kanten werden zu den schon vorhandenen Farben auflerhalb des
verinderten Ausschnittes multipliziert. Seien I'y und I'y zwei s-Graphen.

1. D(T'1) ~ D(TI'2) markierungserhaltend
<= I'y ~ T’y durch Reidemeister-Prozesse R; (siche Abbildung 2.10),
ebene Isotopie und einen Prozefl U, der im Umorientieren einer Kan-
te besteht. Bei U gehe die Farbe o der umzuorientierenden Kante in
(13)0~1(13) iiber; man priift leicht nach, da dadurch die Kantenverkle-
bung erhalten bleibt.

Abbildung 2.10: Reidemeister-Prozesse

2. P(Ty) # P(I'y) <= Iy ~ Ty durch die Prozesse R;, U, C; und C> (siehe
Abbildung 2.11) sowie ebene Isotopie. Offenbar fithren C; und Cs alle 12

‘ (123)

cC—eo - g

(123)

Abbildung 2.11: Andern der Markierungen
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moglichen Markierungen einer Ecke ineinander tiber: C; #ndert die Wahl
des Fliigels D, und C5 dndert die Orientierung der Scheibe, die aus den
Fligeln Fi,... , Fy besteht (vgl. Definition 2.8).

3. Die Prozesse T und T iibertragen sich wie in Abbildung 2.12 in den Gra-
phenkalkiil; dabei li8t sich die in der Abbildung dargestellte Situation
(Markierung der Ecken und die Farbe (1) der Kanten) durch Anwenden
der anderen Prozesse erreichen; bei Tg ist eine zusitzliche Ecke zur Ver-
deutlichung, welche Kanten ,,oben“ verlaufen, angegeben. Dadurch erhélt

k (129 Ry
,ih

o | @l Yo JUL

e N
((321)

Abbildung 2.12: Ubertragung der Prozesse T und T,

man als Ergebnis:

Theorem 2.11: Zu jeder kompakten Dreimannigfaltigkeit M gibt es einen s-
Graphen T, so daff M ~ M(T) ist; seien I'y und T's zwei s-Graphen, fiir
die M(T;) definiert ist. Dann gilt:

M(Fl) ~ M(Fg) — I'i ~ FQ,

wobei die Aquivalenzrelation durch die Prozesse R;, U, C;, T, Ty und ihre
inversen Prozesse sowie ebene Isotopie erzeugt wird.

2.2.1 Graphen fiir orientierte Pseudofliichen

Sei I ein s-Graph; bekanntermaflen ist P(I") genau dann orientierbar, wenn ent-
lang jedes geschlossenen Kantenweges j das Biindel B; eine oder drei Kompo-
nenten hat, also die Fliigel entlang des Weges mit insgesamt einem Dritteltwist
oder ungetwistet verklebt sind und damit das Produkt der Kantenfarben ent-
lang des Weges eine Permutation mit Signum +1 ist. Orientierte Pseudoflichen
zu betrachten, hat einen Vorteil: Man braucht nur noch sechs mogliche Mar-
kierungen fiir jede Ecke zu betrachten. Man wahle namlich einen Fliigel D wie
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in Definition 2.8; die Orientierung der Scheibe, die von den Fliigeln Fi,... , Fy
gebildet wird, ist durch die Orientierung der Pseudofliiche in natiirlicher Weise
gegeben.

Lemma 2.12: Sei I' ein s-Graph; es gibt eine Orientierung von D(T), die ver-
traglich mit den Eckenmarkierungen ist
<= Alle Kanten tragen Farben mit Signum +1.

Beweis: ,<“ ist nach der Bemerkung von oben klar. Sei nun eine mit den
Markierungen vertrigliche Orientierung vorgegeben. An jeder markierten Ecke
wird eine lokale Orientierung induziert. Der Transport einer Rechtsschraube
von einer Ecke iiber eine Kante zu einer Nachbarecke mufl mit den lokalen
Orientierungen vertréiglich sein; dies ist jedoch genau dann der Fall, wenn die
Kantenstiicke durch einen Dritteltwist oder identisch verklebt wurden, und dies
bedeutet eine Farbe mit Signum +1. O

Dieses Lemma hat einige angenehme Konsequenzen: Frither mufite man den
Kanten von I erst eine Richtung geben, bevor man ihre Farbe definieren konnte,
und diese Wahl durch Einfiihrung des Prozesses U beriicksichtigen; Farben mit
Signum +1, also (1), (123) und (321), werden aber durch U nicht veridndert!
Die Farbe der Kanten ist im orientierten Fall also auch ohne eine Richtung der
Kanten wohldefiniert, und der Proze3 U wird iiberfliissig. Auch C, fillt weg,
denn dieser Prozefl beriicksichtigte eine Markierungswahl, die jetzt durch die
kanonische Orientierung der Scheibe Fi,...,Fy in Definition 2.8 nicht mehr
notig ist.

Definition 2.13: Ein o-Graph ist ein ebener zusammenh#ngender 4-wertiger
Graph, dessen Ecken wie bei s-Graphen markiert sind, dessen Kanten jedoch
ungerichtet sind und Farben aus Zs := ((123)) tragen. Zu jedem o-Graphen
I existiert eine orientierte unmarkierte spezielle Pseudofliche P(I') und eine
orientierte kompakte Dreimannigfaltigkeit M(I') (Ohne weitere Bedingungen
an I, wie sie im unorientierten Fall nétig waren!).

Offenbar erhilt man die umgekehrt orientierte Mannigfaltigkeit, wenn man
an jeder markierten Ecke von I' die Markierung invertiert und zugleich jede
Kantenfarbe z € Z3 durch 2! ersetzt. In Zusammenfassung des bisher gesagten
folgt das Hauptresultat dieses Abschnitts:

Theorem 2.14: Zu jeder kompakten orientierten Dreimannigfaltigkeit M gibt
es einen o-Graphen T' mit M =~ M(T) (orientiert). Sind T'y und T's o-
Graphen, so gilt:

M(T1) = M(T2) (orientiert)
<= I'y ~T's durch die Prozesse R;, C1, T und Ty.

2.3 Beispiele, Anwendungen und Bemerkungen
zu Kollabierretrakten und o-Graphen

2.3.1 Faktorisierung des 7,-Prozesses

Ich mochte zunichst ein Resultat beweisen, das ich in [BP95] ohne Beweis fand
und die Arbeit wesentlich erleichtert: Unter gewissen (leicht zu erfiillenden)
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Zusatzvoraussetzungen an die Kollabierretrakte erweist sich der Prozefl Tj als
tiberfliissig.

Definition 2.15: Ein Kollabierretrakt P einer Dreimannigfaltigkeit M heif3t
zuldssig, wenn P mindestens zwei Ecken enthilt.

Offenbar 148t sich aus einem nicht zul&ssigen Kollabierretrakt P ein zuldssi-
ger machen, indem man irgendwo einen ProzeB Ty ausfithrt und damit die
Eckenzahl um zwei erhdht. Zwei zuléssige Kollabierretrakte einer Mannigfal-
tigkeit gehen durch eine endliche Kette von Prozessen T' und Ty auseinander
hervor, wobei jeder Zwischenschritt wieder iiber zuldssige Spines fiihrt: Falls in
der durch Theorem 1.12 gesicherten Kette ein Zwischenschritt nicht auf einen
zuldssigen Spine fiihrt, so fiigt man an einer Stelle, wo es nicht stort, einen Pro-
zef Tp ein und sichert dadurch wieder die Existenz zweier Ecken. Bei Gelegenheit
macht man den Prozefl wieder riickgéngig.

Satz 2.16: Zwei zulissige Kollabierretrakte einer Mannigfaltigkeit M gehen
durch eine endliche Kette von Matveev-Piergallini-Prozessen ineinander dber.
Aquivalenz wird also nur durch einen einzigen lokalen Prozef erreicht!

Beweis: Der Beweis wird im Graphenkalkiil gefiihrt, wobei ich oE. nur den
orientierten Fall betrachte; es ist zu zeigen, dafl Ty iiber 7', R; und C; fakto-
risiert. OBdA ist die Ausgangssituation wie links oben in Abbildung 2.13: Die
Existenz zweier Ecken wird durch die Voraussetzung gesichert, und die Markie-
rungen lassen sich durch die Prozesse C; und R; erreichen. Rechts unten im Bild
ist das Ergebnis eines Ty-Prozesses gezeigt; der Rest der Abbildung besteht aus
Anwendungen von T, R; und Cj. q.e.d.

¢

Abbildung 2.13: Faktorisieren von Tj
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2.3.2 Graphen fiir Ball und Volltorus; J-zusammenhin-
gende Summen im Graphenkalkiil

Ein o-Graph fiir Bings Haus aus Abbildung 1.1 ist in Abbildung 2.14 gezeigt
(nach Ausfiihren einiger C-Prozesse). Ein Spine fiir den Volltorus und ein zu-

+1

Abbildung 2.14: Ein o-Graph fiir den Dreiball

gehoriger o-Graph sind in Abbildung 2.15 gezeigt; die Ahnlichkeit zu Bings Haus
ist deutlich; man beachte aber, da8 das Uberlappen der Fliigel am linken obe-
ren ,,Schornstein® notig ist, damit der Graph zusammenhingend wird und kein
Annulus als Flichenkomponente auftritt.

In Abbildung 2.16 ist gezeigt, wie man eine Scheibe, also einen Zweihenkel,
an den Meridian (oben) bzw. die Longitude des Torus klebt.

Abbildung 2.17 zeigt, wie -zusammenhiingende Summen im Graphenkalkiil
aussehen. Es seien M; und M, berandete Dreimannigfaltigkeiten mit Kollabier-
retrakten P;; D; C OM; seien die Scheiben, entlang denen die Summe gebildet
wird. Ohne Einschrinkung liege D; so, daf3 sie auf eine Scheibe in P; kollabiert,
welche genau eine Kante von P; trifft. Die 9-zusammenh#ngende Summe wer-
de dann wie links in der Abbildung zu sehen gebildet. Weiter setze ich ohne
Einschrénkung voraus, dafl beide Kollabierretrakte mindestens eine Ecke ent-
halten. Durch Einbeziehen dieser Ecke rechts im Bild wird klar, wie die Fliigel
der einzelnen Kanten liegen (,,Mittlerer Fliigel nach oben oder nach unten?“).

Dies ermoglicht es mir, einen Algorithmus anzugeben, um aus der Heegard-
Zerlegung einer orientierbaren Dreimannigfaltigkeit einen Kollabierretrakt zu
konstruieren. Petronio entwickelte in seiner Dissertation [Pet95] Algorithmen,
um aus einer durch Dehn-Eingriffe gegebenen Mannigfaltigkeit einen Kollabier-
retrakt und aus diesem wiederum eine Heegard-Zerlegung zu konstruieren. Letz-
teres ist leichter als Petronio es schildert: Die Kanten eines Kollabierretraktes
P der geschlossenen orientierten Mannigfaltigkeit M werden in M aufgedickt;
es entsteht ein Henkelkorper. Die Flichen von P definieren dann die Ankle-
bung von Zweihenkeln und mithin ein Heegard-Diagramm. Doch nun zu mei-
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Abbildung 2.15: Spine und o-Graph fiir den Torus

nem Algorithmus: Durch J-zusammenhingende Summen entsteht aus Kopien
des Volltorus jeder Henkelkorper. Ein Graph dafiir ist leicht zu finden, da ich
einen Graphen des Volltorus angab und zeigte, wie Graphen sich unter Summen
verhalten. Das Heegard-Diagramm sagt nun, wie Zweihenkel an den Rand dieses
Henkelkorpers geklebt werden; ich zeigte, wie sich das Ankleben entlang Longi-
tude und Meridian eines Torus und damit entlang jedes einfach geschlossenen
Weges auf einem Henkelkorper auswirkt. So findet man einen Graphen fiir die
durch das Heegard-Diagramm dargestellte orientierte Dreimannigfaltigkeit.

2.3.3 Geschlossene Pseudomannigfaltigkeiten

Als n#chstes mochte ich einen Zusammenhang herstellen zwischen 3-Mannig-
faltigkeiten (mit Rand) und geschlossenen Pseudo-3-Mannigfaltigkeiten; ich be-
weise, daf} die zugehorigen Homdomorphieklassifikationen zueinander &quiva-
lent sind. In der Literatur fand ich kein entsprechendes Resultat, obwohl es
vermutlich schon bekannt ist. Ich nutze die Tatsache, dal das Zweigeriist der
dualen Zellzerlegung einer triangulierten Pseudodreimannigfaltigkeit eine spezi-
elle Pseudofliche ist (das sieht man leicht ein). Umgekehrt ist einem ,, Baustein®
V (siehe Abbildung 2.2) ein Tetraeder zugeordnet, zu welchem V dual ist; die
6 Fliigel von V entsprechen den Kanten des Tetraeders. Die Verklebung der
Bausteine an Trioden (siehe Definition 2.1) liefert eine Klebevorschrift der zu-
gehorigen Tetraederseiten, und man erhilt eine Pseudomannigfaltigkeit (siehe
Abbildung 2.18). Sie ist trianguliert, wobei ich Ausartungen zulassen mochte,
es diirfen also in einem Simplex Randsimplizia mehrfach vorkommen.

Definition 2.17: Sei P eine spezielle Pseudofléiche; die durch obige Konstrukti-

on gewonnene triangulierte Pseudodreimannigfaltigkeit heiit 7 (P). P und 7 (P)
mit Triangulierung sind einander eineindeutig zugeordnet.
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Abbildung 2.17: §-zusammenhingende Summe

Behauptung 2.18: Sei M eine triangulierte Pseudodreimannigfaltigkeit und
P das Zweigeriist der dualen Zellzerlegung von M (P ist eine spezielle Pseu-
dofliche); dann gibt es eine (bis auf Homdéomorphie) eindeutige Dreimannigfal-
tigkeit, die auf P kollabiert.

Beweis: Sei x der Mittelpunkt einer Kante k von M; dann ist das Innere von
St(z, M") ein Ball; dual heift das, daf§ die Klebeabbildung j : D — SP der zu k
dualen Scheibe von P ein triviales 7-Biindel besitzt. Das Kriterium aus Satz 2.2
ist also erfiillt. Anderer Beweis: Entstehe M aus M durch Entfernen hinreichend
kleiner Umgebungen jeder Ecke von M; M ist eine Mannigfaltigkeit, da die
einzigen singuliren Punkte von triangulierten Pseudomannigfaltigkeiten in den
Ecken liegen. M kollabiert offenbar auf P; ferner bestimmt der Kollabierretrakt
P die Mannigfaltigkeit M eindeutig. O

Satz 2.19: Seien My und M> Dreimannigfaltigkeiten und Py, P, zugehdrige
Kollabierretrakte.
M, = My <= T(P) = T(P) und x(M1) = x(Ms) (Eulercharakteristik).

Beweis: Abbildung 2.19 zeigt das Duale eines Matveev-Piergallini-Prozesses:
Zwei zu einem Hexaeder verklebte Tetraeder werden durch drei Tetraeder er-
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Abbildung 2.18: Beziehung von Pseudoflichen und Pseudomannigfaltigkeiten

Abbildung 2.19: Der zu T' duale Prozef}

setzt. ,=“ ist dann unter Verwendung von Satz 2.16 klar. Fiir die andere Rich-
tung verwende ich einen Satz von Alexander (zu finden etwa in [Ale24] oder
[Pac78]): Sind zwei triangulierte Pseudodreimannigfaltigkeiten zueinander ho-
moomorph, so sind die Triangulierungen durch sogenannte ,,Sternprozesse* zu-
einander #quivalent. Ein Sternprozef ist in Abbildung 2.20 oben gezeigt: Man
wihle einen Punkt im Inneren einer Kante, und ersetze den Stern dieses Punk-
tes durch den Kegel iiber seinem Link. In Abbildung 2.20 unten ist die Ande-
rung der zugehorigen speziellen Pseudofléiche (d.h. des Zweigeriistes der dualen
Zellzerlegung) gezeichnet. Wie man sieht, wird eine neue Scheibe angeklebt;
sie wird durch einen S-Proze erzeugt und dann mit 7" und T in die richti-
ge Position verschoben. Ein S-Prozefl an einer Pseudofliche P mit zugehoriger
Mannigfaltigkeit M P entspricht dem Herausschneiden eines Balles aus M P; die
anderen Prozesse dndern am Homdomorphietyp von M P nichts. Dies bedeutet:
Wenn TP, = TP, so ist M1 =~ M> bis auf Herausschneiden von Billen; wegen
x(M1) = x(Ms) gilt sogar My ~ Ma.

Dieser Beweis wurde in [TV92] &hnlich gefiihrt, allerdings zu einem anderen
Zweck: Eine Invariante fiir Dreimannigfaltigkeiten wurde fiir Triangulierungen
erklért und die Invarianz durch Ubersetzen ins duale Zweigeriist gezeigt. q.e.d.

Fazit: Jede Invariante fiir die geschlossene Pseudodreimannigfaltigkeit T P
ist auch eine Invariante fiir die Dreimannigfaltigkeit M P; {ibrigens entsteht 7 P
aus M P durch Identifizieren der Randkomponenten zu je einem Punkt, ndmlich
einer Ecke in der Triangulierung von 7 P. Damit lassen sich Invarianten wie
die Reidemeister-Franz-deRham-Torsion auch auf Kollabierretrakte iibertragen,
und es besteht die Moglichkeit, den Blickpunkt etwas zu wechseln und dadurch
die Anschauung zu erweitern.
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Abbildung 2.20: Ein Sternprozefl und sein dualer Prozef3
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Kapitel 3

Kategorien

Ich mochte nun einige Axiome vorstellen, die fiir verschiedene Zwecke sinnvoll
sein werden, da man mit ihrer Hilfe algebraische Realisierungen von Graphen-
kalkiilen wie etwa Knotendiagrammen oder dem Benedetti-Petronio-Kalkiil de-
finieren und untersuchen kann — Beispiele, die die Axiome erfiillen, sind aller-
dings schwer zu finden. Ich folge meistens dem Buch [Tur94], wobei ich nur die
wichtigsten S&tze beweise und den Rest iibernehme. Die allgemeine Definition
von Kategorien setze ich als bekannt voraus.

3.1 Definition und Eigenschaften

3.1.1 Monoidalkategorien

Definition 3.1: Eine Monoidalkategorie ist eine Kategorie V mit einem Ten-
sorprodukt ® : V x V — V, welches fiir Morphismen f, f’, g,g' und Objekte
V,W die Axiome

(fofY®(gog)=(f®g)o(f®g)
und

idy ®idw = idV®W

erfiillt, falls die jeweiligen Ausdriicke definiert sind.

Eine strikte Monoidalkategorie ist eine Monoidalkategorie zusammen mit
einem Objekt 1, genannt Einheitsobjekt, so daf fiir alle Objekte U, V, W und
alle Morphismen f, g, h gilt (falls die Ausdriicke definiert sind):

Vel1=vV=1QV
fidi =idi® f = f
UMW =Uc (VeW)
(feg)®h=fo(g®h).
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Definition 3.2: Eine Dualitét in einer strikten Monoidalkategorie V ordnet
jedem Objekt V' ein duales Objekt V* zu, und es gibt Abbildungen

bvll—)V*(X)V
dy :VeV"—-1.

Dabei gelten die Axiome

(dv @ idy)(idy ® by) = idy

Im allgemeinen gilt nicht (V*)* = V.

Beispiel 3.3: Die Moduln iiber Hauptidealringen bilden strikte Monoidalka-
tegorien; das Tensorprodukt ist das gewohnte, zu einem Modul V ist V* der
gewohnliche duale Modul, dy ist die Auswertungsabbildung, by die Coauswer-
tung.

Eine wichtige Eigenschaft ist Hom(U ® V, W) = Hom(V, U* @ W), und zwar
wird f € Hom(U ® V,W) auf (idp~ ® f)(by ® idy) € Hom(1 @ V,U* @ W)
abgebildet. Zur Nutzung der Anschauungskraft ist es sinnvoll, einen Kalkiil mit
gefirbten, gerichteten Graphen zu entwickeln. Der Abbildung idy wird |y zu-

geordnet, man setzt |y:=7y, andere Morphismen f : V — W werden durch
J,W

eine ,,Box“ bzw. einen ,,Coupon* dargestellt. Das Tensorprodukt entspricht
v

dem Nebeneinandersetzen von Graphen, und die Abbildungen by und dy wer-

den durch VU bzw. Vm visualisiert; Komposition von Morphismen entspricht
Ubereinandersetzen von Graphen. Definition 3.2 ist in graphischer Form einfach
wie in Abbildung 3.1. Fazit: Gefiirbte, gerichtete Graphen mit Coupons stellen

\% \%

\% \%

Abbildung 3.1: Definition 3.2 visualisiert

Morphismen dar; ebene Isotopie der Kanten dndert am Morphismus nichts, die
Coupons diirfen dabei verschoben, aber nicht gedreht werden.

Definition 3.4: Sei Ky, oder kurz K die Halbgruppe Hom(1, 1); Multiplikation
ist dabei Hintereinanderausfiihrung von Morphismen.

K Dbesitzt ein neutrales Element, nimlich idy. K ist abelsch, denn seien
k, k' € K; es ist

kk' = (k®id1)(idi ® k') = k @ k' = (idy ® k') (k ®@idy) = k'k.
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3.1.2 Ab-Kategorien und halbeinfache Kategorien

In diesem Abschnitt werden Kategorien definiert, die eine schone Eigenschaft
wichtiger Darstellungskategorien nachbilden: Das Zerfallen von Moduln als di-
rekte Summe einfacher Moduln.

Definition 3.5: Eine Ab-Kategorie V ist eine Kategorie, bei der die Menge
Hom(V, W) fiir je zwei Objekte V, W eine abelsche Gruppe bildet und die Kom-
position von Morphismen bilinear ist. Falls V zusétzlich eine Monoidalkategorie
und das Tensorprodukt bilinear ist, so ist Hom(1,1) =: Ky oder kurz K ein
Ring.

Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes ist K ein kommutativer Ring
mit Eins, und man nennt ihn Grundring. Auf der abelschen Gruppe Hom(V, W)
erhiilt man eine K-Modulstruktur: Sei f € Hom(V, W);

kf=k@f:1@V=V31aW=W

Die Erfiillung der Modulaxiome ist leicht nachpriifbar. Die Abbildung k®idy €
Hom(V,V) (k € K) heifit Multiplikation mit k. Durch die Modulstruktur kann
man sowohl direkte Summen der Hom(V, W) als auch Tensorprodukte iiber K
bilden; man mache sich bewuf}t, da§ die Tensorprodukte der Kategorie ® und
der Morphismenmoduln ® g nichts miteinander zu tun haben, und innerhalb
der Kategorie muf} es auch nicht unbedingt direkte Summen geben!

Definition 3.6: Ein Objekt V einer Ab-Kategorie heift einfach, wenn die
Zuordnung k € K — k ® idy € Hom(V,V) bijektiv ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn Hom(V, V) ein freier K-Modul vom Rang Eins ist.

Definition 3.7: Sei {V;};cr eine Familie von Objekten; man sagt, {V;} do-
miniert V, wenn es eine endliche Menge von Morphismen {o, : Vi) = V,
mp V= Vi } gibt, so dal

idy = E OpTp.
T

Anders ausgedriickt: Die Bilder von
Hom(V,V;) ® x Hom(V;,V) — Hom(V, V)
9 f = fyg
erzeugen additiv Hom(V, V).

Ein Beispiel bilden Kategorien mit direkten Summen: Wenn V in die direk-
ten Summanden {Vj,} zerfallt (womdglich mit Vielfachheiten), so entsprechen
den 7, die Projektionen auf die direkten Summanden und den o, deren Einbet-
tungen.

Definition 3.8: Eine Ab-Kategorie heifit halbeinfach, wenn eine nicht not-
wendig endliche Menge {V;};er von einfachen Objekten existiert, die folgende
Axiome erfiillt:

1. (Normalisierungsaxiom) Es gibt 0 € I mit V5 = 1.
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2. (Dualitétsaxiom) Fiir jedes ¢ € I gibt es ein i* € I, so dal Vi» zu V*
isomorph ist.

3. (Dominierungsaxiom) Jedes Objekt wird durch die Objekte {V;} dominiert.
4. (Axiom von Schur) Hom(V;,V;) = 6; ;- K.

Beispiel 3.9: Die Kategorie der Moduln iiber halbeinfachen Lie-Algebren ist
halbeinfach: Jeder solche Modul zerfillt als direkte Summe von einfachen Mo-
duln, direkte Summen entsprechen der Dominierung; {V;} ist die Menge der
einfachen Moduln.

Es folgen zwei Lemmata, fiir deren Beweis ich zum Teil auf [Tur94] verweisen
mochte.

Lemma 3.10: Fir je zwei Objekte V,W einer halbeinfachen Kategorie ist
Hom(V, W) ein projektiver K-Modul, also direkter Summand eines freien K-
Moduls. Fiir ein Objekt W gibt es nur endlich viele i € I, fir die Hom(V;, W)
nichttrivial ist. O

Lemma 3.11: Fir Objekte V,W einer halbeinfachen Kategorie gilt

P (Hom(V, Vi) ® x Hom(V;, W)) 2 Hom(V, W).
iel

Der Isomorphismus wird auf den einzelnen Summanden durch Komposition er-
zeugt.

Da dieses Lemma entscheidend fiir die Konstruktion von 6j-Symbolen und da-
mit fiir Invarianten von Dreimannigfaltigkeiten wird, mdchte ich zumindest eine
Beweisskizze vorfiihren:

Beweis: Wegen der Halbeinfachheit der Kategorie gilt idw = ), 0,7y, 0y :
Vitry = W,y : W = V(. DaB die direkte Summe surjektiv auf Hom(V, W)
abgebildet wird,wurde schon in der Definition 3.7 erw&hnt; zu zeigen ist also
noch die Injektivitéit. Betrachte zunéichst einen Summanden; sei Y a, ® 8, €
Hom(V, V;)® k Hom(V;, W). Zeige: Wenn Eq Bqaq = 0, s0 ist auch qu 0Py =
0.

Fir jedes ¢ gilt: 83 = >, 0rmBy = 3., i(r)=i OrTrBq Wegen Schurs Axiom.
V; ist einfach, also ist 7,3, Multiplikation mit einem z(r,q) € K, d.h. g, =
omir=i 21 @)or. Und so ist 35 aq ® By = 30,20, (=i (1 Qo ® or =
2g 2ori(r)=i 9rBe0q ® 0, = 0 wegen der Voraussetzung -, B0 = 0, was zu
zeigen war.

Die gesamte Summe wird ebenfalls injektiv abgebildet, was man mit dem Axiom
von Schur leicht einsieht. O

3.1.3 Bandkategorien

Weitere Zusatzstrukturen bendtigt man, um Knotentheorie betreiben zu kon-
nen; die Idee ist, einem Knotendiagramm einen Morphismus einer Kategorie
zuzuordnen, so dafl der Morphismus invariant gegen Reidemeister-Prozesse des
Diagramms ist.
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Definition 3.12: Eine Monoidalkategorie heifit Bandkategorie, wenn fiir je
zwei Objekte V, W natiirliche Isomorphismen cy,w : VW — W ® V (,Brai-

\
ding“) und 6y : V — V (Twist) existieren, wobei ¢y, durch V/\W und 8y
o
durch iy bildlich dargestellt werden; diese Isomorphismen sollen folgende Re-

lationen erfiillen (Vf € Hom(V, V'), g € Hom(W, W'),Vh € Hom(U, V)):

cuvew = (dy ® cuw)(cu,y @ idw)
cugv,w = (cu,w ®idy)(idy ® cv,w)

9® flevw =cviw (f®g)
Ovew = cw,v (Ow ® Ov)cv,w
Oyvh = hoy

dy (9V ® idv*) =dy (idv ® GV*)

Beispiele werden im n#chsten Abschnitt folgen. Die ersten beiden Relationen
besagen, daf sich die Uberkreuzung eines Fadens mit einem ,, Doppelfaden® in
zwei Einzeliiberkreuzungen aufspalten 148t, die dritte sichert, dal man Fiden
iiber Coupons heriiberziehen kann. Einen Twist kann man sich wie das Ver-
drillen eines Bandes vorstellen, und der Twist eines Doppelbandes 1488t sich aus
Uberkreuzung und Twist der Einzelbiinder zusammensetzen (Relation 4); Rela-
tion 5 bedeutet, dal man einen Coupon um 27 drehen kann, so dafl das Ergebnis
(ndmlich ein Twist der an den Coupon geklebten Bénder) genau der Anschau-
ung entspricht. Die letzte Relation stellt sicher, dafl der Twist eines Bandes auch
erhalten bleibt, wenn es gebogen wird.

S ESIe

Abbildung 3.2: Veranschaulichung von Definition 3.12

In [Tur94] ist bewiesen, daff man sich die Morphismen einer Bandkategorie
tatsichlich als gefirbte Bandgraphen vorstellen kann, also als Coupons, welche
durch gefirbte Binder im R® miteinander verbunden sind; zwei gefirbte Band-
graphen, welche ambient isotop sind, stellen dabei denselben Morphismus dar.
Insbesondere gilt fiir das Braiding der Kategorie die Zopfrelation, auch Yang-
Baxter-Gleichung genannt (siehe Abbildung 3.3).

Die Zusatzstruktur erlaubt, ein Analogon zur Spur von Matrizen und der
Dimension von Moduln zu definieren.
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K \
Abbildung 3.3: Die Zopfrelation

Definition 3.13: Fiir jedes Objekt V einer Bandkategorie ist tr : Hom(V, V) —
K, die Spur, fiir f € Hom(V,V) definiert durch

tr(f) = dyeysv((07) @idys)by : 1 > 1

Die Dimension von V ist dim(V') := tr(idy). Anschaulich bedeutet die Spur
das Schlielen eines Coupons zu einem Kreis, siehe Abbildung 3.4. Man beachte
jedoch, daf die rechte Seite nicht durch by und dy erzeugt wird, denn die Fiden

sind falsch orientiert.
g @

Abbildung 3.4: Veranschaulichung der Spur

Aus der Isotopie-Invarianz folgt nun leicht eine Eigenschaft, die auch fiir
gewOhnliche Modulspuren gilt:

Lemma 3.14: Fiir Morphismen f :V — W,g: W = V gilt tr(fg) = tr(gf);
fiir beliebige Morphismen gilt tr(f ® g) = tr(f) tr(g) (siehe Abbildung 3.5). O

Kl
- 19| ] = - [F] = [f] _
9

Abbildung 3.5: Eigenschaften von Spuren

Ohne Beweis iibernehme ich noch eine Aussage iiber Spuren von halbeinfa-
chen Bandkategorien aus [Tur94]:
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Lemma 3.15: Fiir Objekte V,W einer halbeinfachen Bandkategorie ist eine
symmetrische bilineare Form durch

(,+) : Hom(V, W) ® k Hom(W,V) - K
(z,y) — tr(y o z)

definiert. (-,-) ist eine nichtausgeartete Form, d.h. die zu der Form adjungierten
Homomorphismen Hom(V,W) — Homg (Hom(W,V), K) und Hom(W,V) —
Hompg (Hom(V, W), K) sind Isomorphismen von K-Moduln. O

Notation 3.16: Sei (V,{Vi}icr) eine halbeinfache Kategorie; fiir k1,...,kny,
i1y 50 € I'sei HY 0% = Hom(Vg, ® -+ @ Vi,,, Vi, ® -+~ ®V;,). Man nennt

den K-Modul sz auch Multiplizitdtsmodul.

3.2 Beispiele fiir Bandkategorien
3.2.1 Halbeinfache Modulkategorien

Wie schon im Laufe der Definition angedeutet, ist eine halbeinfache Katego-
rie projektiver Moduln, also zum Beispiel die der Moduln iiber halbeinfachen
Lie-Algebren, eine Bandkategorie: Das Tensorprodukt ist das gewohnliche, by
bzw. dy sind Coauswertung bzw. Auswertung, das Braiding ist die Transposi-
tion VW - WRV,z®y— y®zx und der Twist die Identitét. Dadurch geht
natiirlich die Unterscheidung von Uber- und Unterkreuzungen verloren; doch
wenn man sich fiir 65-Symbole interessiert, kann die Art der Zerlegung von Mo-
duln in einfache direkte Summanden durchaus von Interesse sein. Die Spur ist
die gewohnliche Spur (das liegt daran, dafl durch Verbindung von Auswertung
und Coauswertung genau die Diagonalelemente einer Matrix herausgefischt wer-
den), ebenso die Dimension (nimlich die Spur der Einheitsmatrix).

3.2.2 Konstruktion mit abelschen Gruppen

Sei G eine abelsche Gruppe und K ein kommutativer Ring mit Eins. Die Ob-
jekte der Kategorie seien die Elemente von G, das Tensorprodukt das Produkt
in G, das duale Objekt zu g € G sei g7', dy, : gg7' = lund b, : 1 — g7'yg
seien durch das Einselement von K gegeben. Hom(g, h) sei K fiir ¢ = h und
{0} sonst; offenbar ist jedes Objekt einfach, und {V;} = G. Es sei ferner eine
bilineare Form ¢ : G x G — K* (in die Gruppe der invertierbaren Elemente von
K) vorgegeben, also c(gg’,h) = c(g,h)c(g',h) und c(g, hh') = c(g, h)c(g, h');
das Braiding gh — hg sei dann durch ¢(g,h) € K und der Twist g — g durch
¢(g,9) € K gegeben. Die Axiome fiir Braiding und Twist gelten wegen der
Bilinearitit von ¢: Die Zusammensetzung einer Doppelkreuzung aus zwei Ein-
zelkreuzungen folgt direkt, und die ,, Twisterhaltung bei Knick im Band“ gilt
wegen ¢(g71,97!) = c(g,9). Wenn man will, kann man noch einen Gruppen-
homomorphismus ¢ : G — K* wihlen mit Vg € G : ¢(g?) = 1; der Twist
sei dann ¢(g)c(g,g). Durch diese Konstruktion erhilt man eine halbeinfache
Bandkategorie V(G, K, ¢, ¢). Hier ist im allgemeinen Uber- und Unterkreuzung
unterschieden, also kann man Knoteninvarianten damit konstruieren. Die Mul-
tiplizitdtsmodule wirken auf den ersten Blick langweilig, denn H;“”” ist nur fiir
g = hi1hs nichttrivial; gleichwohl wird in Kapitel 5 daraus eine hochinteressante
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Invariante fiir Dreimannigfaltigkeiten konstruiert, allerdings mit im allgemeinen
nichtabelschen Gruppen. G ist dann nur noch eine halbeinfache Kategorie, denn
fiir gh # hg ist Hom(gh, hg) = {0}, und es gibt kein Braiding.

3.2.3 Die Skein-Kategorie

Das nun folgende Beispiel wird mit Hilfe von Skein-Relationen graphisch kon-
struiert. Dem Leser sollte der Unterschied zwischen der graphischen Darstellung
einer (allgemeinen) Bandkategorie und der graphischen Konstruktion dieser spe-
ziellen Kategorie stets bewuflt sein! Ich folge weitgehend [Tur94] und [MV94].
Eine alternative Konstruktion erlauben die Darstellungskategorien sogenannter
Quantengruppen, genauer der U, (SLy C); diesen Ansatz findet man ebenfalls in
[Tur94], oder ausfiihrlicher in [Kas95].

Diagramme

Definition 3.17: Ein Diagramm ist eine Menge von Bogen und Kreisen, die
tiberschneidungsfrei in ein Einheitsquadrat eingebettet sind, so dafl die freien
Enden der Bogen am oberen bzw. unteren Rande des Quadrates befestigt sind;
Diagramme, die durch ebene Isotopie des Quadrates bei festgehaltenem Rand
ineinander iibergehen, werden als gleich aufgefafit.

Definition 3.18: Sei A € C eine fest gew#hlte komplexe Zahl. Die Kategorie
S bestehe aus den Objekten 0,1,2,3,. ... Der Morphismenraum Hom(m,n) be-
stehe aus Linearkombinationen iiber C von Diagrammen, bei denen am unteren
Ende m und am oberen n Bégen festgemacht sind. Dabei soll fiir ein Diagramm
D folgende Relation gelten:

DIIO:=—(A>+ A7?)-D,

wobei IIO die disjunkte Vereinigung mit einem Kreis bedeutet. Offenbar ist
Hom(m,n) als C-Vektorraum endlich erzeugt, da es nur endlich viele Isotopie-
klassen von Diagrammen ohne Kreise gibt. Die Hintereinanderausfithrung von
Morphismen bestehe im Ubereinandersetzen von Diagrammen (Linear auf den
Morphismenmoduln fortgesetzt), und das Tensorprodukt sei durch Nebenein-
andersetzen der Diagramme gegeben (insbesondere ist m ® n = m + n; das
Einsobjekt ist 0). Jedes Objekt ist zu sich selbst dual; b, ist durch ein Dia-
gramm mit 2m oberen Fadenenden gegeben, bei dem jeweils der i-te Faden mit
dem (2m + 1 — i)-ten verbunden wird, d,,, entsprechend. Die Axiome einer Mo-
noidalkategorie mit Dualitét sind erfiillt, da man Diagramme stets bis auf ebene

Isotopie betrachtet.
X = A U + A" ) C
/ 7

Abbildung 3.6: Skein-Relation

In S wird ein Braiding durch Skein-Relationen definiert: ¢;,; sei der in Abbil-
dung 3.6 dargestellte Morphismus aus Hom(1, 1); ¢, setzt sich gemafl Definiti-
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on 3.12 aus einzelnen Uberkreuzungen zusammen. 6,, entspricht dem anschau-
lichen Twist eines Fadenstrangs, ndmlich (dp, ® idy,)(idm ® cm,m) (b ® idp,).
Von Definition 3.12 bleibt damit nur noch das Vertauschen von Braiding und
anderen Morphismen bzw. mit Diagrammen (also die , Natiirlichkeit des Brai-
ding) zu zeigen, ferner, daf} die ¢, ,, Isomorphismen sind. Fiir beides reicht es,
den Reidemeister-Prozefl 2y zu priifen:

D: = Abi + A*ly
:><+4A2+Af2—(A2+Af%£><

X

Damit kann man schon einiges anfangen: Jedem Knotendiagramm wird durch
Auflosen der Skeinrelationen ein Morphismus aus Hom(0,0) zugeordnet; dieser
Morphismus ist ein Polynom in A und A~! iiber C, und er hiingt nur von der
Klasse des Knotens und der Selbstverschlingungszahl des Diagramms ab (ein
Twist im Faden erhilt die Knotenéquivalenzklasse, aber dndert die Selbstver-
schlingung). Man erkennt die , Kauffman-Klammer“ wieder, die eng mit dem
»Jones-Polynom“ verbunden ist. Als Kategorie ist S zu arm: Es gibt nur zwei
einfache Objekte, ndmlich 0 und 1, und von Halbeinfachheit ist S weit entfernt.
Die Strategie ist daher, die Menge der Morphismen drastisch zu verkleinern,
damit es mehr einfache Objekte gibt (aber moglichst nur endlich viele), und
damit jeder dann noch vorhandene Morphismus iiber einfache Objekte zerfillt.

Jones-Wenzl-Idempotente und Halbeinfachheit

2n_ 4—2n

Definition 3.19: Fiir n € N sei [n] := [n]a2 := 45=4- (Man kann den
Bruch stets kiirzen, [n] liegt also in Z[A4, A~']). Man redet von einer Deforma-
tion der natiirlichen Zahlen, denn fiir A = 1 ist [n]42 = n. Es gilt die Rekursi-
onsformel

[0]=0
[1]=1
[n+2] = (A% + A=2)[n + 1] — [n].

Sei firi:=1,... ,n—1
Hom(n,n) 3 ez(") = (idj—1 ® by ®idp—i—1)(1dj—1 @ di R idp—j—1).
(n)

Offenbar wird Hom(n,n) von den e; "’ erzeugt.

Definition 3.20: Falls [1],[2],[3],...,[k] alle invertierbar sind, definiere die
Jones-Wenzl-Idempotente f, € Hom(n,n) fir n = 1,... ,k — 1 induktiv
durch

fo:=1ido

hﬂzh®m+ﬁ@ﬁh®mM#Wh@my
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Lemma 3.21: Es gelten folgende Gleichungen (falls die Jones- Wenzl-Idempo-
tenten definiert sind):

(idi ® fi ®ids) fir ki = fithti (3.1)
e fo =0 fiiri<n (3.2)

e(nn_)l(fn—l & idl)e(nn_)l = —%fn_z & egz) (3.3)
tr(fn) = (=1)"[n + 1]. (3.4)

O

Der graphische Kalkiil wird etwas erweitert: j parallele Faden werden durch
einen Faden mit Farbe j dargestellt, und ein Querstrich bedeutet die Jones-
Wenzl-Idempotente. Damit &8t sich die obige Definition und die ersten beiden
Gleichungen des Lemmas wie in Abbildung 3.7 veranschaulichen. Im folgenden

n+1 n 1 i k|
' ] itk |2
1

(1] IR -+ n

Abbildung 3.7: Graphenkalkiil fiir Jones-Wenzl-Idempotente

sei A stets eine primitive 4r-te Einheitswurzel (r > 2).

Definition 3.22: Sei J := {1,2,... ,r — 2}. Die Kategorie V' bestehe aus den
Objekten V = (j1,j2,...,5%) € J* mit k > 0, also endlichen (evtl. leeren)
Tupeln von Zahlen; das Tensorprodukt sei das Zusammensetzen der Tupel. Zu
Vosei |[V]:=j1+ -+ jr und

Fv = fjl Q- f]-k [ HOHIS(|V|; |V|)

Fiir einen Morphismus z € Homg(|U|,|V|) definiere z/ := FyxFy; die Mor-
phismen in V' seien durch Homy: (U, V) := {z € Homs | z/ =z} definiert.

Behauptung 3.23: V' ist eine Monoidalkategorie mit Braiding und Twist.

Beweis: Die Hintereinanderausfiihrung von Morphismen zf = 2,y = y funk-
tioniert wegen Gleichung 3.1:

(o) = @ah) =ylal =y
Das Tensorprodukt von Morphismen ist ebenfalls wohldefiniert:
zey)! =2'ey =z0y

Das Einheitsobjekt von V' ist das leere Tupel; idy ist Fy. cy,w = (C|V|’|W‘)f

und Oy = ((9|V‘)f sind Braiding und Twist fiir V', denn alle nétigen Axiome
ibertragen sich von S. Es ist ferner dim(n) = tr(f,) = (=1)"[n + 1]. O
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Die einfachen Objekte von V' sind offenbar das Einsobjekt und (j), j €
{1,...,r —2}; die letzteren Objekte sind einfach, da (egj))f = 0 gilt.

Definition 3.24: Ein Morphismus f € Hom(V, W) einer Ab-Kategorie heifit
unwichtig, falls fiir alle g € Hom(W,V) tr(gf) = 0 € K gilt.

Beispielsweise ist f,._1 unwichtig: Die Komposition von f,._; mit
g € Homg(r —1,r — 1)
ist gfr—1 =k - fr—1 mit k € K wegen Lemma 3.21; also ist

A27' _ A72r

tr(gfr1) =k-tr(fra) = k- (-1)"' =5 — 5 =0

, da A eine 4r-te Einheitswurzel ist.

Lemma 3.25: Die Komposition eines unwichtigen Morphismus f € Hom(V, W)
mit einem beliebigen g € Hom(W,U) sowie das Tensorprodukt von f mit einem
beliebigen f' € Hom(V', W') sind unwichtig; ferner bilden die unwichtigen Mor-
phismen einen Untermodul der Morphismenmoduln. Man kann also die Menge
Unw(V, W) aller unwichtiger Morphismen aus der Kategorie herauskiirzen und
erhdlt weiterhin eine Ab-Kategorie.

Beweis: Die Summe zweier unwichtiger Morphismen ist unwichtig, da die Spur
sich additiv verhilt. f ® f' ist unwichtig, da die Spur sich bei Tensorierung
multiplikativ verhilt. Auch go f ist unwichtig, da Vh € Hom(U, V) tr (h(gf)) =
tr ((hg)f) = 0 ist. O

Satz 3.26: Jeder Morphismus der Kategorie S aus Hom(k,1) zerfillt in

Z+ E Osfi, Ts;
E

dabei ist z : k — | unwichtig, 75 : k — is, 05 115 > 1, i5 € {0,...,7 — 2}, und
die Summe ist endlich.

Beweis: Sei G die Menge aller so darstellbaren Morphismen (k und ! seien da-
bei nicht fest). G ist additiv abgeschlossen; die Komposition eines Morphismus
aus G mit einem beliebigen liegt wieder in G, es geniigt also, id,, € G fiir alle n
zu zeigen, denn jeder Morphismus f € Hom(k, 1) ist gleich id; f. Fiir k < r —2
ist fr = idg fridy € G, insbesondere idy = fo und id; = f;. Nach der induktiven
Definition der Jones-Wenzl-Idempotente gilt

n—1
idp = fn — Z aiegn)ﬂi
i1

(n)

mit «;, 8; € Hom(n,n); e; " zerfillt in Morphismen ~; € Hom(n —2,n), 7} €

Hom(n,n —2) (bei beiden sind der i-te und (i + 1)-te Faden des Objekts n durch
einen riicklaufenden Bogen verbunden). Angenommen, iy € G fiir alle k < n

und 1 < n < r —1; dann ist ez(") = v;id,—27; € G und damit auch id,, € G.
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Fir n = r — 1 gilt dieser Schluf immer noch, da f._; unwichtig ist. Sei nun
n > r — 1; nach Induktionsannahme gilt id,,_1 = 2 + Y 0, f;, 75, 2 unwichtig.

id, = id,,—1 ®idy
= z®id; +Z(03 ® idl)(fis ® idl)(ws ®id1).

unwichtig

is +1 <r —1, also ist nach Induktionsannahme G 5 f;, ® id; :is+1 —is+ 1
und damit id,, € G. q.e.d.

Definition 3.27: Sei A eine primitive 4r-te Einheitswurzel; die Kategorie V ist
definiert durch ObjV := ObjV’ und Homy, (U, V) := Homy» (U, V)/ Unw(U, V).

In Zusammenfassung dieses Abschnittes gilt: V ist eine Bandkategorie, de-
ren Braiding und Twist durch die Skein-Relation induziert sind; Fy = idy €
Hom(U,U). Nach Satz 3.26 ist V halbeinfach, wobei die einfachen Objekte
Vi := ({) mit i € {0,...,r—2} die Kategorie dominieren. Die obige Konstruktion
funktioniert auch mit generischem A; V' ist dann selbst schon eine halbeinfache
Kategorie, und {V;} = Ny. Da ich jedoch auf Zustandssummen fiir Dreiman-
nigfaltigkeiten hinaus will und eine unendliche Anzahl einfacher Moduln dabei
storte, mochte ich diesen Fall nicht weiter betrachten.
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Kapitel 4

67-Invarianten

In [TV92] stellten V. Turaev und O. Viro eine Klasse von Invarianten vor; die
Idee war, die Kanten einer triangulierten Dreimannigfaltigkeit zu farben, dem
Sechstupel von Farben, die an einem Tetraeder auftreten, eine Zahl (6j-Symbol)
zuzuordnen, fiir jede mogliche Farbung das Produkt zu bilden und iiber die
Farbungen zu summieren (,,Zustandssumme*). Der Invarianzbeweis lief {iber
Sternprozesse im dualen Zweigeriist. Wie schon in Kapitel 2.3.3 gezeigt, muf}
man dazu die Invarianz der Zustandssumme gegen die Prozesse Ty, T und S
zeigen; fiir Zustandssummen von Kollabierretrakten unter Féarbung der Flichen
geniigt T'. In [Tur94] und mit anderer Terminologie in [Yet94] werden Beispiele
solcher Invarianten aus halbeinfachen Bandkategorien konstruiert und der An-
satz gleichzeitig verallgemeinert: Die 6j-Symbole sind jetzt Tensoren, und das
Produkt geht in ein Verjiingen der Tensoren {iber. Das ist auch bitter notig,
denn in [MN94] werden Beispiele von nichthomtomorphen Dreimannigfaltigkei-
ten gegeben, die die alten Turaev-Viro-Invarianten nicht unterscheiden kénnen.

4.1 Turaev-Viro-Invarianten

4.1.1 Die Biedenharn-Elliott-Gleichung

Definition 4.1: Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, I eine endliche Index-
menge, P eine spezielle Pseudofliche, V(P) die Menge ihrer Ecken und D(P)
die Menge ihrer Fléchen; jedem Element ¢ € I wird ein invertierbares Ringele-
ment |i| € K* (sein Gewicht) zugeordnet. Eine Farbung von P mit I ist eine
Abbildung ¢ : D(P) — I; einer Ecke V wird ein Element (V?) = |;#L 5| e K
zugeordnet, wobei ¢, 7 und k die Farben dreier Fliigel von V sind, welche eine
Kante gemeinsam haben, und [, m bzw. n die Farben der Fliigel, die i, j bzw. k
gegeniiberliegen. | i 7 ¥ | heifit 6j-Symbol. Damit es wohldefiniert ist, muf} das
6j-Symbol die Symmetrie der Ecke respektieren, es muf} also gelten:
mnl=lminl =l =17 el =l sl =1l

Definition 4.2: Sei M eine Dreimannigfaltigkeit und P ein Kollabierretrakt

von M;
M=>" [ le@) I (v

¢ DeD(P) Vev(P)
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Lemma 4.3: |M| ist eine Invariante, falls fir die 6;-Symbole und die Gewichte
folgende Gleichung gilt:

S| e | [ g de | s g | |dsdsdo || e
J3 Je J J4 Jo J7 J4 J7 78 J4 Jo J8 J8 Jo J7
jeI
fiir alle jo,...,j9 € I. Diese Gleichung ist aus der Quantenmechanik wohlbe-

kannt (die 6j-Symbole beschreiben dort die Wechselwirkung von Teilchen mit
Spin, vgl. [LL79]) und heifit Biedenharn-Elliott-Gleichung.

Beweis: Es geniigt, die Invarianz von |M| beziiglich eines T-Prozesses zu

priifen; mit den Bezeichnungen wie in Abbildung 4.1 ist sie aus der Biedenharn-
Elliott-Gleichung direkt abzulesen. O

I

Abbildung 4.1: Invarianz von |M]|

In [TV92] muflte [M| noch mit einem Faktor aus K* versehen werden, um
Invarianz gegeniiber dem Prozef3 S zu sichern; das ist hier nicht nétig, aber auch
kein groler Gewinn, denn dieser Faktor beriicksichtigt im wesentlichen nur die
FEulercharakteristik von M.

4.1.2 Ahnliche Mannigfaltigkeiten

Ich mochte nun [MN94] referieren. Fiir eine spezielle Pseudofliche P sei N(V, P)
eine regulire Umgebung der Ecke V; N(V (P), P) sei dementsprechend die dis-
junkte Vereinigung der Eckenumgebungen.

Definition 4.4: Zwei spezielle Pseudoflichen P; und P» heiflen dhnlich, falls
ein Homomorphismus ¢ : N(V(P;), P1) = N(V(P), P,) existiert, so dafl zwei
Fliigel F und F’ aus P, genau dann zur selben 2-Zelle von P, gehoren, wenn
¢(F) und ¢(F") zur selben 2-Zelle von P, gehoren. Zwei Dreimannigfaltigkeiten
M; und M, heiflen dhnlich, falls sie dhnliche Kollabierretrakte besitzen.
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Die Turaev-Viro-Invarianten héingen nur von den Fliigeln der Spineecken und
deren Zugehorigkeit zu den Spinefléichen ab; also haben dhnliche Mannigfaltig-
keiten dieselben Turaev-Viro-Invarianten. Matveev und Nowik geben nun zwei
Prozesse an, durch die dhnliche Kollabierretrakte ineinander tibergehen.

Definition 4.5: Eine Thetagraph ist ein Kreis mit Durchmesser und ein Bril-
lengraph besteht aus zwei durch eine Strecke verbundenen Kreisen (siehe Ab-
bildung 4.2). Sei P eine spezielle Pseudofliche und G ein zweiseitiger Theta-

o OO

Abbildung 4.2: Theta- und Brillengraph

bzw. Brillengraph, so dal G in P eine zu G x I isomorphe regulire Umgebung
besitzt (G heifit dann ,schon eingebettet und hat seine Ecken in den Kanten
von P und seine Kanten in den Flichen von P). Wenn G ein Thetagraph ist, so
schneide P an G auf und klebe die Ecken von G vertauscht wieder zusammen,
die Kanten von G auf sich; dieser Prozef} heifit oy. Wenn G ein Brillengraph ist,
so schneide P an G auf und klebe die beiden Kreise umgekehrt orientiert auf
sich, die verbindende Kante identisch auf sich; dieser Prozef} heifit o,.

Lemma 4.6: Ist P, Kollabierretrakt einer Dreimannigfaltigkeit und geht P> aus
Py durch einen Prozef o; entlang G hervor, so ist auch Py Kollabierretrakt einer
Dreimanmnigfaltigkeit.

Beweis: Es geniigt, das Kriterium aus Satz 2.2 fiir P zu priifen. Im Vergleich
zu P; #ndern sich nur die Klebeabbildungen der Flichen D, in denen die drei
Kanten des Graphen G liegen. Sei G ein Brillengraph und D die Fléche von P,
in der die Mittelkante von G liegt. Beim Durchlaufen von 0D nach dem Prozefl
erreicht man eine der Ecken von G; dort wird Bp verindert. Dann erreicht man
die andere Ecke von G, und dort wird Bp ein zweites Mal veréndert; beides
hebt sich auf, so dafl das Biindel Bp wie vor dem Prozef trivial ist. Liegt einer
der Kreise des Brillengraphen in D, so wird wieder Bp zweimal geidndert, und
zwar zweimal an derselben Ecke von G. Ahnliches gilt fiir Thetagraphen. O

Satz 4.7: [MN9/] Zwei dhnliche Kollabierretrakte gehen durch eine endliche
Kette von Prozessen o1 und oa auseinander hervor. O

Diesen Prozessen entsprechen Prozesse auf Mannigfaltigkeiten.

Definition 4.8: Sei F' C M eine in einer Dreimannigfaltigkeit eingebettete ge-
schlossene Zweimannigfaltigkeit. Ist F' & S?, so heifit F' inkompressibel, falls
F keinen Dreiball in M berandet; ist F' % S2, so heifit F' inkompressibel, falls
fiir jede in M eingebettete Scheibe D mit DN F = 9D gilt: 0D ist in F nullho-
motop. Falls M keine inkompressiblen Sphiiren enthilt, heifit M irreduzibel.
Eine orientierbare irreduzible Dreimannigfaltigkeit, die zweiseitige inkompressi-
ble Flichen enthilt, heifit Haken-Mannigfaltigkeit (nach Wolfgang Haken).

Beispielsweise sind alle Mannigfaltigkeiten mit nichttrivialem Rand Haken-Man-
nigfaltigkeiten; Linsenrdume sind keine Haken-Mannigfaltigkeiten, denn ihre
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inkompressiblen Flichen sind einseitig. Thurston [Thu] gab Beispiele irredu-
zibler Mannigfaltigkeiten mit unendlicher Fundamentalgruppe, die nicht ha-
kensch sind.

Definition 4.9: Sei F eine Sphire S2, eine reelle projektive Ebene P2, ein
Torus T oder eine Kleinsche Flasche K (Es ist also x(F') > 0); sei F' zweiseitig
in der Dreimannigfaltigkeit M eingebettet. Definiere den Homdomorphismus
p: F — F wie folgt:

1. Falls F ~ S2, so éndere p die Orientierung.
2. Falls F ~ P?, so sei p die Identitiit.
3. Falls F ~ T, K, so induziere p auf Hy(F,Z) die Multiplikation mit —1.

Offenbar ist p bis auf Isotopie eindeutig. Ein F-Prozef3 besteht nun im Auf-
schneiden von M entlang F' und anschlieendem Verkleben mit p; das Ergebnis
heifle M. Wenn F' kompressibel ist, so ist M ~ Mp.

Lemma 4.10: Sei G ein schion eingebetteter Theta- oder Brillengraph in einem
Kollabierretrakt P einer geschlossenen Dreimannigfaltigkeit M ; dann gibt es
eine geschlossene, zusammenhdngende, in M eingebettete Fliche F mit x(F) >
0, so daff FN P =G ist und F beziiglich SP allgemeine Lage besitzt.

Beweis: Sei N eine reguldre Umgebung von P in M; dann ist N — P = N x
(0,1], und es gibt offenbar eine Fliche F; C M, so dafl F} bzgl. SP allgemeine
Lage besitzt, F; N P = G und F; N ON = OF} ist und F; auf G kollabiert, also
x(F1) = x(G) = —1 gilt. M — N ist ein Dreiball; durch Ankleben disjunkter
Scheiben in M — N an OF; entsteht F'. Da man mindestens eine Scheibe ankleben
muf, gilt x(F) > 0. O

Lemma 4.11: Seien P, G, M, F wie oben, zusitzlich G zweiseitig in P. Sei Py
das Ergebnis eines o;-Prozesses auf P. Dann ist P, Kollabierretrakt von My .

Beweis: Fistin M zweiseitig, da G in P zweiseitig ist. Die Abbildung p : G —
G ist auf F fortsetzbar, denn F' weniger einiger Scheiben kollabiert auf G. Man
priift nach, da§ p : FF — F die Bedingung aus der Definition eines F-Prozesses
erfiillt. 0

Ubrigens gilt auch die Umkehrung der letzten beiden Lemmata: My und M
sind zueinander dhnlich. Man erhilt als Hauptresultat:

Theorem 4.12: Seien My und M> dhnliche geschlossene Dreimannigfaltigkei-
ten; M, enthalte keine geschlossenen zweiseitigen inkompressiblen Fldichen
mit nichtnegativer Fulercharakteristik. Dann sind My und Ms zueinander
homdomorph.

Beweis: Aus den vorigen Lemmata und dem Satz 4.7 folgt, dafl My aus M,
durch eine Kette von F-Prozessen hervorgeht; die Fliche F' ist dabei nach Vor-
aussetzung jeweils kompressibel, also dndert der F-Prozef} nicht den Hom&omor-
phietyp. q.e.d.

Dieses Ergebnis verdient noch einen Kommentar: Haken-Mannigfaltigkeiten
kann man algorithmisch klassifizieren (vergleiche etwa [Hem92]; dort klafft je-
doch eine Liicke im Beweis, da Hemion und alle anderen einen Spezialfall,
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némlich Pseudo-Stallings-Mannigfaltigkeiten, {ibersahen, wie Matveev etwa in
[Mat] bemerkte und richtigstellte). Das Theorem stellt nun sicher, dafl irredu-
zible Nicht-Haken-Mannigfaltigkeiten schon durch ihren Ahnlichkeitstyp festge-
legt sind und damit die theoretische Moglichkeit offen bleibt, daf3 die Turaev-
Viro-Invarianten fiir solche dem Haken-Algorithmus nicht zugéngliche Mannig-
faltigkeiten klassifizierend sind. Fiir Haken-Mannigfaltigkeiten sind diese Inva-
rianten jedoch zu schwach, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 4.13: Sei M := S* x S1 xS und F := S' x S' x {x} (F ist ein Torus).
Mp ist zu (S! x S1)xS! homsomorph. Wie man Abbildung 4.3 entnimmt, ist
Hi(M) = ZOLDZ, H (M) = Zo®ZoDZ (gegeniiberliegende Seiten des Wiirfels
werden identifiziert). Es gibt also zwei geschlossene orientierte Dreimannigfal-
tigkeiten, die dieselben Turaev-Viro-Invarianten haben, aber nicht hom&omorph
sind.

N - > 1

SN0

3

Abbildung 4.3: Zwei dhnliche Mannigfaltigkeiten

Weitere Beispiele dhnlicher Mannigfaltigkeiten, die sogar zusétzlich die gleichen
Fundamentalgruppen haben, fiihre ich in Abschnitt 5.1.3 an.

4.2 67-Symbole

4.2.1 Die 6j-Symbole halbeinfacher Kategorien

Turaev verallgemeinerte in [Tur94] den alten Ansatz und lieferte eine Moglich-
keit, zu jeder halbeinfachen Bandkategorie eine Losung der Biedenharn-Elliott-
Gleichung mit der richtigen Symmetrie und damit eine Invariante fiir Dreiman-
nigfaltigkeiten zu konstruieren.

Lemma 4.14: In einer halbeinfachen Kategorie, die von {V;}icr dominiert
wird, gilt fir alle m,l,i,5 € 1:

P (v ox Y ) = 1.
kel

Dabei wird x @y € (Hffb QK H;’) auf (y ®id;)z € Hf,{l abgebildet.
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus ,,Hauptlemma“ 3.11. O
Analog ist @, (H,:: DK Hi}) ~ Hil mit r @y € (H,s ®x Hﬁ) - (id; ® y)z.
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Definition 4.15: Fiir 4,5, k,1,m,n € I sei die Abbildung
i 5 k| ki i in 1
i3k (B e HY) - (B oxHY)

definiert durch

kel

i 7 k1" heift 6j-Symbol.

Nach Definition gilt also (mit kleinem Notationsmiibrauch)

weid)e =Y ((dio () O ik @ey)

nel

oder graphisch wie in Abbildung 4.4.
il lj | i lj ll
k x Y = n [i]K’
;" Z ‘ I'm nﬁ *x® )
n
m m

Abbildung 4.4: Grundgleichung der 6;-Symbole

Satz 4.16: Fiir die 6j-Symbole einer halbeinfachen Kategorie gilt die (verall-
gemeinerte) Biedenharn-Elliott-Gleichung

! T !
H J2 33 7 J1 J Je H H J1 J2 )5
SRR o A o L J2 0
Z(ld@ Ja J7 J8 > (14 Jo J7 ®1d> (1d® J3 Je J )
jeI
Y] Y
— J1 J2 Js 3 Js 713 J6 H
= LIz o o AR AR
Js Jo J7 ®1id T23 Ja Jo Js ®id ).

Dabei ist Tz die Vertauschung des zweiten und dritten Faktors eines Tensor-
produktes. Zur Verdeutlichung: Die Gleichung gilt in dem K -Modul

jeja J533 Jij2  pyiidr J2J8 Jaja
HomK(Hjo ®KHj6 ®KHJ'5 ’Hjo ®K Hj7 ®KHJ'8 )-

Beweis: Die Beweisidee ist, mit Hilfe der Grundgleichung eine nach rechts
gedffnete Gabel mit drei Zinken in eine nach links gedffnete zu iiberfiihren; dies
geht auf zwei verschiedene Arten, wie in den Bildern 4.5 und 4.6 zu sehen ist,
wobei ich die Gleichung durch ,,>°; Q1Q2Q3 = Q1T>3Q3“ abkiirzen mochte.
Dabei gibt es zunéchst zuviele Summen; da die zu j; und js gehdrenden Terme
jeweils in verschiedenen direkten Summanden des K-Moduls H7 7*/*/* liegen,
gilt die Gleichung schon fiir jeden einzelnen der Summanden. Dies ist jedoch die
Biedenharn-Elliott-Gleichung. q.e.d.
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Abbildung 4.5: Linke Seite der Biedenharn-Elliott-Gleichung

Abbildung 4.6: Rechte Seite der Biedenharn-Elliott-Gleichung
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Jede halbeinfache Kategorie fiilhrt auf eine Losung der Biedenharn-Elliott-Glei-
chung; diese Losung besitzt nicht immer die nétige Symmetrie, man mufl noch
weiter {iberlegen.

4.2.2 Die Symmetrie von 6j-Symbolen in Bandkategorien

Es fiillt auf, dal man bisher noch keine Gewichte fiir die Farben verwendet hat;
diese benutzt Turaev, um eine symmetrische Version der 6j-Symbole im Falle
einer halbeinfachen Bandkategorie zu gewinnen. Zunéchst eine Bemerkung: Da
die Moduln H’ﬁnl projektiv sind, kann man zu jeder Abbildung zwischen solchen

Moduln adjungierte Abbildungen finden; insbesondere gibt es zu | } fn Z |I einen

Tensor ) o} ® 25 ® x5 @y € Hy ®x HY; @k Hit @ HI! so daB |1 1 ¥ |I (y1®
y2) = >, tr(zly1) tr(z5y2)7; ® 2§ gilt. Da aus dem Kontext stets klar werden
sollte, welche Version des 6j-Symbols gemeint ist, bezeichne ich diesen Tensor

und alle anderen Adjungierten ebenfalls mit |§ 7 * |l.

Lemma 4.17: FEs gilt

Beides sind K -lineare Abbildungen H’f,f QK sz ®rx H}, QK H?l - K.

ijk
Imq
menge R;. Nach Definition gilt (y®idy,)z =3_, g, (idv; ® by g)ar,e. Dies wird
mit idy; ® z, 2 € Hj; verkniipft; da wegen des Axioms von Schur jede Abbildung

a:V, =V, gleich 64,0 (dim(n)) " tr(a) ist, gilt

!
Beweis: Es sei ‘ ‘ (z®y) = ET‘ERq arq @ by, mit einer endlichen Index-

(dy; @ 2)(y@idy)z =Y (idy; ® zbrg)an,
qel,reR,

= > (dim(n)) ™" tr(2brn)arn.

r€ERn

Durch Verkniipfen mit ¢ € H}, und Spurbildung entsteht

Z tr(2bypn) tr(tar,) = (dim(n)) tr(t(idy; ® 2)(y ® idy, )z),
r€R,

also die Behauptung. O
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Definition 4.18: Der zu tr(-(idy; ® -)(- ® idy;)-) adjungierte Tensor |l gk | €
H} ®K H i ®OK Hm QK H’l heifit symmetrisiertes 6;j-Symbol. Mit *k be-
zeichne 1ch die Kontraktion fiir Tensoren aus Hf; ® k HY.

Korollar 4.19:

Jr L Je J2 33 J J1 J Je J1 J2 Js
Zdlm .72.73 234 J1)] ( Ja J7 J8 ® Ja Jo J7 ® J3 J6 J )
jer
— yJo J1 J2 Js Js js Je
JsJs J8 Jo J7 Ja Jo I8 )

Dem symmetrisierten 6;5-Symbol sieht man im Grunde an, dafl es die noti-
ge Tetraedersymmetrie besitzt, denn die Kanten seines Graphen, den man in
Lemma 4.17 sieht, bilden die Kanten eines Tetraeders — wenn sie im Raum
verschoben werden kénnen.

Es besteht eine Wahl in der Anordnung der ,Fiaden“ an den Coupons der
H” diese muB beriicksichtigt werden. Die Moduln HY* HI* HFI¢ ysw. sind
alle zueinander isomorph; ich méchte daher einen symmetrlslerten Modul
H(i, j, k) definieren, der nur noch von dem ungeordneten Tripel (4, 7, k) abhéngt.
Fiir jedes i € I ist der Twist 8y, die Multiplikation mit einem Element v; von K;
man setzt nun voraus, da es in K ein Element v} gibt mit (v})? = v;. Falls es ein
solches nicht gibt, wird K erweitert. Dann ist eine Operation der symmetrischen
Gruppe Ss mit Erzeugenden o7, 0, auf den H7* erklirt:

a1(ijk)(x) = vjvj (V) (ev,v; ®idy, )z
a2 (ik) (z) = vjvi (v) T (idy; ® ev;, 1)

Die Giiltigkeit der Relation o1 (jki)o2(jik)o1(ijk) = o2(kij)o1(ikj)o2(ijk) folgt
sofort aus der Zopfrelation fiir das Braiding, und o4 (jik)o1 (ijk) = id (analog fiir
o2) folgt aus Abbildung 4.7. Der Modul H(, j, k) ist nun als die Identifizierung

W bl

(Y
v

Abbildung 4.7: o4 (jik)o (k) = id

der Moduln HY* (mit verschiedenen Permutationen der i, j, k) definiert; im gra-
phischen Kalkiil éindert sich nichts Wesentliches, da man einfach Reprisentanten
hinzeichnet.

Es fehlt noch ein kleine Zusatzstruktur, damit die Symmetrie des Graphen
wirklich zum Tragen kommt.

Definition 4.20: Eine halbeinfache Bandkategorie heifit unimodal, falls es
Vi € I Isomorphismen w; : V; — (V;+)* gibt, so dafl die in Abbildung 4.8
gezeigte Gleichung gilt.
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:,Yl i ) i vfi

Abbildung 4.8: Unimodale Kategorien

Als Analogon zur Spur ist die nichtausgeartete Paarung
*0k : H(7'7.77 k) K H(i*aj*ak*) - K

auf den Reprisentanten durch Abbildung 4.9 definiert.

Abbildung 4.9: Die Spur fiir symmetrisierte Moduln

Man sucht nun einen Morphismus einer Monoidalkategorie fiir ,gefirbte,
symmetrisierte Bandgraphen*; diese bestehen aus runden Coupons, in denen
Elemente gewisser H(4, j, k) stehen. Sie sind durch gerichtete Bénder verbunden,
welche Farben aus der Menge I tragen. Einem solchen Graphen 2 ordnet man
zunéchst einen Représentanten I' zu: Fiir jeden Coupon von €2 wihlt man einen
Repriésentanten H}!, und jedes gefirbte Band ersetzt man wie in Abbildung 4.10
gezeigt. Turaev zeigte nun in [Tur94], dafl der T’ zugeordnete Morphismus nur

v
I

Abbildung 4.10: Ubergang von Q zu T'

von der Isotopieklasse von € abhingt, also von der Wahl eines Repréisentanten
unabhéngig ist. Man erhélt das Resultat:
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Satz 4.21: Fiir jede unimodale Kategorie seien 6j-Symbole |;73n fl| durch den

gefirbten Bandgraphen aus Abbildung 4.11 definiert. Diese 6j-Symbole erfiillen

Abbildung 4.11: Das endgiiltige 6j-Symbol

die Biedenharn-FElliott-Gleichung aus Korollar 4.19 und besitzen Tetraedersym-
metrie. Dadurch erhdlt man eine Invariante fir kompakte Dreimannigfaltigkei-
ten. q.e.d.

Die so gefundenen Invarianten sind allgemeiner als die Turaev-Viro-Invari-
anten. Die gefirbten Spineflichen sind orientiert, und ein Wechsel der Orientie-
rung bedeutet den Ubergang zum dualen Objekt; dies wird bei einer Invariante
von Yetter, die ich in Kapitel 5 beschreibe, entscheidend. Weiter sind die 6j-
Symbole im allgemeinen Tensoren und nicht blo Zahlen, ndmlich wenn die
H(i, j, k) mehrdimensionale K-Moduln sind; das 1duft darauf hinaus, nicht nur
die Fliachen, sondern auch die Kanten der Kollabierretrakte zu fiarben, und ist
wichtig fiir eine eigene Invariante, die ich in Verallgemeinerung der Invariante
von Yetter definiere.

4.2.3 Darstellungen des Graphenkalkiils

Da der Benedetti-Petronio-Kalkiil eine direkte Ubersetzung der Spineprozesse
ist, sollte es moglich sein, auch die 6j-Invarianten fiir Graphen umzuformulieren.
Ahnlich wie einem Knotendiagramm ein Morphismus einer Bandkategorie zuge-
ordnet wird, lassen sich auch den o-Graphen Morphismen gewisser Kategorien
zuordnen, wie ich nun skizzieren méchte.

Sei eine halbeinfache Bandkategorie V mit Multiplizitdtsmoduln ka vor-
gegeben. Orientiere die Flichen des dem o-Graphen zugeordneten Kollabier-
retraktes (dies it sich offenbar auch auf Graphenebene formulieren); ordne
einer Kante e des Graphen je nach induzierter Orientierung seiner Fliigel einen
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K-Modul H, zu, wie bildlich angedeutet:

= H.i *
El—) e Ve Vie V,
i ik ik

Dabei ist V; ® x V; als gewohnliches Tensorprodukt mit diagonaler K-Operation
aufzufassen, nicht als Tensorprodukt in V; offenbar ist diese Definition bis auf
Reihenfolge und Isomorphie der Summanden von der Wahl der Orientierungen
unabhéngig, da zu ¢ € I ein ¢* € I existiert mit V;+ = V;*. Nebeneinandersetzen
von Kanten wird als Tensorprodukt aufgefalt. Des weiteren ist eine Dualitéit
mit Morphismen d : H, @k H; — K und b: K — H} ®k H. erklart: Auf den
Hgk—Termen entsprechen beide der Auswertungs- bzw. Coauswertungsabbil-
dung dualer K-Moduln, wihrend sie auf den V;-Termen durch die Abbildungen
dy, und by, aus V gegeben sind. Dem Label o € S3 einer Kante entspricht als
Morphismus die Operation der S3 auf den Multiplizititsmoduln, wie sie in Ab-
schnitt 4.2.2 erkldrt wurde, bzw. auf den V;-Summanden die Vertauschung der
Summanden. Eine unmarkierte Ecke entspricht der Transpositionsabbildung in
He @K Her. Einer markierten Ecke wird ein Morphismus

P . Hel ®K HEQ d HE:; ®K H€4

zugeordnet. Auf den Multiplizitdtsmoduln ist dieser durch das symmetrische
6j-Symbol in V definiert, bei entsprechender Orientierung der Spinefliichen zum
Beispiel als Abbildung

(H% ox BY) > (Hr @ HY ) ;
auf den V;-Termen ist er hingegen durch

T‘l*i* [e] (idml* ® bk ® idi*j*) [e] (idml* ® dn* ® ldp]*) :
(Ve @ V" @k Vi) @k (Vi ®k V;" ®K VJ*) -
(Vi @k Vi" @k Vi) ®x (Vo @k V™ @Kk V')

definiert, wobei T} ;- die Vertauschung der Terme V;* und V;* bedeutet.

Die Auswertung eines o-Graphen als Morphismus, also als Element von K, ist
ein genaues Abbild der Berechnung der 6j-Invariante; dies sieht man wie folgt
ein: Durch die direkte Summenstruktur zerfillt der Morphismus ebenfalls in
eine Summe, und zwar offenbar erstreckt iiber die Farbungen des zum Graphen
gehorenden Spines. Die V;-Terme ergeben das Produkt {iber die Farben der
Spineflichen. Die Hgk—Terme hingegen ergeben das verjlingte Tensorprodukt
iiber die den Ecken des Spines zugeordneten 6j-Symbole.

Da wir schon die Invarianz der Zustandssummen kennen, folgt die Invarianz
der den o-Graphen zugeordneten Morphismen gegeniiber Graphenprozessen, wir
haben also tatsichlich eine Darstellung des Graphenkalkiils durch Morphismen
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einer Kategorie gefunden. Auch Carlo Petronio untersucht in seiner Dissertati-
on [Pet95] Darstellungen des Graphenkalkiils; er verfolgt einen Skein-Ansatz: So
wie in der Skein-Kategorie eine Uberkreuzung in eine Linearkombination zerlegt
wird, setzt Petronio sowohl markierte Ecken als auch Kanten als Linearkombina-
tion an; er erhilt eine grofle Klasse von Invarianten. Die Turaev-Viro-Invarianten
sind in dieser Klasse als ein vergleichsweise harmloser Spezialfall enthalten. Er
untersuchte noch weitere einfache Spezialfiille, die numerischen Ergebnissen zu-
folge jedoch keinen Erfolg versprechen. Weniger einfache Spezialfille sind nur
duferst schwer zu berechnen.

4.2.4 Die 6j-Symbole der Skein-Kategorie

In den nun folgenden Rechnungen lehne ich mich an [MV94] an. Sei wieder A
eine primitive 4r-te Einheitswurzel; Farben sind Zahlen aus I := {0,... ,r—2}.
Die zu A gehorige Skeinkategorie V ist unimodal mit Morphismen w; := id;) :
(&) = ()" = (@)

Definition 4.22: Ein Tripel (a, b, ¢) von Farben heifit zulissig, , fallsa+b+¢
gerade ist und die Dreiecksungleichung |a — b| < ¢ < |a + b| gilt; es heifit strikt
zuldssig, falls zusitzlich a+b+c < 2r—4 gilt. Fiir ein zuléssiges Tripel definiere
ich eine dreiwertige Ecke I'(a, b, ¢) wie im Bild:

Ein Querbalken bedeutet die Jones-Wenzl-Idempotente. Die inneren Farben
i, 7, k berechnen sich zu

i=(0b+c—a)/2, j=(a+c—0b)/2, k=(a+b—1c)/2;
offenbar sind 4, j, k genau dann Farben, wenn (a, b, ¢) zuléssig ist.

Der Modul H?" verschwindet, falls (a,b,c) nicht zulissig ist, denn wenn
a + b + c ungerade ist, gibt es aus Parititsgriinden iiberhaupt kein Diagramm
mit ¢ Eingingen und a + b Ausgingen, wihrend bei Verletzung der Dreiecksun-
gleichung jedes Diagramm riicklaufende Bégen enthielte, welche von den Jones-
Wenzl-Idempotenten annuliert wiirden; falls (a, b, ¢) zulissig ist, wird Hgb von
I'(a,b,c) erzeugt, denn alle weiteren Diagramme wiirden wegen riicklaufender
Bogen anulliert. T'(a,b,c) sei das Spiegelbild von T'(a,b,c) an einer horizonta-
len Achse; es erzeugt Hj,. Zu jeder natiirlichen Zahl n definiere als Analogon
zur Fakultdt [n]! := [n][n —1]---[1] und [0]! := 1. Fiir alle folgenden Rechnun-
gen gilt die Konvention, dafl ein Diagramm verschwindet, welches einen negativ
beschrifteten Faden enthalt.

Lemma 4.23: Es seien (a, b, c) zuldssig und i, j, k die zugehdrigen inneren Far-
ben. Dann ist
ipjr i+ 3+ + 1] 5] [R]!

tr ([(a, b,c)I(a,b,c)) = (-1) YL
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Insbesondere ist dieser Ausdruck genau dann von Null verschieden, wenn (a,b, c)
sogar strikt zuldssig ist; sonst enthielte [i + j+ k]! ndmlich den Faktor [r—1] = 0.
I (a,b,c) wire in diesem Falle ein unwichtiger Morphismus.

Lemma 4.24: Fiir j > 1 gilt

i ; k+1
[i]
[i+-1]

Beweis: Induktion nach j; fiir j = 1 ist die Aussage wegen Lemma 3.21 tri-
vial. Fiir j > 1 wendet man die Rekursionsgleichung aus Definition 3.20 auf
die Idempotente f;+;—1 an. Der erste Term enthilt riicklaufende Bogen und
verschwindet daher, der zweite ist (wieder unter Verwendung von 3.21)

_ [i+j-2]
i+

Man wendet die Induktionsannahme auf den oberen Teil des Bildes an und
erhilt mit 3.21

O

Beweis zu Lemma 4.23: Verwende die Abkiirzung [i, j, k] fiir das auszuwer-

tende Diagramm (es stimmt mit tr(I'(a, b, c)I'(a, b, c)) iiberein):

(LK =
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Induktion nach j: Fiir j = 0 ist [, 4, k] = dim(i + k) = (=1)"*[i + k + 1], was
der Behauptung entspricht. Fiir j > 0 liefert die Rekursionsgleichung

Dies wird mit Lemmata 3.21 und 4.23 zu
[f+k+1]
[ + K]

i+l +i 1]

[i7j7k]:_ [7:7j_1ak]
—1,j-1,k+1].

Der erste Summand auf der rechten Seite liefert nach Induktionsannahme

irj—tthr U R+ 5+ k][ — 1] [R]!

=D G+E[i+5—10'[+k—1]'[i + &'
_ ey A+ R U 47+ k4 1] ] k]
[i+5+k+1[] G+ +Ei+ k]
der zweite

(=1)i+i+k=1 [iP[i + 5+ K i =11 [j = 1] [k +1]!
i4+4]i+7—1[+j—2'[+k[i+ k]
(1)t [6][k + 1] [i + j + &k + 1] [4]! [5]" [&]!
i+7+k+1G G+ [+ i+ k)

Beide Terme zusammen ergeben

vk L+ R+ R] [0+ 4105 + K + 1] — [¢][k + 1]
[0 + 5117 + k][ + K] [i + 3+ k+1][j]
— (=1)i+itk [i +5 + Fk+ 1] [i)! 5] []!
[i + 5015 + k]! [i + K]!

unter Verwendung von [i + j][j + k + 1] — [i][k + 1] = [j][¢ + j + k + 1], was
in natiirlichen Zahlen trivial und auch in den deformierten Zahlen nicht schwer
nachzurechnen ist. O

(-1

Zu guter Letzt gilt es noch, die 6;j-Symbole von V zu berechnen; dafiir méchte
ich auf [MV94] verweisen, denn ein Induktionsbeweis der Formel ist sehr lang
und liefert keine tieferen Einblicke. Hier das erschreckende Ergebnis:
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Satz 4.25:

Der obige Graph, ein 65-Symbol von V, ist fir A,B,C,D,E,F € I erklirt,
wobei (A,B,E), (B,D,F), (E,D,C) und (A,C, F) strikt zulissig sein miissen.
SeiX=A+B+C+D+E+F und

a;:=(A+ B+ E)/2, by :=(X—-A-D)/2,
as ;== (B+ D+ F)/2, by:=(X—E—-F)/2,
az :=(C+D+E)/2, bs:= (X —-B-0C)/2,
ag :=(A+C+F)/2.

M, := max{a;} und mp := min{b;}. Dann ist

|ABC| = Hf:l Hj:1[bi—aj]! Z (=S¢ + 1)
DEF [A'[BI[C)[DIE)[F]! at, S H?:l[bz' —q H;l':l[C - aj]!'

q.e.d.

Wie sind diese Invarianten einzuordnen? In V ist stets V;* = V;, die Spine-
flachen werden also ohne Riicksicht auf ihre Orientierung geférbt. Die Multipli-
zitdtsmoduln H sind stets hochstens eindimensionale K-Moduln, da sie von
nur einem Morphismus I'(4, j, k) erzeugt werden; damit ist

H} ok HY; @k Hit @ HY! 2 K,

die 6j-Symbole sind daher keine ,,echten“ Tensoren, sondern nur Ringelemente.
Die zu V gehorenden Invarianten fiir Dreimannigfaltigkeiten sind also Beispiele
fiir die ,,alten“ Turaev-Viro-Invarianten und unterliegen den in Abschnitt 4.1.2
aufgezeigten Beschrinkungen; andererseits zeigt sich, daf sie recht gut mit Lin-
senriumen umgehen kénnen, was ich hier aber nicht weiter ausfiihren mochte.

58



Kapitel 5

Eine Invariante von Yetter
und eine eigene Klasse von
Verallgemeinerungen

In [Yet92] stellte David Yetter eine interessante Zustandssumme vor, die eng mit
der Fundamentalgruppe zusammenhingt. Ich werde sie durch Spines definieren
und dann auf Yetters eigentliche Absicht eingehen, topologische Quantenfeld-
theorien zu konstruieren. Dann werde ich Yetters Invariante nichttrivial zu ei-
ner Klasse neuer Zustandssummeninvarianten verallgemeinern. In den folgenden
Abschnitten beschreibe ich verschiedene Beispiele aus dieser Klasse.

5.1 Die Yetter-Invariante

5.1.1 Definition und Interpretation der Yetter-Invariante

Sei G eine endliche Gruppe. Wihle fiir jede Spinefldche eine Orientierung und
farbe sie mit Elementen aus G. Eine solche G-Farbung heifit zuléssig, falls an
jeder orientierten Kante (im Sinne von Definition 2.3) des Kollabierretraktes
gilt:

g1t - 95° 958 =1

Dabei sind die g; die Farben der zyklisch durchlaufenen Fliigel der Kante; ¢; ist
+1, falls die Richtung der Kante mit der vom Fliigel induzierten {ibereinstimmt.
Offenbar ist die Zuldssigkeit unabhiingig von der Orientierung der Kante; Orien-
tierungsidnderung einer Fliche bei gleichzeitiger Invertierung ihrer Farbe fiihrt
wieder auf eine zulissige Farbung. Die Invariante ist nun denkbar einfach defi-
niert:

Y(M;@G) := Anzahl der zulissigen G-Fiarbungen von M.

Lemma 5.1: Y(M; Q) ist invariant gegen einen T-Prozef§ vom Kollabierretrakt
Py nach Py (siehe Abbildung 5.1).
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Abbildung 5.1: Ein T-Prozef§

Beweis: Die Farbe der zusitzlichen Fliche muf§ g7 ' (g}) ™! sein; das ist wohlbe-
stimmt, denn g5 (g5)~! = g7 *(g)) ", da g1g5 " = h™' = (g})~'gb. Die Fiirbun-
gen von P; und P, entsprechen einander also eins zu eins. O

G wird wie in Abschnitt 3.2 als eine halbeinfache Kategorie betrachtet. Man
beachte, daB fiir nichtabelsche G keine Bandkategorie vorliegt; die Symmetrie
der 6j-Symbole folgt also nicht aus Satz 4.21, sondern muf} zu Fufl nachgepriift
werden (was trivial ist). Das 6;-Symbol |¢ 7 ¥ | ist 1, falls klm™" = ijk™" =
inm™' = jin~! = 1 gilt, und ist sonst null; die Biedenharn-Elliot-Gleichung
vereinfacht sich drastisch, da die Summe zusammenbricht. Gleichwohl ist die
Invariante nichttrivial; um dies zu zeigen, moéchte ich den Blickpunkt wechseln
und zu T (M) iibergehen (zur Definition von 7 (M) siehe Kapitel 2.3.3), also
einer geschlossenen triangulierten Pseudomannigfaltigkeit, deren Kanten mit
Elementen aus G gefirbt werden. Eine Farbung ist zuldssig, wenn das Produkt
der Farben der Randkanten jedes Dreiecks der Triangulation Eins ergibt. Wahle
nun eine Ecke als Basispunkt p; jeder geschlossene, von p ausgehende Weg w
im Einsgeriist definiert in natiirlicher Weise ein Gruppenelement g(w), ndmlich
das Produkt der Farben entlang des Weges.

Lemma 5.2: g(w) hingt nur von der Homotopieklasse von w ab.

Beweis: Seien K, Ks, K3 die mit g1, g2, g3 zuléssig gefiarbten Randkanten ei-
nes Dreiecks und K; eine Kante von w; fiir Homotopie geniigt es, die Ersetzung
von K; durch (K5 1,K{ ) zu betrachten; wegen g; = g3 lg; ! sndert sich an

g(w) nichts. O

Satz 5.3: Y(M; Q) ist die Anzahl der Homomorphieklassen (,Darstellungsklas-
sen in Yetters Terminologie) von my (T(M)) in G, multipliziert mit |G|#9M—1;
#OM soll die Anzahl der Randkomponenten bedeuten; ,Klassen“ heifit hier
Konjugationsklassen.

Beweis: Jede zuldssige Farbung definiert zusammen mit p eine Darstellung der
Fundamentalgruppe: Die Homotopieklasse eines geschlossenen Weges w wird auf
g(w) abgebildet. Eine Anderung des Basispunktes bedeutet bekanntermafien
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eine Konjugation der Darstellung, eine zuldssige Farbung bestimmt also eine
Darstellungsklasse.

Die Randkomponenten entsprechen den Ecken von 7 (M). Betrachte einen auf-
spannenden Baum des Einsgeriistes; #90M — 1 ist die Anzahl der Kanten des
Baumes. Sei nun eine Darstellung der Fundamentalgruppe bei festem Basis-
punkt vorgegeben und seien die Kanten im Baum beliebig gefdrbt; dann sind
die Farben der nicht im Baum befindlichen Kanten eindeutig bestimmt, und
die Farbung ist automatisch zuldssig. Fiir die Farbung der Baumkanten gibt es
|G|#9M~1 Moglichkeiten. q.e.d.

5.1.2 Topologische Quantenfeldtheorie

Ich mo6chte kurz darstellen, zu welchem Zwecke Yetter eigentlich seine Invariante
entwickelte.

Definition 5.4: Seien N; und N» geschlossene orientierte n-Mannigfaltigkei-
ten, M eine (berandete) orientierte (n + 1)-Mannigfaltigkeit; M heiit Cobor-
dismus von N; nach N, falls es einen orientierungserhaltenden Hom&omor-
phismus Ny II =Ny — OM gibt (—N ist Ny mit umgekehrter Orientierung).
Die Cobordismenkategorie Cobord hat als Objekte geschlossene orientierte
n-Mannigfaltigkeiten und als Morphismen Cobordismen; die Komposition zwei-
er Cobordismen ist wie folgt erklirt: Seien M : Ny — Ny und M' : Ny — N3
Cobordismen; dann ist M' o M := M'Un, M : Ny — N3. idy ist N x [0,1].
Cobord ist eine Monoidalkategorie: Ny ® Ny :== Ny II N5, 1 := (), N* := —N.

Definition 5.5: Eine (n+1)-dimensionale topologische Quantenfeldtheo-
rie ist ein Funktor von Cobord in die Kategorie der beschrinkten Operatoren
eines Hilbertraumes; die Monoidalstruktur soll dabei erhalten bleiben.

Yetter konstruiert eine (2 + 1)-dimensionale Quantenfeldtheorie. Dazu be-
trachtet er zunichst die Kategorie der triangulierten Cobordismen, (M,T) :
(N1,T1) = (Na,T»), wobei die Triangulierung 7 von M die Triangulierungen
T; der N; induziert. Die Kanten der Triangulierungen werden mit Elementen der
endlichen Gruppe G gefirbt; einer Zweimannigfaltigkeit N mit Triangulierung
T wird der C-Vektorraum Zg(N,T) zugeordnet, welcher als Basis die Menge
Ag(T) der zulissigen Farbungen von T besitzt. Offenbar ist

Zg(N1 LI Ny, Ty UTy) = Zg(N1,Th) ®c Zg(Na, T>)

und Zg(0,0) = C. Einem Cobordismus (M, T) : (N1,71) — (Na,T2) wird nun
ein Morphismus Z(M,Ty,T5) : Zg(N1,T1) = Zg(Na,Ty) zugeordnet, welcher
fiir ein Basiselement A € Ag(T") durch

Zo(M, Ty, To)(A) = |G N~y
P’EAG (7—)’”'|T1:A

gegeben ist, wobei n(T, Ty, T) := :|T\V| + %|T2(0)| —|7©| und T© die Menge

— 2
der Ecken einer Triangulierung T bedeutet.

Lemma 5.6: Seien (M',T') : (N1,R) = (N2,S) und (M,T) : (N2,S) —
(N3, T) Cobordismen. Zg(M,S,T) hingt nicht von T ab, und es gilt

ZG(Ma S: T)ZG(MI7R7 S) = ZG(M Un, M17R7T)'
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Beweis: Die erste Behauptung folgt durch Betrachten eines Sternprozesses an
der Kante K im Inneren von (M,7) (das Ergebnis heifle (M,7")): Sei m die
Anzahl der Tetraeder von T, welche K enthalten; [7"¥| = [T + 1, und
IT"D) = |TO| +m+1, TM — {K} ist in T"®) eingebettet. Eine zulissige
Farbung von T 148t sich zuléssig auf 7" fortsetzen; wihle dazu eine beliebige
Farbe fiir eine der zusétzlichen Kanten von 7", alle anderen Farben sind dann
festgelegt. Es gibt also genau |G| mal mehr zuldssige Farbungen von 7" als von
T, was durch |G|*|7—(0)| wegnormiert wird. Zg(M, S,T) #ndert sich also nicht.
Die zweite Behauptung folgt leicht, wenn man die Ecken von 7, 7' und T Ug T’
z#hlt. O

Wenn man sich nur fiir geschlossene Dreimannigfaltigkeiten M interessiert,
so kann man jetzt schon Invarianten definieren: M erklért eine Abbildung

Zg(M,0,0): Zg(®,0) = C —= C,

also eine komplexe Zahl; da die einzige Triangulierung von () die leere Triangu-
lierung ist, ist diese Zahl wohldefiniert und eine Invariante von M. Eine von der
Triangulierung der Zweimannigfaltigkeiten unabhingige Definition ist offenbar
nicht so leicht zu erhalten, da sich mit 7" auch der Vektorraum Zg(N,T) we-
sentlich verindert. Gehe T" aus T durch einen Sternprozefl an K hervor, wobei
die Kante K in K; und K zerlegt wird und T — {K} als Teilmenge von T auf-
gefasst wird; einer zulédssigen Farbung u' von T' entspricht dann eine zuléssige
Féarbung von T durch u(K) := p'(K1)p'(K2) € G. Durch

resrr (i) = |G/ HTED Y

ist eine Restriktionsabbildung von Zg(N,T") nach Zg(N,T) definiert, wel-
che fiir alle M und S die Gleichung

Zg(M, T', S) = Zg(M, T, S) orestT

erfiillt, wie man leicht nachpriift. Da zwei Triangulierungen einer geschlossenen
Zweimannigfaltigkeit N stets eine gemeinsame Unterteilung (bzgl. Sternprozes-
sen) besitzen, 148t sich Zg(N) als der Colimes der Zg(N,T) definieren; durch
seine universelle Eigenschaft ist dann schliellich auch

Zg(M) : Zg(Nl) — Zg(Nz)
fiir einen Cobordismus M von N; nach N> erklirt. Ich fasse zusammen:

Satz 5.7: Fiir jeden Cobordismus M, also eine berandete orientierte Dreiman-
nigfaltigkeit, ist der Morphismus Zg (M) eine Homdomorphieinvariante relativ
OM . Zg ist ein Funktor, welcher eine (2 + 1)-dimensionale topologische Quan-
tenfeldtheorie definiert.

Meine Anwendung der Yetterschen Invariante auf Kollabierretrakte hat meh-
rere Vorteile: Erstens ist der Umgang mit berandeten Dreimannigfaltigkeiten
mit Yetters Ansatz durch die Colimiten kompliziert; im Spinekalkiil ist dies
kein Problem. Der Preis ist freilich, dafl Y (M; G) nur die Fundamentalgruppe
der M zugeordneten Pseudomannigfaltigkeit miffit und dadurch im Vergleich
zu Zg(M) etwas verlorengeht. Zweitens muf3 Yetter die Anzahl der Férbungen
normieren; bei meinem Ansatz entsprechen sich die Farbungen zweier Kolla-
bierretrakte einer Mannigfaltigkeit direkt ohne Normierungsfaktor, was mir im
tibernichsten Abschnitt Verallgemeinerungen erméglicht.
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5.1.3 Moglichkeiten und Grenzen der Yetterschen Invari-
ante

Ich mochte einige Beispiele angeben, die das Verhalten der Turaev-Viro-Invari-
anten, der Fundamentalgruppe, sowie Yetters Invariante beleuchten. Ich erinnere
an die Definition von Ahnlichkeit in Kapitel 4.1.2 und méchte das Zusammen-
spiel dieses Begriffes mit der Fundamentalgruppe betrachten:

Lemma 5.8: Zwei orientierte geschlossene irreduzible Dreimannigfaltigkeiten
My und Ms, die zueinander éhnlich sind und isomorphe Fundamentalgruppen
besitzen, sind homdéomorph.

Beweis: Hier hilft [Wal68]: Wenn die Mannigfaltigkeiten hinreichend grof}, also
Haken-Mannigfaltigkeiten sind (d.h. Hy (M;) unendlich oder 7 (M) ein nicht-
triviales amalgamiertes freies Produkt ist), so ist der Homdomorphietyp bereits
durch die Fundamentalgruppe bestimmt. Wenn sie nicht hinreichend grof sind,
so sind die Mannigfaltigkeiten nach Theorem 4.12 homdomorph. O

Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die weder den Turaev-Viro-Invarianten noch
der Yetterschen Invariante zuginglich sind, gibt es dennoch: Sei M := S* x S§?;
7 (M) = 7Z. Sei F := x x S?; dann ist Mp = S'xS2. Auch My hat Z als
Fundamentalgruppe und ist nach Konstruktion zu M #dhnlich. M und My lassen
sich weder durch die Fundamentalgruppe (insbesondere die Yetter-Invariante)
noch die Turaev-Viro-Invarianten unterscheiden, obwohl Mg nichtorientierbar
und damit von M verschieden ist. Es gibt aber schonere Beispiele:

Lemma 5.9: (Lemma II.15 aus [Jac80]) Der Linsenraum L(p,q) besitzt einen
orientierungsindernden Selbsthomdéomorphismus genau dann wenn ¢®> = —1

mod p ist. d

Fiir eine zusammenhingende Summe M;# M, zweier orientierter Dreimannig-
faltigkeiten sei die Klebeabbildung der gemeinsamen Sphiire S von M; und M»
stets orientierungsiindernd; in diesem Sinne ist M;# — M, definiert , My mit
umgekehrter Orientierung. Aus dem Lemma folgt, daB M := L(p,q)#L(p,q)
und L(p, q)# — L(p, q) topologisch iniquivalent sind, falls ¢> # —1 mod p ist.
Es ist jedoch Mg =~ L(p, q)# — L(p, q), und es folgt:

Korollar 5.10: Fiirq> # —1 mod p sind L(p, q)#L(p,q) und L(p,q)#—L(p,q)
2wei orientierte geschlossene Dreimannigfaltigkeiten, welche zueinander dhn-
lich sind und beide die Fundamentalgruppe Z, x Z, besitzen. Da sich die 6j-
Invarianten multiplikativ unter zusammenhdangenden Summen verhalten und in-
variant gegen Orientierungsinderung sind (siehe [Tur94]), sind die Mannigfal-
tigkeiten sogar auch durch diese Verallgemeinerung der Turaev- Viro-Invarianten
nicht zu unterscheiden. Turaev definierte in [Tur94] jedoch weitere Invarianten,
die Orientierung messen und damit das Beispiel knacken® kinnten.

Ich komme nun auf das Verhiltnis von Fundamentalgruppe und Yetter-
Invarianten; man kénnte vermuten, dafl eine Fundamentalgruppe durch die An-
zahl der Homomorphieklassen in endlichen Gruppen recht gut bestimmt ist.
Doch das ist nicht immer der Fall:
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Lemma 5.11: Sei H := 71 (M) eine Gruppe, die keinen Normalteiler von end-
lichem Index aufer H selbst besitzt, zum Beispiel eine unendliche einfache Grup-
pe. Dann ist Y (M;G) = |G|" fir

n = (Anzahl der Randkomponenten von M) — 1.

Beweis: Eine Darstellung von H in G bedeutet eine Homomorphismus ¢ von
H in die endliche Gruppe G. im¢ ~ H/ ker ¢ ist endlich; also ist ker ¢ kein
echter Normalteiler von H, sondern H = ker ¢. Es gibt also nur die triviale
Darstellung. Mit Satz 5.3 folgt die Behauptung. O

Leider fand ich nirgends ein Beispiel einer Mannigfaltigkeit mit einer solchen
Fundamentalgruppe (und ein solches ist sicher nicht leicht zu konstruieren).

5.2 Verallgemeinerungen der Yetter-Invariante

Wie im Beweis zu Lemma 5.1 deutlich wurde, entsprechen sich die zuldssigen G-
Farbungen zweier Kollabierretrakte einer Dreimannigfaltigkeit M eins zu eins;
in diesem Sinne kann man von zulissigen Farbungen zul(M, G) von M reden,
da sie von einem konkreten Kollabierretrakt unabhéngig sind. Das war bei der
urspriinglichen Definition Yetters (mit Férbung von Triangulierungen) nicht
moglich, da es nach Sternprozessen eventuell mehr Fiarbungen gibt als vorher.
Dies fiihrt mich auf eine Klasse von Verallgemeinerungen: Sei a4 eine Grofe,
die von der Féarbung ¢ € zul(M,G) einer Mannigfaltigkeit M abhéngt, nicht
jedoch vom konkreten Kollabierretrakt von M. Dann ist das Tupel (ag).u(rm,a)
eine Invariante von M.

Ein triviales Beispiel bildet Yetters Invariante: a, := 1 fiir jedes ¢ € zul(M);
(@¢) zui(M,c) ist dann einfach ein Tupel der Lénge #zul(M, G) mit lauter Einsen.
Das ist aber genausogut wie Y (M; G). Weniger triviale Beispiele folgen nun:

5.2.1 Farbung der Spinekanten mit G-Moduln

Meine Grundidee ist, zusétzlich zu den Flichen die Kanten eines Kollabierre-
traktes zu firben und analog zu Y (M;G) die zulissigen Farbungen zu zdhlen.
Es sei im folgenden G eine endliche abelsche Gruppe und B ein endlicher G-
Modul. G operiert also auf der abelschen Gruppe B. Ich betrachte diesmal statt
der Dreimannigfaltigkeit M sofort die zugeordnete triangulierte Pseudomannig-
faltigkeit 7 (M); die Kanten von 7 (M) werden mit Elementen aus G und die
Dreiecke mit Elementen aus B gefirbt, wobei eine Orientierungsinderung je-
weils eine Invertierung der Farben bedeutet. Betrachte nun ein Tetraeder T mit
orientierten Seiten Dy, ... , D4 der Farben by, ... ,bs € B (die Flichennormalen
weisen nach auflen); sei fiir k,¢ € {1,...,4}, k # i gr; € G die Farbe der Kante
von T', welche weder im Rande von Dy noch von D; liegt. Die Kante hat also
mit Dy, genau einen Randpunkt gemeinsam, und dieser sei der Anfangspunkt
der Kante. Insbesondere ist gi,; = g; kl

Definition 5.12: Eine Fiarbung heifit zulissig, falls die Kanten zuliissig ge-
farbt sind, d.h. fiir jedes Dreieck von T (M) gilt:

€3 _

91" 9595 =1
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mit denselben Bezeichnungen wie in Kapitel 5.1.1, und falls zusétzlich die Fli-
chen zulissig gefirbt sind, d.h. fiir jedes Tetraeder T gilt:

bi+921-b2+931-b3s+9gs1-b4s=0€B

Die Definition gilt mutatis mutandis auch fiir Farbungen von speziellen Pseu-
doflsichen. Der Begriff ,zulissige Farbung® ist wohldefiniert, da in der Auszeich-
nung von b; keine echte Wahl besteht:

bi +g2,1-b24+9g31-b3+941-b4 =0

< g12-(b1 +92,1-ba+9g31-b3+941-bs) =

g1,2 - b1 + (91,292,1) - b2 + (91,293,1) - b3 + (91,294,1) - bs =
g1,2-b1 +b2+g32-b3+gs2-bys=0.

Dabei verwendet man g; 1g; jgr,; = 1 fiir zuldissige Farbungen der Kanten.

Folgende Anschauung fiihrte mich auf diese Definition: Wihrend Yetter mit
seiner Invariante auf die Fundamentalgruppe st6ft, mochte ich mich dem zwei-
ten Homotopiemodul 7o (7 (M)) ndhern. Dazu soll einer Fliche im Zweigeriist
der Pseudomannigfaltigkeit ein Element des Moduls B zugeordnet werden, wel-
ches sich bei Homotopie relativ zum Basispunkt der Fliche nicht dndert; wenn
die Gleichung oben by + b2 + b3 + by = 0 lautete, so bedeutete dies, dafl sich
das der Fliche zugeordnete Element von B gar nicht &nderte, selbst wenn der
Basispunkt bewegt wiirde. Durch die Einfiihrung der Operation von G wollte
ich eine analoge Situation zu der Operation von 7; auf 7wy schaffen.

Lemma 5.13: Es gehe F5 durch einen T-ProzefS aus der speziellen Pseudofli-
che Fy hervor. Es sei eine zuldssige Fiarbung der Flichen von Fy gegeben, und
wie in Kapitel 5.1.1 gesehen, entspricht ihr eindeutig eine zuldssige Farbung der
Flichen von Fy. Jeder zulissigen Farbung von Fy, welche die Flichenfirbung
fortsetzt, entsprechen genau |B| zuldssige Firbungen von Fy.

Beweis: Ich verwende das duale Bild, da man es leichter zeichnen kann:

P R

Es sei g;; die G-Farbe der gerichteten Kante von P; nach P; und b;j; die B-
Farbe des orientierten Dreiecks F;, Pj, Pr. Zu gegebener G-Farbung von F} ist
die von F, eindeutig bestimmt, es ist gis9 = g43g30- Sei bo14 € B beliebig vorge-
geben; dann sind bg24 und bg34 eindeutig durch zuldssige Farbung der Tetraeder
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Py Py PPy und Py P, P3 P, festgelegt. Es bleibt zu verifizieren, dafl dann auch das
dritte Tetraeder zuliissig gefiirbt ist. Es gilt

bo24 — 9120014 + 914b012 + g10b142 =0 und
—boss + 913bo14 + g14bo31 + g10b341 = 05

Dann ist

boza — g23bo24 + g20b243 + g24bo23
= g13bo14 + g14bo31 + gr0b341 + g20b243 + g24b023
+ g23 (—9g12bo14 + g14bo12 + g10b142)
= 914 (bo31 + g21bo23 + g23b012)
+ 910 (b341 + g23b142 + g21b243)
= g14920b123 — g10924b123 = 0,

auch das dritte Tetraeder ist also zuldssig gefirbt. Dabei wurde die Kommu-
tativitdt von G im Laufe der Umformungen wesentlich verwendet; Gleichungen
wie g14920 = 910904924940 = 910924 beruhen zusdtzlich auf der Zulissigkeit der
G-Farbung. Durch die Rechnung ist zugleich gezeigt, daf eine zuléssige Farbung
von F5 zu genau einer von Fj fiihrt. Das beweist das Lemma. O

Ich wiirde gerne auf die Annahme ,,G abelsch® verzichten, doch dem Beweis
des Lemmas nach zu urteilen, 138t sich das kaum machen. Es folgt unmittelbar:

Satz 5.14: FEs sei P Kollabierretrakt einer Dreimannigfaltigkeit M, e die An-
zahl der Ecken von P, und zu ¢ € zul(M,G) sei ZUL(M, ¢) die Menge aller
zuldssigen B-Firbungen von P, welche ¢ fortsetzen. Dann ist

Y(M;G,B) := (#ZUL(M, ¢) - |B|”®)gezu(m,G)
eine Invariante von M. q.e.d.

Offenbar stellt Y (M; G, B) zumindest formal eine Verallgemeinerung der Inva-
riante von Yetter dar.

Es ist unklar, ob man durch diese Verallgemeinerung viel gewinnt: In Ab-
schnitt 5.1.3 gab ich als Beispiel S? x S! und S%xS*. Diese sind fiir G := 1 und
B := Zj3 leicht durch Y (M;G, B) zu unterscheiden, aber das ist kaum beein-
druckend. Das anspruchsvollere Beispiel L(p, ¢)# £ L(p, q) ist durch Y (M; G, B)
nicht entscheidbar. Ein wirklich aussagekriftiges Beispiel bestiinde aus zwei ori-
entierten Dreimannigfaltigkeiten mit gleichem Rand und gleicher Fundamen-
talgruppe, die verschiedene zweite Homotopiemoduln besitzen. Es ist soweit
ich weifl ungelost, ob es solche Beispiele gibt. In [HAMS93] stehen Beispie-
le von Zweikomplexen mit gleicher Fundamentalgruppe und Eulercharakteri-
stik, aber verschiedenem Homotopietyp; die Fundamentalgruppen sind dabei
jedoch endlich-abelsch und sind keine Dreimannigfaltigkeitsgruppen. Ein an-
deres Beispiel von Zweikomplexen konstruierte Dunwoody; bei diesem ist die
Fundamentalgruppe die der Kleeblattschlinge. Leider ist nur einer der beiden
Homotopietypen der eines Spines einer Dreimannigfaltigkeit. Vielleicht macht
eine Erweiterung von Y (M; G, B) auf Viermannigfaltigkeiten Sinn, da dort die
zweite Homotopiegruppe mit Sicherheit wesentlich ist.
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Trotz der grofien Ahnlichkeit scheint Y (M; G, B) keine 6j-Invariante zu sein
(im Gegensatz zu Y (M;G)). Die Dimension eines Multiplizitdtsmoduls HJ29
im Sinne von Kapitel 3.1.3 ist nimlich genau die Anzahl der zuléissigen Firbun-
gen eines Dreiecks mit Kanten g1, g2, g3, falls g1g2g3 = 1; diese Anzahl ist in
jedem Falle gleich | B|, obwohl bei einer halbeinfachen Kategorie stets H ! eindi-
mensional sein miifite. Y (M; G, B) ist also nicht nur eine Verallgemeinerung der
Yetter-Invariante, sondern geht sogar etwas {iber den Rahmen der , klassischen
67-Invarianten hinaus.

5.2.2 Eine neue Invariante fiir Dreimannigfaltigkeiten

Das Hauptresultat meiner Arbeit besteht in einer neuen Invariante, die ich nun
definieren mochte. Es sei wieder G eine endliche Gruppe; M sei eine geschlos-
sene orientierte kompakte Dreimannigfaltigkeit, die zugeordnete triangulierte
Pseudomannigfaltigkeit 7 M hat also nur eine Ecke und ist als topologischer
Raum zu M homd&omorph.

Definition 5.15: Der ZG-Modul G(™ (n € N) sei iiber Z erzeugt durch
{[90,91,--- 9n]| 9i € G paarweise verschieden},
wobei folgende Relationen gelten mogen:

L. [go;--- >9n] =580(0)[90(0),- - - » 9o(n)], o Permutation von n+1 Elementen.

2. 9-190,---,9n) =990, - - ,9gn], wodurch die G-Operation auf G™ erkliirt
ist.

Ferner sei eine Randabbildung 9 : G — G("~1) erklirt durch

n

9905 -+ s gn] = Z(—l)i [905--- 5 Gis--- »9n)],

=0
wobei g; das Weglassen von g; bedeutet.
Offenbar ist 8 eine G-Abbildung, und die G bilden eine Z-Aufldsung durch
ZG-Moduln G — Z,

B em B gy 44,60 560 =726572 0.
Die Randabbildung entspricht dem geometrischen Rand eines n-Simplexes.

Definition 5.16: Die Pseudo-Homologie von G mit Koeffizienten in Z ist
definiert durch

Pn(G,Z) = Hy(Z ®2z6 G).

Man beachte die grofie Ahnlichkeit zur Standardauflosung, welche zur Berech-
nung der Homologie von Gruppen verwendet wird. Die G(" sind im allgemeinen
keine projektiven Moduln; der Grund liegt in der Vertauschungssymmetrie der
[90, - - - , gn]- Im allgemeinen ist also P.(G) % H.(G).

Es sei nun ¢ zuléssige Farbung von 7M. Mit der Konvention, daf g;; € G die
Farbe der Kante von Punkt P; nach P; bezeichnet, ordne ich dem orientierten
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Tetraeder T := PyP; P,P; das Symbol K(T)¢ = [1;.9015902;903] (S G(B) zu. Die
Wahl von Py legt dieses Element bis auf G-Operation fest: Es ist

g10 - [1, go1, goz, go3] = [910, 1, 912, g13]-

Die Wahl der Reihenfolge der Punkte spielt wegen der Symmetrierelation keine
Rolle.

Definition 5.17:

TET(M)

(M) := (K(M)g) pezu(nr)

Satz 5.18: Fiir eine geschlossene orientierte Dreimannigfaltigkeit ist k(M) C
P3(G,Z) eine Homéomorphieinvariante.

Beweis: Zunichst ist 0k(M)g = 0, da TM geschlossen und orientiert ist und
sich daher die Rénder der x(T")4 paarweise auftheben. Betrachte nun einen MP-
Prozef}; dabei wird ein Doppeltetraeder mit den Ecken P, ... , Py vor dem Pro-
zef} in zwei, hinterher in drei Tetraeder zerlegt. Fiir die Invarianz bzgl. Matveev-
Piergallini-Prozessen muf} gelten:

[1, 901, 902, 03] + [9o01, 9025 Y03, Goa] =
[1, go1, o2, goa] + [1, 902, 903, goa] — [1, go1, go3, Joa)-

Die Differenz beider Seiten ist jedoch gleich O[1, go1, goz2, gos, goa], also hingt
k(M)4 als Element von P3(G,Z), also modulo Réndern, nur von ¢ ab. q.e.d.

Ein Wechsel der Orientierung von M bedeutet offenbar die Multiplikation von
k(M) mit —1.

Hier noch einige Bemerkungen zur geometrischen Interpretation der x-Inva-
riante: Die Auflésung G — Z entspricht einem hochdimensionalen Simplex mit
Ecken G, auf welchem G natiirlich operiert; als Faktorraum entsteht ein hoch-
dimensionaler Komplex. Gemif8 der G-Farbung wird 7 M in das Dreigeriist
dieses Komplexes abgebildet und ist bis auf Homotopie festgelegt. x ist nun
die Homologieklasse des Bildes von 7 M. Man beachte, daf§ auch ein Sternpro-
zeB beziiglich eines Punktes im Inneren eines Dreisimplexes in diesem Rahmen
beschrieben werden kann: Das Simplex vor der Unterteilung und die vier Sim-
plizia nach der Unterteilung bilden den Rand eines Viersimplexes. Auf diese
Weise wird die Verwandtschaft des Matveev-Piergallini-Prozesses zu Sternpro-
zessen deutlich; die Aussage, dafl zwei Kollabierretrakte einer Mannigfaltigkeit
durch eine Kette von M P-Prozessen ineinander iibergehen, ist von dhnlichem
Kaliber wie die Aussage, dal zwei Triangulierungen einer Dreimannigfaltigkeit
durch Sternprozesse an Punkten im Inneren von Dreisimplizia (nicht im Inneren
von Kanten wie bei Alexander, vergleiche 2.3.3) ineinander iibergehen. Zu der
Definition der k-Invariante wurde ich durch den Artikel [DS82] angeregt, in wel-
chem eine Invariante fiir hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit einer &hnlichen
Konstruktion definiert wird (die sogenannte Bloch-Invariante).
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Die k-Invariante und Linsenriume

Fiir die Linsenrdume L(p,q) verwende ich G = Z, =: (g); daher befasse ich
mich zunéichst mit der Berechnung von Ps(Z,, Z). Ohne Einschrinkung sei dabei
p > 4, da unterhalb davon keine interessanten Linsenriume existieren und zu-
dem ng) trivial wiire. Ich mochte die Z-Erzeugenden der G(™ in eine Normal-
form bringen:

1. Bringe das (n + 1)-Tupel [go, - - . , gn] durch Vertauschen in zyklische Ord-
nung, also etwa [¢%, g5, 1, g°] statt [¢°, 1, ¢°, ¢°].

2. Betrachte die Differenzen der Exponenten modulo p und schreibe sie als
Tupel auf; [¢%, g%, 1, g%] wird also fiir p = 9 zu (2,4,2,1); vertausche die
Eintrége nun zyklisch, bis der gréfite an letzter Position auftaucht, hier
also (2,1,2,4).

3. Wenn mehrere Eintrige maximal sind, stelle den Eintrag ans Ende, auf
den der kleinere Eintrag folgt; ist das mehrdeutig, so entscheidet der dar-
auf folgende Eintrag usw. Es ergibt sich also etwa (2,1,4,2,4) anstatt
(2,4,2,1,4).

4. Dem Tupel ist nun eindeutig ein normiertes Element von G™) zugeordnet:
Zu (2,1,2,4) gehort [1, 9%, ¢°,¢°] in Z§3).

Dieses Verfahren liefert eine eindeutige Normalform. Wenn die Eintrige peri-
odisch sind, so operiert G nicht frei: Fiir G = Zg ist zum Beispiel (1,2,1,2)
eine periodische Normalform, und [1, g, g%, ¢*] = ¢°[1, g,9°, g*] € G®). Wenn es
jedoch keine periodische Normalform gibt, so ist Zg,") ein freier ZZ,-Modul mit
Erzeugenden {(ao,...,a,)| 1 <a; >, a; =p, (ag,.-. ,a,) in Normalform }.

Korollar 5.19: Wenn p nicht durch 2, 3 oder 5 teilbar ist, so ist P3(Z,, Z) =
Lp.

Beweis: Ich zeige, dal die Moduln G© bis G® frei (insbesondere projek-
tiv) sind; nach Sitzen aus der homologischen Algebra folgt dann Ps(Z,, Z) =
H3(Z,,Z) = Zp. Als Normalformen kommen Tupel der Linge 1 bis 5 vor; wenn
eine davon periodisch ist, mufl die Anzahl der Perioden die Linge des Tupels
teilen. Gleichzeitig wird dadurch aber p geteilt, da die Summe der Eintréige p
ergibt. Nach Voraussetzung ist das unmoglich, es gibt also keine periodische
Normalform, und damit sind die G(©) bis G(*) frei. O

Abbildung 5.2 zeigt eine Linse, wobei das Oberteil zum Betrachter hinzeigt;
Ober- und Unterseite werden mit Twist verklebt. Das Ergebnis ist der Linsen-
raum L(p,1) in einer Triangulation mit einer Ecke, die mit g bzw. g?~! mar-
kierten Kanten werden zu einer Kante identifiziert; es ist TM ~ M = L(p,1).
Der Linsenraum L(p, q) entsteht durch ¢ gestapelte Kopien dieser Linse; jede
Linse fithrt auf einen %—Twist, also insgesamt einen %—Twist. Wenn die Farbe
einer Kante gegeben ist (hier g), sind die anderen festgelegt, und man erhélt

p—2

K(L(p, )y =q- Y _[1,9,9%9"""].

=2
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Abbildung 5.2: Eine Linse, von oben betrachtet

Als néchstes muf natiirlich dieser Ausdruck als Element in P3(Zp) interpretiert
werden und g alle Elemente von Z, durchlaufen. Ich méchte die Beispiele p = 5
und p = 7 vorrechnen.

p=5: Z Rz G® und Z ®z¢ G werden jeweils von einem Element erzeugt,
namlich

Z®ZGG(3) = ((1717172» =Z
Z®ZGG(4) = ((171717171) =Z

Ferner ist
8(]—717172) 17173)_(27172)+(17272)_(17173):0 und

= (
6(1; ]-7 ]-; ]-a 1) = (15 ]-7 1;2) - (25 ]-a ]-a 1) + (152: ]-; 1) - (17 1;2a 1) + (]-a ]-; 172)
=5- (15 17 152)7

nachdem die Tupel in Normalform gebracht wurden und dabei zum Teil Vorzei-
chen wechselten, also ist

P3(Z57Z) = ((15 1, 1;2)> =Zs.

Beim Ersetzen von g durch g* (i = 2,...,4) wird aus (1,1,1,2) = [1, g, 9% ¢°]
jeweils

[179279479] = _(1717172)7
[179359594] = _(17]—3172) und
[1,9%,6°,9°] = (1,1,1,2).

k(L(5,1)), = [1,9,9% ¢°] +[1,9,9%,¢*] = 2-(1,1,1,2). Man erhilt als Ergebnis
die Tupel

k(L(5,1)) ={0,2,3,3,2} = {0,3,2,2,3} = k(L(5,4))
k(L(5,2)) = {0,4,1,1,4} = {0,1,4,4,1} = k(L(5,3)),

wobei die 0 von der trivialen Farbung stammt (g = 1).

70



=T7: Wir wissen schon, dafl P3(Z7) = Zr ist; eine detaillierte Berechnung ist

dennoch nétig. Z ®z¢ G wird von (1,1,1,1,3), (1,1,1,2,2) und (1,1,2,1,2)
frei iiber Z erzeugt, ebenso Z ®z5 G von (1,1,1,4), (1,1,2,3), (1,2,1,3),
(2,1,1,3) und (1,2,2,2).

6(1717174) = (1a175)_(271:4)+(17274)_(171;5) = (172a4)_(271a4)

6(1517273) = (17254)_(27273)+(15373)_(15175)

6(1;27173) = (2:174)_(1:3:3)+(1:373)_(152a4) = (27]-;4)_(172:4)

6(2717173) = (17175)_(17373)+(27273)_(27174)

6(1727272) = (27273)_(27273)+(27174)_(17274) = (27174)_(17274)7
ker @ wird also von den sechs méglichen Differenzen von (1,1,1,4), —(1,2,1,3),
—(1,2,2,2) und (1,1,2,3) + (2,1, 1,3) erzeugt.
6(1a151:153) = (L]-a]- 4) (25171;3)"_(152;1;3)_(1:1;273)+(151a154)
6(171717272) = (17172 3)+(1727272)+(1727272)+(2717173)+(1717174)
6(171727172) = (1727 173) (1727272)+(1727173)+(2717173)+(1717273)
Ich wihle als Erzeugendes fir P(Z7,Z) t := (1,1,1,4) + (1,2,1,3); aus den

drei obigen Gleichungen ergibt sich (1,1, 1,4) +(1, ,2, 2) = 3t und (1,2,1,3) —
(1,2,2,2) = 5t. Beim Ersetzen von g durch g-Potenzen wird aus (1,1,1,4)
jeweils
[1,9% 9%, ¢°] = —(1,2,2,2), [1,9% 4% 6] = —(1,2,1,3),
[179479795] = _(1 27 153)7 [179579359] = _(1327252) und
[1,4°¢% 9" = (1,1,1,4),

und aus (1,2, 1,3) jeweils

[1,9%,9° 9] = =(1,1,1,4), [1,9° 9% 9°] = (1,2,2,2),
[1,9%, 6% 9°] = (1,2,2,2), [1,6°9,9°] = —(1,1,1,4) und
[17963943.93] = (1723 173)'
t geht also jeweils tiber in 4¢, 2¢, 2t, 4t und t.
K(L(7,1))y = 2-((1,1,1,4) + (1,2,1, 3)) = 2¢, wie man leicht nachpriift; das
Endergebnis ist:
K(L(7,1)) = (0,2,1,4,4,1,2)
&(L(7,2)) = (0,4,2,1,1,2,4)

% kann die Linsenrdume L(7,q) also nicht klassifizieren.

Fazit: Meine Invariante kann manche, aber nicht alle Linsenrdume unter-
scheiden, insbesondere nicht die beiden homotopiedquivalenten Raume L(7,1)
und L(7,2); ob die k-Invariante generell nicht mehr als Homotopiedquivalenz
mifit, muf hier offen bleiben, denn die Beantwortung dieser und anderer Fragen
wiirde den Rahmen einer Diplomarbeit sprengen.
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