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Vorwort

Diese Arbeit zerfillt in zwei wesentliche Teile. Der erste behandelt in Kap. I-1I1 die Grund-
lagen und wichtigsten Ergebnisse der algebraischen Quantenfeldtheorie.

Diese in der spéten fiinfziger Jahren hauptséachlich von Rudolf Haag, D. Kastler und Hu-
zihiro Araki formulierte Theorie unterscheidet sich wesentlich von Wightmans klassischer
axiomatischer Quantenfeldtheorie. Die Grundbausteine der Wightman-Theorie sind unob-
servable ,lokale* Felder (z.B. ,geladene* Felder, Fermi-Dirac-Felder etc.). Solche Gréfien, die
prinzipiell nicht beobachtbar sind miissen bei raumartigen Abstdnden nicht kommutieren.
Sie kodieren also nicht die notwendig kausale Struktur der Theorie, d.h. die von der spe-
ziellen Relativitétstheorie geforderte Unabhangigkeit von rdumlich entfernten Ereignissen.
Haags Ansatz, der aus den Erkenntnissen hervorging, die er aus der von ithm entworfenen
Streutheorie gewonnen hatte (dargestellt in [Haa92]), war es hingegen, manifest lokale Ob-
jekte zur Formulierung des Gehalts einer Quantenfeldtheorie zu verwenden. So wurde das
lokale Netz der Observablenalgebren — von Neumann Algebren beschrédnkter Operatoren auf
dem Vakuumhilbertraum — eingefithrt.

Die ersten zwei Kapitel folgen dem Zyklus von Arbeiten [DHR69a], [DHR69b], [DHR71]
und [DHR74], in denen Rudolf Haag, Sergio Doplicher und John E. Roberts die algebraische
Quantenfeldtheorie (kurz AQFT) generisch entwickeln.

Kapitel I stellt — basierend auf [DHR69a] — die axiomatischen Grundlagen der algebrai-
schen QFT dar und erldutert die prinzipielle physikalische Struktur, die aus diesen folgt.
Zentrale Begriffe sind indquivalente Darstellungen der Observablenalgebra, superselection-
Sektoren und Morphismen der Observablenalgebra.

Im zweiten Kapitel wird die Theorie auf die wichtigsten Konsequenzen hin untersucht,
vor allem im Hinblick auf die Formulierung von Teilchenstatistik ( Permutationsgruppensta-
tistik) im algebraischen Rahmen. Hier folgen wir [DHR69b], [DHR71] und [DHR74] und

auch neueren Betrachtungen.

In Kapitel IIT wird schliellich die wichtigste Verallgemeinerung der FErgebnisse von Ka-
pitel I und II betrachtet: Eine AQFT auf einem niederdimensionalen Minkowskiraum (hier
insbesondere in 1 + 1 Dimensionen) zeigt Zopfgruppenstatistik. Die mathematische Struktur
einer Theorie mit Zopfgruppenstatistik wird im folgenden detailliert untersucht. Dies bildet
die Grundlage des zweiten Hauptteils der Arbeit:

Diesen bildet das vierte Kapitel. Es geht hier um eine interessante Anwendung des al-
gebraischen Formalismus aus neuerer Zeit, namlich um konform kovariante AQFT*s. Als
Paradigma wird eine Theorie auf dem kompaktzﬁzzerten konformen Lichtkegel, d.h. dem Ein-
heitskreis konstruiert, wobei auch die Probleme des Ubergangs von einer Wightman-Theorie
zu einer AQFT belsplelhaft angerissen werden. Neben allen iiblichen Charakteristiken einer
AQFT zeigen sich iiberraschende Besonderheiten, wie die Existenz ,,globaler Observablen.
Zuletzt wird eine in jiingster Zeit von H.J. Borchers und Hans-Werner Wiesbrock entwickel-
te Strategie vorgestellt. Zeil ist, die Raum-Zeit-Kovarianz einer AQFT aus algebraischen
Strukturen zuriickzugewinnen, ohne urspriinglich geometrische Annahmen tiber die zugrun-
deliegende Raumzeit gemacht zu haben. Die obengenannten Autoren haben dies fiir Poin-
care-Kovarianz in 1 + 1 Dimensionen und fiir konforme Kovarianz auf dem Einheitskreis

durchgefiihrt.



Viele interessante Aspekte der algebraischen QQuantenfeldtheorie konnten hier nicht be-
trachtet oder nur angerissen werden: An erster Stelle ist sicher die Rekonstruktion einer
eichkovarianten QFT aus dem lokalen Netz der Observablenalgebren zu nennen. Die Re-
konstruktionstheoreme von Majid, Doplicher/Roberts und Rehren, mit denen sich aus einer
AQFT die zughérige Fichalgebra zuriickgewinnen 1a83t, sowie die Konstruktion einer eichko-
varianten Feldalgebra sind aber in Reinhard Harings Arbeit [Har93] ausfiihrlich behandelt
worden. Die Frage der Aquivalenz von Wightman-QFT und AQFT wird nur im vierten
Kapitel exemplarisch gestreift. Zu den mathematischen Problemen, die der Ubergang von
operatorwertigen Distributionen zu lokalen Observablenalgebren mit sich bringt mag sich
der interessierte Leser die Arbeit [BJY92] anschauen. Weiterhin fehlt eine Behandlung des
Borchers-Kritertums, das wohl das allgemeinste Kriterium zur Auswahl der physikalisch in-
teressanten superselection-Sektoren einer QFT darstellt. Wie die einfache Forderung nach
Positivitat des FEnergiespektrums zur Lokalisierung der Ladungen in raumartigen Kegeln
fithrt wurde von Detlev Buchholz und Klaus Fredenhagen in [BF82] untersucht — die Be-
schreibung der Zopfgruppenstatistik in 2 + 1 Dimensionen, die bei dieser Lokalisierungs-
bedingung auftritt findet sich in [FG90]. Weiterhin viel zu kurz gekommen sind die von
Haag im algebraischen Rahmen entwickelte Streutheorie ([DHR74]) inklusive des CPT- und
des Spin-Statistik-Theorems fiir AQFT*s (die letzten beiden Themen werden aber fiir kon-
forme Theorien in Kapitel IV behandelt). SchlieBlich fanden weder die Zusammenhénge
zwischen Zopfgruppenstatistik und dem Index von Inklusionen von von Neumann Algebren
([Lon89b], [Lon90]) noch die Konstruktion von Invarianten von 2- und 3-Mannigfaltigkeiten
aus DHR-Endomorphismen, wie etwa von Turaev-Viro-Invarianten Eingang in diese Arbeit
(siehe hierzu [FRS92], Anhang B. Wir betrachten in §17 nur den einfachsten Fall einer

Verkettungsinvariante).

Ich danke allen, die zum Entstehen dieser Arbeit beigetragen haben, insbesondere natiir-
lich Prof. Dr. F. Constantinescu fiir seine geduldige Unterstiitzung sowie Wolfram Boenkost,
Reinhard Héring und Henrik Kratz fiir die vielen anregenden Diskussionen.

Frankfurt am Main, den 21. Februar 1994

Vorwort zur Buchausgabe

Seit der Fertigstellung dieser Arbeit als Diplomarbeit am Fachbereich Mathematik der Uni-
versitat Frankfurt am Main sind beinahe 3 Jahre vergangen. Dies lieB eine griindliche Uber-
arbeitung der Buchausgabe geboten erscheinen. Neben der Korrektur von Druckfehlern wur-
de das Literaturverzeichnis aktualisiert und ergénzt. Bibliographischen Notizen zu neueren
Entwicklungen ist ein eigener Anhang mit gewidmet. Er soll dem interessierten Leser als
Leitfaden in die aktuelle Literatur dienen.

Ich danke dem Logos Verlag, Berlin und insbesondere Herrn Thorsten Poeschel fiir ihre
Unterstiitzung und die Anregung zu diesem Buch.

Frankfurt am Main, den 5. August 1999



KAPITEL I

Observablenalgebra und Feldalgebra

Uberblick

Die grundséitzlichen Lehren, die Rudolf Haag aus seinen Untersuchungen zur Streutheorie
im Rahmen der Wightman-Quantenfeldtheorie gezogen hatte waren

1. die Relevanz indquivalenter Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen,
2. die Eindeutigkeit des Vakuumvektor-Strahls in einem Hilbertraum und

3. die Eindeutigkeit der Hilbertraumdarstellung der Poincarégruppe , sei es fiir freie oder
fiir wechselwirkende Felder.

Es erschien nun natiirlich, eine Quantenfeldtheorie auf Netzen von von Neumann Alge-
bren zu begriinden — lokale Feld- bzw. Observablenalgebren — und die obigen Erkenntnisse
in klug gewéhlten Voraussetzungen zu fassen.

In diesem, ersten Kapitel starten wir von einem vorab gegebenen Netz von Feldalgebren
und einer auf diesen wirkenden Kichgruppe. In §1 wird diese Axiomatik entwickelt. Aus
den Feldern kann man die Observablen als eichinvariante Untermenge gewinnen, was in §2
durchgefithrt wird — dies ist das Komplement der im Vorwort erwédhnten Rekonstruktions-
theoreme, die es erlauben, bei gegebener Observablenalgebra die Eichgruppe (besser gesagt
eine verallgemeinerte Eichalgebra) und eine eichkovariante Feldalgebra zuriickzugewinnen.

In §3 wird dann die grundlegende physikalische Struktur einer AQFT enthiillt: Der physi-
kalische Hilbertraum $ ist unterteilt in superselection-Sektoren, aut denen die verschiedenen
inaquivalenten Darstellungen der Observablenalgebra wirken.

Die Philosophie der AQFT ist aber im Grunde die umgekehrte: Als generische Objek-
te sind ausschlieflich die Observablen anzusehen, denn nur sie erfiillen die Forderung nach
Kausalitat, das heifit hier, dafl raumartig zueinander lokalisierte Observablen als Operatoren
auf dem Vakuumbhilbertraum kommutieren. In §4 wird die auf dem lokalen Observablennetz
basierende AQFT vorbereitet. Wesentlich dafiir ist ein Kriterium, das es erlaubt aus der
Unzahl moglicher Darstellungen der Observablenalgebra 20 die physikalisch interessanten
Sektoren auszuwédhlen. Wir verwenden das klassische DHR-Kriterium, das nicht das allge-
meinste sinnvolle ist, aber ausreicht um Streutheorien massiver Teilchen zu konstruieren und
sowieso um die Prinzipien der Theorie zu verdeutlichen. Weiterhin wird dann noch die fiir
alles folgende eminent wichtige Eigenschaft der Haag-Dualitit im Vakuumsektor eingefithrt.

85 beschreibt, wie sich im Prinzip die superselection-Struktur durch lokalisierte Mor-
phismen der Observablenalgebra darstellen 1afit. Eine Darstellung aus einem Sektor [r] wird
realisiert auf dem Vakuumhilbertraum $o durch my o0 p, wobei p ein lokalisierter Endomor-
phismus von % ist. Die so gebildete Darstellung erfiillt dann das DHR-Kriterium. Ist die
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Vakuumdarstellung 7y treu, so kann man sie und den Vakuumhilbertraum $, zunéachst
vergessen und sich auf die Untersuchung der Morphismen konzentrieren, wie das dann in
den folgenden Kapiteln getan wird. Dazu bildet §5 die Grundlage.

§1 DHR-Axiomatik

Die folgenden Voraussetzungen fiir die Feldalgebra werden spéter zum Teil unverandert fiir
die Observablenalgebra benétigt, wobei der Hilbertraum $ der Theorie durch den Vaku-
umbhilbertraum o ersetzt wird. Die Axiome werden also, soweit sie fiir beide Sorten von
Algebren gelten, auch fiir beide formuliert, der Teil, der sich auf die Observablenalgebren
bezieht aber in Klammern gesetzt. Bei der Konstruktion der Observablenalgebra aus der
Feldalgebra werden natiirlich nur die Axiome fiir die Feldalgebra benutzt.

Um eine lokale Quantentheorie zu konstruieren, mufl man zunéachst die Algebren lokal
definieren:

(Lokale Algebren und Hilbertraum) Es existiert eine eindeutige Zuordnung

O—3F0), (00— A0)), (1.1)

die jeder offenen, endlich ausgedehnten Untermenge der Raumzeit die zugehérige
lokale Feldalgebra (Observablenalgebra) zuordnet. Es reicht aus, die Menge der
Gebiete O auf die Menge K der unten definierten Doppelkegel zu beschrénken. Die
Operatoren aus F(O), (A(0O)) sind Operatoren aut dem Hilbertraum der Theorie

9, (Ho):
5(0) CB(%), (AUO) C B(%o)), (1.2)

(wobei B($) die Menge der beschrinkten Operatoren auf $ bezeichnet). Die lo-
kalen Feldalgebren (und Observablenalgebren) F(O), (2(0)) sind von Neumann
Algebren, d.h.

5(0)"=5(0), (WO)"=%0)), (1.3)

wobei F(O)", (A(O)') den Kommutanten in B($), (B($0)) bezeichnet (siehe Def.

A.9). die lokalen Algebren besitzen eine gemeinsame Identitat 1 .

Definition 1.1 Seien Vi, V_ der offene Vorwdrts— bzw. Rickwdrtslichtkegel des betrachte-
ten Minkowskiraumes M. Seien x, ye M mit y —x €V,. Dann heifsit die Menge

O=Vi4+an V_o+4y

(offener) Doppelkegel. Die Menge aller Doppelkegel wird mit K bezeichnet. Das raum-
artige bzw. kausale Komplement eines Doppelkegels O wird mit O'bezeichnet V) :

O'={zeM|VyecO :ax—ygV, UV_}.

Zwei Doppelkegel O1, Oy heiffen raumartig zueinander gelegen, in Zeichen O1) O
wenn Oy C O,

Diese Definition stellt sich im zweidimensionalen Fall so dar:

_1)(’)’ ist kanonisch abgeschlossen, d.h. @’ = O’ wohingegen @ kanonisch offen ist, d.h. O = o’ , wobel
N die abgeschlossene Hiille und A° die Menge aller inneren Punkte von A" C M bezeichnet.



Warum gerade Doppelkegel als Lokalisierungsgebiete bevorzugt werden, bedarf einer Moti-
vation.

Zunéchst stellt man sich vor, dafl ein verniinftiges ,, Gebiet* einen wohldefinierten kau-
salen Anfangs- und Endpunkt haben soll. Seien x und y diese Punkte. Dann {iberlegt man
sich leicht, da§ der durch (x,y) bestimmte Doppelkegel gerade die Menge aller Punkte ist,
die Wirkungen von x empfangen und dann auf y kausal einwirken kénnen.

Man kénnte also — etwas unscharf — sagen, dafi der Doppelkegel zu (x,y) gerade einen
physikalischen Vorgang einfangt, der sich ,von x nach y erstreckt*.

Diese Uberlegungen werden durch folgende Begriffshildung gestiitzt:

Definition 1.2 Sei O eine beliebige Untermenge des Minkowskiraumes M. O heifit kausal
vollstandig wenn O” = O gilt. O" heifit kausale Vervollstandigung von O .

Doppelkegel sind nun gerade die Prototypen kausal vollstandiger Gebiete, denn offenbar ist
fiir den durch (z,y) bestimmten Doppelkegel O gerade O = ({x} U{y})"”. Durch die Wahl
der Doppelkegel als Lokalisierungsgebiete in Axiom I erreicht man auf triviale Weise also,
daBl durch kausale Vervollstandigung eines Lokalisierungsgebietes die zugehorige Algebra
nicht verandert wird:

§(0) =3(07), (UO) =A(0")). (1.4)

Noch einige Bezeichnungen: O; A Oy bezeichnet das grofite in Oy N Oy enthaltene kausal
abgeschlossene Gebiet (fiir Doppelkegel ist O; A Oy = O1 N Oz ); O1 V Oz bezeichnet das
kleinste kausal abgeschlossenen Gebiet, das Oy U Oy enthélt (es ist O; V Oz = (O U O2)").

Definition 1.3 die Menge aller Lokalen Algebren zu O aus K heifit (lokales) Netz und
wird mit T, (Ux) bezeichnet,

Fo = {3(0) 0k}, (A= {AO)OeK).

(In diesem Zusammenhang nennt man die O € K auch Netzindex). Die Komplements-
algebra eines Gebietes O ist die von allen F(Oy1), (A(Oq)) mit O1§ O erzeugte Algebra,
in Zeichen

5O =V 50, (20)= V 20y). (15)

0,eX O,eK
OO OO

Eine grundsétzliche Vorstellung iiber die Struktur des Raumes spiegelt sich in der Forderung
nach Isotonie wieder. Grob gesprochen bedeutet sie, daf ein gréfleres Raumgebiet auch mehr
physikalische Information enthélt.

(ISOtOI’liE) Aus Ol C 02 fO]gt 3'(01) C 3’(02), (Q[(Ol) C Q[(OQ)) .




Die Netzindexmenge K ist nun gerichtet in dem Sinne, dafl jede endliche Untermenge
{0y, ..., O} eine obere Schranke O mit O; C O, @ = 1, ...,k besitzt. Daraus und aus
der Isotonie folgt unmittelbar, dafl die lokalen Netze Fx, U die Eigenschaft besitzen, dafl
eine aufsteigende Folge von Indizes (O,) C K existiert (d.h. O; C O; fiir i < j), so daB jedes
O € K fiir hinreichend grofies £ in Oy, enthalten ist. Ein Netz von von Neumann Algebren mit
dieser Figenschaft heifit gerichtetes Netz. Unter diesen Umstédnden wird die Vereinigung
aller lokalen Algebren wieder eine *-Algebra sein:

= U 50)= U 5(04).

oex keIN

Diese Vereinigung erbt von den lokalen Algebren eine eindeutig bestimmte Norm und ihr
Abschluf} in dieser Norm wird eine C*-Algebra. Das motiviert folgende Definition:

Definition 1.4 Die auf die oben geschilderte Weise gebildete Gesamtalgebra wird mit
T, (A) bezeichnet:

3=C3°) = | 5(0), (mz cr2°) = QL(O)) : (1.6)

oeKx 0eKk

Die Gesamtalgebren werden auch als quasilokale Algebren bezeichnet.

Genaueres iiber Netze von Algebren findet man in [BW92], Kap. 5.

Ist man damit einverstanden, dafl die gesamten physikalische Information iiber ein Sy-
stem in der Observablenalgebra enthalten ist, so mufl man verstehen, dafl sowohl die Feldal-
gebra, wie auch der Hilbertraum Hilfskonstruktionen sind. Insbesondere stellt man sich den
Hilbertraum als Hilbertraum der GNS-Konstruktion iiber einem Zustand wgy der Observa-
blenalgebra vor. Dieser Zustand heiffit Vakuumzustand. Die GNS-Konstruktion kann dann
von 2 auf § , d.h. vom Vakuumbhilbertraum $, auf den Gesamthilbertraum $) ausgedehnt
werden. Axiomatisch gefafit:

111 || (Hilbertraum und Vakuumdarstellung) §, (%) ist treu und irreduzibel dar-

gestellt auf einem Hilbertraum $, (o), d.h.
T =3"=B(%), (A =A"=DB(5)). (1.7)

Dabei bezeichnet =, (4~ ) den schwachen Abschluf§ (siehe Anhang A) der Feld-
algebra (Observablenalgebra). Die treue Darstellung von § auf $ und von U auf
$o heift Vakuumdarstellung und wird mit my bezeichnet. Es existiert jeweils
genau ein zyklischer Vektor (Vakuumvektor) Q) fiir 7o in $ und 9 .

Die Irreduzibilitat §7 = B($) ist gleichbedeutend mit §' = C-1. Das heift, es gilt
F=Fng=0C1, @F=4nA=0C1). (1.8)

T ist also ein Faktor (im Sinne von Def.A.12) in $ und 2 einer in o .

Natiirlich wird § D % und $ D $ gelten — deshalb kann man auch fiir die Darstellungen
auf » und $Hy und die Vakuumvektoren die gleichen Bezeichnungen wéhlen — aber wir
wollen die Axiome fiir die beiden Sorten von Algebren méglichst unabhéngig formulieren.



Héaufig werden die Operatoren aus § und 4 mit ihren Vakuumdarstellungen identifiziert
und 7o wird der Einfachheit halber gelegentlich weggelassen (wie schon in (1.7)). Man nennt
7o auch definierende Darstellung von § bzw. 2 .

Das néchste Axiom beschreibt die Poincaré-Kovarianz der Theorie, also die Symmetrie
des zugrundeliegenden Minkowskiraumes.

(Poincaré-Kovarianz) FEs existiert eine treue, stark stetige, unitire Darstellung

der Poincarégruppe P auf $, ($0):

PsL—UWLEB®), (P>Lw— UyL)eB($)). (1.9)
Diese Darstellung induziert *-Automorphismen (vgl. (5.1)) von §, (%), bezeichnet
durch ag,:
LeP, FeF: an(F)=UL)FU(L)™", (1.101)
(bzw.
LeP, Acd: ap(A) =Ug(L)AUs(L)™). (1.10ii)

Diese Automorphismen transformieren jede lokale Algebra F(O), (2(0)) in die
lokale Algebra des transformierten Doppelkegels §(LO), (A(LO))?.

(Spektrumsbedingung) Die Generatoren der Raum-Zeit-Translationen Py = F |

Py, P, ,P; werden Energie-Impuls-Operatoren genannt. Der Vakuumvektor Q) ist
der eindeutig bestimmte Eigenvektor von Py = F zum FEigenwert 0. Das Spektrum
von P = (E, Py, Py, Ps) liegt ganz im Vorwiértslichtkegel V... Insbesondere gilt
sp(E) C IRY. Man sagt auch, die Vakkuumdarstellung habe positives Energie-
spiiektrum.

Borchers konnte zeigen [Bor66], dafi unter diesen beiden Voraussetzungen die Operatoren
U(z), die Translations—Automorphismen «, induzieren, immer aus dem schwachen Ab-
schluB 2~ der Observablenalgebra gewdhlt werden kénnen. Dies gilt nicht nur fiir die Va-
kuumdarstellung, sondern fiir jede Darstellung = von 21 , in der Poincaré-Kovarianz und
Spektrumsbedingung gelten: Dann ist immer

U(z) € m(21)~. (1.11)

Diese Wahl der Translationsoperatoren ist auch die natiirliche, denn dann kann der Genera-
tor P als globale Observable, die Energie und Impuls mifit, interpretiert werden. Wir werden
spater sogar eine Verallgemeinerung dieser Aussage beweisen konnen (vgl. Satz 11.9ii)).

Der zweitwichtigste Bestandteil der Theorie nach der Feld- bzw. Observablenalgebra
ist die Eichgruppe. Sie ist, wie wir sehen werden, die Gruppe der Transformationen von
T , die gerade die Redundanz, die in der Beschreibung der Physik durch Felder anstatt
ausschlieBlich durch Observablen steckt, beschreibt.

(Eichgruppe) Es existiert eine kompakte Eichgruppe G und eine treue, stark

stetige, unitire Darstellung

G3g9g—U(g)eB(H). (1.12)

2)Das Transformierte eines Doppelkegels ist natiirlich wieder ein Doppelkegel weil der Vorwirts- und

Riickwértslichtkegel bis auf Translationen Poincaré-invariant sind.



Diese Darstellung Induziert eine Gruppe von *-Automorphismen von § , bezeichnet
durch ay:

ge€G, Feg: o F)=U(g)FU(g)". (1.13)

Die Darstellungen von P und G kommutieren, d.h. U(P) C U(G)'. Die Automor-
phismen «, wirken streng lokal auf § , d.h. a,(F(O)) = F(O), Vg € G. Das
Vakuum ist eichinvariant: U(G)Q = ).

DaB vorangegangene Axiom legt nahe, die maximale Gruppe von Operatoren zu betrachten,
die mit den Forderungen fiir die Eichgruppe vertréaglich ist. Dabei werden die topologischen
Voraussetzungen die fiir G galten (Kompaktheit, starke Stetigkeit der Darstellung) zunéchst
fallengelassen.

Definition 1.5 Die maximale Eichgruppe G.., ist definiert als die grofste Menge von
Operatoren U auf $ , die

UU(L)y=U(L)U, VLeP,
UF(O)U=5(0), VYOek, (1.14)
U =90,

erfillen, versehen mit der starken Operatortopologie.

In [DHR69a] wird gezeigt, dall G, unter einigen physikalischen Voraussetzungen kompakt
ist (s.u.).

Daf} die Darstellung der Eichgruppe nur auf § definiert wird, hat einen guten Grund.
Sie dient nun nédmlich dazu, die Observablenalgebra 21 zu definieren. Wir beenden damit
die Aufzdhlung allgemeiner Axiome, und folgen [DHR69a] in der Konstruktion der Obser-
vablenalgebra.

§2 Konstruktion der Observablenalgebra
Wir gehen von der nun naheliegenden Definition der Observablen aus:

Definition 2.1 Die Observablenalgebra cines Doppelkegels O ist definiert durch
A0) =35(0)nU(G), (2.1)

also als die eichinvariante Untermenge von F(O) .

Da nun die Observablenalgebra als Untermenge der Feldalgebra eingefiihrt ist, mufl noch
die neben der Eichinvarianz charakteristische Forderung an sie gestellt werden. Dies ist in
unserem Kontext natiirlich zunéchst eine Forderung an die lokalen Feldalgebren.

VIl || (Kausalitiat) Raumartig zueinander gelegene lokale Observablenalgebren kom-

mutieren, d.h.

O, C O = A(O) C AO,). (2.2)



Die Aufgabe besteht nun darin, Def.2.1 auf der Ebene der Operatoren zu verwirklichen.
Die naheliegendste Idee ist, die Wirkung der Eichgruppe auf den Feldern auszumitteln, d.h.
auszuintegrieren. Das geht aber nur, wenn die Eichgruppe kompakt ist, damit ein normiertes
Haarsches Maf} auf ihr existiert, iber das integriert werden kann. Die Argumente, die dieses
Ergebnis stiitzen, seien hier nur kurz skizziert.

In [DHR69a] argumentieren Doplicher, Haag und Roberts, dafl G,.., kompakt in der
starken Topologie von $ sein mufl, wenn die Theorie eine vollstindige Teilcheninterpreta-
tion besitzt. Sie betrachten zunichst den Unterraum $) von $ , der von Einteilchen-
zustanden gebildet wird und reduzieren diesen Unterraum beziiglich der Einschrénkung
UM der Darstellung der Poincarégruppe auf $(!) aus:

7 =@(9; @9,

(2.3)
UNL) =@(Up, oq(L) @ 1), YLEP.

- T
K3

Dies ist eine Faktorzerlegung, wie sie uns weiter unten bei der Zerlegung von m auf © in
Sektoren wiederbegegnen wird. Die Dimension der Raume $! gibt dabei an, mit welcher
Vielfachheit die Darstellungen Uy, . zu bestimmter Masse und Spin der Poincarégruppe
auftreten. Physikalisch heifit das, dal durch ! die verschiedenen Teilchen eines Massen-
und Spin-Multipletts unterschieden werden kénnen (durch Wahl einer geeigneten Basis in

9;)-

Nun wird weiter angenommen, dafl der Formalismus der Streutheorie, der fiir Bose- und
Fermifelder entwickelt wurde, angewandt werden kann. Es sollen also in § spezielle Opera-
toren B; ) existieren (A ist der Multiplettindex), aus denen im folgenden ein vollstdndiger
Satz von in-states konstruiert werden soll:

$;, Q9D i y= B 2\

CANOE I fi@)as(Biy) &,

=t

(2.4)

wobei die Funktionen f; Fourier-Transformierte von Funktionen mit kompaktem Trager in
der Massenschale zur Masse m; sind. Die B; \ werden dabei aus einer Untermenge §., C §
gewdhlt, die hier nicht néher spezifiziert werden mu$. Die ¢; y — und ihre Bilder unter rdum-
lichen Translationen (d.h. Zustdnde die durch a,(B; )) entstehen) — sollen den ganzen Ein-
teilchenzustandsraum $(") aufspannen. Mehrteilchen-in-states sollen sich dann ausdriicken
lassen in der Form

Q= (¢ % ... x )" = lim B(1)... BM()Q. (2.5)

Bisher wurden nur mehr oder minder technische Voraussetzungen gemacht. Nun folgen die
wichtigeren:

1. (2.5) soll als Norm-Limes existieren und nur von den Einteilchenzustédnden
o = B (1)Q

abhéngen.



2. Die Abbildung
D1 . DOy (P1 X oL D), (2.6)

soll eine Norm-stetige lineare Abbildung von $") nach  sein.
Diese Annahmen sind Standards der Streutheorie; weiter gelte:

3. Die Mehrteilchen-in-states sollen einen vollstandigen Satz bilden, d.h. die lineare Hiille

des Bildes von $) unter der Abbildung (2.6) liege dicht in $ .

4. Jedes Multiplett von Teilchen habe nur endlich viele Mitglieder, d.h. die $! seien
endlichdimensional.

Betrachten wir nun die Menge G, C B($) von unitaren Operatoren, die alle definieren-
den Eigenschaften (1.14) der maximalen Eichgruppe erfiillen, wobei allerdings § durch Fe
zu ersetzen ist. Dann ist Goo D Gp.. - Weil die Operatoren aus G., mit den U(L), L € P
kommutieren und weil $®) von a-(B; )\ aufgespannt wird transformiert G, $1) in sich
selbst, denn dann ist fiir g€ G

ay 0. (B; \)Q=U(g)U(z)B; \U(2) 'U(g)™'Q =
= U(2)U(g)B: zU(g)"'U(2)"' 2 € 51V,

weil U(g)B; \U(g)™" €. ist nach (1.14).

Bezeichne gg}) die Finschrankung von G, auf $(1) | Betrachtet man gg}) und G, als topo-
logische Gruppen in der starken Operatortopologie auf $ ., so zeigt sich, daf} sie topologisch
isomorph sind. Zunéachst folgt aus der Definition der in-states (2.4), (2.5), daB

U(pr X o )™ = (Ugy x ... Ugy)™. (2.7)

Das bedeutet aber, da die in-states nach Voraussetzung einen vollstindigen Satz bilden
sollen, daB ein U € G., eindeutig durch seine Einschrankung auf G{!) bestimmt ist, und
weiter — mit der Stetigkeit der Abbildung (2.6) — die stetige eineindeutige Korrespondenz
der Elemente von gg}) mit denen von G .

Sei weiter U (') die Gruppe aller unitéren Operatoren auf £ . Diese Gruppe ist kompakt
in der starken Operatortopologie von £’ , weil dieser Raum endlichdimensional ist. Nun gilt:
Die Gruppe der unitiren Operatoren auf $), die mit U(P) kommutieren (versehen mit
der starken Operatortopologie), ist isomorph zu [TU(%;), der topologischen Produktgruppe

der U($!). Dies folgt aus der Uberlegung, daB Operatoren, die mit U(P) kommutieren, auf
den $; trivial wirken miissen, da die Poincarégruppe dort irreduzibel operiert. Tychonoff’s

Theorem iiber die Kompaktheit von beliebigen Produkten topologischer Raume besagt nun,
daB diese Produktgruppe wieder kompakt ist. Offensichtlich enthilt sie G{!) .

SchlieBlich bemerkt man, dafl G,... abgeschlossen ist, denn die Definitionsgleichungen
(1.14) bleiben bei Grenzwertbildungen in der starken Ooperatortopologie erhalten.

Unter allen gemachten Voraussetzungen hat man also:

Theorem 2.2 G, ist isomorph zu einer Untergruppe der kompakten Gruppe [TU(9}) . Guax

ist eine kompakte Untergruppe von G, .



Man beachte, wie wesentlich die Endlichkeit der Teilchenmultipletts im Beweis eingeht —
ohne sie waren die U($!) gar nicht kompakt.

Nun konnen wir die Observablen aus den Feldern extrahieren:

Satz 2.3 Fir alle F' € B($) definiert

m(F) = [ ay(F)du(g), (2.8)

g

einen Operator aus B($). Dabei existiert das Integral als Limes in der schwachen Ope-
ratortopologie (siehe A.[), und p bezeichnet das normierte Haarsche Maf auf G . Weiter
qilt:

i)agom=moa,=m und mom =m, d.h. m ist ein Projektor von B($) auf U(G)".
i) F>0=m(F)>0 und m(1) =1, d.h. m ist eine normierte positive Abbilduny.

iii) m ist o-schwach stetig.

Beweis: Das Integral existiert da die Darstellung g — U(g) der Eichgruppe stark stetig
ist. 1) folgt, weil jede kompakte Gruppe unimodular und deshalb das Haarsche Maf} auf
G rechts- und linksinvariant ist. m o m = m ist eine direkte Folge der beiden anderen
Aussagen. ii): Die Menge BT der positiven Elemente einer konkreten C*-Algebra B auf
einem Hilbertraum $ ist ein schwach-abgeschlossener konvexer Kegel: Sei A,, eine Folge mit

(p|A,, — Ap) — 0, VO €9, Dall A, positiv ist, ist dquivalent mit || ||An|| — Anll < || A44l|,

oder
e <§|A§>)_<¢|A¢>) N (<¢|A¢>)
¢eg(£eg(||§||2 1ol ) =S\ e )

Diese Relation bleibt im Grenziibergang erhalten = A € Bt also ist BT schwach abge-
schlossen. (Hierzu und zur Konvexitét siehe [BR79], Prop.2.2.11). Daraus folgt ii), wenn
man beachtet, dafl g normiert ist. Zu iii): Nach Satz A.7 ist die o-schwache Topologie auf
B($) gerade die schwache*-Topologie, die durch die Dualitdat von B($) zu den Spurklas-
senoperatoren auf $ induziert wird. Nun bildet m T ($) in sich selbst ab, denn in der Tat
ist Tr(m(7T)) = Tr(T) (die Spurbildung ist stetig). Weiter ist m beziiglich dieser Dualitat
selbstdual, denn

VACB($) 1 Te(Tm(A)) =Tt /TU(g)AU(g)_ld/,L(g) _
g

= Tr | [ Ulg) ' TU(9)Adp(g) | = Ta(m(T)A).
g

Sei (A,) C B(9) eine Folge, die in dieser schwachen*-Topologie konvergiert, d.h. Tr(A,B) —
Tr(AB), YBeT($). Dann gilt

Tr(m(A,)B) = Tr(A,m(B)) — Tr(Am(B)) = Tr(m(A)B),

also ist m in dieser Topologie schwach*-stetig. Nach Satz A.7 bedeutet das aber nichts
anderes, als dafl m o-schwach stetig ist. H



Lemma 2.4 Sei B eine C*-Unteralgebra von B(9), dann gilt (BN U(G))” =B~ NU(G) .

Beweis: Da m(B) C B ist, liefert 2.31) B N U(G) = m(B). Aber nach 2.3iii) ist m o-
schwach stetig und deshalb schwach stetig auf der Einheitskugel von B($) (siehe A.5), d.h.
m(B)"=m(B~7) =B~ nUG). H

Fiir eine Unteralgebra von B C B($) auf der G durch Endomorphismen wirkt gilt sicher
dann m(B) C B, wenn B eine von Neumann Algebra, d.h. schwach abgeschlossen ist. Die-
se Voraussetzungen gelten nun erfreulicherweise fiir die lokalen Algebren F(O) , und das
versetzt uns in die Lage die 2(O) aus Def.2.1 zu identifizieren:

AO) =3F(0)NUG) = m(F(O)). (2.9)

Und da & als der Normabschlufl der Vereinigung der 24(O) definiert und m insbesondere
auch normstetig ist, wie man sich leicht iiberlegt, erhéalt man

A=m(3) =FNUG). (2.10)

Kommen wir nun zur interessanten Struktur der Theorie, wie sie aus unseren bisherigen
Uberlegungen folgt.

§3 Zerlegung von $ in Sektoren

Zuniachst kénnen wir (2.10) verscharfen:

Lemma 3.1 Fs gilt A~ =m(37) =5 NUG) =U(G)".
Beweis: Das folgt aus Lemma 2.4, wenn man beachtet, dafl § irreduzibel in B($) ist. H

Es ist nun naheliegend, eine Zerlegung der Darstellung von 2 auf $ zu erhalten, indem man
eine Zerlegung der Darstellung U der Eichgruppe betrachtet — denn diese Darstellungen
kommutieren ja.

Sei also ¥ die Menge der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G , die in
U enthalten sind. Dann kann man die eindeutig bestimmte Fuktorzerlegung (siehe [Arv76],

Thm.2.1.8) von U schreiben als

H= D H @9,,

cEX
(3.1)
Ulg)= @ Us(g) @1, Vg€,
4S
Die Dimension der Rdume $/ gibt an, mit welcher Vielfachheit die Darstellungen U, auf-
treten.

Das physikalische Bild ist nun das folgende: Die Observablenalgebra wird auf den ge-
strichenen Rdumen wirken, und die Raume $/ werden Kopien des Vakuumhilbertraums
$Ho sein, falls die Darstellung von %[ darauf treu ist und Kopien von Unterrdumen von $y ,
falls das nicht der Fall ist. Aulerdem wird der Index ¢ zwischen indquivalenten Darstellun-
gen von 2 unterscheiden. Damit reprasentiert £/ den sogenannten superselection-Sektor,



A

der durch die Aquivalenzklasse [r,] der irreduziblen Darstellung 7, von 2 auf ihm bestimmt
ist.
Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von 2 als

physikalisches Spektrum von 20 . Das folgende Theorem realisiert die oben skizzierten
Verhéltnisse.

Theorem 3.2 Die Abbildung o — [n,] von X in das physikalische Spektrum von 24 ist
eineindeutig.

Beweis: Bezeichne E, die Projektion von $ auf $, @ £/ . Dann ist £, €e U(G) NU(G)" =
A~ N(A7) = Z(A™), nach Lemma 3.1, das heifit $, @ ! reduziert A~ . Da A €A auf $H, @ H
als 1, @ m,(A) wirkt, gelten fiir zwei Projektoren FE,, FE. mit o # 7 die Voraussetzungen
von Satz A.18. Also sind 7, und m, disjunkt und somit indquivalent. |

Wir benétigen nun noch zwei Voraussetzungen, die fiir uns nur in diesem Abschnitt von
Bedeutung sein werden. Wir geben ihnen daher nicht den Status von Axiomen, sondern
definieren:

Definition 3.3 Das lokale Netz 5 (bzw. U ) erfillt Additivitdt, wenn fir eine Uber-
deckung eines beliebigen Doppelkegels O durch Doppelkegel {O,} gilt

3(0) c \V5(0.), (bzw. A(0) C \/m(oa)) : (3.2)

Und:

Definition 3.4 Der Vakuumuvektor Q) besitzt die Cluster-Eigenschaft, wenn
|1|im (Q] A, (B)CQ) = (QACQ(N|BQ) , (3.3)
r|—oo

fur beliebige Felder A, B, C' € F. Die Konvergenz gilt dabei in der Norm und o, ist der
Translationsautomorphismus, der die Verschiebung um x induziert.

Eine Konsequenz der Additivitit ist die aus der Wightman-Quantenfeldtheorie bekannte
Reeh-Schlieder-Eigenschaft (vgl. [Haa92], S.101):

Theorem 3.5 Der Vakuumvektor eines lokalen Netzes, das Additivitdt erfillt ist zyklisch
und separierend (siehe Def.A.19) fir jede lokale Algebra F(O) (bzw. A(O) ).

Tatsédchlich besitzt nicht nur der Vakuumvektor diese Figenschaft, sondern eine ganze Klasse
von Vektoren, die analytisch fiir die Energie heissen (vgl. [DHR69a], S.5) — wir werden sie
aber nur fiir das Vakuum brauchen. Ein Beweis des Theorems fiir algebraische Theorien
wurde in [Bor68] gegben.

Die Cluster- und Reeh-Schlieder-Eigenschaft benutzend konnte man zeigen, daf} in der
Zerlegung (3.1) tatsachlich jede irreduzible Darstellung von G auftritt (siehe [DHR69a],
Thm.3.6):

Theorem 3.6 Bezeichne G die Menge der Aquiyalenzklassen irreduzibler Darstellungen von
G, d.h. das Spektrum von G. Dann gilt ¥ =G .

Das ist in groben Ziigen die Struktur einer algebraischen Quantenfeldtheorie. Wir legen jetzt
die Grundlagen fiir die Rekonstruktion dieser superselection-Struktur aus noch grundlegen-
deren Voraussetzungen, das heifit bei Vorgabe der Observablenalgebren als einzig generische

Objekte.



84 Rekonstruktion der Superselection-Struktur

Will man die Struktur der Theorie, wie wir sie in den vorangegangenen Abschnitten ge-
funden hatten — also insbesondere die Zerlegung von $ in superselection-Sektoren — aus
der Observablenalgebra rekonstruieren, so ist der Schliissel dazu die GNS-Konstruktion®).
Zu jedem Zustand, d.h. jedem positivem, linearen Funktional iiber der Observablenalgebra,
findet man so einen Hilbertraum, der von der Algebra aus einem zyklischen Vektor — dem
Vakuum- bzw. Grundzustandsvektor des Sektors — erzeugt wird, wobei der Vakuumvektor
den Zustand, von dem man ausgegangen ist, als Vektorzustand induziert. Superselection-
Regeln treten dann auf, weil man auf diese Weise verschiedene indquivalente Darstellungen
von 2 findet.

Bevor man jedoch an diese Konstruktion geht, sollte man tunlichst aus der Menge al-
ler Zusténde S iiber 2 diejenigen auswihlen, die man als physikalisch interessant ansehen
mochte und die {ibrigen von der Betrachtung ausschliefen. Das ist mehr als reine Bequem-
lichkeit! Zum Beispiel mufl man sicher fordern, daff in allen Sektoren die Positivitdt der
Energie gilt, wie wir das mit Axiom V getan haben (das ist das Borchers-Kriterium, das
uns weiter unten noch beschéftigen wird). Die Existenz und Eindeutigkeit eines Vakuum-
zustands wp und somit der Vakuumdarstellung my haben wir implizit mit den Axiomen III
und V angenommen.

Vor der Formulierung des von uns angewandten Kriteriums, sollten wir kurz abschweifen,
um eine Grundlegende Forderung an die betrachteten Darstellungen zu stellen: Wir werden
zumindest erwarten, dafl die Axiome IV und V der Kovarianz und Positivitat des Spektrums
in allen Sektoren erfiillt sind.

Definition 4.1 Fine Darstellung m von 24 heifit kovariant, wenn eine stark stetige Dar-
stellung der U, der universellen Uberlagerung P der Poincarégruppe existiert, so daf$ gilt:

LeP, Ac . w(ap(A)) = U (L)m(AUL(L)™L, (4.1)

(wobei L das Bild von L unter der Uberlagerungsabbildung ist). Weiter heifst eine kovariante
Darstellung energiepositiv, wenn U, die Spektrumsbedingung aus Axiom V erfillt.

Das man in anderen als dem Vakuumsektor zur universellen Uberlagerung P iibergeht
(wéhrend auf den lokalen Algebren immer noch P durch oy geometrisch wirkt), beruht
einfach auf der Erwartung, in geladenen Sektoren Spinordarstellungen zu finden, was nur
méglich ist, wenn man dort die zweifache Uberlagerung SL(2, €) der eigentlichen Lorentz-
gruppe wriken 1a8t. Da dieser Punkt fiir uns bei der Analyse der superselection-Struktur im
nichsten Kapitel nicht wichtig sein wird, fithren wir die Unterscheidung von L und L im
folgenden nicht durch. Der Leser sollte sie aber in Erinnerung behalten.

Die erste Grundforderung, die ist also: Alle betrachteten Darstellungen der Observa-
blenalgebra sollen kovariant im Sinne obiger Definition sein.

Das Auswahlkriterium, das wir nun auf die Menge der kovarianten Darstellungen anwen-
den werden, ist das sogenannte DHR-Kriterium, das zuerst in [DHR69b] formuliert wurde.
Doplicher, Haag und Roberts vermuteten, dafl dieses Kriterium auf alle Theorien anwendbar
sein wiirde, die ausschlielich massive Teilchen in Form einer Streutheorie beschreiben, also
inshesondere auf alle Ndherungen der hadronischen Elemntarteilchenphysik. Das Kriterium
lautet:

3)Dies ist der Grundgedanke der axiomatischen Qauntentheorie. Eine vorziigliche Schilderung dieses Pro-

gramms findet man in [Bog90].



viii|| (DHR-Kriterium) Wir betrachten im folgenden Darstellungen m der Observa-

blenalgebra, die stark lokal aquivalent sind zur Vakuumdarstellung 7, in dem
Sinne, daB fiir alle Doppelkegel O € K

7| A(O) 2 m|A(O') (4.2)

gilt. Dabei bezeichnet 7|(Q) die Einschrinkung der Darstellung m von % auf die
Unteralgebra 2(O) .

Dal man die Darstellungen in jedem beliebigen Doppelkegel lokalisieren kann, spiegelt die
Punktartigkeit der beschriebenen Teilchen wieder: Das Lokalisierungsgebiet der Darstellung
1aBt sich beliebig verkleinern. Darstellungen die dieses Kriterium erfiillen, heiflen im allge-
meinen lokalisierbar in Doppelkegeln, Wir verwenden der Kiirze halber die Bezeichnung
DHR-Darstellung.

Es ist eine {iberrachende und wichtige Tatsache, dafi DHR-Darstellungen zugleich ener-
giepositiv sind, wie wir spater in §13 zeigen werden.

Das DHR-Kriterium bedeutet nichts anderes, als daff in jedem Sektor, in dem ein Teil-
chen anwesend ist, dieses in einem Doppelkegel lokalisiert werden kann, in dem Sinne, daf}
es aulerhalb dieses Gebiets keine Observable gibt, mit der man dieses Teilchen nachweisen
kénnte. Mit anderen Worten werden alle Zustande, die dieses Kriterium erfiillen, fiir hin-
reichend grfie raumartige Abstdnde ununterscheidbar vom Vakuumzustand. Dies driickt der
folgende Satz aus:

Satz 4.2 Sei (O,) eine gerichtete Menge von Doppelkegeln, die die ganze Raumzeit aus-
fillen, d.h. O,, C Opyr, UO,, = M. Ist w ein Zustand aus dem Folium (siehe Def.A.1])

einer Darstellung, die dasnDHR-Kriterium erfillt, so gult

= 0. (4.3)

Jim (= wo)lo

Dabei bezeichnet w|or die Finschrinkung des linearen Funktionals w auf 2(O') .

Beweis: Nehmen wir also an, dafl die Darstellung m, in der w ein normaler Zustand ist,
das DHR-Kriterium erfiillt. Dann gibt es fiir einen gewissen Doppelkegel O einen unitéren
Operator V von $y auf 9., so dafl

m(A)=VAV™' VAcO), (4.4)

gilt. Angenommen (4.3) sei falsch. Dann gibt es eine Folge (O,,) C (O,) und Operatoren
B; aus der Einheitskugel von 2(0O), ), so daB fiir alle i = 1, 2, ... gilt:

|(w—wo)(B;)| >¢e>0. (4.5)
Da die Einheitskugel von B($) schwach kompakt ist (Satz A.6), konnen wir 0.B.d.A. an-

nehmen, dal B; im schwachen Sinne gegen einen Operator B konvergiert (wir miissen nur
eine konvergente Teilfolge auswihlen). Die Operatoren B; liegen nach Voraussetzung in

A(O,,) D AUO],). B als schwacher Limes der Folge B; liegt daher im schwachen Abschluf}
!
von NA(O,,) = {U%(Onl)} . Das heifit

reffimen)) - {(gmo) ) -



Wobei wir zur Vertauschung von schwachem Abschluff und Kommutantenbildung das von
Neumann Bikommutant-Theorem benutzt haben. Da die Darstellung g irreduzibel ist, folgt,
daB B ein Vielfaches der Identitédt ist: B = ¢ - 1. Insbesondere ist nun B € 24(0;,.), da
alle diese Algebren die Identitdt enthalten. Fiir hinreichend grofie ¢ enthélt O,, O und
wegen (4.4) ist w also normal auf (0}, ), d.h. schwach stetig auf der Einheitskugel dieser
Algebra (nach Satz A.11 und Satz A.6). Man kann deshalb (4.5) auf den schwachen Limes
B iibertragen; wir finden so:

(0~ wo)(B)] > .
Aber B=c¢-1 = w(B) = wo(B) = ¢, im Widerspruch zu (4.5). H

Spater (§13) werden wir zeigen konnen, dafi das DHR-Kriterium kompatibel ist mit Axiom
V., d.h. daB} in allen durch das Kriterium bestimmten Darstellungen die Spektrumsbedingung
gilt.

Ungliicklicherweise ist das DHR-Kriterium aber zu restriktiv, um Eichtheorien mit lang-
reichweitigen Wechselwirkungen, wie zum Beispiel die Quantenelektrodynamik, einzuschlies-
sen. Denn ein Zustand, d.h. ein Teilchen, daf elektrische Ladung trigt erzeugt einen kon-
stanten Fluf} der elektrischen Feldstéarke durch eine Sphéire mit beliebigem Radius, die diese
Ladung umschlieit. Dieser Effekt ist mefibar in jedem O/, und verchwindet nicht fiir n — oo,
d.h. ein solcher Zustand kann im kausalen Komplement jeder beliebigen beschriankten Re-
gion der Raumzeit vom Vakuum unterschieden werden. Das Auftreten solcher Ladungen ist
typisch fiir Eichfeldtheorien, man nennt sie daher auch Eichladungen.

Im Gegensatz dazu steht das Borchers-Kriterium: Man fordert hier ausschliefllich
die Giiltigkeit von Axiom V in allen Darstellungen, d.h. die Positivitat der Energie. Wir
werden, wie oben schon erwéhnt, in §13 sehen dafl die Zustidnde des DHR-Kriteriums eine
Untermenge derer des Borchers-Kriteriums sind (weil in allen Darstellungen die Spektrums-
bedingung gilt). Es wurde zuerst 1965 in [Bor65b] und [Bor65a] untersucht. Diese Analyse
enthielt aber leider einige schwer nachweisbare Fehler, die sich dadurch bemerkbar machten,
dafl man zu einigen Folgerungen physikalische Gegenbeispiele finden konnte. Das war die
eigentliche Motivation fiir Rudolf Haag, das DHR-Kriterium als leichter zu behandelnden
Ansatz vorzuschlagen.

In jiingerer Zeit haben Buchholz und Fredenhagen eine eingehende und sehr erfolgreiche
Analyse des Borchers-Kriteriums unternommen ([BF82]). Erfolgreich war sie vor allem in
dem Sinne, daff man einen Grofiteil der Struktur, die man unter dem DHR-Kriterium findet
rekonstruieren kann — mit gewissen Einschrénkungen, die sich notwendig ergeben und vor
allem die Lokalisation der geladenen Zustdnde betreffen.

Dies rechtfertigt es im nachhinein, sich bei grundsitzlichen Untersuchungen auf das
DHR-Kriterium zu beschréanken, wie wir es hier tun.

Weiter fordern wir:

(Haag-Dualitat im Vakuumsektor) Fiir die Vakuumdarstellung mq gilt

To(AO)) = m(AO)), YOEK. (4.6)

Diese Eigenschaft der Vakuumdarstellung erweist sich als wesentlich fiir viele unserer folgen-
den Uberlegungen. Wie wir gesehen haben, bedeutet dies, dafl die Darstellung der Eichgrup-
pe im Vakuumsektor eindimensional und daher abelsch ist — das Vakuum soll also keine



nichtabelsche Ladung tragen. Das klingt physikalisch plausibel, aber ein besseres Verstand-
nis dieser Forderung wire dennoch wiinschenswert.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wie wir die verschiedenen Sektoren vom Vakuumsektor
aus erreichen.

§5 Lokalisierte Morphismen

Definition 5.1 Sei p ein *-Morphismus der Observablenalgebra, d.h. eine normstetige

Abbildung
p: A=A A p(A),

5.1
VA, BEX: p(AB) = p(A(B), p(A%) = p(A), p(1)=1. 51)

p heifst lokalisiert in O €K, wenn
p(A)= A, YAeuO). (5.2)

Das bedeutet, p wirkt trivial im raumartigen Komplement von O . Der identische Morphis-
mus ¢ ist in jedem Doppelkegel lokalisiert.

Als extremes Beispiel ist der identische Morphismus ¢ in jedem O € K lokalisiert. Wie schon
erwdhnt wird mo(2) mit 2 identifiziert und deshalb o oft weggelassen.

Aus dieser Definition und (5.2) folgt:
Bemerkung 5.2 Ist p lokalisiert in O und A€A(Oq), mit O; 2 O, so ist p(A) €A(Oy),
ist O1 C O, so gilt p(A)€A(0O).

Beweis: Sei B € (0]) C A(O). Dann gilt Bp(A) = p(BA) = p(AB) = p(A)B, d.h.
p(A) € A(07) = A(Oq). Im zweiten Fall ist A wegen der Isotonie auch in A(O) und die
Aussage folgt wie zuvor. H

Definition 5.3 Die durch my o p definterte Darstellung von A wird mit w, bezeichnet.

i) Zwei Morphismen p, v heiffen unitiardquivalent (oder einfach dquivalent), in Zeichen
p = v, wenn die entsprechenden Darstellungen unitdrdquivalent sind, vermittelt durch ein
unitdres U e :

Tp(A) = Umy (AU = mo(U)mo(v(A))mo(U™") = mo(Uy (AU,
d.h. genau dann, wenn
p=ovon,

mit dem lokalisierten Morphismus oy(A) = UAU™' | VA €. Die Unitirdquivalenzklasse
von p wird mit [p] bezeichnet und heifit der Sektor p.

ii) Ein Morphismus p von 2 heifit innerer Morphismus, wenn er durch Adjunktion mit
emer Observablen V € entsteht, d.h., wenn

p(A) =oy(A) = VAV VAeq,
sonst heifst p Auflerer Morphismus.

iii) Fin Morphismus p heifit irreduzibel, wenn m, irreduzibel ist.

i) Ein Morphismus p und der zugehorige Sektor heiffen einfach, wenn p ein Automorphis-
mus ist, d.h., wenn p~' auf ganz A definiert ist.



Natiirlich sind alle einfachen Morphismen irreduzibel. Weiter sorgt die Haag-Dualitét dafiir,
daf alle lokalisierten Morphismen, die durch Adjunktion mit einem Operator V &€ B($o)
entstehen, innere Morphismen von £l sind.

Bemerkung 5.4 Angenommen fir V€ B(9) ist oy sei ein in O lokalisierter Morphismus
von A . Dann ist V €A(O).

Beweis: Sei A€A(O1) mit O1f O, dann gilt VA = AV, d.h. Ve(O') = A(O) wegen der
Haag-Dualitat. H

Warum hofft man nun iiberhaupt, mit lokalisierten Morphismen die Struktur der superse-
lection-Sektoren wiedergewinnen zu kénnen, die wir in §3 gefunden hatten? Im Rahmen des
DHR-Kriteriums macht dies folgender Satz klar:

Satz 5.5 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) T|O") = mo|A(O').

i) T=mop,

wobei p ein lokalisierter Morphismus von 2 mit Lokalisierungsgebiet O ist.

Beweis: ii) = i) ist trivial. Betrachten wir eine Darstellung auf dem Hilbertraum $,, die
i) erfiillt. Dann konnen wir einen unitaren Operator V : $y — $, auswihlen, so daf

T(A)V =VA, YAeu0),

gilt (Hier wird wieder my weggelassen. Spater werden wir V' einen unitdren Intertwiner vom
Vakuumsektor in den Sektor [p] nennen). Definiert man fiir beliebige A€

p(A) = VTin(A)V,

so findet man p(A) €A. Dies priift man zunéchst fir A€A(O;), O D O, denn diese Ele-
mente liegen dicht in % und nach der Definition ist p eine lineare, beschrankte (||p(A)|| <
||A]]) Operation auf 2 und daher stetig. In diesem Fall kommutiert p(A) mit A(O}),
denn B € 24(0)) = B € (O, und damit p(4)B = V'7(A)VB = V-!z(A)r(B)V =
VoIn(AB)V = V™'7n(BA)V = BV 'z(A)V. D.h. p(A) € A(O}) = A(Oy), wegen der
Haag-Dualitat. Damit haben wir gezeigt, dafl

A p(A)eA C B($o),
eine Darstellung von 9 definiert, die dquivalent ist zu 7. |
Man kann also alle DHR-Darstellungen durch in Doppelkegeln lokalisierte Morphismen er-

reichen!

Da jede DHR-Darstellung in jedem beliebigen Doppelkegel lokalisiert werden kann, kann
man die Konstuktion des obigen Satzes fiir Oy, Oy € K durchfithren und erhilt so zwei
Morphismen

p1(A) = V(A
pa(A) = Viln(A)V,, VACA.

Dann sind aber diese beiden Morphismen unitaraquivalent:

pr(A) = ovopy(A), mit U=V V,eA0),



wobei O ein Doppelkegel ist, der O; U Oy umfaBt. Die Lokalisierung folgt dabei aus Bem.
5.4, denn auf A(O’) wirken sowohl p; wie auch py trivial, d.h.

also U eA(O") = A(O). Das fiihrt zu folgender Setzung:

Definition und Bemerkung 5.6 Ist p; in O; lokalisiert fiir « = 1,2, dann heif§t ein
unitdrer Operator U mit der Figenschaft

po( AU = Upy(A), YAEA, (5.3)

Ladungstransferoperator von p; nach py. FEin in O lokalisierter Morphismus heifit
transportabel, wenn zu jedem O €K ein Ladungstransferoperator von p nach p existiert,
wobet p in O lokalisiert ist. Es gult:

i) Jeder Ladungstransferoperator ist eine lokale Observable aus A(O), wobei O ein beliebiger
Doppelkegel ist, der Oy und Oy umfafit, und

ii) genau dann induziert ein Morphismus eine DHR-Darstellung, wenn er transportabel ist.

Poincaré-Kovarianz soll auch in den durch lokalisierte Morphismen erzeugten Sektoren gel-
ten, um konsistent mit der Forderung nach kovarianten Darstellungen zu sein. Wir be-
schranken uns daher auf die Betrachtung kovarianter Morphismen:

Definition 5.7 Fin lokalisierter Morphismus p heifit kovariant, wenn eine unitdre, stark
stetige Darstellung U, der universellen Uberlagerung der Poincarégruppe P existiert, so dafl

P> L—s U(L)EB($0), moopoar(A)=U,(L)m(p(ANU(L)™", VAed. (5.4)
Drie Up(z) heiffen Kovarianzoperatoren Die Menge der transportablen, kovarianten und
lokalisterten Morphismen wird mit A, die Untermenge der irreduzibeln Morphismen aus A

wird mit Ay bezeichnet. A(O), Ay (O) bezeichnen die von den in O lokalisierten Morphis-
men aus A\ bzw. Ay, gebildeten Mengen.

Hier haben wir die Vakuumdarstellung mg explizit hingeschrieben, damit sofort klar ist, daf}
mit dieser Definition die Darstellung 7, = m 0 p kovariant ist im Sinne von (4.1). Ab jetzt
werden wir die Unterscheidung zwischen L und L nicht mehr durchfiihren.

Um zu wissen, daf} die Klassen der Sektoren die durch kovariante DHR-Darstellungen
beschrieben wird mit der der durch kovariante Morphismen beschriebenen {ibereinstimmt,
bliebe noch die Umkehrung zu zeigen, d.h. dal der zu einer kovarianten Darstellung =
gehorige Morphismus p auch kovariant ist. Das konnen wir aber erst in §10 zeigen (Korollar

10.5).

Wo immer im folgenden lokalisierte Morphismen benutzt werden sind, falls nicht anders
festgelegt, solche aus A gemeint. Es ist zu beachten, dafl die Darstellungsoperatoren U,(L)
im allgemeinen nicht in A liegen, denn ihre Wirkung ist nichtlokal. Genauso ist p o ay, kein
lokalisierter Morphismus. Die allgemeinste Form fiir ein U,(L) ist V,(L)mo(W,(L)), also
eine Kombination aus nichtlokalem Anteil und Observablenanteil, wobei letzterer
nach Definition immer unter der Vakuumdarstellung steht.



Als technische Voraussetzung benétigen wir noch:

(Borchers-Eigenschaft B) Seien O;, Oy mit O; C Oy beliebig gegeben und

E # 0 ein Projektor aus 2(Oy) . Dann ist E dquivalent zur Identitét in der goBeren
Algebra A(O3) D A(Oy) . Das bedeutet: Es existiert eine Isometrie W € 4(Oz) mit
WW-=FE, W*IW =1

Eine wichtige Aussage iiber die Abgeschlossenheit von A, die auch Licht auf den Sinn der
Borchers-Eigenschaft wirft, ist der folgende

Satz 5.8 Die Menge der durch A induzierten Darstellungen von A , d.h. der zuldssigen
Darstellungen des DHR-Kriteriums, ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung endlicher di-
rekter Summen und (nichttrivialer) Unterdarstellungen.

Beweis: Zunichst zu Unterdarstellungen: Sei 7 eine unter dem DHR-Kriterium zulassige
Darstellung, d.h. 7 = 750 p mit p € A(O), und 0 # P € B($9) eine Projektion auf eine
nichttriviale Unterdarstellung von 7, d.h. Pmgo p(A) = mgo0 p(A)P, YA€, Dann ist fiir
AceAO) Pro(A) = mo(A)P, d.h. P € m(A(O")) = mo(A(O)) mit der Haag-Dualitat im
Vakuumsektor. D.h. es gibt ein F in A(O) N p(A) mit P = mo(FE), wobei E eine selbstad-
jungierte Projektion ist. Dann gibt es nach der Borchers-Eigenschaft eine Isometrie W e 2
mit WW* = E | also mo(W)mo(W)* = P. Setze

pe(A) =W p(A)W, VAe.

Dann ist pg ein Morphismus von 2 , der lokalisiert ist in O , denn fiir A € A(O’) ist
pe(A)=W*AW = W*WA = A. Und es gilt

70 0 pr(A) = mo(W) 'm0 p(A)me(W), VAe.

Das bedeutet aber nichts anderes, als dal 7 0 pp aquivalent ist zu mg o p|P$y, also zur
Einschrankung von mgop auf P$o. Es bleibt zu zeigen, daf pg kovariant ist. Setze U, (L) =
WU, (L)W fir LeP. U, (L) ist stark stetig in L, da U, stark stetig und W eine Isometrie

ist. Dann ist
Upp(L)pp(A)U,, (L)~ = WU (LYWW p(A)WW=U,(L)~ =
= WU (L) Ep(AVEU,(L) W = WU, (L)p( AU, (L)W =
— W plan(ANW = pe(as(4)),

was zeigt, dafl pp kovariant ist. Dabei haben wir benutzt, dafi £ € p(2)" ist, und daff U,(L)
mit £ kommutiert, d.h. dafl U,(L) € p(2)” gilt. Diese besondere Eigenschaft der U,(L) fiir
kovariante, lokalisierte p konnen wir leider erst sehr viel spater in §10, Satz 11.9ii) beweisen.
Sie aber zunéchst einmal ohne Bedenken benutzend, konnten wir oben den zweiten Projektor
E mit p(A) vertauschen, sodann das Ergebnis £* = F durch U,(L) hindurchziehen, was
ganz links die Kombination W*W W™ ergibt, und das reduziert sich wegen W*W = 1 auf
W=, wie es sein mufl. Nun zu direkten Summen: Sei p, € A(O;), m 2 moop;, i =1, 2. Setze
T = m By und wahle einen Projektor 0 < £ < 1, K€%l auf die Unterdarstellung 7y . Dann
gibt es nach der Borchers-Eigenschaft Isometrien W, , Wy e mit WiW; = F, W,W; =
I - FE,dh. WiW; + W, W5 =1. Setze

p(A) = Wipy (AT + Wapa (AW



Dann ist p ein Morphismus von 21 , der in O; U O, lokalisiert ist. Weiter ist fiir alle A€l

mo 0 p(A) = wo(Wip1 (A)Wy + Waps(A)W5) =
= mo(W1)mo 0 p1(A)mo(W1)™ + mo(Wa)mo © pa(A)mo(W2)" =
= Vim (AW + Vamy(A)V5,
mit V; = mo(W)U,; , Uimi(A) U = mg0pi(A), © =1, 2. Das bedeutet, mg 0 p = 7y & m2. Die
Kovarianz von p zeigt man wie oben, diesmal mit U,(L) = W, U,, (L)W; + W,oU,,(L)W; . A

Wir vereinbaren noch, dafl im allgemeinen der Morphismus der eine Unterdarstellung erzeugt
mit p|g bezeichnet wird (wenn E der zugehorige Projektor aus p(21)" ist), und fiir den

Morphismus, der eine direkte Summe von Darstellungen erzeugt, schreiben wir € p; wenn
J
die p; die Summanden erzeugen. Gelegentlich werden wir p|g auch einfach Unterdarstellung

nennen.

Die Borchers-Eigenschaft ist also eine Forderung, die man an die abstrakte C*-Algebra
A stellt, damit ihre Konkretisierungen auf $o verniinftige Eigenschaften haben.

Bemerkung 5.9 Die Morphismen aus A sind sdmtlich Isometrien, d.h.
p(A)]] = 1JAll,  vAex. (5.5)
fiir alle Morphismen p€ A .

Beweis: Wie im Beweis von Satz 5.5 reicht es, die Aussage fiir lokale Observablen A€ 2(O)
zu zeigen. Da nun p kovariant ist, existiert ein Morphismus p' € A(O4), so dafl p’ = op o p
mit unitirem U und O} O gilt. Dann ist p'(A) = A und p(A4) = Up/ (AU = VAU,
woraus die Aussage folgt. H

Ein wichtiges Beispiel kovarianter lokalisierter Morphismen sind die, die durch Adjunktion
mit einem unitdren U €2 entstehen:

Definition 5.10 Die Zuordnung
Q[9U|—>O'U, O'U(A)EUAU_l, \V/AEQ[,

ordnet jeder unitiren Observable einen kovarianten lokalisierten Morphismus oy € A zu.
Die von diesen Morphismen erzeugte Untermenge von A wird mit T bezeichnet.

Lemma 5.11 Genau dann sind py, p2 €A dquivalent, wenn py = oypy, mit oy €.

Beweis: ,=—* ist klar, und ,<=" folgt aus Bem. 5.6 H

Lemma 5.12 Seien py, ps € A. Dann hingt die Aquivalenzklasse des Produkis nur von
den Aquivalenzklassen der Faktoren ab. Durch

[e1]lp2] = [p1p2] (5.6)

wird also ein Produkt von Aquivalenzklassen von Darstellungen von 2L , d.h. von Sektoren

definiert.



o)

Fig. 5.1: Skizze zum Beweis des Lemmas. In der dargestellten Situation
wiére es gar nicht nétig, den Doppelkegel 1 zu verschieben. Das geschieht

nur der Ubersicht halber.

Beweis: Sind pt = p;, 1 =1,2, d.h. pl =0op,p;, ou, €L, so gilt

Piph(A) = ou, prou,pa(A) = Urpy (Uapa(A)U5 U =
= Uipi(Uz) p1(p2(A)) pr(U2) ' UT = owpipa(A)

mit O'WEI, WEUlpl(UQ) .

Das folgende Lemma wirft einiges Licht auf die Bedeutung der Transportabilitdt der Mor-
phismen.

Lemma 5.13 Morphismen, deren Lokalisierungsgebiete raumartig zueinander liegen, kom-
mutieren.

Beweis: Sei p; € A(O;), i = 1,2, 010z, und sei A € A(O). Dann kann man durch
Anwendung von Ladungstransferoperatoren O; und O; in neue Doppelkegel O3 resp. Oy
verschieben, so daf} folgendes gilt:

1) 03>< 04 5 OX 03 5 und OX 04 5
ii) Es existieren Os , Og € K, mit O5f O¢ , so daB O1UO05 C Osf Oz, und O2U04 C Og)f O .

Diese Situation ist in Fig.5.1 veranschaulicht. Da die p; aus A sind, gibt es p] = oy, p1 €
A(O3) und ply, = op,p2 € A(Oy4), wobei nach Bem. 5.6 Uy € A(Os) und Uy € A(Os)
gewdhlt werden kann. O3, Oy liegen nun beide raumartig zu O , d.h. p}, p} wirken
trivial auf A(O) : piph(A) = phpi(A) = A, VA € 2(0O). Das ist gleichbedeutend mit
ou,p1ou,p2(A) = oup20u,p1(A), VA€ A(O). Schreibt man die linke Seite aus, so erhilt
man Uy py (Uspa(A)YUTHYUTY = UyUsprpa(A)UUT  weil O) Og und deshalb py (Us) = Uy
ist. Genauso erhilt man fiir die rechte Seite Uypo(Uyp1 (A)UT U = UyUspapy (AU TUTT
wobei zuletzt noch benutzt wurde, dal U; und U; kommutieren, da Osf Og . Daraus folgt,



weil O beliebig vorgegeben wurde, pip2(A) = pap1(A), VA € A, also p1py = pap1, wie
behauptet. |

Damit haben wir das folgende wichtige Ergebnis:

Lemma 5.14 A ist eine Halbgruppe, A/T ist eine abelsche Halbgruppe.

Beweis: Das wesentliche, namlich, dafl das Produkt auf A/Z wohldefiniert ist, haben wir
schon in Lemma 5.12 gezeigt. AuBerdem ist das Produkt von Aquivalenzklassen kommutativ,
denn wir kénnen Reprasentanten mit Morphismen aus Z die Translationen implementieren
immer so verschieben, daf} sie raumartig zueinander liegen. Dann kommutieren sie nach

Lemma 5.13. [ |

Es ist klar, daB A nur eine Halbgruppe sein kann, denn erstens hat man, da wir nicht nur
Automorphismen betrachten, keine Inversion in A, und zweitens kénnen wir jetzt noch nicht
leicht zeigen, dafl das Produkt zweier kovarianter Morphismen wieder kovariant ist. Dazu
bendtigen wir Methoden, die wir im Zusammenhang mit Intertwinern in §6 kennenlernen
und in §10 benutzen werden.

Damit haben wir alle grundlegenden Begriffe zusammengetragen, die wir im néachsten
Kapitel benutzen werden, um physikalische Sturkturen der algebraischen Theorie aufzu-
decken.






KAPITEL II
Lokale Observablen und Statistik

Uberblick

Das wesentliche Werkzeug zur Untersuchung der DHR-Morphismen einer gegebenen Obser-
vablenalgebra sind Intertwiner, das sind Operatoren, die zwischen verschiedenen Sektoren
vermitteln. Das Konzept wird in §6 eingefithrt. Es ist eine Folge der Haag-Dualitat, daf3
Intertwiner zwischen lokalisierten Morphismen selbst lokale Observablen sind. Es werden
zwel natilirliche Verkniipfungen zwischen Intertwinern eingefiithrt, von denen die wichtigere
die x-Operation ist, die aus Intertwinern einzelner Sektoren Intertwiner von Produkten,
z.B. von pypy nach plpl, erzeugt.

Mit dieser Verkniipfung wird dann in §7 die Statistik der superselection-Sektoren betrach-
tet. Statistik bedeutet hierbei die Vertauschung von Morphismen und zentral dafiir ist der
statistische Operator ¢, ein Intertwiner, der genau dies bewerkstelligt. Es zeigt sich, dafl ein
wesentlicher Unterschied zwischen Statistik in mehr als 1 + 1 Dimensionen und der in solch
niederdimensionalen Raumen besteht: Die klassische Permutationsgruppenstatistik, die die
iibliche Unterscheidung von Bose- und Fermiteilchen ergibt tritt bei DHR-Darstellungen nur
in mindestens 3 Dimensionen auf. Der niederdimensionale Fall, der zur Zopfgruppenstatistik
fiithrt, wird in Kap. III untersucht. Weiter wird in §7 eine Darstellung der Permutations-
gruppe auf den Intertwinern zwischen n-fachen Produkten von Morphismen eingefiihrt und
gezeigt, daB fiir Automorphismen der statistische Operator gleich 1 ist.

Zur weiteren Untersuchung der Sektoren-Statistik bendtigt man den in §8 eingefithrten
Begrift der Linksinversen eines Morphismus. Physikalisch gesehen bedeutet die Linksinverse
eine Art Ladungskonjugation, die allerdings noch nicht auf einen konjugierten Sektor — also
dem Aquivalent eines Antiteilchens — fithrt. Wendet man die Linksinverse ¢ eines irredu-
ziblen Morphismus p auf dessen statistischen Operator £, an, so erhélt man, wie in §9 gezeigt
wird, einen eindeutig bestimmten und nur vom Sektor [p] abhangigen Skalar A, — den sta-
tistischen Parameter des Sektors. Dieser hat immer die Form +1/d, , mit der statistischen
Dimension d, im Nenner. Diese Parameter klassifizieren die Permutationsgruppenstatistik
eines Sektors eindeutig und man findet fiir d, > 1 Parastatistik der Ordnung d, vor.

Nach einem Exkurs tiber die Kovarianz von Morphsimen und Sektoren in §10, in dem
unter anderem gezeigt wird, dafl kovariante Darstellungen und kovariante Morphsimen sich
eineindeutig entsprechen und daff Produkte kovarianter Morphismen wieder kovariant sind,
werden in §11 reduzible Morphsimen untersucht. Wesentliches Ergebnis ist, dafl sich alle
interessanten Morphsimen in direkte Summen irreduzibler zerlegen lassen. Der Begriff der
statistischen Dimension wird auf reduzible Morphismen verallgemeinert und es wird eine
Summenregel fiir die Zerlegung der statistischen Diemnsion eines Produkts von Morphismen
abgeleitet. SchlieBllich wird die Menge der physikalisch interessanten Morphismen dadurch
naher eingegrenzt, dafl sie abgeschlossen sein soll gegeniiber direkten Summen, Produkten
und Unterdarstellungen.

23



Die Tatsache, dafl Intertwiner lokale Observablen sind, dafl also im Prinzip Observa-
blen zwischen verschiedenen Ladungszusténden vermitteln kénnen zeigt die grundsétzliche
Moglichkeit eine Feldalgebra aus den Observablen zu rekonstruieren. Die erste Idee dazu
wird in §12 skizziert. Es werden einfach Paare aus Morphismen und Observablen gebildet
und diese mit sinnvollen Verkniipfungen versehen. Das so gebildete Feldbiindel bildet noch
keine Feldalgebra reichte aber, wie in [DHR74] nachzulesen ist, aus, um eine Streutheorie zu
konstruieren.

Nachdem in §13 einige Erkenntnisse iiber das Energiespektrum der von kovarianten Mor-
phismen induzierten Darstellungen aus [DHR74] referiert werden, wird in §14 das Thema
von §8 wiederaufgegriffen. Es wird gezeigt, dafl zu im wesentlichen allen interessanten Mor-
phismen sogenannte konjugierte Morphismen existieren, d.h. zu p gibt es einen — bis auf
Unitaraquivalenz — eindeutig bestimten Morphismus 7, so daBl [pp] den Vakuumsektor ge-
nau einmal enthalt. Wie man diese Ladungskonjugation im Feldbiindel defniert wird schlief3-
lich in §15 gezeigt.

§6 Intertwiner

Intertwiner spielen in der algebraischen Qquantentheorie eine herausragende Rolle. Sie sind
das Hilfsmittel zur Manipulation nicht—disjunkter Darstellungen der Observablenalgebra.
Intertwiner vermitteln zwischen den verschiedenen Unterdarstellungen einer gegebenen Dar-
stellung 7, . Dabei ist 7, resp. der zugehorige Morphismus p im allgemeinen nicht irreduzibel,
kann also mehrere Sektoren enthalten.

Definition 6.1 Seien py, py zwei (nicht notwendig lokalisierte) Morphismen von 2 und die
Darstellungen mg o p1, mg 0 pg nicht disjunkt (siehe Def. A.13). Dann existiert ein Operator
T eB($H), so daf

p2(A)T =Tpi(A), VAed (6.1)

gilt. T heiffit dann intertwining Operator wvon p; nach py. Man schreibt:

T = (p2|T|p1) -

T heifit Intertwiner von py nach py. Schreibweise: I, = (p|ll|p) .

Ist T ein Intertwiner von p; nach ps, so auch oT = (ps|aT|p1), a € C. Das heift, die
Intertwiner zwischen gegebenen Sektoren bilden im allgemeinen einen linearen Raum.

Definition 6.2 Die Menge der intertwinig Operatoren von py nach py wird mit (p2|p1)
bezeichnet. Diese Menge heifit Intertwinerraum von p; nach p,.

Aus (6.1) folgt beispielsweise (p|p) = p(A)'.

Definition 6.3 Die Wirkung lokalisierter Morphismen auf den Intertwinern ist definiert
durch

p(T) = (pp2|p(T)|pp1) (6.2)
und p((p2lp1)) ist entsprechend definiert.

Das diese Setzungen korrekt sind, zeigt Punkt iii) der nidchsten Bemerkung.



Bemerkung 6.4 i) Ist S€(p2|p1) und T € (ps|p2), so ist TS € (ps|p1) und S* € (p1]p2).
ii) Sind py und py irreduzibel, so gilt

{0} falls p1 und py unitdr indquivalent,
(p2lp1) = C-U falls py, pg unitidrdquivalent mit unitdrem U, und (6.3)
C-1 falls py = py.

iti) (p2lp1) C (papslpips) » und pa((p2lp1)) C (papzlpapr) - Ist pa ein Automorphismus, so gilt
sogar (p2|p1) = (p2pslp1pa) -

) Ist p€ Ny, p' beliebig, so ist jedes T € (p'|p) ein Vielfaches einer Isometrie.

Beweis: Die erste Aussage von i) ist klar. Betrachten wir das Skalarprodukt (®[py(A)S|¥) =
(®[Sp1(A)|W¥), mit beliebigen &, ¥ € 6y, A € 2. Einerseits ist die linke Seite der Glei-
chung gleich (S*p2(A*)®|V), andererseits die rechte gleich (p;(A*)S*®|W¥). Die Aussage
folgt, weil & irreduzibel auf $¢ dargestellt ist. ii) folgt unmittelbar aus Schur’s Lemma.
Zu iii): Sei T € (p2]p1). Dann gilt Tpi(ps(A)) = p2(ps(A))T, VA € A, und T ist of-
fenbar auch intertwining Operator von p;ps nach paps. Ist ps ein Automorphismus und
T € (papslpips) dann gilt wieder (6.1) (wihle p3'(A) statt A). Also ist T auch aus (pa|p1).
AuBerdem ist ps(1')pa(p1(A)) = ps(Tp1(A)) = ps(p2(A)T) = pa(p2(A))ps(T), YAEN, also
p3(T) € (pspzlpsp1) . iv) ist eine Folgerung aus der Borchers-Eigenschaft. H

Zwischen den Intertwinern kann man wegen 6.4i) eine natiirliche Verkniipfung definieren,
wenn die zwischenliegenden Morphismen iibereinstimmen:

Definition 6.5 Seien S = (p3|S|p1), T = (ps|T|p2). Dann definieren wir:
T oS = (ps|TS|p1).- (6.4)

Auferdem setzen wir 8™ = (p1|S*|p2).

Intertwiner zwischen Morphismen lassen sich auf natiirliche Weise auch fiir direkte Summen
und Unterdarstellungen definieren:

Bemerkung 6.6 i) Sei pe A und pg eine Unterdarstellung mit dem Projektor B = WW* |
W e (plpr) . Sei weiter TE€(plp') . Dann definiert W*T' einen Intertwiner aus (pglp’) .

i) Fiir p1, pa, p€A gilt die Isomorphie

(p1 D p2lp) = (pilp) @ (p2lp) - (6.5)

Beweis: 1) ist klar. Fiir ii) betrachte W; € (p1 @ p2lpi), WiWr = E;, i =1, 2 und T; € (pilp) -
dann definiert

WhiT, + Wyilsy,

einen Intertwiner aus (p; @ p2|p) und die Isomorphie ist offensichtlich, da die W; Isometrien

sind. [ |

Eminent wichtig fiir alle Rechnungen, insbesondere bei Betrachtungen zur Zopfgruppenstati-
stik, aber auch von grundsétzlicher Bedeutung ist die graphische Darstellung der Intertwiner
und ihrer Verkniipfungen. Ein T' = (p2|T|p1) wird dabei durch einen gerichteten Graphen
dargestellt. Die Wirkung von T' 1duft dabei von unten nach oben, d.h. das untere Ende



P1 P1 P1 Pn

Fig. 6.1: Das Symbol fiir (p2|T'|p1), und fiir (p3|T'S|p1). Rechts ein Inter-

twiner aus (p!, ... pilpn .- p1).

wird mit p; und das obere mit p; markiert. T' = (p!, ... p{|T|pn ... p1) wird dabei durch
die rechte Figur in Fig.6.1 représentiert, wobei zu beachten ist, daf} der zuerst angewandte
Morphismus p; bzw. p] dem duflerst links stehenden Faden angeheftet ist. Der intertwining
Operator T wird dabei héufig weggelassen.

Betrachtet man die offensichtlichen Lokalitatseigenschaften von intertwining Operatoren,
so stellt man fest, daf diese zur Observablenalgebra gehoren.

Bemerkung 6.7 Ist p; lokalisiert in O; firi = 1,2 und S€(p2|p1), so ist S€UO), wobei
O ein beliebiger Doppelkegel ist, der Oy und Oy umfaft. Insbesondere ist S € { A(O))N
A(Oy) }'

Beweis: Fiir AeA4(O07)NA(O,) reduziert sich (6.1) auf AS = SA, d.h. Se{A(O])NA(O,)}.
Aus der Haag-Dualitat im Vakuumsektor folgt dann S € (0O). Ist A€ A(O]) NA(O)), so
ist A= p1(A) = pa(A) und deshalb py(A)S = Spi1(A) aquivalent zu AS = SA. H

Intertwiner bleiben also immer im Vakuumhilbertraum $), , sie kénnen aber natiirlich, da
sie nicht unitar sein miissen, zwischen verschiedenen Sektoren vermitteln.

Die wichtigere Verkniipfung zwischen Intertwinern spiegelt die multiplikative Struktur
der durch lokalisierte Morphismen der Observablenalgebra induzierten Sektoren wieder. Mit
Hilfe dieser Struktur lassen sich also Produkte von Feldoperatoren untersuchen, insbesondere
Vertauschungsbeziehungen d.h. Statistik und Fusionsregeln.

Definition 6.8 Seien R, = (p!|Ri|pi), i =1, 2. Dann definiert
R; x Ry = (phypy | Rapa(Ra)lp2pr) (6.6)
einen Intertwiner von pypy nach php) .

X ist eine assoziative Verkniipfung, wie man leicht nachrechnet. Man sieht, dafl ps(Ry)
wegen 6.4iii) ein Intertwiner aus (p2p)|p2p1) und weiter Ry auch einer aus (phpi|p2p}) ist.

Also:

Ry x Ry = Ry 0 py(Ry) = (paph] Ralpapy) o (papilpa(Ba)lp2pr) = (popi| Bapa(Ba)lp2py)
Graphisch stellt sich diese Definition so dar:

/ / /

P Py P1 P2
| ow
Ropa(Ry) = p) P2
‘ ‘ p2(R1)
P1 P2 P1 P2
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Betrachten wir nun zwei Paare von Intertwinern R; = (p!|R:|p:), R: = (p!|Rilpl), i =
1, 2 und das Diagramm

A
Py Py
L1 P2

Es ist offensichtlich gleichgiiltig, ob man dieses Diagramm von unten nach oben (d.h. zuerst
das untere, dann das obere Rechteck), oder von links nach rechts zeichnet. Das impliziert
eine Relation zwischen den zwei Verkniipfungen x und o, denn das Aneinanderfiigen von
Graphen von unten nach oben entspricht der Verkniipfung o, wogegen das Hinzufiigen eines
Fadens rechts von einem bereits bestehenden die Verkniipfung x représentiert. Hat man die-
se Relation gepriift, so hat man bewiesen, daf} die Darstellung durch Faden die Verkniipfun-
gen von Intertwinern treu représentiert — die Graphiken erhalten damit Beweiskraft. Dies
ist die erste Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 6.9 i) Seien R, = (pi|R:i|p:), R. = (p!|R:lp"), 1 =1, 2. Dann gilt

(R,oR,) x (R, oR;) = (R, x R})o (R, x Ry). (6.7)

ii) Fiir beliebige Intertwiner gilt
(SxT) =8 xT". (6.8)

Beweis: Zu i):

(Ry 0 R;) x (R} o Ry) = (psp| Ry Rop2( Ry 1) p2p1) =
= (Pp11p2 (R R1) Ry Ralpapr) =
= (PP |p5 (Ry) Ryph(Bi) Ralpapr) =
= (ppV | Rypy( Ry) Rapa(Ri)|papr) = (R x RY) o (Ry x Ry).
i) Seien S = (¢'|S|0), T = (/|T|r). Dann wird

(S % T)* = (o7](So(T)) 0’7} = (or|o(T*)5*|o'7") = (o7|S*a"(T7)|o'+') = 8~ x T".

§7 Statistik in (d > 1) + 1 Dimensionen I

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Vertauschungsbeziehungen von lokalisierten Mor-
phismen respektive ithrer Sektoren. Wir werden dabei sehen, wie bei mehr als einer Raum-
dimension normale Permutationsgruppenstatistik auftritt und welche Komplikationen in
1 + 1-dimensionalen R&umen erscheinen. In letztgenanntem Fall st6f3t man automatisch
auf Zopfgruppenstatistik — dies werden wir spéter, wenn uns das Instrumentarium des
Feldbiindels zur Verfiigung steht, noch nédher untersuchen.



Im folgenden werden Aussagen, die in voller Allgemeinheit gelten und somit spater wei-
terverwendet werden konnen, buntgemischt mit solchen auftreten, die nur in (d > 1) 41
Dimensionen gelten. Die allgemeingiiltigen Aussagen werden deshalb in diesem Paragraphen
mit randstdndigen Markierungen wie nebenstehend versehen.

Man wundert sich zunéchst, wie die Vertauschung von Morphismen iiberhaupt etwas
iiber Teilchenstatistik aussagen kann, denn betrachtet man zwei raumartig gelegene Mor-
phismen, so kommutieren diese ja immer. Um so schlimmer: ein Sektor, der eine Konfigura-
tion von zwei identischen Teilchen beschreiben kénnte, namlich pp weist scheinbar gar keine
nichttriviale Vertauschungsrelation auf. In diesen Uberlegungen stecken zwei MiBverstand-
nisse: zum einen reicht ein lokalisierter Morphismus, wie wir spater noch sehen werden nicht
aus, um ein Element der Feldalgebra zu beschreiben (siehe §12), zum anderen ist damit, daf
man weif}, daBl die Identitét in (pp|pp) ist, die Struktur dieses Intertwinerraums noch nicht
vollstéandig geklart. Diese nichttriviale Struktur bildet gerade die Basis der Beschreibung
von Statistik in unserem Formalismus, wie wir nun zeigen werden.

Wie konstruiert man nun einen nichttrivialen Intertwiner von pp nach pp? Die einzige
systematische Moglichkeit ist, die Morphismen, die ja transportabel sind, mit unitéren In-
tertwinern zu verschieben, und zwar so, dafl sie raumartig zueinander liegen. Dann kann
man sie mit dem identischen Intertwiner vertauschen, da sie dann kommutieren, und mit
den Inversen der Ladungstransferoperatoren an den Ausgangspunkt zuriicktransportieren,
wodurch man wieder bei pp ankommt. Setzen wir dieses Programm nun um:

Sei p € A und seien Oy , Oy zwei raumartig zueinander gelegene Doppelkegel. Seien weiter
Uie(pilp), i =1, 2, wobei p;€ A(O;), i =1, 2. Wir intertwinern nun zunéchst mit p(Uy)
von pp nach ppy , dann mit Uy nach pepy . Jetzt kdnnen wir diese Morphismen vertauschen,
d.h. wir wenden (p1p2|1l|p2p1) an. Nun miissen wir die vertauschten Morphismen nur noch
mit (pplp(Us ) pp2) o (pp2|Us tp1p2) zuriicktransportieren. Der Intertwiner, der das alles
leistet ist

(pplp(U7 1)U Uzp(U)|pp) -

Dafl wir zuerst p(U;) und nicht einfach U; oder U; angewandt haben, hat einen guten
Grund: denn sonst miiten wir im zweiten Schritt z.B. p;(Uz) benutzen, und das wollen wir
vermeiden, damit das Ergebnis von der speziellen Wahl der p; méglichst unabhéngig ist. Die
ganze Konstruktion ist in Fig.7.1 veranschaulicht.

Damit der oben konstruierte Intertwiner einer Untersuchung Wert ist, sollte er im we-
sentlichen unabhéngig von der Wahl der p; sein. Das, und die wichtigsten Figenschaften des
statistischen Operators zeigt der folgende Satz.

Satz und Definition 7.1 Scien p, p;, U;, O; wie oben, dann heifit der unitire Operator
g, = p(Uy U Uap(Uh) (7.1)
statistischer Operator des Sektors p. Er besitzt folgende Figenschaften:

i)e, hingt nur von p und nicht von der Wahl der Intertwiner U; , bzw. der p; ab, solange
diese raumartig zueinander bletben. Genauer gesagt darf man das Lokalisierungsgebiet bei-
spielsweise von py nur so verschieben, daf$ es ganz in einer Zusammenhangskomponente von
Oj, bleibt, ohne ¢, zu verdindern.

ii) Sei W ein unitdrer Intertwiner aus (p'|p). Dann gilt

ey =ove,, mit V=WpW). (7.2)
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Fig. 7.1: Die Konstruktion des statistischen Operators.

ii)e, kommutiert mit allen Observablen aus der Darstellung p* , d.h.
g, €p7() . (7.3)
w) e2=1.

Am Beweis werden wir gleich merken, warum iv) nicht in 1 + 1 Dimensionen gelten kann!

Beweis: iii) ist trivial, denn so wie wir ihn konstruiert haben, ist ¢, ein intertwining Ope-
rator aus (pplpp) = p*(A)’. Um i) zu sehen berechnen wir die Anderung von &, bei einer
hinreichend kleinen Anderung von p; zu p), vermittelt durch unitire Intertwiner W;. Mit
hinreichend klein ist dabei gemeint, daf die Lokalisierungsgebiete von p;, p}, W; raumartig
zu denen von py, ph, Wy liegen, etwa so:

W

‘Wl



(beachte dabei Bem.6.7). Also
,0;» = ow,pi = oulp, UZ»' =WU;, 1=1, 2.
Es ist unter diesen Voraussetzungen
p1(Ws) = Wa,  po(Wy) =Wy, WiW, = WoW.
Ersetzt man in (7.1) U; durch U/, so erhalt man

el = p(Us ") p(Wy YU W WUz p(Wh)p(Uy) -

P

Nun ist Us € (pa|p) und daher Uyp(W;) = po(W;)Us = WU, und dhnlich wird p(Wy U =
U pa(WT) = UT' W5t (Beachte, dal W5 natiirlich genauso lokalisiert ist, wie W;). Also

e, = p(Uy DU W W W, Wi Uep(Un) = ¢,

Nun kann man in mehr als einer Raumdimension jedes Paar raumartig zueinander gelegener
Doppelkegel durch kleine Bewegungen wie oben erreichen, und das beweist i). iv) folgt aus
i) denn tauscht man p; gegen p, aus, so erhélt man " statt £,, wahrend man nach i) bei
mehr als einer Raumdimension mit dem Doppelkegel O; um den Kegel Oz herumwandern
und dann durch eine Verschiebung beider Kegel die Vertauschung der Morphismen erreichen
kann, ohne ¢, zu dandern (Man beachte dazu, daf} die Lokalisierungsgebiete von p; und p
verschobene Kopien des Lokalisierungsgebietes von p sind). Also gilt e7! =¢,, dh.e2 = 1.
ii) wird aus Fig.7.1 klar: wenn man unten und oben noch p’p’ anfiigt, und W € (p'|p) ist, dann
muB man unten p(W)~'W ! einsetzen, um zu pp zu gelangen und oben mit Wp(W) nach
p'p’ intertwinern. Insgesamt entsteht also ¢, aus £,.ho durch Adjunktion mit V = Wp(W).

Man sieht hier genau, wo der Haken bei nur einer Raumdimension liegt: Das raumarti-
ge Komplement eines Doppelkegels besitzt zwei Zusammenhangskomponenten. Man erhalt
dann zwei verschiedene statistische Operatoren, je nachdem, ob p; rechts oder links von p
liegt. Das bedeutet, wie wir spater (§16) sehen werden, das die Morphismen nicht permutiert,
sondern gezopft werden — man trifft auf Zopfgruppenstatistik.

Die Unabhéngigkeit von ¢, von der Lokalisierung der p; zeigt, dafl wir nun zwei prinizipiell
unabhéngige Operatoren aus (pp|pp) kennen, namlich

1 und

wobel wir fiir £, das néchstliegende Symbol gewahlt haben. Das bedeutet, dafl es von nun
an verboten ist, in Intertwinergraphen mutwillig Uberkreuzungen einzufithren, denn diese
sind mit dem nichtgekreuzten Bild nicht identisch.

Jetzt konnen wir die Statistik von Sektoren analysieren. Besonders einfach ist das bei
Automorphismen, die direkt zu Bose- und Fermisektoren fithren. Das folgende Lemma gilt
so nur in mehr als 1 + 1 Dimensionen, aber wir werden spater noch ein etwas schwécheres
Analogon fiir zwei Dimensionen finden.



Lemma 7.2 Sei pe A . Dann sind dquivalent:
i) p ist ein Automorphismus.
i) p* ist irreduzibel.

iii) e, = +1.

Beweis: Aus i) folgt ii) trivialerweise, denn Automorphismen aus A sind auch irreduzibel,
also insbesondere auch p?. iii) folgt aus ii) und Punkt iii) des vorangegangenen Lemmas,
denn wenn p? irreduzibel ist, dann ist p*(2) = C-1 und deshalb ¢, = £1 nach iv) des
vorigen Lemmas. iii)==-1): Nimmt man py = p, U = 1 in der Definition von ¢, so ist
g, = UT'p(Uy). Sei A € A(O) und wihle ein p; € A, so daB sein Lokalisierungsgebiet
raumartig zu denen von A und p liegt. Dann ist

A= pi(A) = Uip(A)UT .

Ist e, = +1, dann hat man mit obiger Wahl U; = +p(U;). Setzt man das ein, so wird
A = p(U1AUT) = p(B), mit B € 4. Also ist jede lokale Observable in der Menge p(2)
enthalten, d.h. nach Definition von 2 ist p(2) Norm-dicht in 2 . Nun ist p als C*-Morphismus
normstetig und deshalb p(2) als Bild einer Norm-abgeschlossenen Menge unter einer solchen
Abbildung ebenfalls Norm-abgeschlossen. Das bedeutet aber p(21) = 2. Damit ist gezeigt,
daBl p surjektiv ist. p ist aber auch injektiv, denn nach Bem.5.9 ist p eine Isometrie und
daher ||[A — B|| # 0 <= ||p(A) — p(B)|| # 0, YA, Be, d.h. p ist injektv. Also ist p ein

Automorphismus. |

Korollar 7.3 Ist p ein Automorphismus, so ist €, konstant im Sektor [p] .
Beweis: Das folgt unmittelbar aus dem Lemma und Satz 7.1ii). H

Wir nennen einen Automorphismen-Sektor [p], in dem ¢, = +1 gilt, sinnigerweise Bose-
Sektor, und fiir ¢, = —1 Fermi-Sektor.

Ist p kein Automorphismus, so hdangt der statistische Operator nicht unbedingt nur vom
Sektor [p] ab, sondern kann auch in ihm variieren. Wir werden uns spater mit Hilfe sogenann-
ter Linksinversen um charakteristische Groflen von Sektoren bemiihen, die Informationen
iiber die Statistik kodieren.

Gehen wir nun daran, die obigen Ergebnisse zu verallgemeinern, um zu einer unitéren
Darstellung der Permutationsgruppe von n Elementen IP(™ auf Sektoren der Art [p1 ---
... pnl, genauer gesagt auf Intertwinern zwischen solchen Sektoren, zu gelangen.

Definition 7.4 Zwei Intertwiner (pi|R;|p:), ¢ = 1, 2 heiffen kausal disjunkt, wenn die
Lokalisierungsgebiete sowohl von py; und py, wie auch von pi und pl raumartig zueinander
liegen.

Lemma 7.5 Sind Ry, R, kausal disjunkte Intertwiner, so gilt

R1><R2:R2><R1.



Dies gilt nicht in 1 4+ 1 Dimensionen!

Beweis: Seien R; = (pt|R;|p:), pi € A(O;), pte A(O;), i =1,2. Wir haben zu zeigen, daf
Rlpl(Rz) = RgpQ(Rl), (74)

gilt, was trivial ist, wenn es Doppelkegel @1, 0, gibt, so dafl O; C (’32', O; ¢ O und
O1 % O, ist:

& (@

Nehmen wir nun an, daf§ (7.4) fiir gewisse Intertwiner Ry, R; gilt. Das Lemma ist bewiesen,
wenn wir zeigen kénnen, dafl wir von der oben dargestellten Konfiguration jede andere
durch Verschiebung erreichen kénnen, in der die verschobenen Intertwiner kausal disjunkt
sind, ohne an der Kommutativitat etwas zu dndern. Verschieben wir also zunéchst O, (das
Lokalisierungsgebiet von py) so nach Os, dafi der kleinste Doppelkegel, der Oy U O3 umfaft
ganzlich raumartig zu O, dem Lokalisierungsgebiet von p, liegt. Dann kénnen wir die
Verschiebung mit einem unitéren Intertwiner U = (p2|U|ps) bewerkstelligen, wobei U &

A(O)) ist, d.h. po(U) = U . Dann ist R3 = Ry 0 U . Man erhélt dann mit (6.7)
R1 ><R3: (Rl ><_R2)O(Ip1 X U),
R3 ><R1: (R2 XRl)O(U ><Ip1).

Nun gilt aber nach den Voraussetzungen iiber die Lokalisierung von U: I, x U = U x
I, . Damit andert diese Verschiebung nichts an der Kommutativitdt der Intertwiner. Und
durch Hintereinanderausfithrung vieler kleiner Verschiebungen kann man jede Anordnung
von O und O, erreichen, wobei immer O O, gilt. Dieselbe Prozedur auf O, und O,
anwendend, erreicht man so alle kausal disjunkten Intertwiner, die iiberhaupt aus R;, R,
durch Verschiebung entstehen kénnen. Dies schlagt in 1 4+ 1 Dimensionen fehl, denn man
muf ja zum Beispiel auch mit Oy um O; herumwandern kénnen, was unter den gegebenen
Bedingungen bei nur einer Raumdimension unmoglich ist. H

Definition 7.6 Gegeben n Intertwiner Ry, ..., R, und eine Permutation peIP™ setzen
wir

R(p) = Rp—l(l) X Rp—l(z) X ... X Rp—l(n). (75)

Theorem und Definition 7.7 Seien p,e A, k=1, ..., n und peIP™ . Wihle n Mor-
phismen py , ..., p, mit wechselseitig raumartig gelegenen Lokalisierungsgebieten, die dqui-
valent sind zu py, ..., pn, so dafs unitdre Intertwiner (pi|Uy|px) existieren. Dann setze

ep(Prs -y p) = (ppr(1) - Pprmylenlpry o pa)lpr - pa) EUT(p) o Ule),  (7.6)



i) ep(pry ooy Pu) €(Pp=1(1) - Po—t(m)|P1 -+ - pn) ist unabhiingig von der Wahl der py, und Uy,
wobei dieselben Finschrinkungen gelten wie in Lemma 7.1.

ii) Haben die pi, wechselweise raumartig zueinander gelegene Lokalisierungsgebiete, dann ist
ep(prs vy pn) =1, . 4.
iii) Vp, e IP™)
q(Pp-1(1)s - s Po=1(m) O EplP1s -y pu) = Eqplpry oo s pa)- (7.7)

iv) Bezeichnet T, eIP™ die Transposition der Elemente m und m+ 1, m < n, dann gilt

Ern(Prs ooy pn) =T, x oo X T, X er (P prgr) X L py X oo x T, (7.8)

Beweis: In (7.6) intertiwnert U(e) von py ... p, nach py ... p, und U™(p) von p,-1¢9) ...
oo Pp=i(ny Dach pp-1(1) ... pp-1(n) . Die pg sind alle raumartig zueinander lokalisiert und kom-
mutieren somit; die linke Seite von (7.6) ist also wohldefiniert. Um die Unabhéangigkeit von
e, von der Wahl der pj zu sehen, wéhlen wir statt der U}, Intertwiner U, = (ﬁk|ﬁk|pk), SO
dafl auch die p; raumartig zueinander gelegen sind. Dann intertwinert V; = U, o U} von
pr nach pr . Die V sind dann kausal disjunkt und kommutieren nach Lemma 7.5, d.h. es

gilt V(p) = V(e). Man kann nun z.B. V (e) schreiben als

Vix ...xV,=(Vix ...xV)oU;x ... xU,)o(U; x ... xU>) =
=(VioU;x ... xV,0U,)o(U;x ... xU>) =

=(U,;x ...xU,)oUix ...xU)=U(e)oU-(e),

wobei im ersten Schritt nur ein identischer Intertwiner angefiigt und im zweiten mehrfach

(6.7) angewandt wurde. Genauso ist V(p) = U(p) o U*(p), und somit gilt

U(p)oU(p) =Ule) o U(e),
oder . -
e, =U (p)oU(e)=U"(p)oU(e) =¢,.

ii) folgt unmittelbar aus der Unabhéngigkeit, denn wenn schon die py raumartig zueinander
gelegene Lokalisierungsgebiete besitzen, kénnen wir Uy = I, wéhlen. iii) und iv) folgen
unmittelbar aus der Definition (7.6), wenn man bei iv) noch (6.7) benutzt.

Bemerkung 7.8 Als unmittelbare Folgerungen findet man
i) e(e,e)=1.
i) c(pso)el,p) = 1,

aus ii) resp. i) des Theorems.

Die Intertwiner e, koénnen dazu verwandt werden, die Reihenfolge vo Intertwinern in
beliebigen Produkten zu d@ndern:



Satz 7.9 Sei Ry = (p)|Rklpr), kE=1,... ,n, und peP™ . Dann gilt
R(p)oe(pr;....pa) =e(py, ... p) o Rle). (7.9)

Der Beweis dieser Formel funktioniert nicht direkt in 141 Dimensionen, da wir von Lemma
7.5 Gebrauch machen. Wir finden aber spéiter eine Entsprechung.

Beweis: Wahle unitére Intertwiner Uy = (pr|Uklpr), U, = (pL|ULlpL) , k=1, ...,n, so daf
die Lokalisierungsgebiete sowohl der p, wie der p) raumartig zueinander liegen. Definiere

Sk =Uj o Ry o Uy = (p| UL ReUg|pr), -

Die Sj sind nach Konstruktion alle kausal disjunkt und daher gilt in mehr als einer Raum-
dimension S(p) = S(e). Einsetzen der Definition liefert

(U'oRoU")(p)=(U" o RoU")(e)

(6.7)
—
U'(p) o R(p) o U™ (p) =U'(¢e) o R(e) o U~ (e)
—
R(p) o U™(p) o U(e) =U"(p) o U'(e) o R(e),
ep(pry ooy pn)  E(PLs s py)
und das ist (7.9). H

Firn =2, py = p2 und p = 7 (Transposition) reduzieren sich die obigen Aussagen auf
Satz 7.1 und man identifiziert somit

e-(p, p)=¢,. (7.10)

Fiirn > 2und p; = ... = p, findet man eine unitare Darstellung der Permutationsgruppe!
In Anlehnung an (7.10) schreiben wir

e (p)=eplp, .., p), VYpelP. (7.11)

Nun finden wir:

Korollar 7.10 i) P 5 p 55)”)(}?) E(p™|p™) ist eine unitire Darstellung der Permutati-
onsgruppe.

ii) e (p) € (), VpeTP.

iii) Genau dann sind die Operatoren 55)”)(}7) skalare Vielfache der Identitit, wenn p ein
Automorphismus ist.

i) Ist p ein Automorphismus, so gilt
+1, falls [p] ein Bose-Sektor,
sign(p) - I, falls [p] ein Fermi-Sektor ist;
fiir alle pe P

v) Sei W = (p'|Wlp) ein unitirer Intertwiner und bezeichne W>" das n-fache x-Produkt
von W mit sich selbst. Dann gilt

s(;)(p) =W oel(p)o (W*")". (7.12)



A

Beweis: 1) ist eine Folgerung aus den Punkten i) und iii) von Theorem 7.7. ii) Ist klar aus
der Definition von 55)”) (p) als intertwining Operator (vgl. Satz 7.1iii) ). iii) folgt aus ii) und
ist eine offensichtliche Verallgemeinerung von Lemma 7.2, ebenso wie iv). v) verallgemeinert
Satz 7.1ii) und wird genauso gezeigt. H

Um die Statistik der Sektoren weiter analysieren zu kénnen, benétigen wir ein Hilfsmittel,
dessen Existenz und dessen grundlegende Figenschaften wir nun in einem Exkurs ableiten
werden.

§8 Linksinverse und Ladungskonjugation I

Definition 8.1 Sei p ein lokalisierter Morphismus von 2 . Fine normstetige, positive, li-
neare Abbildung
qb DA — B(f)o) R
Ar— ¢(A).

heiffit Linksinverse wvon p, wenn sie folgende Figenschaften hat:
Hp(A)Bp(C)) = AGB)C, VA, B, Cex, (5.13)

G(1) =1. (8.1i)

Bemerkung 8.2 Ist p ein in O lokalisierter Morphismus von A , ¢ eine Linksinverse von
p, so gilt:

i) p(A)=A, YA O").

i) (A(O1)) C U O4) falls O C Oy .

iii) ¢ ist eine Abbildung von A nach 2 .

w) o((p"lp")) C (p" "), n > 1

v) d(p(A)B) = Ag(B), #(Ap(B)) = ¢(A)B, VA, B

Beweis: 1): fiir solche A ist ¢(A) = ¢(p(A)) = A.ii): Sei A€A(Oy), BeAO]). Dann ist
mit i) B(A) = ¢(BA) = ¢(AB) = o(A)B, d.h. ¢(A) € A(O1) = A(Oy). iii) folgt aus i)

und ii) und der Normstetigkeit von ¢. Wendet man auf die Intertwinerdefinition ¢ an, so
folgt iv). v) ist klar, wenn man in (8.1i) einen der &ufleren Faktoren 1 setzt. H

Man beachte, das Linksinverse keine Morphismen sind, denn die Morphismuseigenschaft
d(AB) = ¢(A)p(B) gilt nur, wenn wenigstens einer der Faktoren aus p(2) ist und das ist
nur bei Automorphismen trivial, in welchem Fall sich aber ¢ auch auf p~! reduziert.

Nun zur Konstruktion von Linksinversen fiir kovariante Morphismen: Als erstes zeigen
wir, daf} alle p € A als Grenzwerte von Folgen innerer Automorphismen von 2 dargestellt
werden koénnen.

Lemma 8.3 Sei p€ A und (Oy) eine Folge von Doppelkegeln, die nach raumartig Unend-
lich streben in dem Sinne, daff die Oy fiir hinreichend grofie k raumartig zu jedem gegebenen



Doppelkegel liegen. Seien weiter pr € A(Oy) zu p dquivalente Morphismen, Uy unitire Ope-
ratoren, die die Aquivalenz vermitteln. Dann gilt:

p(A) = lim O'U:(A) = kli}rgo UrAU,, VAe. (8.2)

k—oc0

Die Konvergenz ist dabei in der uniformen Topologie zu verstehen.

Beweis: Nach den Voraussetzungen iiber die p; kann man die unitédre Operatoren so wéhlen,

daB Uy, € {4(O}) N A(O")} ist (nach Bem.6.7, denn Uy € (pr|p) ). Dann ist
pi(A) = ou,p(A) = Upp(A)UT, VA

Sei nun p(A) in irgendeinem O, lokalisiert, dann gilt fiir hinreichend grofies k: A(O}) N
A(O") D A(Oy) und deshalb pi(A) = p(A), d.h. klim llpx(A) — p(A)]| = 0. H
—+00

Das physikalische Bild ist das folgende: Uy, transportiert die Ladung des Sektors [p], die in
O lokalisiert ist, nach Oy , wobei wir aber im selben Sektor bleiben. Wir nennen daher Uy, und
ganz allgemein jeden unitdren Operator, der die Lokalisation einer superselection-Ladung
dndert, Ladungstransferoperator. Im Sinne des Lemmas haben wir also die Entstehung
einer Ladung in O durch den Herbeitransport von Ladung aus weit entfernten Regionen
simuliert. Das legt nahe, diesen Vorgang umzukehren und durch Abtransport der Ladung aus
O einen ladungskonjugierten Sektor [p] zu erreichen, der in dem Sinne zu [p] konjugiert
ist, daB [pp] in geeigneter Weise dem Vakuumsektor dhnelt. Ist p ein Automorphismus,
dann wird die inverse Folge oy, uniform gegen p~' konvergieren, sonst ist aber nicht klar,
in welchem Sinne diese Folge {iberhaupt konvergiert. Tatséchlich kénnen wir aber zeigen,
dafl wir auf diese Weise immer eine Linksinverse zu p erhalten.

Als technische Voraussetzung benétigen wir

Definition 8.4 Bezeichne M den Raum der beschrinkten, linearen Abbildungen von A
nach B($0), My die Einheitskugel von M | d.h. die Menge

A
M = {qu./\/l ‘ |2l Esup% < 1} :

M trage die von den Halbnormen
M3 o— (Plp(A)V), Acd, &, VeH,

erzeugte Topologie (d.h. die Topologie, in der A — @(A) punktweise (d.h. an jedem Punkt
A€) schwach stetig ist).

Aus einer geringfiigigen Modifikation des Banach-Alaoglu-Theorems A.16 folgt, dafi M;
kompakt ist in dieser Topologie.

Jetzt konnen wir die Existenz von Linksinversen zeigen:

Lemma 8.5 Seien p, pi, Uy wie im vorigen Lemma. Dann besitzt die Folge oy, mindestens
einen Haufungspunkt in My und jeder solche Hiufungspunkt ist eine Linksinverse von p .



Beweis: Die erste Behauptung folgt aus oy, € My und der Kompaktheit von M; . Nach
Lemma 8.3 konvergiert die Folge oy, p(A) fiir jedes A € A gegen A in der Normtopologie,
d.h.

[Ukp(A)U = Al — 0.

Dann gilt aber auch

oder

1Uxp(A)Bp(C)UE — AULBUEC| — 0.

Wahlt man eine konvergente Teilfolge aus und benennt ihren Limes mit ¢, so erhédlt man
die erste Eigenschaft aus Def.8.1 einer Linksinversen. ¢(1) = 1 ist trivial. ¢ ist positiv,
denn jedes oy, bildet positive Operatoren in positive ab und der schwache Limes einer Folge
positiver Operatoren ist wieder ein positiver Operator. Die Aussage folgt, weil ¢ an jedem
Punkt A €% ein Grenzwert im schwachen Sinne ist. H

Lemma 8.6 Die Menge der Linksinversen zu gegebenem p € A ist eine nichtleere, kompakte,
konvexe Untermenge des lokalkonveren Raumes M .

Beweis: Da die Voraussetzungen von Lemma 8.3 fiir p € A erfiillt sind, folgt die Existenz einer
Linksinversen fiir solche p. Wir haben zu zeigen, dafl die definierenden Eigenschaften der
Linksinversen unter konvexen Kombinationen und Grenzwertbildung stabil sind. Zunéchst
ist bei konvexen Kombinationen klar, dafi die Positivitat und ¢(1l) = I erhalten bleiben. Sei

o~

¢ = APy + (1 — A)¢g2 eine solche Konvexkombination. Dann wird
H(p(A)Bp(C)) = AMG1(B)C + (1 — \)Ay( B)C = Ad(B)C,

wie gewiinscht. Dafl diese Eigenschaften auch unter Grenzwertbildungen im Sinne der oben
auf M eingefithrten Topologie erhalten bleiben, iiberlegt man sich leicht. H

Da eine Linksinverse ¢ eine positive lineare Abbildung ist, stellt wy o ¢ einen Zustand auf
2 dar, zu dem man per GNS-Konstruktion eine Darstellung 7, bauen kann. Sehen wir nun,
ob 74 0 p etwas mit der Vakuumdarstellung zu tun hat, wie wir gemutmaft hatten.

Satz 8.7 Sei ¢ eine Linksinverse von pe A. Die GNS-Darstellung — zum Zustand wy o ¢
auf A (wg ist der Vakuumzustand, der $Ho erzeugt) werde mit ny, der zyklische Vektor dieser
Darstellung mit £ und der Darstellungsraum mit $4 bezeichnel. Es existiert ein isometrischer
Operator V- 1 $9 — $H1 C 9y, so daf fir alle AcU gilt:

Va=¢, (8.31)
To(p(ANV = VA, (8.3i)
Vs (A)V = 6(A), (8.3iii)

das heifst, die Darstellung wgo p enthilt eine Unterdarstellung (diejenige auf $1), die dqui-
valent ist zur Vakuwumdarstellung mo und die Matrizelemente von m4(A) im Unterraum $,
stimmen mit den korrespondierenden Matrizelementen von ¢(A) in $Ho iberein.



Beweis: Schrankt man die GNS-Konstruktion auf p(A) ein, so erhélt man einen Unterraum
91 C Hy, in dem die Menge von Vektoren m,(p(2))€ dicht liegen. Die Abbildung V' ist dann
explizit gegeben durch

Vi AQ — mye(p(A))E, (8.4)

(Ist insbesondere p ein Automorphismus, so wird $; = 9, = Hy und V vermittelt die
Isomorphie). Diese Abbildung erfiillt trivialerweise (8.31). Sie ist isometrisch, denn

7o (p(A)EI* = (€lms(p(A"A)E)s, = wo((p(AA))) = wo(A™A) = [|AQ]*,

wobei (. |.)g, das durch die GNS-Konstruktion in £ induzierte Skalarprodukt bezeichnet,
und bildet $o auf $; ab. (8.3ii) folgt ebenfalls aus (8.4), denn

VAQ = my(p(A)E = molp(A)VE.

Damit haben wir die Aquivalenz von m40p|g, zu 7o, denn auf $; ist V eindeutig umkehrbar,
d.h. unitar. Um (8.3iii) zu zeigen, rechnen wir das Matrixelement der linken Seite zwischen

Vektoren aus £, mit (8.4) und BQ, CQ € H, aus:

(Vo VB P (N ma(Ams(p(B)E)s, =
= o (B(p(C)AP(B))) = wo (C*0(A) B) =
—(CQH(A)BY).

Dies gilt fiir alle A, B, C'€é2 und damit ist (8.3iii) bewiesen. H

Korollar 8.8 Ist ¢ cine beliebige Linksinverse, so gilt
BA"A) > $(A)H(A), (5.5)
fir alle Aeql.
Beweis: Bezeichne F; = VV™ die Projektion auf $; aus Satz 8.7. Dann erhélt man mit
(8.3iii)
PATA) = Vimy(AT)my(A)V 2 Vimg (A7) Exmy(A)V = ¢(A7)p(A).
[ |

Die Darstellungen 74 und p kénnen also als ladungskonjugiert zueinander angesehen wer-
den in dem Sinne, daf} die Zusammensetzung 7, o p zu einer Darstellung fithrt, die den
Vakuumsektor enthélt.

Wir werden das Thema Ladungskonjugation spéter noch vertiefen. Zunéchst aber zurtick
zur Permutationsgruppenstatistik.

§9 Statistik in (d > 1) + 1 Dimensionen II

Linksinverse erlauben uns nun die Klassifikation der Statistik eines Sektors. Beginnen wir
mit dem einfacheren Fall irreduzibler Morphismen und sehen zunédchst, was uns ¢ iiber den
Sektor [p] sagen kann.
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Satz und Definition 9.1 Sei p € Ay, ¢, der zu p gehdrige statistische Operator und ¢
eine Linksinverse von p. Dann gilt:

ée,) =\, - 1. (9.1)

A, heifit statistischer Parameter wvon p.

Dies gilt allerdings und gliicklicherwiese auch in 14+ 1 Dimensionen, denn im Beweis machen
wir nur von der Eigenschaft von ¢, , ein intertwining Operator aus (p*|p?) zu sein und der
Irreduzibilitat von p Gebrauch.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus Bem.8.2iv) und der Irreduzibilitat von p. H

Ein triviales Beispiel fiir die Bedeutung des statistischen Parameters ist gegeben, wenn p ein
Automorphismus, d.h. [p] ein Bose- oder Fermisektor ist, denn dann ist einfach A, = +1.
Wir bleiben aber der Bequemlichkeit halber bei der Schreibweise A, statt A, und lassen
weiterhin die Sektoren durch einzelne Morphismen reprasentieren.

Wir fithren noch folgende Sprechweise ein: Man sagt p € Ay, besitze finite Statistik
(bzw. infinite Statistik), wenn A, # 0 (bzw. A, = 0) gilt.

Lemma 9.2 Sei ¢ eine Linksinverse von p € A mit ¢(e,) = A, 1. Dann gilt fiir peP™)
S(el(p)) = V() fir p(1) =1,
G (p)) = X)) far p(1) # 1.

Wobei p' € PV die Permutation ist, die aus p entstehl, wenn man das Element 1 aus

(9.2)

allen Zykeln der Zerleqgung von p in disjunkte Zykeln entfernt und fiir alle ibrigen Elemente
t=2,...,nt—1 schreibt.

Beweis: Zunéchst ist klar, dafl, wenn p das erste Element gar nicht involviert, man die
Permutation p durch p’ ersetzen kann, ohne etwas zu dndern: 55)”)(}7) =1, x 55)”_1)(}7’) =
p(s(p”_l)(p’)), woraus der erste Fall unmittelbar folgt. Andererseits kann man eine Permu-
tation p mit p(1) # 1 immer zerlegen in p = py7py mit 7 = (12), p1 = (2p(1)), wobei (st)
die Transposition der Elemente s und ¢ bezeichnet. Dann ist offenbar pi(1) = 1 = ps(1) und
man erhélt mit Korollar 7.10 und (8.1i)

(5" (p) = el ()d(e, ) (1) = Aol ™V (prh) -
Die Behauptung folgt, da p’ = pp} . |

Jetzt konnen wir gb”(s(p”)(p)) ausrechnen. Wir bemerken zunichst, daf§ qb”(s(p”)(p) eC-1, wie
aus wiederholter Anwendung obigen Lemmas folgt. Deshalb kénnen wir definieren:

Satz und Definition 9.3 Die Setzung
wyr(a) -1 = ¢"(eM(a)), YaeCH(IPM), (9.3)

definiert einen Zustand auf der Gruppenalgebra C*(IP(”)) (durch lineare Fortsetzung). Es
qilt

m(p)
wép(p) = H )\];J_l, ‘v’pEIP(”) (9.4)
7=1

wenn p eine Permutation mit m(p) Zykeln der Léinge ki, ..., ky(p) ist.

{({



Beweis: Daf w)'* ein Zustand ist folgt aus der Positivitit von ¢ und ¢(1) = 1. Der Rest
folgt durch Anwendung des letzten Lemmas auf die Zerlegung von p in disjunkte Zykeln. Il

Im Fall A, =0 hat man

w

" 0 falls p#id.

Und daher fiir a = 3 ¢,p€ C*(IP(”)) w*(a) = ¢q . DaB heifit, in diesem Fall ist w ein treuer
P

n

1 falls p=id,
/\p(p) :{ P

Zustand, denn aus w;'*(a*a) = 0 folgt @ = 0. Sei jetzt D eine Darstellung aus dem Spektrum
von IP(™ | d.i. die Menge der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von P | ep sei
die zugehérige zentrale Projektion in C*(IP™) . Dann ist sicher w)#(ep) # 0 und damit auch
die zugehorige zentrale Projektion in der Darstellung 55)”) Ep = 5(0”)(61)) ungleich null. Das
bedeutet, in der Zerlegung der Darstellung 55)”) tritt jede Darstellung aus dem Spektrum
von IP™ auf. Das ist ein wichtiges Ergebnis, denn es zeigt, daB eine Untersuchung von 55)”)
die Statistik des Sektors [p"] vollstandig erfafit. Ebendies gilt auch im Fall A, # 0, denn aus
5(0”)(61)) = 0 folgt trivial w#(ep) = 0. Die Umkehrung gilt aber auch, denn dann ist ¢ treu,
wenn man.

Damit haben wir gezeigt, dal A, die Statistik des Sektors [p] determiniert. Berechnen
wir nun A, !

Wir fithren die total symmetrischen, bzw. antisymmetrischen Projektoren aus C*(IP(”))

1 1
S, = azp:p, a, = azp:sgn(p)p.

ein:

Satz 9.4 i) Fs gilt:

we(sn) = L (L A)A+2X) (L4 (n = 1A,).
1

: (9.5)
P =21 =20,) (1= (n—1)),).

wyr(an) =

3

ii) Die moglichen Werte von A, sind 0 und :I:% mit d€IN. d ist bei gegebener Linksinverse

eine Invariante des Sektors [p].

Beweis: 1): Zundchst zum symmetrischen Projektor. Die Summe {iber alle Permutationen
148t sich wiefolgt aufteilen: (n—1)! Summanden in denen p(1) = 1 gilt plus die n!—(n—1)! =
(n — 1)(n — 1)! restlichen Summanden. Wendet man w» auf die Teilsummen an, so erhilt
man mit Lemma 9.2

—1
. )‘pwiil(sn—l) .

I
W (sn) = —w,2 (s0m1) +
n
Beachtet man, dafl sich das Vorzeichen einer Permutation &ndert, wenn ein Element aus

einem Zykelmit Lange > 1 entfernt, so folgt fiir den antisymmetrischen Projektor

1 —1
(@) =~y (anm) = =

)‘pwiil (an—l) .

Die Formeln (9.5) folgen durch Induktion, wie wir exemplarisch fiir w#(s,,) zeigen wollen.
Fiir n = 2 ist zunéchst

1 1 1
Wy (s2) = 5 Toh =50 +A).



Induktionsschritt n — n + 1:

i (Sn) = e (sn) + Al (s,) =
- #I(ﬁl[(wxp) I = DA+ LA (L (= 1)A,)) =
1

]

n_l_l)!(l—l-)\p)...(l—l-n)\p).

Zu ii): Als Zustand auf C*(IP(”)) darf w auf s, , a, nicht negativ werden, d.h. die Produkte
in (9.5) miissen fiir hinreichend grofies n einen Faktor enthalten, der null ist. Also muf

(1 4+d),) =0 sein fiir ein d€eIN, d.h. A\, = £d™*, d€IN. |

d, = d heifit statistische Dimension des Sektors [p].

Wie in §7 versprochen ergibt sich als Korollar aus dem, was wir bis jetzt wissen:

Korollar 9.5 Sei pe Ay, . Der statistische Parameter X, ist konstant im Sektor [p] .

Beweis: Gabe es zunéchst zwei Linksinverse ¢y, ¢, von p, die zu verschiedenen statistischen
Parametern Ay, A; fithren, dann miifiten nach Lemma 8.6 auch alle konvexen Kombinationen
von Ar, Ay als Werte des statistischen Parameters auftreten, was nach Satz 9.4 unmoglich
ist. Weiter haben wir zu zeigen, dafl fiir p’ = p A,y = A, ist. Nun ist nach Satz 7.1ii)
ey = Wp(W)e,p(WH YW= wenn p' = owp gilt. Dann ist ¢/ = ¢ o o=+ eine Linksinverse
von p’ und wir rechnen:

A = qb’(ep/) = ¢(W_1W9(W)5PP(W_1)W_1) = gb(p(W)epp(W_l) = )‘pWW_l = A
[ |

Auf die physikalischen Implikationen, die aus diesen Frgebnissen folgen, kann hier aus Platz-
griilnden nicht ndher eingegangen werden. Es sei nur erwéhnt, dafl A, die Statistik so klas-
sifiziert:

e Fiir A, = +d™! findet man para-Bose-Statistik der Ordnung d, d.h. es treten alle
Young-Tableaux mit Spalten der Linge < d auf.

e Fiir A\, = —d™! findet man para-Fermi-Statistik der Ordnung d, d.h. es treten
alle Young-Tableaux mit Zeilen der Lange < d auf.

e I'iir A\, = 0 findet man infinite Statistik ohne Restriktionen an die Young-Tableaux.

Dies wird in [DHRT71], Lemma 5.4, Theorem 5.5 und [Haa92], S.150f, S.168ff vertieft. Dort
findet man auch ein Argument, dafl infinite Statistik in Sektoren mit positivem Energie-
spektrum ausschliefit.

Fiir p € A mit finiter Statistik, d.h. wenn A, # 0 ist, werden wir jetzt — wie in §8
versprochen — die Eindeutigkeit der Linksinversen beweisen. Dazu zunédchst ein technisches
Lemma:



Lemma 9.6 Sei p€ Ay, o eine Linksinverse von p, die wie in Lemma 8.5 als Grenzwert
emer Ladungstransferkette oy, gebildel werde und ¢ sei eine beliebige Linksinverse von p.
Dann gilt:

[(A™A)| = N[ A" Al (9.6i)

S(ATA) > N2o(A7A). (9.6ii)

Mit dem statistischen Parameter N\, = ¢(e,), der nach Korollar 9.5 nicht von der Linksin-
versen abhdingt.

Beweis: Da ¢ normstetig ist, geniigt es, die Ergebnisse fiir A€2(O) zu beweisen. Dann ist
hinreichend grofies k zunéchst Uz A = p(A)Uf . Dann kénnen wir 0.B.d.A ¢, = U; ' p(Uy)
setzen (wenn O im raumartigen Komplement des Lokalisierungsgebietes von p liegt, was

fiir hinreichend grofies k sicher der Fall ist). Damit haben wir U A = p(A)e,p(U}) oder
o(UrA) = X, AU; .
Und mit (8.5) ergibt sich
GAA) > GUFAS (U A) = XU AAT;

(Als positive Abbildung ist ¢ insbesondere selbstadjungiert, deshalb konnten wir im ersten
Schritt ¢(A*) = ¢(A)* verwenden.) Das ergibt (9.6i) und geht man fiir eine konvergente
Teilfolge der oy, zum Grenzwert tiber, so erhélt man (9.6ii). H

Jetzt zur eigentlichen Aussage:

Theorem 9.7 i) Hat p € Ay, finite Statistik, dann besitzt p eine eindeutig bestimmte Links-
inverse ¢.

ii) Die Folge oy, konvergiert gegen ¢ in M .

iii) Fs gibt bis auf Aquivalenz genau eine Darstellung © von 2, so daff wop die Vakuumdar-
stellung enthdlt und der korrespondierende Unterraum enthdlt einen zyklischen Vektor fiir
7. Diese Darstellung ist irreduzibel und lokal normal, d.h. sie ist normal in Finschrinkung

auf jede lokale Algebra A(O), vgl. Def.A.14.

Beweis: Sei ¢ ein Extremalpunkt der Menge der Linksinversen von p, d.h. eine Linksinverse,
die sich nicht in eine Konvexkombination zerlegen 1a3t, und sei ¢y Grenzwert einer konver-
genten Teilfolge der Ladungstransferkette op, . Ist, wie vorausgesetzt, A, # 0, so kann man
¢ schreiben als
2
R

wobei ¢; nach (9.6ii) positiv und damit wieder eine Linksinverse ist. Diese Zerlegung wider-
spricht der Extremalitét von ¢, falls nicht ¢ = ¢ ist. Also hat die Menge aller Linksinversen
nur einen Extremalpunkt und deshalb nur ein Element, nach dem Krein-Milman-Theorem
A.17. Damit ist i) gezeigt. Da wir wissen, daf die Ladungstransferkette oy, eine konvergen-
te Teilfolge besitzt, folgt ii) aus der Eindeutigkeit von ¢. Die Situation in iii) kennen wir
schon aus Satz 8.7. Wir wissen also, daf} eine Darstellung 7 von 2 mit Darstellungsraum
$ existiert, so daf} die Einschrankung von 7o p auf einen Unterraum $; C $ dquivalent ist
zu Ty . dann haben wir wieder

Top(A)V=VA, VAeu,



wobei V eine [sometrie von £y nach $ mit Bild $; ist. Seinun 0 # £ € (A)’ eine Projektion,
dann wird

V'EVA=V*Erop(A)V = Vrop(A)EV = AV'EV, VAe,

d.h. V*EV e’ = C-1. Nach Voraussetzung gibt es eine normierten Vektor £ = Vy, x € $o,
der zyklisch ist fiir 7(2) und daher die Punkte von 7(2)" trennt (im schwachen Sinne). Damit
mufl dann V*EV = ({|E€)g - 1 # 0 sein, und definiert man nun ¢ durch

({[EE)nd(A) = VIER(A)EV, VAel,

so ist dieses ¢ offenbar eine positive lineare Abbildung von 2 nach 2t mit ¢(1) = 1 und erfiillt
die definierende Eigenschaft (8.1i) einer Linksinversen. Also ist ¢ die eindeutig bestimmte
Linksinverse von p und insbesondere unabhéngig von der Wahl von F. Setzt man £ = 1
und vergleicht mit obiger Gleichung, so erhalt man fiir jeden Projektor Fenm(2) :

(EIEESV n(A)V =V Er(A)EV =V'r(A)EV, VAeu,
und nimmt man Erwartungswerte in y, so folgt

({lEE)n = (Llm(A)f)o = (EIT(A)E g, VAU

Da € zyklisch ist fiir 7(21) folgt aus dieser Gleichung F¢ = (£|E€)s€ und daraus ergibt sich
notwendig F = 1. Das bedeutet, 7 ist irreduzibel. Auflerdem ist der reine Zustand wy o ¢
ein Vektorzustand von m, ndmlich der durch den Vektor VQ gegebene Vektorzustand:

wo 0 P(A) = wo(Vr(A)V) = (VQIr(A)VQ)g, VAL,

was nichts anderes bedeutet, als da§ 7 unitdrdquivalent zur Darstellung m, aus Satz 8.7 ist,
womit die Eindeutigkeit dieser Darstellung bewiesen ist. Zuletzt ist wg o ¢ lokal normal als
Grenzwert einer Folge wy o oy, lokal normaler Zusténde, d.h. 7 selbst ist lokal normal. [ |

Bevor wir uns nun — wenn auch nicht in so grofler Ausfiihrlichkeit — reduziblen p zuwenden,
folgt zunéchst ein Einschub {iber die Kovarianz von Morphismen, den wir dann unmittelbar
benétigen werden.

§10 Kovariante Morphismen

Wir sammeln nun einige Aussagen iiber kovariante Morphismen, von denen die wichtigste
das Ergebnis ist, da} die Menge der kovarianten Morphismen abgeschlossen ist unter Pro-
dukten. Dies wird uns in §11 zustatten kommen. Alles in diesem Abschnitt gesagte gilt ganz
allgemein, also auch in 1 + 1 Dimensionen.

Was wir im wesentlichen zu tun haben, ist, Kovarianzoperatoren fiir Produkte von Mor-
phismen zu bilden. Dazu zunéchst fithren wir zunachst folgenden Begriff ein:

Bezeichne im Folgenden py, den durch L €P ,verschobenen® Morphismus:
VLEP, p€A: ppr=apopoaj’. (10.1)

Bemerkung 10.1 Fir jedes pe A(O) und LEP ist p, lokalisiert in LO .



Beweis: Sei pe A(O), AcA(LO"). Dann ist pr(A) = ar(p(az'(A)) = ar(a;'(A)) = A,
da a7'(A)eA(0). H

Sei nun U, die unitére Darstellung von P im Sektor [p], d.h. diejenige, die die Kovarianz
von p induziert, Uy die im Vakuumsektor. D.h. es gilt ar(A) = Ug(L)AU(L)™', VAe
(wie {iblich identifizieren wir hier % mit seiner Vakuumdarstellung). Dann erhalt man mit
(5.4):

p1(A) = an(U,(L) p(A)U(L) = Uo( L)U,(L) ol AV L)Uo( L)

Es ist jetzt leicht zu sehen, daf} gilt:

Lemma 10.2 Sei p€ A . Dann ist py, dquivalent zu p . Die Aquivalenz wird vermittelt durch

pr=0x,p  mit Xi(p) = Ug(L)U)(L)™". (10.2)

Beweis: Wir haben nur noch zu zeigen, dafl X € 2 gilt, was aber sofort aus Lemma 5.11

folgt. H

Man kann das alles auch nachrechnen, ohne my wegzulassen. Das ist in [DHR69b], Abschnitt
IIT durchgefithrt — diese Rechnungen rechtfertigen aber unser Vorgehen nur, denn solange
die Vakuumdarstellung treu ist, kénnen wir den Observablenanteil der Kovarianzoperatoren,
der ja eigentlich unter my stehen miifite, mit seinem Bild in dieser Darstellung identifizie-
ren, wie wir das bisher immer bei Observablen getan haben. Wir sehen also, dafl Xy die
superselection-Ladung p von O nach LO verschiebt. X7, ist ein Ladungstransferoperator.

Die Transfer-Operatoren erfiillen eine wichtige sogenannte Kozykel-Identitdt:
Lemma 10.3 Fir Ly, Ly,eP, peA gilt:

XL2L1(IO) = Oy, (XLI (,0)) XL2 (,0) : (103)

Beweis:
ar, (X1, (p) X1, (p) = ap,(Uo(Li)U,(L1) ™" )Us(L2)Uy( L)™' =
= Uo(La)Uo(L1)Up(L1) ™ Uo(L2) ™ Uo(L2)U,p(L2) ™" =
= Uo(L2L1)Up(L2L1)™ = X1, (p) -
[ |

Mit den Begriffen aus §6 kann man das auch viel schoner zeigen: X (p) ist ja ein In-
tertwiner von p nach pr, d.h. X1(p) = (arpai'|Xr(p)|p). Das stellt sich graphisch so
dar:

-1
ap P aL

| | (pr|Xzlp)

p



Die einzige Moglichkeit, X1,1,(p) € (pr,1,|p) aus solchen Intertwinern zu konstruieren (ohne
Uberkreuzungen zuzulassen) ist offenbar:

L \_\J (PL2L1|05L2 (XLl(p))|pL2)
(P, XL, (p)Ip)

Zunachst wendet man Xp,(p) an, und fiigt dann ar, (X, (p)) ein, denn nach Bem.6.4iii)
ist ar,(Xr,(p) € (ap,ar, paglar)|oap,par)), also ist nach Punkt i) derselben Bemerkung
ar, (X1, (p) X5, (p) der gewiinschte intertwining Operator aus (pr,r,|p) -

T —T

Die Abbildungen Xj sind Kozykel in der Gruppenkohomologie von P, die durch
die Kovarianzautomorphismen induziert wird: Betrachten wir den Raum der Abbildungen

C™(P,4), das ist die Menge der Abbildungen aus dem n-fachen Produkt von P in die

Gruppe U der unitédren Operatoren in 2 :

CUPU)SX: Px ... xP— i,
~————
n mal (104)
X (Ll, ---yLn)'—>XL1,...,Ln-

Die Sequenz {C"(P,4)}>2; wird zum Kohomologie-Komplex durch Einfithrung der Ko-
rand-Abbildung 0:

9 C"(P,8l) —s C"FL(P, ),

n )i
(aX)Ll, ooy, Ly EOéLl(XL2, ...,Ln+1) ) 21;11 Xél,)...,Ll‘L,‘.H, coosLpgr (105)

Man rechnet leicht nach, dafi 90X = 1, ist. Ein X € C"(P, ) heifit nun n-Kozykel, wenn
schon dX = 1 gilt. Fiir n = 1 lautet die Kozykelbedingung nun

(aX)Ll Ly = 0L, (XL2) ijllLQ XL1 =1 )

d.h. fiir jeden kovarianten Morphismus p ist X1 (p) wegen (10.3) ein P-1-Kozykel.

Fiir jeden kovarianten lokalisierten Morphismus p findet man also eine Familie X ;(p) =
(pr|XL(p)|p) von Intertwinern, so daf die Operatoren X, stark stetig von L abhéngen (da
die Darstellungen U, und Uj stark stetig sind) und die Bedingung (10.3) erfiillen. In der Tat
ist die Umkehrung dieser Aussage ebenfalls wahr und wir haben:

Satz 10.4 Genau dann ist ein lokalisierter Morphismus p von 2 kovariant, wenn eine Fa-
milie von Intertwinern X 1,(p) = (pr|Xw(p)|p) existiert, so dafi Xy, stark stetig von L abhéingt
und (10.3) erfillt ist.



Beweis: Wir haben nur noch die Umkehrung zu zeigen, sei also p ein lokalisierter Morphismus
und eine Familie von Intertwinern wie oben gegeben. Wir definieren

U(L) = Xp(p)"'Us(L), YLEP, (10.6)

und zeigen, daB damit eine Darstellung von P gegeben ist, die die Kovarianzbedingung (5.4)
fiir lokalisierte Morphismen erfiillt (die starke Stetigkeit ist klar). Diese rechnen wir zunéchst
nach: Seien A€, L €P beliebig vorgegeben, dann ist

Up(L)p(A)U,(L)™H = X (
= Xe(p)” 1@L(p(A))XL( ) = Xr(p) " ar(plag (ar(A)))) Xi(p) =
( ,)OL(OéL(A)) 1(p) = plan(A)XL(p) = Xi(p) =

p also kovariant. Wir miissen nun noch zeigen, dafi die U,(L) eine Darstellung von P bilden.
Zuniachst ist

Up(La2Ly) = X1,1,(p) " Uo(La)Uo(Ly) = XL, ary (X1, (p) ™) Uo(La)Uo(L1)
mit (10.3). Nun ist (wieder mit der Poincaré-Kovarianz im Vakuumsektor)
Uo(L2) ™ ar, (X, ()" )Uo(L2) = X1, (p) ™",
und wir finden
Up(LaLy) = X1,(p)™ X1, (p) " Uo(L2)Us( L) = Up(L2)Uy( L),
womit die Darstellungeigenschaft bewiesen ist. H

Zu beachten ist, daB in (10.6) eigentlich mo(XL(p)) 'Us(L) stehen miifite — Xy (p)~' ist
der Observablenanteil Uy(L) der nichtlokale Anteil des Kovarianzoperators. Der folgende
Korollar schliefit eine Liicke aus Kapitel §1 und macht klar, was man beachten muf}, wenn
man 7y iiberall mitschleppt.

Korollar 10.5 FEin zu einer kovarianten Darstellung positiver Energie aus dem Sektor [r]
gehoriger Morphismus p ist ebenfalls kovariant und besitzt positives Energiespektrum.

Beweis: Gegeben einen Repréasentanten 7 aus [7] und die zugehorige Darstellung U, von P
bilden die Operatoren ~ o
X5(m) = Uo(LYUL(L)™", LeP, (10.7)

einen unitiren P-1-Kozykel in B($,) beziiglich der Wirkung

d.h. es gilt
X~ (7'[') == AdUo(Ll)(X~

L1L2 L2

Dabei ist die Wirkung von U, (L) auf $, definiert durch

)X

Ly~

Un(L)|g, = VULV,



A

wenn V ein unitiarer Operator von $, nach $q ist, der die lokale Aquivalenz von 7 und
7o vermittelt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir V' dabei so wihlen, daf3
Tlaony = molaory fiir einen gewissen Doppelkegel O ist (vgl. Satz 5.5). Dann rechnen wir

fiir L €P nach:
T(A(LO")) = Un(L) m(A(O") U (L)™' = Ur(L) mo(A(O")) U (L) 7" =

= U (L)Us(L) ™ mo(A(LO")) Up(L)UR (L)~ = Xz (m) " mo(A(LO")) X5 (7).

(10.8)
Fiir ein A€A(O') NA(LO") bedeutet dies
m(A) = mo(A) = Xz (m) " mo(A) Xz (7)
was wegen der Haag-Dualitét im Vakuumsektor nichts anderes heifit, als
X;(m)em(A(OV LO)). (10.9)

Da die Vakuumdarstellung treu und der Vakuumvektor zyklisch und separierend ist, gibt es
zu jedem X3 (7) genau ein X5(p) €A(OV LO), so dafl

mo(X7(p)) = X;(x). (10.10)

ist. Man sieht unmittelbar, dafl X3(p) ein P-1-Kozykel in 4 beziiglich der Wirkung von
az = qy, ist, der die Bedingungen von Satz 10.4 erfiillt. Das heifit

P oL Ul(L) = mo(Xz(p) ™ )Uo(L), (10.11)

induziert die Kovarianz von p, was man analog zum Beweis des obigen Satzes nachrechnet.

Wir sind jetzt sehr nahe daran, unter Benutzung des obigen Satzes beweisen zu kénnen,
dafl Produkte kovarianter Morphismen kovariant sind. Die dazu nétige Familie von Intert-
winern von papy nach (p2p1)r finden wir, indem wir das x—Produkt bilden:

X 1(p2) x X1(p1) = (pzrprnl X(p2)p2(X1(p1))lp2p1) (10.12)

wobel porpip = ozL,ogozEloszlozZl = ozL,oz,olozil = (p2p1)r ist. Wenn man das graphisch
darstellt wird man auf eine neue Konvention gefiihrt:

ap'pr apagp'py op az' py ., P2 oL
P1 P2 P1 P2

Dieser Intertwiner geht ja nach aj'pypiar, d.h. die Automorphismen in der Mitte heben
sich weg. Dies miissen wir so darstellen kénnen, daf die mittleren 7', ar nicht mehr als
Endpunkte von Intertwinerlinien auftreten, was wir auf konsistente Weise erreichen kénnen,
indem wir die ,losen Enden* verkniipfen (die Markierung mit dem identischen Morphismus
dient nur der Deutlichkeit, ist aber prinzipiell redundant).



Lemma 10.6 Seien p1, p2€A. X (pap1) definiert durch
Xi(p2p1) = X1(p2) x Xip(p1), (10.13)
erfillt (10.3).

Beweis: Das konnen wir nun graphisch zeigen. Zunéachst ist Xp,1,(p2p1) = Xi,0,(p2) X
X 1,1, (p1) und das wird dargestellt durch

aijagf!ojho% aZ;aonLlaLQ aio%l\ p1 P2 le jLQ

P1 P2 P2

wendet man die oben eingefithrte Konvention an, so erhéalt man das Diagramm auf der
rechten Seite und das ist nichts anderes als oz, (X1, (p2p1)) © X 1,(p2p1) - [ |

Im Prinzip war das eine Anwendung von (6.7). Diese Rechenregel kann man aber erst verwen-
den, wenn man die vier innenliegenden Automorphismen eliminiert hat. Die waagerechten
Identitatslinien zwischen p; und ps sind offenbar redundant!

Damit haben wir jetzt:

Lemma 10.7 p1, p2 €A = pep1 €A
Beweis: Um Satz 10.4 auf pyp; anwenden zu kénnen, miissen wir nur noch zeigen, dafl

XL(,Oz,Ol) = XL(Pz)P2(XL(P1)) )

stark stetig in L ist. Nun ist die Darstellung 7y 0 p, lokal normal und jeder der zwei Faktoren
auf der rechten Seite der obigen Gleichung hat Norm 1. Deshalb ist ihr Produkt stark stetig.

|

Explizit finden wir:
Korollar 10.8 Durch

Upoo (L) = p2(Xp(p1)) U, (L), Vpi,,p€A, LEP, (10.14)
ist die Darstellung der Poincarégruppe im Sektor [pap1] gegeben.
Beweis:

Xr(pap1) = Uo(L)Up,p ()™ = Xi(p2)p2(Xp(p1)) = Uo(L)U,, (L)™' p2(XL(p1)) 4

woraus unmittelbar die behauptete Darstellung folgt. H

Als interessante Anwendung zeigen wir noch



Lemma 10.9 Ist pe A(O) ein Automorphismus, so ist auch p~* € A(O) und es gilt

Uy1(L) = p " (Xp(p))Uo(L), VLEP. (10.15)

Beweis: Zunachst ist p~! natiirlich genauso lokalisiert wie p, denn VA€R(O') : p~'(A) =
p~t(p(A)) = A. Weiter rechnet man:

T Xp(p) ™t =
AN Xe(p)™) =
“Har(plap (an(p™(A))))) = p~ (ar(A)),

wie behauptet. |

L
=
I~
—~
)
Nu?
o
o
~
—~
)
L
—
~—
-
— D

Eine Warnung ist an dieser Stelle angebracht: Wir haben oben nirgends sauber zwischen
Observablen- und nichtlokalem Anteil der Kovarianzoperatoren unterschieden. Das ist, wie
oben schon erwéhnt, auch unwesentlich, solange die Vakuumdarstellung 7y treu ist. Wenn
wir spéter in Kapitel IV auf eine nicht mehr treue Vakuumdarstellung treffen, miissen wir

in alle Formeln fiir Kovarianzoperatoren diese wieder explizit hineinschreiben, zum Beispiel
lautet (10.14) dann:

Upopr (L) = mo(p2(Xe(p1)) ™), (L) (10.16)

§11 Reduzible Morphismen

Setzen wir nun die Analyse der Statistik fort. Zuvor sei festgehalten, dafl fast alle Aussagen
dieses Abschnitts auch in 1 + 1 Dimensionen gelten, was uns noch sehr niitzlich sein wird.

Unser Ziel wird sein, reduzible kovariante Morphismen in endliche direkte Summen irre-
duzibler kovarianter Morphismen zerlegen, was, wie wir sehen werden nur méglich ist, wenn
keine irreduzible Komponente von p infinite Statistik besitzt. Das ist eine Verallgemeinerung
des Begriffs finite Statistik, von der wir zeigen kénnen, daf sie d&quivalent ist zu folgender

Definition 11.1 FEin Morphismus p € A heifit finit, wenn eine Linksinverse ¢ von p
evistiert mit 0 & speco(e,), d.h., wenn ¢(c,) ein beschrinkt invertierbarer Operator ist.
Fine Linksinverse, die diese Bedingung erfillt heifst spezielle Linksinverse wvon p. Die
Menge der kovarianten finiten Morphismen wird mit Ag, bezeichnet.

Schaffen wir es nun, jeden finiten Morphismus zu zerlegen, dann insbesondere auch kovarian-
te finite Morphismen, und dann wissen wir mit Satz 5.8, daf} die irreduziblen Komponenten
wieder kovariant sind. Bei dieser Zerlgung wird nebenbei herauskommen, daf} die Stati-
stik finiter reduzibler Morphismen eine Summe der am Ende von §7 gefundenen Statistik
irreduzibler Morphismen mit finiter Statistik ist.

Das Werkzeug, dafl die Zerlegung erméglicht, werden die Linksinverse des finiten Mor-
phismus’ p und der statistische Operator ¢(c,) sein. Beginnen wir mit einem einfachen
Resultat iiber das Spektrum des statistischen Operators.

Satz 11.2 Sei ¢ eine Linksinverse fir p€ A und F' eine Spektralprojektion des selbstadjun-
gierten Operators A = ¢(e,) zu {t R | |t| > 6} mit 6 > 0. Dann gibt es hochstens m < oo
viele orthogonale Projektionen F;€p(A)', i =1, ..., m mit b; < F.

Y
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Beweis: Sei I € p(2)" eine Projektion mit 0 < I/ < I und seien p € A(O), p€ A(O) mit
OX O und sei U € (plp) unitar. Dann gilt insbesondere £ € p(A(O') = A(O'") = A(O) und
somit p(F) = F. Benutzten wir p als Hilfsmorphismus fiir die Definition des statistischen

Operators so gilt mit (7.1) ¢, = U™ 'p(U). Weiter gilt aufgrund der Intertwinereigenschaft
von U: U™'p(E) = U™'E = p(E)U~". Damit findet man

U E = p(BYU = p(B)eplU)
Nun kann man E = E? auch schreiben als £ = (U7'E)*(U~'E) und mit (8.5) ergibt sich
S(E) > H(ULEyS(UE) = UNEAUT.

Nun gilt [[UAEAUY| = ||[AEA] = [[(EA)*EA|| = ||[EA|* = [[AE|]*, und aullerdem gilt

natiirlich ||[AF|| > ¢ und weil EF = FE = E (F ist ja ein Unterprojektor von F') auch

|IAE] > 6, d.h. [[A]]* > 6. Damit haben wir also letztendlich ||¢(FE)|| > ¢*. Nun folgt

aus F € p(A), daB ¢(E) € A = C-1 ist. Also gilt ¢(E) > 6*- 1. Sind nun Fy, ..., E,

wechselweise orthogonale Projektionen mit F; < F' und damit f: E; < F'. Dann gilt wegen
7=1

der Positivitdt und Linearitat von ¢:

was nichts anderes bedeutet, als m < §72. |

Korollar 11.3 i) Fir p € A besitzt ¢(c,) abzihlbar diskretes Spektrum dessen einziger
moglicher Haufungspunkt 0 ist.

i) Ist p € A sogar finit, so ist speco(e,) gleich {\1, ..., An}, m < oo, d.h. ¢(g,) =
f: Aj - Fy wobei Iy die Eigenprojektion zum Eigenwert A; bezeichnet.
7=1

Beweis: i): Da ¢(g,) € p()" ist, ist auch {p(e,)}" C p(~A)". Das heifit, jede Spektralprojektion
von ¢(e,) liegt in p(2A)". Auf jede solche Spektralprojektion kann man den vorigen Satz
anwenden, woraus folgt, dafl das Spektrum spec ¢(g,) auBerhalb jedes Intervalls [—§, d] eine
endliche, diskrete Menge sein muf. ii) folgt unmittelbar aus i). H

Erinnern wir uns an Satz 5.8, so erscheint es fiir unser jetziges Vorhaben niitzlich, Linksin-

verse fiir direkte Summen p = @ p; und Unterdarstellungen p|g zu besitzen.
J

Lemma 11.4 Sei ¢ eine Linksinverse fir pe A und seien S, T €(p|p1) . Dann gilt:
i) P(SAS*) = 1 (A)Pp(S5*), YAEY, wobei ¢y eine Linksinverse fir py ist.
i) §(Sep, I7) = T¢(e,)5 .
iii) Ist py irreduzibel, dann gilt:
P(Ee k) = Ed(e,) B = A o(E)E,

wenn S*S =1, S5 = F ist.
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Beweis: Angenommen es wire ¢(.55%) = 0. Dann folgt aus der Positivitat von ¢, dal auch

d(SAS*) =0 gilt fiir alle A€A. Sei also nun ¢(S55*) # 0. Dann definieren wir ¢; durch
1
P(55%)

Offenbar ist ¢; eine Linksinverse fiir p; (beachte, daff ¢(.55) € (¢]¢) ein Skalar ist) und damit
ist i) gezeigt. Mit Lemma 7.9 konnen wir folgende Rechnung ansetzen:

P1(A) =

H(SAS™), VAew. (11.1)

(S X Ipl) o 5(1017101) o (T* X Ipl) = 5(101710) o (Ipl X S) o (T* X Ipl) =
—c(prp)o (T x 1) o (I, % §) =
=L, xT")oe(p,p)o (I, xS).
Wendet man ¢ auf diese Gleichung an, so folgt ii). Mit i) findet man weiter ¢(Se,, 5*) =
d1(£,5,)O(E) A, o(F) und mit ii) folgt A, o(E) = S*¢((p, p))S . Und deshalb gilt schlieBlich,

wenn man nocheinmal ii) benutzt:

Ao SH(E)S™ = E¢(e(p,p))E = (Ee(p,p)E),

(beachte, dai E € (p|p) selbstadjungiert ist). Man sieht, dafl dies iii) ist, denn ¢(F) ist ein
Skalar und kommutiert deshalb mit S. H

Satz und Definition 11.5 i) Seien ¢y, ..., ¢, Linksinverse firpy, ..., pm , respektive.
Sei weiter p = é pj, d-h. es gebe Isometrien Vi € (plp;) mit ViV = 65 -1, S V;VE =1
=1 J
und p(A) =3 Vip;(A)V:, VA€, Wir definieren eine konvere Kombination
J

P(A) = ichbj(\/j*AVj), VA€A. (11.2)

i=1

mit ¢; >0, > ¢; =1. ¢ ist eine Linksinverse fir p. Weiter gilt
J

m

Ple,) = chvjﬁbj(%)vj*- (11.3)

i=1

ii) Sei ¢ eine Linksinverse fir p € A und 0 # FE € (p|p) ein selbstadjungierter Projektor.
Wihle p|lg so, daf$ eine Isometrie V € (plp|g) existiert mit VV =1, VV* = E. Dann
definiert

Gol(A) = H(E) T H(VAVT), (11.4)

eine Linksinverse von p|g und es gilt

Dol (Eplp) = P(E) 'V (e,)V . (11.5)

Beweis: i): Die Hauptaussage ist klar. Nach Lemma 11.4ii) gilt ¢;(V;%e,V;) = Vi¢;(s,, )V,
woraus die Gleichung fiir ¢(e,) folgt. ii): Die Definition der Linksinversen ist natiirlich nach
Lemma 11.41) und die Gleichung fiir ¢, (e,|,) folgt aus ii) des Lemmas. H

Als Fingeriibung zeigen wir, dafl die Eigenschaft eines Morphismus finit zu sein, sich auf
seinen ganzen Sektor erstreckt.



Bemerkung 11.6 Isi p€ A finit, so auch jedes p€[p].

Beweis: Sei ¢ eine spezielle Linksinverse von p und sei V € (p|p) unitar. Setzt man S =V in
Lemma 11.41), so bekommt man eine Linksinverse ¢, von p; mit ¢1(g,,) = V*é(e,)V nach
Satz 11.5i1). Das bedeutet, ¢;(z,, )™ = V*¢(e,) "'V ist beschrankt invertierbar.

Damit haben wir alles, um die Maschinerie zum laufen zu bringen.

Satz 11.7 Ist p ein finiter Morphismus, so ist p eine endliche direkte Summe trreduzibler
Morphismen mit finiter Statistik.

Beweis: Betrachten wir wieder die Zerlegung von ¢(¢,) in f: A; - F; aus Korollar 11.3ii).
7=1

Durch die F; wird dann auch eine Zerlegung p = @ p; gegeben. Wendet man Lemma 11.2
J

an, so stellt sich heraus, da jedes p; in eine endliche direkte Summe von irreduziblen
Morphismen zerlegt werden kann: p; = @ p; ;. Diese Zerlegung korrespondiert zu der Zer-
2

legung von F in wechselseitig orthogonale Projektoren aus Lemma 11.2: F; = 3" E; ;. Die
3

E;r bilden also ein Orthogonalsystem von minimalen Projektoren in (plp), F;x < Fj.
Das bedeutet, dafl die p;; irreduzibel sind. Bleibt zu zeigen, dafl die p;; finite Stati-
stik besitzen. Zunédchst haben wir ¢(FE;;) > 0, wenn ¢ eine spezielle Linksinverse fiir p
ist. Weiter wahlen wir Vi € (plpjx) mit V3 Vip = 1, V;, V5 = Ej). Setzt man dann
V=V,,, F=FE,;in Satz 11.5ii), so erhdlt man Linksinverse ¢, fiir p; ;. Da p; irredu-
zibel ist, gilt ¢;1(c,,,) = A, - 1. Wir zeigen, da8 A, , # 0 gilt: Denn nach Lemma 11.4iii)
gilt, wenn wir dort S =V, £ = E;; setzen:

Bipd(ep) i = Ny, (Ejp) Ejge .

aber nach i) desselben Lemmas ist ¢(c,)F; = A, Fy und E; Iy = FiE; ) = Ej ., da B <
Fy . Deshalb ist Ejr¢(c,)E;r = A, Ejx und daraus folgt A, -1 = A,  &(F;x), dh. A, #0
und damit ist p;; finit. H

Nun fiillen wir noch die Liicke, die im Beweis von Satz 5.8 geblieben war, als es darum ging,
die Kovarianz von Unterdarstellungen und direkten Summen zu zeigen.

Bemerkung 11.8 Sind p, p' € A finit, so ist der Intertwinerraum (p'|p) endlichdimensio-
nal.

Beweis: Klar nach Satz 11.7 und Bem. 6.4ii). [ |

Satz 11.9 Ist pe A finil, so gilt

i) Es gibt nur eine stark stetige, unitire Darstellung U, der Poincarégruppe , die die Kova-
rianzbedingung (5.4) erfillt.

i) U(L)ep(A)", VLEP.
iii) Sind p1, pa €A finit und R = (p2|R|p1), dann gilt auch RU, (L) =U,(L)R, YLEP.



Beweis: ii) folgt unmittelbar aus iii), wenn man p; = ps = p setzt. i) folgt ebenfalls aus iii),
denn fiir zwei Darstellungen U, 1, U, ; der Poincarégruppe , die die Kovarianzbedingung
erfiillen, kann man R = I, wahlen. Zu iii): Seien p, p’€ A, R€(p'|p). Dann definieren wir
durch
R Ry = Up(L)RU,(L) " € (0']0),

eine stark stetige, unitare Darstellung auf (p’|p). Um das zu zeigen, miissen wir (p’|p) mit
einem geeigneten Skalarprodukt versehen. Betrachten wir dazu zunéchst Wirkung von P auf
der C*-Algebra (p|p) = p(A)’". Diese Algebra ist nach Satz 11.7 eine endliche direkte Summe
von Matrizenalgebren (die von den minimalen Projektoren in p(2) erzeugte Algebra. Da
das Zentrum von (p|p) diskret ist, muf} es aus Stetigkeitsgriinden punktweise invariant unter
der oben definierten Wirkung von P sein. Also wirkt P durch Automorphismen auf jeder
einzelnen der Matrizenalgebren. Sei w ein Zustand der proportional zum Spurzustand auf
jeder der Matrizenalgebren ist, dann ist w ein treuer Zustand auf (p|p) und invariant unter
der Wirkung von P . Dann definieren wir das P-invariante Skalarprodukt auf (p’|p) durch

(RIR') = w(R*R').

Dieser Intertwinerraum ist nun aber endlichdimensional nach obiger Bemerkung. Da keine
nichttriviale unitére, stark stetige, endlichdimensionale Darstellung von P existiert, muf die
obige trivial sein und das nutzen wir, um die Behauptung zu zeigen: Es gilt dann n&mlich

R =Ry =Uy(L)RU,(L)™" = U,(L)R = RUy(L),
wie erwiinscht. [ |

Wir wissen nun also, da} die Menge der kovarianten Morphismen abgeschlossenen Mor-
phismen abgeschlossen ist unter direkten Summen, Produkten und Unterdarstellungen (vgl.

Satz 5.8).

Wir kénnen jetzt mit Satz 11.9 alles auf kovariante Morphismen anwenden.

Korollar 11.10 i) Jeder finite Morphismus p € A ist in eine endlichen direkte Summe von
Morphismen p; € Ay, mit finiter Statistik zerlegbar:

P =P (11.6)
=1

ii) Das Produkt von pipz mit finiten p1, pay € A ist in eine endliche direkte Summe von
kovarianten irreduziblen Morphismen mit finiter Statistik zerlegbar:

=1

Beweis: 1) folgt aus Satz 11.7 und der Tatsache, dafi Unterdarstellungen kovarianter Mor-
phismen wieder kovariant sind, d.h. aus Satz 5.8. ii) folgt aus i) und Lemma 10.7. H

Lemma 11.11 Sei p = é p; eine endliche direkte Summe kovarianter finiter Morphismen
j=1

p;EA, =1, ..., m. Dann ist auch pEA finit.



Beweis: p € A folgt aus Satz 5.8. Seien ¢; Linksinverse fiir p; und V; wie in Satz 11.51).
Wihle wie dort eine Linksiverse ¢ fiir p aber mit¢; >0, j =1, ..., m. Dann ist ¢(¢,)”" =

‘21 cj_legbj (¢p,)7"V;", denn man rechnet nach:
]:

(i c;le(sp])‘lvf) “Ble)= > T lerVidi(e,, )T ViVid(e,, )V =
J=1 k=1

= 3 Vioslen) Mol = SV =1

Dies ist ein beschrankter Operator und daher ist p finit. H

Korollar 11.12 Genau dann ist p € Ag,, wenn p eine endliche direkte Summe von Mor-
phismen mit finiter Statistik aus A, ist.

Beweis: Das folgt aus Korollar 11.10 und Lemma 11.11. H

Wir fithren nun ein wertvolles Hilfsmittel fiir die Behandlung finiter reduzibler Morphismen
ein.

Definition 11.13 Fine Linksinverse ¢ von p € Ag, heifst standard, wenn

¢(ep)"9(ep) = Ble,)b(e,)" € C\{0} -1, (11.8)

d.h. ein Skalar ist.

Das scheint zunéachst eine strenge Bedingung an einen Operator, von dem wir a priori noch
nicht viel wissen, doch 18t sie sich immer erfiillen:

Bemerkung 11.14 Jedes p € Ag, besitzt eine Standard-Linksinverse ¢ .
Beweis: Wir wissen nun, dafl p eine endliche direkte Summe von Morphismen p; € Ay, mit

finiter Statistik ist und daf eine Linksinverse von p wie in Satz 11.51) definiert werden kann.
Mit der dortigen Formel rechnen wir fiir ¢(g,)*¢(e,) aus:

P(e,) 9le,) = 2ok C;Ckvjqu(gm)*vj*vk?b(gpk)% =
=2 |Cj|2)‘,2)]VjVj* =2 |Cj|2)‘2] 1
Wihlt man z.B. alle ¢; # 0 so ist auch ¢(g,)* # 0. H
Korollar 11.15 Ist ¢ eine Standard-Linksinverse von p € Agy , so gilt

(A=A = llo(e,)* 1 AAl, (11.9)

d.h. ¢ ist treu.



Beweis: Es reicht, (11.9) fiir A€(O) zu priifen. Sei U = (p'|U|p) ein unitérer Intertwiner
und das Lokalisierungsgebiet von p’ liege raumartig zu p und O. Dann gilt p(B) = U~'BU
und e, = U™ p(U). Dann wird mit (8.5):

(A" A) = U AV U1 A) = Sp(A)U )V G(p( AU = $(U) A" AG(U) =
— Ud(es) A" Ad(e,) U

woraus die Behauptung folgt, denn ||&(e,)|| " ¢(s,) ist unitér. H

Korollar 11.16 Ist p € Ag, und E € (plp) ein selbstadjungierter Projektor, dann ist der
zugehdrige Morphismus plp ebenfalls in Ag, .

Beweis: die Kovarianz folgt aus Satz 5.8. Die Zerlegung p = p|g @ p|y_p kann zu einerZer-
legung in irreduzible Komponenten verfeinert werden. Wenn gezeigt ist, dafy diese Kompo-
nenten finite Statistik besitzen, dann folgt aus Korollar 11.12, dafl auch p|g finit ist. Das
ist aber klar, denn die Zerlegung von p in irreduzible Komponenten ist eindeutig bis auf
Umordnung und unitéraquivalenz, d.h. man findet im wesentlichen immer die Zerlegung aus
Satz 11.7 und deren Komponenten sind finit. |

Was fiir Summen und Unterdarstellungen recht ist, sollte nach Korollar 11.10ii) fiir Pro-
dukte nur billig sein. Konstruieren wir also Linksinverse fiir Produkte kovarianter finiter
Morphismen.

Lemma 11.17 Seien py, ps € Agn und ¢y, @9 spezielle Linksinverse fir diese Morphismen.
Dann ist ¢y 0 ¢y eine Linksinverse fir p1ps €A und es gilt:

(¢20 @1 )(€p10,) = P1(€p,) X daley,), (11.10)
d.h. b21(2p ) = D1(g,, )p1(P2(ep,)) -

Die obige Formel fiir die Komposition der verallgemeinerten statistischen Parameter kann,
wie wir im Beweis gleich sehen werden, nicht in 1 + 1 Dimensionen gelten. Aufgrund der
komplizierteren Struktur der Zopfgruppe werden wir dort ein etwas anderes Ergebnis finden,
was aber nichts daran &ndern wird, dafl pypy auch dort finit sein wird.

Beweis: p1p2 € A gilt nach Lemma 10.7. Seien p; € A(O;), ¢ = 1,2, p1ps € A(O)
(Wir erinnern uns, daf O der kleinste Doppelkegel ist, der O; U Oy enthélt). Nun kénnen
wir unitare Intertwiner (p1|Uilp1), (p2|Uslps2), mit py € A(@l), P2 € A(@z) wahlen, so
daf} @1X@2, @1XO, @QXO und wenn O das Lokalisierungsgebiet von pip, bezeichnet
O) O gilt. Dann sind nach Definition (7.1) ,, = U7 p1(U1),2,, = Uy ' pa(Uy) und ¢,,,, =
p1(U2)7 U7 prpa(Urpr (U3)) -

Ky B



In mehr als 1 + 1 Dimensionen kénnen wir die Lokalisierungsgebiete sogar so wahlen, dafl
p1(Uz) = Uy und pa(Uy) = Uy gilt. Weiter rechnen wir aus:

Uspa(d1(ep,)) = Uapa(d1 (U 1)) p2(Ur) = pa(dr (U7 1) U1 Uy = o1 (U ) ULU = ¢4(2,,) Uz,

wobei wir im vorletzten Schritt Bem.8.2ii) benutzt haben. Setzt man also Ay = ¢1(¢,,),
Ay = ¢a(e,,), so gilt AUy = Uspa(Ar) und genausoleicht rechnet man Ayly = Uppy(Asg)

aus. Damit wird

G201 (Ep10,) = G201 (p1(U2) MU prpa(Uspi (U2)) = ¢2(Us o1 (U )) Ui (U2)
= 62Uz ' on (U7 i (UD))UT ) Uipr (Uz) = Go(Us "M U Uspi (Us) =
= G2(p2( AU UT ) Uipi (Uz) = Mio(U5 UL Ui pr (U) =
= Mo(Uy ' UTURUL = Moo (U3 9o (U )) UL = Moo (p2 (U U UL =
= MUT (U 1)UL = M UT AUy = Agpi (M),

und das ist die behauptete Gleichung. H

Mit Hilfe der Standard-Linksinversen kénnen wir nun den Begriff der statistischen Dimension
eines Sektors verallgemeinern.

Definition 11.18 Sei ¢ eine Standard-Linksinverse von p € Ag, . Dann heifst

dy = |lé(z)17 (11.11)

statistische Dimension des Sektors [p] .

Nun miissen wir natiirlich zeigen, daf} diese Definiton {iberhaupt wohl ist. Dabei werden wir
zugleich ein tieferes Versténdnis der Struktur finiter reduzibler Morphismen gewinnen.

Bemerkung 11.19 i) Sei p€ Ag, und E€p() ein selbstadjungierter Projektor. Dann gilt
p(E)>d? 1. (11.12)
ii) p ist eine direkte Summe von hochstens di irreduziblen Morphismen mit finiter Statistik.

Beweis: i): Nach Definition ist di eine obere Schranke aller Eigenwerte von ¢(e,). Die

Aussage folgt dann fiir jeden beliebigen Projektor aus Satz 11.2. H
Bemerkung 11.20 Fir p;€ Agn, 1 =1, ..., n gilt

doy o pn=dp - ... d,, . (11.13)
Beweis: Klar nach Lemma 11.17 un den Definitonen. H

Wir wissen schon, daf} die durch (11.2) definierte Linksinverse einer direkten Summe nach
Bem.11.14 standard gewahlt werden kann. Dasselbe wollen wir nun fiir die Linksinverse von
Unterdarstellungen aus (11.4) zeigen.
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Lemma 11.21 Sei p € Aqy, und E = VV* € (plp) ein selbstadjungierter Projektor und ¢
eine Standard-Linksinverse von p.

i) d(e,) liegt im Zentrum von p(A) : é(e,) €p(A) N p(A)" = Z(p(A)').
i) Die durch (11.4) definierte Linksinverse ¢,), von p|g ist standard.

Beweis: Da fiir 0 € Ay, die Grofle ¢(e,) = A, eine Invariante des Sektors o ist (nach Korol-
lar 9.5), miissen zu verschiedenen Eigenwerten von ¢(e,) indquivalente Darstellungen von
2 gehoren. Das heifit, jede Ausreduktion von ¢(e,) ist zugleich Ausreduktion der Darstel-
lung m 0 p. Also gilt i). Fiir die Linksinverse (11.4) der Unterdarstellung p|g rechenen wir

nach:
Dol (Eplp) ol (E0ls) = V7)) VVT (e, V = V7d(e,) Ed(e,)V =
= V=9(e,)d(e,)V = dle,)d(e,) €T,
mit (11.5), wobei wir im vorletzten Schritt i) verwendet haben. |

Satz 11.22 Sei p€ Agy, und E = VV*E(plp) ein selbstadjungierter Projektor. Dann gilt

G(E) =21, (11.14)

fir eine beliebige Standard-Linksinverse ¢ von p .

Beweis: Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir Projektoren auf irreduzible Komponenten.
Sei E; = V;V* ein solcher Projektor auf die Komponente p; € Ag, N Ay, der Zerlegung aus
Korollar 11.101). Dann sei wie in (11.4) die nach Thm.9.7i) eindeutig bestimmte Linksinverse
¢, von p; definiert (diese ist trivialerweise standard). Fiir einen geeigneten Eigenwert w,,

von ¢(g,)||d(e,)|| 7! gilt dann &(e,)F; = w,,/d, - E; und damit

w,, w,,
Ap - I = dpl =gy, (ep) = S(E) TV b(e,)Vi = (E) TV (e, EiVi = ¢(Ey) ™ dpl :
pi P
mit (11.5). Daraus folgt
d,.
S(E;) = 287, (11.15)
d,

also (11.14) fiir solche Projektoren. Nun ist aber jeder Projektor in p()" eine Summe ir-
reduzibler Projektoren und sowohl ¢(.) wie d sind nach Definition additiv und daher gilt
(11.14) allgemein, weil zudem nach dem vorhergegangenen Lemma die Linksinverse (11.4)
jeder Unterdarstellung standard ist. H

Korollar 11.23 Seien alle Voraussetzungen wie im obigen Satz. Dann gilt

i) ¢(F) ist invariant unter unitiren Transformationen:

H(E)=d(UEU), VYUEpRAY . (11.16)

ii) ¢(.) definiert einen trewen Spurzustand auf p(A)" .
iii) Sei p = @ p; die Zerlegung von p € Agy in irreduzible Komponenten. Dann gilt

dy=3"d,,. (11.17)



i) d, ist eine Invariante des Sektors [p] .
v) Sind p1, ..., pn € Ain und ist p1 ...p, = D p; die Zerlegung des Produkts py ...p, in

J
irreduzible Komponenten. Dann gilt folgende Summenregel:

ﬁdm => d,,. (11.18)

=1 7

Beweis: Es reicht offenbar, i) fiir einen Projektor F; auf eine irreduzible Komponente zu
zeigen, und fiir den ist die Invarianz klar wegen (11.14). Das reicht schon aus, um zu zeigen,
dal ¢ durch lineare Fortsetzung einen Spurzustand auf p()" definiert. Treue folgt ebenso
aus (11.14), denn ¢(F;) = 0 gilt sicher nur, wenn d,, = 0 ist, was fiir £; # 0 und p € Ag,
unmoglich ist. iii): Summiert man (11.14) iber alle Komponenten der Zerlegung von p in
irreduzible Komponenten auf, so erhdlt man

>,

nN=1=
e
woraus die behauptete Gleichung folgt. iv) folgt dann unmittelbar, denn die statistischen
Parameter A, der p; € Ay, U Agy sind nach Korollar 9.5 eindeutig durch die Sektoren [p;]
bestimmt. v) ist klar. [ |

Die Klimax unserer Uberlegungen zu reduziblen Morphismen ist der folgende Satz:

Satz und Definition 11.24 Bezeichne Ag, die Menge aller kovarianten finiten Morphis-
men, Ng set definiert durch Ao = Agn N Djrr - Agn st abgeschlossen beziiglich direkter Sum-
men, Unterdarstellungen und Produkten.

Beweis: Nur zu Produkten sind noch einige Worte zu verlieren: Nach der Formel aus Lemma
11.17 ist ¢o 00y offenbar eine spezielle Linksinverse fiir pypy , wenn diese finit sind, und damit

ist auch das Produkt finit. [ |

Es sei daran erinnert, dafl — bis auf die Formel fiir das Produkt verallgemeinerter statisti-
scher Parameter in Lemma 11.17 — alles, was wir in diesem Abschnitt hergeleitet haben
auch in 1+1 Dimensionen gilt, wie wir in §16 zeigen werden (fiir die eine Ausnahme werden
wir dort ebenfalls Ersatz finden). Deshalb werden die Mengen Ag, und Aq dort unser Ar-
beitsmaterial bilden (genauer gesagt die kleinste Untermenge von Ag, , die Ag enthdlt und
abgeschlossen ist beziiglich Produktbildung und Unterdarstellungen).

§12 Das Feldbiindel

Auf dem Weg von der Beschreibung der superselection—Struktur der Observablenalgebra
durch lokalisierte Morphismen zur Feldalgebra ist das sogenannte Feldbiindel eine einfache
Zwischenstufe. Von ihr zur Feldalgebra zu gelangen ist allerdings wie wir sahen ein nichttri-
viales Problem. Das Feldbiindel hat aber schon viele formale Eigenschaften einer Feldalgebra
und erweist sich als niitzliches Konstrukt wenn einem nicht a priori eine Algebra von Feldern
mit gegebenen Vertauschungsrelationen bei raumartigen Absténden bekannt ist.



Mittels lokalisierter Morphismen betrachten wir verschiedene Darstellungen von 2 auf
$o - Das eigentliche Objekt mit physikalischer Bedeutung — namlich ein Zustand auf 2l ist
also nur durch einen Vektor U € $y definiert, wenn man auch die zugehérige Darstellung
spezifiziert, in der die Observablen auf ihn wirken.

Definition 12.1 Fin Paar ¥ = {p, ¥} aus einem kovarianten lokalisierten Morphismus
p und einem U € § heifft (verallgemeinerter) Zustandsvektor. Das von den {p, ¥V}
gebildete triviale Vektorbindel heifit Zustands(vektor)biindel, bezeichnet durch H . Seine

Fasern werden mit H, bezeichnet.
Die Definition von ,, Feldern* und ihrer Wirkung auf Zustandsvektoren ist natiirlich:

Definition 12.2 Sei B = {p, B} ein Paar aus einem p € A und einer Observable B € 2L.
B wirke auf Zustandsvektoren W = {p', U} durch

B = {p'p,p'(B)V}. (12.1)

Die Menge aller so auf dem Zustandsbiindel wirkender Operatoren wird mit B bezeichnet.
Das durch B gebildete triviale Vektorbindel mit typischer Faser 21 heifit Feldbiindel. Seine
Fasern werden durch B, bezeichnet.

Observablen werden offenbar dargestellt durch {¢, A} mit A €2l

Ebensoleicht fithrt man auf jeder Faser von H ein Skalarprodukt und tiber jeder Faser
von B eine Norm ein:

Definition 12.3 i) Seien ® = {p, @}, ¥ ={p, YV} cH . Dann definiert
(@, @) = (a]v), (12.9)

ein Skalarprodukt in der Faser iber p von H , wobei (.| .) das Skalarpodukt in $Ho bezeichnet.

ii) Fiir B={p, B} definiert
1Bl = 1|B]], (12.3)

eine Norm in der Faser tber p von B .

Der Grundgedanke bei diesen Setzungen ist, dafl die Fasern iiber p von H und B die Physik
im superselection-Sektor [p] beschreiben. Daf} das so ist, zeigt

Bemerkung 12.4 Sei FEB,, ®€B,,, Y B, . Dann gilt
(@, F.W) = (o' (V). (12.4)

Beweis: (®,F.®) = ({p'p, },{p, '} {p". ¥}) = ({p'p, @}, {p'p, p'(1')¥}) = (@[p'(F)¥). W

M.a.W. die Erwartungswerte von Feldern in der Faser tiber p’ des Zustandsbiindels sind
gleich den Ewartungswerten von Feldern im Sektor [p/].

Aus (12.1) ergibt sich sofort die assoziative Verkniipfung fiir die Elemente von B :



Bemerkung 12.5 Seien B, = {p;, B} B, i =1, 2. Dann ist die Setzung
B2B1 = {p1p2, p1(B2)B1}, (12.5)
konsistent mit (12.1).

Beweis: Fine einfache Rechnung. H

Die durch Feld—und Zustandsbiindel gegebene Beschreibung der superselection-Struktur der
Theorie ist stark redundant. Ist I/ €2 unitar so besitzen {p, ¥} und {oy o p, U¥} dieselbe
physikalische Bedeutung — sie liegen in ein— und demselben Sektor. Ebenso miissen {p, B}
und {op o p, UB} physikalisch identifiziert werden. Dies fiithrt zu einem neuen Verstandnis
der Funktion von Intertwinern. Sie beschreiben nun gerade diese Redundanz.

Definition 12.6 Seien T = (p2|T|p1), ¥ = {p1,¥} und B = {p1, B} . Die Wirkung von
T n der Faser iber py des Zustands— sowie des Feldbiindels ist definiert durch

T.U = {p,, TV}, (12.61)

ToB={p, TB}. (12.6ii)

Bemerkung 12.7 Die oben definierte Norm auf H ist submultiplikativ, das heifst, es gult
1B1Bs|| < [|Bi][ | B2l ,

fiir alle By, B,€B.

Beweis: Dies folgt aus Bem.5.9 und der Submultiplikativitét der Norm auf 9 . H

Ist T" unitér, so andert eine Anwendung von T' = (p2|T|p) auf ein W € H, oder B nichts
an deren physikalischer Bedeutung, denn dann ist fiir alle Observablen {¢, A}:

({p2: T} Afpr, TWY) = (TD|py( A)TW) = ([T Tp(A)T) = (D]p(A)W).

Wir koénnen jetzt auch eine Darstellung der Poincarégruppe auf Zustands- und Feldbiin-
del einfiihren:

Satz und Definition 12.8 i) Durch
PosL+—UL): UL Ap,V}={p,U,(L)V}, (12.7)

wird eine stark stetige, unitdre Darstellung der Poincarégruppe P auf jeder Faser des Zu-
standsvektorbiindels definiert;

ii) Ebenso wird durch
P> Lr—ap: aL'{lov B} = {lonL(IO)_laL(B)} = {107 UP(L)BUO(L)_l}v (128)

eine stark stetige, unitire Darstellung von P auf jeder Faser von B definiert. (Diese Dar-
stellung kann als Erweiterung der Darstellung ap auf A angesehen werden und wird daher
mit dem gleichen Symbol bezeichnet).
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Beweis: 1) ist offensichtlich. ii) wird im ersten Teil folgender Bemerkung gezeigt. H

Bemerkung 12.9 FEs gilt mit B={p,B}, B;={p;, B}, 1=1,2:
OleL2.B: OéLl.(OéL2.B), (1291)

OéL.(BQBQ) = (OéL.BQ)(OéL.Bl), (12911)
fir alle L, Ly, Ly € P.

Beweis: (12.91) rechnet man mit (10.3) direkt nach:

ar,n,-B= {lonM (p)_lole(XL2 (p)_laLz(B))} = Ole.(OzL2.B).

Schreibt man (12.9ii) aus, so erhélt man zunéchst

ar.(B2Ba) = {p1p2, Xr(p1p2) " ar(pi(B2))ar(B1)} =
= {p1p2, p(Xr(p2) ) Xepr ar(pi(B2))ar(Bi)},

mit (10.13). Nun gilt X7, (p1) Larpi(Bz) = Xr(p1) tarpiai* (an(Bs)) = pran(B2) X1(p1) ™!
(mit anderen Worten X, (p1) € (appi|prer) ), und damit folgt die Behauptung.

Wiéhrend die erste Definition natiirlich erscheint, bedarf die zweite einer Motivation. Zu-
néchst konnte man ja P einfach durch ap.{p, B} = {pr, ar(B)} auf B wirken lassen, also die
Lokalisierung von p und B ,parallel* verschieben. Das mo6chte man aber nicht, denn dann
wiirde man die Faser p verlassen und hitte also gar keine Darstellung von P . Deshalb geht
man von {py,,ar(B)} mit dem Intertwiner (p|X;'|pr) zuriick in die Faser p und kommt so
auf (12.8). Auflerdem sind diese Definitionen konsistent mit der Kovarianzbedingung (5.4),
wie folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 12.10 Seien B= {p, B}, W = {p/,¥},. Dann gilt:
U(L).BY = «r,.(B).U(L). ¥, (12.10)
fir alle LeP .

Beweis: Fine direkte Rechnung gibt:
U(L)B = U(L)Ap/p, p'(BYU} = {9, Upro( L)/ (B)W} =
= {0, ' (X(p)) ' Up(L)p'(B)Y} = {p'p, p'(XL(p) T ar(B))Up (L)W} =
= or.(B).U(L). W,

wobei wir im dritten Schritt (10.14) und im néchsten die Kovarianz von p’ benutzt haben.

Wir sehen also, dafl die obigen Definitionen eine Verallgemeinerung des Kovarianzbegriffs,
wie er durch (5.4) gegben ist von Morphismen auf Felder bietet.

Um mit dem Formalismus vertraut zu werden, sei weiteren Uberlegungen eine Aussage
vorangestellt, die nur in diesem Kontext Sinn macht.



Bemerkung 12.11 Intertwiner kommutieren mit Observablen. Damit ist fir T = (p|T|v),
A={~, A} und ¥ = {,V}, gemeint, dafl

ToA¥ =A(T.¥), (12.11)
qgilt.

Beweis: Schreibt man beide Seiten unter Zuhilfenahme der obigen Definitionen aus, so erhalt
man {p, Ty(A)¥} = {p, p(A)TV} . Das ist nichts anderes als Tv(A) = p(A)T', also gerade
|

die Bedingung, dafl T' ein Intertwiner von + nach p ist.

Nun zur lokalen Struktur des Feldbiindels.

Definition 12.12 B = {p, B} € B heifit lokalisiert in O wenn B mit allen Observablen
{t, A}, AeUO"), kommutiert. Die Menge der in O lokalisierten Elemente des Feldbindels
wird mit B(O) bezeichnet.

Satz 12.13 Genau dann ist B={p, B} €B in O lokalisiert, wenn ein unitirer Intertwiner
U = (p|Ulp) existiert, so dafi p€ A(O) und UBeA(O) sind.

Beweis: ,—*“ Sei A= {1, A}, A€A(O’). Wenn ein unitarer Intertwiner U = (p|U|p) exi-
stiert, so dal p€ A(Q), dann ist nach Voraussetzung {p, B} = {p, U~'C}, mit geeignetem
C eA(O). BA = AB ist nun dquivalent mit BA = p(A)B, oder UT'C'A = p(A)U~'C. Nun
ist U™ €(plp), also p(A)UC =U"p(A)C =UTAC, da pe A(O), Ae(O'). Nun gilt
aber CA = AC trivialerweise.

»<=" Diese Richtung ist nicht ganz so trivial. Sei also B= {p, B} ¢ B(O), A= {¢, A}, A€
2A(O"). Die Voraussetzung, dafi A und B kommutieren ist dann nach (12.1) dquivalent mit

BA = p(A)B. (12.12)

Sei nun U = (p|U|p) ein unitdrer Intertwiner und p lokalisiert in O (existiert wegen Trans-
portabilitat). Dann wird inshesondere U™'p(A)U = U~ AU = p(A) . Fiigt man B von rechts
an, so ergibt sich mit (12.12) U AUB = p(A)B = BA, d.h. AUB = UBA. Da dies fiir
alle A € A(O') gilt folgt UB € A(O') = A(O), letzteres mit der Haag-Dualitdat. Damit ist
der Beweis vollstandig. H

Diese Aquivalenz benutzend, zeigt man nun leicht

Satz 12.14 «;.B(O) = B(LO).

Beweis: Sei A = {i, A} eine Observable mit A €(LO’) und 0.B.d.A. B= {p,U~'C}, mit
C e A0O), Ue(plp), pe A(O). Wir haben nur zu zeigen, da (ar.B)A = A(ay.B) gilt.
Dies ist dquivalent zu

Xo(p)lan(UTNC)A = p(A)Xi(p) lar(UT1C).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich Xp(p) 'pr(A)ar(U'C) und damit wird die
Bedingung zu
o (U7 Cag (A)) = ar(plag (NUC).
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Nun ist a7'(A) €2A(0’), und deshalb haben wir dieselbe Situation erreicht, wie im ersten Teil

des Beweises von Satz 12.13. Die Umkehrung ist klar wegen der Unitaritat der Darstellung
ay, . .

Einige niitzliche Rechenregeln erleuchten den Zusammenhang zwischen den Operationen
des Feld- und Zustandsbiindels und den Verkniipfungen der Intertwiner.

Satz 12.15 Die folgenden Gleichungen gelten, wann immer die linke Seite definiert ist.
(TloTQ)OB:TIO(TQOB),

(TQ 0 Bz)(Tl 0 Bl) = (Tl X TQ) 0 (BzBl) R
BT. W = (T x1,).BY, wobei BEB,,
ToBY=(I,xT)BY¥, wobei TeB,.

Beweis: (12.13) ist klar.
(12.14): Seien T; = (pi|T;|pi), Bi = {pi, Bi}, i =1, 2. Dann wird die linke Seite zu
{p2. Tz BaH{p1, T1 Bi} = {pip3, 1 (12B2)T1 Bi }

und die rechte zu

{0105 Tip1(T2) | p1p2) 0 {p1p2, p1(B2) Bi} ={p1py, Tipi(T2)p1(Ba2) Bry ={p1ph, p1 (T2 B2) Ty By }.
(12.15): Seien T = (¥'|T|y), B={p, B}, ¥ = {7, ¥}. Dann wird die linke Seite zu
{p, BYYIT17) Ay, ¥} = {p, BHY, TV} = {40,/ (B)TV},
und die rechte zu (v'p|Ty(1)|yp)-{vp, 7(B)¥} = {v'p, T(B)¥} = {v'p,7'(B)T'V}.
(12.16): Sei ¥ = {p, ¥}, B= {7, B} T = (¥'|T]7). Dann wird die linke Seite zu
(V[T o {v. BY) Ap, ¥} = {7, TB}{p, ¥} = {p7', p(T'B)V},
und die rechte zu (py'|1p(T)|py){py, p(B)¥} = {py', p(T'B) ¥ }. u

DaB die ,, Felder” von B tatsidchlich etwas mit richtigen Feldoperatoren zu tun haben, zeigt
sich an ihren Vertauschungseigenschaften.

Satz 12.16 Seien B, = {p;, B;} € B(O;), i =1, 2 und O} Oz . Dann gilt
8182 = E(pl 5 pz) o] (BzBl) . (1217)

Beweis: Nach Voraussetzung existieren B, = {p!, B/} = U, o B;, so daf} p} und B! in O,
lokalisiert sind und die U; = (p}|U;|p;) unitére Intertwiner sind. Dann gilt mit (12.14)
BB, = (U~ o B;)(U; 0 B;) = (U; xUX)oBB,, 1#£].

[l

Nun gilt unter den gegebenen Lokalisationsbedingungen B(B; = B)B;, nach (12.5) und

(U3 xU7)o(Uy xUsz) = e, (p1, p2) nach Theorem 7.6. Setzt man e,(p1, p2) in (12.17) ein
und wendet (12.13) an, folgt die Behauptung. H

Wir werden dieses FErgebnis spater auf 1 + 1 Dimensionen verallgemeinern kénnen. Dort
hangt die Vertauschungsrelation von der genauen Anordnung der O; O; ab.



§13 Das Energiespektrum kovarianter Darstellungen

Als wesentliche Anwendung der Methoden des Feldbiindels untersuchen wir das Energie-
spektrum kovarianter Morphismen, d.h. ihrer Darstellungen. Insbesondere wollen wir das
Spektrum des Produkts p;ps mit den Spektren der Faktoren vergleichen.

Die technischen Beweise dieser Resultate finden sich in [DHRT74], hier seien nur die
wesentlichen Ergebnisse zitiert.

Definition 13.1 Fir p € A bezeichnen wir mit S(p) daff Energiespektrum von p, d.h.
dafy gemeinsame Spektrum im IR* der Operatoren (Py,, ..., Ps), die Translationen im Sek-
tor [p] durch U,(x) = €% erzeugen.

Lemma 13.2 Sei B' = {p, B'} und sei [ eine absolut integrable Funktion auf der Raumzeit
M, deren Fouriertransformierte

F= / fla)eir® d'e,
M
Tréiger in einem offenen Gebiet N des Impulsraums hat. Sei weiter
B= / a,.B f(x)d*z.
M

Hat W = {p,, U} Impulstriger in einer offenen Menge N1V, dann hat B.¥ Impulstriger in
N + Ny . Ist weiterhin NN S(p) nichtleer, dann existiert ein B' = {p, B'}, so dafi B # 0
mit Q@ = {.,Q}.

Damit kann man nun das Additivitatstheorem der Spektren beweisen.

Theorem 13.3 Seien py, pa € Ao, dann gilt

S(ps) + S(p2) C S(pipa). (13.1)

Ist weiterhin p der zu einer Unterdarstellung von pypy gehorige Morphismus, dann gilt sogar

S(p1) + S(p2) C S(p)- (13.2)

Korollar 13.4 Ist p € Ay, dann gilt S(p) C V. Und dies gilt auch fiir Produkte von
Morphismen aus Ay und thre Unterdarstellungen.

§14 Ladungskonjugation II

Wir werden jetzt auf trickreiche Weise zeigen, dafl zu einer Linksinverse ¢ fiir p immer ein
Morphismus p gehért, den man als zu p konjugiert bezeichnet. Diese Begriffsbildung héngt
eng mit der Existenz von Antiteilchen zusammen, was in [DHR74] genauer untersucht wurde
als es hier geschehen kann.

UDas heifit, ist ¥ eine verallgemeinerter Eigenvektor der Impulsoperatoren zur Eigenwertmenge A .
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Definition 14.1 FEin Morphismus p € A heifst konjugiert zu p € A, wenn folgende Be-
dingungen erfillt sind:

i) Es existiert ein isometrischer Intertwiner (pp|R|¢), d.h.
pp(A)R=RA, VA€A. (14.1)

(Mit anderen Worten, mg o pp enthdlt die Vakuumdarstellung)
i) p(A)RQY ist dicht in o .

Bemerkung 14.2 st p wie in obiger Definition, so gilt
0,(A)= Rp(A)R, VYAEA, (14.2)
fiir eine Linksinverse ¢, von p.

Beweis: Wenn ii) der Definition gilt, dann kénnen wir (14.1) so anwenden: R*p(p(A))R =
R*RA=A,da R"R = 1. Bezeichnet F €pp(2)" den selbstadjungierten Projektor RR*, so

rechnen wir weiter:
Rplp(A) Bo(C))R = Rpp(A)EBEp(C)R = R RARp(B)RC
was die zweite Definitionseigenschaft einer Linksinversen zeigt. ¢(1) = 1 ist klar. H

Nun zur Existenz konjugierter Morphismen (zunéchst fiir irreduzible p).

Satz 14.3 Genau dann existiert zu p € Ny (O) ein konjugierter Morphismus p € A(O),
wenn p sogar in Ao(O) ist, d.h. wenn p ein kovarianter lokalisierter Morphismus mit fini-
ter Statistik ist. Dann ist die durch (14.2) definierte Linksinverse die eindeutig bestimmte
Linksinverse von p .

Beweis: ,<=*: Existiert ein p, so ist fiir die durch (14.2) definierte Linksinverse ¢(¢,) # 0.

Dies folgt daraus, da p als kovarianter Morphismus die Spektrumsbedingung erfiillt (nach
Korollar 13.4).

»=—=": Wir beginnen dort, wo Satz 8.7 endete. Sei ¢ die eindeutig bestimmte Linksinverse
von p, die nach Theorem 9.7 als Grenzwert einer Ladungstransferkette erhalten wurde. Dann
bemerken wir, daB wyo ¢ fiir p € Ag nach (9.61) ein treuer Zustand ist. Das bedeutet, dafi die
Bedingung ii) von Definition erfiillt ist fiir 7, aus Satz 8.7: m,(2A)€ = 74(A) RQ ist dicht in
$o - Man muf} also den Operator V' aus diesem Satz mit R aus der Definition identifizieren.
Weiter sehen wir, daB durch P > L + U, (L) = m4(U,(L))) die unitare Darstellung der

Poincarégruppe , die in der Darstellung 7, o p die Kovarianz implementiert gegeben ist:

o Up(L))ms(p(A))ms(Up) ™" = my(Up(L)p(A)U, (L)1) = msp 0 ar(A).

Diese Darstellung ist stark stetig, da 7, nach Theorem 9.7iii) lokal normal ist (das ist
dasselbe Argument wie in Lemma 10.7). Auflerdem erfiillt sie die Spektrumsbedingung, da
Up und nach Korollar 13.4 auch U, dies tun. Fiir A€(O’) reduziert sich nun (8.3ii) auf

Uro(A)U™" = mo(A).

wobel V* als unitédre Abbildung U von $; C $, aus Satz 8.7 nach $ aufgefaBit wird. Daf}
ist aber nichts anderes, als daff DHR-Kriterium fiir 74 und deshalb folgt mit Satz 5.5, daf§



Ty = mo 0 p ist, mit dem in O lokalisierten Morphismus p(A) = U™* ¢(A)U VAe A.
(10.14) benutzend, ergibt sich weiterhin, dafl Ur, (L) = m4(Uo(L)U,(L)~ ) Ur,p(L) gilt. Da
die Darstellungen U, und Uy, die Spektrumsbedingung erfiillen, muf} dies nach (13.1) auch
fiir Uy, gelten. Der Rest folgt, wenn man in Satz 8.7 V' durch R ersetzt. Es bleibt, die
Kovariamz von p zu zeigen. Das bleibt dem Lemma 14.5 iiberlassen. H

Satz 14.4 i) Der zu p € Ag konjugierte Morphismus p € Aq ist bis auf unitire Aquivalenz
eindeutig bestimmdt.

ii) [pp] enthdlt den Vakuumsektor genau einmal, das heifit dim(pp|c) =
iii) p ist konjugiert zu p und zwar gilt:

o A) =T p(AR, VACA, mit R=epp)Re(pl), (14.3)

ist die eindeutig bestimmte Linksinverse von p, wobet R wie in Def.14.1 ist.

i) Fs gilt:
p(RYR=),-1=TRp(R). (14.4)

v) Die statistischen Parameter der Sektoren [p] und [p] stimmen iberein: X, = 5.

Beweis: Daf} die Definition iii) die Bedingungen fiir einen konjugierten Morphismus von
p erfiillen, ist klar. Sei p € AO(O) und U = (p|U]p) ein unitérer Intertwiner mit p €
Ay(O ), (’)X(’) Dann ist ¢, = U 'p(U), und wir rechnen fiir den statistischen Parame-
ter A, aus:

Ao 1= gy(e,) = RPp(UTp(U)) R = Rp(U™)pp(U) R =

= Rp(U"")RU = Rp(U)Up(R) = R*<(p,p)p(R). (14.5)

wobei wir im vorletzten Schritt die Intertwinereigenschaft von U und die Tatsache benutzt
haben, daf R € A(0’) = A(O) gilt (wegen der Intertwinereigenschaft von R), d.h. daf
p(R) = R ist. Sei nun p' € Aq ein weiterer Morphismus, so dafl ein isometrischer Inter-
twiner R’ € (p'p|t) existiert. Dann ist 7'(R )R’ € (7'|p) ungleich null, denn (R )R'R =
7 (Rp(R)R =), - R #0 (mit den gleichen Rechentechniken wie oben), und dieser Ope-
rator ist ein Vielfaches eines unitédren Operators, da sowohl p als auch p’ irreduzibel sind.
Damit ist i) bewiesen. ii) ergibt sich nun so: Seien Ry Ry € (pp|c) Isometrien, dann ist mit

(14.5)
Ao - Ra = p(A, - 1)R2 = p(Rie(P, p)"p(R1)) Rz = p(Rie(p, p)" ) Ra Bty -

Nun ist aber p(Rie(p, p)*) Ry € (¢p|pr) = C-1 und daraus folgt, dafl R, ein skalares Vielfaches
von R ist, wie behauptet. Durch genau dieselbe Rechnung wie in (14.5) erhdlt man

Moo 1 =R e(p,p)p(R) = Be(p. p)~'e(p. p)p(e(p. p) R) = R*pl=(p. p)R) (14.6)

mit der Definition von R. Und damit wird, wenn R normiert gewéhlt ist:

(g - 1) = B*(As- 1)"R = R*p(k<(p, ﬁ))RR Bp(R7e(p,p)))pp(R) R =
Rp(Re(p,p)p(R)) B = Rp(A, - 1) R =X, -

was v) zeigt. iv) ist dann ebenfalls klar. H



Lemma 14.5 Der zu p € Ag konjugierte Morphismus p € Ay ist tatsdchlich kovariant und
die Darstellung der Poincarégruppe im Sektor [p] ist gegeben durch
VA1) = A1 pla ()Xo (o)) RU(L) (14.7)

P

Beweis: Die Idee hinter der Setzung (14.7) ist im Prinzip dieselbe wie die in Lemma 10.9
— nur dafl man, wenn p kein Automorphismus ist, eben noch etwas mit den Isometrien
herumoperieren muf. Zunédchst zeigen wir die Intertwinereigenschaft Uz(L) € (payp|p). Wir
rechnen (unter Vernachlassigung des skalaren Faktors) fiir beliebiges A €2L:

(B)X0(p)p(Uo( L) RB(A) =
@}&@M o(L)on( AR =

() Xu(p) oo Aol Uo( L)) =

(" )paspor ospl AIpX Lol L) F =
Vplan(B) X1(p)) RU(L)

*

plar(R)X1(p)) RU(L)p(A)

Q
h

*

e N N e N e N
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L
ar(A
unter Ausnutzung der verschiedenen Intertwinereigenschaften. Es bleibt zu zeigen, dafi U( L)
unitar ist (denn die starke Stetigkeit ist klar, da X (p) und Uy(L) stark stetig sind in L).
Zunichst definieren wir einen isometrischen Intertwiner Ry, = p(X5n(p))R € (ppr|c) . Wahle

nun ein unitéres S € (p;|p) (was immer moglich ist, da p; im selben Sektor liegt wie 7).
Dann ist Ry, = pr,(5*)ar(R) ein isometrischer Intertwiner aus (pzpy|¢). Nun gilt

p(Ry )Ry = ((aL(EI)PL(S)XL(p))R = .
((an(R)XL(p)pp(S) R = p((ar(R ) XL(p)) RS = A,Us(L)S .

=

Aber die linke Seite ist nach den Definitionen von R; und Ry und nach Satz 14.4 iv) ein
Skalar vom Betrag d, und somit macht der Faktor A7" in Uz(L) dieses gerade unitér. H

Wir konstruieren nun noch konjugierte Morphismen fiir Produkte und Unterdarstellun-
gen, wobei wir die in §11 entwickelten Methoden verwenden.

Bemerkung 14.6 Sind p; € Ay mit konjugierten Morphismen p; € Ao, 1 = 1, 2 und zu-
gehorigen Isometrien R; € (p,p:|t), so ist

pP1p2 = P2P1, (14.8)

konjugiert zu p1ps € Agy und

Dprpa(A) = @y, 00y (A) = Rigpipz Riz = B3py(F1) papi (A)pa (1) Rz, (14.9)
ist eine Linksinverse mit der Isometrie Ris € (p1pap1pz2|t) .

Beweis: Dafl Ry eine Isometrie ist, gilt nach Bem.5.9. Alles iibrige folgt aus Lemma 11.17.
|

Satz 14.7 Sei p € Aqn, so daf$ ein konjugierter Morphismus p € Ag, existiert. Set weiter
E = WW= ein Projektor und plp € Ao der zugehdrige Morphismus, ¢,, die cindeutig
bestimmte Linksinverse von p|g .



i) Der Zustand wo o ¢, wird erzeugt durch
= [P0V ) ROl - 9V RO (14.10)

ii) Sei I die Projektion auf den von p(2)g erzeugten abgeschlossenen Unterraum. Dann
existiert eine Isometrie W mit WW = E und W € A(0), wobei fir O jeder Doppelkegel
gesetzt werden kann, der das Lokalisierungsgebiet von p enthdlt. Dann ist

ple(A) =W (AW, VAcA, (14.11)
konjugiert zu p|p mit isometrischem Intertwiner
Rp = (E)Y YW 3(WHR. (14.12)

Beweis: 1) ist klar nach (14.2), Satz 11.5ii) und dem Beweis von 14.3. Die erste Aussage
von ii) ist einfach die Aussage der Borchers-Eigenschaft B (Axiom X). Bleibt nur noch zu
zeigen, daB die Definitionen (14.11), (14.12) mit der Linksinversen ¢, , vertréglich sind.
Dazu rechnen wir nach:

Riy pla(A) By, = 6(E) - Rp(W)WW B AW 5(W )R = ¢(E)~ R E5(WAW )ER =
— (E) T RB(WAWS)R = 6,,(A), VA€A,

(man beachte, dal ¢(F) € (¢|¢) ein reeller Skalar ist, da E ein selbstadjungierter Projektor
ist) was zu zeigen war. H

Mit der nun gesammelten Erfahrung scheint es sinvoll, die Menge der ., interessanten® Mor-
phismen neu festzulegen:

Definition und Bemerkung 14.8 Bezeichne Ag die kleinste Menge von Morphismen, die
Ag enthdilt und abgeschlossen ist unter Produktbildung und Unterdarstellungen. Nach den
obigen Aussagen ist dies genau die Menge der finiten Morphismen, die Konjugierte besitzen.

Mit dieser Menge werden wir spater arbeiten, wenn wir Zopfgruppenstatistik untersuchen.

§15 Konjugation im Feldbiindel

Wir werden in diesem kurzen Abschnitt das Konzept der Konjugation, das oben entwickelt
wurde auf das Feldbiindel iibertragen und einige elementare Ergebnisse ableiten.

Definition 15.1 Sei p € Ay, p der konjugierte Morphismus und R wie in Def.14.1. Dann
setzen wir

B' = {5, \;Y% . 5(B)*R} . (15.1)

P

fiir B={p, B} € B,. Diese Definition erstreckt sich auf natirliche Weise auf Produkte und
Unterdarstellungen.

Bemerkung 15.2 Mit obiger Definition ist

B'' = B. (15.2)



Beweis: Wir rechnen
B = {p,p(\;"* - B(B)" R)"\; R} = {p,\;" - p(R)RB} = B,
mit Satz 14.4iv). [ |

Die Definition ist also gerade so gemacht, dafl sich die statistischen Parameter wegheben.

Die Konjugation erhélt Lokalitéat auf folgende Art:

Lemma 15.3 Ist B = {p, B} € B(O) so daff p einen konjugierten Morphismus p besitzt,
dann ist BT€ B(O,), wobei O ein beliebiger Doppelkegel ist, der O enthilt.

Beweis: Sei U = (p|U|p) ein unitérer Intertwiner mit p € A(Q). Dann ist leicht zu sehen,
dafl
(UoB)'=U"08B",

gilt, wobei U = (p|UT|p) ein unitirer Intertwiner und p € A(Q) ist. Deshalb kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} schon p€ A(O), BeA(O) gilt. Dann ist die Behauptung klar, da
auch p€ A(O) ist und ReA(O) gewihlt werden kann (nach Satz 14.3 und Def.14.1). W

Und im Skalarprodukt wirkt die Konjugation so:

Satz 15.4 Sei B= {p, B} . Dann gilt

(B.®, W)= ()" I, x R.®,B'W), (15.3)
fir & ={p', @}, ¥ ={pp,V}.
Beweis: Direkte Rechnung mit den Definitionen gibt

(A1, < R.®,BW) = \-'(p/ (R, N7 op( B*)p'p( R) W) =
= 050, o (B o B)p(B)W) = A5 (0, ! (B)o! (B p((R)) W)
= (®,p/(B*)¥) = (B.®,¥).

SchlieBilich ist sie auch mit der Wirkung der Poincarégruppe vertréaglich.

Satz 15.5 Fir B= {p, B} gilt
ar.B' = (ar.B)'. (15.4)

Beweis: Zunachst ist
(ar-B)' = {p, \,1% - plan(B) XL(p)) R} = {p, A,/ - Us(L)p( B")Us( L)' p(X1(p)) R} ,

mit (12.8) und der Kovarianzbedingung (5.4) fiir p. Nun wissen wir aber, da} mit Satz
11.9iii) und (10.14)
RU(L) = Up(L)R = (X1 (p)) "' Us(L) R,

gilt. Damit haben wir
(ar.B)' = {p, \; /2 - Us(L)p(B*)RU(L) ™"} = . B,
mit (12.8). H






KAPITEL III

Zopfgruppenstatistik

Uberblick

Wie im letzten Kapitel schon erklért findet man in niederdimensionalen Réumen eine ganz-
lich andere Sektoren-Statistik vor, als die oben dargestellte Permutationsgruppenstatistik.
In §16 sehen wir dies am Beispiel einer AQFT mit DHR-Lokalisierungsbedingung, d.h. in
Doppelkegeln lokalisierten Morphismen. Da das raumartige Komplement eines Doppelke-
gels in einer zweidimensionalen Raumzeit zweifach zusammenhéngend ist, findet man fiir
die Vertauschung zweier lokalisierter Morphismen zwei verschiedene statistische Operatoren,
bezeichnet mit et und ¢~ . Diese Intertwiner erfiillen die von der Zopfgruppe wohlbekannte
Artin-Relation und am Ende des Abschnitts definieren wir auf ihnen eine Darstellung der
Zoptgruppe. Schlieflich wird gezeigt, wie man mit den Zopf-Intertwinern graphisch umgeht
und dafl das Konzept der Linksinversen und der konjugierten Morphismen genauso wie im
letzten Kapitel angewendet werden kann.

In §17 wird beispielhaft gezeigt, wie man aus der Sektoren-Statistik einer AQFT soge-
nannte Verkettungs-Invarianten gewinnen kann. Und zwar definieren wir mithilfe der Links-
inversen eine Markov-Spur auf der Gruppenalgebra C*(B.,) der Zopfgruppe.

Schon in §11 hatte sich angedeutet, dafl die Ausreduktion von Morphsimen wesentli-
che Erkenntnisse tiber die Struktur der Sektoren liefern kann. Die formalen Grundlagen
dazu werden in §18 eingefithrt: Wir definieren zunéchst Referenzmengen irreduzibler Mor-
phismen, die im folgenden das ,,Arbeitsmaterial* bilden werden. Die Ausreduktion eines
Produkts zweier irreduzibler Sektoren [prp;] in irreduzible [px wird durch die sogenannte
Inzidenzmatriz NI beschrieben. Elemente dieser Matrizen sind die Dimensionen der In-
tertwinerraume (pipy|pk ). Diese Zahl gibt die Vielfachheit an, mit der der Sektor [pk] im
Produkt der beiden anderen vorkommt. Fiir diese Intertwinerraume werden Orthonormal-
basen von Isometrien ausgewéhlt, nachdem zuvor das fiir das folgende entscheidend wichtige
Konzept der superselection-Kandle eingefithrt wurde.

Dieses Konzept und die isometrischen Basen werden dann dazu benutzt, um in §19 die
Zoptung von Morphismen durch skalare Gréflen zu charakterisieren. Matrixelemente der
Zopf- und Fusionsmatrizen werden gebildet, indem man Zopf- und Fusionsintertwiner in
den Basen der Fusionsraume ausdriickt. Indizes dieser Matrizen sind dann superselection-
Kanile. Sie erfiillen, wie in §20 gezeigt wird, etliche polynomiale Relationen die man von
konformen Feldtheorien und Quantengruppen her kennt, die aber tatsachlich ein allgemeines
Merkmal von Theorien mit Zopfgruppenstatistik sind.

Die superselection-Kanaile, die aus ,,Quell-*, . Ladungs-“ und ,,Zielsektor® bestehen, bie-
ten nun den physikalisch und mathematisch richtigen Ansatz, um eine Feldalgebra zu re-
konstruieren. In §21 fithren wir das sogenannte reduzierte Feldbiindel ein, dessen typische
Faser wie beim urspriinglichen Feldbiindel die Observablenalgebra ist, dessen Basisraum
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aber von den Kanilen gebildet wird. Solche ,geladenen® Felder vermitteln nun richtigge-
hend zwischen Quell- und Zielsektor. Fusion und Zopfung dieser Felder werden durch die in
619 definierten Matrizen vermittelt, wie es in einer Feldalgebra sein soll. Die Felder lassen
sich sinnvoll lokalisieren und transformieren sich kovariant unter einer Darstellung der Poin-
carégruppe . In §22 fithren wir dann verschiedene Operationen auf superselection-Kanéalen
ein und leiten technische Ergebnisse ab, die wir dann in §23 dazu verwenden, um im redu-
zierten Feldbiindel drei Kojugationen zu definieren. Deren erste ist die Operatoradjunktion,
die das reduzierte Feldbiindel zu einer C*-Algebra macht. Die letzte kann man als Ladungs-
konjugation auffassen.

§16 Zopfgruppenstatistik in 1 + 1 Dimensionen

Wir hatten in §7 gesehen, daff die statistischen Operatoren ¢, in einer zweidimensionalen
Raumzeit nicht gdnzlich unabhangig von der Wahl der Hilfskegel O, , O, sind. Das wollen
wir uns nun genauer iiberlegen.

Betrachten wir dazu den Intertwiner e(py, p2), wobei p1, ps in Oy, resp. Oy lokalisiert
seien. U sei ein intertwining Operator von p; nach py, so dafl p; in @1 lokalisiert ist,
und dieser Doppelkegel soll in der rechten Zusammenhangskomponente des raumartigen
Komplements von O, liegen; wir fithren dazu die Schreibweisen

@1 > 02 und ﬁl > p2, (161)
ein. Unter diesen Umstanden ist

e(p1,p2) = (p2prlp2(UT Uil p1p2)

weil wir uns eine Bewegung von p, sparen kénnen. Man kann nun im Prinzip O, im ganzen
rechten Teil von Of umherbewegen, ohne &(py, p2) zu d&ndern. Man kann aber nicht in die
andere Zusammenhangskomponente von O gelangen! Wir legen deshalb fest:

Definition 16.1 Betrachte eine Raumzeit der Dimension zwei, und darin zwei lokalisierte
Morphismen py € A(O1), ps € A(Oz). FEin statistischer Operator e werde mit Hilfskegeln
Oy, resp. Oy konstruiert, so daff O1 > Oy . Dann setzen wir

et (p1,p2) = (p2p1let (p1, p2)p1p2) = (paprlelprpa) . (16.2)

Andernfalls, d.h. wenn O, < Oy ist, setzen wir

e (p1,p2) = (p2prle™ (p1s p2)lp1p2) = (papilelpipa) - (16.3)

Diese Intertwiner werden graphisch dargestellt durch

et (p1,p2) e~ (p1, p2)
p1 P2 P1 P2

S /
N7

P2 P1 P2 P



Aus dieser Setzung folgt sofort:

Bemerkung 16.2 Sei p, € A(O;), i =1, 2. Dann gilt:

0,>0
+ o . 1 2
e (p1,p2) =1 fiir {01 <o, (16.4)

Charakteristisch fiir den Unterschied zwischen Permutations- und Zopfgruppenstatistik ist,
daB fir O; > Oy a priori nichts iiber £~ (py, p2) und im anderen Fall nichts tiber et (p1, p2)
gesagt werden kann. Wir konnen daher (16.4) als Anfangsbedingung der Zopfgruppen-
statistik auffassen.

Mit der Definition hat man unmittelbar eine Verallgemeinerung von (12.17):

Bemerkung 16.3 Seien B, = {p;, B;} € B(O;), i = 1, 2 und O1} Oz . Dann gilt

€+(p1 ,02) 0 8281 fU?“ Ol > 02
BiBy=+4 _ "7 . ’ 16.5
1=2 {5 (,01,,02)08281 fU?“ Ol <OQ ( )
Die obige graphische Darstellung legt schon die Vermutung nahe, daf} diese Intertwiner eine
Darstellung der Zopfgruppe bilden. Das werden wir jetzt beweisen. Zunachst ist es aber
angezeigt, die Zopfgruppe von n Strangen einzufiihren.

Definition 16.4 Sei B, die von Generatoren oy, ..., 0, 1 erzeugte Gruppe mit den Rela-
tionen | |
o0, =00, fiurli—jg|>2,
L (16.6)
0;0,410; = 0,410;0,41 -
B, heifit Zopfgruppe von n Stringen.
Theorem 16.5 Seien et (p1,p2), € (p1, p2) wie in obiger Definition. Dann gilt:
i) €= (p1.p2) = €¥(p2,p1) ™", graphisch:
P2 1 P2 1
\{6‘(/}2,/)1)
Pl/ 2 = ]I
\/\6+(p1ap2)
P2 1 P2 1
Man beachte die Analogie zu Satz 7.1iv).
i) Ist T'€(p2|p1) , so gilt
103(T) O€+(1017103) = €+(1027103) OT7 (1671)
graphisch:
P2 3 P2 3
1 p3(T) \/\5’ (P2, p3)
1 3 = p3 P2

\/E-I—
\ (PlaPS)

3 1 3 1

] T



und
p3(T)oet(ps,p1) " = et (p3,p2) ' 0T, (16.7ii)

was graphisch ganz analog dargestellt wird.

iii) Weiter ist

e™(p1p2.p3) = €™ (p1,ps) 0 pi(e™(p2,p3)) (16.81)
e"(ps, prp2) = pr(e¥(p3, p2)) 0 € (ps, p1) (16.8ii)
graphisch:
p1P2 3 P2 1 3 3 p1P2 3 P2 1
3 P1pP2 3 P2 1 P1pP2 3 P2 1 3

i) Die et erfillen die Artin-Relation fiir gefarbte Zoépfe :

p3(e¥(p1,p2)) 0 €¥(p1,p3) 0 p1(e™(p2,p3)) = €™ (p2,p3) 0 p2(e™(p1,p3)) 0 €™ (p1, p2), (16.9)

graphisch:
1 P2 % 1 P2 %

N N

LN
AN
N N

P3 P2 P1 P3 P2 P1

v) Als unmittelbare Verallyemeinerung von ii) findet man

€+(1017 102)0 Ipl X I/)2 X Ips X X Ipi—l X €+(loi7 p’H'l) =

16.10
IP2 ><I/)1 ><I/)3 X ><I/)z‘—1 ><€+(10i7 ,02'+1)O€+(,017,02)7 ( )

firn>11>3.

vi) Die Relationen ii)—v) gelten analog auch fir e~ .

Beweis: 7u i) tiberlegt man sich zunéchst, dafl man fiir U; 0.B.d.A. auch Operatoren wihlen
kann, die Translationen € P im Sektor [p] induzieren, also zum Beispiel, damit O, >
Oy wird, Uy = U, () fiir hinreichend grofies x. Wiahlt man x grofl genug und wendet
statt U, (x) U, (—x) an, so erhélt man nach Definition e (p1,p2). Aber andererseits ist
U, (—z) = U, (z)~! (Darstellungseigenschaft der U,, ) und damit

e (p1, p2) = (p2p1|Up, (=) 7' p2(Up (=) p1p2) = (p2ap1|Up, (2)p2(U,, (2)71)p1p2) =
= (p2p1](p2(Up, (2))U,, (x) ™) " prp2) = €¥(p2, p1) ™" -

Der letzte Schritt beruht darauf, dal man, statt Oy nach rechts zu verschieben, um e*(p, p1)
zu erhalten, natiirlich genausogut O; nach links verschieben kann. Zu ii): Ahnlich wie in i)



A

verschieben wir diesmal ps: Sei (ps|Us|ps) so gevv.éihlt'2 dafl ps € A(@g) und O3 links von O,
und O3 liegt. Dann sind nach den vorangegangenen Uberlegungen

e (p1ps) = Us ' pa(Us), € (pa, pa) = U3 pa(Us) .

Damit schreiben wir die linke Seite von (16.71) als
ps(T)U5 p1(Us) = Us ' p3(T)p1(Us) = U5 Tpi(Us) = Uz ' pa(Us)T'

und das ist gerade die rechte Seite. Die zweite Gleichheit gilt dabei, weil T' nach Voraus-
setzung raumartig zu O lokalisiert ist. Analog beweist man (16.7ii). Wihlt man fiir iii) Us
genauso wie fiir ii), dann hat man auch dieselben Darstellungen fiir e*(p1,p3), €7 (p2,p3)
und auBerdem ¥ (p1p2, p3) = U5 ' p1p2(Us) . Damit wird die rechte Seite von (16.8i) zu

U3 p1(Us)pr (U5 pa(Us)) = U3 prpa(Us)

und das ist die linke Seite. iv) folgt auf folgende Weise aus ii) und iii): Ersetze in (16.7i) py
durch pypy und py durch pypy und dann 7' durch % (py, p2). Man erhélt

pa(e¥(p1, p2))e T (prpa,s p3) = e (papr, pa)e™ (pr, pa) -

Anwendung von (16.8i) liefert (16.9). v) und vi) sind klar. H

Das sieht schon sehr nach Zopfgruppe aus, allerdings sind die Z&pfe hier noch ,gefarbt®.
An sie ist ndmlich noch der zugehérige Morphismus als ,,Farbe® angeheftet. Gefarbte Zopfe
bilden aber nur einen Gruppoid, denn die Verkniipfung ist nicht zwischen allen Elementen
definiert, zum Beispiel kann man ja nicht zweimal hintereinander e*(py, p3) anwenden.

Die Darstellung dieses Gruppoids sieht nun so aus: Die Generatoren o; der B, werden
reprasentiert durch

i 0 (P1y ooy Pr) = p1 - pica(eT(pis pis1)) - (16.11)

Bezeichnen wir nun mit 7 den natiirlichen Homomorphismus von B, nach IP" dann ergibt
sich fiir die Verkniipfung zweier solcher Darstellungselemente

Ebby(P1y vy Pu) = 561(1%2—1(1) N ,07r2—1(n))5g,2 (P1y «ovs Pr)s (16.12)

mit by by € B, und my = 7(bsy).

Von nun an werden wir statt der é* der Einfachheit halber die Bezeichnungen dieser
Darstellung verwenden, wenn wir es mit Zoépfen mit verschiedenen Morphismen zu tun

haben.

Korollar 16.6 Als Finfache Anwendung von Thm.16.5ii) sieht man, daf die Zopfgruppen-
Entsprechung von Satz 7.9 gilt: Ist b€ B, und gelten ansonsten alle Voraussetzungen von
Satz 7.9, dann gilt

R(n(b))oeE(pr, ..., po) =€X(p}, ..., pl) o R(e). (16.13)

Um zu einer Darstellung der Zopfgruppe zu kommen miissen wir genau wie in §7 den
Blickwinkel etwas einschrénken.



Satz und Definition 16.7 Sei pe A . Setze

g, =ct(p,p)=c"(p,p)"". (16.14)
Dann wird durch '
B, 30— (o) = p N (e,), (16.15)

eine (nicht notwendig treue) Darstellung der Zopfgruppe B, auf dem Intertwinerraum p™(2)’
definiert.

Beweis: Zunachst ist die Gruppenoperation in der Darstellung 55)”) wohldefiniert, da die Ver-
kntipfungsvorschrift aus Theorem 7.7iii) auch in zwei Dimensionen gilt, und die Darstellung
des Inversen ist offensichtlich. Aus (16.9) folgt nun e,p(c,)e, = p(e,)e,p(e,) und damit
rechnet man die zweite Artin-Relation nach:

55)n)(0i0i+10i) = /02:_1(50)/02'(50)/02'_1(50) =p'” ( oP(Ep)E0) =
= p' "M p(e,)eop(e,) = p'(e,)p ™ e)p' (e)) = el (Cinioioin)

Weiter ist ¢, € p?(A)" und deshalb gilt fiir k > 2: ¢,p(c,) = p*(c,)e, . Das liefert

55)n)(0i0i+k) /0 “Hep)p (e, = Pi_l(gppk(gp)) =
= p NP (ep)ep) = p e ) T e,) = 55)n)(0i+kai)v
also die erste Artin-Relation. [ |

In mehr als 1 + 1 Dimensionen entartet diese Darstellung zu der Darstellung der Permuta-
tionsgruppe, die wir schon aus Korollar 7.10 kennen.

Stellen wir den charakteristischen Unterschied zwischen Zopf- und Permutationsgrup-
penstatistik, der schon in der Bemerkung nach Gleichung (16.4) angedeutet wurde, noch
einmal klar heraus: Fiir p; € A(O;), ¢ = 1,2 und Oy > O, wissen wir zwar aus der An-
fangsbedingung, daB e (p1, p2) = 1 ist, iiber e~ (p1, p2) = ¥ (p2, p1)* wissen wir aber nichts.
Das bedeutet, die Kombinationen

¥ (p2,pr)eT (pr,p2) und e (pa, p1)e” (p1,p2) s

kénnen nichttrivial sein, selbst wenn die Morphismen raumartig zueinander lokalisiert sind.
Solche doppelten Zopfungen nennt man Monodromieoperatoren.

Versuchen wir nun, die wesentlichen Begriffe des letzten Kapitels zu retten.
Definition 16.8 Fiir p € Ay, setzen wir

2=, (16.16)

mit |w,| = 1. d, > 1 ist die statistische Dimension aus §7 und w, heifit statistische

Phase des Sektors [p].

Die statistische Phase verallgemeinert die Unterscheidung zwischen Bose- und Fermisekto-
ren.

Fiir Automorphismen kénnen wir eine Entsprechung von Lemma 7.2 ableiten, die uns
einen ersten Findruck von den Charakteristiken der Zopfgruppenstatistik gibt.



Lemma 16.9 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) p ist ein Automorphismus.

i) p* ist irreduzibel.

iii) €, ist ein Skalar, und damit e, = X, = w, .

w)d,=1.

Beweis: i)=-ii)=-iii) folgt genauso wie in Lemma 7.2, wobei man noch beachten muf, daf
e, unitar ist, woraus schliefllich auch iv) folgt. Setzen wir nun iv) voraus und nehmen im
Widerspruch zu iii) an, dafl ¢, mehr als einen Eigenwert besitze, sage A1, Ay. Dann ist
mit 0 < o < 1 auch die konvexe Kombination oAy + (1 — 0)Ay = ow; + (1 —o)wz < 1
ein Figenwert, im Gegensatz zur Voraussetzung, also gilt iii). iii)=-i) zeigt man exakt wie
in Lemma 7.2, wobei der Vorfaktor +1 zu w, verallgemeinert wird, was sich dann wieder

weghebt. H

Korollar 16.10 Ist p ein Automorphismus, dann ist die Darstellung 55)”) der Zopfgruppe
im Sektor [p”] abelsch.

Beweis: Klar nach iii) des Lemmas. [ |

Teilchen, die abelscher Zopgfgruppenstatistk geniigen, d.h. bei denen in einfacher Verallge-
meinerung der Permutationsgruppenstatistik bei Vertauschung Phasenfaktoren auftreten,
haben in den letzten Jahren in der Festkorperphysik grofle Aufmerksamkeit gefunden. Wir
iibernehmen von dort die Bezeichnung ,Anyon* und nennen solche Sektoren anyonisch.
Unser Interesse gilt aber auch den Sektoren, die nichtabelsche Darstellungen tragen. Diese
nennen wir plektonisch.

Die Eindeutigkeit der Linksinversen, die wir fiir Permutationsgruppenstatistik gefunden
hatten gilt hier weiterhin, aber wir miissen dafiir natiirlich einen anderen Beweis fithren, der
nicht von der expliziten Form des statistischen Parameters gebrauch macht. Dies und wie
sich das Konzept der konjugierten Sektoren bei Zopfgruppenstatistik darstellt, beschreibt
die néchste Bemerkung.

Bemerkung 16.11 Sei pe Ay und sei pe Ag der konjugierte Sektor. Dann gilt:

i) p(A) = Rp(A)R, YAE A ist die eindeutig bestimmte Linksinverse von p, sie ist insbe-
sondere unabhdngig von der Wahl der Isometrie R€ (ppli) .

ii) A, = Az und auch ansonsten gelten die Ergebnisse von Satz 14.4.

iii) A, ist eine Invariante des Sektors [p] .

Beweis: Gehen wir zuriick zum Beweis von Satz 14.4 und sehen, welche Abweichungen
auftreten. Beginnen wir in (14.5) mit ¢}, d.h. wéhlen wir U so, daB O < O gilt, dann
erhalten wir am Ende der Rechnung

Ao U= o= R (p,p)p(R) = Be* (P, p)"p(R)

(mit Thm.16.51)), denn nun wird der erste statt des zweiten Morphismus nach links verscho-
ben. Damit kann man R genauso definieren wie in Satz 14.4, niamlich durch R = &% (p,p)R.
Durch Austausch von p und p erhdlt man dann aber:

Mo =R (p.p)p(R) = R (p,p)e™ (5, p)p(c* (7, ) R)



und damit kénnen wir nichts anfangen, denn in der Mitte steht ein Monodromieoperator,
tiber den wir nichts wissen. Rechnen wir also anders! Zunéchst ist (wenn ¢, die Linksinverse
von p bezeichnet und ¢5 entsprechend die von p)

Ao 1 = dp(ef) = R op(ef )R,
da R*R = 1 ist. Nun ist eine nichttriviale Verallgemeinerung von (16.7ii), daf
Fplet) = p(R ) 70), (16.17)
gilt, was graphisch leicht einsichtig wird:

& &

P p

|
A

Kars

DN

A
|
A

Damit kénnen wir direkt nachrechnen:
As I = R°R p(ef)RR = R*p(R )e*(p,p)* R = Rp(R )RR =
= ¢,(R )R = ¢,(F p(R)) = (A, - 1) = A, - 1,

womit ii) fast gezeigt ist, denn auch Satz 14.4iii) und i) gelten mit unseren Definitionen
weiter — es bleibt nur noch die Eindeutigkeit der Linksinversen zu zeigen: Wir kénnen
A€ schreiben als

A= N2 p(RYRAR p(R) = [\, | ?p(R )R R p(p(A)R)

wobei wir die Intertwinereigenschaft von B benutzt haben. Sei nun ¢’ eine beliebige Links-
inverse von p. Dann gilt ¢/(A) = |\,|2R*6(RR)p(A)R . Nun ist ¢(RR’) € (p|p) ein
skalares Vielfaches der Identitdt und setzt man A = 1 so erhélt man ¢(RR) = |A,|* und
damit ¢'(A) = R*p(A)R, also die durch den konjugierten Sektor bestimmte Linksinverse
und dieses Ergebnis ist offenbar unabhéngig von der Wahl von R. iii): Wir wissen aus obiger
Bemerkung, daf die Linksinverse ¢ fiir p € Ay eindeutig bestimmt ist. Wahlt man dann ein
p" aus dem Sektor [p], so zeigt die gleiche Rechnung wie am Ende des Beweises von Korollar

9.5, daB die Behauptung gilt. H

Ebenso 1a8t sich daf in §11 entwickelte Konzept der Standard-Linksinversen fiir p € Ag, hier
vollstandig weiterverwenden, und man findet auch dieselben Konjugierten fiir Produkte und
Unterdarstellungen, wie am Ende von §14 — uns stehen also alle wesentlichen Werkzeuge
zur Verfligung, die wir auch bei der Untersuchung der Permutationsgruppenstatistik ver-
wendeten.

Fiir p € Ay haben wir nun eine aufschlufireiche graphische Darstellung des statistischen
Parameters A, :

p p

S _ )



Dies gibt die Identitdten
A\, = Rp(c,)R=R)NR=p(R)e,p(R), (16.18)

wieder, wobei man die letzte leicht einsieht, wenn man die Linksinverse ¢, auf sie anwendet

Als néchstes wollen wir Satz 11.17 verallgemeinern, wobei wir hier gleich Standard-Links-
inverse verwenden.

Satz 16.12 Sei ¢ eine Standard-Linksinverse von p € Ag, und ¢; seien Standard-Linksin-
verse fir p;€Ag, 1 =1, ..., n. Dann gult:

i) ¢y ist eine Standard-Linksinverse von pip und es gilt

D1(p10) = Ap (P, p1)d(ep)E(p1, ) - (16.19)
i) ¢n ... ¢ ist eine Standard-Linksinverse fir py ...p, , die
On - -le(@m .~~pn) = Apy oo A 50n(/017 . ,pn) ) (16-20)

erfillt, wobei C, = (01 ...0,-1)" der Generator des Zentrums der Zopfgruppe B, ist (siehe
hierzu [Bir7j], S. 28, Korollar 1.8.4).

Beweis: i): Nach (16.8i) und (16.8ii) finden wir

Eprp = 502010302(1017107/017/0) = ,01(5(,01,,0)),0%(5,))5,)1,01(5(,0,,01)) :

Wendet man ¢, an, so ergibt sich

D1(ep1p) = (pr, p)p1(e,)P1(e0,)e(p, 1) = Aoy p(e(ps p1))eop(e(p, p1))

unter Verwendung der Artin-Relation (16.9). Wendet man nun noch ¢ an, so ergibt sich
sofort (16.19). Wegen der Unitaritat der ¢ ist dann klar, dal ¢¢; standard ist. ii): Zunéchst
ist auch ¢, ... ¢, standard, was man bei wiederholter Anwendung von i) leicht sieht. (16.19)
ist dann schon mal ein Induktionsanfang um (16.20) zu zeigen. Im Induktionsschritt von
n — 1 nach n benutzen wir wieder (16.19):

G oo D2D1(Epipy . on) = A Apy o ApnE(Pa o pryp1)EC,_ (P24 ooy pn)E(P1 P2 o pn)

indem man dort p = ps ... p, setzt. Nun sind die zwei dufleren ¢ nichts anderes als

(P2 oo PrsPL) = Co1 oy (P25 s Py PL)

E(p1sp2 o Pn) = Cony o (P1y s ) -
Wertet man alles unter Verwendung der Identitdt C,, = oy ...0,-1C,_10,_1 ...01 aus, so
erhdlt man (16.20). [ |

(16.20) ist in Fig.16.1 bildlich fiir n = 3 dargestellt. In jedem Schritt wird mit einer Links-
inversen der am weitesten rechts stehende Strang , kurzgeschlossen®“. und die resultierende
Schleife wird unter Herausziechung eines A-Faktors eliminiert. Ubrig bleibt am Ende der
,maximale Zopf“ C,, . Dank Formel (16.19) wissen wir nun auch, dafl die Aussagen {iber sta-
tistische Dimensionen von Produkten (Korollar 11.23iii), iv) und v)) aus §11 weitergelten.
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Fig. 16.1: Sukzessive Auswertung von ¢y bis ¢3 auf €,,,,,, -

8§17 Die Markov-Spur

Wir kénnen jetzt — in Verallgemeinerung von Satz 11.22 und Korollar 11.23 — einen
Spurzustand auf |Jp" ()" definieren. Es zeigt sich, dafl sich mit dieser Spur eine Markov-

Spur auf auf der Guppenalgebra C*(B.,) der B., = U B, erzeugen lafit.

Theorem und Definition 17.1 Sei ¢ eine Standard-Linksinverse von p € Agy .
i) Dann definiert

pH ()3 E— o(E)- 1 =¢"(F), (17.1)
einen treuen Spurzustand aufJp™(A)" . i) Sei p € Ay . Dann definiert
Tr |Ba(.) Ec,oos(p”)(.), (17.2)

eine nichtnegative Markov-Spur auf der Gruppenalgebra C*(By,) , wobei B, auf die natiir-
liche Weise in B, 11 enthalten ist. Diese Markov-Spur erfillt:

Tr(ab) = Tr(ba), (MI)
und
Tr(ao,) = )\p Tr(a)
Tr(ao;t) = A, Tr(a)
MII
Tr(e)= (M)

Tr(b™1) = Tr(b) \
fira, be B, . (MI) und (MII) heiffen Markov-Eigenschaft.

Beweis: 1) wird vollstandig analog zu Korollar 11.23 gezeigt, es ist nur noch anzumerken, daf
¢ kompatibel ist zur Inklusion p™(A) C p"t'(A), denn ¢t (F) = ¢"(E) fiir E € p™(A)'.
ii): Dafl Tr eine positive Spur auf B, ist, folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von
¢, ebenso Tr(e) = 1. Weiterhin ist fiir be B,, .

P (0) = (00 (D))



also kann Tr auch auf B, fortgesetzt werden. (MI) folgt aus i) (Spureigenschaft von ¢).
Tr ist als Spur invariant unter inneren Automorphismen von B, , inshesondere unter dem
Automorphismus ~: B,y1 — B,11, 0; — 0,11 Dieser ist in der Tat ein innerer Automor-
phismus und wird induziert durch

(o1 ...00)(01 ...On1) ... (0102)01,

it (17.3)
b bn—l—lbbn—l—l ”

wie man leicht nachrechnet) und damit wird
Tr(ao,) = Tr(ao,) = Tr(ao,),

wobei im letzten Schritt a in natiirlicher Weise als Element von B,y aufgefafit wird. Zu
zeigen bleibt:
Tr(boy) = Tr(b)A,,

fiir alle Worter b€ B, 11 in den Generatoren Uéﬂ s ey U;—Ll , denn a € B,, enthélt o, nicht

und deshalb brauchen wir fiir b 0,,41_, = o1 nicht zu betrachten. Fiir solche b ist
e (b)) = p(eM())
fiir ein geeignetes 0’ € B,, . Damit ist
Te(bor) = w(p(el(6)e,) = @(p(el (0))p(e,) = (e (B)A, = p(0H (b)), = Te(b)A, .

Die zweite Relation von (MII) folgt aus der ersten und der Unitaritat von 55)”) , genauso, wie

Tr(b™t) = Tr(b). [ |
(Man beachte die Ahnlichkeit des Beweises mit dem Verfahren von Lemma 9.2).

Korollar 17.2 i) Ist by ein Wort in den Generatoren ofl, i <k, by eines in den Genera-
toren O';H, g >k, firenl <k, sogit

Te(byby) = Te(by) Te(bs). (17.4)

it) Tr(b) = Tr(b), wenn b = 0'?1:1 ...0'?;1 und b = 0'?;1 ...0'?1:1 das umgekehrte Wort ist.
iii) Die Funktion

A_ n4y —n—

a(b) = ), |~ (ﬁ) Tr(b), VYbEB,, (17.5)
P

wobei ny bzw. n_ die Generatoren mit positivem bzw. negativem Vorzeichen in b abzdhlt, ist

eine Verkettungs-Invariante.

i) ist echt starker als die erste Relation von (MII), die ein Spezialfall davon ist (setze by = 0,,).

Beweis: Trotzdem kann i) prinzipiell genauso wie (MII) bewiesen werden, denn unter den ge-
machten Voraussetzungen haben wir 5(0”)(6162) = e(n )(bl) (n )(bz), mit 55)”)(61) € (p*|p*) und
55)”)(62) = p"~1(U) fiir ein geeignetes unitires U € Ql Dann kann man genauso weiterverfah-
ren, wie oben. iii): « ist offensichtlich invariant unter den Markov-moves ab — ba, a —

actl  a, b€ B, und ist deshalb nach Markov’s Theorem eine Verkettungs-Invariante (siehe

[Bir74], S.51, Thm. 2.3). H



8§18 Inzidenzmatrizen, superselection-Kanéle

Als wir in §11 die Zerlegung finiter Morphismen in direkte Summen von irreduziblen herge-
leitet haben, haben wir aufler Acht gelassen, daf} in einer solchen Zerlegung ja auch durchaus
ein Sektor mehrmals — d.h. mit Vielfachheit > 1 auftauchen kann. Diese Méoglichkeit wol-

len wir nun n&her ins Auge fassen, wobei wir zugleich vieles an Notation fiir die folgenden
Abschnitte festlegen.

Bei Untersuchungen iiber Aquivalenzklassen ist es immer pragmatisch, von diesen abzu-
gehen und nur noch einzelne Repréasentanten zu betrachten.

Definition 18.1 Zu den Mengen A, Agn, Aiwe, Do und As wdhlen wir jeweils eine Menge
von Reprisentanten — einen pro Aquivalenzklasse — und bezeichnen diese mil <7, /fgin,
Virr; Vo und /s respektive. Die Reprdisentantenmengen seien so gewdhlt, dafi sie mazimal
tibereinstimmen, d.h. es sollen dieselben Mengenbezichungen gelten, wie fiir die A:

Virr C va Vﬁn C V7 VO = Vﬁn N viFIW (181)

ete. Wir nehmen an, dafi <7s eine abzihlbare Menge ist). Die Elemente von <7 werden
durch Groffbuchstaben indiziert: pr, py, px, -... Die Konjugation wird auf die Indexmenge
tibertragen, d.h.

pr =PI (18.2)

Dem Vakuumsektor [¢] wird der Index 0 zugeordnet.

Wir werden die Notation insofern lax handhaben, als wir gelegentlich Morphismen durch
ihre Indizes vertreten lassen und ¢ fiir die Linksinverse von pr etc. schreiben.

Mit diesen Indexmengen definieren wir nun die Vielfachheitsmatrizen:

Definition 18.2 Sei p € \Jqn. Dann definieren wir die Matrizelemente der Inzidenzma-
trizen N implizit durch

1= SN, ]
(1] = (N )i [ps] (18.3)

[p1p3] = ; Nilpk] -

D.h., als die Vielfachheiten von prE€</g tn p, von pyE€<Jo tn pip € Van und von pg € Jo in
p1p1 € Vs . Die Summenschreibweise ist dabei symbolisch fiir die Schreibweise aus Korollar
11.10 (das Gleichheitszeichen ist erlaubt, solange man Aquivalenzklassen betrachtet). Wir
fiihren aufSerdem die Matrizschreibweise

Ny= (N Ny = (V) = N (18.4)

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser Definition ist die

UDas ist sicher keine allzu schwere Forderung.



Bemerkung 18.3 FEs gilt:

(N, =dim(plpr), (N,){ =dim(piplps), NJj = dim(pips|pk)- (18.5)

Diese Bemerkung stiftet uns an, die Hilbertraumstruktur der genannten Intertwinerrdume
genauer festzulegen. Das ist auf natiirliche Weise moglich:

Definition 18.4 Seien pr, ps, px € Vo, p € Vin. Der Raum (pipslpx) (bzw. (piplps))
erhdlt die Struktur eines Hilbertraums durch die Definition eines Skalarprodukts: Fir R, S €

(p1eslpx) (bzw. (piplps) ) setze

(R,S)-1=R"S. (18.6)

Wir wihlen beziiglich dieses Skalarprodukts fir (pipy|px) (bzw. (piplpy) ) eine Orthonormal-

basis von Isometrien T, wobei a der Vielfachheitsinder o = 1, ..., N& (bzw. (N,){) und
e eine Kurzschreibweise fiir den Multiindex

= ) =5 (b (1)) (18.7)

ist. e heifst superselection-Kanal oder Fusionskanal,
und die in thm auftretenden Morphismen bzw. Indizes tragen die Namen:
- s(e) : Quelle,
- r(e) : Ziel und
- ¢(e) : Ladung.

Ist1 =0 oder J =0 (bzw. 1 =0), so wihlen wir T =1, falls die Dimensionen der Riume
nicht verschwinden (d.h., falls die irreduziblen Morphismen nicht disjunkt sind. Beachte
Bem. 6.4). Ist das Ziel trivial, also Quelle und Ladung zueinander konjugiert, schreiben wir

fiir das einzige Basiselement T, = Ry = Ry (bzw. T. = R, = Ry ).

Die obengenannten Intertwinerrdume nennen wir Fusionsrdume, die Elemente ihrer Basen
Fusionierer.

Bemerkung 18.5 i) Sei e = ({£;) und f ein Kanal mit gleicher Quelle und Ladung. Dann
gilt die Orthogonalititsrelation

TT) = 64601, o, B=1, ...,Nj, (18.8)
und die Vollstindigkeitsrelation
S TeT =1, (18.9)
i) Es gilt die Multiplikationsregel
TITS T T = Serpbag - TOTS (18.10)
Beweis: Unmittelbar klar aus der Wahl der 7, als Orthonormalbasis. [ |

Wir werden den Vielfachheitsindex von nun an unterdriicken und implizit Summation iiber
diesen annehmen, wann immer ein 7, und ein 77" in demselben Term auftreten.

Wir kénnen nun die Verkettung von superselection-Kanélen einfithren:



Definition und Bemerkung 18.6 Sind e, ..., e, superselection-Kandle mit r(e;) =
=s(eit1), 1 =1, ...,n—1. Jede solche Folge

E=eo0 ...oe, = (€1 ..., €), (18.11)

heifit Pfad der Linge n von s(ey) nach r(e,) . Die Menge dieser Pfade wird mit Pfadi?e)l)r(en)

bezeichnet. die Intertwining Operatoren

Te=Teo o =Tey . Toyy €= (er ..o, en)€PRad() ) (), (18.12)

bilden eine Basis des Intertwinerraums (s(eq)c(er) ...clen)|r(en)). Mit anderen Worten,
(s(er)e(er) ...cleq)|r(en)) hat die Struktur einer direkten Summe von Tensorprodukten? :

(s(er)efer) ... clen)|r(en)) = D (sle)eler)lr(en) @ ... @ (sen)elen)|r(en)) -
£ePfad(S’(21)r(6n)

(18.13)

Beweis: Orthonormalitdt und Vollsténdigkeit der oben definierten Basis folgen durch Itera-

tion von (18.8) und (18.9). H
Pfade von superselection-Kanélen lassen sich bequem graphisch Darstellen. Sei £ = (e, ...

cy€p) € Pfad%l) und sei c(er) = p1, ..., c(€,) = pn. Dann stellen wir T; normalerweise
dar durch

Pn Pn—1 P11

P

Diese Darstellung kénnen wir in konsistenter Weise ,,verbiegen*:

Pn  Pn-1 P1

P

PI

Der Pfad lauft also von der ersten Quelle rechts nach links zum letzten Ziel, unter der
Wirkung der n Ladungen. Mit dieser Konvention 1&8t sich spater, wenn Operatoren der
Zoptgruppendarstellung auf die Ladungen wirken, trefflich arbeiten.

Wenn wir Skalarprodukte a la (18.6) von T, T¢ betrachten wollen, miissen ¢ und ¢
insofern zusammenpassen, als dafl ihre Endpunkte iibereinstimmen. Daf} fithrt zu folgender

Begriffsbildung:

2)

Man beachte, dal wir hier n Vielfachheitsindizes unterdriickt haben, die nun in Form der Tensorprodukte
wieder auftauchen



A

Definition 18.7 Fin Paar (£,&') mit €, &' € Pfad%), heifst Strang mit Aufhdngungspunkt
I. Man schreibt
Strang%n) = {(f,f’) | €, f'EPfad%) fiir ein I} : (18.14)

Mit dem, was wir jetzt wissen, kénnen wir alle wichtige Relationen zwischen den Inzi-
denzmatrizen ableiten.

Satz 18.8 i) Nf§ = N = N2 = NE_ N = NONO- = 6 N = NL, wobei t die

Transposition der Matriz bedeutet.
L
iii) Ny - d= d,, - cf, wobei d der Vektor mit den Komponenten dy = d,, ist.

Beweis: Das erste Gleichheitszeichen von i) folgt einfach aus der Tatsache, dafi die Mul-
tiplikation von Aquivalenzklassen abelsch ist (vgl. Lemma 5.13). Um das zweite zu sehen,
rechnet man nach, daf§ die linearen Abbildungen

X (pipslpx) — (pslpzex), T — Ripi(T),
Y (palpwox) — (proslox), S+ p1(S)Rr,

invers zueinander sind: X o Y(S) = Rjpip1(S)pi(Ri1) = SR;pz(R1) = X,, und ebenso fiir

Y o X . Die Vektorrdume haben also dieselbe Dimension und das zeigt

dim(pipy|px) = dim(py|pipx) = dim(pipx|ps)

also die zweite Gleichheit; damit ist auch die dritte Aussage von i) bewiesen. Die dritte
Gleichheit folgt durch Iteration der ersten beiden, ndmlich:

K _ ad _ ad.— nyI v yK _ K
Nij = Ny = Nig = Ny = Njg = Njp = V.-

Die zweite Aussage ist trivial wegen der Irreduzibilitit der Reprasentanten und Bem.6.4ii).
ii) ist einfach die Summenregel aus Korollar 11.23v) unter Beriicksichtigung der Vielfach-
heiten:

Z Nlljde = dmdm .
K

Aus Bem.18.6 wissen wir, dafi (bei Anwendung der Summenkonvention )

(Nr- Nyt = N NM =S dim(pipi|pn) dim(paprlpm) = dim(prprps|om)
L

unter Ausnutzung von i) — dies ist der wichtige Spezialfall von Pfaden der Lange 2 der
obigen Bemerkung. Auf dieselbe Weise erhalten wir fiir das entsprechende Matrixelements
der rechten Seite von Gleichung ii)

> N Nik = dim(prpspk |pu) -
L

Diese beiden Intertwinerrdume haben wieder gleiche Dimension, denn zwischen ihnen ver-
mittelt et (pipy, px) eine unitidre Abbildung. H

Vertauscht man bei der Definition der Verkniipfung von Kanélen Ladung und Quelle, so
erhédlt man eine neue Basis fiir die Fusions-Intertwinerraume aus jener Definition.



Definition und Bemerkung 18.9 Fiir einen Kanal (%) , (bzw. (IJP) ., PEVhin ) wihlen

wir eine Orthonormalbasis S von (pipilpk) (b2w. (ppilps)), wobei o = 1, ..., NI (bzw.
(N,)Y) der Vielfachheitsindex ist (den wir nun sofort wieder unterdriicken). Sei & €
Pfadi?e)l)r(en) und seien s(e;) = p;, @ = 1, ...,n. Dann bilden die intertwining Operato-
ren

Se = pn oo p2(Sey) -+ palSeny) e, 5 (18.15)

eine Orthonormalbasis des Intertwinerraumes (s(e,) ... s(e1)c(er)|r(en)) . Dieser Raum zer-
fallt ebenso in eine Summe von Tensorprodukten, wie in Bem.18.6. Es gilt

p(SeSe) = Y SeoeSioe - (18.16)
firalle £ = (er, ..., €,), &€ = (€, ..., €) mit r(e,) =r(e),). Die Summe lduft dabei iber
alle Kandle mit s(e) = r(e,) = r(e)) .

Beweis: AuBer (18.16) ist alles klar. Wahlen wir 0.B.d.A. e = ( () ), und seien s(e;) =

r(en) p
pi,t=1, ...,n,s(e)=pl, i =1, ...,n.Dann ist die Summe auf der rechten Seite gleich

D ppn e p2(Ser) oo p(Se)SeSIp(Se ) - ppy - Py(Ser)

und die Vollsténdigkeitsrelation fiir die S liefert die gewiinschte Identitét. H

Dies lauft darauf hinaus, die Richtung der Pfade umzukehren: Wéhrend sie in der obigen
Graphik von rechts nach links laufen, gehen sie nun von der Quelle links zum Ziel rechts.

Wendet man Linksinverse auf Strénge von S-Fusionierern an, so findet man eine Art
iterierte ,Orthogonalitat®:

Lemma 18.10 Sei ((oe, & o) € Strang%nﬂ) . Dann gilt

d
& (StocSeroer) = Geer—SeSer (18.17)
d,d;

wenn e = (JKP) und ¢ eine Linksinverse von p € /gy, ist.
Beweis: Verwenden wir dieselbe Notation wie in der letzten Bemerkung, so finden wir
& (S¢oeSeroer ) =& (ppn o p2(Sey) <o p(Se,)SeSIp(Ser ) L ppl, - .,0’2(56/1)*) =S¢ Serdp(5.57),

Nun ist S.57 ein Projektor auf eine irreduzible Komponente des Produkts ppy und (11.14)
liefert (18.17). H

Verwenden wir die oben eingefiihrte Darstellung von Fusionspfaden, so haben wir fiir (18.17)
eine schone Veranschaulichung, in Analogie zu Fig.16.1.




Die Fusionsrdume, zu denen die 7T, bzw. S. Basiselemente sind, sind isomorph. Wie
wir schon im Beweis von Satz 18.8 gesehen hatten, bildet ein statistischer Operator diese
Raume unitér ineinander ab. Es liegt daher nahe und wird sich bald als niitzlich erweisen,
den Basiswechsel zwischen T- und S-Basis zu betrachten.

Zunéchst sind wir fiir die elementaren Fusionsraume (prpjlpx) 2 1., e = ({;) frei,
einfach

Se = €+(,01,,0J)T6, (1818)
zu wéhlen. Damit kénnen wir den Basiswechsel auch fiir langere Fusionspfade leicht aus-

rechnen, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 18.11 Sei £ = (e, ..., en)EPfad%) mit c(e;) =p;y 1 =1, ..., n. Dann ist

Se = et (p1, pn ---p1)p1(en, (p1s -y pa)) Tk (18.19)
wobei by, das in (17.3) definierte FElement der Zopfgruppe ist.

Beweis: Fiir n = 1 reduziert sich (18.19) auf die Basiswahl (18.18). Betrachten wir daher
die Aussage fiir jeden Pfad ¢ der Lange n — 1 von I nach J als gezeigt. Schlielen wir an
s(ey) =I einen weiteren Kanal e = (KIPO) und rechnen alles aus, so erhalten wir

Seog = Pn—1 ...,01(5 )Sg
= pu-1 - pr(et (P, po) T)et (prs pu—i - pr)pi(en, (pry - pumt)) e =
= pu-1 - pi(eT(pc, po))et (prpos put - p1)Tepr(en,_i (p1y - s pumr))Te =
= pu-1 - p1{eT(pc, po))et (Prpos Put -+ p1)PRPO(Eba s (P15 -y 1)) Teot s

wobei wir zunéchst (16.7i) und dann die Intertwinereigenschaft von T, benutzt haben. Jetzt
machen wir am besten graphisch weiter. Was wir bis jetzt haben ist

K po p1 Pn—1
N

|
L]____+_J
On—1 P1 Po K

I

Dabei haben wir fiir po(ep,_, (p1, --.,pn-1)) einfach eine ,Black Box“ eingesetzt, die die
Reihenfolge der py, ..., pn—1 umkehrt. Weiterhin haben wir das Vertauschen von pxpo mit
den n — 1 Faden etwas auseinandergezogen, um zu sehen, dafl der gestrichelt eingerahmte
Intertwiner genau pk(ep, (po, - -, pn-1) ist (vgl. Def. (17.3)). Zuletzt wird — genau wie es
sein soll — px mit allen n Faden vertauscht. Das liefert genau (18.19). H

Zum Abschluf dieses Abschnittes wollen wir noch sehen, wie man prinzipiell in den Basen
der Fusionsraume interessante Operatoren diagonalisieren kann. Dabei leiten wir zugleich
ein fiir spater wichtiges Ergebnis ab.



Lemma 18.12 Sei e = ({*;) . Dann diagonalisiert T, den Monodromieoperator:

WK

T oy, pr)e* (o1, o) . = (18.20)

wiwy

Beweis: (18.17) benutzend rechnen wir aus:

WK dK WK _ *\ *\ * + *\
= = 220 = A o(TLTF) = Ak - T.17%) = T.px( R= R=)T*) =
ad - dd e K oi(TLT7) = Ak - dudn(LT7) = by ( pr(Bx)ett px (Ri) 6)

= dutr (pipa( BTt (prpa, pipa)prps(T. Big) ) =
= R0 656 (o1 (4 (pn pn)on(el)) et pr(e* (o, on)| 1oy =
= MRLT76y (4 (o, pa)pr(f )e* (pas 1)) TR = MAy ReTe* (py, pr)et (pa, pr) T R =

= MM T et (py, pr)et (ps, pr)T -

Dabei haben wir die vereinfachende Schreibweise ef = et benutzt. Gehen wir die einzel-

nen Gleichungen durch: Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir nur ¢; auf einen Skalar
angewandt. Dann benutzten wir die letzte Identitat von (16.18). Die nachste Gleichheit ist
eine wiederholte Anwendung von (16.7i). Das sechste Gleichheitszeichen folgt aus (16.8i),
(16.8ii). Dann folgt die Auswertung der Linksinversen ¢p auf | ...]. Zuletzt benutzt man
noch die Artin-Relation (16.9). H

Die Aussage des obigen Lemmas ist natiirlich auch fiir Pfade der Linge > 1 wahr: T:, &
Pfad%_l) , diagonalisiert die ,,héhere Monodromie® et (pr,p1, ..., pa—1), wobei C, das Zen-
trum der Zopfgruppe B, ist.

8§19 Zopf- und Fusionsmatrizen

Wir werden jetzt statistische Operatoren, d.h. Zopf-Intertwiner in den Pfad-Basen der Fu-
sionsraume darstellen. Die Idee, um zu Matrixelementen zu gelangen ist diese:

J— <
b I
j—1 -
3
Man schlieBt den Zopfer pr(cf(pi, ...,pn)) in das Skalarprodukt 13T der Fusionierer zu

Pfaden &, ¢ € Pfad%) ein. Mit anderen Worten, man betrachtet die unitare Darstellung
der B,, auf dem Hilbertraum (pip; ... pa|ps) . Die Pfade miissen dabei natiirlich kompatibel
sein, d.h. die Ladungen vor und nach der Zopfung miissen zusammenpassen. Seien wir nun

spezifisch:
Definition und Bemerkung 19.1 Seien & = (e, ..., ¢€,), & = (€}, ..., €]) € Pfad%),
cle) =p1, ..., clen) = pn . Dann definieren wir die Matrizelemente der Zopfmatrix® fiir

3)Einer Anregung aus [Har93] folgend bezeichnen wir diese nicht wie in der algebraischen QFT iiblich

durch R sondern durch B.



ein Wort be B,, durch
+ *
BE ()1 = Tapi(t(prs o pa))Te (19.1)

wenn die folgenden Einschrdinkungen fir £, £ gelten:

c(€) = priyiy) = clermy@y), 1=1, ..., n, (19.2)
mit der natirlichen Projektion # : B, — P . Die Zopfmatrizen sind unitire Matrizen
und es gilt

+ *
pleE(pr, o))=Y BRI (19.3)
(5’,£)€Strang}")

Beweis: Die Unitaritat ergibt sich unmittelbar aus der Vollstandigkeitsrelation der Fusio-
nierer:

:l: :l: b b b
> B (BB = Tapi(ei(pr, - p0)) (Z Tng) pr(EE(p1y s pu)) Ten = berer
¢ ¢

(19.3) folgt ebensoleicht aus den Definitionen. H

Die numerischen Werte der Matrixelemente der B-Matrizen hdangen natiirlich von der spezi-
ellen Wahl der Fusionierer-Basis ab. Invariant sind aber ihre Transformationseigenschaften
und die polynomialen Bedingungen, denen sie geniigen und die wir im nachsten Abschnitt
ableiten werden. Zudem kénnen wir jetzt gleich die Markov-Spur durch die Zopfmatrizen
ausdriicken! Dazu brauchen wir noch folgende Bemerkung, die Zopfmatrizen in der 7- mit
solchen in der S-Basis verkniipft.

Definition und Bemerkung 19.2 Fir ¢, f’EPfadgl) gelte die Notation aus Def.19.1 und
die Bedingung (19.2). Dann setzen wir

BG(b) = Szt (pay ooy p1)Se (19.4)
Dann gilt . - .
BG(b) = B (b) = BG (b 10b,), (19.5)

wobei ~: B, — B, der Automorphismus o; v« o,_; der Zopfgruppe ist.

Das ist eigentlich klar, denn beim Ubergang von der T- zur S-Basis passiert ja im wesent-
lichen nichts anderes, als dafl die Reihenfolge der Ladungen verkehrt wird. Man kann das
aber auch nachrechnen:

Beweis: Finsetzen von (18.19) in die Definition und zweimaliges Ausnutzen von (16.71),
(16.7i1) liefert unter Beachtung von (19.2) das gewiinschte Ergebnis. H

Wir beschranken uns nun auf den Spezialfall, daf§ alle Ladungen gleich sind: ¢(e;) = ... =
c(en) = p € Virr- Dann kénnen wir die Markov-Spur ausrechnen:

Satz 19.3 Sei p € Vi . Dann ist die zu diesem Morphismus assoziierte Markov-Spur eine
gewichtete Summe tber Charaktere endlichdimensionaler Darstellungen der B, :

1
Tr(h) = - di Y B (b), (19.6)
PTL T cePradfy

unabhingig von der Wahl von pr.



Beweis: Sei ¢ die Linksinverse von p. Wendet man ¢” auf die zu (19.3) analoge Darstellung
von 55)”)(6) an, so erhédlt man, wenn J der Endpunkt von &, ¢ ist

Tr(b) = ¢"(0) (b)) = ¢ S B 0SSt | =

(5,5’)€Strang}")

1 d 1 -
= 2 e BE (b) d_J = s 2d X B,
p(&,&’)eStrangI I p“l ] éePfadg)

was (19.6) fir B statt B ist. Diese beiden Matrizen sind aber durch einen inneren Auto-
morphismus der Zopfgruppe miteinander verbunden, wie (19.5) gezeigt hat. Unter einem
solchen ist aber die Markov-Spur nach (MI) invariant. H

Es scheint zwar auf den ersten Blick etwas tautologisch, erweist sich aber im nachsten
Abschnitt als konsistent, auch die Fusion in &hnlicher Weise wie die Zopfung durch Matrizen
darzustellen. Die Definition ist nach dem, was wir iiber die Zopfmatrizen erfahren haben,
einleuchtend:

Definition und Bemerkung 19.4 Sei e = (IJC(S)) , €10 €3 EPfad% und [ = (M), so
daf$ folgende Bedingungen erfillt sind:

cle)=M, cle;) =K, eles)=1. (19.7)

Dann definieren wir die Matrizelemente der Fusionsmatrix zum Fusionskanal f durch

Feyoeyspie - W = TETE, pr(Ty)T (19.8)
Es gilt die Darstellung:
Z F51°52§f €T T62Te ’ (199)

wobei die Summation iber r(e), r(e1) = s(ez) und r(ez) zu verstehen ist. Weiterhin gelten
die Orthogonalititsrelationen

ZF51052 s 6 e oe i fie = 561062,6/1065 9 (19101)

und

Z 61062 fie 61062 flel — 566/5ff/ . (191011)

€10€eg

Beweis: Einige simple Rechnungen unter Ausnutzung der Orthogonalitat und Vollstandigkeit
der Fusionierer liefern (19.9), (19.10i) und (19.10ii). H

SchlieBllich wollen wir noch 18.20 benutzen, um einen fiir spater wichtigen Zusammenhang
zwischen B™) und B herzuleiten.

Satz 19.5 Seien e;oey, fio0 ngPfadg) mit s(ez) =r(e1) = K, s(f2) =r(f1) =L. Dann
qilt:
B _ YREL gl (19.11)

frofa,e10ez W) fiofz,e10ez *



A

Beweis: Betrachten wir den relevanten Teil der Definition von B(7) | so ist die Idee ganz
natiirlich:

f1

Ersetzen wir nun den Term Tfl,ol( (p1,p2)) (pi = ¢( =1, 2) in der Definition von

B durch sein eben gefundenes Aquivalent, so wird

B o = The (o1, p0)e ™ (pn, p0) T3 p1(et (prs p2))et (o1, p0)e™ (o1, p1) Ty Ty

und Auswertung der Monodromien unter Verwendung von Lemma 18.20 liefert das Ergebnis.

§20 Polynomialgleichungen

Es ist klar aus den Definitionen, dafl die Matrixelemente der Zopfmatrizen nicht alle un-
abhéngig voneinander sein kénnen, denn insbesondere miissen sich die Zopfrelationen fiir
aus Theorem 16.5 als Relationen zwischen B-Matrizen schreiben lassen. In der Pfadsprache
ist das offensichtlich, denn es gilt zum Beispiel

Bg(/jg)(aiai-l—lai) = Bé?(@ﬂﬂmmﬁ,

als Darstellung der Artin-Relation. Das sagt aber nicht viel. Um verniinftige Matrixgleichun-
gen zu bekommen, mufl man zunéchst die B-Matrizen fiir beliebige Worter aus elementaren
B-Matrizen, das heifit solchen zu Pfaden der Lange 2, zusammenbauen. Im folgenden wer-
den wir ein allgemeines Verfahren finden, jede giiltige Intertwinerrelation, die Zopfer und
Fusionierer enthélt in eine Polynomialbedingung an die B- und F-Matrizen umzuschreiben.
Dazu betrachten wir als nichttriviales Beispiel die Gleichung

Tre*(p, pa) = pic(e*(p, pr))e* (p, pic)p(T) 4 (20.1)
die fiir f = (™) eine Anwendung von (16.7i) und (16.8i) bzw. (16.7ii) und (16.8ii) ist:

.0

M P

Die Idee ist nun wie zuvor dlese Bllder durch Anwendung eines pr und einschlieflen in
Fusionspfade £ € PfadU , de PfadU zu Skalaren zu machen. Durch Einschieben vollstandi-
ger Einsen sollte man dann die Zopf- und Fusionsmatrizen identifizieren kénnen und eine
Gleichung der Form F'B = BBIF erhalten. Das fithren wir nun an der rechten Seite der
obigen Gleichung durch. Dabei ist nur noch zu beachten, daff z.B. der Fusionierer Ty dann



unter zwei Morphismen steht: prp(Tf). So etwas kann man aber immer auflosen gemafl

pip2(A) = S Topi(A)T, e=(, ' ). Damit erhalten wir letztlich folgendes Bild:

P1 P2
oY d

N

<
f
H=n]

>
>
>

Schreibt man das hin, so erhdlt man fiir jeden Vertex, d.h. superselection-Kanal mit nach
unten gerichteter Ladung ein 7™, fiir einen nach oben ein 7. Es bleibt die Aufgabe, die
Matrizen- und Summationsindizes festzulegen. Zunéachst haben wir die &dufleren Indizes
a, b, a', V', ¢ festgelegt, die mit denen auf der linken Seite der Relation verglichen werden.
Jede durchgehende senkrechte Linie bedeutet dann eine Gleichsetzung von Kanélen, ebenso
sind zwei Vertices gleich die neben einer der Summationen direkt untereinander stehen. Auf
diese Weise erhdlt man fiir diese Seite

Z B(i) B(i) F63062§f;b (20'2)

b'oc!,e;0es P aloer,aves
e1,e2,€3, f

wobei B fiir B(o) steht. Die Summation {iber den internen Fusionsindex f ist dabei expli-
zit nur eine Summation iiber den Vielfachheitsindex, da der superselection-Kanal ja schon
festgelegt ist.

Nach diesem allgemeinen Strickmuster erhalten wir etliche wichtige Relationen:

Theorem 20.1 Die B- und F-Matrizen erfillen (unter anderem) folgende Relationen:

Z Btgj;)b’,eloez Bél_o)627a0b = 5a’ob’,aoba (203)
d.h. BH) = (BE). Und
+
Fa’ob’;}v;a = Z B(S'O)[)’,elerFQOBQ;f;a? (204)

€10€eg

wobei f aus f durch Austausch von Quelle und Ladung entsteht. Weiterhin gilt die Penta-
gonidentitat

+ + +
Z Bé’oi’,eloeg Bzg’o)el,aoeg F63062§f§b = Z Fa'05'§f§6B£oc)’,aob ” (205)
e1,e2,€3, f e, f
und die sogenannte Racah-Elliot-Gleichung
Z FeloSQ;f;eFa’ob’;el;eg Fegoc’;eg;a — Z Fb’oc’;f’;e’Fa’oe’;e;a . (206)
e1,e2,€3, f e f!
Schlieflich gilt die Quanten-Yang-Baxter-Gleichung (QYBE):
(£) (£) (£) _ (£) (£) (£)
Z Bb’oc’,62063 Ba’er,aoel Beloeg,boc - Z Ba’ob’,elloeg Begoc’,eéocBelloeé,aob (207)

e e e ! ! !
1,€2,¢€3 el ,eh, el
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Fig. 20.1: Die Polynomialgleichungen

Beweis: Die (QYBE) wird nach der oben beschriebenen Weise aus der Artin-Relation (16.9)
gewonnen. (20.5) haben wir oben schon besprochen. Die Racah-Elliot-Gleichung folgt aus
der Anwendung derselben Methode auf die Entwicklung (19.9). (20.3) ist die Entsprechung
von Thm.16.51). (20.4) beschreibt den Ubergang von der T- zur S-Basis fiir elementare
Fusionierer (18.18). H

Die Polynomialgleichungen kénnen — bis auf (20.6) — ganz genauso wie die entsprechen-
den Intertwinerrelationen dargestellt werden. Als Regel wird dabei {iber alle inneren Indizes
summiert. Diese Graphiken (siehe Fig.20.1) sind dquivalent zu dem, was in [MS89c| , geo-
metrische Bilder* genannt wird.

§21 Das reduzierte Feldbiindel

Die Ubersicht, die wir durch die Beschrankung auf 7o und mittels der Fusioniererbasen iiber
Produkte von Sektoren gewonnen haben, wollen wir nun auf das Feldbiindel iibertragen.
Dadurch wird jede Redundanz aus der Beschreibung verschwinden und die urspriingliche
Struktur des physikalischen Hilbertraums als direkte Summe von Sektoren zwischen denen
die Felder vermitteln wird wiedererscheinen. Mit anderen Worten, das reduzierte Feldbiindel
erfilllt das Programm zur Rekonstruktion der Feldalgebra.

Wir Starten von folgender Definition:

Definition 21.1 Die direkte Summe von Hilbertrdumen

Hiea= P H,, (21.1)

PIEVO

heifst reduziertes Zustandsbiindel? Die Elemente von Hyeq werden geschrieben als W =
(pr, W), um sie von denen von H zu unterscheiden. Hyeq trage das von $¢ induzierte
Skalarprodukt:

(P, @) (1, W) € Moot — ((p1, D), (p1, W) ) = 61y (@[) (21.2)

“)Der Begriff ,Biindel“ ist hier eigentlich unangebracht.



Eine Feldalgebra sollte nun durch lineare Operatoren auf H,.q wirken und von einem Sektor

auf den anderen abbilden. Die Idee dazu ist diese: Betrachte einen Kanal e = (£;) und ein

(pr, ¥)€H,, , d.h. wir starten bei der Quelle von e. Im normalen Feldbiindel wiirde nun ein
Feld {p;, A} mit Ladung p; so wirken:

{ps, At {pr, ¥} = {p1ps, pr(A)V}.
Durch Anwendung von T, kénnen wir jetzt aber die Zielfaser erreichen:
T: Ap1ps, pr(A)V} = {px, TC pr(A) W}

Das motiviert die Definiton von linearen Operatoren auf dem reduzierten Zustandsbiindel,
die vom Quell- zum Zielsektor abbilden.

Definition 21.2 Das reduzierte Feldbiindel F ist der Abschluff in der Operatornorm
der direkten Summe von Vektorrdumen

F=@e=Ple.n), (21.3)

fiir alle Kandle e mit Komponenten in <7o. Dabei ist jedes e = (e, A), A€ ein linearer
Operator auf Hieq :
(62 A)(p1s W) = By (r(e), T pr( A ). (21.4)

Es ist festzuhalten, da die Bedingung 6,.()(r(e) ad hoc eingefithrt wurde, um die Ortogo-
nalitdt der Sektoren zu sichern. Darauf kommen wir spater noch zuriick.

Die Einbettung der Observablenalgebra ist nun nicht mehr so simpel, wie im Feldbiindel,
aber immer noch natiirlich:

Bemerkung 21.3 i) 2 ist kanonisch eingebettet in F mittels der Abbildung

Ly A — F

A ig(A) = T (e,A). (21.5)
e, c(e)=0
ii) F ist eine Banach-Unteralgebra von B(Hyed) . Genauver gesagt gilt:
[(e, DIl < |A[[,  vVAeA. (21.6)
Beweis: Die Abschiatzung ist nach Definition des Skalarprodukts in H,.q klar. [ |

Um eine Feldalgebra zu haben, ist es natiirlich notwendig, dal F abgeschlossen ist unter

Produktbildung.

Satz 21.4 Seien e; = (€1, A1), e = (€2, A2) EF mit c(e;) = pi, @ = 1, 2. Dann gilt die
folgende Operatorproduktentwicklung (OPFE):

(617 Al)(€27 AQ) = 57’(61)8(62) Z F61062;f;6 ’ (67 Af) ) (21'7)
e, f

in Anwendung auf Zustinde aus H,eq . Dabei ist
Af = T}Kpl(Az)Al EQ[, (218)

und die Summe lduft iber alle f mit s(f) = p1 = cler) und e(f) = pa = c(eq) sowie iber
alle e mit r(e) = r(ez) und c(e) = r(f).



Beweis: Das ist eine einfache Rechnung:

(€2, Az)(er, A1) (pr, W) = dpps(er) (€2, A2)(r(e1), T2 p1( A1) W) =
= Or(en)s(en) (T(€2), T2, m(€1)(A2) T2 pr( A1) W) =
=5r<el>s<e>(( 2), T2, 17 pr(p1(Az) A2) 0)

wobei wir zuletzt die Intertwinereigenschaft von T7 benutzt haben. Wir fiigen jetzt eine
vollstédndige Eins vor dem Intertwinerpaar T 77 ein, die an die Ladungen von €; o €3 an-

(A
A

schliefit, d.h. wir rechnen weiter mit s(f) = c(el) =p1, c(f) =clez) = p2:
(627 AQ)(elv A1)(,01, \Il) = 57’(61)5(62) Zf:( ( )7 T;;Te*lpI(TfT;;)IOI(Iol(AQ)AQ)\I}) =

= 57’(61)5(62) Zf:( ( )7T52T61pI(Tf)pI(Af)q}) =

= Op(er)s(en) 2 (r(€2), T2 pr(TH)T T pr(Ap)W) =

67f

= 57’(61)5(62) Zf F61062§f;6(r(€2)7 Te*pI(Af)\I}) =
= dr(engaten) 2, Feyocsigie(e, Ap)(pr, ¥),

wobei nach denselben Regeln wie oben eine Identitat eingefiigt wurde. Fiir die Summation
tiber e folgen damit die erwiinschten Beschrankungen s(e) = p1 = s(e1), cle) = r(f)
und r(e) = r(ez) (Das bedeutet, die Summation iiber e ist nur eine Summation iiber den

Vielfachheitsindex). [ |

In §23 werden wir sehen, dafl F tatsachlich eine C*-Algebra ist, die von den Elementen
(e, A) dicht aufgespannt wird.

Lokalitat 148t sich im reduzierten Feldbiindel fast genauso wie in B ausdriicken:

Definition und Bemerkung 21.5 Fin Feld e = (e, A) € F heifit lokalisiert in O , in
Zeichen e€ F(O), wenn es in Anwendung auf jeden Zustand aus Hyea mit jeder Observable
(e1, B), BeUO') kommutiert. Diese Definition ist dquivalent zu: Fs exisiert ein unitdirer

Intertwiner U von p = c¢(e) nach p€ Ao(O) und UA ist in A(O) (vgl. Satz 12.13).

Beweis: Wir wollen moglichst (12.12) aus obengenanntem Satz reproduzieren. Die einzige
Schwierigkeit dabei ist die nichttriviale Einbettung der Observablen in F . Betrachten wir
also ein (pr, V) € Hyeq und wenden darauf zuerst die Observable (e;, B) und dann das Feld
an, so erhalten wir:

> (e, A)(er, B)(pr, W) = (r(e), T s(e)(A)pr( B) ), (21.9)

e1, c(er)=0

denn da ¢(e) = ¢ folgt T., = 1 (es ist e = (Is(e)o) ). Kehren wir die Reihenfolge der

Anwendung von Feld und Observable um so ergibt sich auf gleiche Weise

> (en, B)(e, A)(pr, W) = (r(er), r(e)(B)I7pi(A)W) (21.10)

e1, c(e1)=0

Damit die rechten Seiten von (21.9) und (21.10) gleich sein kénnen, muf natiirlich r(e;) =
r(e) gelten. Damit erhalten wir unter Ausnutzung der Intertwinereigenschaft von T die
Gleichung

T2 pi(AB) = T pr(ele)(B)A), 2L11)



als zur Lokalisierung des Feldes in O dquivalente Bedingung. Da 7. eine Isometrie und pr
irreduzibel ist, ist dies aber aquivalent zu (12.12) mit p = ¢(e). |

Es ist bemerkenswert, daf3 die Lokalisierung eines Feldes nur von dessen Ladung abhéngt
und nicht von den Sektoren, zwischen denen es vermittelt. Das liegt natiirlich an der klug
gewahlten Einbettung der Observablen.

Da jetzt die lokalen Feldalgebren verfiigbar sind, kann man die Vertauschungsrelationen
raumartig zueinander lokalisierter Felder untersuchen. Es ist nicht {iberraschend, dafl diese
eng mit den Zopfmatrizen zusammenhéangen.

Satz 21.6 Seien e, = (e;, A;) € F(O;), i = 1,2 und O1{Oy. Dann erfillen diese Felder
die Austauschalgebra

(€2, Ao)(ex, A1) = 30 B oo (€hs Av)(eh, Ao) (21.12)

mit dem Vorzeichen (+) falls O1 > Oz und (—) anderenfalls.

Beweis: Die linke Seite auf ein (p1, V) anwendend, erhalten wir

(r(e2), T T prpr(A2) AD)W) (21.13)

€27 €1

mit ¢(e;) = pi, 1 =1, 2. Andererseits erhalten wir fiir die rechte Seite

> (r(eh), TH T2 pr(e™(ph, PN Ty Ty T3 T2 pr(p( A1) A2) W)

/06/

€96

und das ist mit e(e!) = pl =p;, 1 =1, 2:
({2, T2 1 (omspr )pa( A) A2)0) (21.14)

Wegen der Lokalisierung der Felder und obiger Bmerkung kann A; = U7 'C; geschrieben
werden mit C; € A(O;) und einem unitéren Intertwiner U; € (p;|p;). Damit ist auBBerdem
e (pa, p1) = pr(Us 1)U Uspa(Uy ), je nachdem ob O > O, oder Oy > O . Mit alldem
rechnet man leicht die Gleichheit von (21.13) und (21.14) nach. [ |

Damit lassen sich die Polynomialgleichungen des letzten Abschnittes direkt als Beziehungen
in F auffassen. Zum Beispiel sagt dann die Pentagonidentitit, da man in einem Produkt
zweier Felder zunédchst eines der Felder mit einer Fusionsmatrix in ein Produkt von zweien
auflosen und dann diese beiden nacheinander mit dem anderen zopfen, oder aber die Fel-
der zuerst zopfen und dann eines auflésen kann — man hétte die Polynomialglgeichungen
natiirlich auch gleich in F beweisen kénnen.

Jetzt betrachten wir als letzte grundlegende Eigenschaft die Kovarianz im reduzierten
Feldbiindel. Was wir bekommen, ist genau die Darstellung aus Satz 12.8 allerdings mit dem
Vorteil, daf} die Felder nun manifest kovariant sind im Sinne von Axiom IV.

Satz und Definition 21.7 i) Die Darstellung L — U(L) der Poincarégruppe auf Hred
wird definiert durch die auf H aus Satz 12.8i). Dann definiert

P3L—ap: ap(e,A) = (e, Xp(cle)) " ar(A4)), (21.15)
eine Darstellung der Poincarégruppe auf F und es gilt
ar(e, A) = U(L)(e, AYU(L)™". (21.16)
ii) apF(O) = F(LO).



Beweis: Erinnern wir uns an Satz 11.9iii), so kénnen wir die Wirkung von «ape auf einen
Zustand (pr, U) ausrechnen (mit ¢(e) = p):

(are)(pr, ¥) = (r(e), Trpr(Xr(p) " ar(A)) V) =
= (r(€), T2pr(XL(p) " Up (L)Up, (L) pron(A) W) =
= (r(€), TeUp o(D) U (L)~ prap (A) W) =
= (r(€), Up() (L) T pr( AU, (L)1) = U(L) e U(L) " (p1, V).

ii) wird unter Ausnutzung von (21.10) analog zur entsprechenden Aussage fiir B gezeigt

(vgl. Satz 12.14). H

§22 Strukturkonstanten und Operationen auf Kanélen

In diesem Abschnitt stellen wir einige technische Hilfsmittel bereit, die wir fiir die Einfiihrung
einer sinnvollen Ladungskonjugation auf dem reduzierten Feldbiindel und damit fiir dessen
bessere physikalische Interpretation bendtigen. Fr kann als Referenz angesehen und zunachst
iibergangen werden.

Zunéchst fiihren wir die drei natiirlichen ,,Konjugationen® auf superselection-Kanélen
ein.

Definition 22.1 Fir einen Kanal e = (IKP) definieren wir die Operationen:

€= (; ) (22.1)

Wir werden im nédchsten Abschnitt sehen, dafl e — €* die iibliche lineare Operatoradjunktion
in F induziert, wihrend € als die physikalisch relevante ,, Ladungskonjugation® interpretiert
werden kann.

Eng verkniipft mit diesen Operationen sind eine Reihe von Strukturkonstanten

Definition und Bemerkung 22.2 Fir e = () definieren wir eine Phase

)
Xp- W =d,-p(RE)R, =d, - Rip(R,) = w, - R%g-l_(ﬁ? PR, (22.21)

Weiter setzen wir fiir e = (IKP)
Neer + 1| = ,OI(R%)TBTS* - (,01|,01) =C-1, (22.2ii)

was graphisch dargestellt wird durch

— e I_ PrN\p
nee*_peK - I*D“I

I



Aufserdem

=3 — K 3 %
051 = — BT o(e(pr p)T2) By =
(22.2ii1)
B Tzpile(p, pr) o) By € () = €1,
graphisch:
K, ~K
e /wpr
T~1
Schlieflich

P 1= 300 e 1= R B R (s ) Lo (T Rig € (t) = €1, (22.2iv)

I~1

I baiied !
ee — WK : €
K K

Beweis: In (22.2i) ist nur das erste Gleichheitszeichen nach der Definition nichttrivial. Die
graphische Darstellung dieser Gleichheit ist

graphisch:

PP
MJ =N
7 p
Da p und p irreduzibel sind kann man diese Identitdt von Skalaren umformen in

)-U

was offensichtlich richtig ist. Wir haben nun nur noch die Identitdten der verschiedenen
Darstellungen in (22.2iii) und (22.2iv) zu zeigen. Zu (22.2iv): Fiigt man den Intertwiner .«
direkt nach dem ganz links stehenden Rf in 0<" ein, so erhilt man zunichst

ez - I = 29?%6* =

wpwl

= - Ry pr(RZ) T px(e(pr, p)1E) R -

WK

ZRIPI (RHTT T px(e(pr ) T2) R =

Was wir nun haben ist graphisch (unter Vernachlassigung der Phase)

(o

was man unter Verwendung der Regeln aus Thm.16.5 leicht zu der behaupteten Darstellung



von (.z umformen kann. |

Die Stellung der Indizes dieser Matrizen ist nicht zufillig: z.B. transformiert sich 6% kovariant
beim Wechsel der Basis 1% und kontravariant unter einem Wechsel der Basis T, . Zu der Phase
X, ist noch ein Wort zu verlieren: Ist p nicht selbstkonjugiert, so kann man immer durch
Wahl von R, = R, Ry = ¢*(p,p)R = R, die iibliche Situation wiederherstellen, in der
X, = w, gilt (siehe Satz 14.4; man kann natiirlich auch x, = 1 wéhlen). Im allgemeinen
kann diese Phase aber von der Basiswahl in den Intertwinerrdumen abhdngen — also von
der Phase von Rj relativ zu R, .

Lemma 22.3 Sei ¢ = (IKP) . Dann gelten die folgenden Identititen (Summation tber wie-
derholte Indizes):

(@) Neer(npex)” = M(Sefv
(b) 05(051)* = 5ef 5 (223)
dg

(¢)  CalC7) = M&f

Und wetterhin

dx
(EL) Nee* Xpd_I Nexe
(= X g *
(b) b= (00" (22.4)

Beweis: Zunachst zu (22.3). Fiir (a) rechnen wir aus:

7766* (Ufe*) : ]I = le(nee* (nfe*) : ]I) = Rﬁqu(T@T@*Te*Tf )Rﬁ = dId 55f ]I
e* e* e* P

unter Verwendung von (18.17). Fiir (b) mit f = (ILP) :

W
SOOI =[5 X B (e )T Ralign (T3l p) ) i =

\/ Z B2 (o, p) LT = (pxe, p) VT B = [ = BT 7Ty e =

=5 1.

Dabei konnten wir RfR: mit folgendem Argument eliminieren: Ersetzt man diese Kombi-
nation durch 1 = Y 7.7 mit s(e) = ¢(e) =1, so trigt nur der Term mit r(e) = 0 bei, denn

der ganze Teil R ... T, ist in (¢|r(e)) und dieser Intertwinerraum verschwindet fiir r(e) # ¢.
Wir werden solche Argumente im folgenden wiederholt benutzen. Nun zu (¢), mit derselben



Notation wie zuvor:

WL

Y CelCg) = o ZR* to1(e(p1. p) ) Tepk (15) R Rk (T7) T pr(e(pr, p)) BBy =

WL

~ Vax ZR* 1Pt ) ) Tep(TET7) T pr1(e(p1, p)) B B =
Wi, * § .
“ Vx| ZR (p1,p) ) ip(Tel5) T, prle(pr, p) BBy =

WL

=\ o leiElen, p) ) oip(TET7 ) pi(e(pr, p)) Bilip

wobei RgR% und T, T wie oben weggelassen werden konnten. Unter Vernachldssigung der
Phase rechnen wir graphisch weiter:

Die eben gezeigte Invertierbarkeit der Matrizen benutzen wir jetzt, um (22.4) zu sehen. Bei
(a) rechnen wir fiir die linke Seite

D Neer (exe)” ZPI(R*) (TrT5pK(Rp)) T = pr(RE) T pr(R,)Tex =
_ * — * _ XP
= Topx(p(B7) Ry )Ter = - - 1.

Andererseits bekommen wir aus (22.3a) fiir die rechte Seite

* _ dI
26:775*6(776*6) - dep 9

und Vergleichen liefert das gewiinschte Ergebnis. (b) und (¢) sieht man analog. H

Satz 22.4 Die Strukturkonstanten sind (unter anderem) iber folgende Symmetrien mit den
B- und F-Matrizen verkniipft (wiederum gilt Summation iber wiederholte Indizes):

1) _ pE
(EL) Tlee* Bzg’o)e,aob - Bj(‘*cza’,boe*nff* ’
(£) _ pl)
(b) Neterx Neex Be’oe,f’of = Bf’*of*,e*oe’* Nprpred] e,
*
(c) Neger Feoensfior = (Feloe;;f*;e) Nff

(d) §51€1§62€2B§t®)§é7glo§2 = (Béloe 61062) §5252§5151

()  OH0BE. B gage

IR 9
61 62 €50€7,€20€] 61052 €10€2 "e1 e

(22.5)

() Cerer Cen®o Foromifie = (£ 062;f§5)* Cf?geg )



Beweis: (a) ist eine Polynomialgleichung mit der sehr speziellen Fusionsmatrix n (beachte
die zweite graphische Darstellung von ). Diese kénnen wir leicht aus der entsprechenden
Intertwineridentitat herleiten, wenn wir die Darstellung aus Fig.20.1 benutzen:

a’ a’
-
™ e
b A b
(b) entsteht durch Iteration von (a):

(£) _ (#) _ pE)
nelel*nee*Be’oe,f’Of = TNetet* Bf*oe’,foe*nff* = Bf’*of*,e*oe’*nf/f/*nff* .

(c) erhalten wir aus der Definitionsgleichung p1( )Ty = 1y s+1T7. . Wandeln wir zunéchst die
linke Seite wie oben in Polynomialform um, so erhalten wir

[
€9 f
e; €1

was die linke Seite von (c) ist. Verfahrt man mit 77. auf der rechten Seite genauso und setzt
die dufleren Indizes gleich so ergibt sich (c¢). Der Beweis von (d) ist etwas aufwendiger, im
Prinzip aber einfach, wenn man sich von der graphischen Intuition leiten 1afit (der Leser
sei aufgefordert, die einzelnen Schritte graphisch nachzuvollziehen). Legen wir zunéchst die
Notation fest:

L K J K
el:(ng)? 62:(L p1)7 ellz(lpl)7 6/2:(J 02)'

Jetzt schreiben wir als erstes die linke Seite hin, wobei wir den Intertwineranteil der Zopf-
matrix, der in (pg|p) ist, an geeigneter Stelle einfiigen. Wir vernachlédssigen dabei den

Wy, Wy W
Phasenfaktor ,/MTMI , der mit dem auf der rechten Seite {ibereinstimmt:

B Repi(e(pt, p1) ) Tey (T ) Ry B, Bp ((p 7, p2) ) Ty i (T, T T2 p3(% (7, 71) ) T, T ) B
= I Repi(e(pr, p1)") 1o p3(Te ) Bylts Rapy(e(pg, p2) ) Loy o (T2 p1(e* (P2, 71 ) ) Ty T2, ) B

= RsRzpi(e(pr, 1)) Loy p3(Tey ) B Rspa (p3( B3, ) (p7: p2) ) Loy pxc (T2 p7(e% (P 1)) T Ty ) i
= I Repi(e(pt, o)) T p3(Te p3( 15, )e(p T, p2) ") Loy o (T p1(e* (5, 1)) T T, ) Bz

wobel T%TE*; durch 1 = > T. T mit e = (jr(e)ﬁ ) ersetzt werden konnte, denn die Summe
e 2

iiber ¢ bricht zusammen: Der Teil pr (77 ...) Ry ist dann in (pxr(e)|e) und Ng, () = 0 fiir

r(e) # pi - Ebenso wurde Ry entfernt. Sodann schieben wir & etwas nach links:

pi(e(p3: p2) )Ty (T5) = pile(py. p2))p2(15) Tey = pa(T52(p1pr, p2)") Tey
mit den Regeln aus Thm.16.5. Setzen wir dies wieder ein, so erhalten wir:
Rs Rzpi(e(pt, p1)) Ty p3(Te p3( By ) T2 2 (pipr, p2) ) Ty o (p1(e™ (P2 1)) I, T, ) i
= 15 Ripi(e(p, p1) ) Tey 3 (T T5 p1p1 (B3, )2 (pipr, p2) ) Tey i (p1(e (P2 1)) T, T2, ) g
= Ity Bipi(e(pt, p1)*) Ty pap1p1 (B3, )e(p1o1s p2) ) Ty prc(p3(e7 (P2, 1)) T, T, ) i
= Rx R Rzpi(e(p, p1)"pi(e(piprs p2) ) p2p (e (Pas P1)) Lot Tos pic (T2, T, ) By

o~ —



wobei wir Tz 17 eliminiert und zuletzt noch die Fusionierer nach links und rechts verschoben
. 1 . . . .
haben. Bringen wir nun die rechte Seite auf eine analoge Form:

Rz Bzpi(e(pt, p2)*) 1o, pr(Te, ) RE RS Bipr(e(pr, p1)*) ey pxc(Te, ) T2 17 pi(e¥(p1s p2)) Ty Ty R
= Rx Rzpi(e(pr, p2)*) T, pn( T2, ) pn(p( By e(pr 1) pa(T,)) 17 pi(e®(p1, p2)) Te Tu R
= Rx Rz Rzpi(ve(pt, p2)*pa(e(p1pa, p1)*)e* (p1, p2)) Te To px (T, Te, ) R -

Jetzt miissen wir noch die Reihenfolgen der R* aneinander anpassen. Das tun wir auf der
linken Seite; wir formen um:

Ry Rs By= R p2(R5 )e(pipys p2) By = RS papa (R )p2(e(Pay p121)")e(p1Py, p2 )Ry =
= R; R5 Ripip1(p2(e(Pa, p1791)")e(p1P1s p2)) -

Setzt man das ein, so kann man die Zopfe auf der linken und rechten Seite direkt vergleichen:

ﬁ1p15}2p21 I

Rw plpli\zpj I
J I Pips P20 1
3

PPy T P2PL 1

Damit ist (d) gezeigt. (e) rechnet man auf genau dieselbe Weise aus. Zuerst die linke Seite
(wieder unter Vernachlassigung der Phase):

R 17 pa(e(pr p2) T2 ) Ry BT pr(e(p p1) T T3 15 pre(e™(prs p2)) 15, T ) By =
= RT7 pa(e(pr. p2) T )17 pr(e(p g, pO) T2 pr(e=(prs p2)) T, T2, ) By =
= RT3 T2 pilpa(e(pr p2))e(prp2s p1) To T2 pre(£5(prs p2)) T2, T, ) By =
= BT T pipi(e(pies p2))e(prpz: p1)p (5 (o1, p2)) T, T, ) By -
Dann die rechte:
R T3 15 pr(e™(p2, 1)) T, Te, T pue(p e, p1) T2, ) RERETE pr(e(p, p2) T, ) By =
= RT3 17 pr(e®(p2, p1)) Te pLlelpr, ) T2 T2 prle(ps p2) T ) By =
= RT3 17 pr(e*(p2, p1)p2(e(pig, p1) T, e (prs p2) T ) By =
= RET5 T pi(e™(p2, p1)p2(e(ps p1))e(pprs p2) Te, T, ) By -
Vergleichen wir wieder die eingeschlossenen Zopfe:
K P2 P1 K P2 P1
N N
(\ L
=M
- 4

P2PL K P2PL K




A

was (e) zeigt. Fiir (f) legen wir die Notation so fest:
€1 = (IJpl) ; €2 = (JKPQ) , e=(x") = [= (pl p2) :
Damit wird die linke Seite:

I Ripi(e(pr, p1)") T, pi(T2, ) By RS Rpy(e(py, p2)" ) Lo, o (T2, T2, 17, p1(T5) 15) Bie =
= B3 Bipi(e(pr, p1)") e ps(Te p3( 15, ) T2 2 (pipr, 2)") T, prc (p7(T7) Te) Bie =
= Rz Bipi(e(pt, p1)"pi(pip(B5))e(piprs p2) ) Te, Tey p (p1(15) 17) Rz =
= Ry B Ripi(e(p1, pr) pi(e(pipr, p2)") 1o, Te, px (p3(T5) T2) R -

Und die rechte: Damit wird die linke Seite:
RS RS p1(e(pys p2) ) Trp(T5) B RS Ry pr(e(pr, p) ) TET7 pr(T7)Te, Ty pi (T2) B =
= B3, B p1(c(Py, p2)" ) Trp(T7) By pr(e(pr, p) " T7) T Tey px(T7) Rp =
= R RS Rzpi(p1pi((pr, p2)")e(p1, prp2)) Te, Te, pr(p1(15)1%) Riz

und der in diesem Fall besonders einfache Vergleich der Zopfe liefert die Gleichheit der
beiden Seiten. H

§23 Konjugation im reduzierten Feldbiindel

Mit den Hilfsmitteln des letzten Abschnittes kénnen wir nun die Analoga zu den Operationen
e — ¢*, €, € aul dem reduzierten Feldbiindel einfiihren. Als erstes induziert die *~-Operation
auf den Kanélen die Adjunktion der Operatoren in F :

Definition und Bemerkung 23.1 Das reduzierte Feldbindel ist abgeschlossen gegeniiber
der antilinearen Operatoradjunktion, die fir e = (IJP) definiert wird durch

Foe=(e,A) e = % S e (€5, (AR, (23.1)
14 e*

Die Adjunktion erhdlt die Lokalisierung.

Beweis: die Lokalitdt der Adjunktion ist klar, da p genauso lokalisiert ist, wie p. Bleibt
zu zeigen, dafl e* tatsdchlich der zu e adjungierte Operator ist. Dazu vergleichen wir (mit

U= (p, V), ®=(ps,®))

(W, @) = x,d, - Zox 0Zen ((p1, T2psp(A”)p

1(R,)W), (pr, @) ) =
= Xpdp - Een 0Zer (Wps (BS) Tenpr(A) @)

mit
(W, e®) = (W[T7pi(A)D).
Nun gilt

* * * dId
X/)d/) ) Znee*pJ(Rp)Te*Te = X/)d/) ) Znee*ne*e = ’

unter Verwendung von (22.3a) und (22.4a). Damit ist die Gleichheit der beiden Ausdriicke
gezeigt. H

*
Meer = 1,

Damit wissen wir, dall F eine C*-Algebra ist:



Korollar 23.2 F ist eine C*-Unteralgebra von B(Hyea). Die Menge der Elemente der
Form (e, A) ist total in F .

Als néchstes fithren wir die zu e — € gehorige Operation ein:

Definition und Bemerkung 23.3 Die lineare Operatorumkehr

d
.7-'9e:(e,A)n—>EE\/d—J-Z®§(€,A), (23.2)
1 =

mit e = (;° erhilt die Lokalisierung und kommautiert mit der Adjunktion *. Sie ist bis
Ip g J

auf eine Phase eine Involution:

X7

w -e. (23.3)

e =

Beweis: Die Lokalitét ist klar. & = (&)* folgt direkt aus den Definitionen und der entspre-
chenden Eigenschaft der Kanéle. Zur Involutivitat:

e= Z O @ _ M e.
X1
H
Wie bei den Kanilen kénnen wir diese Operationen kombinieren:
Definition und Bemerkung 23.4 Die antilineare Ladungskonjugation
s ~ dJ Xp _ _
Foe=(e,A)r—e=(e)'=¢e = Zg}ee,o R,), (23.4)
(mit e = (IJP) ) erhdlt die Lokalisierung. Sie ist bis auf eine Phase eine Involution:
= XJ
e=—-e. 23.5
X1 ( )

Beweis: Die Identitédt der Definitonen folgt aus der Definition der (-Matrizen. Die Rechnung
T 2 XD
= ((e)*) = le = — -e.
(@) - (=

zeigt die Involutivitat. H

oll

Bemerkung 23.5 Die Operatoradjunktion, Operatorumkehr und Ladungskonjugation des
reduzierten Feldbindels kommutieren mit der Kovarianz (21.15).

Beweis: Die Kovarianz kommutiert mit der Operatorumkehr, da sie nur den lokalen Frei-
heitsgrad involviert. Das sie mit der Adjunktion kommutiert, rechnet man unter Verwendung
von (14.7) nach. Das folgt dann unmittelbar auch fiir die Ladungskonjugation. H

Zum ersten mal kénnen wir nun physikalische Information in &hnlicher Form wie im Rahmen



der Wightman-Theorie ableiten.

Satz 23.6 Sei e; = (€1, A1), ..., e, = (€n, An) eine Kette von Feldern, die vom Vakuum
ins Vakuum interpoliert, d.h. e; 0 ... 0e, € Pfadgé) . Weiter sei € F(O;), i1 =1, ....n
und die Lokalisierungsgebiete seien so angeordnet: O < ... < O, . Dann gilt
e 1 N N
en...elzn — e ... &, (23.6)
=1 wl)i

mit p; = c(e;). Wird die Anordnung der Lokalisierungen umgekehrt, so wird der Faktor
invertiert.

Beweis: Der einzige Ansatz, den wir fiir den Austausch von Feldern haben, ist die Aus-
tauschalgebra (21.12). Wir starten deshalb von

(envAn) “‘(617‘41): Z Bij—o)...oen,fno ...ofl(bn)(flvAl) (fnvAn) =
fno ...0f1

= Z Te*n . T*a":bn(pn, ,pl)Tfn ---Tfl(flaAl) (fn,An),

(23.7)
mit dem in (17.3) definierten ,,Verdreher“. Wegen der Einschrankungen an den e-Pfad haben
wir dabei

€1 = (0p1p1) ” €n = (Enopn) ” fl = (pl pl) ” fn = (Opnpn) .

Daraus folgt T., =Ty, =1,T., = R,, und Ty, = R,, . Damit haben wir auf triviale Weise
fo=¢,und O -1 = R} B, (e(t, pu) )Ry, =1, dh. O =1. Also ist (23.7) schon in

€, ...€6 = Z T: T*a":bn(pn, “‘7p1)Tfn—1 ---Tfl(flaAl) ---(fn—laAn—l)Ena
fn—10 ...0f1

iiberfithrt. Jetzt formen wir den Intertwineranteil weiter um. Wir setzen f,_; = (pnppn_l)

(Quelle und Ladung liegen ja nun fest). Damit wird

e (s oo s P T gy = p1 e P P T )Ed_ (Ps P2y s p1)s
und weiter

Te*n t ‘Te*lpl t -pn—2(€(pn7pn—1)Tfn_1) Te*nTe*n 1 (g(pn7pn—1)Tfn—1)Te*n 2 ‘Te*l =

ZTe*nTe*n 1 pn7pn I)Tfn I)TQT;Te*n 2 Te*l 9
mit o = r(e,—z). Nun ist aber der Teil 77 ...T} ein Intertwiner aus (¢|r(g)) und deshalb

tragt nur der Term mit ¢ = (,%) bei. Aulerdem ist @ = r(f.—1) = p. Daher gilt, weil

wir e, ja schon kennen, ¢,_; = (Ep"pn_l) , also f,_1 = €,_1. Setzen wir alles zusammen, so



ergibt sich

€, ... €6 —

:f Z ; ( ;n e 1/0( (Pnapn—l)Tén 1)30) R, -

Te*n 5 T*gbn 1(p Prn—2, ...,pl)Tfn_2 ---Tfl(flaAl) ---(fn—laAn—l)En =

[ Y Q°n- +
wpnwpn ] en 1R Te*n 5 Te*lgbn_l(p7p77-—27 s 7/01)Tfn—2 st Tfl

(flaAl) s (En—laAn—l)En =

wanwpn ) RPT;_2 T 5bn (pspn—ay o)y, o Ty

fn— 20...
(flvAl)' (fn 2, A )en 184 5

denn der eingeklammerte Teil in der ersten Zeile ist bis auf die Phase genau der bendétigte

O-Faktor. Verfahrt man induktiv weiter, so bekommt man als nachsten Faktor Zpl ,
P Pn—2

mit p’ = r(f,—2) und so weiter. Schlieflich finden wir (23.6).

Korollar 23.7 Sei e = (e1, A1), ..., e, = (€4, Ay,) eine Kette von Feldern, die vom Vaku-

um in einen Sektor [p] interpoliert, d.h. e;o ... 0 enEPfadg;) . Weiter sei e, € F(O;), i =

1, ..., n und die Lokalisierungsgebiete seien so angeordnet: O; < ... < O, . Dann gilt

= pri/wp-én...él, (23.8)
=1

mit p; = c(e;). Wird die Anordnung der Lokalisierungen umgekehrt, so wird der Faktor
invertiert.

Beweis: Aus der Fusionsregel (21.7) des reduzierten Feldbiindels wissen wir zunéchst, daf
e, ... = e= (e, A) mit s(e) =0, r(e) = p und deshalb auch ¢(e) = p ist. Wahlen wir nun
ein beliebiges Feld g = (e*, B) € F(O), mit O > O,,. Dann ist mit (23.6)

1

1
reg=ge= T ——— & ... &g
p ,/wpnwm
K3

Nimmt man davon das Adjungierte, so erhdlt man

ge= /me/%-gén .8 (23.9)

Wir zeigen nun, dafl g invertierbar gewahlt werden kann — Anwendung des Inversen auf
(23.9) ergibt dann die Behauptung. Wahle g = (e*,U) mit einem unitéren Intertwiner von

o~

p nach einem in O lokalisierten Morphismus (um konsistent mit der Lokalisierung von g zu
sein). Dann ist nach den Definitionen

ggOC (6 U)(e p U* Z coE; f1ig g7Tfp UU Z coE; f1ig g7T;RE)7



mit (21.7). Nach der schon bekannten Argumentationsweise mufi 77 = RZ gelten, d.h. es
mufl r(f) = ¢(g) = 0 sein. Damit ist

g8 x Z(gvll) = ]I|’}-Lp7
g

denn die Summe iiber g = () ist genau die Einschrankung der Einbettung von I € in
B(Hyea) auf B(H,). Wahlt man die Normierung von g geeeignet und wendet g auf (23.9)
an, so ergibt sich (23.8). H

Es ist zu beachten, dafl e — € weder ein Homomorphismus noch ein Antihomomorphismus
der Algebra F ist. Ersteres wegen obigem Korollar, letzteres, weil zudem die ~Operation
nicht mit der Fusionsalgebra (21.7) vertraglich ist. Man findet aber eine schwichere Figen-
schaft:

Satz 23.8 Seien e = (e1, A1), e = (es, A2) zwei Felder mit s(e;) =0, r(es) =p, c(e;) =

pi . dann gilt
WoWp,

€€ =

' Z Bj(c;l—o)fl,eloegrlgv (2310)

“p faof1

it £ = (i A4).
Beweis: Mit Hilfe von (21.7) finden wir fiir die linke Seite von (23.10):

€ € — ZfF61062;f;6(€7 Tfpl(AQ)Al) =

dl)
= Z} (F61062 if5 6)* \{(: ) @5@ ﬁ(ATpl(AS))ﬁ(T62)RP) =

&’

(@ AT (AZ)P(TL )R,

denn mit obigen Setzungen gilt

61:(00101)7 fzezz(plpm)’ 62(000)7

und somit ist T, = T., = 1, (.z = 1, die Fusionsmatrix trivial und alle Summen brechen
zusammen. Die rechte Seite kénnen wir unter Verwendung von (19.11) schreiben als

Z
o €1 0€e
((7 1((7 2 fl 1 2

fa0f1
(23.11)
w d1d2 - T * T = *
= o Y B oG, (T AT R, ) (T P A3)R,)
PLP2 X o1 X o d/) fa0f1

Denn es gilt fi = (,,”,,) , fa = (¢”,,) und deshalb ist inshesondere Cr,7, = 1. Entwickeln
wir wieder das Operatorprodukt:

(Tpm(AT)Rm)(727?2(‘43)302) =2 F?207 e (e 1= 102(101(A )Rm)ﬁz(Ag)sz) =

denn auch diese Fusionsmatrix ist trivial, da e = (*,) und f = f; ist. Betrachten wir nun
den Teil T?* po( R, )R, des Observablenanteils und nennen ihn X, so stellen wir fest, daf
1



X € (pp2p1]e) gilt. Diesen Intertwinerraum koénnen wir als Hilbertraum aufspannen durch

die Basis Xy = p(e(p2p1)Ts) R, und in dieser Basis schreibt sich X als

X = Z(X;X)Xg = R;ﬁ(Tg*g(P?aPl)*)T;_lﬁz(Rm)sz Xy
g

*

Betrachte nun

w,
§71g = o R (T )T71_2(5(P27ﬁ1))szRm .
P1%p2
Dann sieht man (am besten graphisch):
WpiWoo C Wo Wos X p1 X pa C ‘
C(Jp fl-g wp fig>

mit (22.4c). Setzt man alles in unsere Form (23.11) der rechten Seite ein, so erhéalt man

\/d
(& (AL (ADB(B) L oec(pay o) Tr ) R,) = Y2
fa0f1 Xp Xp

(@ p(Ap (A))P(T:,) Ry)

mit (22.3c), womit letztlich die Gleichheit von rechter und linker Seite gezeigt ist. H



KAPITEL IV

Konforme Theorien

Uberblick

Dieses Kapitel ist der Untersuschung eines besonders fruchtbaren Modellfalles einer algebrai-
schen QFT gewidmet: der konform kovarianten AQFT auf dem kompaktifizierten Lichtkegel
St Aus der Kompaktheit der Raumzeit ergeben sich hierbei etliche interessante Besonder-
heiten.

In §24 erklaren wir zunédchst, was konforme Kovarianz auf dem Einheitskreis bedeutet
und fithren den Begriff einer konformen QFT (CQFT) im Wightmann-Sinne im Gegensatz
zu dem einer algebraischen konformen QFT (ACQFT) ein. In §25 wird dann am Beispiel
CQFT/ACQFT skizziert, wie man prinzipiell von einer Wightman- zu einer algebraischen
QFT gelangt und welche Schwierigkeiten (Lokalitdt etc.) dabei zu erwarten sind. Den um-
gekehrten Weg, d.h. die Rekonstruktion einer CQFT aus einer ACQFT beschreiten wir hier
nicht. Das hat M. Jorf in [Jor92] getan. Weiter zitieren wir das CPT-Theorem fiir ACQFTs.
Dieses schon aus der Wightman-Theorie wohlbekannte Theorem verkniipft im algebraischen
Rahmen Symmetrien der Raumzeit, ndmlich die Raum-Zeit-Reflektion, mit den modula-
ren Strukturen der lokalen von Neumann Algebren. Dies wurde fiir den vierdimensionalen
Minkowskiraum in dieser Form zuerst von Bisognano und Wichmann ([BW75], [BW76])
untersucht. Da die Raum-Zeit-Reflektion, die in der CPT-Transformation auftritt, immer
von einem Lokalisierungsgebiet in dessen kausales Komplement fithrt (und entsprechend fiir
die lokalen Algebren) und andererseits die involvierte modulare Konjugation eine Algebra in
ihren Kommutanten tiberfiihrt, ergibt sich in natiirlicher Weise mithilfe der CPT-Symmetrie
die fiir die algebraische Theorie so entscheidende Eigenschaft der Haag-Dualitat. Die bei-
den Abschnitte §24 und §25 basieren auf folgenden Originalarbeiten: In [FST89] werden die
Grundlagen konformer Kovarianz und die Kompaktifizierung des Lichtkegels eklart. Den
Rahmen fiir eine algebraische konforme Theorie legen [BMTS88] und [BSM90]. In letzterer
Arbeit finden sich auch CPT-Theorem und Haag-Dualitat fir ACQFT’s

Wenn man eine AQFT auf einer kompakten Raumzeit wie in den ersten drei Kapiteln
aufbauen will, so steht man vor einem besonderen Problem: Eine quasilokale Observablenal-
gebra 148t sich nicht mehr als induktiver Limes der lokalen bilden, da das lokale Netz nicht
mehr gerichtet ist. Dieses Problem wurde erst vor kurzer Zeit mit garbentheoretischen Mit-
teln gelost (im Ansatz in [FRS92], ausgefithrt in [GL92]). Wir gewinnen so in §26 eine im
wesentlichen eindeutig bestimmte universelle Algebra, die alle Eigenschaften einer quasilo-
kalen besitzt. Am Rande sei nur erwéhnt, da damit im Prinzip auch das entsprechende
Problem in 2+ 1 Dimensionen bei Lokalisierung der Ladungen in raumartigen Kegeln gel6st
ist (vgl. [FG90], [FRS92]). In §27 formulieren wir damit dann die der DHR-Theorie entspre-
chende Theorie konform kovarianter, lokalisierter Endomorphismen der universellen Algebra
Auniv -

In §28, §29 und §30 werden die speziellen Figenschaften einer DHR-Theorie auf einer
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kompakten Raumzeit im einzelnen untersucht. Wir konstruieren in §28 explizit globale Ope-
ratoren in Ay, also solche, die in keiner lokalen Observablenalgebra liegen. Nach einem
Exkurs, in dem in §29 das konforme Aquivalent des Spin-Statistik-Theorems abgeleitet wird,
zeigen wir in §30, dafl die globalen Operatoren die sogenannte Verlinde-Algebra erfiillen. Die-
se Verallgemeinerung der Charakterenalgebra einer endlichen Gruppe fand man zuerst in
konformen Feldtheorien als Algebra der modularen Transformationen (vgl. [MS89c], [Li91]).
Sie wird hier aber ohne jeden konformen Input abgeleitet — ihr Auftreten ist offenbar ein
Merkmal der Quantensymmetrie, die der Theorie auf einer kompakten Raumzeit zugrunde-
liegt.

In §31 fiithren wir schlieflich das universelle reduzierte Feldbiindel auf der S! ein. Auch
hier ergibt sich eine Besonderheit aufgrund der kompakten Raumzeit: Es zeigt sich, daf} die
Felder von F ;v in der universellen Uberlagerung IR des Einheitskreises lokalisiert werden
miissen, um volle Mébiuskovarianz zu erméglichen. Die Gruppe, die dann die Vertauschung
dieser Felder beschreibt, ist die Zopfgruppe auf dem Zylinder.

Zuletzt behandeln wir in §32 ein recht neues Thema: Die Rekonstruktion der Raum-Zeit-
Symmetrie, ja der Raumzeit selbst aus wenigen von Neumann Algebren und ihrer Tomita-
Takesaki-Theorie. Bei Vorgabe von nur zwei geschickt gewéhlten von Neumann Algebren
konnte Hans-Werner Wiesbrock aufbauend auf der wesentlichen Vorarbeit von H. J. Borchers

([Bor92]) eine ACQFT auf der S* modellieren.

§24 Konforme Theorien auf dem kompaktifizierten Lichtkegel

Die Gruppe der globalen konformen Transformationen in zwei Dimensionen ist nichts an-
deres als die wohlvertraute Lorentzgruppe SO(3,1). Die konforme Symmetrie kann reali-
siert werden durch rationale Transformationen der (durch Hinzufiigung einens unendlich
fernen Punktes kompaktifizierten) komplexen Ebene € = CU{oc} — sogenannte Mébius-
Transformationen:

75(‘0‘ Z) L 03— y(0) = fiir yEPSL(2,0) = SL(2,€)/Z,.  (24.1)

Darin driickt sich die Isomorphie von Lorentzgruppe SO(3, 1) und Mébiusgruppe SL(2, )/
Z, aus. Fithrt man die Lichtkegelkoordinaten

(c=2"+2', (C=2—-2", (fir (=2"+ia"), (24.2)

ein, so zeigt sich ([FST89], [BMTS88]), daB die Wirkung der SL(2, €) auf € faktorisiert in das
direkte Produkt

(SL(2,IR)/Zs) x (SL(2,IR)/Z,) | (24.3)

wobei die Faktoren auf jeweils einer der Lichtkegelkoordinaten operieren. Diese Darstellung
148t sich aber nur realisieren, wenn man die Lichtkegel IR zum Einheitskreis S' = {z €
C||z| = 1} kompaktifiziert, denn nur dort sind gebrochen rationale Transformationen (wie
z.B. z — 1/z) wohldefiniert. Die Kompaktifizierung geschieht iiblicherweise mittels einer
Cayley-Transformation der Form

§il—>zzl



wodurch der Punkt (1 = 0 auf +1 und £+oo auf —1 abgebildet wird. Unter dieser Trans-
formation werden die Abbildungen (24.1) zu Operationen aus der SU(1,1), die auf der S*
wiederum durch gebrochen rationale Transformationen wirkt:

AE(E g) S s = 20 e aesuaL. (24.4)

5 :Ez—l—a

A € SU(1,1) ist dabei eindeutig mit einer Matrix v aus SL(2,IR) verkniipft, durch den
Isomorphismus

20z:a—|—d—|—i<%—20) , 2ﬁ:d—a—|—i<%—|—20),
(24.5)

lal* = |B]* =1 = ad — be,
(vel. [FST89], §3.2). Wenn wir in Zukunft von der SL(2,1R)/Z; sprechen, so meinen wir

damit immer ihr Bild unter der Cayley-Transformation. Dieses Bild wird erzeugt von drei
Ein-Parameter-Untergruppen. Dies sind die Rotationen

eit/2 0
p(t) = ( 0 e—it/2) 9 tEIR, (246)

die Dilatationen

[ cosh(A) sinh()\))
8(A) = (sinh()\) cosh(A) /)’ AER, (24.7)
und schlieBlich die Translationen
(1 +0 10
(o) _( o 1_@.0) , ocRR. (24.8)

Einige geometrische Eigenschaften dieser Operationen:

Bemerkung 24.1 Die Dilatationen §()), A€IR lassen den oberen und den unteren Halb-
kreis {z € S*| £ S(z) > 0} invariant. Die Translationen 7(c), o € IR lassen das Bild des
unendlich fernen Punktes —1 invariant. Auf der Menge der offenen, eigentlichen Intervalle

{Z = (21,22) C S',| 21 # 22 €S} wirkt das Bild der SL(2,1R)/Z; transitiv.

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind unmittelbar nachzurechnen. Weiter kann man schon
durch Dilatationen und Rotationen jedes beliebige Intervall in jedes andere iiberfithren. H

Der natiirliche Lebensbereich konformer Quantenfeldtheorien ist also der Torus St x
S1. Wir fiihren nun den einfachsten Begriff einer konformen Quantenfeldtheorie auf dem
FEinheitskreis ein:

Definition 24.2 Fine konforme Quantenfeldtheorie (CQFT) auf dem Einheits-
kreis St ist definiert durch einen Vakuumhilbertraum $ , der eine stark stetige unitdre
Darstellung W der SL(2,IR)/Z trigt. Es existiere ein bis auf eine Phase eindeutig bestimm-
ter Einheitsvektor Q € 9 (Vakuumuvektor), der invariant ist unter W(~v), y€SL(2,1R)/Z .
Wir schreiben

Ut)= W(p(t)), VA =W(E(N), ¢ AR, (24.9)



Der Generator von U heifit der konforme Hamiltonian und wird mit Ty bezeichnet. Das
Spektrum von Ty sei IRY . Weiterhin sei eine Familie von operatorwertigen Distributionen
(konforme Felder)

¢: S'— P(D), (24.10)
gegeben, wobei P(D) eine *-Algebra (unbeschrinkter) linearer Operatoren mit dichtem De-
finitionsbereich D C $ ist. Diese Distributionen sollen die iblichen Wightman-Axiome der
Hermitizitit, Kovarianz und Kausalitit erfillen (siehe z.B. [Haa92], Seiten 58-60).

Diese grobe Definition einer Wightman-QFT reicht fiir unsere Zwecke aus, da es uns nur
um grundlegende Strukturen geht. Als Kandidaten fiir die ,konformen Felder* seien die

Energiedichte T'(z) und konforme Strome J(z) genannt (vgl. [BMT88]).

Im Gegensatz zu obiger Definition steht der Begriff einer im Sinne des ersten Kapitels
algebraischen konformen Quantenfeldtheorie auf dem Einheitskreis:

Definition 24.3 Gegeben sei ein lokales Netz 21 von von Neumann Algebren auf den offenen
eigentlichen Intervallen T C S', S'\Z offen, so daf die Aziome [ und II aus §1 erfillt sind,
d.h. es gilt Isotonie auf Intervallen:

I, CL = UL) CUTL). (24.11)

Weiter sei fir die Intervallalgebren () Aziom I erfillt, d.h. es existiere fir alle A(T)
eine gemeinsame treue Vakuumdarstellung mo auf einem Hilbertraum $9 mit eindeutig be-
stimmtem zyklischem und separierendem Vakuumevektor ). Die Intervallalgebren erfillen
Lokalitit (Aziom VII):

T, CIy = UTL) C UML), (24.12)

wobei das raumartige Komplement eines Intervalls T' gegeben ist durch S'\T (d.h. durch
das offene Innere des gewdhnlichen Komplements). Die lokalen Algebren mégen weiter die
Haag-Dualitit (Aziom IX) in der Vakuumdarstellung erfillen:

To(U(Z")) = mo(A(T)), (24.13)

fiir alle eigentlichen Intervalle T C S'. Fine solche algebraische Quantenfeldtheorie auf
den eigentlichen Intervallen der S' heiffit konforme algebraische Quantenfeldtheorie
(ACQFT) wenn zusdtzlich eine stark stetige unitire Darstellung W der SL(2,IR)/Z,
auf 9o gegeben ist, die den Vakuumvektor invariant lifst und fir die der Generator der
Rotationen U(t) positives Spektrum hat, so, daf$ die Kovarianzbedingung

W(g)mo(MI))W (g)™" = mo(U(gZL)), VgeSL(2,IR)/Z,, (24.14)
fiir die Intervallalgebren erfillt ist (¢T bezeichnet das mit durch g transformierte Intervall).

Ein wesentlicher Unterschied zur vierdimensionalen algebraischen QFT ist, daff auf der S*
das lokale Netz nicht gerichtet ist: Eine endliche Menge von eigentlichen Intervallen kann
bereits den ganzen Einheitskreis tiberdecken und also kein Supremum in den eigentlichen In-
tervallen besitzen. Dies macht es unméglich, eine globale Observablenalgebra als induktiven
Limes der lokalen zu definieren. Uns steht somit zunéchst keine globale Observablenalgebra
zur Verfiigung und deshalb konnte auch die Kovarianzbedingung nicht unter Verwendung
von Automorphismen formuliert werden. Auch die iiblichen Ansatze der DHR-Theorie, die
ja auf der Existenz von lokalisierten Endomorphismen der globalen Algebra und von lokalen
Ladungstransportern aufbauen, kann man zunéchst nicht verwenden.

Dementsprechend kénnen wir auch die fiir uns interessanten Darstellungen des lokalen
Netzes 2 nur auf den Intervallalgebren beschreiben. Wir definieren:



A

Definition 24.4 Fine konform kovariante Darstellung positiver Energie cines lo-
kalen Netzes U einer ACQFT auf der S* ist eine Familie von Darstellungen % von ()
auf einem Hilbertraum $ , zusammen mit einer stark stetigen unitdren Darstellung W, der
universellen Uberlagerung der SL(2,IR)/Z, , so daf die Kompatibilititsbedingung

™ |y = 77, (24.15)
fiir alle eigentlichen Intervalle T C J und die Kovarianzbedingunyg
Wi(@)m (UD)Wx(g)™! = m (W(g)UDW (9)™") = 7 (A(9T)) , (24.16)

fiir alle g in der universellen Uberlagerung der SL(2,IR)/Zy und alle eigentlichen Intervalle
T gilt (g — g ist der Uberlagerungshomomorphismus). Der konforme Hamiltonian in der

Darstellung 7, d.h. der Generator Téw) von Ur(t) = Wxr(p(t)) habe positives Spektrum.

Der Kiirze halber bezeichnen wir von nun an Die Gruppe SL(2,IR)/Z45 mit M , ihre univer-
selle Uberlagerung mit M .

In §26 werden wir eine Moglichkeit finden, auf kanonische Weise eine ,,globale® Algebra
zu definieren, in die alle Intervallalgebren treu eingebettet sind. Das wird aber nur um den
Preis zu machen sein, dafl die Vakuumdarstellung nicht mehr treu ist. Dennoch bietet diese
recht neue Formulierung alle Vorteile der DHR-Theorie.

§25 Lokales Netz, Haag-Dualitdt und CPT-Theorem auf der S*

Das erste, was man tun kann, um von einer CQFT nach Def.24.2 zu einer ACQFT auf der
St zu gelangen, ist, Wightman-Felder mit Testfunktionen zu verschmieren, wodurch aus
den operatorwertigen Distributionen Operatoren auf demselben Definitionsbereich P(D)
werden, d.h. wir stellen die Distributionen formal dar durch:

o) = § L pa16(z), Fec(sh, (25.1)

2miz

(wir nehmen an, die glatten Funktionen des Einheitskreises seien unser Testfunktionen-
raum). Die so erhaltenen Operatoren sind abschlieffbar und wir bezeichnen ihren Abschluf}
jeweils mit demselben Symbol. ¢(f) und sein Adjungiertes ¢(f)* sind dann auf D definiert.
Die Wightman-Axiome schreiben sich damit so:

Bemerkung 25.1 Es gult
P(z) = ()7, (25.21)
W(y)d(2)W (7)™ = Dy(237) - ¢(1(2)) (25.2ii)
wobei s €IN der Spin von ¢ und Dy(z;7) = |az + |72 mit v wie in (24.4). Und

[6(2),0(z")] =0, fiirz+#z". (25.2i1)

Diese zunachst nur formalen Gleichungen kénnen leicht exakt gemacht werden, wenn man
(25.1) benutzt — wir sparen uns daher einen Beweis.

Die Fourierkomponenten von Feldern und Testfunktionen sind dann gegeben durch

dz dz
2"ep(z), fu= 2" f(z), ne (25.3)

2miz

bp =
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Die Hermitizitatsbedingung (25.2i) schreibt sich dann als

Gn = P, (25.4)

und die Operatoren ¢(f) werden dargestellt durch

Qb(f)zzf—N'qbn:an'qb—na (255)

(die Summe konvergiert absolut in Anwendung auf jeden Vektor in dem Unterraum Dy C D,

der aus dem Vakuum von allen ¢(f), ¢(f)* erzeugt wird).

Die lokalen von Neumann Algebren einzufiithren ist nun standard: wir ordnen dem ei-
gentlichen Intervall Z die Algebra

UT) = {6(1), G(f)"| f reell, supp f € I}, (25.6)

zu. Isotonie und Kovarianz folgen unmittelbar:

Bemerkung 25.2 Die durch (25.6) gegebenen Algebren erfillen
Q[(Il) C Q[(IQ) fUT Il C IQ 5 (257)

und

W(UI)W(g)™ =A(gT), VYgeM. (25.8)

Auflerdem die Vakuumdarstellung my auf ganz $ durch den schwachen Abschlufl der Alge-
bren durch die definierende Darstellung gegeben.

Die konforme Kovarianz erzeugt einige Figentiimlichkeiten der algebraischen Theorie,
zum Beispiel

Bemerkung 25.3 Die Intervallalgebren sind invariant gegeniiber dem Abschlufi des zu-
grundeliegenden Intervalls:

A(T) = A(T). (25.9)

Beweis: Wihle eine Folge M D {g,} — ¢, so daB ¢,Z C T. Wegen der Kovarianz ist dann)

W (gn)UDIW (g,) " = U(gaT) C A(T),

dank Isotonie. Nun ist die Darstellung W stark stetig, d.h. W (g, ) geht stark gegen 1 und
2(Z) ist schwach abgeschlossen, deshalb ist der Granzwert

lim A(g.Z) = UZL),

n—0oo

eine Untermenge von A(Z). Die umgekehrte Inklusion gilt trivial und somit folgt die Be-
hauptung. H

U1In diesem und den folgenden Beweisen dieses Abschnitts unterdriicken wir wieder die Vakuumdarstellung
auf den lokalen Algebren, wo sie als definierende Darstellung natiirlich treu ist. Global ist dies aber nicht
moglich, wie wir in den nédchsten Abschnitten sehen werden.



Dies ist — geometrisch gesprochen — ein Ausdruck davon, daf} es fiir die lokale Physik
unerheblich ist, ob man den raumartig unendlich fernen Punkt, der den konformen Lichtkegel
zur S kompaktifiziert, wegléfBt oder nicht.

Eines der eigentlichen Probleme beim Ubergang von einer Wightman-QFT zu einer
algebraischen QFT ist, daB nach dem Muster von (25.6) definierte Observablenalgebren
nicht mehr notwendig die Forderung nach Lokalitét erfiillen. Das liegt am von Neumann-
Abschlufl und dem erweiterten Definitionsbereich. Dieses und andere wesentliche Probleme
zu beseitigen ist im allgemeinen nicht einfach — siehe hierzu [DSW86] und den ausfiihrlichen

Uberblick in [BJY92].

Im Fall von konformen Theorien vereinfacht sich die Situation aber erheblich, denn fiir
den konformen Energie-Impulstensor 7'(z) und fiir konforme Strome J(z) garantiert die
Virasoro-Algebra, die ihre Fourierkomponenten erfiillen, daf die hinreichenden Bedingun-
gen, aus denen sich Lokalitat folgern 1a8t, gegeben sind.

Satz 25.4 Die vom konformen Energie-Impulstensor T(z) oder von konformen Stromen
J(z) (vgl. hierzu [FSTS89]) auf dem FEinheitskreis durch (25.6) gegebenen Intervallalgebren
erfillen Lokalitdit:

A(Z) Cc ALY . (25.10)

Beweis: Die Fourierkomponenten der Energiedichte erfiillen nach dem Liischer-Mack-Theo-
rem die Virasoro-Algebra

[T, ] = (1 — 1) T + %n(nQ — )6 pmo (25.11)

(vel. [FST89]), mit der zentralen Ladung ¢ > 0. Wir zeigen nun, daff die T,, sogenannte
lineare Energieschranken erfiillen, wonach wir ein Ergebnis aus [DSW86] anwenden konnen,
das Lokalitédt der zugrundeliegenden Felder garantiert. Dazu brauchen wir Schranken fiir die
Normen ||T,¥y||, wobei Wy ein beliebiger normierter Eigenvektor von Ty zum Eigenwert
N €N ist (man beachte, daf alle solchen Wy Elemente des Definitionsbereiches Dy sind).
Nehmen wir zundchst n > 1 an. Dann ist T,,¥x entweder ein Eigenvektor von Ty zum
Eigenwert N —n > 0 oder null. Im ersteren Fall erhalten wir

C
T < (T, T T W) = {20(N = )+ Sonn® = 1)+ T - 0]
(25.12)

wenn wir beachten, dal Wy normiert ist, unter Verwendung der Hermitizitédtsbedingung
(25.4) und (25.11). Nach Division von ||T,,¥ ||* sieht man durch Induktion in n, daf
1T, 0% < N2+ %(nQ —1)-N.
Fir N < —1 gewinnen wir daraus mit (25.11)
1T,y % = | T_nUn|? — 20N — %n(nz 1),

Dies fithrt zusammen mit der letzten Beschrankung auf die Abshcétzung fiir beliebigen € Z :

C C
IT 0N < N 4 Son® o+ |n] = H(TO i |n|)\I/NH . (25.13)



Fiir einen beliebigen Vektor W € Dy folgt nun, da ¥ als konvergente Summe ¥ = Y C, Uy
N

dargestellt werden kann und da die Vektoren T, Wy fiir festes n orthogonal sind fiir verschie-

dene N, die gleiche Abschétzung fiir W:

¢
100 < (ot ot + e
Unter Verwendung der Darstellung (25.5) und der Tatsache, dafl die Fourierkomponenten

fn von Testfunktionen fiir grole n schneller als jede Potenz abnehmen, schlielen wir, daf}
fiir jedes f € (S eine Konstante ¢; existiert, so daf

IT(F)0] < ep- [[(To+1)¥][, YTED,, (25.14)

und das ist genau, was man eine linare Energieschranke nennt. Im Falle konformer Stréme
J(z) erhédlt man aus einer Variante des Liischer-Mack-Theorems die Vertauschungsrelationen

[,7
[ ] = % i s (25.15)

mit i > 0. Damit findet man durch ein einfacheres Argument als oben die analoge Abschat-
zung

1T < ep - I(To+ 1)¥||, ¥EEDy, feC™(ST). (25.16)

Damit kénnen wir die Ergebnisse aus [DSW86], insbesondere Theorem 5.5 anwenden, daf
uns in diesem Fall sagt, dafl die Polynomialalgebren von T'(f), J(g), supp f,suppg C T C
St lokal sind im Sinne von (25.10). H

Bevor wir weitergehen, bendtigen wir als techniches Hilfsmittel noch das Reeh-Schlieder-
Theorem fir CQFT’s, das im Allgemeinen fiir Wightman-QFT’s gilt und das wir schon in
Theorem 3.5 als Folgerung aus den Standardaxiomen der AQFT kennengelernt hatten.

Theorem 25.5 Der Vakuumuvektor () von $) ist zyklisch und separierend fir jede der lokalen
Algebren A(Z) (vgl. Def.A.19).

Zum Beweis siehe z.B. [Haa92], Seite 101. Damit sind wir nun nahe daran, das CPT-
Theorem, eines der besonders wesentlichen Frgebnisse der axiomatischen QFT, formulie-
ren zu kénnen. Denn da das Vakuum zyklisch und separierend fiir die lokalen Algebren
ist, konnen wir auf diese die Tomita-Takesaki-Theorie modularer Konjugationen anwenden.
Und zwar betrachten wir insbesondere die Intervallalgebren

A(Zy), und 2A(Z-), Ii5{2651|:|:%2>0},

des oberen und unteren Halbkreises. Fiir %4(Zy) ist der Vakuumvektor © € $ zyklisch und
separierend, das heifit die antilinearen Operatoren Sy, die definiert sind durch

SoxAQ = A*Q, VAeUZy),

sind dicht definiert und abschliefibar; ihre Abschliisse bezeichnen wir wieder mit Sy (vgl.
Def.A.21). Das CPT-Theorem der ACQFT verkniipft nun die modularen Strukturen dieser
Intervallalgebren mit der CPT-Operation der zugrundeliegenden Wightman-Felder.



Theorem 25.6 (CPT-Theorem) Durch die Setzung
0 =0, und O¢(2)07' = (—1)°¢(1/2)", (25.17)
ist ein antiunitdrer Operator auf ) defintert. Sy besitzt die polare Zerlegung
Sy =0-V(Firn/2), (25.18)
wobei V' der Dilatationsoperator aus Def.24.2 ist.

Dieses Theorem wird im konformen Fall im wesentlichen genauso bewiesen, wie normaler-
weise in der axiomatischen QFT — man betrachtet die Wirkung des CPT-Operators O auf
Korrelationsfunktionen und benutzt deren Analytizitatseigenschaften, siche dazu [Haa92],
Seiten 96—100. Fiir ACQFT’s auf der S* wurde ein ausfiihrlicher Beweis in [BSM90] gege-

ben.

Das CPT-Theorem eréffnet auch einen Ausblick auf die Verbindungen, die zwischen
modularen Strukturen und geometrischen Transformationen der Raumzeit bestehen: Der
modulare Operator wurde mit einem speziellen Dilatationsoperator der ACQFT identifi-
ziert, der die Raum-Zeit-Reflektion darstellt. Wir werden auf diese Zusammenhénge in §32
zuriickkommen.

Konforme Kovarianz macht es uns nun moglich, die Giiltigkeit der Haag-Dualitat fir die
Intervallalgebren in diesem speziellen Fall zu beweisen:

Theorem 25.7 Sei(Z), T C S eigentlich, ein lokales Netz von von Neumann-Algebren,
das erzeugt wird von konformen Feldern ¢. Dann gilt fir alle eigentlichen Intervalle T die
Haag-Dualitit

A(T) =A(ZT"). (25.19)

Beweis: Zuniachst reicht es zu zeigen, das
AT,) = AT ) = AT,

(mit Bem.25.3) gilt, um (25.19) zu begriinden. Nun wirken aber konforme Transformationen
transitiv auf den eigentlichen Intervallen. Es gibt also zu beliebigem Z C S', T eigentlich,
ein g€ M mit g7, = 7. Mit der Kovarianz der ACQFT schlieflen wir

AT) = W(g)UT )W (9) ™" = (W(@ATW(9)™) =T,

was Haag-Dualitét fiir beliebige Intervalle zeigt, wenn sie fiir oberen und unteren Halbkreis
gilt. Nun ist einerseits nach Definition des CPT-Operators

A(Z,) = 0A(Z)0".
Andererseits ist © die modulare Konjugation, das heifit es ist
OA(Z )0t =A(Z_).
Kombiniert man dies, so folgt die Behauptung. H

Interessanterweise stellt sich heraus, daff fiir Theorien auf dem konformen Lichtkegel —
respektive dem punktierten Kreis S'\¢é — Haag-Dualitét nicht gewéhrleistet ist. Ein Ge-
genbeispiel wurde in [BSM90] gegeben.



§26 Die Universelle Algebra globaler Observablen

Wie in §24 angekiindigt, ist dieser Abschnitt der Etablierung einer globalen Observablenal-
gebra auf der S' gewidmet. Wir betten zunéchst das lokale Netz auf den eigentlichen Inter-
vallen in den allgemeineren Rahmen der Garbentheorie ein.

Definition 26.1 Fine Pra-Kogarbe B von C*Algebren auf den eigentlichen Intervallen
der S ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie der eigentlichen Intervalle der S* mit
Inklusionen in die Kategorie der C*-Algebren. Das heifit B ist eine Abbildung

S'OT — B(T),

die jedem eigentlichen Intervall eine C*-Algebra zuordnet und Homomorphismen (genannt
Inklusionen)
ers: B(I)—B(T), fir ICJT,
so daf
7 = idwa) ,

gilt und folgendes Diagramm fiir T C J C K C S' kommutiert:

B(I) — T w7
%\ o (26.1)
ET K €T K
B(K)

Wire B auf allen offenen Untermengen der S' definiert, so hiefe B Pri-Kogarbe auf S*.

Das Netz der lokalen Observablenalgebren auf den eigentlichen Intervallen 2 bildet nun
gerade eine Pra-Kogarbe von C*-Algebren (sogar von von Neumann Algebren) auf den ei-
gentlichen Intervallen wegen der Isotonie. Die Homomorphismen &% sind in diesem Fall sogar
injektiv, d.h. Einbettungen. Als injektive *~Homomorphismen sind sie damit Isometrien von
C*~Algebren. Die Inklusionen erhalten also die Nrom der Algebrenelemente.

Das Ziel, eine globale Observablenalgebra zu definieren, wére erreicht, wenn es gelédnge
diese Pri-Kogarbe in eindeutiger Weise zu einer Pri-Kogarbe auf S zu erweitern — dann
kénnte man die Algebra 21(S') dieser Erweiterung als Algebra der globalen Observablen
auffassen. Wir prézisieren zunachst den Begriff der Frweiterung:

Definition 26.2 Scien B und € Pri-Kogarben auf einer gemeinsamen Familie von offenen
Untermengen der S'. Fine Kogarbenabbildung ¢ von B nach € ist eine Familie von
Abbildungen

qu : %(I) — Q:(I)v

fir jedes T auf dem B und € definiert sind, so daf folgendes Diagramm kommutiert:

5?7
B(7)

B(JT)
br b (26.2)




A

Definition 26.3 Fine Pri-Kogarbe % von C*-Algebren auf S* heifit Erweiterung einer
Pri-Kogarbe auf den eigentlichen Intervallen, wenn eine Kogarbeneinbettung, d.h. eine
auf den eigentlichen Intervallen definierte, bijektive Kogarbenabbildung von 2 in A existiert.

Die erste Frage, der wir uns nun zuwenden miissen ist, ob solche Erweiterungen der Ob-
servablen-Pra-Kogarbe tiberhaupt existieren. Zunéchst ist kein Problem, 2l auf alle echten
offenen Untermengen der S' zu erweitern, da die eigentlichen Intervalle eine Basis der To-
pologie des Einheitskreises bilden: Man setzt

WL, U...UT,) = V AUILy),

fiir endliche Vereinigungen und Schnitte?). Die Zuordnung fiir die leere Menge ist sinnvoll,

da die lokalen Observablenalgebren eine gemeinsame Einheit besitzen. Die Inklusionen &*

kénnen analog aus den ¥ zusammengebaut werden. Wie fiigt man nun eine Algebra (S5")

hinzu? Man kann einfach eine der Intervallaglebren, sagen wir 2(Zy), auswihlen und

A(SY) = UT),

setzen. Die Inklusionen e% 4 konstruiert man dann genauso, wie oben bei Schnitten, d.h.
man wahlt die Homomorphismen so, daf}

imed o = AT) AA(SY) = AT) A U(To),
gilt — also weder injektiv noch surjektiv.

Es gibt also Erweiterungen, aber die obige geniigt sicher nicht unseren Anforderungen,
denn wir méchten, dafl die Inklusionen in die globale Algebra treue Einbettungen sind. Das
eine solche Konstruktion méglich und eindeutig ist, besagt folgendes Theorem:

Theorem 26.4 Zu einer gegebenen Prd-Kogarbe 24 von von Neumann Algebren auf den
eigentlichen Intervallen der S' existiert bis auf (Kogarben-)Isomorphie genau eine univer-
selle Erweiterung 2 auf S', so daf folgende Bedingungen erfilll sind:

a) Die lokalen Algebren U(T) sind treu eingebettet in die globale C*-Algebra yniy = A(S"),
b) Uuniv wird als C*-Algebra erzeugt von den 5%51 (ﬁ(I)) :

Quniv = U 5%51 (ﬁ(I)) 5 (263)
IcCst

eigentlich

und

¢) universelle Eigenschaft: st B eine weitere Erweiterung von 2 , die die Bedingungen a)
und b) erfillt, und sind ¢ bzw. ¢ die Kogarbeneinbettungen von 2 nach 2, bzw. von A nach
B, so exvistiert genau eine Kogarbenabbildung n auf den eigentlichen Intervallen (d.h. n ist

29l A B bezeichnet die groBte in 2 und B enthaltene von Neumann Algebra.



zwar auf allen offenen Mengen, also auch auf A(S") definiert, aber (26.2) braucht nur auf
den eigentlichen Intervallen zu kommutieren), so daf$ das Diagramm

a2 g
N \ ) (26.4)
B

Beweis: Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt auf die iibliche Weise aus der universellen Fi-
genschaft: Sind %y und 2y zwei universelle Erweiterungen (d.h. a)—c) gelten) mit zugehori-
gen Einbettungen ¢, ¢, , so erhdlt man aus den wechselseitig angewandten universellen

kommutativ ist.

Eigenschaften zwei Kogarbenabbildungen auf den Intervallen:
77135[1—>§[2, 77235[2—>§[1,

und es gilt
mogr=¢y und nzody =y,
woraus
momodr=¢ und N on oy = g,
folgt. Da die Einbettungen auf den eigentlichen Intervallen Algebrenisomorphismen sind,
hat man so Isomorphie der Intervallalgebren:

A (T) =2 Ay(T),

fiir alle eigentlichen Intervalle 7. Da die eigentlichen Intervalle eine Basis der Topologie
der S' bilden und wegen a) und b) 148t sich diese Isomorphie zu einer Kogarbenisomorphie
zwischen 2l; und 2, erweitern (siehe Punkt i) des folgenden Korollars). Nun zur Konstruktion
von 2 : Betrachte die Menge
{%i | 1€ I} ,

aller Pra-Kogarben auf S' die 2 erweitern und wenigstens b) erfiillen (also zum Beispiel
solche die wie oben mit einer Intervallalgebra als globaler konstruiert sind). Seien {1 |7 €1}
die zugehorigen Einbettungen von 4 . Da die Intervallalgebren aller dieser Erweiterungen

via der Vakuumdarstellung my auf demselben Hilbertraum $o treu dargestellt sind, kann
man die direkte Summe (als Vektorraume) dieser Algebren bilden und die Abbildung

=Py, Vr:AUI) — PBi(D),

iel icl

betrachten. Dann bilden wir Ay = ﬁl(Sl) als C*-Unteralgebra von B($y) folgendermafen:

AsH =V (@5?%1(%(%(1)))) 7
ZcC St \iel
eigentlich

d.h. als Erzeugnis aller direkten Summen der Intervallalgebren. Da alle in diese Konstruktion

einbezogenen Erweiterungen b) erfiillen, erfiillt auch 2 b) und da mindestens alle Erweite-
rungen enthalten sind, die mit einer einzigen Intervallalgebra gebildet werden, ist auch a)



erfiillt. Um die universelle Eigenschaft zu zeigen, mufl man nur noch ng: definieren, denn n
kann auf allen eigentlichen Intervallen und damit auf allen echten offenen Untermengen der
St trivial gewihlt werden. Da aber jede Erweiterung 9B, die unter ¢) auftauchen kann, be-
reits in der direkten Summe erscheint, kann ng: einfach als Projektion auf die entsprechende
Komponente gewdhlt werden. H

Wenn sich der Leser an dieser Stelle fragt, was die obigen Klimmziige eigentlich gebracht
haben, so mufl daran erinnert werden, dafl unser Hauptanliegen war, eine globale Alge-
bra eindeutig zu erzeugen. Man kann natiirlich immer (26.3) hinschreiben, aber wirkliche
Relevanz erlangt diese Algebra erst durch obiges Theorem.

Auniv hat nun alle schénen Eigenschaften, die wir uns gewiinscht haben.

Korollar 26.5 i) Uy, wie in Thm.26.4 definiert ist als C*-Algebra bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

ii) Zu jeder nach Def.24.] gegebenen konform kovarianten Darstellungsfamilie positiver
Energie von 2 auf einem Hilbertraum $ existiert genau eine Fortsetzung zu einer Darstel-
lung von Wiy -

iii) SL(2,IR)/Zy operiert kanonisch durch Automorphismen auf Uiy -

Beweis: Betrachtet man wie oben zwei verschiedene universelle Erweiterung, so haben wir
Isomorphie der Algebren auf den eigentlichen Intervallen gefunden. Wegen der Bedingungen
a) und b) iibertragt sich die Isomorphie auf die globale Algebra. Die lokalen Algebren sind
durch die Abbildungsfamilie

I7 = €3 1001, (26.5)

in Auniv eingebettet. Fiir zwei eigentliche Intervalle 7 C J erfiillen diese Einbettungen
dieselbe Kompatibilitdtsbedingung wie fiir die Darstellungsfamilien unter (24.15) gefordert:
Daraus, dafl ¢ auf den eigentlichen Intervallen eine Kogarbenabbildung ist und aus der
Kogarbeneigenschaft von 2 folgt

i7 063 7(UI)) =% g 0708 2(UT)) =
=G qoer 7 00r(UTD)) = e g1 0 r(UT)) = iz(U(T)),
was nichts anderes als
i7la) =iz, (26.6)

bedeutet. Nun zunédchst zu iii): Die Kovarianzautomrphismen auf 2, sind nach (24.14)
kanonisch zu definieren durch

ay(iz(A(T))) = igz(W(g)MI)W(g)™") = i,z(U(9T)) . (26.7)

fiir alle g € M und eigentlichen Intervalle Z. Da iy von den i,7(%(gZ)) genauso erzeugt
wird wie von den i7(U4(Z)) , ist klar, daB die oy Automorphismen sind. Wir wollen nun zeigen,
daB zu jeder Darstellung m von ;v auf einem Hilbertraum $, die beziiglich der eben defi-
nierten Kovarianz positive Energie hat, genau eine kovariante Darstellungsfamilie positiver
Energie im Sinne von Def.24.4 korrespondiert. Dazu benutzen wir die Definitionsgleichung

roir=nt, YICS"eigentlich. (26.8)



Von rechts nach links gelesen liefert sie zu jedem 7 eine im Sinne von (24.15) konsistente
Darstellungsfamilie auf 2 :

77 (U(T)) = 7(i7(AT))) = 7(ir(AT))) = 75 (AUT)), YIC T C S eigentlich,

Da uniy von den i7(U(Z)) erzeugt wird, kann (26.8) auch von links nach rechts gelesen
werden und definiert dann eine Darstellung von %,y auf demselben Darstellungsraum, auf
dem die Familie wirkt. Es bleibt zu zeigen, daff Kovarianz fiir m dasselbe bedeutet wie fiir
die Familie 77 . Dazu definieren wir Kovarianz fiir = auf die iibliche Weise: Es soll eine stark
stetige Darstellung von M durch unitire Operatoren auf § existieren, so daf

W ()7 (unin) W ()™ = 7 0 g (Auniv) (26.9)

gilt. Gilltigkeit dieser Gleichung ist dquivalent zur Giiltigkeit von (24.16) fiir die zugehorige
Darstellungsfamilie: Die linke Seite geht nach Einsetzen von i7(2(Z)) unmittelbar in die
linke Seite von (24.16) tiber, genau wie die rechte:

moay 0ir(UT)) = m o igr(W(gUD)W(g)™") = 7™ (W (9)UDW (9)™") = 7 (A(gT)) -
Die Kovarianzbegriffe stimmen also iiberein, womit ii) gezeigt ist. H

Die oben bewiesene Eigenschaft ii) von yniv ist genau die, die Fredenhagen zuerst in [Fre89]
und dann in [FRS92] als definierende Forderung fiir 2,,;y aufgestellt hat.

Wenn wir wie {iblich die 2(Z) mit ihren Bildern unter der Vakuumdarstellung iden-
tifizieren, dann ist klar, dal die Einbetungen i7 selbst die Vakuumdarstellung von 2,y
induzieren. Wir werden von nun an die Einbettungen i7 weglassen und die lokalen Algebren
nicht von ihren Bildern in 2,;y unterscheiden.

Im néchsten Abschnitt wird sich zeigen, dafl mg auf 2,,;y nicht treu ist — was nach dem
oben gesagten an den Einbettungen :Z liegen muB. Darin wird sich ein enger Zusammenhang
zwischen topologischen Figenschaften der S' (Verhiltnis der eigentlichen Intervalle zum
Totalraum) und Eigenschaften einer auf ihr definierten ACQFT offenbaren.

Mit der universellen Algebra an der Hand kénnen wir nun die iiblichen Instrumente der
DHR-Theorie, das heifit insbesondere die Beschreibung durch lokalisierte Endomorphismen
von 2Auniv , benutzen.

§27 DHR-Theorie fiir ACQFT’s

Essentiell fiir die DHR-Theorie sind Lokalisierbarkeitsforderungen wie das DHR-Auswahlkri-
terium, mit dem wir in Kapitel §1 (Axiom VIII) Darstellungen ausgewihlt hatten, die
in Doppelkegeln lokalisiert werden kénnen. Die Lokalisierbarkeit der Darstellungen wird
dann benutzt, um lokalisierte Endomorphismen zu konstruieren, die diese Darstellungen
induzieren.

Fiir konforme Theorien auf der S' haben Buchholz et al. in [BMTS88] gezeigt, daf} je-
de konform kovariante Darstellungsfamilie positiver Energie bereits lokalisierbar ist: Jedes
Mitglied 77 einer solchen Familie ist sogar unitériquivalent zur Vakuumdarstellung 72 in
demselben eigentlichen Intervall. Dies beruht darauf, dafl das raumartige Komplement eines
Lokalisierungsgebietes wieder ein Lokalisierungsgebiet, ndmlich ein eigentliches Intervall ist
(ob offen oder abgeschlossen spielt wie wir aus Bem.25.3 wissen keine Rolle). Und es ist eine



lange bekannte Tatsache, dafl Darstellungen positiver Energie von lokalen Netzen von von
Neumann Algebren lokal normal sind (siehe [TW73]), d.h. die Einschrankungen dieser Dar-
stellungen auf die lokalen Algebren sind dquivalent. Wie iiblich kénnen wir diese Aquivalenz
fiir ein gewisses Intervall Zy und sein raumartiges Komplement ausnutzen und definieren:

Definition 27.1 FKine konform kovariante Darstellung positiver Energie m von A auf $,
heifst lokalisiert im eigentlichen Intervall Iy, wenn gilt:

!

7TI0 = 7T0|Q[(I(/)) . (27.1)

Anders als in §4 wahlen wir hier also aus dem Sektor [r] schon eine Darstellung mit fester
Lokalisierung aus, und die obigen Uberlegungen sichern, dal man alle Sektoren mit positiver
Energie durch lokalisierte Darstellungen erreicht.

Wir wollen nun lokalisierte Darstellungen durch konform kovariante, lokalisierte Endo-
morphismen von 2,,;y beschreiben. Die Strategie wird wie {iblich sein, die Morphismen lokal
durch Ladungstransporter zu beschreiben. Dazu werden wir die Kozykel aus §10 benutzen,
durch die zugleich die Kovarianz der Morphismen beschrieben wird.

Zuniachst haben wir analog zum Beweis von Korollar 10.5 unitare M-1-Kozykel in B($9):

M3 §gr— Xo(m) = W(g)Wa(9)",
X (m) = Ad W (g)(X5(m)) X5(m).
Ist Zy das Lokalisierungsintervall von 7 so finden wir sofort die Entsprechung von (10.8):
o — Ad X;(W)_l o mfTo .

Man kann das aber nicht allgemein benutzen, um zu zeigen, dafl die X5(7) lokale Ladungs-
transporter sind, denn es wiire ja X7(m) €U(ZoV gZo) . Aber das kleinste eigentliche Intervall,
das I U gly umfaft, ist auf S* nur wohldefiniert, wenn Zo U gZy wieder ein eigentliches In-
tervall ist. Betrachten wir zunachst diesen Spezialfall und definieren folgende offene Menge
in M :
U={Ge M|TyU ¢T, ist ein eigentliches Intervall } .

Fir g €U findet man dann wieder einen eindeutig bestimmten M—l—Kozykel beziiglich der
Wirkung von « in der unitaren Gruppe von piy :

Wo(Xg):Xg(Tr), Ygel, B
X&ZO&;(X;)X};, Yg,held.

Lemma 27.2 Die Abbildung g > U — X5 lifst sich auf natiirliche Weise zu einem unitiren
M-l-]x’ozykel beziiglich o mit Werten in Ayny erweitern, so dafl

mo(X5) = Xo(m), VgeM, (27.2)
qgilt.

Beweis: Es folgt aus standard-Argumenten, dafi die von U in M erzeugte Untergruppe
schon ganz M ist, denn U ist eine offene Umgebung der Einheit und M ist einfach zu-
sammenhangend. Das heiflt, jedes g€ M kann geschrieben werden als

g=1lg. gecu.
=1



Definiert man den unitdren Operator X;E%univ durch

X;=05 5. (X5) 05 (X5) X5,

so ist die Kozykelidentitdat automatisch erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dafl diese Definition
natiirlich ist, d.h., daf sie nicht von der speziellen Wahl der ¢; , ..., g, abhéngt. Das ist aber
klar, wenn man bedenkt, dafl ¢, g1g2, ..., ¢1 ...g, = g einen diskreten Pfad in M bildet.
Man sieht dann sofort, dafl X5 invariant gegeniiber der elementaren Homotopiedeformation

ist, die in diesem Fall aus dem Einfiigen eines weiteren Elements h zwischen g; und g;1q
besteht. Da M einfach zusammenhéngend ist, folgt die Invarianz von X7 . H

Damit kénnen wir jetzt Endomorphismen auf %du,;y durch solche Kozykel ausdriicken und
damit die DHR-Theorie auf 2,;y formulieren.

Theorem 27.3 Zu jeder konform kovarianten Darstellung positiver Fnergie m von Uiy
existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus p von Uuniv , S0 daf

T=m00p, auf Auniv -
p ist konform kovariant mit positiver Energie und genauso lokalisiert wie .

Beweis: Sei m lokalisiert in Zy . Wir bezeichnen den zugehérigen M—l—Kozykel in Yuniv , der
(27.2) erfilllt, mit

X;(,O) = X VYgeM.

g

Dann definieren wir eine Familie von Endomorphismen der lokalen Algebren kanonisch durch
ng(/) = Ad ngV(,O)_l |g[(gI(/)) . (273)

Da sich jedes eigentliche Intervall als g7/ mit geeignetem G€M schreiben 1aBt und da diese
Familie konsistent ist im Sinne von (24.15):

prlan =p7, T CICS" eigentlich,

definiert sie einen eindeutig bestimmten Endomorphismus p von ;v , der offensichtlich in
Ty lokalisiert 1st. Weiter finden wir

7TgI(/J = AdX;(TF)_l 0 7T0gI(/J = T O AdX;(p)_lbl(gIé) = T O ng(/) 5 ngM,
d.h. p induziert 7 auf 2,;y . Die Kovarianz von p wird erzeugt von
W,(G) = mo(X;(p) " )W(g), VGEM, (27.4)

entsprechend Satz 10.5. Positivitdt der Energie, d.h. Positivitat des Generators von

U,(1) = W(p(1)) (27.5)

folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von U(t), U (). H



J

Fig. 28.1: Anordnung von Intervallen und Referenzpunkten auf dem Einheitskreis.

§28 Das Zentrum der universellen Algebra

Wir gehen jetzt daran die Besonderheiten einer ACQFT auf der S' vom Standpunkt der
DHR-Theorie aus zu erkunden. Das interessanteste Ergebnis wird sein, daf} die Vakuumdar-
stellung auf ;v nicht treu ist: Es existieren — in gewissem Sinne globale — Operatoren,
die unter ihr auf die Identitdat von $y abgebildet werden. Dafl solche Operatoren im Zu-
sammenhang mit der Beschreibung der Zopfgruppenstatistik auftauchen, hangt eng mit den
geometrischen Eigenschaften der S' zusammen.

Betrachten wir folgende Situation: Wir nehmen uns zwei Intervalle Z und J her, so daf3
7'NJ’" zwei Zusammenhangskomponenten besitzt, und denken uns die S an zwei Punkten
€, ¢ aufgeschnitten, die jeweils in einer dieser Komponenten liegen. Algebraisch wird diese
Dekompaktifizierung dargestellt, indem wir uns auf die C*-Unteralgebren

Rl = U Q[(I) yo e = U Q[(I) ) (28'1)
Ics' é¢T ICs' ¢¢1
eigentlich eigentlich

von 2y einschranken, auf denen alle DHR-Endomorphismen von iy, deren Lokalisie-
rungsintervalle keinen der beiden herausgenommenen Punkte umfassen in natiirlicher Weise
definiert sind?.

Fiir jede solche Dekompaktifizierung konnen wir nun eine Ordnung der eigentlichen Inter-
valle einfithren: Wir sagen ein Intervall 7 liege beziiglich ¢ rechts von einem dazu raumartig
gelegenen Intervall 7 , in Zeichen 7 > J , wenn es von J aus durch eine positive Rotation
zu erreichen ist ohne ¢ zu iiberqueren. In der obigen Situation gilt also Z > J beziiglich ¢

und J > T beziiglich (.

Sei nun p ein in Z lokalisierter DHR-Endomorphsimus von 2,;y und o ein in J lokalisier-
ter. Dann kénnen wir in jeder der beiden Unteralgebren 2 und 2, den statistischen Operator
des Morphismenpaares (p, o) bilden. Definieren wir aber die Zopfgruppenstatistik in beiden
Algebren konsistent zu §16, so kommt (16.4) zum tragen, das heifit e¢(p,0) = 1 € A und
ec(o,p) = 1 €A . Auf Uypiv konnen diese beiden Bedingungen aber nur zusammenpassen,
wenn die Monodromie trivial ist, d.h. wenn tatsédchlich nur Permutationsgruppenstatistik
vorliegt!

3)Es ist zu bemerken, daB dies im Sinne der DHR-Theorie keine triviale Dekompaktifizierung ist — wie

wir in §25 gesehen hatten 1d8t sich auf IR ja gar keine DHR-Theorie formulieren, weil dort im allgemeinen
keine Haag-Dualitdt gilt. Demgegeniiber sind die DHR-Endomorphismen z.B. auf ¢ ja unter Zuhilfenahme
der Haag-Dualitit auf der universellen Algebra der S* definiert.



Konstruieren wir nun globale Intertwiner: Seien Z, J, &, ( wie oben und diesmal o
und p beides in 7 lokalisierte konform kovariante Endomorphismen. Sei weiter ein p € [p]
mit Lokalisierung in J gewahlt. Fiir dies Geometrie stimmen die statistischen Intertwiner
iiberein:

e(p,o) =ce(o,p)€UT) C A N A .

Betrachten wir einen unitéren Intertwiner ¥V unter der Vakuumdarstellung von myp nach
mop . Wegen der Haag-Dualitat in der Vakuumdarstellung liegt V sowohl in mo(2l¢) wie in
mo(™U¢) . Seien Vi € A, Vo €U die Urbilder: mo(Vy) = mo(V-) = V. Wir wollen nun die
globalen Intertwiner

V, = ViV_e(plp). (28.2)

untersuchen.

Lemma 28.1 Die V, sind unabhdingig von V und von der Wahl von p im Sektor [p] . Weiter
kommutiert V, mit allen Intertwinern aus (plp) .

Beweis: Zunachst zum zweiten Teil der Aussage: Sei T' € (plp), dann ist Vmo(T') eine al-
ternative Wahl zu V, die statt auf Vi auf VoT = VLTVVy € (plp) fiihrt. Nun ist aber
VLTV € (plp), und deshalb ist VLTV € A(T), d.h. fiir beide Vorzeichen sind dies lokale

Operatoren mit demselben Bild unter 7y, die somit {ibereinstimmen miissen:
ViTV: =V_TVZ:.
Fiir V, folgt damit
TV, T =T"VIV T =V (VLT VO)V-IVIOV. = VIV =V,

d.h. T kommutiert mit V,. Variiert man p im Sektor [p], d.h. geht man zu AdU o p mit
unitdrem U iiber, so dndert sich V in mo(U)V , was (28.2) trivial invariant 148t. |

Nun gilt immer noch Z > J bzgl. £ und J > 7 bzgl. ¢, und wir kénnen die statistischen
Operatoren aus den V4 berechnen: In 2, ist

(p,0) = o (V)" Vs
und umgekehrt gilt in A
e(o,p)=o(Vo) V.
Damit ist
(0, 0)Velo,p) = o (Ve Ve VEVVEo(V) = (V) (28.3)
und somit
rolo(V,) = mo(=(p, 7)2(0,p)) (28.4)

denn mo(V,) = 1. (28.3) steht im Widerspruch zu Gleichung (16.71), die somit fiir globale
Intertwiner im allgemeinen nicht gilt. Weiterhin wird durch (28.4) klar, daff die Vakuum-
darstellung auf iy nicht treu ist: Wahrend V, unter mq trivial dargestellt wird, ist sein
Wert unter mg 0 o gleich dem Monodromieoperator.

Satz 28.2 i) Die globalen Operatoren

W, = R:V,R;, (28.5)



A

liegen im Zentrum Uuniv VA . der universellen Algebra.

i) Falls p irreduzibel ist, gilt

W, = wi “0p(V3) - (28.6)
iii) Die W, hingen nur von der Klasse [p] ab. IThre Werte in verschiedenen Darstellungen
sind (fir p1, py irreduzibel):

s 0,) = T (W) = moln(09,,) = 30 N 25 ey s
iv) Die zentralen Elemente C, = d, - W, erfillen die Fusionsalgebra :
(a) 7 =05, (b) Cop = Coly,
) C =R 3
Beweis:  DaB die W, zentral sind, folgt unmittelbar aus ihrer Intertwiner-Eigenschaft:

W, € (¢|e). ii) folgt aus der Konstruktion von Ry = ¢(p,p)R,,:
W, = Re(p.p)V,e(p: p) Ry = Bye(p. p) c(p, P) VIR, = wy - 65(V,) -
Hilt man p, 7 fest, so ist R; eindeutig bis auf Anderungen der Form
Ry — Up(U)Rz, U€(plp), U€(plp) unitér,

(da p nicht als irreduzibel vorausgestzt ist, ist R, nicht eindeutig). U kommutiert nach
Lemma 28.1 mit V, und p(U) tut dies trivial. Daher bleibt W, unter einer solchen Anderung
invariant. Andert man p und 7 in ihren jeweiligen Sektoren mit beliebigen Unitéren in
AdU o p und AdU op, so kann man Re; wieder ersetzen durch Up(U)R5 und V, durch
UV,U=". Nach dem eben gesagten lassen auch diese Anderungen W, invariant. Um (28.7)
abzuleiten, rechnen wir

To(p3(Wi)) = molpa( BV, Br)) = mo { pa(BE)e(pr. pa)e(pa, pr)pa(Rp) | =
= 7o { Rzpr((p1. p2)"(pa- p1) ) Br} = 7o {51 (o1 pa) (00 p1)7)

mit (28.4) und einer offensichtlichen Zopfidentitat. Fiir irreduzible py, py ist der Teil { ...} €
(ps]py) ein Skalar und kann geschrieben werden als

pi(B)e(pr, pa)e(pas pr)ps(Br) = Bi - &, (e(prs pa)e(py, pr)) - By = &,,(c(pr, pa)e(pa, p1)) -

Fiigt man in den letzten Ausdruck zwei vollstandige Einheiten ein:

by (e(pr, p1)e(ps, pr)) = D oy (T e(pr, p3)e(ps, pr)TeT7)

und wertet mit Hilfe von (18.17) und (18.20) aus, so erhalt man die erste Form und wegen der
offensichtlichen Symmetrie auch die dritte Darstellung aus (28.7). Bleibt noch die Identitat
der dufleren beiden Groflen mit der mittleren zu zeigen:

mo(p3(Wp.)) = mo{pa(BY)e(pt, py)e(ps, p)pa(Fr) } =
= mo {®p, (Pa(RD)e(p1, p3)e(ps, pr)pa(Br))} =
= mo { R bp,(e(p1. p3)E(py, p1)) Bi} = mo {0y, (e(p1, p)e(ps p7)) } =

= mo(pi(W,1)),



wieder beachtend, dafl { ...} ein Skalar ist und zuletzt mit dem Ergebnis der obigen Rech-
nung vergleichend. Nun zu iv): Um (b) zu zeigen, miissen wir zunéchst V,, durch V, und

V), ausdriicken. Dies ist leicht méglich durch die Wahl

Voot = Voyo (Vo) = Vor Vore(p, o)™, und
Voo = Voo (Vo) = Vo Vie(p, o),

womit

Vay = o(VE Vi Vo Viee(p, o) = Voo (Vi) Viel(poo)” =
= ‘/CTO'(‘/,)+)*‘/,)+‘/,)€(,0, U)* = VUeS(,O, O')V,H_Vp@(p, U)* ’

wird. Wéhlen wir weiter Rz = o(R5) Rz, so rechnen wir weiter:

Wep = Beo(RVoc(p, 0} Voo (B) Ry = B2o (R (p, o) Vipl=(p, 0)) Bl =
= R;—%O‘(R%)@(p, U)p(@(ﬁ, U))‘//)RERE = Rrr_‘/g R%,O(@(ﬁ, U)*af(ﬁ, U))‘//)RERE =
= RZV, RZV, Rz Rz = RZV, ReRZV, Ry = W, W, |
wobei zuletzt benutzt wurde, daBl W, zentral ist. Zu c): Sei py lokalisiert in Z und T € (p|p1) :

Dann ist V,.TV[, ein intertwining Operator aus (p|pr). Fiir beide Vorzeichen haben diese
Operatoren dasselbe Bild unter my und stimmen daher in 9,,;y iiberein. Dann folgt

VT =V, T
= VTV = VYT
= VTV Vi = Vi VAV, T
= T™Vi=V,T.

Als néchstes benutzen wir die natiirlichen Orthonormalbasen T von (p|pr) mit e = (OIp)

und 72 von (p|pg) mit e = (02) ,wobeia =1, ..., (N,)l = (N;)!. Mit diesen Basen lassen

sich zwei Orthonormalbasen des Intertwinerraums (pip|¢) bilden:

{m. 7o RE} und  {pi(T) Ry} |

(Orthonormalitét sieht man z.B. fiir die erste Basis leicht so:
(12 Ry, 15 Ry) = RET2T5 Ry = Roe(p, o ToT5%(p, ) By =
* Io% * o * d
= Rpp(Te Teﬁ VR, = ¢,(T¢ Teﬁ ) = 5aﬁd_17

P

mit (18.17)). einsetzen dieser Basen in die Defintion von C, liefert

Cp=dp- BVylt5 =3 d, - RETIVIT" Ry = 3 di - Repr(T2") Vir(T2) By = 3 (N,)'- C,
€ e,o 1

Um schliefllich a) zu zeigen wahlen wir p, p lokalisiert in Z und aus den jeweiligen Sektoren
p, p lokalisiert in 7 und zwei Punkte ¢, ¢, so daf diesmal J > T beziiglich £ und Z > J
beziiglich ¢ . Dann gilt zum Beispiel in 2 , daB ¢(p,7) = 1 woraus folgt, daf:

Vi=d, - Rp(ViR) = d, - Relp.p)ple(3.p)ViRs = d, - Rie(p.p)Vi R € (317) C e,



eine sinnvolle Wahl fiir den Ladungstransporter von 7 nach p ist. Analog wihlen wir
V_=d, Re(pp)V: R,

in 2. Die V4 sind wieder unitire Ladungstransporter mit denselben Bildern unter m .
Dann ist

Wy=RV,V_R,=d- Ry ReVie(p, p) R, Rie(p, p)VZ ReR,

Benutzt man, daff V*R=R, = pp(R,)V* Rz = p(R,)V*R= (wegen R, € (Z)), und dhnlich
P P P
Ry RV, = RV p(Ry), und weiter, dafi man fiir 5 auch ¢(p,p)* R, wihlen kann, so kann
P P

man dies umschreiben in
Wo = REVipl ) ReRzp( )V .

Weiter ist ja p(R})RzR:p(R,) = d;? (nach einer leichten Variation von (18.17)), und damit

P

W5 = R%VJFV_*R% =W>=Ww;,

wobei wir schliefilich noch benutzt haben, dafl man offenbar Ve = VI wihlen kann und dafl
W, invariant im Sektor [p] ist. Damit ist a) gezeigt. H

§29 Das Spin-Statistik-Theorem

Ohne weiter Informationen kénnen wir nun eine Verbindung zwischen den statistischen
Phasen eines Sektors und dem konformen Spin ableiten. Fiir einen Morphismus p von Ry
bedeutet , konfomer Spin“ das Verhalten unter einer Drehung des Kreises um 27. Fiir eine
solche liest sich die Kovarianzbedingung so:

U, 2m)mol (AU, (27) ™ = molplanee(A)) = To(p(A)), A€y
Ist p irreduzibel, dann folgt daraus, daB U,(27) ein Skalar ist:
U,(2m) = ™ he . 11 (29.1)

mit der sogenannten konformen Skalierungsdimension £, , die das Infimum des Spek-
(r)

trums des Generators Ty von U,(t) ist. Dieses Infimum existiert wegen der Spektrumsbe-
dingung fiir einen Morphismus p mit positiver Energie.

Sei jetzt p lokalisiert in einem Intervall Z | das klein genug ist, um sich nicht mit seinem
rotierten Gegenstiick p(7)Z zu schneiden. Wir kénnen nun die Argumente aus §28 wieder-
holen fiir den Spezialfall 7 = p(7)T, p = pr = aymopo ozp_(lw) , das heiBt, fiir den um =
gedrehten Morphismus. Dann wéhlen wir als Intertwiner ¥V unter my von p nach p; :

Y = mo(X=(p)) = U(m)U,(r)" (20.2)
Damit haben wir sofort auch das Urbild in 2., ndmlich

Vi =X5(p). (29.3)



Fiir das Urbild in % sollten wir einen Ausdruck finden, der sich ausschlieflich auf die
umgekehrte Rotation um —m bezieht. Dazu folgende Uberlegung: Zunéchst ist einerseits

(wir schreiben kurz X;(p) fiir Xpﬁ(;)(p) und ebenso fiir die a ) , etc.)

Xoanlp) = a—n (X)) X—nlp). (20.4)

wegen der Kozykeleigenschaft der X(p). X _2.(p) ist aber fiir irreduzibles p ein Skalar:
X 9.(p) = U(=2m)U,(—2m)7" = e, (29.5)

Der Teil a_.(X_z(p)) aus (29.4) ist in (p_2r|p—x) = (plp==), also in A und wir kénnen V_
als sein Inverses setzen:

Vo = a o (Xor(p) = Xoaelp) ' Xor(p) = X (p)e e, (29.6)

Diese Wahl ist wie man sieht nicht eindeutig, aber die Rechnung macht klar, daf§ in jedem
Fall der relative Phasenfaktor e?™¢ auftreten muB, denn nur so stimmen die Bilder dieser
Intertwiner unter der Vakuumdarstellung iiberein:

Ro(VoV2) = mol X (ol Xn (0D = U(m)U, () U (=) (=) e =
= UQ2m)U,(—2m)e¥ihe = 1,

wie es sein soll, denn U(27) =1, hg=1.

Fiir zwei irreduzible Morphismen ¢ und p rechnen wir damit — unter Verwendung der
Darstellung (10.14) — aus:

Usp(27) = Usp(m)Usp(—7) " = mo(a(X-(p)” ))Ua(W)Ua(—ﬂ)‘lﬂo(U(X—w(p))) =

’ (29.7)
= (o Xo(p) ™ X_n(p))) = 70 my(a (V)

wobei wir die Vakuumdarstellung vor dem Observablenanteil des Kovarianzoperators natiir-
lich nicht vernachlassigen durften!

Theorem 29.1 Fir irreduzible Morphismen p1, py, pr von Ay gilt, falls Nf} # 0 ist

e2milhig=h=hy) — K (29.8)
Wij
Insbesondere ist '
Arilhthy) w%. (29.9)

Beweis: Um das Spektrum beider Seiten auszurechnen wenden wir mo(7%.) mit ¢ = ({£;) von

rechts an. Damit erhalten wir fiir die linke Seite
Upip, 2m)mo(T2) = mo(T2)U,, (27) = mo(Te )627rihK 7

mit Satz 11.9 (der auch fiir die Mobiusgruppe gilt). und die rechte Seite wird nach (18.20)
und (28.4) zu einem Eigenwert des Monodromieoperators:

WK

7TOIOI(V/)J Te) =

mo(Te) .

wiwWj

Daraus folgt die Behauptung. H



Eine Verscharfung des Zusammenhangs von Spin und Statistik zu
U, (2m) = ™M = o, (29.10)

ist nicht ohne weiteres moglich: Um diese zu erreichen miifite man aus den Operatoren des
reduzierten Feldbiindels der ACQFT punktartig lokalisierte Felder konstruieren und deren
Korrelationsfunktionen untersuchen, das heifit, man miifite aus der ACQFT die zugehori-
ge Wightman—QFT rekonstruieren. Das ist, wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel
angesprochen, nicht unser Thema — die technischen Finzelheiten hierzu wurden von Mar-
tin JorB in seiner Diplomarbeit [Jor91] und weiter in [J6r92] ausgefithrt. Fir das weitere
akzeptieren wir hier die Giiltigkeit von (29.10).

8§30 Verlindes modulare Algebra

Rufen wir uns zunéchst ins Gedéchtnis, was wir iiber Darstellungen endlicher Gruppen

wissen (fiir Details siehe [vdW67], §§104—109):

Betrachte eine endliche Gruppe G dargestellt auf einem €-Vektorraum V. Die Dimension
von V' heifit Grad der Darstellung. Das Darstellungsproblem endlicher Gruppen 1afit sich
im wesentlichen auf das der Gruppenalgebren zuriickfithren, denn jede Gruppendarstellung
auf V' entspricht umkehrbar eindeutig einer Darstellung der Gruppenalgebra. Bezeichne ;
die irreduziblen Darstellungen von G. Die Spur eines Darstellungselements in einer solchen
Darstellung

Te(ma)), €6,

heiflt Charakter der i-ten Darstellung, geschrieben als
Xz(a) , ac G

Charaktere sind offenbar invariant in der Aquivalenzklasse der definierenden Darstellung.
Die irreduziblen Darstellungen von (' sind weiterhin eins—zu—eins korreliert mit den Konju-
gationsklassen C; von . Wahlt man aus jeder Konjugationsklasse C; einen Représentanten
g; und betrachtet seinen Wert unter dem Charakter der ¢-ten Darstellung, so bildet man
damit eine Matrix

X =xilg;), g9;€C;. (30.1)
Diese Matrix heifit Charaktertafel der Gruppe G. Sie erfiillt die folgenden Identitaten:

Xoj =1, Xio=di, (30.2i)
Xij Xy =D N X (30.2ii)

wobei g die triviale Darstellung, Cy = {e} die triviale Konjugationsklasse und die N7} die
Multiplizitdten von 7, in m; @ m sind. Insbesondere gilt die schon vertraute Formel

S NFdy = di Dy

zu jeder Darstellung 7 von (i existiert eine konjugierte (oder kontragrediente) Darstel-
lung 7 auf demselben Darstellungsraum, definiert durch

7(a) = m(a)™", acd,



wobei m(a)! die transponierte Matrix zu m(a) ist. Fiir irreduzibles 7 ist auch 7 irreduzibel
und fiir die Charaktere zu Darstellungen ¢ gilt

Xifa™) =xila), a€G.
Bezeichnet || die Ordnung der Gruppe G |C;| die der Konjugationsklasse ¢, dann defnieren

Yij = Xijej. ¢ = /1G]

Die Matrix Y erfiillt die Charakterenalgebra einer endlichen Gruppe:

WIT

Yy =Yi=VYzE, (30.31)
YYt=vy =G| 1, (30.3ii)
ViV Vi 1 < YiYY,
Np =N m - N~ Y M gm 30.3iii
L PR D > S

Genauso eng wie mit den Konjugationsklassen hdngen die irreduziblen Darstellungen von
GG mit den irreduziblen Darstellungen des Zentrums der Gruppenalgebra zusammen: Jedem
Element eines Erzeugendensystems des Zentrums der Gruppenalgebra kann eindeutig eine
irreduzible Darstellung der Gruppenalgebra und damit von G selbst zugeordnet werden. Das
Zentrum Z der Gruppenalgebra von ¢ wiederum wird von den Summen k; der Elemente
der Konjugationsklassen C; erzeugt. Die Klassensummen Fk; erfiillen ebenfalls algebraische
Relationen, z.B.

fiir jeden Charakter x, wenn h; die Anzahl der Elemente der [-ten Klasse ist. Auflerdem ist
das Produkt zweier Klassensummen wieder zentral und daher gilt

kik; => gl ki, (30.4)
{

mit geeigneten Koeffizienten.

Rehren [Reh89a] untersuchte zuerst die Ahnlichkeiten zwischen der superselection-Struk-
tur von AQFT’s mit Zopfgruppenstatistik und Darstellungen endlicher Gruppen. Diese
Uberlegungnen werden wir nun nachvollziehen.

Zuniachst scheint die Fusionsalgebra (28.8) eine Verallgemeinerung der oben angespro-
chenen Algebra der Klassensummen zu sein und man kann den Verdacht hegen, daf} die
Objekte aus (28.7) gute Kandidaten fiir eine verallgemeinerte selbstduale (vgl. (30.3ii))
Charakterentafel sind.

Alles weitere in diesem Abschnitt gesagte macht nur Sinn, falls die Zahl N der irredu-
ziblen Sektoren der betrachteten Theorie endlich ist!

Definition 30.1 Wir setzen

o= Zd%wl, ¥ = de, (30.5)
i i

wobei die Summe iber alle Sektoren liuft. Damit definieren wir die Matrizen

1/3
Sy -1 =X didy - molpr(W,,)), T = (i) - Diag(wi'). (30.6)

o]



Bemerkung 30.2 Die Matriz S erfillt unter anderem folgende Gleichungen:

SL] == SJI = SI*T = Sﬁ, (3071)
Sor = Spo = X7y, (30.7ii)
by
- SuSiy = > Nii - Sus. (30.7iii)
J L

Beweis: (30.711) und (30.7i) folgen nach Abgleich der Konstanten unmittelbar aus (28.7).

Schreiben wir (28.8) (b) und (c) fiir irreduzible Sektor-Reprasentanten aus, so erhalten wir

dydx W, W, =" Nigedy, - W,
T

was nach Anwendung von 7y o p; und Koeffizientenvergleich auf (30.7iii) fithrt. H

Wir nennen die Spaltenvektoren Yy mit Komponenten
(?})1 = Y5,
Gewichtsvektoren, die Zeilenvektoren y; mit Komponenten
(X1)1 = Bdy 'Sy,

die Verallgemeinerungen der Relationen (30.2i), (30.2ii) und (30.3i) von Charakterenta-
feln endlicher Gruppen mit der statistischen Dimension anstelle der Darstellungsdimension
erfilllen, nennen wir statistische Charaktere. Man bemerke, dafl (30.7iii) nichts ande-
res besagt, als dafl die Vektoren Yy simultane Eigenvektoren der Inzidenzmatrizen Ny mit
Eigenwerten (X1); sind:

- %2 R
N-Yj=%. (Z NILKSLJ) =7 (SuSki)k = (X1)5 - Y.
L K

Lemma 30.3 In der natiirlichen Metrik des C" sind zwet beliebige Gewichtsvektoren ?L, Y

entweder orthogonal oder parallel:

<Y}L,Y}J> 5 oder dJ . Y}L == dL . Y%] . (308)

Beweis: Unter Verwendung von (30.71), (30.7iii) und 18.8i) rechnen wir einfach nach:

dyt (Yy)i(Ye, Ys) = <17L7 (% Nf}(ﬁ)R) > = %%NI%(Y}L)K(%)R =dg' %(?L)I(?L)ﬁ(ﬁ)R =

K
= dp (YL)i(YL, Vi),
woraus die Behauptung nach kiirzen durch das Skalarprodukt folgt. H

Wie konnen diese Analogien zur Darstellungstheorie endlicher Gruppen nun benutzt wer-
den, um die Sektoren einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik zu klassifizieren? Die folgende
Definition 148t Anséitze erkennen.



Satz und Definition 30.4 Wir nennen Sektoren [p1] mit Gewichtsvektoren Vi parallel
zum Gewichtsvektor Yo des Vakuumsektors ausgeartet.

i) Fir ausgeartete Sektoren [py] gilt
(Y))1 = didy = (Y1); . (30.9)

ii) Ein Sektor [p1] ist genau dann ausgeartet wenn der Monodromieoperator fir ihn mit
jedem anderen Sektor trivial ist:

e(p1, ps)e(pa,pr) = 1.

iii) Ist [p1] ausgeartet, so hat p1 Permutationsgruppenstatistik und es gilt wy = +1 und
dy€IN.

iv) Die ausgearteten Sektoren einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik bilden eine unter Pro-
dukten und anschlieffender Ausreduktion sowie unter Konjugation abgeschlossene Untermen-
ge aller Sektoren.

Beweis: Gehen wir zuriick in die Definition der Gewichtsvektoren, so sehen wir, dafl hier
nach (28.6) und (28.4) Monodromieoperatoren auftreten, die trivial sind fiir Yy . Daraus

folgt i) und die eine Richtung von ii). Umgekehrt muf} falls (1%)1 = didy gilt

WK 1

wiwy ’

sein, wann immer N5 # 0 ist, denn dann greift Satz 18.8iii):

ST Nijdk = didy,
K

und liefert das gewiinschte, weil die Groflen wk /wiw; nach Lemma 18.20 das Spektrum des
Monodromieoperators ausschopfen. iii) folgt aus der Trivialitit der Monodromie ¢,.¢; = 1
und den Quantisierungsbedingungen fiir den statistischen Parameter aus Satz 9.4ii). iii):
Wir rechnen zunéchst:

(Y, Vi) = 22 2SSk = X I%N%dISMI = %NliMSTOSIM =
.. (30.10)
= %{: NI%M<Y07 YM> )

unter Ausnutzung der Identitdten aus Satz 18.8 und (30.7i—iii). Das zeigt folgendes: Zwei
Sektoren [p;], [pk] haben genau dann parallele Gewichtsvektoren dKi_}J = dﬂ_}K, wenn ein
ausgearteter Sektor [pyv] mit Ny # 0 existiert. Das heifit alle in der Ausreduktion des
Produkts zweier ausgearteter Morphismen auftretenden Sektoren sind wieder ausgeartet. Il

Die ausgearteten Sektoren bilden also ein abgeschlossenes ,,Nest® von Permutationsgrup-
penstatistik innnerhalb der superselection-Struktur einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik.
Kommen wir nun zum nichtausgearteten Fall, d.h. dem Fall, in dem [¢] der einzige Sektor
ist, der triviale Monodromie mit allen anderen hat. Man findet das folgende bemerkenswerte
Resultat:



Theorem 30.5 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) [¢] ist der einzige ausgeartete Sektor.

ii) Die Matriz S ist invertierbar.

i) Es gilt |o|* = X2, d.h.

IWI

=> di, (30.11)
i
und die Matrizen S und T erfillen Verllndes modulare Algebra:

SST=TT" =1y, (30.12i)
TSTST = S, (30.12ii)
S*P=C, TC=CT=T, (30.12iii)

mit der Ladungskonjugationsmatrix Cyy = &7 (N sei die Zahl der irreduziblen Sekto-
ren). Weiterhin gilt
S13.5k35%
N =y = (30.12iv)
J SOJ

Beweis: iii) = ii) = 1) ist offensichtlich. Setzen wir i) voraus. Dann rechnen wir mit

(30.10) und Lemma 30.3 nach:

1
(SN = S35k = o (V1. Yi) = 5 ZNII(M (Yo, Yat) = N = dix
J M—/

2
= dom - 27

womit (30.12i) gezeigt ist. Um die Ubereinstimmung der Konstanten ¥ mit |o| zu zeigen,
bilden wir

d
Z by SL]dJuJJ Z N deK == Z (Z ) I (Z deK) (,U_I == Uw—l, (3013)
] I
mit der Definition von Spy, (28.7) und Satz 18.8. Kontrahiert man (30.7iii) mit djyw;y, so
erhalt man

od 1
> SwySuSky =3 NS Sridyws | =57 __LNILK = ——0S5Kk,
J L J L EwL WIWK
unter Verwendung von (30.13), Satz 18.8iii) und nach Einsetzen in die Definition der Siy
und Ausnutzen von (28.7). Das heifit

by
*
= > wiSywySikwk = Sty
J

was nach komplexer Konjugation (30.12ii) ergibt. (30.12iii) ist nach den Rechnungen zum
Beweis von (30.121) klar (ersetze Yk durch Y ). Die Inversionsformel (30.12iv) ergibt sich
einfach, wenn man (30.7iii) mit ST iiberschiebt und (30.12i) ausnutzt. H

Verlindes Algebra wurde zuerst in rationalen Modellen der konformen Quantenfeldtheorie
entdeckt [Ver88]. Wir haben dieses Resultat hier aber ohne Verwendung der konformen Sym-
metrie abgeleitet?). Thr auftreten ist also ein wesentliches Merkmal der Zopfgruppenstatistik
und der darunterliegenden Quantengruppen-Symmetrie der Theorie (vgl. [Har93]).

4) Auch daB die Vakuumdarstellung nicht treu ist, spielt hier keine Rolle, denn die Eintrige von S sind
mithilfe von Operatoren definiert, die von vornherein schon unter 7y stehen.



§31 Die Struktur des universellen reduzierten Feldbiindels

Aufbauend auf der universellen Observablenalgebra 24,,;y kann man das zugehorige reduzier-
te Feldbiindel F i, auf der S! zunichst einfach wie in §21 einfithren. Dabei wihlen wir wie
schon in §27 sdmtliche Reprasentantenmorphismen in einem einzigen eigentlichen Intervall
T lokalisiert, so daf§ die Basen T, der Fusionsraume lokale Intertwiner aus 4(Z) sind.

Wenn wir auf F .,y den iiblichen Lokalisierungsbegriff einfithren — das heifit, wir be-
zeichnen e € Fyniv als in J lokalisiert, wenn es mit jeder Observable (¢, A), A € A(T’)
kommutiert — dann wird uns klar, dal dies nicht mehr aquivalent ist zur eindeutigen Exi-
stenz eines unitdren Intertwiners der die Ladung des Feldes und seinen Observablenanteil
nach J transportiert (vgl. Def.21.5, Satz 12.13). Dies liegt natiirlich an der Existenz globaler
Intertwiner, die dazu fithren wiirde, dafl ein lokalisiertes Feld sich auf mehrere verschiede-
ne Weisen schreiben liefie. Das Fehlen einer globalen ,rechts/links“~Unterscheidung zwingt
uns auflerdem dazu, die Aussagen zur Austauschalgebra 21.12 auf Widerspruchsfreiheit zu
priifen — schlimmstenfalls kénnten die Zopfmatrizen ja nun nicht mehr wohldefiniert sein.

In der Tat fithren uns die Diskussionen der letzten Abschnitte dazu zu vermuten, dafl der
richtige Lokalisierungsbegriff fiir Felder der ACQFT auf der S' an den speziellen Ladungs-
transporter U gekoppelt sein sollte, der die Lokalisierung induziert. Das wird dazu fiihren,
daB die Felder nicht in Intervallen der S* sondern in einem Uberlagerungsraum lokalisiert
sind, wie wir nun sehen wollen.

Nehmen wir uns nun wieder einen Referenzpunkt £ € S! her und befassen uns mit der
zugehorigen Unteralgebra Fniy, ¢ von Funiyv. In jeder solchen Unteralgebra ist die konforme
Kovarianz fiir eine Umgebung der Einheit in M gemaf (21.15) defniert — solange die trans-
formierten Lokalisierungsintervalle nicht iiber ¢ wandern. Studieren wir wieder die starren
Rotationen der S*, wie schon in §29 (unter Beibehaltung der dortigen Notationen). Die
zweifache Anwendung einer Rotation um 7 auf ein Feld e = (e, A) € Funiv ¢, ¢(€) = p ergibt
dann

azre = (€, Xax(p) T A), mit  Xor(p) = ax(Xa(p)) Xnlp) - (31.1)

Im allgemeinen ist das Ergebnis dieser Operation nicht in Fyniv ¢, denn Xar(p) ist ein
globales Element von ;v . Wir wissen aber aus §29, dafl

Xo(p) = Vi, e ™an(Xa(p) =V,

woraus wir unter Zuhilfenahme des starken Spin-Statistik-Theorems (29.10)

Xor(p) = w, - vV, (31.2)
schlieffen. Damit haben wir:
Lemma 31.1 Fire = (IJP) ist
azrle, A) = 2L (e, A). (31.3)
wr

Beweis: In Anwendung auf ein (pr, V) € Hyeqa rechnen wir aus (die Vakuumdarstellung ist
immer zu beriicksichtigen):

042%(67 A)(lolv \I}) = (evwl) ) V/)*A)(lola \I;) = (1037 WO(Te*wPIOI(VPA))\I}) =
= w, - (py,mo(T7e(p, pr)e(pr, p)p1(A)) V) =
= S, mol T AVW) = L (e, AY 1, W),



da T, den Monodromieoperator diagonalisiert. H

Die Felder der ACQFT zeigen damit genau jene Periodizitét, die man bei konformen
Austauschfeldern gefunden hat — vergleiche hierzu [RS89].

Damit konnen wir nun zeigen, daff die Austauschalgebra (21.12) kompatibel mit der vol-
len Mébius—Kovarianz des reduzierten Feldbiindels auf der S ist, daB also die ,rechts/links“-

Zweideutigkeit keinen Schaden anrichtet.

Satz 31.2 Genau dann ist F iy kovariant unter ganz M , wenn die Kompatibilitdtsbedin-
gqung (19.11) fir die Zopfmatrizen erfillt ist.

Beweis: Benutzen wir wieder die Anordnung aus Fig.28.1. Seien e; = (€1, Ay) Efuniv7C(I) ,
ey = (€2, A2) € Funiv, (L), mit s(e2) = I, r(ez) = s(e1) = J, r(er) = K. Beziiglich £ ist
dann e; € Funiv ¢(T) und e; 1aBt sich eindeutig in Funiy ¢(7Z) darstellen durch e; = as,(g,),
mit g, = (€2, G2) € Funiv,e(7I) . In Funiv ¢ liegt dann 77 rechts von T, das heifit, es gilt

(1, Ar)(ea, A2) = 30 B Lo (eh, AD)(ef, AY)

efoel
und umgekehrt ist

(€1, Gh) (e2, A2) = D0 BEL o (e Gh)(els AL

ej o€l
in Funiv,e - Nun ist (e1,G1) = agr(er, A1) = %—I; Wahlt man aus der Summe einen be-
stimmten Term mit r(e]) = s(e}) = L, so ist auch (e3,GYy) = a_s(ey, AY) = t‘i—]f Ein
Vergleich ergibt, daf die beiden Ausdriicke nur iibereinstimmen koénnen, wenn (19.11) gilt.

Man kann also (19.11) als Konsistenzbedingung, die erst die volle Mébiuskovarianz ermog-
licht auffassen. In der Tat war es diese Art Argument, die urspriinglich in [RS89] zu (19.11)
als Einschrankung fiir die R—Matrizen konformer Austauschalgebren fiithrte.

Die Periodizitat (31.3) macht klar, daf die Felder einer ACQFT auf S* nicht auf der S*
selbst sondern auf ihrem Uberlagerungsraum IR lokalisiert sind. Wir wihlen zunichst ein
Basisintervall 7, C IR (mit Ausdehnung kleiner 27) aus, das unter der Uberlagerungs-
abbildung auf das Intervall Z projiziert wird, in dem wir alle Repridsentantenmorphismen
lokalisiert gedhlt hatten. Damit definieren wir:

Definition 31.3 Sei J C R ein Intervall (mit Ausdehnung < 2m) der universellen Uber-
lagerung IR von S'. Fiir einen Reprisentantenmorphismus p und eine Observable A € Uuniv
sagen wir, das Paar {p, A} sei in J lokalisiert, wenn es einen lokalen Operator C € U(T)
gibt, so daf alle Felder (e, A) mit Ladung p durch Transformation mit o, g(Jo) = J aus
(e,C) € Funiv(Z) entstehen.

Dieser Lokalisierungsbegriff nimmt nicht auf Quelle und Ziel der einzelnen Felder Bezug,
fiir die die Periodizitat (31.3) gilt, sondern auf Familien von Feldern mit gleicher Ladung
und Observablenanteil. Er ist natiirlicherweise kompatibel mit Definition 21.5 dank der
Einbettung (21.5) (Observablen entsprechen ja Paaren (¢, A) ). Man sieht, daff wir damit im
wesentlichen wieder beim urspriinglichen Feldbiindel aus Def.12.2 angekommen sind.



Die Austauschalgebra (21.12) gilt dann in folgender globaler Verallgemeinerung:

Satz 31.4 Seien (p1, A1), (p2, A2) lokalisiert in Intervallen J1, J» C IR, die unter der
Uberlagerungsabbildung auf disjunkte Intervalle auf der S* abgebildet werden. Bestimme ein
NeNN, sodaff J1+ 21N < JTo < T +27n(N + 1) auf R gilt. Dann gilt fir Felder e, ey,
die unter die Lokalisierungsbedingung von Def.31.3 fallen, die Austauschalgebra

(€2, Ao)(ex, A1) = 30 BULL, oo (€hs Ar)(eh, Ag) (31.4)
wobel
B o = 70 (T17 prlen(pa, pO)) T3, T, ) (31.5)

die Matrizelemente in der Vakuumdarstellung der verallgemeinerten statistischen Operato-
ren

en(p2, p1) = p1(Xan(p2) ™ )e(p2, p1) Xanlp2)™ € (prp2lpapr) s (31.6)

sind. Fir diese Matrizelemente gilt die Veralljemeinerung von Satz 19.11 (Bezeichnungen
wie dort):

N
B o = (M) B (31.7)
10€2,€,0€; WKW, €10€e2,650€]
Beweis: Offensichtlich korrespondieren die Falle N = 0, N = —1 mit den gewd6hnlichen

Zopfmatrizen B und B(7) . In jedem anderen Fall ist ex ein globaler Operator, d.h.
der in (31.5) enthaltene Selbstintertwiner ist nur unter der Vakuumdarstellung ein Skalar.
Dann transportiert X%(,og)N zunachst das Feld e, , dafl nach Def.31.3 dargestellt wird durch
az-n(e2,Cy) gemaf (31.1) in die Uberlagerungskomponente von 7, . Dort wirkt dann die
normale Austasuchslgebra (vgl. (21.13), (21.14)) und p;(Xa.(p1)™") besorgt den Riicktrans-
port in die Ausgangsposition. H

Nach Definition 31.3 kann man ein Paar (p, A) in verschiedenen Intervallen lokalisieren, die
auf dasselbe Intervall der S* projiziert werden, wenn eine Potenz von X, (p) trivial ist. Denn
nach (31.3) wird das Spektrum von Xs.(p) in der Darstellung my o p; ausgeschopft durch
wy Jwr fiir Untermorphismen py von prp. Das heifit, wenn (wj/wp)® = 1 ist fiir geeignetes n
und alle Morphismen, zwischen denen Felder mit Ladung p interpolieren, dann leben solche
Felder auf einer n-fachen Uberlagerung der S* statt auf IR . Insbesondere lassen sich wie wir
schon wissen Observablen auf dem Einheitskreis selbst lokalisieren, denn Xy, (¢) = 1.

Das in (31.5) definierte Matrixelement von mo(p1(en)) entspricht, wenn man (28.4) und
(31.2) beriicksichtigt einem komplizierten Zopf, namlich

(5(/027 PIPl) 5(,01,01, ,02))N,01(€(,02, ,01))(5(,02, 101)5(/017 pz))(_N) —

= (p1(e(p2. p1))e(p2, pr)e(pr, p2)pr(e(pr, p2)))N pr(e(p2, p1)) (2 (P2, p1)e(pr, p2)) =)

entspricht, was man, wenn man einen Generator oy fiir die Vertauschung von erstem Strang
und duflerstem Quellenmorphismus einfithrt, als

(o10501) a1(og)™ (31.8)

schreiben kann.

Der geometrische Grund fiir das Auftreten dieses Zopfes ist, dafl die Generatoren o; =
P ie,)undr =V, = wp_l - Xax(p)* in der Tat eine Darstellung der Zopfgruppe des Zylinders
bilden — was man fiir eine Theorie iiber S* auch erwarten wiirde:



Lemma 31.5 Die Generatoren o;, + = 1, ....n—1 und { = 0,1 ...017 erfillen die
Relationen der Zopfgruppe auf dem Zylinder, d.h. die der Artinschen Zopfgruppe und

zusdtzlich
o (=Coiy1, 1=1, ....n—2 und

CQUl = O-n—IC2 .

(31.9)

Beweis: Beachten wir, dafl V, mit p(2luniy) kommutiert und (28.3), so erhalten wir zunéchst

To;i=0;T, 1=2, ....,n—1 und

TO1TO1 = 017017,

woraus mit der Definition von ¢ die Relationen (31.9) werden. H

§32 Algebraische konforme Kovarianz

In §25 haben wir gesehen, dafl zwischen speziellen algebraischen Eigenschaften der loka-
len Algebren einer AQFT (modularer Operator) und den Kovarianzoperatoren der Theorie
ein gewisser Zusammenhang besteht. Aus diesem Ansatz stammt die Idee, eine kovariante
AQFT aus nur wenigen vorgegebenen von Neumann Algebren und ihren modularen Struk-
turen zu rekonstruieren. Das wurde zuerst in [BW75], [BW76] untersucht. fiir den Modellfall
einer zweidimesionalen Theorie und Poincaré-Kovarianz hat Borchers dies in [Bor92] ausge-
arbeitet. Wir folgen zunachst dieser Darstellung, um den Grundgedanken zu erfassen.

Als erstes mochte man wissen, wie sich die modularen Strukturen relativ zu einer vorge-
gebenen , Translations-Kovarianz® verhalten, denn daran kann man diese Strukturen selbst
als geometrische Operationen erkennen. Das zentrale Ergebnis hierzu ist:

Theorem 32.1 Sei M eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum $ und sei 1 € $
zyklisch und separierend fir M. Seten A und J der zugehdrige modulare Operator und
die modulare Konjugation. Sei weiter U(a), a € R eine einparametrige Gruppe unitirer
Operatoren auf $ mit positivem Generator, die ) invariant lifst. Gelte weiter

Ula)mU(a)™" C o, (32.1)

fiir a) a >0, bzw. b) a < 0. Dann gilt fir (t,a)€IR*:
1)
AU (a)A™" = U(e**™a), (32.2)
mit s = —1 im Fall a) und s = —1 im Fall b). Weiter gilt
ii)
JU(a)J =U(—a). (32.3)

Teil ii) dieses Satzes ist die schon aus dem CPT-Theorem bekannte Identifikation der Raum-
Zeit-Reflektion mit J. Teil i) ist neu: er sagt uns, dafi die modulare Automorphismengruppe
(siehe Def.A.23) Translationen auf gewisse Weise ,streckt“. Daraus kann man sich nun
Lorentztransformationen bauen!



Sei M eine von Neumann Algebra wie in obigem Satz und diesmal eine Darstellung
U(a), a€IR? der Translationsgruppe des IR* auf $ gegeben. Wir nehmen von hier ab an:

a) U(a)Q2 =9.
b) Das Spektrum von U(a) ist ganz im Vorwéartslichtkegel

Vt={aeR?|d® > |d']},

enthalten.

c) Sei W die Menge
W={aclR?|a' >|a"]}.
Dann soll gelten:
Ula)mU(a)"' c M, VaeW.

Fithrt man Lichtkegelkoordinaten
L a® £ at
a = 5
2
ein, so folgt aus der Spektrumsbedingung fiir U, daB die U(a*) positives Spektrum haben.
Weiterhin gilt

Ulat)mU(at)"t C M, Va™ >0, und

2.4
U(a=)MU (a=)~" C M, ¥a= < 0. (32:4)
Damit konnen wir Theorem 32.1 anwenden:
Theorem 32.2 Mit obigen Annahmen a)—c) und mit
[ cosh2nt  —sinh 27t
Alt) = (— sinh 2wt cosh 27t ) ’ (32.5)
setze '
UA(})) = A" (32.6)

Dann induziert {U(A), U(a)} eine Darstellung der zweidimensionalen Poincarégruppe , die
die Spektrumsbedingung erfillt und den Vakuumuvektor invariant lifit. Aufferdem gilt

JU(a)J =U(—a). (32.7)

Beweis: Aus Theorem 32.1 wissen wir, dal A"U(at)A~" = U(e™*at), und AU(a™)A™"

= U(e*™a™). Dies zusammen mit der Definition der Lichtkegelkoordinaten ergibt
AU (a)A™ = U(A(t)a),

mit der Matrix A aus (32.5) angewandt auf den Zweiervektor a. Das heifit U(A) induziert
die korrekten dufleren Automorphismen der Translationsgruppe, wie es die Lorentzgruppe
tun sollte, also geben beide zusammen eine Darstellung der Poincarégruppe . Die iibrigen
Aussagen sind aus Thm.32.1 iibernommen. H

Sich ein lokales Netz von Algebren zu modellieren, ist nun ein leichtes. Man denke sich
zundchst die Algebra 9 dem rechten Keil Wi = W zugeordnet. Als Entsprechungen fiir
den linken Keil Wy, wéhlen wir sinnivollerweise den Kommutanten 9. Das sichert spater
Haag-Dualitat, genau wie in §25, und ist in unserem Fall auch natiirlich, denn die modulare



Konjugation steht uns generisch zur Verfiigung, induziert die Raum-Zeit-Spiegelung und
mit dem Tomita-Takesaki-Theorem gilt J9M.J = 9. Aus den Keilen und ihren Translierten
baut man sich durch Uberschneidung zweidimensionale Doppelkegel: Seien a, b€ IR?
und b liege raumartig rechts von a, d.h. b€ Wi + a. Dann setzeen wir

Doy ={a+Wryn {b+Wr}. (32.8)
Definiert man die Algebren translierter Keile durch
M, = U(a)MU(a)™", M =U(a)MU(a)™", (32.9)
und damit die eines Doppelkegels durch
N(Dyp) = M, MY, (32.10)

so hat man schon aus 9 eine zweidimensionale Poincaré-kovariante AQFT gewonnen:

Theorem 32.3 Unter den Voraussetzungen a)—c) und mit Definition (32.10) bildet das
System {M(D), M, U(A,a), } eine Poincaré-kovariante AQFT auf dem IR* (M sei die qua-
silokale Algebra). Die modulare Konjugation J von I ist der CPT-Operator dieses lokalen
Netzes.

Beweis: Zuniachst gelten fiir die Keilalgebren die Kovarianz— und Lokalitdtsbedingungen:
i) () = 9m,

i) UMNMU(A)™ =My, und UAN)VU(A)™ =9,

i) JM,J =", und SO, J =M_,, .

a

Die erste dieser Aussagen ist trivial. Da U(A) bis auf eine Umskalierung der Parameter iden-
tisch ist mit der modularen Gruppe von 9 gilt: U(A)MU(A)~ =9 und U(A)MU(A)™! =
o’ (vgl. Thm.A.22). Damit gilt nach Definition (32.9) und mit Theorem 32.2

UMM UN) = UMNU(a)MU (a) " UA)™ = UAa)UMNMU(A) U (Aa)™t =
= U(Aa)MMU(Aa)™ = My, .

Die Argumente fiir 9 und iii) sind ganz analog. Das alles zeigt die Kovarianz des Netzes
der Keilalgebren und damit auch der M,,; (als Schnitte). Weiterhin schliefit man aus iii)
sofort

Jm(DaJ))J = m(D—a,—b) )

d.h. J induziert die Raum-Zeit-Reflektion des Netzes. Bleibt Lokalitdt zu zeigen. Nehmen
wir an, D. g4 liege rechts von D, , dann ist N(D.4) C M, und N(Dyp) C M, . Da ¢ rechts
von b liegt haben wir 9. C M, und die Doppelkegelalgebren kommutieren. H

Borchers zeigte weiterhin, das dieses Netz Haag-Dualitédt erfiilt und hatte so beinahe eine
generisch algebraische Beschreibung der geometrischen Kovarianz einer AQFT erreicht.

Der Nachteil dieser Konstruktion ist, dafl man sich eine Translations-Kovarianz vorgeben
mufite, um die Lorentztransformationen identifizieren zu kénnen. Um Translationen selbst
aus modularen Strukturen gewinnen zu kénnen, mufl man wohl mehr als eine von Neumann
Algebra betrachten!

Als handliches Modell bieten sich hier konforme Theorien auf S! an. In jiingerer Zeit hat
Hans-Werner Wiesbrock dies in einer Serie von Arbeiten [Wie93b], [Wie93a] und [Wie94]
untersucht und es geschafft, eine vollsténdige ACQFT aus nur zwei richtig gewdhlten von
Neumann Algebren zu rekonstruieren. Wir folgen nun zuletzt diesen Ideen.



Die Grundlage ist dieser Begriff:

Definition 32.4 Sei M eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum $ und sei L€ $H
zyklisch und separierend fir M. Ser weiter N C M. Seien Agy, Ay und Jop, Jo die
zugehorigen modularen Operatoren und Konjugationen. Die Inklusion {0 C M, Q} heifit
—halbseitig modular, wenn

ApMAS, Ccm, firt > 0. (32.11)

Falls dies fiir t < 0 gilt, nennen wir sie +halbseitig modular. Abkiirzend schreiben wir
Fhsm.

Fiir solche Inklusionen erreichte Wiesbrock in [Wie93b] eine wesentliche Erweiterung von
Thm.32.1, die die Konstruktion eines Translationsoperators einschlieft:

Theorem 32.5 Sei {91 C M, N} Fhsm. Dann gilt: Der Operator
1
5 (In(Ax) —In(Am)) = 0, (32.12)
m

ist wesentlich selbstadjungiert (d.h. sein Abschlufs in B($) ist selbstadjungiert) auf dem ge-
meinsamen Definitionsbereich von In(Ay) und In(Agy) . Bezeichne P den selbstadjungierten
Abschluf des Operators in (32.12) und sei U(a) = exp(iaP), fir a € IRR. Dann bestehen
folgende Beziehungen:

AU (a) Ayt = A%U(G)A;iﬁ = U(e™a), Vt, a€lR, (32.13i)
ngU(a)ng = JmU(a)Jm = U(—a) , Va€lR, (32.13ii)

ASIMASZ  C o, und U(H)MU(—t) CM,  fir F¢>0, (32.13iii)
N=U(£1)MU(F1). (32.13iv)

Damit hat man auch eine einparametrige Translationsgruppe rekonstruiert. Im zweidimen-
sionalen Bild der Keilalgebren kann man das so auffassen:

m

AdU(£1)
T

Ubertragen auf den kompaktifizierten konformen Lichtkegel, d.h. die S entsprechen %t € 9
zwei Intervallalgebern, die zu Intervallen Z J gehoren, die den unendlich fernen Punkt als
Randpunkt gemeinsam haben; zum Beispiel kann man 9 als die Algebra des oberen Halb—
und N als die des linken oberen Viertelkreises betrachten, wenn wie {iblich der unendlich
ferne Punkt auf 7 abgebildet wird.



Um im zweidimensionalen die volle, zweiparametrige Translationsgruppe zu erhalten,
mufl man noch eine Algebra mehr betrachten, etwa wie in folgendem Bild:

Ny
AU, (1)

AdUy(+1)
Ny

Diese Konstruktion ist moglich, wenn man geeignete Forderungen an die Algebren stellt:

Lemma 32.6 Sei {0, C M, O} —hsm und {MNy C M, 0} +hsm. Gelte weiter
Jon, JonJandon, = oo, Jon, Jon (32.14)

Dann erzeugen

JAVANS Ay, Ay, Vi, r, selR,

die dreidimensionale Untergruppe der O(2,1) bestehend aus den zwei kommutierenden Trans-
lationen und der Lorentztransormation.

Beweis: Setzen wir nach Thm.32.5 fiir die Translationen an:
Us(a) = exp (3L (In(Ax,) — In(Am))) .
. (32.15)
Us(a) = exp (3% (In(Ag,) = In(Am))) |

fir a €IR. DaB AL, die zweidimensionale Lorentztransformation relativ zu beiden Transla-
tionen induziert wissen wir schon aus Thm.32.2, wenn wir (32.13i) beachten. Es bleibt zu
zeigen, daf} die Translationsgruppen kommutieren, d.h., dafl

[U1(a), Uy(b)] =0, Va,beIR .
Aus (32.13iv) folgt insbesondere
Jo, = Uy(1)JomUs (—1),
denn
Ur(1) o Uy (=10 U (1) JapUr (—1) = Uy (1) JaeJan Uy (—1) = Uy (1)U (1) =
= 0N = Joo, M1 oy, -

Mit (32.13ii) wird daraus

Jor, Jo = Uy (1) JonUs (—1)Jan = Uy (1) g Ui (1) = Uy (2) (32.16i)

und analog sieht man

JonJy, = Uz(2) . (32.16ii)



Damit wird Voraussetzung (32.14) zu

Wendet man hierauf auf beiden Seiten Ad AY; an und beutzt die Vertauschungsrelationen

(32.13i), so ergibt sich
U1(2€_27rt)U2(2€27rt) == U2(2€27rt)U1(2€_27rt), \V/tER,
d.h. der Kommutator 5
n
U3 (22 Ua(2ma)]

ist null fir alle m, n € IN und @ > 0. Wegen der Stetigkeit der Darstellungen Uy, U, ist
damit [U;(a),Us(b)] = 0 fiir @, b€ IRT. Um zu sehen, daf dies auch fiir entgegengesetzte
Vorzeichen von a und b gilt, bemerken wir, dafl aus (32.14) insbesondere

Jo, S o, S = Jov, S on, S
folgt, d.h.
Us(=2)U1(2) = Ur(2)Ux(—2),
(denn die modularen Konjugationen sind antiunitir, J* = 1 ). Mit den gleichen Argumenten

wie oben folgt die Behauptung insgesamt. H

Wiéhlen wir etwas andere Relationen zwischen 90U, 91, My

Lemma 32.7 Seien folgende halbseitig modulare Inklusionen gegeben:
i) {9 CM,Q} —hsm,
i) {My C M, Q} +hsm und
i) {My C N, A} —hsm.
Dann erzeugen ' ' '
Ags Ay, Ay, Vi, r seRR,
eine Darstellung der universellen Uberlagerungsgruppe der SL(2,IR).

Beweis: Wenden wir Thm.32.5 auf die Inklusion i) an, so erhalten wir

A%TA%% = A%Ul(l)Ag%U(—l) — A;g§+t/)U1(€27rt’ — 1) = 32 17
_ —2rt —on(tdt! i(t+t) ( : )
= Ul(e —e (t+ ))Am

Y

fiir ¢, ¢ €1IR mit der iiblichen Definition
Uy(a) = exp (;—“(m(Aml) _ m@m))) , VaeR.
T

Das zeigt bereits, dal AL, Ag{l eine zweidimensionale unitire Gruppe aufspannen. Setzt
man

Ui(a) = exp (i—a(ln(AmQ) — ln(Agm))) und

3

Ur(a) = exp (34 (In(Ag,) + In(Aw,))) . Ya€RR,

3



so erhalt man aus den beiden anderen Inklusionen ahnlich

ABAE = AT U (e — 1) (32.18)
und '
AGIAR = AZFT (e — 1), (32.19)

fir t, ¢ €R (fir die letzte Gleichung beachte man (A.9) und Thm.A.22). Damit folgt

Us(e™™ — 1) = Mg A = Mg/ AqAg" Ay, =
' (32.20)
== Ul(l - 627rt)A53122tU2(€27rt - 1) .

Diese Gleichungen beweisen, dafl AL, Af}’tl , Af)% , Vt,r, s € IR eine dreidimensionale,
unitdre Gruppe G erzeugen. Fafit man (32.17), (32.18) und (32.19) als Vertauschungsrela-
tionen auf und linearisiert durch logarithmieren, so kann man nach einiger Rechnung die
Kommutatorrelationen der zugehorigen Lie-Algebra gewinnen:

[1n Agy, o= (In Agy, — In Agy)]
[1n Agy, o= (In Ay, — In Agy) ]

Z(ln Aml —In Agm) 5
Z(ln Am2 —1In Agm) 5 (3221)
Z(ln Aml —|— 1H Am2) .

[1n Ag,, 5 (In A, + In Agy,) ]

Damit bilden die Generatoren

P =5 (InAg, — InAgy),
K = 5 (In Ay, — InAgy), (32.22)
D= g (InAy),

eine Darstellung der Lie-Algebra sl(2,IR) und  ist isomorph zu einer Darstellung der uni-
versellen Uberlagerung der SL(2,1R). H

Bezeichnen wir diese Darstellung von nun an mit V. Um von hier zu einer Darstellung von
SL(2,IR)/Z5 zu kommen, miissen wir die Rotation um = identifizieren. Wiesbrock beweist
dazu zunichst folgendes Lemma:

Lemma 32.8 Seien M, Ny, Ny wie in Lemma 32.7. Dann gilt

V(Up_x (7)) = exp (im(P — K)) = Us(—=2)Ua( A5 2 Uy(=Y). (32.23)

1
2 2
Mit diesem technischen Zwischenergebnis kénnen wir endlich zeigen:

Satz 32.9 Sei {9 C M, Q} eine —halbseitig modulare standard Inklusion, d.h. sei Q auch
zyklisch und separierend fiir 0 NI . Dann erzeugen

A%,Afﬁ, f)%’nimv Vi, r, seIR,

eine Darstellung von SL(2,IR)/Z, .



Beweis: Wir wollen Lemma 32.7 anwenden. Dazu bemerken wir, daf
1) {McC M Q} —hsm ist

nach Voraussetzung,

i) {(oU Noam) C M, Q} +hsm ist

wenn man zum relativen Kommutanten in 9 {ibergeht und benutzt, dafl die Inklusion

standard ist und schlieBlich, daf
i) {(U Nom) C N, N2} —hsm ist

nach (32.13iii). Damit kénnen wir Lemma 32.7 mit My = N N M anwenden. Rechnen wir
nun die Rotation um 7 aus: Halten wir zuerst in Analogie zu (32.161) fest:

Ui(=2) = Jodo, » Ua(=2) = Jmdw, ,  Us(=2) = Jog, Jon, ,

in den Bezeichnungen von Lemma 32.7. Invertieren wir (32.20) so folgt damit

1 2¢1n 2 1 _2¢In2 2¢In 2 _2¢In2 2¢1n 2
Us(=)Agi™ Ur(—=) = Us(=1) = Ay, ™ Us(=2)Ap’™ = Ay, *™ Jog, Jo, A’™

2 2

unter Beachtung von (32.13i). Damit wird (32.23) zu

_2¢In2 2¢1n 2 2¢1n 2 2¢In 2

V(Up_i (7)) = Jondo, Ay, 2 Jon, S, A" = JamAgy 2 Jop, A2 (32.24)

Weiter rechnen wir (nun mit den Bezeichnungen dieses Satzes, wobei U; durch {?M C o, Q}
definiert wird)

_2¢In2 2¢In 2 _2¢In2 2¢In 2 _2¢In2 2¢In 2

Agn ir (m/ ﬂ W)AmQW - m/ ﬂ A(n im QJTAW% - m/ ﬂ Agn im Ul(_l)mUl(l)Agn27r =

= W N U (=2)001(2) = N N JaJogPmdan = N 0 Sy Jan

mit (32.13iv). Das zeigt, dal die Menge

_2¢In2 2¢1n 2

Ay 27 (M NMART"

Ad Jgy invariant ist und damit:

_2¢In2 2¢In 2

[JmtaAfn . an’nimAfn% ]=0.

Das heifit aber nach (32.24)

_2iln2 21n2 \ 2
JEDTA{)’[ ir Jm/ﬁmA;n27r = ]I,

woraus unmittelbar V(Up_g (7))* = 1 folgt. Damit haben wir eine Darstellung von SL(2,IR)/
Z, vorliegen. H

Mit diesen Hilfsmitteln an der Hand kénnen wir eine ACQFT auf der S' algebraisch definie-
ren. Das wird, wie in Fig.32.1 dargestellt, so aussehen, daf eine Algebra (91 ) dem oberen
Halbkreis, die andere (M ) dem linken Halbkreis zugeordnet wird. Thr Schnitt entspricht
dann der Algebra des zweiten Quadranten.



NN

Fig. 32.1: Drei definierende Algebren einer ACQFT.

Theorem 32.10 Seien

i) {(MNom) CMm,Q} —hsm,

i) {(MNm) CN,Q} +hsm und

iii) JpMJy = M.

Fafst man M als Observablenalgebra des oberen Halbkreises, M als die des linken Halbkreises
und MNM als die des zweiten Quadranten auf, so definieren i)—iii) in kanonischer Weise
cine ACQFT auf der S, d.h. ein lokales Netz von von Neumann Algebren, die sich kovariant
unter SL(2,IR)/Zy transformieren. Die Kovarianzdarstellung hat positive Energie und das
Netz erfillt Haag-Dualitat. Aufferdem gilt die Reeh-Schlieder-Eigenschaft fir die Algebra

jedes eigentlichen Intervalls.
Beweis: Zuerst wollen wir Lemma 32.7 und Satz 32.9 anwenden um zu zeigen, dafl
Agt, Afﬁmm, f)%’nimv Vi, r, seIR,
eine Darstellung der Gruppe SL(2,IR)/Z, bilden. Um das Lemma benutzen zu kénnen,
haben wir folgende Voraussetzungen zu erfiillen:
a) {Mnom) C M, Q} muB —hsm,
b) {(M' nm) C M, Q} muB +hsm und
o) {(Mnom) C (M UM, Q} muB —hsm

sein. a) ist nur die Voraussetzung i), und fiir b) bemerkt man, daff aus iii) folgt: [Jo, Agn| =
0. Wendet man Ad Jy auf die —hsm a) an, so ergibt sich unmittelbar b). C) ist etwas
schwieriger: Wenden wir Thm.32.5 auf die +hsm i) an, so erhalten wir eine einparametrige,
unitédre Gruppe

() = exp (2200 Asom) — In(Aa) )
mit B B
NNMm=U(-1)nU(1),
und . . - L - .
Aditan = Aoy = D-DAF'T(1) = F(—1 + A

(beachte (A.9) fiir den ersten Schritt). Damit wird

Ad (Al o) (VN 00) = Ad (U(—1 + e AZG") (0 N 9) =
= Ad (U (=1 + e ) AF" Jyy) (0 N9M) =
= Ad (JoU (1 — e A%) (N Nom)



mit Voraussetzung iii) und (32.13ii). Nach Voraussetzung ii) ist {(MtN9M) C N, 0} +hsm
und (32.13iv) zeigt

Ul@)mnmlU(—a) CNNM, Ya<O0.

Wendet man dies in der letzten Gleichung an, so erhélt man die Inklusion
Ao (MO IMAL o C Jn(MNM)Jg =N N9, Ve <0,

d.h. ¢) ist erfiillt und Lemma 32.7 ist anwendbar. Wir bezeichnen die resultierende Darstel-
lung der SL(2, IR) wieder mit V, ihre Generatoren mit P, K und D. Um die Symmetrie auf
SL(2,IR)/Z, zu reduzieren miissen wir den zu (32.24) analogen Ausdruck betrachten. Dazu
bemerken wir, daf} gilt:

2iln2 2iln2 ( 2iln2 _

Aqed? (W NI AyZey = Ad[ Ay 77 U(—l)) (M NM) =

_2¢n2

:Ad(Am m U(—I)Jm) (MNom) =

21ln2

— ~ _2¢In2
- Ad(Am e JmU(l)) (o) :Ad(Am e Jm) () =,

mit (32.13ii). Damit wird

_ 2i2ln 2 2i2ln 2
Afnniv%r Jm’nmtAmngn = Ju,

das heil3t
V(Up-r) = Jmdon = JmJo,

denn nach Voraussetzung iii) ist insbesondere [Jon, Jy] = 0. Das zeigt V(Up_g)* = 1
und die Symmetrie ist SL(2,IR)/Z,. Definieren wir jetzt das lokale Netz: Bezeichnen wir
das eigentliche Intervall der S' mit den Grenzpunkten a und b durch (a,bd). Es existiert
wenigstens ein g, 5 € SL(2,IR)/Z; , so daB g, (—1,1) = (a,b) ist. Definieren wir

2A(a;0) = V(9(an)) MV (G(an)” - (32.25)

Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl von g(, ;) mit obiger Eigenschaft:
Jedes g € SL(2,1R)/Z; kann eindeutig zerlegt werden in ein Produkt aus einer Rotation,
einer Translation und einer Dilatation zerlegt werden:

g=p)-olr)-5(A),

(vgl. §24). Man sieht dann leicht, daf} sich zwei Elemente ¢;, ¢, die beide (—1,1) in (a,b)
transformieren nur um einen Dilatationsfaktor unterscheiden konnen. Dilatationen werden
aber unter V dargestellt durch

_iln)

V(6(A) = V(Up(A) = Ay 7™,

also durch die modulare Gruppe von 9, was die Wohldefiniertheit von 2(a, b) zeigt. das so
definierte lokale Algebrennetz transformiert sich nach Konstruktion kovariant unter SL(2, IR)
/Z; , Die Darstellung hat positive Energie, da (32.12) positiv ist. Die modularen Struktu-
ren erlauben uns wie in §25 Haag-Dualitdt einzusehen: Wir wissen, dafl eine Rotation um
7 nichts anderes ist als V(p(7)) = V(Up_k(7) = JynJo. Aulerdem sieht man leicht, daf



A

9ba) = Y(ab) * p(m) ist, und diese Transformation bildet den oberen Halbkreis auf das Kom-
plement (a,b) = S\ [a,b] ab. Damit gilt:

A (bya) = V(g0,0) MV (9,0))" = V(g(an))V(p(7)) IV (p(7))*V(g(ap)* =
= V(9(ap)) JmInMIn oV (G(ap))” = V(9(ap)) PV V(Gap))” = (32.26)
(V(9<a,b>)9ﬁ’V(9<a,b>)*) = U(a,b)".

[sotonie des Netzes sieht man so: Translationen werden dargestellt durch

a
V(o(a)) = exp <§(ln(Amm) _ m@m))) .
Aus Thm.32.5 folgt dann insbesondere
V(o(a)) MV (o(a))* CM, VYa>0,
d.h.
Wla,—1) C Ab,—1) fiir (a,—1) C (b,—1).
Benutzt man geeignete Rotationen, so zeigt dies

AU(a,c) C AUb,c), fir (a,c¢) C (b,c) und (32.97)
A(c,a) C AUc,b), fir (¢,a) C (¢,b), '
letzteres nach Ubergang zu den Kommutanten unter Verwendung der Haag-Dualitit (32.26).
Lokalitat ist nun trivial, da Haag-Dualitét sowieso schon eine schirfere Bedingung ist: Seien
(a,b), (c,d) eigentliche Intervalle mit leerem Schnitt. Dann ist (a,b) C (¢,d) = (d,¢) und
damit

A(a,b) C A(d,c) =A(c,d) .
SchlieBlich folgt die Reeh-Schlieder-Eigenschaft fiir die lokalen Algebren aus der von 9t . Il

Mit geringen zusétzlichen Forderungen konnte Wiesbrock zudem die starke Additivitat der

konstruierten ACQFT herleiten, vgl. [Wie94].






ANHANG A

C*- und von Neumann Algebren

Dieser Anhang listet in unsystematischer Weise im Text verwendete Tatsachen tiber C*-
und von Neumann Algebren auf.

Definition A.1 Fine C*-Algebra heifst konkret, wenn sie eine Unteralgebra der Algebra
der beschrinkten Operatoren auf einem Hilbertraum $ , B($) ist. Sonst heifit sie abstrakt.

Eine ausgezeichnete Menge in einer C*-Algebra bilden die positiven Elemente:

Definition A.2 Fin Element A einer C*-Algebra 21 heifit positiv, wenn es selbstadjungiert
ist und sp(A) C RY gilt. Die Menge der positiven Elemente aus 9 wird mit 4T bezeichnet.

Lemma A.3 Sei U eine konkrete C*-Algebra mit Identitit 1. Ein selbstadjungiertes Ele-
ment A€ ist genau dann positiv, wenn ||[1—A/||Al] || < 1. Ist A selbstadjungiert, ||A]| <1,
und ||I — A|| <1, dann ist A positiv. ([BR79], Lemma 2.2.9).

Neben der Normtopologie existieren auf B($) noch etliche lokalkonvexe Topologien, die von
Systemen von Halbnormen erzeugt werden:

Definition A.4 Sei § ein separabler Hilbertraum, B($) die Menge der in der Norm A

[[A]] = supyeq W beschrinkten Operatoren auf $ .

1. Die von den Halbnormen B($) 3> A ||A¢||, ¢ €9, erzeugte Topologie heifst starke
Topologie auf B($).

2. Die von den Halbnormen A — (3, ||Aqbn||2)1/2 fiir Folgen (¢,) C 5 mit 3, ||¢n||* <
oo erzeugte Topologie heifit o-starke Topologie.

3. Die von den Halbnormen A — |(£|Ad)|, €, o €9, erzeugte Topologie heifit schwache
Topologie.

4. Die von den Halbnormen A — 3, [(£|Ad,)| fir Folgen (¢.), (&) C 9 mit 3, ||on]?
<00, S, 617 < oo erzeugte Topologie heifit o-schwache Topologie.

5. Die von den Halbnormen A — ||Ad|| + ||A*0||, ¢ € 9, erzeugte Topologie heifst
starke* Topologie auf B(%).

6. Die von den Halbnormen A — (3, ||Adu|]* + X, ||A*¢n||2)1/2| fiir Folgen (¢,) C $
mit 3., ||da]|? < oo erzeugte Topologie heifit o-starke* Topologie.
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Satz A.5 ([BR79], Abschnitt 2.4.1) Zwischen den obengenannten Topologien auf B($)
bestehen folgende Verhdiltnisse:

Norm < o-stark™ < o-stark < o-schwach
A A A
stark* < stark < schwach

Dabei steht ,<* fir ,feiner als®.

Satz A.6 ([BRT79], Abschnitt 2.4.1) i) Die starke, die starke* und die o-starke Topolo-
gie sind auf der Einheitskugel von B($) identisch. Die Einheitskugel ist vollstindig in diesen
Topologien.

ii) Die schwache und die o-schwache Topologie sind auf der Finheitskugel von B($) iden-
tisch. Die Einheitskugel ist kompakt in diesen Topologien.

Satz A.7 ([BRT79], Prop.2.4.3) Sei Tr die Spur auf B($) und T($) der Banachraum
der Spurklassenoperatoren auf $ versehen mit der Spur-Norm T($) > T — ||[T|ln =

SUP peg(s) %ﬂ . Dann ist B(9) der Dualraum von T ($) beziiglich der Dualitdt

B(9) xT(9)> (A, T)— Tr(AT).

Die schwache*-Topologie auf B(9), die durch diese Dualitit induziert wird, ist gerade die
o-schwache Topologie.

Satz A.8 (Kaplansky’s Dichtheits-Theorem, [BR79], Satz 2.4.16) . st 2 eine kon-
krete C*-Algebra, dann ist die Finheitskugel von 2 o-stark® dicht in der Finheitskugel des
schwachen Abschlusses von 2 .

Definition A.9 Sei 21 eine Algebra von beschrinkten Operatoren auf einem Hilbertraum
$ . Dann bezeichnet %' den Kommutanten von 2, definiert durch

A = {BeB(H)|AB = BAVAe}.

Satz A.10 (von Neumann Bikommutant-Theorem) Sei 2 eine *-Algebra mit Einheit
von Operatoren auf einem Hilbertraum $ . Genau dann ist A schwach abgeschlossen, d.h.
A =2, wenn A = A" gilt. A heifft dann von Neumann Algebra.

Satz A.11 ([BR79], Thm.2.4.21) Sei w ein Zustand iber einer konkreten von Neumann
Algebra 2 . Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) w ist o-schwach stetig.

iii) es gibt eine Dichtematriz p, d.h. einen positiven Spurklassenoperator p auf $ mit Tr(p) =
1, so dafs
w(A)="Tr(pA), VAe.



Definition A.12 Sei 2 eine von Neumann Algebra von Operatoren auf einem Hilbertraum
$ . Das Zentrum Z () von U ist definiert durch

ZR) =20, (A1)
Man nennt 2 einen Faktor, wenn Z() trivial ist, d.h. wenn Z(A) = C-1.

Definition A.13 i) Zwei Darstellungen einer C*-Algebra heifien disjunkt, wenn sie keine
Unterdarstellungen enthalten, die unitirdquivalent sind.

ii) Zwei Darstellungen heifien quasidquivalent,wenn jede Unterdarstellung der einen unitdr-
dquivalent zu einer Unterdarstellung der anderen ist.

iii) Fine Darstellung heifit primér, wenn sie quasidquivalent ist zu jeder ihrer Unterdar-
stellungen.

Diese Begriffe tibertragen sich natirlicherweise auf Zustinde deren GNS-Darstellungen die
entsprechenden Figenschaften haben.

Definition A.14 Sei 7, die GNS-Darstellung zum Zustand w auf $,, einer C*-Algebra 2 .
i) Die Zustinde der Form

wy(A) = (V|r,(A)V), VAe, (A.2)
mit dem Skalarprodukt (.|.) in 9, , heiffen Vektorzustéinde der Darstellung 7.
ii) Die Zustinde der Form

wy(A) = Tr(pr,(A)), VAeu, (A.3)

mit einem positiven Spurklassenoperator p in B($,) bilden das Folium der Darstellung
7, . Diese nach Satz A.11 o-schwach stetigen Zustinde heiffen normale Zustinde der von
Neumann Algebra m,(A)" .

Satz A.15 Das Folium einer treuen Darstellung einer C*-Algebra ist schwach dicht in der
Menge aller Zustinde iiber dieser Algebra.

Theorem A.16 (Banach-Alaoglu) Ist X' ein Banachraum, X* sein Dualraum, X die
Finheitskugel von X* | so ist X kompakt in der schwachen *-Topologie, die durch die Dua-
litdt auf X* induziert wird.

Theorem A.17 (Krein-Milman) Ist V eine nichtleere konvex-kompakte Untermenge ei-
nes lokalkonveren Raumes, dann besitzt V' einen FExtremalpunkt. Dariberhinaus ist V' der
Abschluf$ der konvexen Hiille von F, wobei E die Menge der Extremalpunkte von V' bezeich-
net.

Satz A.18 ([BR79], Lemma 4.2.8) Seien wy, wy zwei Zustinde einer von Neumann Al-
gebra A und sei w = wy + wy . Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) wi und wy sind disjunkt;

ii) es existiert ein zentraler Projektor P€ Z(2), so dafs
wi(A)= Q| Pr,(A)Q),
wy(A) = (L |(1 = P)mo,(A) L),

fur alle A € A, mit dem Vakuumvektor Q, der GNS-Darstellung von w auf $, und dem
Skalarprodukt auf demselben Hilbertraum.



Definition A.19 Sei 2 eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum $. Fine Unter-
menge RAC $ heifit zyklisch fir 21, wenn A& dicht liegt in $. & heiffit separierend fir 2,
falls fiir jedes A€ aus AE =0 fiir alle £ €ER folgt, daff A =0 ist.

Lemma A.20 ([BR79], Prop.2.5.3.) Sei A eine von Neumann Algebra auf einem Hil-
bertraum $ und KC 9 eine Untermenge. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) R ist zyklisch fir 24;

ii) & ist separierend fir A" .

Satz und Definition A.21 ([BR79], Def.2.5.10., Prop.2.5.11.) Sei A eine von Neu-
mann Algebra auf einem Hilbertraum $ und sei Q€ 9 zyklisch und separierend fir A. Nach
Lemma A.20 ist Q0 dann acuh zyklisch und separierend fir 2" und wir kénnen zwei antilineare
Operatoren durch

SoAQ = A*Q,  fir Acq, (A.4)

und

Fod' = A™Q,  fiir Ael, (A.5)

auf den dichten Untermengen £, bzw. &8 definieren. Diese Operatoren sind abschliefbar
und es gilt
Se="Fy, Fr=25, (A.6)

wobei der Strich Abschluf$ bedeutet. Bezeichne
S=5, F=F, (A7)

Set A der eindeutig bestimmte, positive, selbstadjungierte Operator und J der eindeutig
bestimmte antiunitire Operator, der in der polaren Zerlegung

S =JA7, (A8)

von S auftritt. A heifst modularer Operator des Paares (2,9Q), J heifst modulare
Konjugation. FEs gelten die folgenden Relationen:

A=FS, A~l=SF,

S=JAr, F=JA7,

J=J,  J'=1,
A=s = JA3J.

(A.9)

Theorem A.22 (Tomita-Takesaki, [BR79], Thm.2.5.14) Sei 2 eine von Neumann Al-
gebra auf einem Hilbertraum $ und sei Q€ $H zyklisch und separierend fiir . Seien A und
J der zugehérige modulare Operator und die modulare Konjugation. Dann folgt, dafs

JAS = | (A.10)

und weiterhin

ATAATE = 9L, (A.11)
fiir alle t € R.



Satz und Definition A.23 ([BR79], Def.2.5.15) Sei 2 eine von Neumann Algebra auf
einem Hilbertraum $ und sei ) € $ zyklisch und separierend fir 2. Seien A und J der
zugehorige modulare Operator und die modulare Konjugation. Dann wird durch

Ro>t—0,, ADAr— oA)=ATANTE (A.12)

eine o-schwach stetige einparametrige Untergruppe von x-Automorphismen auf 2 definiert.
Diese Gruppe heifst modulare Automorphismengruppe des Paares (2,€),






ANHANG B

Neuere Entwicklungen

Dieser Anhang soll einige neuere Stréomungen in der algebraischen Quantenfeldtheorie an-
reiflen, die in der Zeit von 1994 bis 1996 aufgekommen sind, und auflerdem die weitere
Entwicklung der in diesem Buch behandelten Themen skizzieren. Dabei erhebe ich keinen
Anspruch auf besondere Ausfithrlichkeit oder Vollstandigkeit. Vielmehr habe ich aus der
Vielfalt moglicher Themen einige, die mir besonders interessant erscheinen, herausgegrif-
fen. Ich hoffe, dafl die gebotenen Informationen dem interessierten Leser zu einem leichten
Einstieg in die relevante Literatur verhelfen.

Viele wichtige Themen werden dabei nicht angesprochen. So zum Beispiel lokale Net-
ze von Subfaktoren (siehe unter anderem [LR95], [Reh95] und [RST96]), wo die ,relative
Position® einer ,Subtheorie* innerhalb eines lokalen Netzes und lokale Erweiterungen al-
gebraischer Quantenfeldtheorien studiert werden. Oder die Fortschritte auf dem Gebiet der
Quantenfeldtheorie auf gekrimmten Raumzeiten (siehe u.a. [Rad96], [BFK96] und [BF97]).
Ebensowenig kénnen wir auf das Thema Modellbildung in der algebraischen Quantenfeld-
theorie eingehen, siehe nur [Adl96].

§B.1 Algebraische Rekonstruktion und Quanten—Symmetrie

Ein wichtiges und schones Gebiet, das im vorliegenden Buch nicht behandelt wurde, ist die
Rekonstruktion von Fichsymmetrien aus den intrinsischen Strukturen des lokalen Netzes
und seiner Darstellungstheorie. Dies wurde seinerzeit von Reinhard Héring in seiner Arbeit

[Har93] behandelt.

Die urspriingliche Methode, aus den Darstellungen (Endomorphismen) eines lokalen Net-
zes mit Permutationsgruppenstatistik die Feldalgebra {iber der Observablenalgebra zu kon-
struteren und damit die zugehorige Eichgruppe als kompakte Gruppe zu erhalten, ist in
[DR89a], [DR89b] (mathematisch) und [DRI0] (in der Anwendung auf die algebraische
Quantenfeldtheorie) beschrieben. Das nach Doplicher und Roberts benannte Rekonstruk-
tionstheorem verwendet die sogenannten Cuntz—Algebren, vergleiche die systematische
Darstellung in Kapitel 11 von [BW92] und die neueren Ergebnisse in [Reh96a].

Schnell wurde klar, daf} die abstrakte Methode, der Kategorie der Darstellungen eines
lokalen Netzes iiber eine Form von Dualitit eine Symmetrie—Algebra zuzuordnen, weit-
reichende Verallgemeinerungen vom Spezialfall der Permutationsgruppenstatistik und einer
kompakten Eichgruppe zulafit. So wurden von Majid, Rehren, Schomerus, Haring und ande-
ren Quantengruppen als Symmetriealgebren von Darstellungskategorien mit Zopfgruppen-
statistik (sogenannten gezopfte Tensorkategorien) gefunden.

Fiir einen Blick in die Originalliteratur sind [Lon94], [Sch95], [H&r95] und [Reh96b] zu
empfehlen. Sowohl als Einfithrung in das Thema Quanten—Symmetrien, wie auch als Grund-
lage eigener Forschung sind die Biicher [Maj95] und [FK93] kaum entbehrlich. Ersteres bietet

157



eine griindliche Behandlung des Themas Quantengruppen, letzteres eine detaillierte Unter-
suchung der Quanten—Symmetrie von niedrigdimensionaler AQFT mit Zopfgruppenstatistik.

§B.2 Modulare Strukturen, Raum—Zeit—Symmetrie, CPT, Spin und Statistik

Die von H.—J. Borchers eingefithrte Idee der Benutzung modularer Strukturen von von Neu-
mann Algebren zur Beschreibung von Raum—Zeit—Symmetrien hat sich seit dem Erscheinen
von [Bor92] zu einem auflerst furchtbaren Gebiet entwickelt. Die kurze Beschreibung in §32
hétte von daher eine Ausarbeitung zu einem eigenen Kapitel (wenn nicht gar Buch) ver-
dient. Stattdessen kann an dieser Stelle nur ein kurzer Uberblick iiber die aktuelle Literatur
gegeben werden. Diese 1aft sich — thematisch und geographisch — grob in drei Strénge
einteilen:

Borchers selbst hat sein Werk weiter ausgebaut und dazu auch einen umfassenden Uber-
blicksartikel geschrieben ([Bor95a], siehe auch sein Buch [Bor96b]). Ihm gelang schlieilich
die Rekonstruktion von Poincaré—Kovarianz im Minkowskiraum aus der modularen Struk-
tur von Keil-Algebren in [Bor96a] (wie dies vorher schon Brunetti, Guido und Longo ge-
schafft hatten, s.u.). Sein Interesse gilt aber seit langem den Zusammenhéngen zwischen
den verschiedenen Typen von Dualitét in der AQFT (Haag—, Keil-Dualitit) und Raum-—
Zeit—Symmetrien. Insbesondere auch in diesem Zusammenhang sind modulare Strukturen
ein niitzliches Instrument, wie man in [BY94] und [Bor95b] nachvollziehen kann.

Die zweite grofle ,Schule®, die zum Thema algebraische Kovarianz beigetragen hat, ist die
romische um D. Guido und R. Longo. Die Arbeiten [BGL95], [Gui95] und [GL95] zeigen dies
fiir die Poincaré—Kovarianz im vier— wie im niedrigdimensionalen Fall. Konforme Symmetrie

wird in [BGL93] und [GL96] behandelt. In beiden Fillen werden CPT— und Spin—Statistik—
Theoreme gezeigt (vergleiche dazu auch [Kuc95]).

Unter anderem in Zusammenarbeit mit der rémischen Gruppe hat H.-W. Wiesbrock
seine Untersuchungen unter anderem zu lokalisierten Connes’ Kozykeln fortgesetzt. Siehe

dazu [Wie95] und [GLWOIT7].

§B.3 Konforme Netze und punktartig lokalisierte Felder

Martin Jorfl” Arbeiten, die sich mit dem Problem der Konstruktion von Quantenfeldern im
Sinne der Wightman—Axiomatik (siehe [SW64] und [Haa92] fiir die Einfiihrung), also opera-
torwertigen Distributionen, aus lokalen Observablennetzen im konformen Fall beschaftigen
wurden schon in Kapitel IV am Rande erwahnt ([Jor91], [J6r92]). Seitdem wurden auf die-
sem Feld wesentliche Fortschritte erzielt und in [FJ96], [J6r95] und [J6r96] veroffentlicht.

In [FJ96] wird zu einem ,, chiralen® lokalen Netz im zweidimensionalen Minkowskiraum,
das zusatzlich Mobius—Kovarianz zeigt (also im Prinzip eine konforme Theorie auf dem
nichtkompaktifizierten konformen Lichtkegel) der Vakuumsektor im Sinne der Wightman—
Axiomatik konstruiert. Das heifit, es werden punktartig lokalisierte Felder in der Vaku-
umdarstellung des Netzes konstruiert, aus denen sich umgekehrt wieder das lokale Netz
erzeugen lafit, in dem Sinne, daf} sich lokale Observablen in verschmierte Punktfelder ent-
wickeln lassen (Operatorproduktentwicklung im Vakuumsektor).

Die Idee zur Erzeugung punktartig lokalisierter Felder ist, eine Art Skalenlimes zu be-
trachten — vgl. hierzu den néchsten Abschnitt. Das ist wegen der Dilatationskovarianz der



konformen Theorie in diesem Fall besonders einfach (um nicht zu sagen méglich). Interes-
santerweise kann man die Konstruktion auf zwei Arten durchfithren: Der kanonische (weil
im Rahmen der AQFT allgemeinere) Weg fithrt {iber die modularen Strukturen des lokalen
Netzes, die die SL(2, IR)-Kovarianz des Netzes implementieren, wie in §32 beschrieben (vgl.
auch den vorangegangenen Abschnitt). Der andere Weg ersetzt die modularen Methoden
durch ein konformes Cluster—Theorem, um Abgeschlossenheit der Feldoperatoren zeigen zu
kénnen.

In [J6r95] werden sodann auch geladene Sektoren — d.h. solche mit beliebiger endlicher
Statistik — konstruiert. Die unbeschrankten ., Vertex—Operatoren®, die zwischen diesen
intertwinen, werden dabei als Grenzwerte von Elementen des reduzierten Feldbiindels dar-
gestellt (vgl. §31). In [J6r96] wird der zweite mogliche Standpunkt der Wightman—Theorie,
namlich der Formulierung in n—Punkt-—Funktionen eingenommen. Es wird eine Erweiterung
des konformen Cluster—Theorems bewiesen, mit der es dann moglich ist, aus dem lokalen
Netz alle n—Punkt—Funktionen zu gewinnen und das Erfiilltsein aller Wightman—Axiome zu
zeigen. Es ist allerdings bisher noch nicht bekannt — wenn auch wahrscheinlich — dafl diese
n—Punkt-Funktionen mit denen, die zu den zuvor in [J6r95] konstruierten Feldern gehoren,
iibereinstimmen.

§B.4 Skalenalgebren

Eine weitere, besonders interessante neue Idee stellen die von Detlev Buchholz eingefithrten
Skalenalgebren dar. Ein langwidhrendes Problem der algebraischen Quantenfeldtheorie ist
ja die Frage ihrer Anwendbarkeit auf konkrete, physikalische Modelle und ihre Aussage-
kraft auf diesem Terrain. D. Buchholz hat sich seit langem mit diesem Problem beschéaftigt
und stets versucht aus den fundamentalen Strukturen der algebraischen Quantenfeldtheo-
rie Eigenschaften des Teilchenspektrums der Theorie zu erschlielen. Einen konzeptionellen
Uberblick und weiterfiihrende Referenzen bietet [Buc94].

Leitgedanke der Skalenalgebren—Idee ist folgender: Die Phanomenologie wechselwirken-
der Quantenfeldtheorien (d.h. quantisierten lokalen Eichtheorien) wird bestimmt vom Ver-
halten der Quantenfelder bei sehr kleinen Abstdanden. Auf diesen kleinsten Skalen treten
dann Phé&nomene wie charge—confinement, asymptotische Fretheit, etc. auf. Zwar ist die al-
gebraische Quantenfeldtheorie noch weit davon entfernt eine lokale Eichtheorie beschreiben
zu kénnen. Aber es ist sehr wohl méglich, in ithrem Rahmen eine konsistente Darstellung
des Konzepts der Renormierungsgruppe einzufithren. Diese beschreibt iiblicherweise in der
Quantenfeldtheorie die Wirkung von Skalentransformationen = — X -z, A€ R, auf die
Felder und ihre n—Punkt Funktionen. Urspriinglich tauchten Skalentransformationen in der
algebraischen Quantenfeldtheorie zuerst bei der Beschreibung von Quantenfeldtheorien auf
einer gekriimmten Raumzeit auf, siehe [FH87].

»Algebraische® Skalentransformationen miissen im wesentlichen zwei physikalische Be-
dingungen erfiillen: Zum einen miissen sie geometrisch wirken, d.h. sie sollten eine Trans-
formation des lokalen Netzes 21(O) definieren:

RA : Q[(O) — Q[/\(O) = Q[()\O) (Bl)

Zum anderen muf} ihre physikalische Wirkung dadurch charakterisiert werden, dafl die Trans-
formationen R, ., die das Netz 9 in das skalierte Netz 2, iiberfithren, die physikalischen
Konstanten, insbesondere h fest lassen! Transformiert man die Lingenskala mit A € IRt



so mufl man dementsprechend die Energie—Impuls—Skala mit A™! transformieren, um die
Einheit der Wirkung konstant zu halten. Algebraisch formuliert man dies im Impulsraum:
Sind A(O) die (nicht mehr streng lokalisierbaren) Observablen, die auf der urspriinglichen
Skala A = 1 Energie-Impuls in der Menge O C IR* transferieren, so soll Ry auf i[(@) eine
Transformation

Ry : AO) — Ay (O) = AN 1O), (B.2)
induzieren.

Physikalisch ist es nun unerheblich, welche der vielen méglichen Renormierungstransfor-
mationen auf einem gegebenen Netz 2 man wahlt, also betrachtet man alle gemeinsam und
definiert lokale Skalenalgebren

A(0)={4: R" — A, € ANO0), NeR'},
deren Elemente Funktionen von A mit Werten im urspriinglichen Netz 2l sind, die den
Bedingungen (B.1) und (B.2) geniigen. Unter geeigneten Stetigkeitsbedingungen an R, ist

2 wieder ein lokales, Poincaré—kovariantes Netz, das zusdtzlich Dilatationssymmetrie zeigt:
(0,(A))y =42, definiert einen Netzautomorphismus.

Ausgearbeitet sind diese Ideen in [BV95], [Buc96a]; die notwendigen Phasenraum—Tech-
niken findet man unter anderem in [BD95]. Buchholz und Verch konnten die Existenz von
Skalenlimites A N\, 0 zeigen und gaben eine erste Klassifizierung (fiir den Fall, dafl der
Skalenlimes eindeutig ist):

1. Klassischer Skalenlimes: Fiir A — 0 werden die Algebren abelsch.

2. Skaleninvariante Theorien: Die Theorie ist ein Fixpunkt der Skalentransformatio-
nen und

3. Theorien mit eindeutigem Quanten-Skalenlimes.

Die dritte Klasse ist die physikalisch interessante, denn ihr entsprechen in der Sprache der
Renormierungsgruppe Theorien mit einem ultraviolett-Fizpunkt, insbesondere die asympto-
tisch freien Theorien.

Dies alles ist keineswegs nur theoretische Spielerei. In [Buc96b] wird gezeigt, wie sich die
Idee der Skalenlimites im Zusammenspiel mit der Methode der Rekonstruktion der Feldal-
gebra aus den Observablen (siehe [DR90]) nutzen 148t, um die beobachtbaren Eigenschaften
eines nichttrivialen, quantenfeldtheoretischen Modells zu erkléren, ohne, wie es iiblicherweise
gemacht wird, Eichfelder einzufithren. Untersucht wird das Schwinger—Modell, d.h. Quan-
tenelektrodynamik in 1 + 1 Dimensionen, und der interessierte Leser sollte es sich nicht
entgehen lassen, [Buc96b] mit der ,normalen” feldtheoretischen Behandlung z.B. in [Str93]
zu vergleichen.
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Faktor, siehe Algebra, ...
Feldalgebra, 94, 157
lokale, 2
Feldbiindel, 59, 137
Austauschalgebra, 138
Feld, 59
Konjugation im, 68
Kovarianz im, 60
Lokalisierung im, 62
reduziertes, 94
Adjunktion im, 103
Austauschalgebra, 96
Konjugationen im, 103
Kovarianz im, 96, 104
Ladungskonjugation im, 104
Lokalisierung im, 95
Observablen im, 94
Operatorproduktentwicklung, 94, 158
Operatorumkehr im, 104
universelles, 135, 159
Felder
konforme, 111
punktartig lokalisierte, 158
Fermi-Sektor, siehe Sektor, ...
finite Morphismen, siehe Morphismen, ...
finite Statistik, siehe Statistik, ...
Fixpunkt
ultraviolett, 160
Folium, siehe Darstellung, ...
Funktion
n—Punkt, 159
Fusion
Kanal, siehe Kanal, superselection
Fusionierer, siehe Kanal, ...
Fusionsalgebra, 126
Fusionsmatrix, 90, 100
Fusionsraum, siehe Kanal, ...

gekriimmte Raumzeit, siehe Raumzeit, ...
gerichtetes Netz, siehe Netz, ...
Gesamtalgebra, siehe Algebra, quasilokale
Gewichtsvektor, 133
gezopfte Tensorkategorie, siehe Kategorie
globale Intertwiner, siehe Intertwiner, ...
globale Operatoren, siehe Operator, ...
GNS
Darstellung, siehe Darstellung, ...
Konstruktion, siehe Konstruktion, ...

Grad, siehe Darstellung, ...
Gruppenalgebra
der Permutationsgruppe, 39
der Zopfgruppe, 80
Markov-Spur, siehe Markov, ...
Gruppenkohomologie, siehe Kohomologie

Haag-Dualitit, 14

auf dem Einheitskreis, 117
halbseitig modulare Inklusion, siehe Inklusion
Hamiltonian

konformer, 111, 115

Impulsraum, 159
in-states, 7
infinite Statistik, siehe Statistik, ...
Inklusion

halbseitig modulare, 142
innere Morphismen, siehe Morphismen, ...
Intertwiner, 24

globaler, 125

graphische Darstellung, 26, 30

kausal disjunkte, 31

Raum, 24

Verkniipfung, 25, 26
intertwining Operator, siehe Operator, ...
Intervall

Algebra, 112, 114

Lokalitat, 115

eigentliches, 112

raumartiges Komplement eines, 112
Intervalle

Ordnung, 125
Inzidenzmatrix, 82, 133
irreduzible Morphismen, siehe Morphismen, ...
Isometrie, 25
Isotonie, siehe Netz, ...

Kanal
Fusionierer, 83
Fusionsmatrix, siehe Fusionsmatrix
Fusionsraum, 83
Orthonormalbasis, 83
Ladung, 83
Operationen auf, 97, 103
Quelle, 83
sperselection, 83
Strukturkonstanten, 97
Ziel, 83
Kaplansky’s Dichtheits-Theorem, siehe Theo-
rem, ...
Kategorie
Darstellungs, 157



gezopfte Tensor, 157
kausale Vervollstdndigung, siehe Vervollstan-
digung, ...
kausales Komplement, siche Komplement, ...
Kausalitit, siehe Netz, lokales, ...
Keil, 140, 158
Dualitét, 158
klassischer Skalenlimes, siehe Skalenlimes, ...
Kogarbe
Abbildung, 118
Einbettung, 118
Erweiterung, 118
universelle, 119
universelle Eigenschaft, 119
Kohomologie, 45
Komplex, 45
Korand-Abbildung, 45
Kozykel-ldentitit, 44, 45, 123
Komplement
kausales
eines Doppelkegels, 2
eines Intervalls, siehe Intervall, ...
Komplementsalgebra, siehe Netz, ...
konforme Felder, siehe Felder, ...
konforme Quantenfeldtheorie, siehe Quanten-
feldtheorie, ...
konforme Skalierungsdimension, siehe Skalie-
rungsdimension, ...
konforme Stréme, siehe Strome, ...
konformer Hamiltonian, siehe Hamiltonian, ...
konformer Lichtkegel, siehe Lichtkegel, ...
konformer Spin, siehe Spin, ...

konformes Cluster—Theorem, siehe Theorem, ...

Konjugation

im Feldbiindel, siehe Feldbiindel, ...

modulare, 139, 154
konjugierte Morphismen, siehe Morphismen
Konstruktion

GNS, 37
kovariante Morphismen, siehe Morphismen, ...
Kovarianz

im Feldbiindel, siehe Feldbiindel, ...

im reduzierten Feldbiindel, siehe Feldbiin-

del

Méobius, 112, 146, 158

Poincaré, 5, 46, 139, 158

von Darstellungen, siehe Darstellung, ...
Kovarianzoperator, siehe Operator, ...
Kriterium

Borchers, 14

DHR-, 13

Liischer-Mack-Theorem, siehe Theorem, ...
Ladung

superselection

konjugierte, 64

superselection-, 44
Ladungskonjugationsmatrix, 135
ladungskonjugierter Sektor, siehe Sektor, ...
Ladungstransferoperator, siehe Operator, ...
Lichtkegel, 2

konformer, 110, 117
Linksinverse, 35, 42, 77

spezielle, 49

standard-, 54
lokal Normale Darstellung, siehe Darstellung
lokale Erweiterung, siehe Erweiterung, ...
lokale Skalenalgebra, siehe Skalenalgebra, ...
lokales Netz, siehe Netz, ...
lokalisierte Morphismen, siehe Morphismus, ...
lokalisiertes Feld, siehe Feldbiindel, ...

Mobius
Gruppe, 110, 145
universelle Uberlagerung der, 113
Kovarianz, 137
Transformation, 110
Transformationen
Dilatationen, 111, 158
Rotationen, 111
Translationen, 111
Mobius-Kovarianz, siehe Kovarianz, ...
Markov
Eigenschaft, 80
Spur, 80, 89
Theorem, siehe Theorem, ...
maximale Fichgruppe, siehe Eichgruppe, ...
modulare Automorphismengruppe, siehe Au-
tomorphismengruppe, ...
modulare Konjugation, siehe Konjugation, ...
modularer Operator, siehe Operator, ...
Monodromie, 76
Operator, siehe Operator, ...
Monodromieoperator, 78
Morphismen
dquivalente, 15
duflere, 15
Aquivalenzklassen von, 15, 19
einfache, 15
finite, 49
innere, 15
irreduzible, 15, 38
konform kovariante, 124
positiver Energie, 124



konjugierte, 65, 77

kovariante, 17, 43, 46, 53

Linksinversen von, siehe Linksinverse

lokalisierte, 15

Produkte von, 19, 48, 57

reduzible, 49

Reprisentantenmenge eines Sektors, 82

selbstkonjugierte, 99

transportable, 17

Vertauschung von, 28

von Unterdarstellungen, 19, 25, 57, 67
Multiplett, 7

Netz
chirales, 158
lokales, 3, 141
Additivitdt, 11
gerichtetes, 4
Index, 3
Isotonie, 3
Kausalitit, 6
Komplementsalgebra, 3
normaler Zustand, siehe Zustand, ...

Observablenalgebra, 6, 10, 157

lokale, 2, 10
OPE, siehe Feldbiindel, ...
Operator

globaler, 124
intertwining, 24
Kovarianz-, 17
nichtlokaler Anteil, 17
Observablenanteil, 17, 44, 46
Ladungstransfer-, 17, 36, 44
modulare, 154
modularer, 139
Monodromie, 76, 88, 126
statistischer, 28, 72
Vertex, 159
Operatorproduktentwicklung, siehe Feldbiin-
del

Parameter
statistischer, 39, 66
Parastatistik, siehe Statistik, ...
Pentagonidentitit, siehe Polynomialgleichun-
gen, ...
Permutationsgruppe, 32
Darstellung der, siehe Darstellung, ...
Gruppenalgebra der, siehe Gruppenalge-
bra, ...
Zykel, 39
Pfad, 84

graphische Darstellung, 84
Phase
statistische, 76
physikalisches Spektrum, siehe Spektrum, ...
Plekton, siehe Sektor, ...
Poincaré-Kovarianz, siehe Kovarianz, ...
Polynomialgleichungen, 91
Pentagonidentitit, 92
Quanten-Yang-Baxter-Gleichung, 92
Racah-Elliot-Gleichung, 92
Pri-Kogarbe, 118
Produkte
von Morphismen, siehe Morphismen, ...
von Sektoren, siehe Sektoren, ...
punktartig lokalisierte Felder, siehe Felder, ...

Quanten—Skalenlimes, siehe Skalenlimes, ...
Quanten-Yang-Baxter-Gleichung, siehe Poly-
nomialgleichungen, ...
Quantenfeldtheorie
algebraische, 2, 111
Axiome, 2
konforme, 111
algebraische, 112, 146
Quantengruppe, 157
quasilokale Algebra, siehe Algebra, ...
QYBE, siehe Polynomialgleichungen, ...

Racah-Elliot-Gleichung, siehe Polynomialglei-
chungen, ...
raumartig, 2
raumartiges Komplement, siehe Komplement
Raumzeit
gekriimmte, 157
reduziertes Feldbiindel, siehe Feldbiindel, ...

reduziertes Zustandsbiindel, siehe Zustandsbiin-

del
Reeh-Schlieder-Eigenschaft, siehe Eigenschaft
Rekonstruktion

algebraische, 157

Rekonstruktionstheorem, siehe Theorem, ...
Renormierungsgruppe, 159
Reprisentantenmenge von Morphismen, siehe

Morphismen
Rotationen, siehe Mébius, ...

Schwinger—Modell, 160
Sektor
anyonischer, 77
ausgearteter, 133
Bose-, 31
Fermi-, 31
geladen, 159



ladungskonjugierter, 36, 77

plektonischer, 77

superselection-, 10, 12, 15
Sektoren

Produkte von, 19
separierend, 11, 154
Skala

Energie-Impuls, 159
Skalenalgebra, 159
skaleninvariante Theorie, 160
Skalenlimes, 160

klassischer, 160

Quanten, 160
Skalentransformationen, 159
Skalierungsdimension

konforme, 129
Spektralprojektion, 49
Spektrum

der Eichgruppe, 11

physikalisches, 10

Spektrumsbedingung, siehe Energiespektrum
spezielle Linksinverse, siehe Linksinverse, ...

Spin
konformer, 129
Spin-Statistik-Theorem, siehe Theorem, ...

Standard-Linksinverse, siehe Linksinverse, ...

Statistik, 27
finite, 39
infinite, 39
para-Bose, 41
para-Fermi, 41
Permutationsgruppen, 157
Permutationsgruppen-, 27, 34, 76, 134
Zopfgruppen-, 72, 76
Anfangsbedingung, 73

statistische Dimension, siehe Dimension, ...

statistische Phase, siehe Phase, ...

statistischer Charakter, siehe Charakter, ...

statistischer Operator, siehe Operator, ...

statistischer Parameter, siehe Parameter, ...

Strome
konforme, 112, 115
Strang, 85
Streutheorie, 7
Strukturkonstanten, siehe Kanal, ...
Subfaktoren
Netze von, 157
superselection
Kanal, siehe Kanal, ...
Pfad, siehe Pfad
Sektor, siehe Sektor, ...
Strang, siehe Strang

superselection-Ladung, siehe Ladung, ...
Symmetrie-Algebra, siehe Algebra, ...

Theorem
Banach-Alaoglu, 36, 153
CPT, 116, 158
Kaplansky’s Dichtheits-, 152
konformes Cluster, 159
Liischer-Mack, 115
Markov-, 81
Reeh-Schlieder, 11, 116
Rekonstruktion, 157
Spin-Statistik, 129, 158
Tomita-Takesaki, 154
von Neumann Bikommutant-, 152
Tomita-Takesaki-Theorem, 116
Topologie, 151
Translationen, siehe Mobius, ...
Translationsgruppe, 142
transportable Morphismen, siehe Morphismen

ultraviolett, siehe Fixpunkt, ...
universelle Algebra, siehe Algebra, ...
universelles reduziertes Feldbiindel, siehe Feldbiin-

del, ...

Vakuum
Darstellung, 4, 126
Hilbertraum, 2
Sektor, 158
Vektor, 4
Zustand, 37
Vektor
separierender, siehe separierend
Vakuum-, siehe Vakuum, ...
zyklischer, 11
Vektorzustiande, siehe Darstellung, ...
Verkettungsinvariante, 81
Verlindes modulare Algebra, siehe Algebra, ...
Vertex—Operator, siehe Operator, ...
Vervollstdndigung
kausale, 3
Vielfachheit, 82
Virasoro-Algebra, 115
von Neumann Algebra, siehe Algebra, ...
von Neumann Theorem, siehe Theorem, ...

Wightman
Axiome, 158
Feld, 113
QFT, 111

Young-Tableaux, 41



Zentrum, siehe Algebra, ...
Zopf
gefarbt, 75
Artin-Relation, 74
Gruppoid, 75
Gruppe, 73
Darstellung, siehe Darstellung, ...
des Zylinders, 139
Gruppenalgebra der, siehe Gruppenal-
gebra
Zentrum der, 79
Matrix, 88, 100
Zopfgruppenstatistik, siehe Statistik, ...
Zustand
Einteilchen-, 7
normaler, 153
Vakuum-, siehe Vakuum, ...
Zustandsbiindel, 59
reduziertes, 93
Zykel, siehe Permutationsgruppe, ...
zyklisch, 11, 154
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