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Vorwort

Diese Arbeit zerf�allt in zwei wesentliche Teile� Der erste behandelt in Kap� I�III die Grund	
lagen und wichtigsten Ergebnisse der algebraischen Quantenfeldtheorie�

Diese in der sp�aten f�unfziger Jahren haupts�achlich von Rudolf Haag� D� Kastler und Hu	
zihiro Araki formulierte Theorie unterscheidet sich wesentlich von Wightmans klassischer
axiomatischer Quantenfeldtheorie� Die Grundbausteine der Wightman	Theorie sind unob	
servable

�
lokale� Felder �z�B�

�
geladene� Felder� Fermi	Dirac	Felder etc�� Solche Gr�o�en� die

prinzipiell nicht beobachtbar sind m�ussen bei raumartigen Abst�anden nicht kommutieren�
Sie kodieren also nicht die notwendig kausale Struktur der Theorie� d�h� die von der spe	
ziellen Relativit�atstheorie geforderte Unabh�angigkeit von r�aumlich entfernten Ereignissen�
Haags Ansatz� der aus den Erkenntnissen hervorging� die er aus der von ihm entworfenen
Streutheorie gewonnen hatte �dargestellt in �Haa���� war es hingegen� manifest lokale Ob	
jekte zur Formulierung des Gehalts einer Quantenfeldtheorie zu verwenden� So wurde das
lokale Netz der Observablenalgebren � von Neumann Algebren beschr�ankter Operatoren auf
dem Vakuumhilbertraum � eingef�uhrt�

Die ersten zwei Kapitel folgen dem Zyklus von Arbeiten �DHR��a�� �DHR��b�� �DHR���
und �DHR���� in denen Rudolf Haag� Sergio Doplicher und John E� Roberts die algebraische
Quantenfeldtheorie �kurz AQFT generisch entwickeln�

Kapitel I stellt � basierend auf �DHR��a� � die axiomatischen Grundlagen der algebrai	
schen QFT dar und erl�autert die prinzipielle physikalische Struktur� die aus diesen folgt�
Zentrale Begri�e sind in�aquivalente Darstellungen der Observablenalgebra� superselection�
Sektoren und Morphismen der Observablenalgebra�

Im zweiten Kapitel wird die Theorie auf die wichtigsten Konsequenzen hin untersucht�
vor allem im Hinblick auf die Formulierung von Teilchenstatistik �Permutationsgruppensta�
tistik im algebraischen Rahmen� Hier folgen wir �DHR��b�� �DHR��� und �DHR��� und
auch neueren Betrachtungen�

In Kapitel III wird schlie�lich die wichtigste Verallgemeinerung der Ergebnisse von Ka	
pitel I und II betrachtet� Eine AQFT auf einem niederdimensionalen Minkowskiraum �hier
insbesondere in ��� Dimensionen zeigt Zopfgruppenstatistik� Die mathematische Struktur
einer Theorie mit Zopfgruppenstatistik wird im folgenden detailliert untersucht� Dies bildet
die Grundlage des zweiten Hauptteils der Arbeit�

Diesen bildet das vierte Kapitel� Es geht hier um eine interessante Anwendung des al	
gebraischen Formalismus aus neuerer Zeit� n�amlich um konform kovariante AQFT�s� Als
Paradigma wird eine Theorie auf dem kompakti�zierten konformen Lichtkegel� d�h� dem Ein	
heitskreis konstruiert� wobei auch die Probleme des �Ubergangs von einer Wightman	Theorie
zu einer AQFT beispielhaft angerissen werden� Neben allen �ublichen Charakteristiken einer
AQFT zeigen sich �uberraschende Besonderheiten� wie die Existenz

�
globaler� Observablen�

Zuletzt wird eine in j�ungster Zeit von H�J� Borchers und Hans	Werner Wiesbrock entwickel	
te Strategie vorgestellt� Zeil ist� die Raum	Zeit	Kovarianz einer AQFT aus algebraischen
Strukturen zur�uckzugewinnen� ohne urspr�unglich geometrische Annahmen �uber die zugrun	
deliegende Raumzeit gemacht zu haben� Die obengenannten Autoren haben dies f�ur Poin	
car�e	Kovarianz in � � � Dimensionen und f�ur konforme Kovarianz auf dem Einheitskreis
durchgef�uhrt�

v



vi VORWORT

Viele interessante Aspekte der algebraischen Quantenfeldtheorie konnten hier nicht be	
trachtet oder nur angerissen werden� An erster Stelle ist sicher die Rekonstruktion einer
eichkovarianten QFT aus dem lokalen Netz der Observablenalgebren zu nennen� Die Re�
konstruktionstheoreme von Majid� Doplicher�Roberts und Rehren� mit denen sich aus einer
AQFT die zugh�orige Eichalgebra zur�uckgewinnen l�a�t� sowie die Konstruktion einer eichko	
varianten Feldalgebra sind aber in Reinhard H�arings Arbeit �H�ar��� ausf�uhrlich behandelt
worden� Die Frage der �Aquivalenz von Wightman	QFT und AQFT wird nur im vierten
Kapitel exemplarisch gestreift� Zu den mathematischen Problemen� die der �Ubergang von
operatorwertigen Distributionen zu lokalen Observablenalgebren mit sich bringt mag sich
der interessierte Leser die Arbeit �BJY��� anschauen� Weiterhin fehlt eine Behandlung des
Borchers�Kriteriums� das wohl das allgemeinste Kriterium zur Auswahl der physikalisch in	
teressanten superselection	Sektoren einer QFT darstellt� Wie die einfache Forderung nach
Positivit�at des Energiespektrums zur Lokalisierung der Ladungen in raumartigen Kegeln
f�uhrt wurde von Detlev Buchholz und Klaus Fredenhagen in �BF��� untersucht � die Be	
schreibung der Zopfgruppenstatistik in � � � Dimensionen� die bei dieser Lokalisierungs	
bedingung auftritt �ndet sich in �FG���� Weiterhin viel zu kurz gekommen sind die von
Haag im algebraischen Rahmen entwickelte Streutheorie ��DHR��� inklusive des CPT	 und
des Spin	Statistik	Theorems f�ur AQFT�s �die letzten beiden Themen werden aber f�ur kon	
forme Theorien in Kapitel IV behandelt� Schlie�lich fanden weder die Zusammenh�ange
zwischen Zopfgruppenstatistik und dem Index von Inklusionen von von Neumann Algebren
��Lon��b�� �Lon��� noch die Konstruktion von Invarianten von �	 und �	Mannigfaltigkeiten
aus DHR�Endomorphismen� wie etwa von Turaev�Viro�Invarianten Eingang in diese Arbeit
�siehe hierzu �FRS���� Anhang B� Wir betrachten in x�� nur den einfachsten Fall einer
Verkettungsinvariante�

Ich danke allen� die zum Entstehen dieser Arbeit beigetragen haben� insbesondere nat�ur	
lich Prof� Dr� F� Constantinescu f�ur seine geduldige Unterst�utzung sowie Wolfram Boenkost�
Reinhard H�aring und Henrik Kratz f�ur die vielen anregenden Diskussionen�

Frankfurt am Main� den ��� Februar ����

Vorwort zur Buchausgabe

Seit der Fertigstellung dieser Arbeit als Diplomarbeit am Fachbereich Mathematik der Uni	
versit�at Frankfurt am Main sind beinahe � Jahre vergangen� Dies lie� eine gr�undliche �Uber	
arbeitung der Buchausgabe geboten erscheinen� Neben der Korrektur von Druckfehlern wur	
de das Literaturverzeichnis aktualisiert und erg�anzt� Bibliographischen Notizen zu neueren
Entwicklungen ist ein eigener Anhang mit gewidmet� Er soll dem interessierten Leser als
Leitfaden in die aktuelle Literatur dienen�

Ich danke dem Logos Verlag� Berlin und insbesondere Herrn Thorsten Poeschel f�ur ihre
Unterst�utzung und die Anregung zu diesem Buch�
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KAPITEL I

Observablenalgebra und Feldalgebra


Uberblick

Die grunds�atzlichen Lehren� die Rudolf Haag aus seinen Untersuchungen zur Streutheorie
im Rahmen der Wightman	Quantenfeldtheorie gezogen hatte waren

�� die Relevanz in�aquivalenter Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen�

�� die Eindeutigkeit des Vakuumvektor	Strahls in einem Hilbertraum und

�� die Eindeutigkeit der Hilbertraumdarstellung der Poincar�egruppe � sei es f�ur freie oder
f�ur wechselwirkende Felder�

Es erschien nun nat�urlich� eine Quantenfeldtheorie auf Netzen von von Neumann Alge	
bren zu begr�unden � lokale Feld	 bzw� Observablenalgebren � und die obigen Erkenntnisse
in klug gew�ahlten Voraussetzungen zu fassen�

In diesem� ersten Kapitel starten wir von einem vorab gegebenen Netz von Feldalgebren
und einer auf diesen wirkenden Eichgruppe� In x� wird diese Axiomatik entwickelt� Aus
den Feldern kann man die Observablen als eichinvariante Untermenge gewinnen� was in x�
durchgef�uhrt wird � dies ist das Komplement der im Vorwort erw�ahnten Rekonstruktions	
theoreme� die es erlauben� bei gegebener Observablenalgebra die Eichgruppe �besser gesagt
eine verallgemeinerte Eichalgebra und eine eichkovariante Feldalgebra zur�uckzugewinnen�

In x� wird dann die grundlegende physikalische Struktur einer AQFT enth�ullt� Der physi	
kalische Hilbertraum H ist unterteilt in superselection�Sektoren� auf denen die verschiedenen
in�aquivalenten Darstellungen der Observablenalgebra wirken�

Die Philosophie der AQFT ist aber im Grunde die umgekehrte� Als generische Objek	
te sind ausschlie�lich die Observablen anzusehen� denn nur sie erf�ullen die Forderung nach
Kausalit�at� das hei�t hier� da� raumartig zueinander lokalisierte Observablen als Operatoren
auf dem Vakuumhilbertraum kommutieren� In x� wird die auf dem lokalen Observablennetz
basierende AQFT vorbereitet� Wesentlich daf�ur ist ein Kriterium� das es erlaubt aus der
Unzahl m�oglicher Darstellungen der Observablenalgebra A die physikalisch interessanten
Sektoren auszuw�ahlen� Wir verwenden das klassische DHR�Kriterium� das nicht das allge	
meinste sinnvolle ist� aber ausreicht um Streutheorien massiver Teilchen zu konstruieren und
sowieso um die Prinzipien der Theorie zu verdeutlichen� Weiterhin wird dann noch die f�ur
alles folgende eminent wichtige Eigenschaft der Haag�Dualit�at im Vakuumsektor eingef�uhrt�

x
 beschreibt� wie sich im Prinzip die superselection	Struktur durch lokalisierte Mor�
phismen der Observablenalgebra darstellen l�a�t� Eine Darstellung aus einem Sektor ��� wird
realisiert auf dem Vakuumhilbertraum H� durch �� � � � wobei � ein lokalisierter Endomor	
phismus von A ist� Die so gebildete Darstellung erf�ullt dann das DHR	Kriterium� Ist die

�



� I� OBSERVABLENALGEBRA UND FELDALGEBRA

Vakuumdarstellung �� treu� so kann man sie und den Vakuumhilbertraum H� zun�achst
vergessen und sich auf die Untersuchung der Morphismen konzentrieren� wie das dann in
den folgenden Kapiteln getan wird� Dazu bildet x
 die Grundlage�

x� DHR�Axiomatik

Die folgenden Voraussetzungen f�ur die Feldalgebra werden sp�ater zum Teil unver�andert f�ur
die Observablenalgebra ben�otigt� wobei der Hilbertraum H der Theorie durch den Vaku	
umhilbertraum H� ersetzt wird� Die Axiome werden also� soweit sie f�ur beide Sorten von
Algebren gelten� auch f�ur beide formuliert� der Teil� der sich auf die Observablenalgebren
bezieht aber in Klammern gesetzt� Bei der Konstruktion der Observablenalgebra aus der
Feldalgebra werden nat�urlich nur die Axiome f�ur die Feldalgebra benutzt�

Um eine lokale Quantentheorie zu konstruieren� mu� man zun�achst die Algebren lokal
de�nieren�

I �Lokale Algebren und Hilbertraum Es existiert eine eindeutige Zuordnung

O ��� F�O � �O ��� A�O � ����

die jeder o�enen� endlich ausgedehnten Untermenge der Raumzeit die zugeh�orige
lokale Feldalgebra �Observablenalgebra� zuordnet� Es reicht aus� die Menge der
Gebiete O auf die Menge K der unten de�nierten Doppelkegel zu beschr�anken� Die
Operatoren aus F�O � �A�O sind Operatoren auf dem Hilbertraum der Theorie
H � �H��

F�O � B�H � �A�O � B�H� � ����

�wobei B�H die Menge der beschr�ankten Operatoren auf H bezeichnet�� Die lo�
kalen Feldalgebren �und Observablenalgebren� F�O � �A�O sind von Neumann
Algebren� d�h�

F�O��  F�O � �A�O��  A�O � ����

wobei F�O� � �A�O� den Kommutanten in B�H � �B�H� bezeichnet �siehe Def�
A�	�� die lokalen Algebren besitzen eine gemeinsame Identit�at � �

De�nition ��� Seien V�� V� der o�ene Vorw�arts� bzw� R�uckw�artslichtkegel des betrachte�
ten Minkowskiraumes M� Seien x� y�M mit y � x�V�� Dann hei�t die Menge

O � V� � x � V� � y

�o�ener Doppelkegel� Die Menge aller Doppelkegel wird mit K bezeichnet� Das raum�
artige bzw� kausale Komplement eines Doppelkegels O wird mit O�bezeichnet ���

O� � fx�Mj�y�O � x� y 	� V� 
 V�g �

Zwei Doppelkegel O� � O� hei�en raumartig zueinander gelegen� in Zeichen O��nO�

wenn O� � O�
��

Diese De�nition stellt sich im zweidimensionalen Fall so dar�

��O� ist kanonisch abgeschlossen� d�h� O� � O�� wohingegen O kanonisch o�en ist� d�h� O � O
�

� wobei
N die abgeschlossene H�ulle und N � die Menge aller inneren Punkte von N �M bezeichnet�
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Warum gerade Doppelkegel als Lokalisierungsgebiete bevorzugt werden� bedarf einer Moti	
vation�

Zun�achst stellt man sich vor� da� ein vern�unftiges
�
Gebiet� einen wohlde�nierten kau	

salen Anfangs	 und Endpunkt haben soll� Seien x und y diese Punkte� Dann �uberlegt man
sich leicht� da� der durch �x� y bestimmte Doppelkegel gerade die Menge aller Punkte ist�
die Wirkungen von x empfangen und dann auf y kausal einwirken k�onnen�

Man k�onnte also � etwas unscharf � sagen� da� der Doppelkegel zu �x� y gerade einen
physikalischen Vorgang einf�angt� der sich

�
von x nach y erstreckt��

Diese �Uberlegungen werden durch folgende Begri�sbildung gest�utzt�

De�nition ��� Sei O eine beliebige Untermenge des MinkowskiraumesM� O hei�t kausal
vollst
andig wenn O��  O gilt� O�� hei�t kausale Vervollst
andigung von O �

Doppelkegel sind nun gerade die Prototypen kausal vollst�andiger Gebiete� denn o�enbar ist
f�ur den durch �x� y bestimmten Doppelkegel O gerade O  �fxg 
 fyg�� � Durch die Wahl
der Doppelkegel als Lokalisierungsgebiete in Axiom I erreicht man auf triviale Weise also�
da� durch kausale Vervollst�andigung eines Lokalisierungsgebietes die zugeh�orige Algebra
nicht ver�andert wird�

F�O  F�O�� � �A�O  A�O�� � ����

Noch einige Bezeichnungen� O� �O� bezeichnet das gr�o�te in O� �O� enthaltene kausal
abgeschlossene Gebiet �f�ur Doppelkegel ist O� � O�  O� � O� ! O� � O� bezeichnet das
kleinste kausal abgeschlossenen Gebiet� das O� 
O� enth�alt �es ist O� �O�  �O� 
O�

�� �

De�nition ��� die Menge aller Lokalen Algebren zu O aus K hei�t �lokales Netz und
wird mit FK � �AK bezeichnet�

FK � fF�OjO�Kg � �A � fA�OjO�Kg �

	In diesem Zusammenhang nennt man die O�K auch Netzindex
� Die Komplements�
algebra eines Gebietes O ist die von allen F�O� � �A�O� mit O��nO erzeugte Algebra�
in Zeichen

F�O� �
�

O��K
O��nO

F�O� �
�
A�O� �

�
O��K
O��nO

A�O�
�
� ���


Eine grunds�atzliche Vorstellung �uber die Struktur des Raumes spiegelt sich in der Forderung
nach Isotonie wieder� Grob gesprochen bedeutet sie� da� ein gr�o�eres Raumgebiet auch mehr
physikalische Information enth�alt�

II �Isotonie Aus O� � O� folgt F�O� � F�O� � �A�O� � A�O� �
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Die Netzindexmenge K ist nun gerichtet in dem Sinne� da� jede endliche Untermenge
fO� � � � � �Okg eine obere Schranke O mit Oi � O � i  �� � � � � k besitzt� Daraus und aus
der Isotonie folgt unmittelbar� da� die lokalen Netze FK � AK die Eigenschaft besitzen� da�
eine aufsteigende Folge von Indizes �On � K existiert �d�h� Oi � Oj f�ur i � j� so da� jedes
O�K f�ur hinreichend gro�es k inOk enthalten ist� Ein Netz von von Neumann Algebren mit
dieser Eigenschaft hei�t gerichtetes Netz� Unter diesen Umst�anden wird die Vereinigung
aller lokalen Algebren wieder eine "	Algebra sein�

F
� �

�
O�K

F�O  
�
k�IN

F�Ok �

Diese Vereinigung erbt von den lokalen Algebren eine eindeutig bestimmte Norm und ihr
Abschlu� in dieser Norm wird eine C�	Algebra� Das motiviert folgende De�nition�

De�nition ��� Die auf die oben geschilderte Weise gebildete Gesamtalgebra wird mit
F � �A bezeichnet�

F � C��F�  
�
O�K

F�O �

�
A � C��A�  

�
O�K

A�O

�
� ����

Die Gesamtalgebren werden auch als quasilokale Algebren bezeichnet�

Genaueres �uber Netze von Algebren �ndet man in �BW���� Kap� 
�

Ist man damit einverstanden� da� die gesamten physikalische Information �uber ein Sy	
stem in der Observablenalgebra enthalten ist� so mu� man verstehen� da� sowohl die Feldal	
gebra� wie auch der Hilbertraum Hilfskonstruktionen sind� Insbesondere stellt man sich den
Hilbertraum als Hilbertraum der GNS	Konstruktion �uber einem Zustand �� der Observa	
blenalgebra vor� Dieser Zustand hei�tVakuumzustand� Die GNS	Konstruktion kann dann
von A auf F � d�h� vom Vakuumhilbertraum H� auf den Gesamthilbertraum H ausgedehnt
werden� Axiomatisch gefa�t�

III �Hilbertraum und Vakuumdarstellung F � �A ist treu und irreduzibel dar�

gestellt auf einem Hilbertraum H � �H�� d�h�

F
�  F��  B�H � �A�  A��  B�H� � ����

Dabei bezeichnet F� � �A� den schwachen Abschlu
 �siehe Anhang A� der Feld�
algebra �Observablenalgebra�� Die treue Darstellung von F auf H und von A auf
H� hei
t Vakuumdarstellung und wird mit �� bezeichnet� Es existiert jeweils
genau ein zyklischer Vektor �Vakuumvektor # f�ur �� in H und H� �

Die Irreduzibilit�at F��  B�H ist gleichbedeutend mit F�  C� � Das hei�t� es gilt

F
�  F� � F  C� � �A�  A� � A  C� � ����

F ist also ein Faktor �im Sinne von Def�A��� in H und A einer in H� �

Nat�urlich wird F � A und H � H� gelten � deshalb kann man auch f�ur die Darstellungen
auf H und H� und die Vakuumvektoren die gleichen Bezeichnungen w�ahlen � aber wir
wollen die Axiome f�ur die beiden Sorten von Algebren m�oglichst unabh�angig formulieren�
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H�au�g werden die Operatoren aus F und A mit ihren Vakuumdarstellungen identi�ziert
und �� wird der Einfachheit halber gelegentlich weggelassen �wie schon in ����� Man nennt
�� auch de�nierende Darstellung von F bzw� A �

Das n�achste Axiom beschreibt die Poincar�e	Kovarianz der Theorie� also die Symmetrie
des zugrundeliegenden Minkowskiraumes�

IV �Poincar�e�Kovarianz Es existiert eine treue� stark stetige� unit�are Darstellung

der Poincar�egruppe P auf H � �H� �

P � L �� U�L�B�H � �P � L �� U��L�B�H� � ����

Diese Darstellung induziert ��Automorphismen �vgl� ����� von F � �A � bezeichnet
durch �L�

L�P � F �F � �L�F  � U�LFU�L�� � �����i

�bzw�
L�P � A�A � �L�A � U��LAU��L

�� � �����ii

Diese Automorphismen transformieren jede lokale Algebra F�O � �A�O in die
lokale Algebra des transformierten Doppelkegels F�LO � �A�LO���

V �SpektrumsbedingungDie Generatoren der Raum�Zeit�Translationen P�  E �

P� � P� �P� werden Energie	Impuls	Operatoren genannt� Der Vakuumvektor # ist
der eindeutig bestimmte Eigenvektor von P�  E zum Eigenwert �� Das Spektrum
von P  �E �P� � P� � P� liegt ganz im Vorw�artslichtkegel V�� Insbesondere gilt
sp�E � IR�

� � Man sagt auch� die Vakkuumdarstellung habe positives Energie�
sp
uektrum�

Borchers konnte zeigen �Bor���� da� unter diesen beiden Voraussetzungen die Operatoren
U�x � die Translations�Automorphismen �x induzieren� immer aus dem schwachen Ab	
schlu� A� der Observablenalgebra gew�ahlt werden k�onnen� Dies gilt nicht nur f�ur die Va	
kuumdarstellung� sondern f�ur jede Darstellung � von A � in der Poincar�e	Kovarianz und
Spektrumsbedingung gelten� Dann ist immer

U�x � ��A� � �����

Diese Wahl der Translationsoperatoren ist auch die nat�urliche� denn dann kann der Genera	
tor P als globale Observable� die Energie und Impuls mi�t� interpretiert werden� Wir werden
sp�ater sogar eine Verallgemeinerung dieser Aussage beweisen k�onnen �vgl� Satz ����ii�

Der zweitwichtigste Bestandteil der Theorie nach der Feld	 bzw� Observablenalgebra
ist die Eichgruppe� Sie ist� wie wir sehen werden� die Gruppe der Transformationen von
F � die gerade die Redundanz� die in der Beschreibung der Physik durch Felder anstatt
ausschlie�lich durch Observablen steckt� beschreibt�

VI �Eichgruppe Es existiert eine kompakte Eichgruppe G und eine treue� stark

stetige� unit�are Darstellung

G � g �� U�g�B�H � �����

��Das Transformierte eines Doppelkegels ist nat�urlich wieder ein Doppelkegel weil der Vorw�arts� und
R�uckw�artslichtkegel bis auf Translationen Poincar�e�invariant sind�
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Diese Darstellung Induziert eine Gruppe von ��Automorphismen von F � bezeichnet
durch �g�

g�G � F �F � �g�F  � U�gFU�g�� � �����

Die Darstellungen von P und G kommutieren� d�h� U�P � U�G�� Die Automor�
phismen �g wirken streng lokal auf F � d�h� �g�F�O  F�O � �g � G � Das
Vakuum ist eichinvariant� U�G#  # �

Da� vorangegangene Axiom legt nahe� die maximale Gruppe von Operatoren zu betrachten�
die mit den Forderungen f�ur die Eichgruppe vertr�aglich ist� Dabei werden die topologischen
Voraussetzungen die f�ur G galten �Kompaktheit� starke Stetigkeit der Darstellung zun�achst
fallengelassen�

De�nition ��� Die maximale Eichgruppe Gmax ist de�niert als die gr�o�te Menge von
Operatoren U auf H � die

UU�L  U�LU � �L�P �

UF�OU��  F�O � �O�K �

U# # �

�����

erf�ullen� versehen mit der starken Operatortopologie�

In �DHR��a� wird gezeigt� da� Gmax unter einigen physikalischen Voraussetzungen kompakt
ist �s�u��

Da� die Darstellung der Eichgruppe nur auf F de�niert wird� hat einen guten Grund�
Sie dient nun n�amlich dazu� die Observablenalgebra A zu de�nieren� Wir beenden damit
die Aufz�ahlung allgemeiner Axiome� und folgen �DHR��a� in der Konstruktion der Obser	
vablenalgebra�

x� Konstruktion der Observablenalgebra

Wir gehen von der nun naheliegenden De�nition der Observablen aus�

De�nition ��� Die Observablenalgebra eines Doppelkegels O ist de�niert durch

A�O � F�O � U�G� � ����

also als die eichinvariante Untermenge von F�O �

Da nun die Observablenalgebra als Untermenge der Feldalgebra eingef�uhrt ist� mu� noch
die neben der Eichinvarianz charakteristische Forderung an sie gestellt werden� Dies ist in
unserem Kontext nat�urlich zun�achst eine Forderung an die lokalen Feldalgebren�

VII �Kausalit
at Raumartig zueinander gelegene lokale Observablenalgebren kom�

mutieren� d�h�

O� � O
�
�  � A�O� � A�O�

� � ����
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Die Aufgabe besteht nun darin� Def���� auf der Ebene der Operatoren zu verwirklichen�
Die naheliegendste Idee ist� die Wirkung der Eichgruppe auf den Feldern auszumitteln� d�h�
auszuintegrieren� Das geht aber nur� wenn die Eichgruppe kompakt ist� damit ein normiertes
Haarsches Ma� auf ihr existiert� �uber das integriert werden kann� Die Argumente� die dieses
Ergebnis st�utzen� seien hier nur kurz skizziert�

In �DHR��a� argumentieren Doplicher� Haag und Roberts� da� Gmax kompakt in der
starken Topologie von H sein mu�� wenn die Theorie eine vollst�andige Teilcheninterpreta�
tion besitzt� Sie betrachten zun�achst den Unterraum H��� von H � der von Einteilchen�
zust
anden gebildet wird und reduzieren diesen Unterraum bez�uglich der Einschr�ankung
U ��� der Darstellung der Poincar�egruppe auf H��� aus�

H��� 
L
i
�Hi � H�i �

U ����L  
L
i
�U�mi �si��L� �

�
i � �L�P �

����

Dies ist eine Faktorzerlegung� wie sie uns weiter unten bei der Zerlegung von �� auf H in
Sektoren wiederbegegnen wird� Die Dimension der R�aume H�i gibt dabei an� mit welcher
Vielfachheit die Darstellungen U�mi �si� zu bestimmter Masse und Spin der Poincar�egruppe
auftreten� Physikalisch hei�t das� da� durch H�i die verschiedenen Teilchen eines Massen	
und Spin	Multipletts unterschieden werden k�onnen �durch Wahl einer geeigneten Basis in
H�i�

Nun wird weiter angenommen� da� der Formalismus der Streutheorie� der f�ur Bose	 und
Fermifelder entwickelt wurde� angewandt werden kann� Es sollen also in F spezielle Opera	
toren Bi �� existieren �	 ist der Multiplettindex� aus denen im folgenden ein vollst�andiger
Satz von in	states konstruiert werden soll�

Hi � H�i � 
i ���Bi ��#

Bfi
i ���t�

R
x�	t

fi�x�x�Bi �� d
�x �

����

wobei die Funktionen fi Fourier	Transformierte von Funktionen mit kompaktem Tr�ager in
der Massenschale zur Masse mi sind� Die Bi �� werden dabei aus einer Untermenge F� � F

gew�ahlt� die hier nicht n�aher spezi�ziert werden mu�� Die 
i ��� und ihre Bilder unter r�aum	
lichen Translationen �d�h� Zust�ande die durch �x�Bi �� entstehen � sollen den ganzen Ein	
teilchenzustandsraum H��� aufspannen� Mehrteilchen	in	states sollen sich dann ausdr�ucken
lassen in der Form

$ � �
� � � � � � 
n
in � lim

t���
Bf��t � � � Bfn�t# � ���


Bisher wurden nur mehr oder minder technische Voraussetzungen gemacht� Nun folgen die
wichtigeren�

�� ���
 soll als Norm	Limes existieren und nur von den Einteilchenzust�anden


i � Bfi�t#

abh�angen�
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�� Die Abbildung


� � � � � � 
n ��� �
� � � � � 
n
in � ����

soll eine Norm	stetige lineare Abbildung von H��� nach H sein�

Diese Annahmen sind Standards der Streutheorie! weiter gelte�

�� Die Mehrteilchen	in	states sollen einen vollst�andigen Satz bilden� d�h� die lineare H�ulle
des Bildes von H��� unter der Abbildung ���� liege dicht in H �

�� Jedes Multiplett von Teilchen habe nur endlich viele Mitglieder� d�h� die H�i seien
endlichdimensional�

Betrachten wir nun die Menge G� � B�H von unit�aren Operatoren� die alle de�nieren	
den Eigenschaften ����� der maximalen Eichgruppe erf�ullen� wobei allerdings F durch F�
zu ersetzen ist� Dann ist G� � Gmax � Weil die Operatoren aus G� mit den U�L � L � P
kommutieren und weil H��� von �x�Bi ��# aufgespannt wird transformiert G� H��� in sich
selbst� denn dann ist f�ur g�G�

�g � �x�Bi ��#  U�gU�xBi ��U�x��U�g��#  

 U�xU�gBi ��U�g
��U�x��# � H��� �

weil U�gBi ��U�g���F� ist nach ������

Bezeichne G���� die Einschr�ankung von G� auf H
��� � Betrachtet man G���� und G� als topo	

logische Gruppen in der starken Operatortopologie auf H � so zeigt sich� da� sie topologisch
isomorph sind� Zun�achst folgt aus der De�nition der in	states ����� ���
� da�

U�
� � � � � 
n
in  �U
� � � � � U
n

in � ����

Das bedeutet aber� da die in	states nach Voraussetzung einen vollst�andigen Satz bilden
sollen� da� ein U � G� eindeutig durch seine Einschr�ankung auf G���� bestimmt ist� und
weiter � mit der Stetigkeit der Abbildung ���� � die stetige eineindeutige Korrespondenz
der Elemente von G���� mit denen von G� �

Sei weiter U�H�i die Gruppe aller unit�aren Operatoren auf H
�
i � Diese Gruppe ist kompakt

in der starken Operatortopologie von H�i � weil dieser Raum endlichdimensional ist� Nun gilt�
Die Gruppe der unit�aren Operatoren auf H��� � die mit U�P kommutieren �versehen mit
der starken Operatortopologie� ist isomorph zu

Q
i
U�H�i � der topologischen Produktgruppe

der U�H�i � Dies folgt aus der �Uberlegung� da� Operatoren� die mit U�P kommutieren� auf
den Hi trivial wirken m�ussen� da die Poincar�egruppe dort irreduzibel operiert� Tychono��s
Theorem �uber die Kompaktheit von beliebigen Produkten topologischer R�aume besagt nun�
da� diese Produktgruppe wieder kompakt ist� O�ensichtlich enth�alt sie G���� �

Schlie�lich bemerkt man� da� Gmax abgeschlossen ist� denn die De�nitionsgleichungen
����� bleiben bei Grenzwertbildungen in der starken Ooperatortopologie erhalten�

Unter allen gemachten Voraussetzungen hat man also�

Theorem ��� G� ist isomorph zu einer Untergruppe der kompakten Gruppe
Q
i
U�H�i � Gmax

ist eine kompakte Untergruppe von G� �
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Man beachte� wie wesentlich die Endlichkeit der Teilchenmultipletts im Beweis eingeht �
ohne sie w�aren die U�H�i gar nicht kompakt�

Nun k�onnen wir die Observablen aus den Feldern extrahieren�

Satz ��� F�ur alle F � B�H de�niert

m�F  �
Z
G

�g�F  d��g � ����

einen Operator aus B�H � Dabei existiert das Integral als Limes in der schwachen Ope�
ratortopologie 	siehe A��
� und � bezeichnet das normierte Haarsche Ma� auf G � Weiter
gilt�

i
 �g �m  m � �g  m und m �m  m � d�h� m ist ein Projektor von B�H auf U�G� �

ii
 F � �� m�F  � � und m��  � � d�h� m ist eine normierte positive Abbildung�

iii
 m ist ��schwach stetig�

Beweis� Das Integral existiert da die Darstellung g �� U�g der Eichgruppe stark stetig
ist� i folgt� weil jede kompakte Gruppe unimodular und deshalb das Haarsche Ma� auf
G rechts	 und linksinvariant ist� m � m  m ist eine direkte Folge der beiden anderen
Aussagen� ii� Die Menge B� der positiven Elemente einer konkreten C"	Algebra B auf
einem Hilbertraum H ist ein schwach	abgeschlossener konvexer Kegel� Sei An eine Folge mit
h
jAn � A
i � � � �$�H � Da� An positiv ist� ist �aquivalent mit jj jjAnjj � Anjj � jjAnjj �
oder

sup
��H

�
sup
��H

�
hjAi

jjjj�

�
�
h
jA
i

jj
jj�

�
� sup

��H

�
h�jA�i

jj�jj�

�
�

Diese Relation bleibt im Grenz�ubergang erhalten � A � B� � also ist B� schwach abge	
schlossen� �Hierzu und zur Konvexit�at siehe �BR���� Prop�������� Daraus folgt ii� wenn
man beachtet� da� � normiert ist� Zu iii� Nach Satz A�� ist die �	schwache Topologie auf
B�H gerade die schwache"	Topologie� die durch die Dualit�at von B�H zu den Spurklas	
senoperatoren auf H induziert wird� Nun bildet m T �H in sich selbst ab� denn in der Tat
ist Tr�m�T   Tr�T  �die Spurbildung ist stetig� Weiter ist m bez�uglich dieser Dualit�at
selbstdual� denn

�A�B�H � Tr�T m�A  Tr

�B�Z
G

TU�gAU�g�� d��g

�CA  

 Tr

�B�Z
G

U�g��TU�gAd��g

�CA  Tr�m�T A �
Sei �An � B�H eine Folge� die in dieser schwachen"	Topologie konvergiert� d�h� Tr�AnB�
Tr�AB � �B�T �H � Dann gilt

Tr�m�AnB  Tr�Anm�B� Tr�Am�B  Tr�m�AB �

also ist m in dieser Topologie schwach"	stetig� Nach Satz A�� bedeutet das aber nichts
anderes� als da� m �	schwach stetig ist�
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Lemma ��� Sei B eine C�Unteralgebra von B�H � dann gilt �B � U�G��  B� � U�G� �

Beweis� Da m�B � B ist� liefert ���i B � U�G�  m�B � Aber nach ���iii ist m �	
schwach stetig und deshalb schwach stetig auf der Einheitskugel von B�H �siehe A�
� d�h�
m�B�  m�B�  B� � U�G� �

F�ur eine Unteralgebra von B � B�H auf der G durch Endomorphismen wirkt gilt sicher
dann m�B � B � wenn B eine von Neumann Algebra� d�h� schwach abgeschlossen ist� Die	
se Voraussetzungen gelten nun erfreulicherweise f�ur die lokalen Algebren F�O � und das
versetzt uns in die Lage die A�O aus Def���� zu identi�zieren�

A�O  F�O � U�G�  m�F�O � ����

Und da A als der Normabschlu� der Vereinigung der A�O de�niert und m insbesondere
auch normstetig ist� wie man sich leicht �uberlegt� erh�alt man

A  m�F  F � U�G� � �����

Kommen wir nun zur interessanten Struktur der Theorie� wie sie aus unseren bisherigen
�Uberlegungen folgt�

x� Zerlegung von H in Sektoren

Zun�achst k�onnen wir ����� versch�arfen�

Lemma ��� Es gilt A�  m�F�  F� � U�G�  U�G� �

Beweis� Das folgt aus Lemma ���� wenn man beachtet� da� F irreduzibel in B�H ist�

Es ist nun naheliegend� eine Zerlegung der Darstellung von A auf H zu erhalten� indem man
eine Zerlegung der Darstellung U der Eichgruppe betrachtet � denn diese Darstellungen
kommutieren ja�

Sei also % die Menge der �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G � die in
U enthalten sind� Dann kann man die eindeutig bestimmte Faktorzerlegung �siehe �Arv����
Thm������ von U schreiben als

H 
L
��


H� � H�� �

U�g  
L
��


U��g� � �� � �g�G �

����

Die Dimension der R�aume H�� gibt an� mit welcher Vielfachheit die Darstellungen U� auf	
treten�

Das physikalische Bild ist nun das folgende� Die Observablenalgebra wird auf den ge	
strichenen R�aumen wirken� und die R�aume H�� werden Kopien des Vakuumhilbertraums
H� sein� falls die Darstellung von A darauf treu ist und Kopien von Unterr�aumen von H� �
falls das nicht der Fall ist� Au�erdem wird der Index � zwischen in�aquivalenten Darstellun	
gen von A unterscheiden� Damit repr�asentiert H�� den sogenannten superselection�Sektor�
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der durch die �Aquivalenzklasse ���� der irreduziblen Darstellung �� von A auf ihm bestimmt
ist�

Wir bezeichnen die Menge der �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von A als
physikalisches Spektrum von A � Das folgende Theorem realisiert die oben skizzierten
Verh�altnisse�

Theorem ��� Die Abbildung � �� ���� von % in das physikalische Spektrum von A ist
eineindeutig�

Beweis� Bezeichne E� die Projektion von H auf H� � H�� � Dann ist E� �U�G� � U�G��  
A���A��  Z�A� � nach Lemma ���� das hei�t H��H�� reduziert A

� � Da A�A auf H��H��
als �� � ���A wirkt� gelten f�ur zwei Projektoren E� � E� mit � 	 � die Voraussetzungen
von Satz A���� Also sind �� und �� disjunkt und somit in�aquivalent�

Wir ben�otigen nun noch zwei Voraussetzungen� die f�ur uns nur in diesem Abschnitt von
Bedeutung sein werden� Wir geben ihnen daher nicht den Status von Axiomen� sondern
de�nieren�

De�nition ��� Das lokale Netz F 	bzw� A 
 erf�ullt Additivit
at� wenn f�ur eine �Uber�
deckung eines beliebigen Doppelkegels O durch Doppelkegel fO�g gilt

F�O �
�
�

F�O� �

�
bzw� A�O �

�
�

A�O�

�
� ����

Und�

De�nition ��� Der Vakuumvektor # besitzt die Cluster�Eigenschaft� wenn

lim
jxj��

h#jA�x�BC#i  h#jAC#ih#jB#i � ����

f�ur beliebige Felder A� B� C � F � Die Konvergenz gilt dabei in der Norm und �x ist der
Translationsautomorphismus� der die Verschiebung um x induziert�

Eine Konsequenz der Additivit�at ist die aus der Wightman	Quantenfeldtheorie bekannte
Reeh�Schlieder�Eigenschaft �vgl� �Haa���� S�����

Theorem ��� Der Vakuumvektor eines lokalen Netzes� das Additivit�at erf�ullt ist zyklisch
und separierend 	siehe Def�A���
 f�ur jede lokale Algebra F�O 	bzw� A�O 
�

Tats�achlich besitzt nicht nur der Vakuumvektor diese Eigenschaft� sondern eine ganze Klasse
von Vektoren� die analytisch f�ur die Energie heissen �vgl� �DHR��a�� S�
 � wir werden sie
aber nur f�ur das Vakuum brauchen� Ein Beweis des Theorems f�ur algebraische Theorien
wurde in �Bor��� gegben�

Die Cluster	 und Reeh	Schlieder	Eigenschaft benutzend konnte man zeigen� da� in der
Zerlegung ���� tats�achlich jede irreduzible Darstellung von G auftritt �siehe �DHR��a��
Thm�����

Theorem ��	 Bezeichne bG die Menge der �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von
G � d�h� das Spektrum von G � Dann gilt %  bG �
Das ist in groben Z�ugen die Struktur einer algebraischen Quantenfeldtheorie�Wir legen jetzt
die Grundlagen f�ur die Rekonstruktion dieser superselection	Struktur aus noch grundlegen	
deren Voraussetzungen� das hei�t bei Vorgabe der Observablenalgebren als einzig generische
Objekte�



�� I� OBSERVABLENALGEBRA UND FELDALGEBRA

x� Rekonstruktion der Superselection�Struktur

Will man die Struktur der Theorie� wie wir sie in den vorangegangenen Abschnitten ge	
funden hatten � also insbesondere die Zerlegung von H in superselection	Sektoren � aus
der Observablenalgebra rekonstruieren� so ist der Schl�ussel dazu die GNS	Konstruktion���
Zu jedem Zustand� d�h� jedem positivem� linearen Funktional �uber der Observablenalgebra�
�ndet man so einen Hilbertraum� der von der Algebra aus einem zyklischen Vektor � dem
Vakuum	 bzw� Grundzustandsvektor des Sektors � erzeugt wird� wobei der Vakuumvektor
den Zustand� von dem man ausgegangen ist� als Vektorzustand induziert� Superselection	
Regeln treten dann auf� weil man auf diese Weise verschiedene in�aquivalente Darstellungen
von A �ndet�

Bevor man jedoch an diese Konstruktion geht� sollte man tunlichst aus der Menge al	
ler Zust�ande S �uber A diejenigen ausw�ahlen� die man als physikalisch interessant ansehen
m�ochte und die �ubrigen von der Betrachtung ausschlie�en� Das ist mehr als reine Bequem	
lichkeit& Zum Beispiel mu� man sicher fordern� da� in allen Sektoren die Positivit�at der
Energie gilt� wie wir das mit Axiom V getan haben �das ist das Borchers�Kriterium� das
uns weiter unten noch besch�aftigen wird� Die Existenz und Eindeutigkeit eines Vakuum	
zustands �� und somit der Vakuumdarstellung �� haben wir implizit mit den Axiomen III
und V angenommen�

Vor der Formulierung des von uns angewandten Kriteriums� sollten wir kurz abschweifen�
um eine Grundlegende Forderung an die betrachteten Darstellungen zu stellen� Wir werden
zumindest erwarten� da� die Axiome IV und V der Kovarianz und Positivit�at des Spektrums
in allen Sektoren erf�ullt sind�

De�nition ��� Eine Darstellung � von A hei�t kovariant� wenn eine stark stetige Dar�
stellung der U	 der universellen �Uberlagerung eP der Poincar�egruppe existiert� so da� gilt�eL� eP � A�A � ���L�A  U	�eL��AU	�eL�� � ����

	wobei L das Bild von eL unter der �Uberlagerungsabbildung ist
� Weiter hei�t eine kovariante
Darstellung energiepositiv� wenn U	 die Spektrumsbedingung aus Axiom V erf�ullt�

Das man in anderen als dem Vakuumsektor zur universellen �Uberlagerung eP �ubergeht
�w�ahrend auf den lokalen Algebren immer noch P durch �L geometrisch wirkt� beruht
einfach auf der Erwartung� in geladenen Sektoren Spinordarstellungen zu �nden� was nur
m�oglich ist� wenn man dort die zweifache �Uberlagerung SL���C der eigentlichen Lorentz	
gruppe wriken l�a�t� Da dieser Punkt f�ur uns bei der Analyse der superselection	Struktur im
n�achsten Kapitel nicht wichtig sein wird� f�uhren wir die Unterscheidung von eL und L im
folgenden nicht durch� Der Leser sollte sie aber in Erinnerung behalten�

Die erste Grundforderung� die ist also� Alle betrachteten Darstellungen der Observa	
blenalgebra sollen kovariant im Sinne obiger De�nition sein�

Das Auswahlkriterium� das wir nun auf die Menge der kovarianten Darstellungen anwen	
den werden� ist das sogenannte DHR�Kriterium� das zuerst in �DHR��b� formuliert wurde�
Doplicher� Haag und Roberts vermuteten� da� dieses Kriterium auf alle Theorien anwendbar
sein w�urde� die ausschlie�lich massive Teilchen in Form einer Streutheorie beschreiben� also
insbesondere auf alle N�aherungen der hadronischen Elemntarteilchenphysik� Das Kriterium
lautet�

��Dies ist der Grundgedanke der axiomatischen Qauntentheorie� Eine vorz�ugliche Schilderung dieses Pro�
gramms �ndet man in �Bog	
��
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VIII �DHR�Kriterium Wir betrachten im folgenden Darstellungen � der Observa�

blenalgebra� die stark lokal 
aquivalent sind zur Vakuumdarstellung �� � in dem
Sinne� da
 f�ur alle Doppelkegel O�K

�jA�O� � ��jA�O
� � ����

gilt� Dabei bezeichnet �jA�O die Einschr�ankung der Darstellung � von A auf die
Unteralgebra A�O �

Da� man die Darstellungen in jedem beliebigen Doppelkegel lokalisieren kann� spiegelt die
Punktartigkeit der beschriebenen Teilchen wieder� Das Lokalisierungsgebiet der Darstellung
l�a�t sich beliebig verkleinern� Darstellungen die dieses Kriterium erf�ullen� hei�en im allge	
meinen lokalisierbar in Doppelkegeln� Wir verwenden der K�urze halber die Bezeichnung
DHR�Darstellung�

Es ist eine �uberrachende und wichtige Tatsache� da� DHR	Darstellungen zugleich ener	
giepositiv sind� wie wir sp�ater in x�� zeigen werden�

Das DHR	Kriterium bedeutet nichts anderes� als da� in jedem Sektor� in dem ein Teil	
chen anwesend ist� dieses in einem Doppelkegel lokalisiert werden kann� in dem Sinne� da�
es au�erhalb dieses Gebiets keine Observable gibt� mit der man dieses Teilchen nachweisen
k�onnte� Mit anderen Worten werden alle Zust�ande� die dieses Kriterium erf�ullen� f�ur hin	
reichend gr�e raumartige Abst�ande ununterscheidbar vom Vakuumzustand� Dies dr�uckt der
folgende Satz aus�

Satz ��� Sei �On eine gerichtete Menge von Doppelkegeln� die die ganze Raumzeit aus�
f�ullen� d�h� On � On�� �

S
n
On  M � Ist � ein Zustand aus dem Folium 	siehe Def�A���


einer Darstellung� die das DHR�Kriterium erf�ullt� so gilt

lim
n��

			�� � ��jO�

n

			  � � ����

Dabei bezeichnet �jO� die Einschr�ankung des linearen Funktionals � auf A�O� �

Beweis� Nehmen wir also an� da� die Darstellung �� in der � ein normaler Zustand ist�
das DHR	Kriterium erf�ullt� Dann gibt es f�ur einen gewissen Doppelkegel O einen unit�aren
Operator V von H� auf H	 � so da�

��A  V AV �� � �A�A�O� � ����

gilt� Angenommen ���� sei falsch� Dann gibt es eine Folge �Oni � �On und Operatoren
Bi aus der Einheitskugel von A�O�

ni
 � so da� f�ur alle i  �� � � � � � gilt�

j�� � ���Bij � � � � � ���


Da die Einheitskugel von B�H� schwach kompakt ist �Satz A��� k�onnen wir o�B�d�A� an	
nehmen� da� Bi im schwachen Sinne gegen einen Operator B konvergiert �wir m�ussen nur
eine konvergente Teilfolge ausw�ahlen� Die Operatoren Bi liegen nach Voraussetzung in
A�Oni

� � A�O�
ni
 � B als schwacher Limes der Folge Bi liegt daher im schwachen Abschlu�

von
T
i
A�Oni

�  

S

i
A�Oni

��
� Das hei�t

B �

���
i

A�Oni

��
 

���
��

i

A�Oni

� ���
�

 �A�� �
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Wobei wir zur Vertauschung von schwachem Abschlu� und Kommutantenbildung das von
Neumann Bikommutant	Theorembenutzt haben� Da die Darstellung �� irreduzibel ist� folgt�
da� B ein Vielfaches der Identit�at ist� B  c  � � Insbesondere ist nun B � A�O�

ni
 � da

alle diese Algebren die Identit�at enthalten� F�ur hinreichend gro�e i enth�alt Oni O und
wegen ���� ist � also normal auf A�O�

ni
 � d�h� schwach stetig auf der Einheitskugel dieser

Algebra �nach Satz A��� und Satz A��� Man kann deshalb ���
 auf den schwachen Limes
B �ubertragen! wir �nden so�

j�� � ���Bj � � �

Aber B  c  �  � ��B  ���B  c � im Widerspruch zu ���
�

Sp�ater �x�� werden wir zeigen k�onnen� da� das DHR	Kriterium kompatibel ist mit Axiom
V� d�h� da� in allen durch das Kriterium bestimmtenDarstellungen die Spektrumsbedingung
gilt�

Ungl�ucklicherweise ist das DHR	Kriterium aber zu restriktiv� um Eichtheorien mit lang	
reichweitigenWechselwirkungen� wie zumBeispiel die Quantenelektrodynamik� einzuschlies	
sen� Denn ein Zustand� d�h� ein Teilchen� da� elektrische Ladung tr�agt erzeugt einen kon	
stanten Flu� der elektrischen Feldst�arke durch eine Sph�are mit beliebigem Radius� die diese
Ladung umschlie�t� Dieser E�ekt ist me�bar in jedemO�

n und verchwindet nicht f�ur n�� �
d�h� ein solcher Zustand kann im kausalen Komplement jeder beliebigen beschr�ankten Re	
gion der Raumzeit vom Vakuum unterschieden werden� Das Auftreten solcher Ladungen ist
typisch f�ur Eichfeldtheorien� man nennt sie daher auch Eichladungen�

Im Gegensatz dazu steht das Borchers�Kriterium� Man fordert hier ausschlie�lich
die G�ultigkeit von Axiom V in allen Darstellungen� d�h� die Positivit�at der Energie� Wir
werden� wie oben schon erw�ahnt� in x�� sehen da� die Zust�ande des DHR	Kriteriums eine
Untermenge derer des Borchers	Kriteriums sind �weil in allen Darstellungen die Spektrums	
bedingung gilt� Es wurde zuerst ���
 in �Bor�
b� und �Bor�
a� untersucht� Diese Analyse
enthielt aber leider einige schwer nachweisbare Fehler� die sich dadurch bemerkbar machten�
da� man zu einigen Folgerungen physikalische Gegenbeispiele �nden konnte� Das war die
eigentliche Motivation f�ur Rudolf Haag� das DHR	Kriterium als leichter zu behandelnden
Ansatz vorzuschlagen�

In j�ungerer Zeit haben Buchholz und Fredenhagen eine eingehende und sehr erfolgreiche
Analyse des Borchers	Kriteriums unternommen ��BF���� Erfolgreich war sie vor allem in
dem Sinne� da� man einen Gro�teil der Struktur� die man unter dem DHR	Kriterium �ndet
rekonstruieren kann � mit gewissen Einschr�ankungen� die sich notwendig ergeben und vor
allem die Lokalisation der geladenen Zust�ande betre�en�

Dies rechtfertigt es im nachhinein� sich bei grunds�atzlichen Untersuchungen auf das
DHR	Kriterium zu beschr�anken� wie wir es hier tun�

Weiter fordern wir�

IX �Haag�Dualit
at im Vakuumsektor F�ur die Vakuumdarstellung �� gilt

���A�O
��  ���A�O � �O�K � ����

Diese Eigenschaft der Vakuumdarstellung erweist sich als wesentlich f�ur viele unserer folgen	
den �Uberlegungen� Wie wir gesehen haben� bedeutet dies� da� die Darstellung der Eichgrup	
pe im Vakuumsektor eindimensional und daher abelsch ist � das Vakuum soll also keine
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nichtabelsche Ladung tragen� Das klingt physikalisch plausibel� aber ein besseres Verst�and	
nis dieser Forderung w�are dennoch w�unschenswert�

Wenden wir uns nun der Frage zu� wie wir die verschiedenen Sektoren vomVakuumsektor
aus erreichen�

x� Lokalisierte Morphismen

De�nition ��� Sei � ein ��Morphismus der Observablenalgebra� d�h� eine normstetige
Abbildung

� � A� A � A �� ��A �

�A �B�A � ��AB  ��A��B � ��A�  ��A� � ���  � �
�
��

� hei�t lokalisiert in O�K � wenn

��A  A � �A�A�O� � �
��

Das bedeutet� � wirkt trivial im raumartigen Komplement von O � Der identische Morphis�
mus � ist in jedem Doppelkegel lokalisiert�

Als extremes Beispiel ist der identische Morphismus � in jedem O�K lokalisiert� Wie schon
erw�ahnt wird ���A mit A identi�ziert und deshalb �� oft weggelassen�

Aus dieser De�nition und �
�� folgt�

Bemerkung ��� Ist � lokalisiert in O und A�A�O� � mit O� � O � so ist ��A�A�O� �
ist O� � O � so gilt ��A�A�O �

Beweis� Sei B � A�O�
� � A�O� � Dann gilt B��A  ��BA  ��AB  ��AB � d�h�

��A � A�O�
�
�  A�O� � Im zweiten Fall ist A wegen der Isotonie auch in A�O und die

Aussage folgt wie zuvor�

De�nition ��� Die durch �� � � de�nierte Darstellung von A wird mit �
 bezeichnet�

i
 Zwei Morphismen � � � hei�en unit
ar
aquivalent 	oder einfach 
aquivalent
� in Zeichen
� � � � wenn die entsprechenden Darstellungen unit�ar�aquivalent sind� vermittelt durch ein
unit�ares U �A �

�
�A  U���AU
��  ���U�����A���U

��  ���U��AU
�� �

d�h� genau dann� wenn
�  �U � � �

mit dem lokalisierten Morphismus �U�A � UAU�� � �A� A � Die Unit�ar�aquivalenzklasse
von � wird mit ��� bezeichnet und hei�t der Sektor ��

ii
 Ein Morphismus � von A hei�t innerer Morphismus� wenn er durch Adjunktion mit
einer Observablen V �A entsteht� d�h�� wenn

��A  �V �A � V AV �� � �A�A �

sonst hei�t � 
au�erer Morphismus�

iii
 Ein Morphismus � hei�t irreduzibel� wenn �
 irreduzibel ist�

iv
 Ein Morphismus � und der zugeh�orige Sektor hei�en einfach� wenn � ein Automorphis�
mus ist� d�h�� wenn ��� auf ganz A de�niert ist�
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Nat�urlich sind alle einfachen Morphismen irreduzibel� Weiter sorgt die Haag	Dualit�at daf�ur�
da� alle lokalisierten Morphismen� die durch Adjunktion mit einem Operator V � B�H�
entstehen� innere Morphismen von A sind�

Bemerkung ��� Angenommen f�ur V �B�H ist �V sei ein in O lokalisierter Morphismus
von A � Dann ist V �A�O �

Beweis� Sei A�A�O� mit O��nO � dann gilt V A  AV � d�h� V �A�O��  A�O wegen der
Haag	Dualit�at�

Warum ho�t man nun �uberhaupt� mit lokalisierten Morphismen die Struktur der superse	
lection	Sektoren wiedergewinnen zu k�onnen� die wir in x� gefunden hatten' Im Rahmen des
DHR	Kriteriums macht dies folgender Satz klar�

Satz ��� Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent�

i
 �jA�O� � ��jA�O� �

ii
 � � �� � � �

wobei � ein lokalisierter Morphismus von A mit Lokalisierungsgebiet O ist�

Beweis� ii  � i ist trivial� Betrachten wir eine Darstellung auf dem Hilbertraum H	� die
i erf�ullt� Dann k�onnen wir einen unit�aren Operator V � H� � H	 ausw�ahlen� so da�

��AV  V A � �A�A�O� �

gilt �Hier wird wieder �� weggelassen� Sp�ater werden wir V einen unit�aren Intertwiner vom
Vakuumsektor in den Sektor ��� nennen� De�niert man f�ur beliebige A�A

��A � V ����AV �

so �ndet man ��A�A � Dies pr�uft man zun�achst f�ur A�A�O� � O� � O � denn diese Ele	
mente liegen dicht in A und nach der De�nition ist � eine lineare� beschr�ankte � jj��Ajj �
jjAjj  Operation auf A und daher stetig� In diesem Fall kommutiert ��A mit A�O�

� �
denn B � A�O�

� � B � A�O� � und damit ��AB  V ����AV B  V ����A��BV  
V ����ABV  V ����BAV  BV ����AV � D�h� ��A � A�O�

�
�  A�O� � wegen der

Haag	Dualit�at� Damit haben wir gezeigt� da�

A �� ��A�A � B�H� �

eine Darstellung von A de�niert� die �aquivalent ist zu ��

Man kann also alle DHR	Darstellungen durch in Doppelkegeln lokalisierte Morphismen er	
reichen&

Da jede DHR	Darstellung in jedem beliebigen Doppelkegel lokalisiert werden kann� kann
man die Konstuktion des obigen Satzes f�ur O� � O� � K durchf�uhren und erh�alt so zwei
Morphismen

���A� V ��
� ��AV� �

���A� V ��
� ��AV� � �A�A �

Dann sind aber diese beiden Morphismen unit�ar�aquivalent�

���A  �U � ���A � mit U  V ��
� V��A�O �
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wobei O ein Doppelkegel ist� der O� 
 O� umfa�t� Die Lokalisierung folgt dabei aus Bem�

��� denn auf A�O� wirken sowohl �� wie auch �� trivial� d�h�

AU  ���AU  U���A  UA � �A�A�O� �

also U �A�O��  A�O � Das f�uhrt zu folgender Setzung�

De�nition und Bemerkung ��	 Ist �i in Oi lokalisiert f�ur i  �� � � dann hei�t ein
unit�arer Operator U mit der Eigenschaft

���AU  U���A � �A�A � �
��

Ladungstransferoperator von �� nach �� � Ein in O lokalisierter Morphismus hei�t
transportabel� wenn zu jedem bO�K ein Ladungstransferoperator von � nach b� existiert�
wobei b� in bO lokalisiert ist� Es gilt�

i
 Jeder Ladungstransferoperator ist eine lokale Observable aus A�O� wobei O ein beliebiger
Doppelkegel ist� der O� und O� umfa�t� und

ii
 genau dann induziert ein Morphismus eine DHR�Darstellung� wenn er transportabel ist�

Poincar�e	Kovarianz soll auch in den durch lokalisierte Morphismen erzeugten Sektoren gel	
ten� um konsistent mit der Forderung nach kovarianten Darstellungen zu sein� Wir be	
schr�anken uns daher auf die Betrachtung kovarianter Morphismen�

De�nition ��� Ein lokalisierter Morphismus � hei�t kovariant� wenn eine unit�are� stark
stetige Darstellung U
 der universellen �Uberlagerung der Poincar�egruppe eP existiert� so da�

eP � eL ��� U
�eL�B�H� � �� � � � �L�A  U
�eL�����AU
�eL�� � �A�A � �
��

Die U
�eL hei�en Kovarianzoperatoren Die Menge der transportablen� kovarianten und
lokalisierten Morphismen wird mit ( � die Untermenge der irreduzibeln Morphismen aus (
wird mit (irr bezeichnet� (�O � (irr�O bezeichnen die von den in O lokalisierten Morphis�
men aus ( bzw� (irr gebildeten Mengen�

Hier haben wir die Vakuumdarstellung �� explizit hingeschrieben� damit sofort klar ist� da�
mit dieser De�nition die Darstellung �
  �� � � kovariant ist im Sinne von ����� Ab jetzt
werden wir die Unterscheidung zwischen eL und L nicht mehr durchf�uhren�
Um zu wissen� da� die Klassen der Sektoren die durch kovariante DHR	Darstellungen

beschrieben wird mit der der durch kovariante Morphismen beschriebenen �ubereinstimmt�
bliebe noch die Umkehrung zu zeigen� d�h� da� der zu einer kovarianten Darstellung �
geh�orige Morphismus � auch kovariant ist� Das k�onnen wir aber erst in x�� zeigen �Korollar
���
�

Wo immer im folgenden lokalisierte Morphismen benutzt werden sind� falls nicht anders
festgelegt� solche aus ( gemeint� Es ist zu beachten� da� die Darstellungsoperatoren U
�L
im allgemeinen nicht in A liegen� denn ihre Wirkung ist nichtlokal� Genauso ist � � �L kein
lokalisierter Morphismus� Die allgemeinste Form f�ur ein U
�L ist V
�L���W
�L � also
eine Kombination aus nichtlokalem Anteil und Observablenanteil� wobei letzterer
nach De�nition immer unter der Vakuumdarstellung steht�
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Als technische Voraussetzung ben�otigen wir noch�

X �Borchers�Eigenschaft B Seien O� � O� mit O� � O� beliebig gegeben und

E 	 � ein Projektor aus A�O� � Dann ist E �aquivalent zur Identit�at in der g�o
eren
Algebra A�O� � A�O� � Das bedeutet� Es existiert eine IsometrieW �A�O� mit
WW �  E � W �W  � �

Eine wichtige Aussage �uber die Abgeschlossenheit von ( � die auch Licht auf den Sinn der
Borchers	Eigenschaft wirft� ist der folgende

Satz ��� Die Menge der durch ( induzierten Darstellungen von A � d�h� der zul�assigen
Darstellungen des DHR�Kriteriums� ist abgeschlossen gegen�uber der Bildung endlicher di�
rekter Summen und 	nichttrivialer
 Unterdarstellungen�

Beweis� Zun�achst zu Unterdarstellungen� Sei � eine unter dem DHR	Kriterium zul�assige
Darstellung� d�h� � � �� � � mit � � (�O � und � 	 P � B�H� eine Projektion auf eine
nichttriviale Unterdarstellung von � � d�h� P�� � ��A  �� � ��AP � �A�A � Dann ist f�ur
A � A�O� P���A  ���AP � d�h� P � ���A�O��  ���A�O mit der Haag	Dualit�at im
Vakuumsektor� D�h� es gibt ein E in A�O � ��A� mit P  ���E � wobei E eine selbstad	
jungierte Projektion ist� Dann gibt es nach der Borchers	Eigenschaft eine Isometrie W �A
mit WW �  E � also ���W ���W �  P � Setze

�E�A � W ���AW � �A�A �

Dann ist �E ein Morphismus von A � der lokalisiert ist in O � denn f�ur A � A�O� ist
�E�A  W �AW  W �WA  A � Und es gilt

�� � �E�A  ���W 
��� � ��A���W  � �A�A �

Das bedeutet aber nichts anderes� als da� �� � �E �aquivalent ist zu �� � �jPH� � also zur
Einschr�ankung von ���� auf PH� � Es bleibt zu zeigen� da� �E kovariant ist� Setze U
E �L �
W �U
�LW f�ur L�P � U
E �L ist stark stetig in L � da U
 stark stetig und W eine Isometrie
ist� Dann ist

U
E �L�E�AU
E�L
��  W �U
�LWW ���AWW �U
�L��  

 W �U
�LE��AEU
�L��W  W �U
�L��AU
�L��W  

 W ����L�AW  �E��L�A �

was zeigt� da� �E kovariant ist� Dabei haben wir benutzt� da� E���A� ist� und da� U
�L
mit E kommutiert� d�h� da� U
�L� ��A�� gilt� Diese besondere Eigenschaft der U
�L f�ur
kovariante� lokalisierte � k�onnen wir leider erst sehr viel sp�ater in x��� Satz ����ii beweisen�
Sie aber zun�achst einmal ohne Bedenken benutzend� konnten wir oben den zweiten Projektor
E mit ��A vertauschen� sodann das Ergebnis E�  E durch U
�L hindurchziehen� was
ganz links die Kombination W �WW � ergibt� und das reduziert sich wegen W �W  � auf
W �� wie es sein mu�� Nun zu direkten Summen� Sei �i�(�Oi � �i � ����i � i  �� � � Setze
� � ����� und w�ahle einen Projektor � � E � � � E�A auf die Unterdarstellung �� � Dann
gibt es nach der Borchers	Eigenschaft Isometrien W� � W� � A mit W�W

�
�  E � W�W

�
�  

� � E � d�h� W�W
�
� �W�W

�
�  � � Setze

��A � W����AW
�
� �W����AW

�
� �
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Dann ist � ein Morphismus von A � der in O� 
 O� lokalisiert ist� Weiter ist f�ur alle A�A

�� � ��A  ���W����AW �
� �W����AW �

�   

 ���W��� � ���A���W�� � ���W��� � ���A���W��  

 V����AV �
� � V����AV �

� �

mit Vi  ���WiUi � Ui�i�AU�
i  �� � �i�A � i  �� � � Das bedeutet� �� � � � ��� �� � Die

Kovarianz von � zeigt man wie oben� diesmal mit U
�L � W�U
��LW
�
� �W�U
��LW

�
� �

Wir vereinbaren noch� da� im allgemeinen der Morphismus der eine Unterdarstellung erzeugt
mit �jE bezeichnet wird �wenn E der zugeh�orige Projektor aus ��A� ist� und f�ur den
Morphismus� der eine direkte Summe von Darstellungen erzeugt� schreiben wir

L
j
�j wenn

die �j die Summanden erzeugen� Gelegentlich werden wir �jE auch einfach Unterdarstellung
nennen�

Die Borchers	Eigenschaft ist also eine Forderung� die man an die abstrakte C"	Algebra
A stellt� damit ihre Konkretisierungen auf H� vern�unftige Eigenschaften haben�

Bemerkung ��� Die Morphismen aus ( sind s�amtlich Isometrien� d�h�

jj��Ajj  jjAjj � �A�A � �
�


f�ur alle Morphismen ��( �

Beweis� Wie im Beweis von Satz 
�
 reicht es� die Aussage f�ur lokale Observablen A�A�O
zu zeigen� Da nun � kovariant ist� existiert ein Morphismus ���(�O� � so da� ��  �U � �
mit unit�arem U und O��nO gilt� Dann ist ���A  A und ��A  U���AU��  UAU�� �
woraus die Aussage folgt�

Ein wichtiges Beispiel kovarianter lokalisierter Morphismen sind die� die durch Adjunktion
mit einem unit�aren U �A entstehen�

De�nition ���� Die Zuordnung

A � U �� �U � �U �A � UAU�� � �A�A �

ordnet jeder unit�aren Observable einen kovarianten lokalisierten Morphismus �U � ( zu�
Die von diesen Morphismen erzeugte Untermenge von ( wird mit I bezeichnet�

Lemma ���� Genau dann sind �� � ���( �aquivalent� wenn ��  �U�� � mit �U �I �

Beweis�
�
 �� ist klar� und

�
� � folgt aus Bem� 
��

Lemma ���� Seien �� � �� �( � Dann h�angt die �Aquivalenzklasse des Produkts nur von
den �Aquivalenzklassen der Faktoren ab� Durch

�������� � ������ � �
��

wird also ein Produkt von �Aquivalenzklassen von Darstellungen von A � d�h� von Sektoren
de�niert�
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Fig� 
��� Skizze zum Beweis des Lemmas� In der dargestellten Situation
w�are es gar nicht n�otig� den Doppelkegel � zu verschieben� Das geschieht
nur der �Ubersicht halber�

Beweis� Sind ��i
� �i � i  �� � � d�h� ��i  �Ui�i � �Ui�I � so gilt

����
�
��A  �U����U����A  U����U����AU

��
� U

��
�  

 U����U� ������A ���U���U
��
�  �W�����A �

mit �W �I � W � U����U� �

Das folgende Lemma wirft einiges Licht auf die Bedeutung der Transportabilit�at der Mor	
phismen�

Lemma ���� Morphismen� deren Lokalisierungsgebiete raumartig zueinander liegen� kom�
mutieren�

Beweis� Sei �i � (�Oi � i  �� � � O��nO� � und sei A � A�O � Dann kann man durch
Anwendung von Ladungstransferoperatoren O� und O� in neue Doppelkegel O� resp� O�

verschieben� so da� folgendes gilt�

i O��nO� � O�nO� � und O�nO� �

ii Es existierenO �O��K � mitO�nO� � so da� O�
O� � O�nO� � und O�
O� � O��nO� �

Diese Situation ist in Fig�
�� veranschaulicht� Da die �i aus ( sind� gibt es ���  �U��� �
(�O� und ���  �U��� � (�O� � wobei nach Bem� 
�� U� � A�O und U� � A�O�
gew�ahlt werden kann� O� � O� liegen nun beide raumartig zu O � d�h� ��� � ��� wirken
trivial auf A�O � ����

�
��A  ����

�
��A  A � �A � A�O � Das ist gleichbedeutend mit

�U����U����A  �U����U����A � �A � A�O � Schreibt man die linke Seite aus� so erh�alt
man U����U����AU

��
� U

��
�  U�U������AU

��
� U��

� � weil O��nO� und deshalb ���U�  U�

ist� Genauso erh�alt man f�ur die rechte Seite U����U����AU
��
� U

��
�  U�U������AU

��
� U��

� �
wobei zuletzt noch benutzt wurde� da� U� und U� kommutieren� da O�nO� � Daraus folgt�
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weil O beliebig vorgegeben wurde� �����A  �����A � �A � A � also ����  ���� � wie
behauptet�

Damit haben wir das folgende wichtige Ergebnis�

Lemma ���� ( ist eine Halbgruppe� (�I ist eine abelsche Halbgruppe�

Beweis� Das wesentliche� n�amlich� da� das Produkt auf (�I wohlde�niert ist� haben wir
schon in Lemma 
��� gezeigt� Au�erdem ist das Produkt von �Aquivalenzklassen kommutativ�
denn wir k�onnen Repr�asentanten mit Morphismen aus I die Translationen implementieren
immer so verschieben� da� sie raumartig zueinander liegen� Dann kommutieren sie nach
Lemma 
����

Es ist klar� da� ( nur eine Halbgruppe sein kann� denn erstens hat man� da wir nicht nur
Automorphismen betrachten� keine Inversion in (� und zweitens k�onnen wir jetzt noch nicht
leicht zeigen� da� das Produkt zweier kovarianter Morphismen wieder kovariant ist� Dazu
ben�otigen wir Methoden� die wir im Zusammenhang mit Intertwinern in x� kennenlernen
und in x�� benutzen werden�

Damit haben wir alle grundlegenden Begri�e zusammengetragen� die wir im n�achsten
Kapitel benutzen werden� um physikalische Sturkturen der algebraischen Theorie aufzu	
decken�
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KAPITEL II

Lokale Observablen und Statistik


Uberblick

Das wesentliche Werkzeug zur Untersuchung der DHR	Morphismen einer gegebenen Obser	
vablenalgebra sind Intertwiner� das sind Operatoren� die zwischen verschiedenen Sektoren
vermitteln� Das Konzept wird in x� eingef�uhrt� Es ist eine Folge der Haag	Dualit�at� da�
Intertwiner zwischen lokalisierten Morphismen selbst lokale Observablen sind� Es werden
zwei nat�urliche Verkn�upfungen zwischen Intertwinern eingef�uhrt� von denen die wichtigere
die �	Operation ist� die aus Intertwinern einzelner Sektoren Intertwiner von Produkten�
z�B� von ���� nach ����

�
� � erzeugt�

Mit dieser Verkn�upfung wird dann in x� die Statistik der superselection	Sektoren betrach	
tet� Statistik bedeutet hierbei die Vertauschung von Morphismen und zentral daf�ur ist der
statistische Operator � � ein Intertwiner� der genau dies bewerkstelligt� Es zeigt sich� da� ein
wesentlicher Unterschied zwischen Statistik in mehr als � � � Dimensionen und der in solch
niederdimensionalen R�aumen besteht� Die klassische Permutationsgruppenstatistik� die die

�ubliche Unterscheidung von Bose	 und Fermiteilchen ergibt tritt bei DHR	Darstellungen nur
in mindestens � Dimensionen auf� Der niederdimensionale Fall� der zur Zopfgruppenstatistik
f�uhrt� wird in Kap� III untersucht� Weiter wird in x� eine Darstellung der Permutations	
gruppe auf den Intertwinern zwischen n	fachen Produkten von Morphismen eingef�uhrt und
gezeigt� da� f�ur Automorphismen der statistische Operator gleich �� ist�

Zur weiteren Untersuchung der Sektoren	Statistik ben�otigt man den in x� eingef�uhrten
Begri� der Linksinversen eines Morphismus� Physikalisch gesehen bedeutet die Linksinverse
eine Art Ladungskonjugation� die allerdings noch nicht auf einen konjugierten Sektor � also
dem �Aquivalent eines Antiteilchens � f�uhrt� Wendet man die Linksinverse 
 eines irredu	
ziblen Morphismus � auf dessen statistischen Operator �
 an� so erh�alt man� wie in x� gezeigt
wird� einen eindeutig bestimmten und nur vom Sektor ��� abh�angigen Skalar 	
 � den sta�
tistischen Parameter des Sektors� Dieser hat immer die Form ���d
 � mit der statistischen
Dimension d
 im Nenner� Diese Parameter klassi�zieren die Permutationsgruppenstatistik
eines Sektors eindeutig und man �ndet f�ur d
 � � Parastatistik der Ordnung d
 vor�

Nach einem Exkurs �uber die Kovarianz von Morphsimen und Sektoren in x��� in dem
unter anderem gezeigt wird� da� kovariante Darstellungen und kovariante Morphsimen sich
eineindeutig entsprechen und da� Produkte kovarianter Morphismen wieder kovariant sind�
werden in x�� reduzible Morphsimen untersucht� Wesentliches Ergebnis ist� da� sich alle
interessanten Morphsimen in direkte Summen irreduzibler zerlegen lassen� Der Begri� der
statistischen Dimension wird auf reduzible Morphismen verallgemeinert und es wird eine
Summenregel f�ur die Zerlegung der statistischen Diemnsion eines Produkts von Morphismen
abgeleitet� Schlie�lich wird die Menge der physikalisch interessanten Morphismen dadurch
n�aher eingegrenzt� da� sie abgeschlossen sein soll gegen�uber direkten Summen� Produkten
und Unterdarstellungen�

��
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Die Tatsache� da� Intertwiner lokale Observablen sind� da� also im Prinzip Observa	
blen zwischen verschiedenen Ladungszust�anden vermitteln k�onnen zeigt die grunds�atzliche
M�oglichkeit eine Feldalgebra aus den Observablen zu rekonstruieren� Die erste Idee dazu
wird in x�� skizziert� Es werden einfach Paare aus Morphismen und Observablen gebildet
und diese mit sinnvollen Verkn�upfungen versehen� Das so gebildete Feldb�undel bildet noch
keine Feldalgebra reichte aber� wie in �DHR��� nachzulesen ist� aus� um eine Streutheorie zu
konstruieren�

Nachdem in x�� einige Erkenntnisse �uber das Energiespektrum der von kovarianten Mor	
phismen induzierten Darstellungen aus �DHR��� referiert werden� wird in x�� das Thema
von x� wiederaufgegri�en� Es wird gezeigt� da� zu im wesentlichen allen interessanten Mor	
phismen sogenannte konjugierte Morphismen existieren� d�h� zu � gibt es einen � bis auf
Unit�ar�aquivalenz � eindeutig bestimten Morphismus � � so da� ���� den Vakuumsektor ge	
nau einmal enth�alt� Wie man diese Ladungskonjugation im Feldb�undel defniert wird schlie�	
lich in x�
 gezeigt�

x	 Intertwiner

Intertwiner spielen in der algebraischen Quantentheorie eine herausragende Rolle� Sie sind
das Hilfsmittel zur Manipulation nicht�disjunkter Darstellungen der Observablenalgebra�
Intertwiner vermitteln zwischen den verschiedenen Unterdarstellungen einer gegebenen Dar	
stellung �
 � Dabei ist �
 resp� der zugeh�orige Morphismus � im allgemeinen nicht irreduzibel�
kann also mehrere Sektoren enthalten�

De�nition 	�� Seien ��� �� zwei 	nicht notwendig lokalisierte
 Morphismen von A und die
Darstellungen �� � ��� �� � �� nicht disjunkt 	siehe Def� A���
� Dann existiert ein Operator
T �B�H�� so da�

���AT  T���A � �A�A ����

gilt� T hei�t dann intertwining Operator von �� nach ��� Man schreibt�

T � ���jT j�� �

T hei�t Intertwiner von �� nach ��� Schreibweise� I
 � ��j�j� �

Ist T ein Intertwiner von �� nach ��� so auch �T � ���j�T j��� � � C� Das hei�t� die
Intertwiner zwischen gegebenen Sektoren bilden im allgemeinen einen linearen Raum�

De�nition 	�� Die Menge der intertwinig Operatoren von �� nach �� wird mit ���j��
bezeichnet� Diese Menge hei�t Intertwinerraum von �� nach ���

Aus ���� folgt beispielsweise ��j�  ��A��

De�nition 	�� Die Wirkung lokalisierter Morphismen auf den Intertwinern ist de�niert
durch

��T  � ����j��T j��� � ����

und �����j�� ist entsprechend de�niert�

Das diese Setzungen korrekt sind� zeigt Punkt iii der n�achsten Bemerkung�
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Bemerkung 	�� i
 Ist S� ���j�� und T � ���j��� so ist TS� ���j�� und S�� ���j���

ii
 Sind �� und �� irreduzibel� so gilt

���j��  

�����
f�g falls �� und �� unit�ar in�aquivalent�

CU falls �� � �� unit�ar�aquivalent mit unit�arem U � und

C� falls ��  �� �

����

iii
 ���j�� � �����j���� � und ������j�� � �����j���� � Ist �� ein Automorphismus� so gilt
sogar ���j��  �����j���� �

iv
 Ist ��(irr � �� beliebig� so ist jedes T � ���j� ein Vielfaches einer Isometrie�

Beweis� Die erste Aussage von i ist klar� Betrachten wir das Skalarprodukt h$j���ASj)i  
h$jS���Aj)i� mit beliebigen $� ) � H� � A � A� Einerseits ist die linke Seite der Glei	
chung gleich hS����A�$j)i� andererseits die rechte gleich h���A�S�$j)i� Die Aussage
folgt� weil A irreduzibel auf H� dargestellt ist� ii folgt unmittelbar aus Schur�s Lemma�
Zu iii� Sei T � ���j�� � Dann gilt T������A  ������AT � �A � A � und T ist of	
fenbar auch intertwining Operator von ���� nach ���� � Ist �� ein Automorphismus und
T � �����j���� dann gilt wieder ���� �w�ahle �

��
� �A statt A� Also ist T auch aus ���j���

Au�erdem ist ���T ������A  ���T���A  ������AT   ������A���T  � �A�A � also
���T � �����j���� � iv ist eine Folgerung aus der Borchers	Eigenschaft�

Zwischen den Intertwinern kann man wegen ���i eine nat�urliche Verkn�upfung de�nieren�
wenn die zwischenliegenden Morphismen �ubereinstimmen�

De�nition 	�� Seien S  ���jSj��� T  ���jT j��� Dann de�nieren wir�

T � S � ���jTSj�� � ����

Au�erdem setzen wir S�  ���jS�j���

Intertwiner zwischen Morphismen lassen sich auf nat�urliche Weise auch f�ur direkte Summen
und Unterdarstellungen de�nieren�

Bemerkung 	�	 i
 Sei ��( und �E eine Unterdarstellung mit dem Projektor E  WW � �
W � ��j�E � Sei weiter T � ��j�� � Dann de�niert W �T einen Intertwiner aus ��Ej�� �

ii
 F�ur �� � �� � ��( gilt die Isomorphie

��� � ��j� � ���j� � ���j� � ���


Beweis� i ist klar� F�ur ii betrachte Wi� ������j�i � WiW
�
i  Ei � i  �� � und Ti� ��ij� �

dann de�niert
W�T� �W�T� �

einen Intertwiner aus ���� ��j� und die Isomorphie ist o�ensichtlich� da die Wi Isometrien
sind�

Eminent wichtig f�ur alle Rechnungen� insbesondere bei Betrachtungen zur Zopfgruppenstati	
stik� aber auch von grunds�atzlicher Bedeutung ist die graphische Darstellung der Intertwiner
und ihrer Verkn�upfungen� Ein T  ���jT j�� wird dabei durch einen gerichteten Graphen
dargestellt� Die Wirkung von T l�auft dabei von unten nach oben� d�h� das untere Ende
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Fig� ���� Das Symbol f�ur ���jT j��� und f�ur ���jTSj��� Rechts ein Inter	
twiner aus ���n � � � ���j�n � � � ���

wird mit �� und das obere mit �� markiert� T  ���n � � � ���jT j�n � � � �� wird dabei durch
die rechte Figur in Fig���� repr�asentiert� wobei zu beachten ist� da� der zuerst angewandte
Morphismus �� bzw� ��� dem �au�erst links stehenden Faden angeheftet ist� Der intertwining
Operator T wird dabei h�au�g weggelassen�

Betrachtet man die o�ensichtlichen Lokalit�atseigenschaften von intertwining Operatoren�
so stellt man fest� da� diese zur Observablenalgebra geh�oren�

Bemerkung 	�� Ist �i lokalisiert in Oi f�ur i  �� � und S� ���j��� so ist S�A�O� wobei
O ein beliebiger Doppelkegel ist� der O� und O� umfa�t� Insbesondere ist S � f A�O�

��
A�O�

� g
� �

Beweis� F�ur A�A�O�
��A�O

�
� reduziert sich ���� auf AS  SA� d�h� S�fA�O�

��A�O
�
�g

��
Aus der Haag	Dualit�at im Vakuumsektor folgt dann S � A�O� Ist A�A�O�

� � A�O
�
� � so

ist A  ���A  ���A und deshalb ���AS  S���A �aquivalent zu AS  SA �

Intertwiner bleiben also immer im Vakuumhilbertraum H� � sie k�onnen aber nat�urlich� da
sie nicht unit�ar sein m�ussen� zwischen verschiedenen Sektoren vermitteln�

Die wichtigere Verkn�upfung zwischen Intertwinern spiegelt die multiplikative Struktur
der durch lokalisierte Morphismen der Observablenalgebra induzierten Sektoren wieder� Mit
Hilfe dieser Struktur lassen sich also Produkte von Feldoperatoren untersuchen� insbesondere
Vertauschungsbeziehungen d�h� Statistik und Fusionsregeln�

De�nition 	�� Seien Ri  ���ijRij�i � i  �� � � Dann de�niert

R� �R� � ��
�
��
�
�jR����R�j���� � ����

einen Intertwiner von ���� nach ����
�
� �

� ist eine assoziative Verkn�upfung� wie man leicht nachrechnet� Man sieht� da� ���R�
wegen ���iii ein Intertwiner aus ����

�
�j���� und weiter R� auch einer aus ��

�
��
�
�j���

�
� ist�

Also�

R� �R�  R� � ���R�  ��
�
��
�
�jR�j���

�
� � ����

�
�j���R�j����  ��

�
��
�
�jR����R�j���� �

Graphisch stellt sich diese De�nition so dar�

��

��� ���

��

R����R�  

��

���

���

��

��

���

���R�

R�
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Betrachten wir nun zwei Paare von Intertwinern Ri  ���ijRij�i � R
�
i  ��

��
i jRij��i � i  

�� � und das Diagramm

�� ��

���� ����

��� ���

Es ist o�ensichtlich gleichg�ultig� ob man dieses Diagramm von unten nach oben �d�h� zuerst
das untere� dann das obere Rechteck� oder von links nach rechts zeichnet� Das impliziert
eine Relation zwischen den zwei Verkn�upfungen � und �� denn das Aneinanderf�ugen von
Graphen von unten nach oben entspricht der Verkn�upfung �� wogegen das Hinzuf�ugen eines
Fadens rechts von einem bereits bestehenden die Verkn�upfung � repr�asentiert� Hat man die	
se Relation gepr�uft� so hat man bewiesen� da� die Darstellung durch F�aden die Verkn�upfun	
gen von Intertwinern treu repr�asentiert � die Graphiken erhalten damit Beweiskraft� Dies
ist die erste Aussage des folgenden Lemmas�

Lemma 	�� i
 Seien Ri  ���ijRij�i � R
�
i  ��

��
i jRij��i � i  �� � � Dann gilt

�R�
� �R�� �R

�
� �R�  �R

�
� �R

�
� � �R� �R� � ����

ii
 F�ur beliebige Intertwiner gilt

�S � T �  S� � T � � ����

Beweis� Zu i�

�R�
� �R�� �R

�
� �R�  ������

��
�jR

�
�R����R�

�R�j����  

 ������
��
�j�

��
��R

�
�R�R�

�R�j����  

 ������
��
�j�

��
��R

�
�R

�
��
�
��R�R�j����  

 ������
��
�jR

�
��
�
��R

�
�R����R�j����  �R

�
� �R

�
� � �R� �R� �

ii Seien S  ���jSj� �T  �� �jT j�  � Dann wird

�S � T �  ��� j�S��T �j��� �  ��� j��T �S�j��� �  ��� jS����T �j��� �  S� � T � �

x� Statistik in �d � � � � Dimensionen I

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Vertauschungsbeziehungen von lokalisierten Mor	
phismen respektive ihrer Sektoren� Wir werden dabei sehen� wie bei mehr als einer Raum	
dimension normale Permutationsgruppenstatistik auftritt und welche Komplikationen in
� � �	dimensionalen R�aumen erscheinen� In letztgenanntem Fall st�o�t man automatisch
auf Zopfgruppenstatistik � dies werden wir sp�ater� wenn uns das Instrumentarium des
Feldb�undels zur Verf�ugung steht� noch n�aher untersuchen�
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Im folgenden werden Aussagen� die in voller Allgemeinheit gelten und somit sp�ater wei	
terverwendet werden k�onnen� buntgemischt mit solchen auftreten� die nur in �d � � � �
Dimensionen gelten� Die allgemeing�ultigen Aussagen werden deshalb in diesem Paragraphen
mit randst�andigen Markierungen wie nebenstehend versehen�iii

Man wundert sich zun�achst� wie die Vertauschung von Morphismen �uberhaupt etwas
�uber Teilchenstatistik aussagen kann� denn betrachtet man zwei raumartig gelegene Mor	
phismen� so kommutieren diese ja immer� Um so schlimmer� ein Sektor� der eine Kon�gura	
tion von zwei identischen Teilchen beschreiben k�onnte� n�amlich �� weist scheinbar gar keine
nichttriviale Vertauschungsrelation auf� In diesen �Uberlegungen stecken zwei Mi�verst�and	
nisse� zum einen reicht ein lokalisierter Morphismus� wie wir sp�ater noch sehen werden nicht
aus� um ein Element der Feldalgebra zu beschreiben �siehe x��� zum anderen ist damit� da�
man wei�� da� die Identit�at in ���j�� ist� die Struktur dieses Intertwinerraums noch nicht
vollst�andig gekl�art� Diese nichttriviale Struktur bildet gerade die Basis der Beschreibung
von Statistik in unserem Formalismus� wie wir nun zeigen werden�

Wie konstruiert man nun einen nichttrivialen Intertwiner von �� nach ��' Die einzige
systematische M�oglichkeit ist� die Morphismen� die ja transportabel sind� mit unit�aren In	
tertwinern zu verschieben� und zwar so� da� sie raumartig zueinander liegen� Dann kann
man sie mit dem identischen Intertwiner vertauschen� da sie dann kommutieren� und mit
den Inversen der Ladungstransferoperatoren an den Ausgangspunkt zur�ucktransportieren�
wodurch man wieder bei �� ankommt� Setzen wir dieses Programm nun um�

Sei ��( und seienO� � O� zwei raumartig zueinander gelegene Doppelkegel� Seien weiter
Ui� ��ij� � i  � � � � wobei �i�(�Oi � i  � � � � Wir intertwinern nun zun�achst mit ��U�
von �� nach ��� � dann mit U� nach ���� � Jetzt k�onnen wir diese Morphismen vertauschen�
d�h� wir wenden �����j�j���� an� Nun m�ussen wir die vertauschten Morphismen nur noch
mit ���j��U��

� j��� � ����jU
��
� j���� zur�ucktransportieren� Der Intertwiner� der das alles

leistet ist
���j��U��

� U��
� U���U�j�� �

Da� wir zuerst ��U� und nicht einfach U� oder U� angewandt haben� hat einen guten
Grund� denn sonst m�u�ten wir im zweiten Schritt z�B� ���U� benutzen� und das wollen wir
vermeiden� damit das Ergebnis von der speziellen Wahl der �i m�oglichst unabh�angig ist� Die
ganze Konstruktion ist in Fig���� veranschaulicht�

Damit der oben konstruierte Intertwiner einer Untersuchung Wert ist� sollte er im we	
sentlichen unabh�angig von der Wahl der �i sein� Das� und die wichtigsten Eigenschaften des
statistischen Operators zeigt der folgende Satz�

Satz und De�nition ��� Seien � � �i � Ui � Oi wie oben� dann hei�t der unit�are Operator

�
 � ��U��
� U

��
� U���U� � ����

statistischer Operator des Sektors �� Er besitzt folgende Eigenschaften�

i
 �
 h�angt nur von � und nicht von der Wahl der Intertwiner Ui � bzw� der �i ab� solangeiii
diese raumartig zueinander bleiben� Genauer gesagt darf man das Lokalisierungsgebiet bei�
spielsweise von �� nur so verschieben� da� es ganz in einer Zusammenhangskomponente von
O�

� bleibt� ohne �
 zu ver�andern�

ii
 Sei W ein unit�arer Intertwiner aus ���j� � Dann giltiii

�
�  �V �
 � mit V � W��W  � ����
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Fig� ���� Die Konstruktion des statistischen Operators�

iii
 �
 kommutiert mit allen Observablen aus der Darstellung �� � d�h� hhh

�
��
��A� � ����

iv
 ��
  � �

Am Beweis werden wir gleich merken� warum iv nicht in � � � Dimensionen gelten kann&

Beweis� iii ist trivial� denn so wie wir ihn konstruiert haben� ist �
 ein intertwining Ope	
rator aus ���j��  ���A� � Um i zu sehen berechnen wir die �Anderung von �
 bei einer
hinreichend kleinen �Anderung von �i zu ��i � vermittelt durch unit�are Intertwiner Wi � Mit
hinreichend klein ist dabei gemeint� da� die Lokalisierungsgebiete von �� � ��� � W� raumartig
zu denen von �� � ��� � W� liegen� etwa so�
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�beachte dabei Bem����� Also

��i  �Wi
�i  �U �

i
� � U �

i  WiUi � i  � � � �

Es ist unter diesen Voraussetzungen

���W�  W� � ���W�  W� � W�W�  W�W� �

Ersetzt man in ���� Ui durch U �
i � so erh�alt man

��
  ��U��
� ��W

��
� U��

� W��
� W�U���W���U� �

Nun ist U�� ���j� und daher U���W�  ���W�U�  W�U� und �ahnlich wird ��W
��
� U��

�  
U��
� ���W

��
�   U��

� W��
� � �Beachte� da�W��

� nat�urlich genauso lokalisiert ist� wieW�� Also

��
  ��U��
� U��

� W��
� W��

� W�W�U���U�  �
 �

Nun kann man in mehr als einer Raumdimension jedes Paar raumartig zueinander gelegener
Doppelkegel durch kleine Bewegungen wie oben erreichen� und das beweist i� iv folgt aus
i denn tauscht man �� gegen �� aus� so erh�alt man ���
 statt �
 � w�ahrend man nach i bei
mehr als einer Raumdimension mit dem Doppelkegel O� um den Kegel O� herumwandern
und dann durch eine Verschiebung beider Kegel die Vertauschung der Morphismen erreichen
kann� ohne �
 zu �andern �Man beachte dazu� da� die Lokalisierungsgebiete von �� und ��
verschobene Kopien des Lokalisierungsgebietes von � sind� Also gilt ���
  �
 � d�h� ��
  � �
ii wird aus Fig���� klar� wenn man unten und oben noch ���� anf�ugt� undW � ���j� ist� dann
mu� man unten ��W ��W�� einsetzen� um zu �� zu gelangen und oben mit W��W  nach
���� intertwinern� Insgesamt entsteht also �
� aus �rho durch Adjunktion mit V �W��W  �

Man sieht hier genau� wo der Haken bei nur einer Raumdimension liegt� Das raumarti	
ge Komplement eines Doppelkegels besitzt zwei Zusammenhangskomponenten� Man erh�alt
dann zwei verschiedene statistische Operatoren� je nachdem� ob �� rechts oder links von ��
liegt� Das bedeutet� wie wir sp�ater �x�� sehen werden� das die Morphismen nicht permutiert�
sondern gezopft werden � man tri�t auf Zopfgruppenstatistik�

Die Unabh�angigkeit von �
 von der Lokalisierung der �i zeigt� da� wir nun zwei prinizipiell
unabh�angige Operatoren aus ���j�� kennen� n�amlich

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

� �

� � � �

� �

�


� und

wobei wir f�ur �
 das n�achstliegende Symbol gew�ahlt haben� Das bedeutet� da� es von nun
an verboten ist� in Intertwinergraphen mutwillig �Uberkreuzungen einzuf�uhren� denn diese
sind mit dem nichtgekreuzten Bild nicht identisch�

Jetzt k�onnen wir die Statistik von Sektoren analysieren� Besonders einfach ist das bei
Automorphismen� die direkt zu Bose	 und Fermisektoren f�uhren� Das folgende Lemma gilt
so nur in mehr als � � � Dimensionen� aber wir werden sp�ater noch ein etwas schw�acheres
Analogon f�ur zwei Dimensionen �nden�
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Lemma ��� Sei ��( � Dann sind �aquivalent�

i
 � ist ein Automorphismus�

ii
 �� ist irreduzibel�

iii
 �
  �� �

Beweis� Aus i folgt ii trivialerweise� denn Automorphismen aus ( sind auch irreduzibel�
also insbesondere auch �� � iii folgt aus ii und Punkt iii des vorangegangenen Lemmas�
denn wenn �� irreduzibel ist� dann ist ���A�  C� und deshalb �
  �� nach iv des
vorigen Lemmas� iii �i� Nimmt man ��  � � U�  � in der De�nition von �
 so ist
�
  U��

� ��U� � Sei A � A�O und w�ahle ein �� � (� so da� sein Lokalisierungsgebiet
raumartig zu denen von A und � liegt� Dann ist

A  ���A  U���AU
�
� �

Ist �
  �� � dann hat man mit obiger Wahl U�  ���U� � Setzt man das ein� so wird
A  ��U�AU

�
�   ��B � mit B � A � Also ist jede lokale Observable in der Menge ��A

enthalten� d�h� nach De�nition von A ist ��A Norm	dicht in A � Nun ist � als C"	Morphismus
normstetig und deshalb ��A als Bild einer Norm	abgeschlossenen Menge unter einer solchen
Abbildung ebenfalls Norm	abgeschlossen� Das bedeutet aber ��A  A � Damit ist gezeigt�
da� � surjektiv ist� � ist aber auch injektiv� denn nach Bem�
�� ist � eine Isometrie und
daher kA � Bk 	 � �� k��A � ��Bk 	 � � �A� B �A � d�h� � ist injektv� Also ist � ein
Automorphismus�

Korollar ��� Ist � ein Automorphismus� so ist �
 konstant im Sektor ��� �

Beweis� Das folgt unmittelbar aus dem Lemma und Satz ���ii�

Wir nennen einen Automorphismen	Sektor ��� � in dem �
  �� gilt� sinnigerweise Bose�
Sektor� und f�ur �
  �� Fermi�Sektor�

Ist � kein Automorphismus� so h�angt der statistische Operator nicht unbedingt nur vom
Sektor ��� ab� sondern kann auch in ihm variieren�Wir werden uns sp�ater mit Hilfe sogenann	
ter Linksinversen um charakteristische Gr�o�en von Sektoren bem�uhen� die Informationen
�uber die Statistik kodieren�

Gehen wir nun daran� die obigen Ergebnisse zu verallgemeinern� um zu einer unit�aren
Darstellung der Permutationsgruppe von n Elementen IP�n� auf Sektoren der Art ��� � � �
� � � �n� � genauer gesagt auf Intertwinern zwischen solchen Sektoren� zu gelangen�

De�nition ��� Zwei Intertwiner ���ijRij�i � i  �� � hei�en kausal disjunkt� wenn die
Lokalisierungsgebiete sowohl von �� und �� � wie auch von ��� und ��� raumartig zueinander
liegen�

Lemma ��� Sind R� � R� kausal disjunkte Intertwiner� so gilt

R� �R�  R� �R� �
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Dies gilt nicht in � � � Dimensionen&
Beweis� Seien Ri  ���ijRij�i � �i�(�Oi � ��i�(�Oi � i  �� � � Wir haben zu zeigen� da�

R����R�  R����R� � ����

gilt� was trivial ist� wenn es Doppelkegel bO� � bO� gibt� so da� Oi � bOi � Oi � bO� undbO��n bO� ist�

�
�
�
���

�
�
��
�
�

�
���

�
�
�� �

�
�
�
�
��
�
�
�
�
��
�
�
�

�
�
���

�
�
�

�
��
�
�

����
����
����
�
���

�
��
�
�
��

� ����
����

bO�

bO�

O�

O� O� O�

Nehmen wir nun an� da� ���� f�ur gewisse IntertwinerR� � R� gilt� Das Lemma ist bewiesen�
wenn wir zeigen k�onnen� da� wir von der oben dargestellten Kon�guration jede andere
durch Verschiebung erreichen k�onnen� in der die verschobenen Intertwiner kausal disjunkt
sind� ohne an der Kommutativit�at etwas zu �andern� Verschieben wir also zun�achst O� �das
Lokalisierungsgebiet von �� so nach O� � da� der kleinste Doppelkegel� der O� 
O� umfa�t
g�anzlich raumartig zu O� � dem Lokalisierungsgebiet von �� liegt� Dann k�onnen wir die
Verschiebung mit einem unit�aren Intertwiner U  ���jU j�� bewerkstelligen� wobei U �
A�O�

� ist� d�h� ���U  U � Dann ist R�  R� �U � Man erh�alt dann mit ����

R� �R� �R� �R� � �I
� �U �

R� �R� �R� �R� � �U � I
� �

Nun gilt aber nach den Voraussetzungen �uber die Lokalisierung von U � I
� � U  U �
I
� � Damit �andert diese Verschiebung nichts an der Kommutativit�at der Intertwiner� Und
durch Hintereinanderausf�uhrung vieler kleiner Verschiebungen kann man jede Anordnung
von O� und O� erreichen� wobei immer O��nO� gilt� Dieselbe Prozedur auf O� und O�

anwendend� erreicht man so alle kausal disjunkten Intertwiner� die �uberhaupt aus R� � R�

durch Verschiebung entstehen k�onnen� Dies schl�agt in � � � Dimensionen fehl� denn man
mu� ja zum Beispiel auch mit O� um O� herumwandern k�onnen� was unter den gegebenen
Bedingungen bei nur einer Raumdimension unm�oglich ist�

De�nition ��	 Gegeben n Intertwiner R� � � � � � Rn und eine Permutation p� IP�n� setzen
wir

R�p � Rp����� �Rp����� � � � � �Rp���n� � ���


Theorem und De�nition ��� Seien �k �( � k  �� � � � � n und p� IP�n� � W�ahle n Mor�
phismen b�� � � � � � b�n mit wechselseitig raumartig gelegenen Lokalisierungsgebieten� die �aqui�
valent sind zu ��� � � � � �n � so da� unit�are Intertwiner �b�kjUkj�k existieren� Dann setze

�p��� � � � � � �n � ��p����� � � � �p���n�j�p��� � � � � � �nj�� � � � �n � U
��p �U�e � ����
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i
 �p��� � � � � � �n� ��p����� � � � �p���n�j�� � � � �n ist unabh�angig von der Wahl der b�k und Uk � hhh
wobei dieselben Einschr�ankungen gelten wie in Lemma ����

ii
 Haben die �k wechselweise raumartig zueinander gelegene Lokalisierungsgebiete� dann ist

�p��� � � � � � �n  I
� � � � 
n �

iii
 �p� q� IP�n� � hhh

�q��p����� � � � � � �p���n� � �p��� � � � � � �n  �qp��� � � � � � �n � ����

iv
 Bezeichnet �m� IP
�n� die Transposition der Elemente m und m� � � m � n � dann gilt hhh

��m��� � � � � � �n  I
� � � � � � I
m�� � �����m � �m��� I
m�� � � � � � I
n � ����

Beweis� In ���� intertiwnert U �e von �� � � � �n nach b�� � � � b�n und U��p von b�p����� � � �
� � � b�p���n� nach �p����� � � � �p���n� � Die b�k sind alle raumartig zueinander lokalisiert und kom	
mutieren somit! die linke Seite von ���� ist also wohlde�niert� Um die Unabh�angigkeit von
�p von der Wahl der b�k zu sehen� w�ahlen wir statt der Uk Intertwiner fU k  �e�kj eUkj�k � so

da� auch die e�k raumartig zueinander gelegen sind� Dann intertwinert V k � fUk �U
�
k vonb�k nach e�k � Die V k sind dann kausal disjunkt und kommutieren nach Lemma ��
� d�h� es

gilt V �p  V �e � Man kann nun z�B� V �e schreiben als

V � � � � � �V n  �V � � � � � � V n � �U � � � � � �Un � �U
�
� � � � � �U�

n  

 �V � �U � � � � � �V n � Un � �U
�
� � � � � �U �

n  

 �fU� � � � � � fUn � �U
�
� � � � � �U �

n  
fU �e �U ��e �

wobei im ersten Schritt nur ein identischer Intertwiner angef�ugt und im zweiten mehrfach
���� angewandt wurde� Genauso ist V �p  fU�p �U��p � und somit gilt

fU �p �U ��p  fU�e �U��e �

oder e�p  fU �
�p � fU �e  U��p �U �e  �p �

ii folgt unmittelbar aus der Unabh�angigkeit� denn wenn schon die �k raumartig zueinander
gelegene Lokalisierungsgebiete besitzen� k�onnen wir U k  I
k w�ahlen� iii und iv folgen
unmittelbar aus der De�nition ����� wenn man bei iv noch ���� benutzt�

Bemerkung ��� Als unmittelbare Folgerungen �ndet man

i
 ���� �  � � hhh

ii
 ���� ����� �  � �

aus ii
 resp� iii
 des Theorems�

Die Intertwiner �p k�onnen dazu verwandt werden� die Reihenfolge vo Intertwinern in
beliebigen Produkten zu �andern�
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Satz ��� Sei Rk  ���kjRkj�k � k  �� � � � � n � und p� IP�n� � Dann gilt

R�p � ���� � � � � � �n  ���
�
� � � � � � �

�
n �R�e � ����

Der Beweis dieser Formel funktioniert nicht direkt in ��� Dimensionen� da wir von Lemma
��
 Gebrauch machen� Wir �nden aber sp�ater eine Entsprechung�
Beweis�W�ahle unit�are IntertwinerU k  �b�kjUkj�k � U

�
k  �b��kjU �

kj�
�
k � k  �� � � � � n � so da�

die Lokalisierungsgebiete sowohl der b�k wie der b��k raumartig zueinander liegen� De�niere
Sk � U

�
k �Rk �U

�
k  �b��kjU �

kRkU
�
k jb�k� �

Die Sk sind nach Konstruktion alle kausal disjunkt und daher gilt in mehr als einer Raum	
dimension S�p  S�e � Einsetzen der De�nition liefert

�U � �R �U��p  �U � �R �U��e

����
��

U
��p �R�p �U��p  U ��e �R�e �U��e

��

R�p � U
��p � U�e� �z �

�p��� � � � � � �n

 U ���p � U ��e� �z �
�p��

�
� � � � � � �

�
n

� R�e �

und das ist �����

F�ur n  � � ��  �� und p  � �Transposition reduzieren sich die obigen Aussagen auf
Satz ��� und man identi�ziert somit

����� �  �
 � �����

F�ur n � � und ��  � � �  �n �ndet man eine unit�are Darstellung der Permutationsgruppe&
In Anlehnung an ����� schreiben wir

�
�n�

 �p � �p�� � � � � � � � �p� IP�n� � �����

Nun �nden wir�

Korollar ���� i
 IP�n� � p �� ��n�
 �p� ��
nj�n ist eine unit�are Darstellung der Permutati�iii

onsgruppe�

ii
 ��n�
 �p��
n�A� � �p� IP�n� �iii

iii
 Genau dann sind die Operatoren ��n�
 �p skalare Vielfache der Identit�at� wenn � einiii
Automorphismus ist�

iv
 Ist � ein Automorphismus� so gilt

��n�
 �p  

��� �� � falls ��� ein Bose�Sektor�

sign�p  � � falls ��� ein Fermi�Sektor ist�

f�ur alle p� IP�n� �

v
 Sei W  ���jW j� ein unit�arer Intertwiner und bezeichne W�n das n�fache ��Produktiii
von W mit sich selbst� Dann gilt

�
�n�

� �p  W

�n � ��n�
 �p � �W
�n� � �����
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Beweis� i ist eine Folgerung aus den Punkten i und iii von Theorem ���� ii Ist klar aus
der De�nition von ��n�
 �p als intertwining Operator �vgl� Satz ���iii � iii folgt aus ii und
ist eine o�ensichtliche Verallgemeinerung von Lemma ���� ebenso wie iv� v verallgemeinert
Satz ���ii und wird genauso gezeigt�

Um die Statistik der Sektoren weiter analysieren zu k�onnen� ben�otigen wir ein Hilfsmittel�
dessen Existenz und dessen grundlegende Eigenschaften wir nun in einem Exkurs ableiten
werden�

x� Linksinverse und Ladungskonjugation I

De�nition ��� Sei � ein lokalisierter Morphismus von A � Eine normstetige� positive� li�
neare Abbildung


 � A �� B�H� �
A ��� 
�A �

hei�t Linksinverse von � � wenn sie folgende Eigenschaften hat�


���AB��C  A
�BC � �A� B� C�A � ����i


��  � � ����ii

Bemerkung ��� Ist � ein in O lokalisierter Morphismus von A � 
 eine Linksinverse von
�� so gilt�

i
 
�A  A � �A�A�O� �

ii
 
�A�O� � A�O� falls O � O� �

iii
 
 ist eine Abbildung von A nach A �

iv
 
� ��nj�n  � ��n��j�n�� � n � ��

v
 
���AB  A
�B � 
�A��B  
�AB � �A� B�A�

Beweis� i� f�ur solche A ist 
�A  
���A  A � ii� Sei A�A�O� � B �A�O�
� � Dann ist

mit i B
�A  
�BA  
�AB  
�AB � d�h� 
�A� A�O�
�
�  A�O� � iii folgt aus i

und ii und der Normstetigkeit von 
 � Wendet man auf die Intertwinerde�nition 
 an� so
folgt iv� v ist klar� wenn man in ����i einen der �au�eren Faktoren � setzt�

Man beachte� das Linksinverse keine Morphismen sind� denn die Morphismuseigenschaft

�AB  
�A
�B gilt nur� wenn wenigstens einer der Faktoren aus ��A ist und das ist
nur bei Automorphismen trivial� in welchem Fall sich aber 
 auch auf ��� reduziert�

Nun zur Konstruktion von Linksinversen f�ur kovariante Morphismen� Als erstes zeigen
wir� da� alle � �( als Grenzwerte von Folgen innerer Automorphismen von A dargestellt
werden k�onnen�

Lemma ��� Sei ��( und �Ok eine Folge von Doppelkegeln� die nach raumartig Unend�
lich streben in dem Sinne� da� die Ok f�ur hinreichend gro�e k raumartig zu jedem gegebenen
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Doppelkegel liegen� Seien weiter �k�(�Ok zu � �aquivalente Morphismen� Uk unit�are Ope�
ratoren� die die �Aquivalenz vermitteln� Dann gilt�

��A  lim
k��

�U�

k
�A  lim

k��
U�
kAUk � �A�A � ����

Die Konvergenz ist dabei in der uniformen Topologie zu verstehen�

Beweis� Nach den Voraussetzungen �uber die �k kann man die unit�are Operatoren so w�ahlen�
da� Uk�fA�O�

k � A�O
�g� ist �nach Bem����� denn Uk� ��kj� � Dann ist

�k�A  �Uk��A  Uk��AU
��
k � �A�A �

Sei nun ��A in irgendeinem O� lokalisiert� dann gilt f�ur hinreichend gro�es k � A�O�
k �

A�O� � A�O� und deshalb �k�A  ��A � d�h� lim
k��

k�k�A� ��Ak  � �

Das physikalische Bild ist das folgende� Uk transportiert die Ladung des Sektors ��� � die in
O lokalisiert ist� nachOk � wobei wir aber im selben Sektor bleiben�Wir nennen daher Uk und
ganz allgemein jeden unit�aren Operator� der die Lokalisation einer superselection	Ladung
�andert� Ladungstransferoperator� Im Sinne des Lemmas haben wir also die Entstehung
einer Ladung in O durch den Herbeitransport von Ladung aus weit entfernten Regionen
simuliert�Das legt nahe� diesen Vorgang umzukehren und durch Abtransport der Ladung aus
O einen ladungskonjugierten Sektor ��� zu erreichen� der in dem Sinne zu ��� konjugiert
ist� da� ���� in geeigneter Weise dem Vakuumsektor �ahnelt� Ist � ein Automorphismus�
dann wird die inverse Folge �Uk uniform gegen ��� konvergieren� sonst ist aber nicht klar�
in welchem Sinne diese Folge �uberhaupt konvergiert� Tats�achlich k�onnen wir aber zeigen�
da� wir auf diese Weise immer eine Linksinverse zu � erhalten�

Als technische Voraussetzung ben�otigen wir

De�nition ��� Bezeichne M den Raum der beschr�ankten� linearen Abbildungen von A

nach B�H� � M� die Einheitskugel von M � d�h� die Menge

M� �

�

�M

����� k
k � sup k
�AkkAk
� �


�

M trage die von den Halbnormen

M� 
 ��� h$j
�A)i � A�A � $� )�H� �

erzeugte Topologie 	d�h� die Topologie� in der A �� 
�A punktweise 	d�h� an jedem Punkt
A�A
 schwach stetig ist
�

Aus einer geringf�ugigen Modi�kation des Banach	Alaoglu	Theorems A��� folgt� da� M�

kompakt ist in dieser Topologie�

Jetzt k�onnen wir die Existenz von Linksinversen zeigen�

Lemma ��� Seien � � �k � Uk wie im vorigen Lemma� Dann besitzt die Folge �Uk mindestens
einen H�aufungspunkt in M� und jeder solche H�aufungspunkt ist eine Linksinverse von � �
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Beweis� Die erste Behauptung folgt aus �Uk �M� und der Kompaktheit von M� � Nach
Lemma ��� konvergiert die Folge �Uk��A f�ur jedes A � A gegen A in der Normtopologie�
d�h�

kUk��AU
�
k �Ak �� � �

Dann gilt aber auch

kUk��AU
�
k UkBU

�
k Uk��CU

�
k �AUkBU

�
kCk �� � �

oder

kUk��AB��CU
�
k �AUkBU

�
kCk �� � �

W�ahlt man eine konvergente Teilfolge aus und benennt ihren Limes mit 
 � so erh�alt man
die erste Eigenschaft aus Def���� einer Linksinversen� 
��  � ist trivial� 
 ist positiv�
denn jedes �Uk bildet positive Operatoren in positive ab und der schwache Limes einer Folge
positiver Operatoren ist wieder ein positiver Operator� Die Aussage folgt� weil 
 an jedem
Punkt A�A ein Grenzwert im schwachen Sinne ist�

Lemma ��	 Die Menge der Linksinversen zu gegebenem ��( ist eine nichtleere� kompakte�
konvexe Untermenge des lokalkonvexen Raumes M �

Beweis� Da die Voraussetzungen von Lemma ��� f�ur ��( erf�ullt sind� folgt die Existenz einer
Linksinversen f�ur solche �� Wir haben zu zeigen� da� die de�nierenden Eigenschaften der
Linksinversen unter konvexen Kombinationen und Grenzwertbildung stabil sind� Zun�achst
ist bei konvexen Kombinationen klar� da� die Positivit�at und 
��  � erhalten bleiben� Seib
  	
� � ��� 	
� eine solche Konvexkombination� Dann wird

b
���AB��C  	A
��BC � �� � 	A
��BC  A b
�BC �

wie gew�unscht� Da� diese Eigenschaften auch unter Grenzwertbildungen im Sinne der oben
aufM eingef�uhrten Topologie erhalten bleiben� �uberlegt man sich leicht�

Da eine Linksinverse 
 eine positive lineare Abbildung ist� stellt �� � 
 einen Zustand auf
A dar� zu dem man per GNS	Konstruktion eine Darstellung �� bauen kann� Sehen wir nun�
ob �� � � etwas mit der Vakuumdarstellung zu tun hat� wie wir gemutma�t hatten�

Satz ��� Sei 
 eine Linksinverse von ��( � Die GNS�Darstellung zum Zustand �� � 

auf A 	�� ist der Vakuumzustand� der H� erzeugt
 werde mit �� � der zyklische Vektor dieser
Darstellung mit  und der Darstellungsraum mit H� bezeichnet� Es existiert ein isometrischer
Operator V � H� � H� � H� � so da� f�ur alle A�A gilt�

V #   � ����i

�����AV  V A � ����ii

V ����AV  
�A � ����iii

das hei�t� die Darstellung �� � � enth�alt eine Unterdarstellung 	diejenige auf H�
� die �aqui�
valent ist zur Vakuumdarstellung �� und die Matrixelemente von ���A im Unterraum H�

stimmen mit den korrespondierenden Matrixelementen von 
�A in H� �uberein�
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Beweis� Schr�ankt man die GNS	Konstruktion auf ��A ein� so erh�alt man einen Unterraum
H� � H� � in dem die Menge von Vektoren �����A dicht liegen� Die Abbildung V ist dann
explizit gegeben durch

V � A# ��� �����A � ����

�Ist insbesondere � ein Automorphismus� so wird H�  H�
� H� und V vermittelt die

Isomorphie� Diese Abbildung erf�ullt trivialerweise ����i� Sie ist isometrisch� denn

k�����Ak
�  hj�����A

�AiH�  ���
���A
�A  ���A

�A  kA#k� �

wobei h � j � iH� das durch die GNS	Konstruktion in H� induzierte Skalarprodukt bezeichnet�
und bildet H� auf H� ab� ����ii folgt ebenfalls aus ����� denn

V A#  �����A  �����AV # �

Damit haben wir die �Aquivalenz von ����jH� zu �� � denn auf H� ist V eindeutig umkehrbar�
d�h� unit�ar� Um ����iii zu zeigen� rechnen wir das Matrixelement der linken Seite zwischen
Vektoren aus H� mit ���� und B# � C#�H� aus�

hC#jV ����AV B#i
����ii
 h�����Cj���A�����BiH�  

 �� �
 ���C�A��B  �� �C�
�AB  

 hC#j
�AB#i �

Dies gilt f�ur alle A� B� C�A und damit ist ����iii bewiesen�

Korollar ��� Ist 
 eine beliebige Linksinverse� so gilt


�A�A � 
�A�
�A � ���


f�ur alle A�A �

Beweis� Bezeichne E� � V V � die Projektion auf H� aus Satz ���� Dann erh�alt man mit
����iii


�A�A  V ����A
����AV � V ����A

�E����AV  
�A�
�A �

Die Darstellungen �� und � k�onnen also als ladungskonjugiert zueinander angesehen wer	
den in dem Sinne� da� die Zusammensetzung �� � � zu einer Darstellung f�uhrt� die den
Vakuumsektor enth�alt�

Wir werden das Thema Ladungskonjugation sp�ater noch vertiefen� Zun�achst aber zur�uck
zur Permutationsgruppenstatistik�

x� Statistik in �d � � � � Dimensionen II

Linksinverse erlauben uns nun die Klassi�kation der Statistik eines Sektors� Beginnen wir
mit dem einfacheren Fall irreduzibler Morphismen und sehen zun�achst� was uns 
 �uber den
Sektor ��� sagen kann�
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Satz und De�nition ��� Sei ��(irr � �
 der zu � geh�orige statistische Operator und 
 hhh
eine Linksinverse von � � Dann gilt�


��
  	
  � � ����

	
 hei�t statistischer Parameter von � �

Dies gilt allerdings und gl�ucklicherwiese auch in ��� Dimensionen� denn im Beweis machen
wir nur von der Eigenschaft von �
 � ein intertwining Operator aus ��

�j�� zu sein und der
Irreduzibilit�at von � Gebrauch�
Beweis� Die Aussage folgt unmittelbar aus Bem����iv und der Irreduzibilit�at von ��

Ein triviales Beispiel f�ur die Bedeutung des statistischen Parameters ist gegeben� wenn � ein
Automorphismus� d�h� ��� ein Bose	 oder Fermisektor ist� denn dann ist einfach 	
  �� �
Wir bleiben aber der Bequemlichkeit halber bei der Schreibweise 	
 statt 	�
� und lassen
weiterhin die Sektoren durch einzelne Morphismen repr�asentieren�

Wir f�uhren noch folgende Sprechweise ein� Man sagt � �(irr besitze �nite Statistik
�bzw� in�nite Statistik� wenn 	
 	 � �bzw� 	
  � gilt�

Lemma ��� Sei 
 eine Linksinverse von � � ( mit 
��
  	
� � Dann gilt f�ur p� IP�n� �


���n�
 �p  ��n���
 �p� f�ur p��  � �


���n�
 �p  	
�
�n���

 �p� f�ur p�� 	 � �

����

Wobei p� � IP�n��� die Permutation ist� die aus p entsteht� wenn man das Element � aus
allen Zykeln der Zerlegung von p in disjunkte Zykeln entfernt und f�ur alle �ubrigen Elemente
t  �� � � � � n t� � schreibt�

Beweis� Zun�achst ist klar� da�� wenn p das erste Element gar nicht involviert� man die
Permutation p durch p� ersetzen kann� ohne etwas zu �andern� ��n�
 �p  I
 � ��n���
 �p�  

����n���
 �p� � woraus der erste Fall unmittelbar folgt� Andererseits kann man eine Permu	
tation p mit p�� 	 � immer zerlegen in p  p��p� mit �  ��� � p�  ��p�� � wobei �st
die Transposition der Elemente s und t bezeichnet� Dann ist o�enbar p���  �  p��� und
man erh�alt mit Korollar ���� und ����i


���n�
 �p  ��n���
 �p��
��
�
�n���

 �p��  	
�

�n���

 �p��p

�
� �

Die Behauptung folgt� da p�  p��p
�
� �

Jetzt k�onnen wir 
n���n�
 �p ausrechnen� Wir bemerken zun�achst� da� 

n���n�
 �p�C� � wie

aus wiederholter Anwendung obigen Lemmas folgt� Deshalb k�onnen wir de�nieren�

Satz und De�nition ��� Die Setzung

���n �a  � � 
n���n�
 �a � �a�C��IP�n� � ����

de�niert einen Zustand auf der Gruppenalgebra C��IP�n� 	durch lineare Fortsetzung
� Es
gilt

���n �p  
m�p�Y
j	�

	kj��
 � �p� IP�n� ����

wenn p eine Permutation mit m�p Zykeln der L�ange k�� � � � � km�p� ist�
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Beweis� Da� ���n ein Zustand ist folgt aus der Positivit�at von 
 und 
��  � � Der Rest
folgt durch Anwendung des letzten Lemmas auf die Zerlegung von p in disjunkte Zykeln�

Im Fall 	
  � hat man

���n �p  

�
� falls p  id �

� falls p 	 id �

Und daher f�ur a  
P
p
cpp�C��IP�n� ���n �a  cid � Da� hei�t� in diesem Fall ist ���n ein treuer

Zustand� denn aus ���n �a
�a  � folgt a  �� Sei jetzt D eine Darstellung aus dem Spektrum

von IP�n� � d�i� die Menge der �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von IP�n� � eD sei
die zugeh�orige zentrale Projektion in C��IP�n� � Dann ist sicher ���n �eD 	 � und damit auch
die zugeh�orige zentrale Projektion in der Darstellung ��n�
 ED � ��n�
 �eD ungleich null� Das

bedeutet� in der Zerlegung der Darstellung ��n�
 tritt jede Darstellung aus dem Spektrum

von IP�n� auf� Das ist ein wichtiges Ergebnis� denn es zeigt� da� eine Untersuchung von ��n�


die Statistik des Sektors ��n� vollst�andig erfa�t� Ebendies gilt auch im Fall 	
 	 �� denn aus
��n�
 �eD  � folgt trivial �

��
n �eD  �� Die Umkehrung gilt aber auch� denn dann ist 
 treu�

wenn man�

Damit haben wir gezeigt� da� 	
 die Statistik des Sektors ��� determiniert� Berechnen
wir nun 	
 &

Wir f�uhren die total symmetrischen� bzw� antisymmetrischen Projektoren aus C��IP�n�
ein�

sn �
�

n&

X
p

p � an �
�

n&

X
p

sgn�pp �

Satz ��� i
 Es gilt�

���n �sn  
�
n& �� � 	
�� � �	
 � � � �� � �n� �	
 �

���n �an  
�
n& ��� 	
��� �	
 � � � �� � �n� �	
 �

���


ii
 Die m�oglichen Werte von 	
 sind � und �
�
d mit d� IN� d ist bei gegebener Linksinverse

eine Invariante des Sektors ����

Beweis� i� Zun�achst zum symmetrischen Projektor� Die Summe �uber alle Permutationen
l�a�t sich wiefolgt aufteilen� �n��& Summanden in denen p��  � gilt plus die n&��n��&  
�n � ��n � �& restlichen Summanden� Wendet man ���n auf die Teilsummen an� so erh�alt
man mit Lemma ���

���n �sn  
�

n
�
��
n���sn�� �

n� �

n
	
�

��
n���sn�� �

Beachtet man� da� sich das Vorzeichen einer Permutation �andert� wenn ein Element aus
einem Zykelmit L�ange � � entfernt� so folgt f�ur den antisymmetrischen Projektor

���n �an  
�

n
�
��
n���an���

n� �

n
	
�

��
n���an�� �

Die Formeln ���
 folgen durch Induktion� wie wir exemplarisch f�ur ���n �sn zeigen wollen�
F�ur n  � ist zun�achst

�
��
� �s�  

�

�
�
�

�
	
  

�

�
�� � 	
 �
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Induktionsschritt n� n� ��

��
n���sn��  
�

n� ��
��
n �sn �

n
n� �	
�

��
n �sn  

 �
n� �

�
�
n& �� � 	
 � � � �� � �n� �	
 �

�
n&	
�� � 	
 � � � �� � �n� �	


�
 

 �
�n� �&

�� � 	
 � � � �� � n	
 �

Zu ii� Als Zustand auf C��IP�n� darf ���n auf sn � an nicht negativ werden� d�h� die Produkte
in ���
 m�ussen f�ur hinreichend gro�es n einen Faktor enthalten� der null ist� Also mu�
�� � d	
  � sein f�ur ein d� IN � d�h� 	
  �d�� � d� IN �

d
 � d hei�t statistische Dimension des Sektors ��� �

Wie in x� versprochen ergibt sich als Korollar aus dem� was wir bis jetzt wissen�

Korollar ��� Sei ��(irr � Der statistische Parameter 	
 ist konstant im Sektor ��� �

Beweis� G�abe es zun�achst zwei Linksinverse 
� � 
� von � � die zu verschiedenen statistischen
Parametern 	� � 	� f�uhren� dann m�u�ten nach Lemma ��� auch alle konvexenKombinationen
von 	� � 	� als Werte des statistischen Parameters auftreten� was nach Satz ��� unm�oglich
ist� Weiter haben wir zu zeigen� da� f�ur �� � � 	
�  	
 ist� Nun ist nach Satz ���ii
�
�  W��W �
��W��W�� � wenn ��  �W� gilt� Dann ist 
�  
 � �W � eine Linksinverse
von �� und wir rechnen�

	
�  
���
�  
�W��W��W �
��W
��W��  
���W �
��W

��  	
WW��  	
 �

Auf die physikalischen Implikationen� die aus diesen Ergebnissen folgen� kann hier aus Platz	
gr�unden nicht n�aher eingegangen werden� Es sei nur erw�ahnt� da� 	
 die Statistik so klas	
si�ziert�

� F�ur 	
  �d�� �ndet man para�Bose�Statistik der Ordnung d� d�h� es treten alle
Young	Tableaux mit Spalten der L�ange � d auf�

� F�ur 	
  �d�� �ndet man para�Fermi�Statistik der Ordnung d� d�h� es treten
alle Young	Tableaux mit Zeilen der L�ange � d auf�

� F�ur 	
  � �ndet man in�nite Statistik ohne Restriktionen an die Young	Tableaux�

Dies wird in �DHR���� Lemma 
��� Theorem 
�
 und �Haa���� S��
�f� S����� vertieft� Dort
�ndet man auch ein Argument� da� in�nite Statistik in Sektoren mit positivem Energie	
spektrum ausschlie�t�

F�ur � �(irr mit �niter Statistik� d�h� wenn 	
 	 � ist� werden wir jetzt � wie in x�
versprochen � die Eindeutigkeit der Linksinversen beweisen� Dazu zun�achst ein technisches
Lemma�
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Lemma ��	 Sei ��(irr � 
� eine Linksinverse von � � die wie in Lemma ��� als Grenzwert
einer Ladungstransferkette �Uk gebildet werde und 
 sei eine beliebige Linksinverse von � �
Dann gilt�

k
�A�Ak � 	�
kA
�Ak � ����i


�A�A � 	�

��A
�A � ����ii

Mit dem statistischen Parameter 	
  
��
 � der nach Korollar ��� nicht von der Linksin�
versen abh�angt�

Beweis� Da 
 normstetig ist� gen�ugt es� die Ergebnisse f�ur A�A�O zu beweisen� Dann ist
hinreichend gro�es k zun�achst U�

kA  ��AU�
k � Dann k�onnen wir o�B�d�A �
  U��

k ��Uk
setzen �wenn Ok im raumartigen Komplement des Lokalisierungsgebietes von � liegt� was
f�ur hinreichend gro�es k sicher der Fall ist� Damit haben wir U�

kA  ��A�
��U�
k  oder


�U�
kA  	
AU

�
k �

Und mit ���
 ergibt sich


�A�A � 
�U�
kA

�
�U�
kA  	�
UkA

�AU�
k �

�Als positive Abbildung ist 
 insbesondere selbstadjungiert� deshalb konnten wir im ersten
Schritt 
�A�  
�A� verwenden� Das ergibt ����i und geht man f�ur eine konvergente
Teilfolge der �Uk zum Grenzwert �uber� so erh�alt man ����ii�

Jetzt zur eigentlichen Aussage�

Theorem ��� i
 Hat ��(irr �nite Statistik� dann besitzt � eine eindeutig bestimmte Links�
inverse 
�

ii
 Die Folge �Uk konvergiert gegen 
 in M �

iii
 Es gibt bis auf �Aquivalenz genau eine Darstellung � von A � so da� � �� die Vakuumdar�
stellung enth�alt und der korrespondierende Unterraum enth�alt einen zyklischen Vektor f�ur
� � Diese Darstellung ist irreduzibel und lokal normal� d�h� sie ist normal in Einschr�ankung
auf jede lokale Algebra A�O � vgl� Def�A����

Beweis� Sei 
 ein Extremalpunkt der Menge der Linksinversen von � � d�h� eine Linksinverse�
die sich nicht in eine Konvexkombination zerlegen l�a�t� und sei 
� Grenzwert einer konver	
genten Teilfolge der Ladungstransferkette �Uk � Ist� wie vorausgesetzt� 	
 	 �� so kann man

 schreiben als


  �� � ��
� � ��
� � mit � � �� � 	�
 � 
� �

� ��
�

� � ��
�

wobei 
� nach ����ii positiv und damit wieder eine Linksinverse ist� Diese Zerlegung wider	
spricht der Extremalit�at von 
� falls nicht 
  
� ist� Also hat die Menge aller Linksinversen
nur einen Extremalpunkt und deshalb nur ein Element� nach dem Krein	Milman	Theorem
A���� Damit ist i gezeigt� Da wir wissen� da� die Ladungstransferkette �Uk eine konvergen	
te Teilfolge besitzt� folgt ii aus der Eindeutigkeit von 
� Die Situation in iii kennen wir
schon aus Satz ���� Wir wissen also� da� eine Darstellung � von A mit Darstellungsraum
H existiert� so da� die Einschr�ankung von � � � auf einen Unterraum H� � H �aquivalent ist
zu �� � dann haben wir wieder

� � ��AV  V A � �A�A �
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wobei V eine Isometrie von H� nach H mit Bild H� ist� Sei nun � 	 E���A� eine Projektion�
dann wird

V �EV A  V �E� � ��AV  V �� � ��AEV  AV �EV � �A�A �

d�h� V �EV �A�  C� � Nach Voraussetzung gibt es eine normierten Vektor   V � � ��H� �
der zyklisch ist f�ur ��A und daher die Punkte von ��A� trennt �im schwachen Sinne� Damit
mu� dann V �EV  hjEiH  � 	 � sein� und de�niert man nun 
 durch

hjEiH
�A  V �E��AEV � �A�A �

so ist dieses 
 o�enbar eine positive lineare Abbildung von A nach Amit 
��  � und erf�ullt
die de�nierende Eigenschaft ����i einer Linksinversen� Also ist 
 die eindeutig bestimmte
Linksinverse von � und insbesondere unabh�angig von der Wahl von E� Setzt man E  �
und vergleicht mit obiger Gleichung� so erh�alt man f�ur jeden Projektor E���A� �

hjEiHV
���AV  V �E��AEV  V ���AEV � �A�A �

und nimmt man Erwartungswerte in � � so folgt

hjEiH  hj��AiH  hj��AEiH � �A�A �

Da  zyklisch ist f�ur ��A folgt aus dieser Gleichung E  hjEiH und daraus ergibt sich
notwendig E  � � Das bedeutet� � ist irreduzibel� Au�erdem ist der reine Zustand �� � 

ein Vektorzustand von �� n�amlich der durch den Vektor V # gegebene Vektorzustand�

�� � 
�A  ���V
���AV   hV #j��AV #iH � �A�A �

was nichts anderes bedeutet� als da� � unit�ar�aquivalent zur Darstellung �� aus Satz ��� ist�
womit die Eindeutigkeit dieser Darstellung bewiesen ist� Zuletzt ist �� � 
 lokal normal als
Grenzwert einer Folge �� � �Uk lokal normaler Zust�ande� d�h� � selbst ist lokal normal�

Bevor wir uns nun � wenn auch nicht in so gro�er Ausf�uhrlichkeit� reduziblen � zuwenden�
folgt zun�achst ein Einschub �uber die Kovarianz von Morphismen� den wir dann unmittelbar
ben�otigen werden�

x�� Kovariante Morphismen

Wir sammeln nun einige Aussagen �uber kovariante Morphismen� von denen die wichtigste
das Ergebnis ist� da� die Menge der kovarianten Morphismen abgeschlossen ist unter Pro	
dukten� Dies wird uns in x�� zustatten kommen� Alles in diesem Abschnitt gesagte gilt ganz
allgemein� also auch in � � � Dimensionen�

Was wir im wesentlichen zu tun haben� ist� Kovarianzoperatoren f�ur Produkte von Mor	
phismen zu bilden� Dazu zun�achst f�uhren wir zun�achst folgenden Begri� ein�

Bezeichne im Folgenden �L den durch L�P �
verschobenen� Morphismus�

�L�P � ��( � �L � �L � � � �
��
L � �����

Bemerkung ���� F�ur jedes ��(�O und L�P ist �L lokalisiert in LO �
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Beweis� Sei ��(�O � A�A�LO� � Dann ist �L�A  �L����
��
L �A  �L��

��
L �A  A �

da ���L �A�A�O
� �

Sei nun U
 die unit�are Darstellung von P im Sektor ��� � d�h� diejenige� die die Kovarianz
von � induziert� U� die im Vakuumsektor� D�h� es gilt �L�A  U��LAU��L�� � �A� A
�wie �ublich identi�zieren wir hier A mit seiner Vakuumdarstellung� Dann erh�alt man mit
�
���

�L�A  �L�U
�L
����AU
�L  U��LU
�L

����AU
�LU��L
�� �

Es ist jetzt leicht zu sehen� da� gilt�

Lemma ���� Sei ��( � Dann ist �L �aquivalent zu � � Die �Aquivalenz wird vermittelt durch

�L  �XL�
�� mit XL�� � U��LU
�L
�� � �����

Beweis� Wir haben nur noch zu zeigen� da� XL � A gilt� was aber sofort aus Lemma 
���
folgt�

Man kann das alles auch nachrechnen� ohne �� wegzulassen� Das ist in �DHR��b�� Abschnitt
III durchgef�uhrt � diese Rechnungen rechtfertigen aber unser Vorgehen nur� denn solange
die Vakuumdarstellung treu ist� k�onnen wir den Observablenanteil der Kovarianzoperatoren�
der ja eigentlich unter �� stehen m�u�te� mit seinem Bild in dieser Darstellung identi�zie	
ren� wie wir das bisher immer bei Observablen getan haben� Wir sehen also� da� XL die
superselection	Ladung � von O nach LO verschiebt� XL ist ein Ladungstransferoperator�

Die Transfer	Operatoren erf�ullen eine wichtige sogenannte Kozykel�Identit�at�

Lemma ���� F�ur L� � L��P � ��( gilt�

XL�L���  �L� �XL���XL��� � �����

Beweis�

�L� �XL���XL���  �L��U��L�U
�L���U��L�U
�L���  

 U��L�U��L�U
�L���U��L���U��L�U
�L���  

 U��L�L�U
�L�L���  XL�L��� �

Mit den Begri�en aus x� kann man das auch viel sch�oner zeigen� XL�� ist ja ein In	
tertwiner von � nach �L� d�h� XL��  ��L��

��
L jXL��j� � Das stellt sich graphisch so

dar�

� �
���L � �L

�

��LjXLj�
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Die einzige M�oglichkeit�XL�L���� ��L�L� j� aus solchen Intertwinern zu konstruieren �ohne
�Uberkreuzungen zuzulassen ist o�enbar�

� �
��

�

�

����L� ���L� �L� �L�
��L�L�j�L��XL���j�L�

��L� jXL���j�

Zun�achst wendet man XL��� an� und f�ugt dann �L��XL��� ein� denn nach Bem����iii
ist �L��XL��� � ��L��L���

��
L�
���L� j�L���

��
L�
 � also ist nach Punkt i derselben Bemerkung

�L��XL���XL��� der gew�unschte intertwining Operator aus ��L�L�j� �

Die Abbildungen XL sind Kozykel in der Gruppenkohomologie von P� die durch
die Kovarianzautomorphismen induziert wird� Betrachten wir den Raum der Abbildungen
Cn�P�U � das ist die Menge der Abbildungen aus dem n	fachen Produkt von P in die
Gruppe U der unit�aren Operatoren in A �

Cn�P�U � X � P � � � � �P� �z �
n mal

�� U �

X � �L� � � � � � Ln ��� XL� � � � � � Ln �

�����

Die Sequenz fCn�P�Ug�n	� wird zumKohomologie�Komplex durch Einf�uhrung der Ko�
rand�Abbildung � �

� � Cn�P�U �� Cn���P�U �

��XL� � � � � �Ln�� � �L��XL� � � � � � Ln�� 
nQ
i	�

X
����i

L� � � � � � LiLi�� � � � � � Ln��


X
����n��

L� � � � � � Ln
�

����


Man rechnet leicht nach� da� ��X  � � ist� Ein X �Cn�P�U hei�t nun n�Kozykel� wenn
schon �X  � gilt� F�ur n  � lautet die Kozykelbedingung nun

��XL� �L�  �L��XL�X
��
L�L�

XL�  � �

d�h� f�ur jeden kovarianten Morphismus � ist XL�� wegen ����� ein P	�	Kozykel�

F�ur jeden kovarianten lokalisierten Morphismus � �ndet man also eine FamilieXL��  
��LjXL��j� von Intertwinern� so da� die Operatoren XL stark stetig von L abh�angen �da
die Darstellungen U
 und U� stark stetig sind und die Bedingung ����� erf�ullen� In der Tat
ist die Umkehrung dieser Aussage ebenfalls wahr und wir haben�

Satz ���� Genau dann ist ein lokalisierter Morphismus � von A kovariant� wenn eine Fa�
milie von Intertwinern XL��  ��LjXL��j� existiert� so da� XL stark stetig von L abh�angt
und 	����
 erf�ullt ist�
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Beweis�Wir haben nur noch die Umkehrung zu zeigen� sei also � ein lokalisierter Morphismus
und eine Familie von Intertwinern wie oben gegeben� Wir de�nieren

U
�L � XL��
��U��L � �L�P � �����

und zeigen� da� damit eine Darstellung von P gegeben ist� die die Kovarianzbedingung �
��
f�ur lokalisierte Morphismen erf�ullt �die starke Stetigkeit ist klar� Diese rechnen wir zun�achst
nach� Seien A�A � L�P beliebig vorgegeben� dann ist

U
�L��AU
�L
��  XL��

��U��L��AU��L
��XL��  

 XL�����L���AXL��  XL�����L����
��
L ��L�AXL��  

 XL�����L��L�AXL��  ���L�AXL����XL��  
 ���L�A �

� also kovariant� Wir m�ussen nun noch zeigen� da� die U
�L eine Darstellung von P bilden�
Zun�achst ist

U
�L�L�  XL�L���
��U��L�U��L�  X��

L�
�L��XL���

��U��L�U��L� �

mit ������ Nun ist �wieder mit der Poincar�e	Kovarianz im Vakuumsektor

U��L�
���L��XL���

��U��L�  XL���
�� �

und wir �nden

U
�L�L�  XL���
��XL���

��U��L�U��L�  U
�L�U
�L� �

womit die Darstellungeigenschaft bewiesen ist�

Zu beachten ist� da� in ����� eigentlich ���XL����U��L stehen m�u�te � XL���� ist
der Observablenanteil U��L der nichtlokale Anteil des Kovarianzoperators� Der folgende
Korollar schlie�t eine L�ucke aus Kapitel x� und macht klar� was man beachten mu�� wenn
man �� �uberall mitschleppt�

Korollar ���� Ein zu einer kovarianten Darstellung positiver Energie aus dem Sektor ���
geh�origer Morphismus � ist ebenfalls kovariant und besitzt positives Energiespektrum�

Beweis� Gegeben einen Repr�asentanten � aus ��� und die zugeh�orige Darstellung U	 von eP
bilden die Operatoren

XeL�� � U��LU	�eL�� � eL� eP � �����

einen unit�aren eP	�	Kozykel in B�H� bez�uglich der Wirkung
AdU��L � B�H� � A ��� AdU��L�A � U��LAU��L

�� �

d�h� es gilt
XgL�L���  AdU��L��X eL�X eL� �

Dabei ist die Wirkung von U	�eL auf H� de�niert durch

U	�eLjH� � V ��U	�eLV �
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wenn V ein unit�arer Operator von H	 nach H� ist� der die lokale �Aquivalenz von � und
�� vermittelt� Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir V dabei so w�ahlen� da�
�jA�O��  ��jA�O�� f�ur einen gewissen Doppelkegel O ist �vgl� Satz 
�
� Dann rechnen wir

f�ur eL� eP nach�
��A�LO�  U	�eL��A�O�U	�eL��  U	�eL���A�O�U	�eL��  

 U	�eLU��L�� ���A�LO�U��LU	�eL��  XeL���� ���A�LO�XeL�� �
�����

F�ur ein A�A�O� � A�LO� bedeutet dies

��A  ���A  XeL�������AXeL�� �
was wegen der Haag	Dualit�at im Vakuumsektor nichts anderes hei�t� als

XeL������A�O � LO � �����

Da die Vakuumdarstellung treu und der Vakuumvektor zyklisch und separierend ist� gibt es
zu jedem XeL�� genau ein XeL���A�O � LO � so da�

���XeL��  XeL�� � ������

ist� Man sieht unmittelbar� da� XeL�� ein eP	�	Kozykel in U bez�uglich der Wirkung von
�eL � �L ist� der die Bedingungen von Satz ���� erf�ullt� Das hei�t

eP � eL ��� U
�eL � ���XeL����U��L � ������

induziert die Kovarianz von � � was man analog zum Beweis des obigen Satzes nachrechnet�

Wir sind jetzt sehr nahe daran� unter Benutzung des obigen Satzes beweisen zu k�onnen�
da� Produkte kovarianter Morphismen kovariant sind� Die dazu n�otige Familie von Intert	
winern von ���� nach �����L �nden wir� indem wir das ��Produkt bilden�

XL����XL���  ���L��LjXL������XL���j���� � ������

wobei ��L��L  �L���
��
L �L���

��
L  �L�����

��
L  �����L ist� Wenn man das graphisch

darstellt wird man auf eine neue Konvention gef�uhrt�

����� �� �
� �

�� �� �� ��

���L �� �L �
��
L �� �L ���L �� � �� �L

 

Dieser Intertwiner geht ja nach ���L �����L � d�h� die Automorphismen in der Mitte heben
sich weg� Dies m�ussen wir so darstellen k�onnen� da� die mittleren ���L � �L nicht mehr als
Endpunkte von Intertwinerlinien auftreten� was wir auf konsistente Weise erreichen k�onnen�
indem wir die

�
losen Enden� verkn�upfen �die Markierung mit dem identischen Morphismus

dient nur der Deutlichkeit� ist aber prinzipiell redundant�



�� II� LOKALE OBSERVABLEN UND STATISTIK

Lemma ���	 Seien �� � ���( � XL����� de�niert durch

XL����� �XL����XL��� � ������

erf�ullt 	����
�

Beweis� Das k�onnen wir nun graphisch zeigen� Zun�achst ist XL�L������  XL�L���� �
XL�L���� und das wird dargestellt durch

� �� �� �
� � � � � � 

���L��
��
L� �� �L��L� ���L��

��
L� �� �L��L� ���L� ���L� �� �� �L� �L�

�� ��
�� ��

wendet man die oben eingef�uhrte Konvention an� so erh�alt man das Diagramm auf der
rechten Seite und das ist nichts anderes als �L��XL������ �XL������ �

ImPrinzip war das eine Anwendung von ����� Diese Rechenregel kann man aber erst verwen	
den� wenn man die vier innenliegenden Automorphismen eliminiert hat� Die waagerechten
Identit�atslinien zwischen �� und �� sind o�enbar redundant&

Damit haben wir jetzt�

Lemma ���� �� � ���(  � �����( �

Beweis� Um Satz ���� auf ���� anwenden zu k�onnen� m�ussen wir nur noch zeigen� da�

XL�����  XL������XL��� �

stark stetig in L ist� Nun ist die Darstellung ����� lokal normal und jeder der zwei Faktoren
auf der rechten Seite der obigen Gleichung hat Norm �� Deshalb ist ihr Produkt stark stetig�

Explizit �nden wir�

Korollar ���� Durch

U
�
��L  ���XL���
��U
��L � ��� � � ���( � L�P � ������

ist die Darstellung der Poincar�egruppe im Sektor ������ gegeben�

Beweis�

XL�����  U��LU
�
��L
��  XL������XL���  U��LU
��L

�����XL��� �

woraus unmittelbar die behauptete Darstellung folgt�

Als interessante Anwendung zeigen wir noch
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Lemma ���� Ist ��(�O ein Automorphismus� so ist auch ����(�O und es gilt

U
���L  ����XL��U��L � �L�P � �����


Beweis� Zun�achst ist ��� nat�urlich genauso lokalisiert wie � � denn �A�A�O� � ����A  
������A  A � Weiter rechnet man�

U
���L�
���AU
���L

��  ����XL���L�����A����XL����  

 ����XL�����L�����AXL����  

 �����L����
��
L ��L��

���A  �����L�A �

wie behauptet�

Eine Warnung ist an dieser Stelle angebracht� Wir haben oben nirgends sauber zwischen
Observablen	 und nichtlokalem Anteil der Kovarianzoperatoren unterschieden� Das ist� wie
oben schon erw�ahnt� auch unwesentlich� solange die Vakuumdarstellung �� treu ist� Wenn
wir sp�ater in Kapitel IV auf eine nicht mehr treue Vakuumdarstellung tre�en� m�ussen wir
in alle Formeln f�ur Kovarianzoperatoren diese wieder explizit hineinschreiben� zum Beispiel
lautet ������ dann�

U
�
��L  ������XL���
��U
��L � ������

x�� Reduzible Morphismen

Setzen wir nun die Analyse der Statistik fort� Zuvor sei festgehalten� da� fast alle Aussagen
dieses Abschnitts auch in � � � Dimensionen gelten� was uns noch sehr n�utzlich sein wird�

Unser Ziel wird sein� reduzible kovariante Morphismen in endliche direkte Summen irre	
duzibler kovarianter Morphismen zerlegen� was� wie wir sehen werden nur m�oglich ist� wenn
keine irreduzible Komponente von � in�nite Statistik besitzt� Das ist eine Verallgemeinerung
des Begri�s �nite Statistik� von der wir zeigen k�onnen� da� sie �aquivalent ist zu folgender

De�nition ���� Ein Morphismus � � ( hei�t �nit� wenn eine Linksinverse 
 von �
existiert mit � 	� spec
��
 � d�h�� wenn 
��
 ein beschr�ankt invertierbarer Operator ist�
Eine Linksinverse� die diese Bedingung erf�ullt hei�t spezielle Linksinverse von �� Die
Menge der kovarianten �niten Morphismen wird mit (�n bezeichnet�

Scha�en wir es nun� jeden �niten Morphismus zu zerlegen� dann insbesondere auch kovarian�
te �nite Morphismen� und dann wissen wir mit Satz 
��� da� die irreduziblen Komponenten
wieder kovariant sind� Bei dieser Zerlgung wird nebenbei herauskommen� da� die Stati	
stik �niter reduzibler Morphismen eine Summe der am Ende von x� gefundenen Statistik
irreduzibler Morphismen mit �niter Statistik ist�

Das Werkzeug� da� die Zerlegung erm�oglicht� werden die Linksinverse des �niten Mor	
phismus� � und der statistische Operator 
��
 sein� Beginnen wir mit einem einfachen
Resultat �uber das Spektrum des statistischen Operators�

Satz ���� Sei 
 eine Linksinverse f�ur ��( und F eine Spektralprojektion des selbstadjun�
gierten Operators * � 
��
 zu ft� IR j jtj � �g mit � � �� Dann gibt es h�ochstens m ��
viele orthogonale Projektionen Ei���A� � i  �� � � � � m mit Ei � F �
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Beweis� Sei E � ��A� eine Projektion mit � � E � F und seien ��(�O � b��(� bO mitbO�nO und sei U � �b�j� unit�ar� Dann gilt insbesondere E � ��A�O��  A�O��  A�O und
somit b��E  E � Benutzten wir b� als Hilfsmorphismus f�ur die De�nition des statistischen
Operators so gilt mit ���� �
  U����U� Weiter gilt aufgrund der Intertwinereigenschaft
von U � U�� b��E  U��E  ��EU�� � Damit �ndet man

U��E  ��EU��  ��E�
��U
�� �

Nun kann man E  E� auch schreiben als E  �U��E��U��E und mit ���
 ergibt sich


�E � 
�U��E�
�U��E  U*E*U�� �

Nun gilt kU*E*U��k  k*E*k  k�E*�E*k  kE*k�  k*Ek� � und au�erdem gilt
nat�urlich k*Fk � � und weil EF  FE  E �E ist ja ein Unterprojektor von F  auch
k*Ek � � � d�h� k*k� � �� � Damit haben wir also letztendlich k
�Ek � �� � Nun folgt
aus E � ��A� � da� 
�E � A�  C� ist� Also gilt 
�E � ��  � � Sind nun E� � � � � � Em

wechselweise orthogonale Projektionen mit Ej � F und damit
mP
j	�

Ej � F � Dann gilt wegen

der Positivit�at und Linearit�at von 
 �

� � 
�F  � 


�� mX
j	�

Ej

�A  mX
j	�


�Ej � m��  � �

was nichts anderes bedeutet� als m � ��� �

Korollar ���� i
 F�ur � � ( besitzt 
��
 abz�ahlbar diskretes Spektrum dessen einziger
m�oglicher H�aufungspunkt � ist�

ii
 Ist � � ( sogar �nit� so ist spec
��
 gleich f	� � � � � � � 	mg � m � � � d�h� 
��
  
mP
j	�

	j  Fj � wobei Fj die Eigenprojektion zum Eigenwert 	j bezeichnet�

Beweis� i� Da 
��
���A� ist� ist auch f
��
g�� � ��A� � Das hei�t� jede Spektralprojektion
von 
��
 liegt in ��A� � Auf jede solche Spektralprojektion kann man den vorigen Satz
anwenden� woraus folgt� da� das Spektrum spec
��
 au�erhalb jedes Intervalls ���� �� eine
endliche� diskrete Menge sein mu�� ii folgt unmittelbar aus i�

Erinnern wir uns an Satz 
��� so erscheint es f�ur unser jetziges Vorhaben n�utzlich� Linksin	
verse f�ur direkte Summen � � 

L
j
�j und Unterdarstellungen �jE zu besitzen�

Lemma ���� Sei 
 eine Linksinverse f�ur ��( und seien S� T � ��j�� � Dann gilt�

i
 
�SAS�  
��A
�SS� � �A�A � wobei 
� eine Linksinverse f�ur �� ist�

ii
 
�S�
�T
�  T �
��
S �

iii
 Ist �� irreduzibel� dann gilt�


�E�
E  E
��
E  	
�
�EE �

wenn S�S  � � SS�  E ist�
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Beweis� Angenommen es w�are 
�SS�  � � Dann folgt aus der Positivit�at von 
 � da� auch

�SAS�  � gilt f�ur alle A�A � Sei also nun 
�SS� 	 � � Dann de�nieren wir 
� durch


��A �
�


�SS�

�SAS� � �A�A � �����

O�enbar ist 
� eine Linksinverse f�ur �� �beachte� da� 
�SS
�� ��j� ein Skalar ist und damit

ist i gezeigt� Mit Lemma ��� k�onnen wir folgende Rechnung ansetzen�

�S � I
� � ����� �� � �T
� � I
�  ����� � � �I
� �S � �T

� � I
�  

 ����� � � �T
� � I
� � �I
� �S  

 �I
� � T
� � ���� � � �I
� � S �

Wendet man 
 auf diese Gleichung an� so folgt ii� Mit i �ndet man weiter 
�S�
�S
�  


���
�
�E	
�
�E und mit ii folgt 	
�
�E  S�
����� �S � Und deshalb gilt schlie�lich�
wenn man nocheinmal ii benutzt�

	
�S
�ES
�  E
����� �E  
�E���� �E �

�beachte� da� E � ��j� selbstadjungiert ist� Man sieht� da� dies iii ist� denn 
�E ist ein
Skalar und kommutiert deshalb mit S�

Satz und De�nition ���� i
 Seien 
� � � � � � 
m Linksinverse f�ur �� � � � � � �m � respektive�

Sei weiter � � 
mL
j	�

�j � d�h� es gebe Isometrien Vj � ��j�j mit V �
j Vk  �j�k  � �

P
j
VjV

�
j  �

und ��A  
P
j
Vj�j�AV �

j � �A�A � Wir de�nieren eine konvexe Kombination


�A �
mX
j	�

cj
j�V
�
j AVj � �A�A � �����

mit cj � � �
P
j
cj  � � 
 ist eine Linksinverse f�ur � � Weiter gilt


��
  
mX
j	�

cjVj
j��
jV
�
j � �����

ii
 Sei 
 eine Linksinverse f�ur � �( und � 	 E � ��j� ein selbstadjungierter Projektor�
W�ahle �jE so� da� eine Isometrie V � ��j�jE existiert mit V �V  � � V V �  E � Dann
de�niert



jE�A � 
�E��
�V AV � � �����

eine Linksinverse von �jE und es gilt



jE ��
jE  
�E��V �
��
V � ����


Beweis� i� Die Hauptaussage ist klar� Nach Lemma ����ii gilt 
j�V �
j �
Vj  Vj
j��
j V

�
j �

woraus die Gleichung f�ur 
��
 folgt� ii� Die De�nition der Linksinversen ist nat�urlich nach
Lemma ����i und die Gleichung f�ur 

jE ��
jE folgt aus ii des Lemmas�

Als Finger�ubung zeigen wir� da� die Eigenschaft eines Morphismus �nit zu sein� sich auf
seinen ganzen Sektor erstreckt�
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Bemerkung ���	 Ist ��( �nit� so auch jedes b�� ��� �
Beweis� Sei 
 eine spezielle Linksinverse von � und sei V � ��jb� unit�ar� Setzt man S � V in
Lemma ����i� so bekommt man eine Linksinverse 
� von �� mit 
���
�  V �
��
V nach
Satz ���
ii� Das bedeutet� 
���
�

��  V �
��
��V ist beschr�ankt invertierbar�

Damit haben wir alles� um die Maschinerie zum laufen zu bringen�

Satz ���� Ist � ein �niter Morphismus� so ist � eine endliche direkte Summe irreduzibler
Morphismen mit �niter Statistik�

Beweis� Betrachten wir wieder die Zerlegung von 
��
 in
mP
j	�

	j  Fj aus Korollar ����ii�

Durch die Fj wird dann auch eine Zerlegung � � 
L
j
�j gegeben� Wendet man Lemma ����

an� so stellt sich heraus� da� jedes �j in eine endliche direkte Summe von irreduziblen
Morphismen zerlegt werden kann� �j � 

L
k
�j�k � Diese Zerlegung korrespondiert zu der Zer	

legung von Fj in wechselseitig orthogonale Projektoren aus Lemma ����� Fj  
P
k
Ej�k � Die

Ej�k bilden also ein Orthogonalsystem von minimalen Projektoren in ��j� � Ej�k � Fj �
Das bedeutet� da� die �j�k irreduzibel sind� Bleibt zu zeigen� da� die �j�k �nite Stati	
stik besitzen� Zun�achst haben wir 
�Ej�k � � � wenn 
 eine spezielle Linksinverse f�ur �
ist� Weiter w�ahlen wir Vj�k � ��j�j�k mit V �

j�kVj�k  � � Vj�kV
�
j�k  Ej�k � Setzt man dann

V � Vj�k � E � Ej�k in Satz ���
ii� so erh�alt man Linksinverse 
j�k f�ur �j�k � Da �j�k irredu	
zibel ist� gilt 
j�k��
j�k  	
j�k  � � Wir zeigen� da� 	
j�k 	 � gilt� Denn nach Lemma ����iii
gilt� wenn wir dort S � Vj�k � E � Ej�k setzen�

Ej�k
��
Ej�k  	
j�k
�Ej�kEj�k �

aber nach i desselben Lemmas ist 
��
Fj  	
jFj und Ej�kFj  FjEj�k  Ej�k � da Ej�k �
Fj � Deshalb ist Ej�k
��
Ej�k  	
jEj�k und daraus folgt 	
j  �  	
j�k
�Ej�k � d�h� 	
j�k 	 �
und damit ist �j�k �nit�

Nun f�ullen wir noch die L�ucke� die im Beweis von Satz 
�� geblieben war� als es darum ging�
die Kovarianz von Unterdarstellungen und direkten Summen zu zeigen�

Bemerkung ���� Sind �� �� �( �nit� so ist der Intertwinerraum ���j� endlichdimensio�
nal�

Beweis� Klar nach Satz ���� und Bem� ���ii�

Satz ���� Ist ��( �nit� so gilt

i
 Es gibt nur eine stark stetige� unit�are Darstellung U
 der Poincar�egruppe � die die Kova�
rianzbedingung 	���
 erf�ullt�

ii
 U
�L���A�� � �L�P �

iii
 Sind �� � ���( �nit und R  ���jRj�� � dann gilt auch RU
��L  U
��LR � �L�P �



x�� REDUZIBLE MORPHISMEN 
�

Beweis� ii folgt unmittelbar aus iii� wenn man ��  ��  � setzt� i folgt ebenfalls aus iii�
denn f�ur zwei Darstellungen U
� � � U
� � der Poincar�egruppe � die die Kovarianzbedingung
erf�ullen� kann man R  I
 w�ahlen� Zu iii� Seien � � ���(� R� ���j� � Dann de�nieren wir
durch

R ��� RL � U
��LRU
�L
��� ���j� �

eine stark stetige� unit�are Darstellung auf ���j� � Um das zu zeigen� m�ussen wir ���j� mit
einem geeigneten Skalarprodukt versehen� Betrachten wir dazu zun�achst Wirkung von P auf
der C"	Algebra ��j�  ��A� � Diese Algebra ist nach Satz ���� eine endliche direkte Summe
von Matrizenalgebren �die von den minimalen Projektoren in ��A� erzeugte Algebra� Da
das Zentrum von ��j� diskret ist� mu� es aus Stetigkeitsgr�unden punktweise invariant unter
der oben de�nierten Wirkung von P sein� Also wirkt P durch Automorphismen auf jeder
einzelnen der Matrizenalgebren� Sei � ein Zustand der proportional zum Spurzustand auf
jeder der Matrizenalgebren ist� dann ist � ein treuer Zustand auf ��j� und invariant unter
der Wirkung von P � Dann de�nieren wir das P	invariante Skalarprodukt auf ���j� durch

hRjR�i � ��R�R� �

Dieser Intertwinerraum ist nun aber endlichdimensional nach obiger Bemerkung� Da keine
nichttriviale unit�are� stark stetige� endlichdimensionale Darstellung von P existiert� mu� die
obige trivial sein und das nutzen wir� um die Behauptung zu zeigen� Es gilt dann n�amlich

R  RL  U
��LRU
�L
��  � U
�LR  RU
��L �

wie erw�unscht�

Wir wissen nun also� da� die Menge der kovarianten Morphismen abgeschlossenen Mor	
phismen abgeschlossen ist unter direkten Summen� Produkten und Unterdarstellungen �vgl�
Satz 
���

Wir k�onnen jetzt mit Satz ���� alles auf kovariante Morphismen anwenden�

Korollar ����� i
 Jeder �nite Morphismus ��( ist in eine endlichen direkte Summe von
Morphismen �i�(irr mit �niter Statistik zerlegbar�

� � 
mM
i	�

�i � �����

ii
 Das Produkt von ���� mit �niten �� � �� � ( ist in eine endliche direkte Summe von
kovarianten irreduziblen Morphismen mit �niter Statistik zerlegbar�

���� � 
mM
i	�

�i � �����

Beweis� i folgt aus Satz ���� und der Tatsache� da� Unterdarstellungen kovarianter Mor	
phismen wieder kovariant sind� d�h� aus Satz 
��� ii folgt aus i und Lemma �����

Lemma ����� Sei � � 
mL
j	�

�j eine endliche direkte Summe kovarianter �niter Morphismen

�j �( � j  �� � � � � m� Dann ist auch ��( �nit�
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Beweis� � � ( folgt aus Satz 
��� Seien 
j Linksinverse f�ur �j und Vj wie in Satz ���
i�
W�ahle wie dort eine Linksiverse 
 f�ur � aber mit cj � � � j  �� � � � � m � Dann ist 
��
��  
mP
j	�

c��j Vj
j��
j
��V �

j � denn man rechnet nach�

�
mP
j	�

c��j Vj
j��
j
��V �

j

�
 
��
  

mP
j� k	�

c��j ckVj
j��
j
��V �

j Vk
��
kV
�
k  

 
mP
j	�

Vj
j��
j
��
j��
jV

�
j  

mP
j	�

VjV
�
j  � �

Dies ist ein beschr�ankter Operator und daher ist � �nit�

Korollar ����� Genau dann ist ��(�n � wenn � eine endliche direkte Summe von Mor�
phismen mit �niter Statistik aus (irr ist�

Beweis� Das folgt aus Korollar ����� und Lemma ������

Wir f�uhren nun ein wertvolles Hilfsmittel f�ur die Behandlung �niter reduzibler Morphismen
ein�

De�nition ����� Eine Linksinverse 
 von ��(�n hei�t standard� wenn


��

�
��
  
��

��


��Cnf�g  � � �����

d�h� ein Skalar ist�

Das scheint zun�achst eine strenge Bedingung an einen Operator� von dem wir a priori noch
nicht viel wissen� doch l�a�t sie sich immer erf�ullen�

Bemerkung ����� Jedes ��(�n besitzt eine Standard�Linksinverse 
 �

Beweis� Wir wissen nun� da� � eine endliche direkte Summe von Morphismen �j �(irr mit
�niter Statistik ist und da� eine Linksinverse von � wie in Satz ���
i de�niert werden kann�
Mit der dortigen Formel rechnen wir f�ur 
��
�
��
 aus�


��
�
��
  
P

j� k c
�
jckVj
j��
j

�V �
j Vk
��
kVk  

 
P

j jcjj
�	�
jVjV

�
j  

P
j jcjj

�	�
j  � �

W�ahlt man z�B� alle cj 	 � so ist auch 
��
� 	 � �

Korollar ����� Ist 
 eine Standard�Linksinverse von ��(�n � so gilt

k
�A�Ak � k
��

�k kA�Ak � �����

d�h� 
 ist treu�
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Beweis� Es reicht� ����� f�ur A�A�O zu pr�ufen� Sei U  ���jU j� ein unit�arer Intertwiner
und das Lokalisierungsgebiet von �� liege raumartig zu � und O� Dann gilt ��B  U��BU
und �
  U����U � Dann wird mit ���
�


�A�A � 
�U��A�
�U��A  
���AU���
���AU��  
�UA�A
�U��  

 U
���
A
�A
��
U�� �

woraus die Behauptung folgt� denn k
��
k��
��
 ist unit�ar�

Korollar ����	 Ist � � (�n und E � ��j� ein selbstadjungierter Projektor� dann ist der
zugeh�orige Morphismus �jE ebenfalls in (�n �

Beweis� die Kovarianz folgt aus Satz 
��� Die Zerlegung � � �jE � �j��E kann zu einerZer	
legung in irreduzible Komponenten verfeinert werden� Wenn gezeigt ist� da� diese Kompo	
nenten �nite Statistik besitzen� dann folgt aus Korollar ������ da� auch �jE �nit ist� Das
ist aber klar� denn die Zerlegung von � in irreduzible Komponenten ist eindeutig bis auf
Umordnung und unit�ar�aquivalenz� d�h� man �ndet im wesentlichen immer die Zerlegung aus
Satz ���� und deren Komponenten sind �nit�

Was f�ur Summen und Unterdarstellungen recht ist� sollte nach Korollar �����ii f�ur Pro	
dukte nur billig sein� Konstruieren wir also Linksinverse f�ur Produkte kovarianter �niter
Morphismen�

Lemma ����� Seien �� � ���(�n und 
� � 
� spezielle Linksinverse f�ur diese Morphismen�
Dann ist 
� � 
� eine Linksinverse f�ur �����( und es gilt�

�
� � 
���
�
�  
���
�� 
���
� � ������

d�h� 
�
���
�
�  
���
����
���
� �

Die obige Formel f�ur die Komposition der verallgemeinerten statistischen Parameter kann�
wie wir im Beweis gleich sehen werden� nicht in � � � Dimensionen gelten� Aufgrund der
komplizierteren Struktur der Zopfgruppe werden wir dort ein etwas anderes Ergebnis �nden�
was aber nichts daran �andern wird� da� ���� auch dort �nit sein wird�

Beweis� ���� � ( gilt nach Lemma ����� Seien �i �(�Oi � i  �� � � ���� �(�O
�Wir erinnern uns� da� O der kleinste Doppelkegel ist� der O� 
 O� enth�alt� Nun k�onnen
wir unit�are Intertwiner �b��jU�j�� � �b��jU�j�� � mit b�� � (� bO� � b�� � (� bO� w�ahlen� so
da� bO��n bO� � bO��nO � bO��nO und wenn bO das Lokalisierungsgebiet von b�� b�� bezeichnetbO�nO gilt� Dann sind nach De�nition ���� �
�  U��

� ���U� � �
�  U��
� ���U� und �
�
�  

���U���U
��
� �����U����U� �

�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�

�
�

�
�
��

�
�

�
�
�

�
�
��
�
�
���

�
��

�
�
�
�
�
�
�

O� O�

O

�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
�
�
�
�
��

�
�
��
�

�
��

�
�
�
�
�
�
�
�

bO�
bO�

bO




� II� LOKALE OBSERVABLEN UND STATISTIK

In mehr als � � � Dimensionen k�onnen wir die Lokalisierungsgebiete sogar so w�ahlen� da�b���U�  U� und b���U�  U� gilt� Weiter rechnen wir aus�

U����
���
�  U����
��U
��
� ���U�  b���
��U��

� U�U�  
��U
��
� U�U�  
���
�U� �

wobei wir im vorletzten Schritt Bem����ii benutzt haben� Setzt man also *� � 
���
� �
*� � 
���
� � so gilt *�U�  U����*� und genausoleicht rechnet man *�U�  U����*�
aus� Damit wird


�
���
�
�  
�
�����U���U
��
� �����U����U�  
��U

��
� 
��U

��
� U����U�  

 
��U
��
� 
��U

��
� ���U�U

��
� U����U�  
��U

��
� *�U

��
� U����U�  

 
�����*�U
��
� U��

� U����U�  *�
��U
��
� U��

� U����U�  

 *�
��U
��
� U��

� U�U�  *�
��U
��
� b���U��

� U�  *�
�����U
��
� U

��
� U�  

 *�U
��
� 
��U

��
� U�  *�U

��
� *�U�  *����*� �

und das ist die behauptete Gleichung�

Mit Hilfe der Standard	Linksinversen k�onnen wir nun den Begri� der statistischen Dimension
eines Sektors verallgemeinern�

De�nition ����� Sei 
 eine Standard�Linksinverse von ��(�n � Dann hei�t

d
 � k
��
k
�� � ������

statistische Dimension des Sektors ��� �

Nun m�ussen wir nat�urlich zeigen� da� diese De�niton �uberhaupt wohl ist� Dabei werden wir
zugleich ein tieferes Verst�andnis der Struktur �niter reduzibler Morphismen gewinnen�

Bemerkung ����� i
 Sei ��(�n und E���A� ein selbstadjungierter Projektor� Dann gilt


�E � d��
  � � ������

ii
 � ist eine direkte Summe von h�ochstens d�
 irreduziblen Morphismen mit �niter Statistik�

Beweis� i� Nach De�nition ist d�
 eine obere Schranke aller Eigenwerte von 
��
 � Die
Aussage folgt dann f�ur jeden beliebigen Projektor aus Satz �����

Bemerkung ����� F�ur �i�(�n � i  �� � � � � n gilt

d
� � � � 
n  d
�  � � �  d
n � ������

Beweis� Klar nach Lemma ����� un den De�nitonen�

Wir wissen schon� da� die durch ����� de�nierte Linksinverse einer direkten Summenach
Bem������ standard gew�ahlt werden kann� Dasselbe wollen wir nun f�ur die Linksinverse von
Unterdarstellungen aus ����� zeigen�
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Lemma ����� Sei � �(�n und E  V V � � ��j� ein selbstadjungierter Projektor und 

eine Standard�Linksinverse von � �

i
 
��
 liegt im Zentrum von ��A� � 
��
���A� � ��A��  Z���A� �

ii
 Die durch 	����
 de�nierte Linksinverse 

jE von �jE ist standard�

Beweis� Da f�ur ��(irr die Gr�o�e 
���  	� eine Invariante des Sektors � ist �nach Korol	
lar ��
� m�ussen zu verschiedenen Eigenwerten von 
��
 in�aquivalente Darstellungen von
A geh�oren� Das hei�t� jede Ausreduktion von 
��
 ist zugleich Ausreduktion der Darstel	
lung �� � � � Also gilt i� F�ur die Linksinverse ����� der Unterdarstellung �jE rechenen wir
nach�



jE ��
jE

jE ��
jE 
� V �
��
V V �
��
�V  V �
��
E
��
�V  

 V �
��

��
�V  
��

��
��C� �

mit ����
� wobei wir im vorletzten Schritt i verwendet haben�

Satz ����� Sei ��(�n und E  V V �� ��j� ein selbstadjungierter Projektor� Dann gilt


�E  
d
jE
d


 � � ������

f�ur eine beliebige Standard�Linksinverse 
 von � �

Beweis� Wir beweisen die Aussage zun�achst f�ur Projektoren auf irreduzible Komponenten�
Sei Ei  ViV

�
i ein solcher Projektor auf die Komponente �i�(�n �(irr der Zerlegung aus

Korollar �����i� Dann sei wie in ����� die nach Thm����i eindeutig bestimmte Linksinverse


i von �i de�niert �diese ist trivialerweise standard� F�ur einen geeigneten Eigenwert �
i
von 
��
k
��
k�� gilt dann 
��
Ei  �
i�d
  Ei und damit

	
i  �  
�
i
d
i

 �  

i��
i  
�Ei
��V �

i 
��
Vi  
�Ei
��V �

i 
��
EiVi  
�Ei
���
i

d

�

mit ����
� Daraus folgt


�Ei  
d
i
d

 � � �����


also ������ f�ur solche Projektoren� Nun ist aber jeder Projektor in ��A� eine Summe ir	
reduzibler Projektoren und sowohl 
�� wie d sind nach De�nition additiv und daher gilt
������ allgemein� weil zudem nach dem vorhergegangenen Lemma die Linksinverse �����
jeder Unterdarstellung standard ist�

Korollar ����� Seien alle Voraussetzungen wie im obigen Satz� Dann gilt

i
 
�E ist invariant unter unit�aren Transformationen�


�E  
�UEU�� � �U���A� � ������

ii
 
�� de�niert einen treuen Spurzustand auf ��A� �

iii
 Sei � � 
L
i
�i die Zerlegung von ��(�n in irreduzible Komponenten� Dann gilt

d
  
X
i

d
i � ������
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iv
 d
 ist eine Invariante des Sektors ��� �

v
 Sind �� � � � � � �n �(�n und ist �� � � � �n � 
L
j
�j die Zerlegung des Produkts �� � � � �n in

irreduzible Komponenten� Dann gilt folgende Summenregel�

nY
i	�

d
i  
X
j

d
j � ������

Beweis� Es reicht o�enbar� i f�ur einen Projektor Ei auf eine irreduzible Komponente zu
zeigen� und f�ur den ist die Invarianz klar wegen ������� Das reicht schon aus� um zu zeigen�
da� 
 durch lineare Fortsetzung einen Spurzustand auf ��A� de�niert� Treue folgt ebenso
aus ������� denn 
�Ei  � gilt sicher nur� wenn d
i  � ist� was f�ur Ei 	 � und ��(�n

unm�oglich ist� iii� Summiert man ������ �uber alle Komponenten der Zerlegung von � in
irreduzible Komponenten auf� so erh�alt man


��  �  

X
i

d
i

d

�

woraus die behauptete Gleichung folgt� iv folgt dann unmittelbar� denn die statistischen
Parameter 	
i der �i �(irr 
(�n sind nach Korollar ��
 eindeutig durch die Sektoren ��i�
bestimmt� v ist klar�

Die Klimax unserer �Uberlegungen zu reduziblen Morphismen ist der folgende Satz�

Satz und De�nition ����� Bezeichne (�n die Menge aller kovarianten �niten Morphis�
men� (� sei de�niert durch (� � (�n �(irr � (�n ist abgeschlossen bez�uglich direkter Sum�
men� Unterdarstellungen und Produkten�

Beweis� Nur zu Produkten sind noch einige Worte zu verlieren� Nach der Formel aus Lemma
����� ist 
��
� o�enbar eine spezielle Linksinverse f�ur ���� � wenn diese �nit sind� und damit
ist auch das Produkt �nit�

Es sei daran erinnert� da� � bis auf die Formel f�ur das Produkt verallgemeinerter statisti	
scher Parameter in Lemma ����� � alles� was wir in diesem Abschnitt hergeleitet haben
auch in ��� Dimensionen gilt� wie wir in x�� zeigen werden �f�ur die eine Ausnahme werden
wir dort ebenfalls Ersatz �nden� Deshalb werden die Mengen (�n und (� dort unser Ar	
beitsmaterial bilden �genauer gesagt die kleinste Untermenge von (�n � die (� enth�alt und
abgeschlossen ist bez�uglich Produktbildung und Unterdarstellungen�

x�� Das Feldb
undel

Auf dem Weg von der Beschreibung der superselection�Struktur der Observablenalgebra
durch lokalisierte Morphismen zur Feldalgebra ist das sogenannte Feldb�undel eine einfache
Zwischenstufe� Von ihr zur Feldalgebra zu gelangen ist allerdings wie wir sahen ein nichttri	
viales Problem� Das Feldb�undel hat aber schon viele formale Eigenschaften einer Feldalgebra
und erweist sich als n�utzliches Konstrukt wenn einem nicht a priori eine Algebra von Feldern
mit gegebenen Vertauschungsrelationen bei raumartigen Abst�anden bekannt ist�
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�

Mittels lokalisierter Morphismen betrachten wir verschiedene Darstellungen von A auf
H� � Das eigentliche Objekt mit physikalischer Bedeutung � n�amlich ein Zustand auf A ist
also nur durch einen Vektor ) � H� de�niert� wenn man auch die zugeh�orige Darstellung
spezi�ziert� in der die Observablen auf ihn wirken�

De�nition ���� Ein Paar � � f��)g aus einem kovarianten lokalisierten Morphismus
� und einem ) � H� hei�t �verallgemeinerter Zustandsvektor� Das von den f��)g
gebildete triviale Vektorb�undel hei�t Zustands�vektorb
undel� bezeichnet durchH � Seine
Fasern werden mit H
 bezeichnet�

Die De�nition von
�
Feldern� und ihrer Wirkung auf Zustandsvektoren ist nat�urlich�

De�nition ���� Sei B � f��Bg ein Paar aus einem � �( und einer Observable B � A �
B wirke auf Zustandsvektoren �  f���)g durch

B�� � f���� ���B)g � �����

Die Menge aller so auf dem Zustandsb�undel wirkender Operatoren wird mit B bezeichnet�
Das durch B gebildete triviale Vektorb�undel mit typischer Faser A hei�t Feldb
undel� Seine
Fasern werden durch B
 bezeichnet�

Observablen werden o�enbar dargestellt durch f�� Ag mit A�A�

Ebensoleicht f�uhrt man auf jeder Faser von H ein Skalarprodukt und �uber jeder Faser
von B eine Norm ein�

De�nition ���� i
 Seien �  f��$g � �  f��)g�H � Dann de�niert

���� � h$j)i � �����

ein Skalarprodukt in der Faser �uber � vonH � wobei h � j � i das Skalarpodukt in H� bezeichnet�

ii
 F�ur B  f��Bg de�niert

jjBjj � jjBjj � �����

eine Norm in der Faser �uber � von B �

Der Grundgedanke bei diesen Setzungen ist� da� die Fasern �uber � vonH und B die Physik
im superselection	Sektor ��� beschreiben� Da� das so ist� zeigt

Bemerkung ���� Sei F�B
 � ��B
�
 � ��B
� � Dann gilt

��� F��  h$j���F )i � �����

Beweis� ��� F��  �f����$g� f�� Fg�f���)g  �f����$g� f���� ���F )g  h$j���F )i �

M�a�W� die Erwartungswerte von Feldern in der Faser �uber �� des Zustandsb�undels sind
gleich den Ewartungswerten von Feldern im Sektor ���� �

Aus ����� ergibt sich sofort die assoziative Verkn�upfung f�ur die Elemente von B �
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Bemerkung ���� Seien Bi  f�i� Big�B � i  �� � � Dann ist die Setzung

B�B� � f����� ���B�B�g � ����


konsistent mit 	����
�

Beweis� Eine einfache Rechnung�

Die durch Feld� und Zustandsb�undel gegebene Beschreibung der superselection	Struktur der
Theorie ist stark redundant� Ist U �A unit�ar so besitzen f��)g und f�U � �� U)g dieselbe
physikalische Bedeutung � sie liegen in ein� und demselben Sektor� Ebenso m�ussen f��Bg
und f�U � �� UBg physikalisch identi�ziert werden� Dies f�uhrt zu einem neuen Verst�andnis
der Funktion von Intertwinern� Sie beschreiben nun gerade diese Redundanz�

De�nition ���	 Seien T  ���jT j�� � �  f���)g und B  f��� Bg � Die Wirkung von
T in der Faser �uber �� des Zustands� sowie des Feldb�undels ist de�niert durch

T �� � f��� T)g � �����i

T � B � f��� TBg � �����ii

Bemerkung ���� Die oben de�nierte Norm auf H ist submultiplikativ� das hei�t� es gilt

kB�B�k � kB�k kB�k �

f�ur alle B� � B��B �

Beweis� Dies folgt aus Bem�
�� und der Submultiplikativit�at der Norm auf H� �

Ist T unit�ar� so �andert eine Anwendung von T  ���jT j� auf ein ��H
 oder B nichts
an deren physikalischer Bedeutung� denn dann ist f�ur alle Observablen f�� Ag �

�f��� T$g�A�f��� T)g  hT$j���AT)i  h$jT
�T��A)i  h$j��A)i �

Wir k�onnen jetzt auch eine Darstellung der Poincar�egruppe auf Zustands	 und Feldb�un	
del einf�uhren�

Satz und De�nition ���� i
 Durch

P � L ��� U�L � U�L�f��)g � f�� U
�L)g � �����

wird eine stark stetige� unit�are Darstellung der Poincar�egruppe P auf jeder Faser des Zu�
standsvektorb�undels de�niert�

ii
 Ebenso wird durch

P � L ��� �L � �L�f��Bg � f��XL��
���L�Bg  f�� U
�LBU��L

��g � �����

eine stark stetige� unit�are Darstellung von P auf jeder Faser von B de�niert� 	Diese Dar�
stellung kann als Erweiterung der Darstellung �L auf A angesehen werden und wird daher
mit dem gleichen Symbol bezeichnet
�
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Beweis� i ist o�ensichtlich� ii wird im ersten Teil folgender Bemerkung gezeigt�

Bemerkung ���� Es gilt mit B  f��Bg � Bi  f�i� Big � i  �� � �

�L�L� �B  �L����L��B � �����i

�L��B�B�  ��L�B���L�B� � �����ii

f�ur alle L � L� � L� � P �

Beweis� �����i rechnet man mit ����� direkt nach�

�L�L� �B  f��XL���
���L��XL���

���L��Bg  �L����L��B �

Schreibt man �����ii aus� so erh�alt man zun�achst

�L��B�B�  f�����XL��������L����B��L�B�g  

 f����� ���XL�����XL��
���L����B��L�B�g �

mit ������� Nun gilt XL������L���B�  XL������L���
��
L ��L�B�  ���L�B�XL�����

�mit anderen Worten XL���� ��L��j���L � und damit folgt die Behauptung�

W�ahrend die erste De�nition nat�urlich erscheint� bedarf die zweite einer Motivation� Zu	
n�achst k�onnte man ja P einfach durch �L�f��Bg  f�L� �L�Bg auf B wirken lassen� also die
Lokalisierung von � und B

�
parallel� verschieben� Das m�ochte man aber nicht� denn dann

w�urde man die Faser � verlassen und h�atte also gar keine Darstellung von P � Deshalb geht
man von f�L� �L�Bg mit dem Intertwiner ��jX��

L j�L zur�uck in die Faser � und kommt so
auf ������ Au�erdem sind diese De�nitionen konsistent mit der Kovarianzbedingung �
���
wie folgende Bemerkung zeigt�

Bemerkung ����� Seien B  f��Bg � �  f���)g�� Dann gilt�

U�L�B��  �L��B�U�L�� � ������

f�ur alle L�P �

Beweis� Eine direkte Rechnung gibt�

U�L�B�� U�L�f���� ���B)g  f���� U
�
�L���B)g  
 f���� ���XL����U
��L���B)g  f���� ���XL�����L�BU
��L)g  

 �L��B�U�L�� �

wobei wir im dritten Schritt ������ und im n�achsten die Kovarianz von �� benutzt haben�

Wir sehen also� da� die obigen De�nitionen eine Verallgemeinerung des Kovarianzbegri�s�
wie er durch �
�� gegben ist von Morphismen auf Felder bietet�

Um mit dem Formalismus vertraut zu werden� sei weiteren �Uberlegungen eine Aussage
vorangestellt� die nur in diesem Kontext Sinn macht�
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Bemerkung ����� Intertwiner kommutieren mit Observablen� Damit ist f�ur T  ��jT j� �
A  f��Ag und �  f��)g � gemeint� da�

T � A��  A��T �� � ������

gilt�

Beweis� Schreibt man beide Seiten unter Zuhilfenahme der obigen De�nitionen aus� so erh�alt
man f�� T��A)g  f�� ��AT)g � Das ist nichts anderes als T��A  ��AT � also gerade
die Bedingung� da� T ein Intertwiner von � nach � ist�

Nun zur lokalen Struktur des Feldb�undels�

De�nition ����� B  f��Bg � B hei�t lokalisiert in O wenn B mit allen Observablen
f��Ag � A�A�O� � kommutiert� Die Menge der in O lokalisierten Elemente des Feldb�undels
wird mit B�O bezeichnet�

Satz ����� Genau dann ist B  f��Bg�B in O lokalisiert� wenn ein unit�arer Intertwiner
U  �b�jU j� existiert� so da� b��(�O und UB�A�O sind�

Beweis�
�
 �� Sei A  f�� Ag � A�A�O� � Wenn ein unit�arer Intertwiner U  �b�jU j� exi	

stiert� so da� b��(�O � dann ist nach Voraussetzung f��Bg  f�� U��Cg � mit geeignetem
C�A�O � BA  AB ist nun �aquivalent mit BA  ��AB � oder U��CA  ��AU��C � Nun
ist U��� ��jb� � also ��AU��C  U�� b��AC  U��AC � da b��(�O � A�A�O� � Nun gilt
aber CA  AC trivialerweise�

�
� � Diese Richtung ist nicht ganz so trivial� Sei also B  f��Bg�B�O � A  f�� Ag � A�
A�O� � Die Voraussetzung� da� A und B kommutieren ist dann nach ����� �aquivalent mit

BA  ��AB � ������

Sei nun U  �b�jU j� ein unit�arer Intertwiner und b� lokalisiert in O �existiert wegen Trans	
portabilit�at� Dann wird insbesondere U�� b��AU  U��AU  ��A � F�ugt manB von rechts
an� so ergibt sich mit ������ U��AUB  ��AB  BA � d�h� AUB  UBA � Da dies f�ur
alle A � A�O� gilt folgt UB � A�O��  A�O � letzteres mit der Haag	Dualit�at� Damit ist
der Beweis vollst�andig�

Diese �Aquivalenz benutzend� zeigt man nun leicht

Satz ����� �L�B�O  B�LO �

Beweis� Sei A  f�� Ag eine Observable mit A�A�LO� und o�B�d�A� B  f�� U��Cg � mit
C � A�O � U � �b�j� � b� �(�O � Wir haben nur zu zeigen� da� ��L�BA  A��L�B gilt�
Dies ist �aquivalent zu

XL��
���L�U

��CA  ��AXL��
���L�U

��C �

Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich XL�����L�A�L�U��C und damit wird die
Bedingung zu

�L�U
��C���L �A  �L����

��
L �AU

��C �
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Nun ist ���L �A�A�O
� � und deshalb haben wir dieselbe Situation erreicht� wie im ersten Teil

des Beweises von Satz ������ Die Umkehrung ist klar wegen der Unitarit�at der Darstellung
�L �

Einige n�utzliche Rechenregeln erleuchten den Zusammenhang zwischen den Operationen
des Feld	 und Zustandsb�undels und den Verkn�upfungen der Intertwiner�

Satz ����� Die folgenden Gleichungen gelten� wann immer die linke Seite de�niert ist�

�T � � T � � B  T � � �T � � B � ������

�T � � B��T � � B�  �T � � T � � �B�B� � ������

B�T ��  �T � I
�B�� � wobei B�B
 � �����


T � B��  �I
 � T �B�� � wobei ��B
 � ������

Beweis� ������ ist klar�

������� Seien T i  ���ijTij�i � Bi  f�i� Big � i  �� � � Dann wird die linke Seite zu

f���� T�B�gf��� T�B�g  f�
�
��
�
�� �

�
��T�B�T�B�g �

und die rechte zu

f����
�
�jT����T�j���� � f����� ���B�B�g f�

�
��
�
�� T����T����B�B�g f�

�
��
�
�� �

�
��T�B�T�B�g�

�����
� Seien T  ���jT j� � B  f��Bg � �  f��)g � Dann wird die linke Seite zu

f��Bg���jT j��f��)g  f��Bgf� �� T)g  f���� ���BT)g �

und die rechte zu ����jT���j���f��� ��B)g  f���� T��B)g  f���� ���BT)g �

������� Sei �  f��)g � B  f��Bg T  ���jT j� � Dann wird die linke Seite zu

����jT j� � f��Bg �f��)g  f��� TBg�f��)g  f�� �� ��TB)g �

und die rechte zu ����j���T j���f��� ��B)g  f���� ��TB)g �

Da� die
�
Felder� von B tats�achlich etwas mit richtigen Feldoperatoren zu tun haben� zeigt

sich an ihren Vertauschungseigenschaften�

Satz ����	 Seien Bi  f�i� Big�B�Oi � i  �� � und O��nO� � Dann gilt

B�B�  ���� � �� � �B�B� � ������

Beweis� Nach Voraussetzung existieren B�i  f��i� B
�
ig  U i � Bi � so da� ��i und B�

i in Oi

lokalisiert sind und die U i  ���ijUij�i unit�are Intertwiner sind� Dann gilt mit ������

BiBj  �U
�
i � B

�
i�U

�
j � B

�
j  �U

�
j �U

�
i  � B

�
iB
�
j � i 	 j �

Nun gilt unter den gegebenen Lokalisationsbedingungen B�iB
�
j  B�jB

�
i � nach ����
 und

�U �
��U

�
� � �U��U �  �� ��� � �� nach Theorem ���� Setzt man �� ��� � �� in ������ ein

und wendet ������ an� folgt die Behauptung�

Wir werden dieses Ergebnis sp�ater auf � � � Dimensionen verallgemeinern k�onnen� Dort
h�angt die Vertauschungsrelation von der genauen Anordnung der O� O� ab�
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x�� Das Energiespektrum kovarianter Darstellungen

Als wesentliche Anwendung der Methoden des Feldb�undels untersuchen wir das Energie	
spektrum kovarianter Morphismen� d�h� ihrer Darstellungen� Insbesondere wollen wir das
Spektrum des Produkts ���� mit den Spektren der Faktoren vergleichen�

Die technischen Beweise dieser Resultate �nden sich in �DHR���� hier seien nur die
wesentlichen Ergebnisse zitiert�

De�nition ���� F�ur � �( bezeichnen wir mit S�� da� Energiespektrum von � � d�h�
da� gemeinsame Spektrum im IR� der Operatoren �P�� � � � � � P� � die Translationen im Sek�
tor ��� durch U
�x  e

iP �x erzeugen�

Lemma ���� Sei B�  f��B�g und sei f eine absolut integrable Funktion auf der Raumzeit
M� deren Fouriertransformierte

ef  Z
M
f�xeiq�x d�x �

Tr�ager in einem o�enen Gebiet N des Impulsraums hat� Sei weiter

B �
Z
M
�x�B

� f�x d�x �

Hat �  f���)g Impulstr�ager in einer o�enen Menge N�
��� dann hat B�� Impulstr�ager in

N �N� � Ist weiterhin N � S�� nichtleer� dann existiert ein B�  f��B �g � so da� B�� 	 �
mit �  f��#g �

Damit kann man nun das Additivit�atstheorem der Spektren beweisen�

Theorem ���� Seien �� � ���(� � dann gilt

S��� � S��� � S����� � �����

Ist weiterhin � der zu einer Unterdarstellung von ���� geh�orige Morphismus� dann gilt sogar

S��� � S��� � S�� � �����

Korollar ���� Ist � � (� � dann gilt S�� � V� � Und dies gilt auch f�ur Produkte von
Morphismen aus (� und ihre Unterdarstellungen�

x�� Ladungskonjugation II

Wir werden jetzt auf trickreiche Weise zeigen� da� zu einer Linksinverse 
 f�ur � immer ein
Morphismus � geh�ort� den man als zu � konjugiert bezeichnet� Diese Begri�sbildung h�angt
eng mit der Existenz von Antiteilchen zusammen� was in �DHR��� genauer untersucht wurde
als es hier geschehen kann�

��Das hei�t� ist � eine verallgemeinerter Eigenvektor der Impulsoperatoren zur Eigenwertmenge N� �
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De�nition ���� Ein Morphismus � �( hei�t konjugiert zu � �( � wenn folgende Be�
dingungen erf�ullt sind�

i
 Es existiert ein isometrischer Intertwiner ���jRj� � d�h�

���AR  RA � �A�A � �����

	Mit anderen Worten� �� � �� enth�alt die Vakuumdarstellung


ii
 ��AR# ist dicht in H� �

Bemerkung ���� Ist � wie in obiger De�nition� so gilt



�A  R���AR � �A�A � �����

f�ur eine Linksinverse 

 von � �

Beweis� Wenn ii der De�nition gilt� dann k�onnen wir ����� so anwenden� R�����AR  
R�RA  A � da R�R  � � Bezeichnet E����A� den selbstadjungierten Projektor RR� � so
rechnen wir weiter�

R�����AB��CR  R����AEBE���CR  R�RAR���BRC �

was die zweite De�nitionseigenschaft einer Linksinversen zeigt� 
��  � ist klar�

Nun zur Existenz konjugierter Morphismen �zun�achst f�ur irreduzible ��

Satz ���� Genau dann existiert zu � � (irr�O ein konjugierter Morphismus � � (�O �
wenn � sogar in (��O ist� d�h� wenn � ein kovarianter lokalisierter Morphismus mit �ni�
ter Statistik ist� Dann ist die durch 	����
 de�nierte Linksinverse die eindeutig bestimmte
Linksinverse von � �

Beweis�
�
� �� Existiert ein � � so ist f�ur die durch ����� de�nierte Linksinverse 
��
 	 � �

Dies folgt daraus� da� � als kovarianter Morphismus die Spektrumsbedingung erf�ullt �nach
Korollar �����

�
 ��� Wir beginnen dort� wo Satz ��� endete� Sei 
 die eindeutig bestimmte Linksinverse
von � � die nach Theorem ��� als Grenzwert einer Ladungstransferkette erhalten wurde� Dann
bemerken wir� da� �� �
 f�ur ��(� nach ����i ein treuer Zustand ist� Das bedeutet� da� die
Bedingung ii von De�nition erf�ullt ist f�ur �� aus Satz ���� ���A  ���AR# ist dicht in
H� � Man mu� also den Operator V aus diesem Satz mit R aus der De�nition identi�zieren�
Weiter sehen wir� da� durch P � L �� U	��L � ���U
�L die unit�are Darstellung der
Poincar�egruppe � die in der Darstellung �� � � die Kovarianz implementiert gegeben ist�

���U
�L�����A���U

��  ���U
�L��AU
�L

��  ��� � �L�A �

Diese Darstellung ist stark stetig� da �� nach Theorem ���iii lokal normal ist �das ist
dasselbe Argument wie in Lemma ����� Au�erdem erf�ullt sie die Spektrumsbedingung� da
U� und nach Korollar ���� auch U
 dies tun� F�ur A�A�O� reduziert sich nun ����ii auf

U���AU
��  ���A �

wobei V � als unit�are Abbildung U von H� � H� aus Satz ��� nach H� aufgefa�t wird� Da�
ist aber nichts anderes� als da� DHR	Kriterium f�ur �� und deshalb folgt mit Satz 
�
� da�
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�� � �� � � ist� mit dem in O lokalisierten Morphismus ��A � U�����AU � �A � A �
������ benutzend� ergibt sich weiterhin� da� U	��L � ���U��LU
�L��U	�
�L gilt� Da
die Darstellungen U
 und U	�
 die Spektrumsbedingung erf�ullen� mu� dies nach ����� auch
f�ur U	� gelten� Der Rest folgt� wenn man in Satz ��� V durch R ersetzt� Es bleibt� die
Kovariamz von � zu zeigen� Das bleibt dem Lemma ���
 �uberlassen�

Satz ���� i
 Der zu ��(� konjugierte Morphismus ��(� ist bis auf unit�are �Aquivalenz
eindeutig bestimmt�

ii
 ���� enth�alt den Vakuumsektor genau einmal� das hei�t dim���j�  � �

iii
 � ist konjugiert zu � und zwar gilt�



�A � R
�
��AR � �A�A � mit R � ���� �R� ���j� � �����

ist die eindeutig bestimmte Linksinverse von � � wobei R wie in Def����� ist�

iv
 Es gilt�

��R�R  	
  �  R
�
��R � �����

v
 Die statistischen Parameter der Sektoren ��� und ��� stimmen �uberein� 	
  	
 �

Beweis� Da� die De�nition iii die Bedingungen f�ur einen konjugierten Morphismus von
� erf�ullen� ist klar� Sei � � (��O und U  �b�jU j� ein unit�arer Intertwiner mit b� �
(�� bO � bO�nO � Dann ist �
  U����U � und wir rechnen f�ur den statistischen Parame	
ter 	
 aus�

	
  �  

��
  R���U����UR  R���U�����UR  

 R���U��RU  R���U��U��R  R����� ���R �
����


wobei wir im vorletzten Schritt die Intertwinereigenschaft von U und die Tatsache benutzt
haben� da� R � A�O��  A�O gilt �wegen der Intertwinereigenschaft von R� d�h� da�b��R  R ist� Sei nun �� � (� ein weiterer Morphismus� so da� ein isometrischer Inter	
twiner R� � ����j� existiert� Dann ist ���R

�
R� � ���j� ungleich null� denn ���R

�
R�R  

���R
�
��RR�  	
 R� 	 � �mit den gleichen Rechentechniken wie oben� und dieser Ope	

rator ist ein Vielfaches eines unit�aren Operators� da sowohl � als auch �� irreduzibel sind�
Damit ist i bewiesen� ii ergibt sich nun so� Seien R� R�� ���j� Isometrien� dann ist mit
����


	
 R�  ��	
  �R�  ��R�
����� �

���R�R�  ��R�
����� �

�R�R� �

Nun ist aber ��R�
����� �

�R�� ���j��  C� und daraus folgt� da� R� ein skalares Vielfaches
von R� ist� wie behauptet� Durch genau dieselbe Rechnung wie in ����
 erh�alt man

	
  �  R
�
���� ���R  R����� ������� ������� �R  R������� �R � �����

mit der De�nition von R � Und damit wird� wenn R normiert gew�ahlt ist�

	
  �  �	
  ��  R��	
  ��R  R���R����� �RR  R���R����� ����RR  

 R���R����� ���RR  R���	
  �R  	
  � �

was v zeigt� iv ist dann ebenfalls klar�
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Lemma ���� Der zu ��(� konjugierte Morphismus ��(� ist tats�achlich kovariant und
die Darstellung der Poincar�egruppe im Sektor ��� ist gegeben durch

U
�L � 	��
  ���L�R
�
XL��RU��L � �����

Beweis� Die Idee hinter der Setzung ����� ist im Prinzip dieselbe wie die in Lemma ����
� nur da� man� wenn � kein Automorphismus ist� eben noch etwas mit den Isometrien
herumoperieren mu�� Zun�achst zeigen wir die Intertwinereigenschaft U
�L� ���Lj� � Wir
rechnen �unter Vernachl�assigung des skalaren Faktors f�ur beliebiges A�A �

���L�R
�
XL��RU��L��A  ���L�R

�
XL����U��LR��A  

 ���L�R
�
XL����U��L����AR  

 ���L�R
�
XL�����L��A���U��LR  

 ���L�R
�
��L��

��
L �L��A��XL����U��LR  

 ��L�A���L�R
�
XL��RU��L �

unter Ausnutzung der verschiedenen Intertwinereigenschaften� Es bleibt zu zeigen� da� U
�L
unit�ar ist �denn die starke Stetigkeit ist klar� da XL�� und U��L stark stetig sind in L�
Zun�achst de�nieren wir einen isometrischen Intertwiner RL � ��XL��R� ���Lj� � W�ahle
nun ein unit�ares S � ��Lj� �was immer m�oglich ist� da �L im selben Sektor liegt wie � �
Dann ist RL � �L�S��L�R ein isometrischer Intertwiner aus ��L�Lj� � Nun gilt

��R
�

LRL  ����L�R
�
�L�SXL��R  

 ����L�R
�
XL�����SR  ����L�R

�
XL��RS  	
U
�LS �

Aber die linke Seite ist nach den De�nitionen von RL und RL und nach Satz ���� iv ein
Skalar vom Betrag d
 und somit macht der Faktor 	��
 in U
�L dieses gerade unit�ar�

Wir konstruieren nun noch konjugierte Morphismen f�ur Produkte und Unterdarstellun	
gen� wobei wir die in x�� entwickelten Methoden verwenden�

Bemerkung ���	 Sind �i �(� mit konjugierten Morphismen �i �(� � i  �� � und zu�
geh�origen Isometrien Ri� ��i�ij� � so ist

���� � ���� � �����

konjugiert zu �����(�n und



�
��A � 

� � 

��A � R�
������R�� � R�

����R�
������A���R�R� � �����

ist eine Linksinverse mit der Isometrie R��� ���������j� �

Beweis� Da� R�� eine Isometrie ist� gilt nach Bem�
��� Alles �ubrige folgt aus Lemma ������

Satz ���� Sei � �(�n � so da� ein konjugierter Morphismus � �(�n existiert� Sei weiter
E  WW � ein Projektor und �jE � (� der zugeh�orige Morphismus� 

jE die eindeutig
bestimmte Linksinverse von �jE �
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i
 Der Zustand �� � 

jE wird erzeugt durch

E � k��W 
�R#k  ��W �R# � ������

ii
 Sei E die Projektion auf den von ��AE erzeugten abgeschlossenen Unterraum� Dann
existiert eine Isometrie W mit WW

�
 E und W �A�O � wobei f�ur O jeder Doppelkegel

gesetzt werden kann� der das Lokalisierungsgebiet von � enth�alt� Dann ist

�jE�A �W
�
��AW � �A�A � ������

konjugiert zu �jE mit isometrischem Intertwiner

RE � 
�E����W
�
��W

�
R � ������

Beweis� i ist klar nach ������ Satz ���
ii und dem Beweis von ����� Die erste Aussage
von ii ist einfach die Aussage der Borchers	Eigenschaft B �Axiom X� Bleibt nur noch zu
zeigen� da� die De�nitionen ������� ������ mit der Linksinversen 

jE vertr�aglich sind�
Dazu rechnen wir nach�

R�
E �jE�AR

�
E  
�E��R���W WW

�
��AWW

�
��W

�
R  
�E��R�E��WAW

�
ER  

 
�E��R���WAW �R  

jE�A � �A�A �

�man beachte� da� 
�E� ��j� ein reeller Skalar ist� da E ein selbstadjungierter Projektor
ist was zu zeigen war�

Mit der nun gesammelten Erfahrung scheint es sinvoll� die Menge der
�
interessanten� Mor	

phismen neu festzulegen�

De�nition und Bemerkung ���� Bezeichne (S die kleinste Menge von Morphismen� die
(� enth�alt und abgeschlossen ist unter Produktbildung und Unterdarstellungen� Nach den
obigen Aussagen ist dies genau die Menge der �niten Morphismen� die Konjugierte besitzen�

Mit dieser Menge werden wir sp�ater arbeiten� wenn wir Zopfgruppenstatistik untersuchen�

x�� Konjugation im Feldb
undel

Wir werden in diesem kurzen Abschnitt das Konzept der Konjugation� das oben entwickelt
wurde auf das Feldb�undel �ubertragen und einige elementare Ergebnisse ableiten�

De�nition ���� Sei ��(� � � der konjugierte Morphismus und R wie in Def������ Dann
setzen wir

By � f�� 	����
  ��B�Rg � ��
��

f�ur B  f��Bg�B
 � Diese De�nition erstreckt sich auf nat�urliche Weise auf Produkte und
Unterdarstellungen�

Bemerkung ���� Mit obiger De�nition ist

Byy  B � ��
��
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Beweis� Wir rechnen

Byy  f�� ��	����
  ��B�R�	
����

 Rg  f�� 	��
  ��R�RBg  B �

mit Satz ����iv�

Die De�nition ist also gerade so gemacht� da� sich die statistischen Parameter wegheben�

Die Konjugation erh�alt Lokalit�at auf folgende Art�

Lemma ���� Ist B  f��Bg � B�O so da� � einen konjugierten Morphismus � besitzt�
dann ist By�B�O� � wobei O� ein beliebiger Doppelkegel ist� der O enth�alt�

Beweis� Sei U  �b�jU j� ein unit�arer Intertwiner mit b��(�O � Dann ist leicht zu sehen�
da�

�U � By  Uy � By �

gilt� wobei Uy  �b�jUyj� ein unit�arer Intertwiner und b� �(�O ist� Deshalb k�onnen wir
o�B�d�A� annehmen� da� schon ��(�O � B�A�O gilt� Dann ist die Behauptung klar� da
auch ��(�O ist und R�A�O gew�ahlt werden kann �nach Satz ���� und Def������

Und im Skalarprodukt wirkt die Konjugation so�

Satz ���� Sei B  f��Bg � Dann gilt

�B���)  �	����
  I
� �R���By� � ��
��

f�ur �  f���$g � �  f����)g �

Beweis� Direkte Rechnung mit den De�nitionen gibt

�	
����

  I
� �R���B

y�  	
����

 h���R$� 	����
 �����B�����R)i  

 	��
 h$� �
��R

�
���B���R)i  	��
 h$� �

��B����R
�
��R)i

 h$� ���B�)i  �B���� �

Schlie�lich ist sie auch mit der Wirkung der Poincar�egruppe vertr�aglich�

Satz ���� F�ur B  f��Bg gilt
�L�B

y  ��L�B
y � ��
��

Beweis� Zun�achst ist

��L�B
y  f�� 	����
  ���L�B

�XL��Rg  f�� 	
����

  U
�L��B

�U
�L
����XL��Rg �

mit ����� und der Kovarianzbedingung �
�� f�ur � � Nun wissen wir aber� da� mit Satz
����iii und ������

RU��L  U

�LR  ��XL��
��U
�LR �

gilt� Damit haben wir

��L�B
y  f�� 	����
  U
�L��B

�RU��L
��g  �L�B

y �

mit ������
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KAPITEL III

Zopfgruppenstatistik


Uberblick

Wie im letzten Kapitel schon erkl�art �ndet man in niederdimensionalen R�aumen eine g�anz	
lich andere Sektoren	Statistik vor� als die oben dargestellte Permutationsgruppenstatistik�
In x�� sehen wir dies am Beispiel einer AQFT mit DHR	Lokalisierungsbedingung� d�h� in
Doppelkegeln lokalisierten Morphismen� Da das raumartige Komplement eines Doppelke	
gels in einer zweidimensionalen Raumzeit zweifach zusammenh�angend ist� �ndet man f�ur
die Vertauschung zweier lokalisierter Morphismen zwei verschiedene statistische Operatoren�
bezeichnet mit �� und �� � Diese Intertwiner erf�ullen die von der Zopfgruppe wohlbekannte
Artin�Relation und am Ende des Abschnitts de�nieren wir auf ihnen eine Darstellung der
Zopfgruppe� Schlie�lich wird gezeigt� wie man mit den Zopf	Intertwinern graphisch umgeht
und da� das Konzept der Linksinversen und der konjugierten Morphismen genauso wie im
letzten Kapitel angewendet werden kann�

In x�� wird beispielhaft gezeigt� wie man aus der Sektoren	Statistik einer AQFT soge	
nannte Verkettungs�Invarianten gewinnen kann� Und zwar de�nieren wir mithilfe der Links	
inversen eine Markov�Spur auf der Gruppenalgebra C��B� der Zopfgruppe�

Schon in x�� hatte sich angedeutet� da� die Ausreduktion von Morphsimen wesentli	
che Erkenntnisse �uber die Struktur der Sektoren liefern kann� Die formalen Grundlagen
dazu werden in x�� eingef�uhrt� Wir de�nieren zun�achst Referenzmengen irreduzibler Mor	
phismen� die im folgenden das

�
Arbeitsmaterial� bilden werden� Die Ausreduktion eines

Produkts zweier irreduzibler Sektoren ��I�J� in irreduzible ��K wird durch die sogenannte
Inzidenzmatrix NK

IJ beschrieben� Elemente dieser Matrizen sind die Dimensionen der In	
tertwinerr�aume ��I�Jj�K� Diese Zahl gibt die Vielfachheit an� mit der der Sektor ��K� im
Produkt der beiden anderen vorkommt� F�ur diese Intertwinerr�aume werden Orthonormal	
basen von Isometrien ausgew�ahlt� nachdem zuvor das f�ur das folgende entscheidend wichtige
Konzept der superselection�Kan�ale eingef�uhrt wurde�

Dieses Konzept und die isometrischen Basen werden dann dazu benutzt� um in x�� die
Zopfung von Morphismen durch skalare Gr�o�en zu charakterisieren� Matrixelemente der
Zopf� und Fusionsmatrizen werden gebildet� indem man Zopf	 und Fusionsintertwiner in
den Basen der Fusionsr�aume ausdr�uckt� Indizes dieser Matrizen sind dann superselection	
Kan�ale� Sie erf�ullen� wie in x�� gezeigt wird� etliche polynomiale Relationen die man von
konformen Feldtheorien und Quantengruppen her kennt� die aber tats�achlich ein allgemeines
Merkmal von Theorien mit Zopfgruppenstatistik sind�

Die superselection	Kan�ale� die aus
�
Quell	��

�
Ladungs	� und

�
Zielsektor� bestehen� bie	

ten nun den physikalisch und mathematisch richtigen Ansatz� um eine Feldalgebra zu re	
konstruieren� In x�� f�uhren wir das sogenannte reduzierte Feldb�undel ein� dessen typische
Faser wie beim urspr�unglichen Feldb�undel die Observablenalgebra ist� dessen Basisraum

��
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aber von den Kan�alen gebildet wird� Solche
�
geladenen� Felder vermitteln nun richtigge	

hend zwischen Quell	 und Zielsektor� Fusion und Zopfung dieser Felder werden durch die in
x�� de�nierten Matrizen vermittelt� wie es in einer Feldalgebra sein soll� Die Felder lassen
sich sinnvoll lokalisieren und transformieren sich kovariant unter einer Darstellung der Poin	
car�egruppe � In x�� f�uhren wir dann verschiedene Operationen auf superselection	Kan�alen
ein und leiten technische Ergebnisse ab� die wir dann in x�� dazu verwenden� um im redu	
zierten Feldb�undel drei Kojugationen zu de�nieren� Deren erste ist die Operatoradjunktion�
die das reduzierte Feldb�undel zu einer C"	Algebra macht� Die letzte kann man als Ladungs�
konjugation au�assen�

x�	 Zopfgruppenstatistik in � � � Dimensionen

Wir hatten in x� gesehen� da� die statistischen Operatoren �
 in einer zweidimensionalen
Raumzeit nicht g�anzlich unabh�angig von der Wahl der Hilfskegel O� � O� sind� Das wollen
wir uns nun genauer �uberlegen�

Betrachten wir dazu den Intertwiner ����� �� � wobei �� � �� in O� � resp� O� lokalisiert
seien� U� sei ein intertwining Operator von �� nach b�� � so da� b�� in bO� lokalisiert ist�
und dieser Doppelkegel soll in der rechten Zusammenhangskomponente des raumartigen
Komplements von O� liegen! wir f�uhren dazu die Schreibweisen

bO� � O� und b�� � �� � �����

ein� Unter diesen Umst�anden ist

����� ��  �����j���U
��
� U�j���� �

weil wir uns eine Bewegung von �� sparen k�onnen� Man kann nun im Prinzip bO� im ganzen
rechten Teil von O�

� umherbewegen� ohne ����� �� zu �andern� Man kann aber nicht in die
andere Zusammenhangskomponente von O�

� gelangen& Wir legen deshalb fest�

De�nition �	�� Betrachte eine Raumzeit der Dimension zwei� und darin zwei lokalisierte
Morphismen �� �(�O� � �� �(�O� � Ein statistischer Operator � werde mit HilfskegelnbO� � resp� bO� konstruiert� so da� bO� � bO� � Dann setzen wir

�
����� �� � �����j�

����� ��j���� � �����j�j���� � �����

Andernfalls� d�h� wenn bO� � bO� ist� setzen wir

�
����� �� � �����j�

����� ��j���� � �����j�j���� � �����

Diese Intertwiner werden graphisch dargestellt durch

�����
�����
����
�����
����
������
������
�����
�������
�������
�������
���������
��������
����������
����������
��������
����������
���������
����������
���������
���������
���������
�������
��������
������
������
������
����
������
����
������
�����
����
��

�����
�����
����
�����
����
������
������
�����
�������
�������
�������
���������
��������
����������

���������

���������
���������
���������

��������
�������
��������
�������
������
������
����
�����
������
����
�����
�����

����

����

������ ��

�����
�����
����
�����
����
������
������
�����
�������
�������
�������
���������
��������
����������
���������

���������
���������
���������
��������
��������
�������
�������
������
������
�����
�����
�����
����
������
���

�����
�����
����
�����
����
������
������
�����
�������
�������
�������
���������
��������
����������

����������
��������
����������

���������
����������

���������
���������
���������
�������
��������
�������
������
������
����
������
����
������
�����
����
��

����

����

������ ��



x�� ZOPFGRUPPENSTATISTIK IN � � � DIMENSIONEN ��

Aus dieser Setzung folgt sofort�

Bemerkung �	�� Sei �i�(�Oi � i  �� � � Dann gilt�

�	���� ��  � f�ur

�
O� � O�

O� � O�
� �����

Charakteristisch f�ur den Unterschied zwischen Permutations	 und Zopfgruppenstatistik ist�
da� f�ur O� � O� a priori nichts �uber ������ �� und im anderen Fall nichts �uber ������ ��
gesagt werden kann� Wir k�onnen daher ����� als Anfangsbedingung der Zopfgruppen	
statistik au�assen�

Mit der De�nition hat man unmittelbar eine Verallgemeinerung von �������

Bemerkung �	�� Seien Bi  f�i� Big�B�Oi� i  �� � und O��nO� � Dann gilt

B�B�  

�
������ �� � B�B� f�ur O� � O� �
�
����� �� � B�B� f�ur O� � O� �

����


Die obige graphische Darstellung legt schon die Vermutung nahe� da� diese Intertwiner eine
Darstellung der Zopfgruppe bilden� Das werden wir jetzt beweisen� Zun�achst ist es aber
angezeigt� die Zopfgruppe von n Str�angen einzuf�uhren�

De�nition �	�� Sei Bn die von Generatoren �� � � � � � �n�� erzeugte Gruppe mit den Rela�
tionen

�i�j  �j�i � f�ur ji� jj � � �

�i�i���i �i���i�i�� �
�����

Bn hei�t Zopfgruppe von n Str�angen�

Theorem �	�� Seien ������ �� � ������ �� wie in obiger De�nition� Dann gilt�
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Man beachte die Analogie zu Satz ���iv�
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 Ist T � ���j�� � so gilt
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und

���T  � �
����� ��

��  ������ ��
�� � T � �����ii

was graphisch ganz analog dargestellt wird�

iii
 Weiter ist
�
������� ��  �

����� �� � ����
����� �� � �����i

�
����� ����  ����

����� �� � �
����� �� � �����ii
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 Die �� erf�ullen die Artin�Relation f
ur gef
arbte Z
opfe �
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v
 Als unmittelbare Verallgemeinerung von ii
 �ndet man

������ ��� I
� � I
� � I
� � � � � � I
i�� � �
���i� �i��  

I
� � I
� � I
� � � � � � I
i�� � �
���i� �i�� � ������ �� �

������

f�ur n � i � � �

vi
 Die Relationen ii
�v
 gelten analog auch f�ur �� �

Beweis� Zu i �uberlegt man sich zun�achst� da� man f�ur U� o�B�d�A� auch Operatoren w�ahlen
kann� die Translationen x � P im Sektor ��� induzieren� also zum Beispiel� damit bO� �
O� wird� U�  U
��x f�ur hinreichend gro�es x � W�ahlt man x gro� genug und wendet
statt U
��x U
���x an� so erh�alt man nach De�nition �

����� �� � Aber andererseits ist
U
���x  U
��x

�� �Darstellungseigenschaft der U
�  und damit

������ ��  �����jU
���x
�����U
���xj����  �����jU
��x���U
��x

��j����  

 �����j����U
��xU
��x
����j����  ������ ���� �

Der letzte Schritt beruht darauf� da� man� statt O� nach rechts zu verschieben� um ������ ��
zu erhalten� nat�urlich genausogut O� nach links verschieben kann� Zu ii� �Ahnlich wie in i
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verschieben wir diesmal �� � Sei �b��jU�j�� so gew�ahlt� da� b���(� bO� und bO� links von O�

und O� liegt� Dann sind nach den vorangegangenen �Uberlegungen

������ ��  U��
� ���U� � ������ ��  U��

� ���U� �

Damit schreiben wir die linke Seite von �����i als

���T U
��
� ���U�  U��

� b���T ���U�  U��
� T���U�  U��

� ���U�T �

und das ist gerade die rechte Seite� Die zweite Gleichheit gilt dabei� weil T nach Voraus	
setzung raumartig zu bO� lokalisiert ist� Analog beweist man �����ii� W�ahlt man f�ur iii U�

genauso wie f�ur ii� dann hat man auch dieselben Darstellungen f�ur ������ �� � ������ ��
und au�erdem �������� ��  U��

� �����U� � Damit wird die rechte Seite von �����i zu

U��
� ���U����U

��
� ���U�  U��

� �����U� �

und das ist die linke Seite� iv folgt auf folgende Weise aus ii und iii� Ersetze in �����i ��
durch ���� und �� durch ���� und dann T durch �

����� �� � Man erh�alt

����
����� ���

������� ��  �������� ���
����� �� �

Anwendung von �����i liefert ������ v und vi sind klar�

Das sieht schon sehr nach Zopfgruppe aus� allerdings sind die Z�opfe hier noch
�
gef�arbt��

An sie ist n�amlich noch der zugeh�orige Morphismus als
�
Farbe� angeheftet� Gef�arbte Z�opfe

bilden aber nur einen Gruppoid� denn die Verkn�upfung ist nicht zwischen allen Elementen
de�niert� zum Beispiel kann man ja nicht zweimal hintereinander ������ �� anwenden�

Die Darstellung dieses Gruppoids sieht nun so aus� Die Generatoren �i der Bn werden
repr�asentiert durch

�i ��� ��i��� � � � � � �n � �� � � � �i����
���i� �i�� � ������

Bezeichnen wir nun mit � den nat�urlichen Homomorphismus von Bn nach IP
�n� dann ergibt

sich f�ur die Verkn�upfung zweier solcher Darstellungselemente

�b�b���� � � � � � �n  �b���	��� ��� � � � � � �	��� �n��b���� � � � � � �n � ������

mit b� b��Bn und ��  ��b� �

Von nun an werden wir statt der �	 der Einfachheit halber die Bezeichnungen dieser
Darstellung verwenden� wenn wir es mit Z�opfen mit verschiedenen Morphismen zu tun
haben�

Korollar �	�	 Als Einfache Anwendung von Thm�����ii
 sieht man� da� die Zopfgruppen�
Entsprechung von Satz ��� gilt� Ist b �Bn und gelten ansonsten alle Voraussetzungen von
Satz ���� dann gilt

R���b � �	��� � � � � � �n  �
	���� � � � � � �

�
n �R�e � ������

Um zu einer Darstellung der Zopfgruppe zu kommen m�ussen wir genau wie in x� den
Blickwinkel etwas einschr�anken�
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Satz und De�nition �	�� Sei ��( � Setze

�
 � ����� �  ����� ��� � ������

Dann wird durch
Bn � �i ��� ��n�
 ��i � �i����
 � �����


eine 	nicht notwendig treue
 Darstellung der Zopfgruppe Bn auf dem Intertwinerraum �n�A�

de�niert�

Beweis� Zun�achst ist die Gruppenoperation in der Darstellung ��n�
 wohlde�niert� da die Ver	
kn�upfungsvorschrift aus Theorem ���iii auch in zwei Dimensionen gilt� und die Darstellung
des Inversen ist o�ensichtlich� Aus ����� folgt nun �
���
�
  ���
�
���
 und damit
rechnet man die zweite Artin	Relation nach�

��n�
 ��i�i���i  �i����
�i��
�i����
  �i����
���
�
  
 �i������
�
���
  �i��
�i����
�i��
  ��n�
 ��i���i�i�� �

Weiter ist �
����A� und deshalb gilt f�ur k � � � �
�k��
  �k��
�
 � Das liefert

��n�
 ��i�i�k  �i����
�i�k����
  �i����
�k��
  
 �i����k��
�
  �i�k����
�i����
  ��n�
 ��i�k�i �

also die erste Artin	Relation�

In mehr als � � � Dimensionen entartet diese Darstellung zu der Darstellung der Permuta	
tionsgruppe� die wir schon aus Korollar ���� kennen�

Stellen wir den charakteristischen Unterschied zwischen Zopf	 und Permutationsgrup	
penstatistik� der schon in der Bemerkung nach Gleichung ����� angedeutet wurde� noch
einmal klar heraus� F�ur �i �(�Oi � i  �� � und O� � O� wissen wir zwar aus der An	
fangsbedingung� da� ������ ��  � ist� �uber ������ ��  ������ ��� wissen wir aber nichts�
Das bedeutet� die Kombinationen

������ ���
����� �� und ������ ���

����� �� �

k�onnen nichttrivial sein� selbst wenn die Morphismen raumartig zueinander lokalisiert sind�
Solche doppelten Zopfungen nennt man Monodromieoperatoren�

Versuchen wir nun� die wesentlichen Begri�e des letzten Kapitels zu retten�

De�nition �	�� F�ur ��(irr setzen wir

�

d

� 	
 � ������

mit j�
j  � � d
 � � ist die statistische Dimension aus x� und �
 hei�t statistische
Phase des Sektors ��� �

Die statistische Phase verallgemeinert die Unterscheidung zwischen Bose	 und Fermisekto	
ren�

F�ur Automorphismen k�onnen wir eine Entsprechung von Lemma ��� ableiten� die uns
einen ersten Eindruck von den Charakteristiken der Zopfgruppenstatistik gibt�
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Lemma �	�� Die folgenden Aussagen sind �aquivalent�

i
 � ist ein Automorphismus�

ii
 �� ist irreduzibel�

iii
 �
 ist ein Skalar� und damit �
  	
  �
 �

iv
 d
  � �

Beweis� i�ii�iii folgt genauso wie in Lemma ���� wobei man noch beachten mu�� da�
�
 unit�ar ist� woraus schlie�lich auch iv folgt� Setzen wir nun iv voraus und nehmen im
Widerspruch zu iii an� da� �
 mehr als einen Eigenwert besitze� sage 	� � 	� � Dann ist
mit � � � � � auch die konvexe Kombination �	� � �� � �	�  ��� � �� � ��� � �
ein Eigenwert� im Gegensatz zur Voraussetzung� also gilt iii� iii�i zeigt man exakt wie
in Lemma ���� wobei der Vorfaktor �� zu �
 verallgemeinert wird� was sich dann wieder
weghebt�

Korollar �	��� Ist � ein Automorphismus� dann ist die Darstellung ��n�
 der Zopfgruppe
im Sektor ��n� abelsch�

Beweis� Klar nach iii des Lemmas�

Teilchen� die abelscher Zopgfgruppenstatistk gen�ugen� d�h� bei denen in einfacher Verallge	
meinerung der Permutationsgruppenstatistik bei Vertauschung Phasenfaktoren auftreten�
haben in den letzten Jahren in der Festk�orperphysik gro�e Aufmerksamkeit gefunden� Wir
�ubernehmen von dort die Bezeichnung

�
Anyon� und nennen solche Sektoren anyonisch�

Unser Interesse gilt aber auch den Sektoren� die nichtabelsche Darstellungen tragen� Diese
nennen wir plektonisch�

Die Eindeutigkeit der Linksinversen� die wir f�ur Permutationsgruppenstatistik gefunden
hatten gilt hier weiterhin� aber wir m�ussen daf�ur nat�urlich einen anderen Beweis f�uhren� der
nicht von der expliziten Form des statistischen Parameters gebrauch macht� Dies und wie
sich das Konzept der konjugierten Sektoren bei Zopfgruppenstatistik darstellt� beschreibt
die n�achste Bemerkung�

Bemerkung �	��� Sei ��(� und sei ��(� der konjugierte Sektor� Dann gilt�

i
 
�A � R���AR � �A�A ist die eindeutig bestimmte Linksinverse von � � sie ist insbe�
sondere unabh�angig von der Wahl der Isometrie R� ���j� �

ii
 	
  	
 und auch ansonsten gelten die Ergebnisse von Satz �����

iii
 	
 ist eine Invariante des Sektors ��� �

Beweis� Gehen wir zur�uck zum Beweis von Satz ���� und sehen� welche Abweichungen
auftreten� Beginnen wir in ����
 mit ��
 � d�h� w�ahlen wir U so� da� bO � O gilt� dann
erhalten wir am Ende der Rechnung

	
  �  � � �  R������ ���R  R������ ����R

�mit Thm����
i� denn nun wird der erste statt des zweiten Morphismus nach links verscho	
ben� Damit kann man R genauso de�nieren wie in Satz ����� n�amlich durch R � ����� �R �
Durch Austausch von � und � erh�alt man dann aber�

	
  �  R
�
����� ���R  R������ ������ �������� �R �
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und damit k�onnen wir nichts anfangen� denn in der Mitte steht ein Monodromieoperator�

�uber den wir nichts wissen� Rechnen wir also anders& Zun�achst ist �wenn 

 die Linksinverse
von � bezeichnet und 

 entsprechend die von �

	
  �  

��
�

   R�

��

�

 R �

da R�R  � ist� Nun ist eine nichttriviale Verallgemeinerung von �����ii� da�

R
�
����
   ��R

�
����� � � ������

gilt� was graphisch leicht einsichtig wird�
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Damit k�onnen wir direkt nachrechnen�

	
  �  R�R
�
����
 RR  R���R

�
����� ��RR  R���R

�
RR  

 

�R
�
R  

�R

�
��R  

�	
  �  	
  � �

womit ii fast gezeigt ist� denn auch Satz ����iii und i gelten mit unseren De�nitionen
weiter � es bleibt nur noch die Eindeutigkeit der Linksinversen zu zeigen� Wir k�onnen
A�A schreiben als

A  j	
j
����R�RAR

�
��R  j	
j

����R�RR
�
����AR �

wobei wir die Intertwinereigenschaft von R
�
benutzt haben� Sei nun 
� eine beliebige Links	

inverse von � � Dann gilt 
��A  j	
j��R�
�RR
�
��AR � Nun ist 
�RR

�
 � ��j� ein

skalares Vielfaches der Identit�at und setzt man A  � so erh�alt man 
�RR
�
  j	
j� und

damit 
��A  R���AR � also die durch den konjugierten Sektor bestimmte Linksinverse
und dieses Ergebnis ist o�enbar unabh�angig von der Wahl von R � iii� Wir wissen aus obiger
Bemerkung� da� die Linksinverse 
 f�ur ��(� eindeutig bestimmt ist� W�ahlt man dann ein
�� aus dem Sektor ��� � so zeigt die gleiche Rechnung wie am Ende des Beweises von Korollar
��
� da� die Behauptung gilt�

Ebenso l�a�t sich da� in x�� entwickelte Konzept der Standard	Linksinversen f�ur ��(�n hier
vollst�andig weiterverwenden� und man �ndet auch dieselben Konjugierten f�ur Produkte und
Unterdarstellungen� wie am Ende von x�� � uns stehen also alle wesentlichen Werkzeuge
zur Verf�ugung� die wir auch bei der Untersuchung der Permutationsgruppenstatistik ver	
wendeten�

F�ur ��(irr haben wir nun eine aufschlu�reiche graphische Darstellung des statistischen
Parameters 	
 �

�

�

�
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Dies gibt die Identit�aten

	
  R����
R  R
�
	
R  ��R

�
�
��R � ������

wieder� wobei man die letzte leicht einsieht� wenn man die Linksinverse 

 auf sie anwendet

Als n�achstes wollen wir Satz ����� verallgemeinern�wobei wir hier gleich Standard	Links	
inverse verwenden�

Satz �	��� Sei 
 eine Standard�Linksinverse von ��(�n und 
i seien Standard�Linksin�
verse f�ur �i�(� � i  �� � � � � n � Dann gilt�

i
 

� ist eine Standard�Linksinverse von ��� und es gilt



���
�
  	
����� ��
��
����� � � ������

ii
 
n � � � 
� ist eine Standard�Linksinverse f�ur �� � � � �n � die


n � � � 
���
� � � � 
n  	
� � � � 	
n  �Cn���� � � � � �n � ������

erf�ullt� wobei Cn  ��� � � � �n��n der Generator des Zentrums der Zopfgruppe Bn ist 	siehe
hierzu �Bir���� S� ��� Korollar �����
�

Beweis� i� Nach �����i und �����ii �nden wir

�
�
  ������������� �� ��� �  �������� ��
�
���
�
�������� �� �

Wendet man 
� an� so ergibt sich


���
�
  ����� �����

���
����� ��  	
������� ���
������ �� �

unter Verwendung der Artin	Relation ������ Wendet man nun noch 
 an� so ergibt sich
sofort ������� Wegen der Unitarit�at der � ist dann klar� da� 

� standard ist� ii� Zun�achst
ist auch 
n � � � 
� standard� was man bei wiederholter Anwendung von i leicht sieht� ������
ist dann schon mal ein Induktionsanfang um ������ zu zeigen� Im Induktionsschritt von
n � � nach n benutzen wir wieder �������


n � � � 
�
���
�
� � � � 
n  	
�	
� � � � 	
n���� � � � �n� ���Cn������ � � � � �n����� �� � � � �n �

indem man dort �  �� � � � �n setzt� Nun sind die zwei �au�eren � nichts anderes als

���� � � � �n� ��  ��� � � � �n������ � � � � �n� �� �
����� �� � � � �n  ��n�� � � � ������ � � � � �n �

Wertet man alles unter Verwendung der Identit�at Cn  �� � � � �n��Cn���n�� � � � �� aus� so
erh�alt man �������

������ ist in Fig����� bildlich f�ur n  � dargestellt� In jedem Schritt wird mit einer Links	
inversen der am weitesten rechts stehende Strang

�
kurzgeschlossen�� und die resultierende

Schleife wird unter Herausziehung eines 		Faktors eliminiert� �Ubrig bleibt am Ende der

�
maximale Zopf� Cn � Dank Formel ������ wissen wir nun auch� da� die Aussagen �uber sta	
tistische Dimensionen von Produkten �Korollar �����iii� iv und v aus x�� weitergelten�
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Fig� ����� Sukzessive Auswertung von 
� bis 
� auf �
�
�
� �

x�� Die Markov�Spur

Wir k�onnen jetzt � in Verallgemeinerung von Satz ����� und Korollar ����� � einen
Spurzustand auf

S
n
�n�A� de�nieren� Es zeigt sich� da� sich mit dieser Spur eine Markov�

Spur auf auf der Guppenalgebra C��B� der B� �
S
n
Bn erzeugen l�a�t�

Theorem und De�nition ���� Sei 
 eine Standard�Linksinverse von � � (�n �

i
 Dann de�niert
�n�A � E ��� ��E  � � 
n�E � �����

einen treuen Spurzustand auf
S
n
�n�A� � ii
 Sei ��(irr � Dann de�niert

Tr jBn� �  � � � ��n�
 � �  � �����

eine nichtnegative Markov�Spur auf der Gruppenalgebra C��B� � wobei Bn auf die nat�ur�
liche Weise in Bn�� enthalten ist� Diese Markov�Spur erf�ullt�

Tr�ab  Tr�ba � �MI

und
Tr�a�n  	
 Tr�a �

Tr�a���n   	
Tr�a �

Tr�e  � �

Tr�b��  Tr�b �

�MII

f�ur a� b�Bn � 	MI
 und 	MII
 hei�en Markov�Eigenschaft�

Beweis� i wird vollst�andig analog zu Korollar ����� gezeigt� es ist nur noch anzumerken� da�
� kompatibel ist zur Inklusion �n�A� � �n���A� � denn 
n���E  
n�E f�ur E � �n�A� �
ii� Da� Tr eine positive Spur auf Bn ist� folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von
� � ebenso Tr�e  � � Weiterhin ist f�ur b�Bn �

����n���
 �b  ����n�
 �b �
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also kann Tr auch auf B� fortgesetzt werden� �MI folgt aus i �Spureigenschaft von ��
Tr ist als Spur invariant unter inneren Automorphismen von Bn � insbesondere unter dem
Automorphismus b � Bn�� � Bn�� � �i �� �n���i Dieser ist in der Tat ein innerer Automor	
phismus und wird induziert durch

bn�� � ��� � � � �n��� � � � �n�� � � � ������� �bb b��n��bb
��
n�� �

�����

wie man leicht nachrechnet und damit wird

Tr�a�n  Tr�da�n  Tr�ba�� �
wobei im letzten Schritt a in nat�urlicher Weise als Element von Bn�� aufgefa�t wird� Zu
zeigen bleibt�

Tr�b��  Tr�b	
 �

f�ur alle W�orter b�Bn�� in den Generatoren �	�� � � � � � �	�n � denn a�Bn enth�alt �n nicht
und deshalb brauchen wir f�ur b �n���n  �� nicht zu betrachten� F�ur solche b ist

��n���
 �b  ����n�
 �b
� �

f�ur ein geeignetes b��Bn � Damit ist

Tr�b��  ������n�
 �b
��
  ������n�
 �b

����
  ����n�
 �b
�	
  ����n���
 �b	
  Tr�b	
 �

Die zweite Relation von �MII folgt aus der ersten und der Unitarit�at von ��n�
 � genauso� wie

Tr�b��  Tr�b �

�Man beachte die �Ahnlichkeit des Beweises mit dem Verfahren von Lemma ����

Korollar ���� i
 Ist b� ein Wort in den Generatoren �	�i � i � k � b� eines in den Genera�
toren �	�j � j � k � f�ur ein � � k � so gilt

Tr�b�b�  Tr�b�Tr�b� � �����

ii
 Tr�b  Tr�b � wenn b  �	�i� � � � �	�ir und b  �	�ir � � � �	�i� das umgekehrte Wort ist�

iii
 Die Funktion

��b � j	
j
��n���

�
	

j	
j

�n��n�
Tr�b � �b�Bn � ����


wobei n� bzw� n� die Generatoren mit positivem bzw� negativem Vorzeichen in b abz�ahlt� ist
eine Verkettungs�Invariante�

i ist echt st�arker als die erste Relation von �MII� die ein Spezialfall davon ist �setze b�  �n�

Beweis� Trotzdem kann i prinzipiell genauso wie �MII bewiesen werden� denn unter den ge	
machten Voraussetzungen haben wir ��n�
 �b�b�  ��n�
 �b��

�n�

 �b� � mit �

�n�

 �b�� ��

kj�k und

��n�
 �b�  �k���U f�ur ein geeignetes unit�ares U �A � Dann kann man genauso weiterverfah	
ren� wie oben� iii� � ist o�ensichtlich invariant unter den Markov�moves ab �� ba � a ��
a�	�n � a� b�Bn und ist deshalb nach Markov�s Theorem eine Verkettungs	Invariante �siehe
�Bir���� S�
�� Thm� ����
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x�� Inzidenzmatrizen� superselection�Kan
ale

Als wir in x�� die Zerlegung �niter Morphismen in direkte Summen von irreduziblen herge	
leitet haben� haben wir au�er Acht gelassen� da� in einer solchen Zerlegung ja auch durchaus
ein Sektor mehrmals � d�h� mit Vielfachheit � � auftauchen kann� Diese M�oglichkeit wol	
len wir nun n�aher ins Auge fassen� wobei wir zugleich vieles an Notation f�ur die folgenden
Abschnitte festlegen�

Bei Untersuchungen �uber �Aquivalenzklassen ist es immer pragmatisch� von diesen abzu	
gehen und nur noch einzelne Repr�asentanten zu betrachten�

De�nition ���� Zu den Mengen (� (�n� (irr� (� und (S w�ahlen wir jeweils eine Menge
von Repr�asentanten � einen pro �Aquivalenzklasse � und bezeichnen diese mit �� ��n�
�irr� �� und �S respektive� Die Repr�asentantenmengen seien so gew�ahlt� da� sie maximal
�ubereinstimmen� d�h� es sollen dieselben Mengenbeziehungen gelten� wie f�ur die (�

�irr � � � ��n � � � ��  ��n ��irr � �����

etc� Wir nehmen an� da� �S eine abz�ahlbare Menge ist��� Die Elemente von �� werden
durch Gro�buchstaben indiziert� �I � �J � �K � � � � � Die Konjugation wird auf die Indexmenge

�ubertragen� d�h�

� I � �I � �����

Dem Vakuumsektor ��� wird der Index � zugeordnet�

Wir werden die Notation insofern lax handhaben� als wir gelegentlich Morphismen durch
ihre Indizes vertreten lassen und 
I f�ur die Linksinverse von �I etc� schreiben�

Mit diesen Indexmengen de�nieren wir nun die Vielfachheitsmatrizen�

De�nition ���� Sei ����n � Dann de�nieren wir die Matrixelemente der Inzidenzma�
trizen N implizit durch

���  
P
I
�N
I��I� �

��I��  
P
J
�N


J
I ��J� �

��I�J�  
P
K
NK

IJ��K� �

�����

D�h�� als die Vielfachheiten von �I��� in � � von �J��� in �I����n und von �K��� in
�I�J��S � Die Summenschreibweise ist dabei symbolisch f�ur die Schreibweise aus Korollar
����� 	das Gleichheitszeichen ist erlaubt� solange man �Aquivalenzklassen betrachtet
� Wir
f�uhren au�erdem die Matrixschreibweise

N
 � �N

I
J � NI � �NI

K
J � NK

IJ � �����

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser De�nition ist die

��Das ist sicher keine allzu schwere Forderung�
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Bemerkung ���� Es gilt�

�N

I  dim��j�I � �N


J
I  dim��I�j�J � NK

IJ  dim��I�Jj�K � ����


Diese Bemerkung stiftet uns an� die Hilbertraumstruktur der genannten Intertwinerr�aume
genauer festzulegen� Das ist auf nat�urliche Weise m�oglich�

De�nition ���� Seien �I � �J � �K � �� � � � ��n � Der Raum ��I�Jj�K 	bzw� ��I�j�J 

erh�alt die Struktur eines Hilbertraums durch die De�nition eines Skalarprodukts� F�ur R � S�
��I�Jj�K 	bzw� ��I�j�J 
 setze

�R�S  � � R�S � �����

Wir w�ahlen bez�uglich dieses Skalarprodukts f�ur ��I�Jj�K 	bzw� ��I�j�J 
 eine Orthonormal�
basis von Isometrien T �

e � wobei � der Vielfachheitsindex �  �� � � � � NK
IJ �bzw� �N
JI  und

e eine Kurzschreibweise f�ur den Multiindex

e � � r�e�
s�e� c�e� � �

K
I J

�
bzw� � J

I 

�
� �����

ist� e hei�t superselection�Kanal oder Fusionskanal�

und die in ihm auftretenden Morphismen bzw� Indizes tragen die Namen�

� s�e � Quelle�

� r�e � Ziel und

� c�e � Ladung�

Ist I  � oder J  � 	bzw� I  �
� so w�ahlen wir T �
e  � � falls die Dimensionen der R�aume

nicht verschwinden 	d�h�� falls die irreduziblen Morphismen nicht disjunkt sind� Beachte
Bem� ���
� Ist das Ziel trivial� also Quelle und Ladung zueinander konjugiert� schreiben wir
f�ur das einzige Basiselement Te  RI  RJ 	bzw� Te  R
  RI 
�

Die obengenannten Intertwinerr�aume nennen wir Fusionsr
aume� die Elemente ihrer Basen
Fusionierer�

Bemerkung ���� i
 Sei e  � K
I J und f ein Kanal mit gleicher Quelle und Ladung� Dann

gilt die Orthogonalit�atsrelation

T ��
e T 

f  �ef��  � � �� �  �� � � � � NK
IJ � �����

und die Vollst�andigkeitsrelation X
e��

T �
e T

��
e  � � �����

ii
 Es gilt die Multiplikationsregel

T �
e T

��
e� T


f T

��
f �  �e�f��  T

�
e T

��
f � � ������

Beweis� Unmittelbar klar aus der Wahl der Te als Orthonormalbasis�

Wir werden den Vielfachheitsindex von nun an unterdr�ucken und implizit Summation �uber
diesen annehmen� wann immer ein Te und ein T �e in demselben Term auftreten�

Wir k�onnen nun die Verkettung von superselection	Kan�alen einf�uhren�
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De�nition und Bemerkung ���	 Sind e� � � � � � en superselection�Kan�ale mit r�ei  
 s�ei�� � i  �� � � � � n� � � Jede solche Folge

 � e� � � � � � en � �e� � � � � en � ������

hei�t Pfad der L�ange n von s�e� nach r�en � Die Menge dieser Pfade wird mit Pfad
�n�
s�e��r�en�

bezeichnet� die Intertwining Operatoren

T� � Te�� � � � �en � Te� � � � Ten �   �e� � � � � en�Pfad
�n�
s�e��r�en�

� ������

bilden eine Basis des Intertwinerraums �s�e�c�e� � � � c�enjr�en � Mit anderen Worten�
�s�e�c�e� � � � c�enjr�en hat die Struktur einer direkten Summe von Tensorprodukten���

�s�e�c�e� � � � c�enjr�en � 
M

��Pfad�n�
s�e��r�en�

�s�e�c�e�jr�e�� � � � � �s�enc�enjr�en �

������

Beweis� Orthonormalit�at und Vollst�andigkeit der oben de�nierten Basis folgen durch Itera	
tion von ����� und ������

Pfade von superselection	Kan�alen lassen sich bequem graphisch Darstellen� Sei   �e� � � � �

� � � � en � Pfad
�n�
IJ und sei c�e�  �� � � � � � c�en  �n � Dann stellen wir T� normalerweise

dar durch

�	�	

�	

� � �

�J

�I�n �n�� ��

Diese Darstellung k�onnen wir in konsistenter Weise
�
verbiegen��

�J �I

�n �n�� ��

� � �

Der Pfad l�auft also von der ersten Quelle rechts nach links zum letzten Ziel� unter der
Wirkung der n Ladungen� Mit dieser Konvention l�a�t sich sp�ater� wenn Operatoren der
Zopfgruppendarstellung auf die Ladungen wirken� tre+ich arbeiten�

Wenn wir Skalarprodukte �a la ����� von T� � T�� betrachten wollen� m�ussen  und �

insofern zusammenpassen� als da� ihre Endpunkte �ubereinstimmen� Da� f�uhrt zu folgender
Begri�sbildung�

��Man beachte� da� wir hier nVielfachheitsindizes unterdr�uckt haben� die nun in Form der Tensorprodukte
wieder auftauchen
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De�nition ���� Ein Paar �� � mit � � �Pfad�n�IJ � hei�t Strang mit Aufh�angungspunkt
I� Man schreibt

Strang�n�I �
n
�� � j � ��Pfad�n�IJ f�ur ein I

o
� ������

Mit dem� was wir jetzt wissen� k�onnen wir alle wichtige Relationen zwischen den Inzi	
denzmatrizen ableiten�

Satz ���� i
 NK
IJ  NK

JI  NJ
IK
 NK

IJ
� NK

�J  N�
JK
N�

KJ
 �JK NK  N t

K
� wobei t die

Transposition der Matrix bedeutet�

ii
 NI NJ  NJ NI  
P
L
NL

IJ NL �

iii
 NI  �d  d
I  �d � wobei �d der Vektor mit den Komponenten �dJ � d
J ist�

Beweis� Das erste Gleichheitszeichen von i folgt einfach aus der Tatsache� da� die Mul	
tiplikation von �Aquivalenzklassen abelsch ist �vgl� Lemma 
���� Um das zweite zu sehen�
rechnet man nach� da� die linearen Abbildungen

X � ��I�Jj�K �� ��Jj� I�K � T ��� R�
I� I�T  �

Y � ��Jj� I�K �� ��I�Jj�K � S ��� �I�SRI �

invers zueinander sind� X � Y �S  R�
I� I�I�S� I�RI  SR�

I� I�RI  	
I und ebenso f�ur
Y �X � Die Vektorr�aume haben also dieselbe Dimension und das zeigt

dim��I�Jj�K  dim��Jj� I�K  dim�� I�Kj�J �

also die zweite Gleichheit! damit ist auch die dritte Aussage von i bewiesen� Die dritte
Gleichheit folgt durch Iteration der ersten beiden� n�amlich�

NK
IJ  NJ

IK
 NJ

KI
 N I

KJ
 N I

JK
 NK

JI
 NK

IJ
�

Die zweite Aussage ist trivial wegen der Irreduzibilit�at der Repr�asentanten und Bem����ii�
ii ist einfach die Summenregel aus Korollar �����v unter Ber�ucksichtigung der Vielfach	
heiten� X

K

NK
IJd
K  d
Id
J �

Aus Bem����� wissen wir� da� �bei Anwendung der Summenkonvention

�NI NJ
M
K  NL

IKN
M
JL  

X
L

dim��K�Ij�L dim��J�Lj�M  dim��K�I�Jj�M �

unter Ausnutzung von i � dies ist der wichtige Spezialfall von Pfaden der L�ange � der
obigen Bemerkung� Auf dieselbe Weise erhalten wir f�ur das entsprechende Matrixelements
der rechten Seite von Gleichung iiX

L

NL
IJN

M
LK  dim��I�J�Kj�M �

Diese beiden Intertwinerr�aume haben wieder gleiche Dimension� denn zwischen ihnen ver	
mittelt ����I�J� �K eine unit�are Abbildung�

Vertauscht man bei der De�nition der Verkn�upfung von Kan�alen Ladung und Quelle� so
erh�alt man eine neue Basis f�ur die Fusions	Intertwinerr�aume aus jener De�nition�
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De�nition und Bemerkung ���� F�ur einen Kanal � K
I J � 	bzw� �

J
I 
 � ����n 
 w�ahlen

wir eine Orthonormalbasis S�
e von ��J�Ij�K 	bzw� ���Ij�J
� wobei �  �� � � � � NK

IJ 	bzw�
�N
IJ
 der Vielfachheitsindex ist 	den wir nun sofort wieder unterdr�ucken
� Sei  �

Pfad�n�s�e��r�en�
und seien s�ei  �i � i  �� � � � � n � Dann bilden die intertwining Operato�

ren
S� � �n � � � ���Se� � � � �n�Sen��Sen � �����


eine Orthonormalbasis des Intertwinerraumes �s�en � � � s�e�c�e�jr�en � Dieser Raum zer�
f�allt ebenso in eine Summe von Tensorprodukten� wie in Bem������ Es gilt

��S�S
�
��  

X
e

S��eS
�
���e � ������

f�ur alle   �e� � � � � � en� �  �e�� � � � � � e
�
n mit r�en  r�e�n � Die Summe l�auft dabei �uber

alle Kan�ale mit s�e  r�en  r�e�n �

Beweis� Au�er ������ ist alles klar� W�ahlen wir o�B�d�A� e  �
r�e�

r�en� 
 � und seien s�ei  
�i � i  �� � � � � n � s�e�i  ��i � i  �� � � � � n � Dann ist die Summe auf der rechten Seite gleichX

e

��n � � � ���Se� � � � ��SenSeS
�
e��Se�n

� � � � ���n � � � �
�
��Se��

� �

und die Vollst�andigkeitsrelation f�ur die S liefert die gew�unschte Identit�at�

Dies l�auft darauf hinaus� die Richtung der Pfade umzukehren� W�ahrend sie in der obigen
Graphik von rechts nach links laufen� gehen sie nun von der Quelle links zum Ziel rechts�

Wendet man Linksinverse auf Str�ange von S	Fusionierern an� so �ndet man eine Art
iterierte

�
Orthogonalit�at��

Lemma ����� Sei � � e� � � e��Strang�n���I � Dann gilt


 �S��eS���e�  �ee�
dK
d
dJ

S�S�� ������

wenn e  � K
J 
 und 
 eine Linksinverse von ����n ist�

Beweis� Verwenden wir dieselbe Notation wie in der letzten Bemerkung� so �nden wir


 �S��eS���e� 

�
��n � � � ���Se� � � � ��SenSeS

�
e��Se�n

� � � � ���n � � � �
�
��Se��

�
�
 S�S��
�SeS

�
e �

Nun ist SeS�e ein Projektor auf eine irreduzible Komponente des Produkts ��J und ������
liefert �������

Verwenden wir die oben eingef�uhrte Darstellung von Fusionspfaden� so haben wir f�ur ������
eine sch�one Veranschaulichung� in Analogie zu Fig������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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� � �

c�e�

c�e��

c�en

c�e�n

s�e�

s�e��

�

�

K
J
J

�
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Die Fusionsr�aume� zu denen die Te bzw� Se Basiselemente sind� sind isomorph� Wie
wir schon im Beweis von Satz ���� gesehen hatten� bildet ein statistischer Operator diese
R�aume unit�ar ineinander ab� Es liegt daher nahe und wird sich bald als n�utzlich erweisen�
den Basiswechsel zwischen T 	 und S	Basis zu betrachten�

Zun�achst sind wir f�ur die elementaren Fusionsr�aume ��I�Jj�K � Te � e  � K
I J frei�

einfach
Se � ����I� �JTe � ������

zu w�ahlen� Damit k�onnen wir den Basiswechsel auch f�ur l�angere Fusionspfade leicht aus	
rechnen� wie das folgende Lemma zeigt�

Lemma ����� Sei   �e� � � � � � en�Pfad
�n�
IJ mit c�ei  �i � i  �� � � � � n � Dann ist

S�  ����I� �n � � � ���I��bn���� � � � � �nT� � ������

wobei bn das in 	����
 de�nierte Element der Zopfgruppe ist�

Beweis� F�ur n  � reduziert sich ������ auf die Basiswahl ������� Betrachten wir daher
die Aussage f�ur jeden Pfad  der L�ange n � � von I nach J als gezeigt� Schlie�en wir an
s�e�  I einen weiteren Kanal e  �

I
K 
�

 und rechnen alles aus� so erhalten wir

Se��  �n�� � � � ���SeS�  
 �n�� � � � �������K� ��Te����I� �n�� � � � ���I��bn������ � � � � �n��T�  

 �n�� � � � �������K� ������K��� �n�� � � � ��Te�I��bn������ � � � � �n��T�  

 �n�� � � � �������K� ������K��� �n�� � � � ���K����bn������ � � � � �n��Te�� �

wobei wir zun�achst �����i und dann die Intertwinereigenschaft von Te benutzt haben� Jetzt
machen wir am besten graphisch weiter� Was wir bis jetzt haben ist
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Dabei haben wir f�ur ����bn������ � � � � �n�� einfach eine �
Black Box� eingesetzt� die die

Reihenfolge der �� � � � � � �n�� umkehrt� Weiterhin haben wir das Vertauschen von �K�� mit
den n � � F�aden etwas auseinandergezogen� um zu sehen� da� der gestrichelt eingerahmte
Intertwiner genau �K��bn���� � � � � �n�� ist �vgl� Def� ������ Zuletzt wird � genau wie es
sein soll � �K mit allen n F�aden vertauscht� Das liefert genau �������

ZumAbschlu� dieses Abschnittes wollen wir noch sehen� wie man prinzipiell in den Basen
der Fusionsr�aume interessante Operatoren diagonalisieren kann� Dabei leiten wir zugleich
ein f�ur sp�ater wichtiges Ergebnis ab�



�� III� ZOPFGRUPPENSTATISTIK

Lemma ����� Sei e  � K
I J � Dann diagonalisiert Te den Monodromieoperator�

T �e �
���J� �I�

���I� �JTe  
�K
�I�J

� ������

Beweis� ������ benutzend rechnen wir aus�

�K
dIdJ

 
dK
dIdJ

�K
dK

 	K  
I�TeT �e   	K  
J
I�TeT �e   
J
I
�
Te�K�R�

K
��K�K�RKT

�
e

�
 

 
J
I
�
�I�J�R�

K
T �e �

���I�J� �I�J�I�J�TeRK
�
 

 R�
K
T �e 
J
I

h
�I
�
����I� �J�I��

�
J 
�
��I �I��

���J� �I
i
TeRK  

 	IR�
K
T �e 
J

�
����I� �J�I��

�
J �

���J� �I
�
TeRK  	I	JR

�
K
T �e �

���J� �I����J� �ITeRK  

 	I	JT
�
e �

���J� �I����J� �ITe �

Dabei haben wir die vereinfachende Schreibweise ��I  ��
I benutzt� Gehen wir die einzel	
nen Gleichungen durch� Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir nur 
J auf einen Skalar
angewandt� Dann benutzten wir die letzte Identit�at von ������� Die n�achste Gleichheit ist
eine wiederholte Anwendung von �����i� Das sechste Gleichheitszeichen folgt aus �����i�
�����ii� Dann folgt die Auswertung der Linksinversen 
I auf � � � � � � Zuletzt benutzt man
noch die Artin	Relation ������

Die Aussage des obigen Lemmas ist nat�urlich auch f�ur Pfade der L�ange � � wahr� T� � �

Pfad�n���IJ � diagonalisiert die
�
h�ohere Monodromie� ��Cn��I� ��� � � � � �n�� � wobei Cn das Zen	

trum der Zopfgruppe Bn ist�

x�� Zopf� und Fusionsmatrizen

Wir werden jetzt statistische Operatoren� d�h� Zopf	Intertwiner in den Pfad	Basen der Fu	
sionsr�aume darstellen� Die Idee� um zu Matrixelementen zu gelangen ist diese�
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Man schlie�t den Zopfer �I��
	
b ���� � � � � �n in das Skalarprodukt T

�
��T� der Fusionierer zu

Pfaden � � � Pfad�n�IJ ein� Mit anderen Worten� man betrachtet die unit�are Darstellung
der Bn auf dem Hilbertraum ��I�� � � � �nj�J � Die Pfade m�ussen dabei nat�urlich kompatibel
sein� d�h� die Ladungen vor und nach der Zopfung m�ussen zusammenpassen� Seien wir nun
spezi�sch�

De�nition und Bemerkung ���� Seien   �e� � � � � � en� �  �e�� � � � � � e
�
n � Pfad

�n�
IJ �

c�e�  �� � � � � � c�en  �n � Dann de�nieren wir die Matrixelemente der Zopfmatrix�� f�ur

��Einer Anregung aus �H�ar	�� folgend bezeichnen wir diese nicht wie in der algebraischen QFT �ublich
durch R sondern durch B�
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ein Wort b�Bn durch
B

�	�
��� �b  � � T ����I��

	
b ���� � � � � �nT� � �����

wenn die folgenden Einschr�ankungen f�ur � � gelten�

c�e�i  �	�b��i�  c�e	�b��i� � i  �� � � � � n � �����

mit der nat�urlichen Projektion � � Bn � IP�n� � Die Zopfmatrizen sind unit�are Matrizen
und es gilt

�I��
	
b ���� � � � � �n  

X
�������Strang�n�I

B
�	�
��� �bT��T

�
� � �����

Beweis� Die Unitarit�at ergibt sich unmittelbar aus der Vollst�andigkeitsrelation der Fusio	
nierer�

X
�

B
�	�
��� �b�B

�	�
���� �b

y  T ����I��
	
b ���� � � � � �n

��X
�

T�T
�
�

�A �I��
	
b ���� � � � � �n

�T���  ������ �

����� folgt ebensoleicht aus den De�nitionen�

Die numerischenWerte der Matrixelemente der B	Matrizen h�angen nat�urlich von der spezi	
ellen Wahl der Fusionierer	Basis ab� Invariant sind aber ihre Transformationseigenschaften
und die polynomialen Bedingungen� denen sie gen�ugen und die wir im n�achsten Abschnitt
ableiten werden� Zudem k�onnen wir jetzt gleich die Markov	Spur durch die Zopfmatrizen
ausdr�ucken& Dazu brauchen wir noch folgende Bemerkung� die Zopfmatrizen in der T 	 mit
solchen in der S	Basis verkn�upft�

De�nition und Bemerkung ���� F�ur � ��Pfad
�n�
IJ gelte die Notation aus Def����� und

die Bedingung 	����
� Dann setzen wir

eB�	�
��� �b � S����

	
b ��n� � � � � ��S� � �����

Dann gilt eB�	�
��� �b  B

�	�
��� �

bb  B
�	�
��� �b

��
n bbn � ����


wobei b � Bn � Bn der Automorphismus �i �� �n�i der Zopfgruppe ist�

Das ist eigentlich klar� denn beim �Ubergang von der T 	 zur S	Basis passiert ja im wesent	
lichen nichts anderes� als da� die Reihenfolge der Ladungen verkehrt wird� Man kann das
aber auch nachrechnen�
Beweis� Einsetzen von ������ in die De�nition und zweimaliges Ausnutzen von �����i�
�����ii liefert unter Beachtung von ����� das gew�unschte Ergebnis�

Wir beschr�anken uns nun auf den Spezialfall� da� alle Ladungen gleich sind� c�e�  � � �  
c�en  ���irr � Dann k�onnen wir die Markov	Spur ausrechnen�

Satz ���� Sei ���irr � Dann ist die zu diesem Morphismus assoziierte Markov�Spur eine
gewichtete Summe �uber Charaktere endlichdimensionaler Darstellungen der Bn �

Tr�b  
�

dn
dI

X
J

dJ
X

��Pfad�n�IJ

B
���
�� �b � �����

unabh�angig von der Wahl von �I �
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Beweis� Sei 
 die Linksinverse von � � Wendet man 
n auf die zu ����� analoge Darstellung
von ��n�
 �b an� so erh�alt man� wenn J der Endpunkt von  � 

� ist

Tr�b  
n���n�
 �b  
n

�BB� X
�������Strang�n�

I

eB���
��� �bS��S

�
�

�CCA  

 
�

dn


X
�������Strang�n�

I

���� eB���
��� �b

dJ
dI
 

�

dn
dI

X
J

dJ
X

��Pfad�n�
IJ

eB���
�� �b �

was ����� f�ur eB statt B ist� Diese beiden Matrizen sind aber durch einen inneren Auto	
morphismus der Zopfgruppe miteinander verbunden� wie ����
 gezeigt hat� Unter einem
solchen ist aber die Markov	Spur nach �MI invariant�

Es scheint zwar auf den ersten Blick etwas tautologisch� erweist sich aber im n�achsten
Abschnitt als konsistent� auch die Fusion in �ahnlicher Weise wie die Zopfung durch Matrizen
darzustellen� Die De�nition ist nach dem� was wir �uber die Zopfmatrizen erfahren haben�
einleuchtend�

De�nition und Bemerkung ���� Sei e  � J
I c�e� � e� � e��Pfad

���
IJ und f  � M

K L � so
da� folgende Bedingungen erf�ullt sind�

c�e  M � c�e�  K � c�e�  L � �����

Dann de�nieren wir die Matrixelemente der Fusionsmatrix zum Fusionskanal f durch

Fe��e��f �e  � � T �e�T
�
e�
�I�TfTe � �����

Es gilt die Darstellung�
�I�Tf  

X
e��e� � e

Fe��e��f �eTe�Te�T
�
e � �����

wobei die Summation �uber r�e� r�e�  s�e� und r�e� zu verstehen ist� Weiterhin gelten
die Orthogonalit�atsrelationenX

e� f

Fe��e� �f �eF
�
e���e

�

� �f �e
 �e��e� �e���e�� � ������i

und X
e��e�

F �
e��e� �f �eFe��e��f ��e�  �ee��ff � � ������ii

Beweis� Einige simple Rechnungen unter Ausnutzung der Orthogonalit�at und Vollst�andigkeit
der Fusionierer liefern ������ ������i und ������ii�

Schlie�lich wollen wir noch ����� benutzen� um einen f�ur sp�ater wichtigen Zusammenhang
zwischen B��� und B��� herzuleiten�

Satz ���� Seien e� � e� � f� � f��Pfad
���
IJ mit s�e�  r�e�  K � s�f�  r�f�  L � Dann

gilt�

B
���
f��f��e��e�

 
�K�L
�I�J

B���
f��f��e��e�

� ������
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Beweis� Betrachten wir den relevanten Teil der De�nition von B��� � so ist die Idee ganz
nat�urlich�
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Ersetzen wir nun den Term T �f��I��
����� �� ��i  c�ei � i  �� �  in der De�nition von

B��� durch sein eben gefundenes �Aquivalent� so wird

B
���
f��f��e��e�

 T �f��
����� �L�

���L� ��T
�
f�
�I��

����� ���
����� �I�

���I� ��Te�Te� �

und Auswertung der Monodromien unter Verwendung von Lemma ����� liefert das Ergebnis�

x�� Polynomialgleichungen

Es ist klar aus den De�nitionen� da� die Matrixelemente der Zopfmatrizen nicht alle un	
abh�angig voneinander sein k�onnen� denn insbesondere m�ussen sich die Zopfrelationen f�ur
aus Theorem ���
 als Relationen zwischen B	Matrizen schreiben lassen� In der Pfadsprache
ist das o�ensichtlich� denn es gilt zum Beispiel

B
�	�
��� ��i�i���i  B

�	�
��� ��i���i�i�� �

als Darstellung der Artin	Relation� Das sagt aber nicht viel� Um vern�unftige Matrixgleichun	
gen zu bekommen� mu� man zun�achst die B	Matrizen f�ur beliebige W�orter aus elementaren
B	Matrizen� das hei�t solchen zu Pfaden der L�ange �� zusammenbauen� Im folgenden wer	
den wir ein allgemeines Verfahren �nden� jede g�ultige Intertwinerrelation� die Zopfer und
Fusionierer enth�alt in eine Polynomialbedingung an die B	 und F 	Matrizen umzuschreiben�
Dazu betrachten wir als nichttriviales Beispiel die Gleichung

Tf�
	��� �M  �K��

	��� �L�
	��� �K��Tf  � �����

die f�ur f  � M
K L eine Anwendung von �����i und �����i bzw� �����ii und �����ii ist�
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Die Idee ist nun wie zuvor� diese Bilder durch Anwendung eines �I und einschlie�en in
Fusionspfade �Pfad���IJ � 

��Pfad���IJ zu Skalaren zu machen� Durch Einschieben vollst�andi	
ger Einsen sollte man dann die Zopf	 und Fusionsmatrizen identi�zieren k�onnen und eine
Gleichung der Form FB  BBF erhalten� Das f�uhren wir nun an der rechten Seite der
obigen Gleichung durch� Dabei ist nur noch zu beachten� da� z�B� der Fusionierer Tf dann
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unter zwei Morphismen steht� �I��Tf  � So etwas kann man aber immer au,�osen gem�a�

�����A  
P
e
Te�I�AT �e � e  �

I

� 
�

 � Damit erhalten wir letztlich folgendes Bild�
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Schreibt man das hin� so erh�alt man f�ur jeden Vertex� d�h� superselection	Kanal mit nach
unten gerichteter Ladung ein T � � f�ur einen nach oben ein T � Es bleibt die Aufgabe� die
Matrizen	 und Summationsindizes festzulegen� Zun�achst haben wir die �au�eren Indizes
a� b� a�� b�� c� festgelegt� die mit denen auf der linken Seite der Relation verglichen werden�
Jede durchgehende senkrechte Linie bedeutet dann eine Gleichsetzung von Kan�alen� ebenso
sind zwei Vertices gleich die neben einer der Summationen direkt untereinander stehen� Auf
diese Weise erh�alt man f�ur diese SeiteX

e� � e� � e� � f

B
�	�
b��c��e��e�

B
�	�
a��e��a�e�

Fe��e��f �b �����

wobei B f�ur B�� steht� Die Summation �uber den internen Fusionsindex f ist dabei expli	
zit nur eine Summation �uber den Vielfachheitsindex� da der superselection	Kanal ja schon
festgelegt ist�

Nach diesem allgemeinen Strickmuster erhalten wir etliche wichtige Relationen�

Theorem ���� Die B� und F �Matrizen erf�ullen 	unter anderem
 folgende Relationen�X
e��e�

B
���
a��b��e��e�

B
���
e��e��a�b

 �a��b��a�b � �����

d�h� B���  �B���y � Und

F
a��b��ef�a  X

e��e�

B
�	�
a��b��e��e�

Fe��e��f �a � �����

wobei ef aus f durch Austausch von Quelle und Ladung entsteht� Weiterhin gilt die Penta�
gonidentit
at X

e� � e� � e� � f

B
�	�
b��c��e��e�

B
�	�
a��e� �a�e�

Fe��e��f �b  
X
e� f

Fa��b��f �eB
�	�
e�c��a�b � ����


und die sogenannte Racah�Elliot�GleichungX
e� � e� � e� � f

Fe��e��f �eFa��b��e��e�Fe��c��e��a  
X
e� � f �

Fb��c��f ��e�Fa��e��e�a � �����

Schlie�lich gilt die Quanten�Yang�Baxter�Gleichung 	QYBE
�X
e� � e� � e�

B
�	�
b��c��e��e�

B
�	�
a��e��a�e�

B
�	�
e��e��b�c

 
X

e�� � e
�

� � e
�

�

B
�	�
a��b��e���e

�

�
B

�	�
e���c

��e���c
B

�	�
e���e

�

��a�b
�����
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Fig� ����� Die Polynomialgleichungen

Beweis� Die �QYBE wird nach der oben beschriebenen Weise aus der Artin	Relation �����
gewonnen� ����
 haben wir oben schon besprochen� Die Racah	Elliot	Gleichung folgt aus
der Anwendung derselben Methode auf die Entwicklung ������ ����� ist die Entsprechung
von Thm����
i� ����� beschreibt den �Ubergang von der T 	 zur S	Basis f�ur elementare
Fusionierer �������

Die Polynomialgleichungen k�onnen � bis auf ����� � ganz genauso wie die entsprechen	
den Intertwinerrelationen dargestellt werden� Als Regel wird dabei �uber alle inneren Indizes
summiert� Diese Graphiken �siehe Fig����� sind �aquivalent zu dem� was in �MS��c�

�
geo	

metrische Bilder� genannt wird�

x�� Das reduzierte Feldb
undel

Die �Ubersicht� die wir durch die Beschr�ankung auf�� und mittels der Fusioniererbasen �uber
Produkte von Sektoren gewonnen haben� wollen wir nun auf das Feldb�undel �ubertragen�
Dadurch wird jede Redundanz aus der Beschreibung verschwinden und die urspr�ungliche
Struktur des physikalischen Hilbertraums als direkte Summe von Sektoren zwischen denen
die Felder vermitteln wird wiedererscheinen� Mit anderen Worten� das reduzierte Feldb�undel
erf�ullt das Programm zur Rekonstruktion der Feldalgebra�

Wir Starten von folgender De�nition�

De�nition ���� Die direkte Summe von Hilbertr�aumen

Hred �
M


I�
�

H
I � �����

hei�t reduziertes Zustandsb
undel�� Die Elemente von Hred werden geschrieben als �  
��I�) � um sie von denen von H zu unterscheiden� Hred trage das von H� induzierte
Skalarprodukt�

��I�$ � ��J�)�Hred ��� � ��I�$� ��J�)  � �IJh$j)i � �����

��Der Begri�
�
B�undel� ist hier eigentlich unangebracht�
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Eine Feldalgebra sollte nun durch lineare Operatoren aufHred wirken und von einem Sektor
auf den anderen abbilden� Die Idee dazu ist diese� Betrachte einen Kanal e  � K

I J und ein
��I�)�H
I � d�h� wir starten bei der Quelle von e � Im normalen Feldb�undel w�urde nun ein
Feld f�J� Ag mit Ladung �J so wirken�

f�J� Ag�f�I�)g  f�I�J� �I�A)g �

Durch Anwendung von T �
e k�onnen wir jetzt aber die Zielfaser erreichen�

T
�
e�f�I�J� �I�A)g  f�K� T

�
e �I�A)g �

Das motiviert die De�niton von linearen Operatoren auf dem reduzierten Zustandsb�undel�
die vom Quell	 zum Zielsektor abbilden�

De�nition ���� Das reduzierte Feldb
undel F ist der Abschlu� in der Operatornorm
der direkten Summe von Vektorr�aumen

F �
M
e

e �
M
e

�e�A � �����

f�ur alle Kan�ale e mit Komponenten in �� � Dabei ist jedes e  �e�A � A� A ein linearer
Operator auf Hred �

�e�A��I�) � �
Is�e��r�e� T
�
e �I�A) � �����

Es ist festzuhalten� da� die Bedingung �
Is�e��r�e ad hoc eingef�uhrt wurde� um die Ortogo	
nalit�at der Sektoren zu sichern� Darauf kommen wir sp�ater noch zur�uck�

Die Einbettung der Observablenalgebra ist nun nicht mehr so simpel� wie im Feldb�undel�
aber immer noch nat�urlich�

Bemerkung ���� i
 A ist kanonisch eingebettet in F mittels der Abbildung

�A �A �� F �

A ��� �A�A �
P

e� c�e�	�
�e�A �

����


ii
 F ist eine Banach�Unteralgebra von B�Hred � Genauer gesagt gilt�

k�e�Ak � kAk � �A�A � �����

Beweis� Die Absch�atzung ist nach De�nition des Skalarprodukts in Hred klar�

Um eine Feldalgebra zu haben� ist es nat�urlich notwendig� da� F abgeschlossen ist unter
Produktbildung�

Satz ���� Seien e�  �e�� A� � e�  �e�� A� �F mit c�ei  �i � i  �� � � Dann gilt die
folgende Operatorproduktentwicklung 	OPE
�

�e�� A��e�� A�  �r�e��s�e��
X
e � f

Fe��e��f �e  �e�Af � �����

in Anwendung auf Zust�ande aus Hred � Dabei ist

Af � T �f ���A�A��A � �����

und die Summe l�auft �uber alle f mit s�f  ��  c�e� und c�f  ��  c�e� sowie �uber
alle e mit r�e  r�e� und c�e  r�f �
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Beweis� Das ist eine einfache Rechnung�

�e�� A��e�� A���I�) �
Is�e���e�� A��r�e�� T �e��I�A�)  

 �r�e��s�e���r�e�� T
�
e�
r�e��A�T �e��I�A�)  

 �r�e��s�e���r�e�� T
�
e�
T �e��I����A�A�) �

wobei wir zuletzt die Intertwinereigenschaft von T �e� benutzt haben� Wir f�ugen jetzt eine
vollst�andige Eins vor dem Intertwinerpaar T �e�T

�
e�
ein� die an die Ladungen von e� � e� an	

schlie�t� d�h� wir rechnen weiter mit s�f  c�e�  �� � c�f  c�e�  �� �

�e�� A��e�� A���I�)  �r�e��s�e��
P
f
�r�e�� T �e�T

�
e�
�I�TfT �f �I����A�A�)  

 �r�e��s�e��
P
f
�r�e�� T �e�T

�
e�
�I�Tf�I�Af)  

 �r�e��s�e��
P
e � f
�r�e�� T

�
e�
T �e��I�Tf TeT

�
e �I�Af)  

 �r�e��s�e��
P
e � f

Fe��e��f �e�r�e�� T
�
e �I�Af )  

 �r�e��s�e��
P
e � f

Fe��e��f �e�e�Af���I�) �

wobei nach denselben Regeln wie oben eine Identit�at eingef�ugt wurde� F�ur die Summation
�uber e folgen damit die erw�unschten Beschr�ankungen s�e  �I  s�e� � c�e  r�f
und r�e  r�e� �Das bedeutet� die Summation �uber e ist nur eine Summation �uber den
Vielfachheitsindex�

In x�� werden wir sehen� da� F tats�achlich eine C"	Algebra ist� die von den Elementen
�e�A dicht aufgespannt wird�

Lokalit�at l�a�t sich im reduzierten Feldb�undel fast genauso wie in B ausdr�ucken�

De�nition und Bemerkung ���� Ein Feld e  �e�A � F hei�t lokalisiert in O � in
Zeichen e�F�O � wenn es in Anwendung auf jeden Zustand aus Hred mit jeder Observable
�e�� B � B �A�O� kommutiert� Diese De�nition ist �aquivalent zu� Es exisiert ein unit�arer
Intertwiner U von �  c�e nach b��(��O und UA ist in A�O 	vgl� Satz �����
�

Beweis� Wir wollen m�oglichst ������ aus obengenanntem Satz reproduzieren� Die einzige
Schwierigkeit dabei ist die nichttriviale Einbettung der Observablen in F � Betrachten wir
also ein ��I�)�Hred und wenden darauf zuerst die Observable �e�� B und dann das Feld
an� so erhalten wir� X

e� � c�e��	�

�e�A�e�� B��I�)  �r�e� T
�
e s�e�A�I�B) � �����

denn da c�e  � folgt Te�  � �es ist e�  �
s�e�
I � � Kehren wir die Reihenfolge der

Anwendung von Feld und Observable um so ergibt sich auf gleiche WeiseX
e� � c�e��	�

�e�� B�e�A��I�)  �r�e�� r�e�BT
�
e �I�A) ������

Damit die rechten Seiten von ����� und ������ gleich sein k�onnen� mu� nat�urlich r�e�  
r�e gelten� Damit erhalten wir unter Ausnutzung der Intertwinereigenschaft von T �e die
Gleichung

T �e �I�AB  T �e �I�c�e�BA � ������
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als zur Lokalisierung des Feldes in O �aquivalente Bedingung� Da Te eine Isometrie und �I
irreduzibel ist� ist dies aber �aquivalent zu ������ mit �  c�e �

Es ist bemerkenswert� da� die Lokalisierung eines Feldes nur von dessen Ladung abh�angt
und nicht von den Sektoren� zwischen denen es vermittelt� Das liegt nat�urlich an der klug
gew�ahlten Einbettung der Observablen�

Da jetzt die lokalen Feldalgebren verf�ugbar sind� kann man die Vertauschungsrelationen
raumartig zueinander lokalisierter Felder untersuchen� Es ist nicht �uberraschend� da� diese
eng mit den Zopfmatrizen zusammenh�angen�

Satz ���	 Seien ei  �ei� Ai �F�Oi � i  �� � und O��nO� � Dann erf�ullen diese Felder
die Austauschalgebra

�e�� A��e�� A�  
X
e���e

�

�

B
�	�
e��e��e

�

��e
�

�
�e��� A��e

�
�� A� � ������

mit dem Vorzeichen �� falls O� � O� und �� anderenfalls�

Beweis� Die linke Seite auf ein ��I�) anwendend� erhalten wir

�r�e�� T
�
e�
T �e��I����A�A�) � ������

mit c�ei  �i � i  �� � � Andererseits erhalten wir f�ur die rechte SeiteX
e���e

�

�

�r�e��� T
�
e�
T �e��I��

	����� �
�
�Te��Te��T

�
e��
T �e���I��

�
��A�A�) �

und das ist mit c�e�i  ��i  �i � i  �� � �

�r�e�� T
�
e�
T �e��I��

	���� �����A�A�) � ������

Wegen der Lokalisierung der Felder und obiger Bmerkung kann Ai  U��
i Ci geschrieben

werden mit Ci � A�Oi und einem unit�aren Intertwiner Ui � �b�ij�i � Damit ist au�erdem
�	���� ��  ���U

��
� U

��
� U����U� � je nachdem ob O� � O� oder O� � O� � Mit alldem

rechnet man leicht die Gleichheit von ������ und ������ nach�

Damit lassen sich die Polynomialgleichungen des letzten Abschnittes direkt als Beziehungen
in F au�assen� Zum Beispiel sagt dann die Pentagonidentit�at� da� man in einem Produkt
zweier Felder zun�achst eines der Felder mit einer Fusionsmatrix in ein Produkt von zweien
au,�osen und dann diese beiden nacheinander mit dem anderen zopfen� oder aber die Fel	
der zuerst zopfen und dann eines au,�osen kann � man h�atte die Polynomialglgeichungen
nat�urlich auch gleich in F beweisen k�onnen�

Jetzt betrachten wir als letzte grundlegende Eigenschaft die Kovarianz im reduzierten
Feldb�undel� Was wir bekommen� ist genau die Darstellung aus Satz ���� allerdings mit dem
Vorteil� da� die Felder nun manifest kovariant sind im Sinne von Axiom IV�

Satz und De�nition ���� i
 Die Darstellung L ��� U�L der Poincar�egruppe auf Hred

wird de�niert durch die auf H aus Satz ����i
� Dann de�niert

P � L ��� �L � �L�e�A � �e�XL�c�e
���L�A � �����


eine Darstellung der Poincar�egruppe auf F und es gilt

�L�e�A  U�L�e�AU�L�� � ������

ii
 �LF�O  F�LO �
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Beweis� Erinnern wir uns an Satz ����iii� so k�onnen wir die Wirkung von �Le auf einen
Zustand ��I�) ausrechnen �mit c�e  � �

��Le��I�)  �r�e� T �e �I�XL�����L�A)  

 �r�e� T �e �I�XL����U
I�LU
I�L
���I�L�A)  

 �r�e� T �eU
I
�LU
I�L
���I�L�A)  

 �r�e� Ur�e��LT �e �I�AU
I�L
��)  U�L eU�L����I�) �

ii wird unter Ausnutzung von ������ analog zur entsprechenden Aussage f�ur B gezeigt
�vgl� Satz ������

x�� Strukturkonstanten und Operationen auf Kan
alen

In diesemAbschnitt stellen wir einige technische Hilfsmittel bereit� die wir f�ur die Einf�uhrung
einer sinnvollen Ladungskonjugation auf dem reduzierten Feldb�undel und damit f�ur dessen
bessere physikalische Interpretation ben�otigen� Er kann als Referenz angesehen und zun�achst
�ubergangen werden�

Zun�achst f�uhren wir die drei nat�urlichen
�
Konjugationen� auf superselection	Kan�alen

ein�

De�nition ���� F�ur einen Kanal e  � K
I 
 de�nieren wir die Operationen�

e�� � I
K 
 �

be� � I

K 

 �

e� � K

I 

  ce�  be� �

�����

Wir werden im n�achsten Abschnitt sehen� da� e �� e� die �ubliche lineare Operatoradjunktion
in F induziert� w�ahrend e als die physikalisch relevante

�
Ladungskonjugation� interpretiert

werden kann�

Eng verkn�upft mit diesen Operationen sind eine Reihe von Strukturkonstanten

De�nition und Bemerkung ���� F�ur e  �
�

 
 de�nieren wir eine Phase

�
  � � d
  ��R
�

R
  d
 R
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��R
  �
 R

�

�

���� �R
 � �����i

Weiter setzen wir f�ur e  � K
I 


�ee�  � � �I�R
�

TeTe�� ��Ij�I  C� � �����ii

was graphisch dargestellt wird durch
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Au�erdem

�ebe  � �
r
�
�K
�I

R�
K
T �e �I����K� �TbeRI  
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K
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graphisch�
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Schlie�lich

�ee  � �
X
e�
�e

�

e �ee�  �  

s
�
�I

�K
R�

R

�
I
�I���� I� �

�Te�K�TeRK � ��j�  C� � �����iv

graphisch�

�ee  

r
�
�I
�K


����������������������������������

�����
�����
�

K K
�����
����
����
�����
����
����
���

�����������������������
���������
����
����
���� e

�����
����
����
�����
����
����
���

�������������������������������
����
����
����
�e����

�����
�

������
�����

����
�����
����������
����������

���������
������
��� ����

�����
������
����������������������������������

�����
������
������������������������������

I I

����
�����
����
����
�����
����
���

����
�����
����
����
�����
����
���

Beweis� In �����i ist nur das erste Gleichheitszeichen nach der De�nition nichttrivial� Die
graphische Darstellung dieser Gleichheit ist

����������������������������������
�����
�����
�����

�����
������
������������������������������

�����
����
����
�� ����

����
����
���

�

�

� ����������������������������������
�����
�����
� ����

�����
������
����������������������������������

����
����
���

�����
����
����
��

�

�

Da � und � irreduzibel sind kann man diese Identit�at von Skalaren umformen in
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was o�ensichtlich richtig ist� Wir haben nun nur noch die Identit�aten der verschiedenen
Darstellungen in �����iii und �����iv zu zeigen� Zu �����iv� F�ugt man den Intertwiner �ee�
direkt nach dem ganz links stehenden R�

I
in �e
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e ein� so erh�alt man zun�achst
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Was wir nun haben ist graphisch �unter Vernachl�assigung der Phase
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was man unter Verwendung der Regeln aus Thm����
 leicht zu der behaupteten Darstellung
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von �ee umformen kann�

Die Stellung der Indizes dieser Matrizen ist nicht zuf�allig� z�B� transformiert sich �ebe kovariant
beimWechsel der Basis Tbe und kontravariant unter einemWechsel der Basis Te � Zu der Phase
�
 ist noch ein Wort zu verlieren� Ist � nicht selbstkonjugiert� so kann man immer durch
Wahl von R
  R � R
  ����� �R  R
 die �ubliche Situation wiederherstellen� in der
�
  �
 gilt �siehe Satz ����! man kann nat�urlich auch �
  � w�ahlen� Im allgemeinen
kann diese Phase aber von der Basiswahl in den Intertwinerr�aumen abh�angen � also von
der Phase von R
 relativ zu R
 �

Lemma ���� Sei e  � K
I 
 � Dann gelten die folgenden Identit�aten 	Summation �uber wie�

derholte Indizes
�

�a �ee���fe��  
dK
dId


�ef �

�b �ebe��fbe �  �ef �

�c �ee��ef 
�  

dK
dId


�ef �

�����

Und weiterhin

�a �ee�  �

dK
dI
 �e�e �

�b �ebe  �K
�I
 ��bee� �

�c �ee 
�
�I
�K

 �ee �
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Beweis� Zun�achst zu ������ F�ur �a rechnen wir aus�

X
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�ee���fe�
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X
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I��ee���fe�

�  �  
X
e�
R�


I�TeTe�T
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e�T

�
f R
  

dK

dId

�ef  � �

unter Verwendung von ������� F�ur �b mit f  �
L
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 �

X
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r
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X
be R�
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�
e �I����K� �TbeRIR
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I�I�T
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X
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s
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R�
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�
e TfRK  

 �ef  � �

Dabei konnten wir RIR
�
I
mit folgendem Argument eliminieren� Ersetzt man diese Kombi	

nation durch �  
P
e
TeT

�
e mit s�e  c�e  I� so tr�agt nur der Term mit r�e  � bei� denn

der ganze Teil R�
K
� � � Te ist in ��jr�e und dieser Intertwinerraum verschwindet f�ur r�e 	 ��

Wir werden solche Argumente im folgenden wiederholt benutzen� Nun zu �c� mit derselben
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Notation wie zuvor�X
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wobei RKR
�
K
und TeT

�
e wie oben weggelassen werden konnten� Unter Vernachl�assigung der

Phase rechnen wir graphisch weiter�
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Die eben gezeigte Invertierbarkeit der Matrizen benutzen wir jetzt� um ����� zu sehen� Bei
�a rechnen wir f�ur die linke SeiteX
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Andererseits bekommen wir aus �����a f�ur die rechte Seite
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und Vergleichen liefert das gew�unschte Ergebnis� �b und �c sieht man analog�

Satz ���� Die Strukturkonstanten sind 	unter anderem
 �uber folgende Symmetrien mit den
B� und F �Matrizen verkn�upft 	wiederum gilt Summation �uber wiederholte Indizes
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Beweis� �a ist eine Polynomialgleichung mit der sehr speziellen Fusionsmatrix � �beachte
die zweite graphische Darstellung von � � Diese k�onnen wir leicht aus der entsprechenden
Intertwineridentit�at herleiten� wenn wir die Darstellung aus Fig����� benutzen�

�����
����
�����
����
�����
����
����
�����
����
��� ����

�����
�����
������
������������

������������������������������������ ����
����
�����
����
����
�

�����
������
�������
���������
����������
����������
���������
�������
������
������
�

�����
������
�������
���������
������

��������
���������
������
������
����
�

a�

abe�

e  
�����
������
�������
���������
������
��������
���������
������
������
����

�����
������
�������
���������
����������

����������
���������
�������
������
������
�����
����
�����
����
����
�

�����
����
�����
����
�����
����
����
�����
����
�����
�����
�����
�����
��������
�������������������������������������������

�

a�

b

f�

fe�

�b entsteht durch Iteration von �a�

�e�e���ee�B
�	�
e��e�f ��f  �e�e��B

���
f��e��f�e��ff�  B

�	�
f ���f��e��e���f �f ���ff� �
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linke Seite wie oben in Polynomialform um� so erhalten wir
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was die linke Seite von �c ist� Verf�ahrt man mit T �f� auf der rechten Seite genauso und setzt
die �au�eren Indizes gleich so ergibt sich �c� Der Beweis von �d ist etwas aufwendiger� im
Prinzip aber einfach� wenn man sich von der graphischen Intuition leiten l�a�t �der Leser
sei aufgefordert� die einzelnen Schritte graphisch nachzuvollziehen� Legen wir zun�achst die
Notation fest�
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Jetzt schreiben wir als erstes die linke Seite hin� wobei wir den Intertwineranteil der Zopf	
matrix� der in ��Kj�K ist� an geeigneter Stelle einf�ugen� Wir vernachl�assigen dabei den
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wobei wir Te��T
�
e��
eliminiert und zuletzt noch die Fusionierer nach links und rechts verschoben

haben� Bringen wir nun die rechte Seite auf eine analoge Form�
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Jetzt m�ussen wir noch die Reihenfolgen der R� aneinander anpassen� Das tun wir auf der
linken Seite! wir formen um�

R�

�
R�

�
RI  R�


�
���R�


�
������� ��RI  R�


�
�����R

�

�
�������� ����

�������� ��RI  

 R�

�
R�

�
RI�I� I��������� ����

�������� �� �

Setzt man das ein� so kann man die Z�opfe auf der linken und rechten Seite direkt vergleichen�
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Damit ist �d gezeigt� �e rechnet man auf genau dieselbe Weise aus� Zuerst die linke Seite
�wieder unter Vernachl�assigung der Phase�
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Vergleichen wir wieder die eingeschlossenen Z�opfe�
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was �e zeigt� F�ur �f legen wir die Notation so fest�
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Damit wird die linke Seite�

R�

�
R�
I
�I���� I� ��

�Te��J�Te�RJR
�

�
R�
J
�J���� J� ��

�Te��K�Te�T
�
e�
T �e�� I�TfTeRK  

 R�

�
R�
I
�I���� I� ��

�Te��J�Te�� J�R
�

�
T �e���� I��� ��

�Te��K�� I�Tf TeRK  

 R�

�
R�
I
�I���� I� ��

����� I���R
�

�
��� I��� ��

�Te�Te��K�� I�TfTeRK  

 R�

�
R�

�
R�
I
�I���� I� ��

������� I��� ��
�Te�Te��K�� I�TfTeRK �

Und die rechte� Damit wird die linke Seite�
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und der in diesem Fall besonders einfache Vergleich der Z�opfe liefert die Gleichheit der
beiden Seiten�

x�� Konjugation im reduzierten Feldb
undel

Mit den Hilfsmitteln des letztenAbschnittes k�onnen wir nun die Analoga zu den Operationen
e �� e�� be� e auf dem reduzierten Feldb�undel einf�uhren� Als erstes induziert die "	Operation
auf den Kan�alen die Adjunktion der Operatoren in F �

De�nition und Bemerkung ���� Das reduzierte Feldb�undel ist abgeschlossen gegen�uber
der antilinearen Operatoradjunktion� die f�ur e  �
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Die Adjunktion erh�alt die Lokalisierung�

Beweis� die Lokalit�at der Adjunktion ist klar� da � genauso lokalisiert ist� wie � � Bleibt
zu zeigen� da� e� tats�achlich der zu e adjungierte Operator ist� Dazu vergleichen wir �mit
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unter Verwendung von �����a und �����a� Damit ist die Gleichheit der beiden Ausdr�ucke
gezeigt�

Damit wissen wir� da� F eine C"	Algebra ist�
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Korollar ���� F ist eine C�Unteralgebra von B�Hred � Die Menge der Elemente der
Form �e�A ist total in F �

Als n�achstes f�uhren wir die zu e �� be geh�orige Operation ein�
De�nition und Bemerkung ���� Die lineare Operatorumkehr
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Beweis� Die Lokalit�at ist klar� be�  �be� folgt direkt aus den De�nitionen und der entspre	
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Wie bei den Kan�alen k�onnen wir diese Operationen kombinieren�
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I 
 
 erh�alt die Lokalisierung� Sie ist bis auf eine Phase eine Involution�

e  
�J

�I
 e � ����


Beweis� Die Identit�at der De�nitonen folgt aus der De�nition der �	Matrizen� Die Rechnung

e  
�d�be���  �bbe���  �J

�I
 e �

zeigt die Involutivit�at�

Bemerkung ���� Die Operatoradjunktion� Operatorumkehr und Ladungskonjugation des
reduzierten Feldb�undels kommutieren mit der Kovarianz 	�����
�

Beweis� Die Kovarianz kommutiert mit der Operatorumkehr� da sie nur den lokalen Frei	
heitsgrad involviert�Das sie mit der Adjunktion kommutiert� rechnet man unter Verwendung
von ����� nach� Das folgt dann unmittelbar auch f�ur die Ladungskonjugation�

Zum ersten mal k�onnen wir nun physikalische Information in �ahnlicher Formwie imRahmen
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der Wightman	Theorie ableiten�

Satz ���	 Sei e�  �e�� A� � � � � � en  �en� An eine Kette von Feldern� die vom Vakuum

ins Vakuum interpoliert� d�h� e� � � � � � en �Pfad
�n�
�� � Weiter sei ei �F�Oi � i  �� � � � � n

und die Lokalisierungsgebiete seien so angeordnet� O� � � � � � On � Dann gilt

en � � � e�  
nY
i	�

s
�

�
i
 be� � � � ben � �����

mit �i  c�ei � Wird die Anordnung der Lokalisierungen umgekehrt� so wird der Faktor
invertiert�

Beweis� Der einzige Ansatz� den wir f�ur den Austausch von Feldern haben� ist die Aus	
tauschalgebra ������� Wir starten deshalb von

�en� An � � � �e�� A�  
X

fn� � � � �f�

B
���
e�� � � � �en�fn� � � � �f�

�bn�f�� A� � � � �fn� An  

 
X

fn� � � � �f�

T �en � � � T
�
e�
��bn��n� � � � � ��Tfn � � � Tf��f�� A� � � � �fn� An �

�����
mit dem in ����� de�nierten

�
Verdreher�� Wegen der Einschr�ankungen an den e	Pfad haben

wir dabei

e�  �

�
� 
� � en  �

�

n 
n � f�  �

�

� 
�

 � fn  �

n
� 
n �

Daraus folgt Te�  Tfn  � � Ten  R
n und Tf�  R
� � Damit haben wir auf triviale Weise
fn  ben und -enben  �  R�


n�n����� �n�R
n  � � d�h� -
enben  � � Also ist ����� schon in

en � � � e�  
X

fn��� � � � �f�

T �en � � � T
�
e�
��bn��n� � � � � ��Tfn�� � � � Tf��f�� A� � � � �fn��� An�� ben �

�uberf�uhrt� Jetzt formen wir den Intertwineranteil weiter um� Wir setzen fn��  � 


n 
n��


�Quelle und Ladung liegen ja nun fest� Damit wird

��bn��n� � � � � ��Tfn��  �� � � � �n������n� �n��Tfn���
�
bn��

��� �n��� � � � � �� �

und weiter

T �en � � � T �e��� � � � �n������n� �n��Tfn��  T �enT
�
en��

�����n� �n��Tfn��T
�
en��

� � � T �e�  

 
X
g

T �enT
�
en��

�����n� �n��Tfn��TgT
�
g T

�
en��

� � � T �e� �

mit �  r�en�� � Nun ist aber der Teil T �en � � � Tg ein Intertwiner aus ��jr�g und deshalb
tr�agt nur der Term mit g  � �

� � bei� Au�erdem ist �  r�fn��  � � Daher gilt� weil

wir en ja schon kennen� en��  �

n

 
n��

 � also fn��  ben�� � Setzen wir alles zusammen� so
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ergibt sich

en � � � e�  

 
X

fn��� � � � �f�

�
R�

nT

�
en��

�����n� �n��Tben��R


�
R
 

T �en�� � � � T
�
e�
��bn����� �n��� � � � � ��Tfn�� � � � Tf��f�� A� � � � �fn��� An�� ben  

 
r �

�
n�
n��


X

ben��� � � � �f�

-en��ben��R
T
�
en��

� � � T �e��
�
bn��

��� �n��� � � � � ��Tfn�� � � � Tf�

�f�� A� � � � �ben��� An�� ben  
 
r �

�
n�
n��


X

fn��� � � � �f�

R
T
�
en��

� � � T �e��
�
bn��

��� �n��� � � � � ��Tfn�� � � � Tf�

�f�� A� � � � � bfn��� An�� ben��ben �
denn der eingeklammerte Teil in der ersten Zeile ist bis auf die Phase genau der ben�otigte

-	Faktor� Verf�ahrt man induktiv weiter� so bekommt man als n�achsten Faktor
r �
�
�
�
n��

�

mit ��  r�fn�� und so weiter� Schlie�lich �nden wir ������

Korollar ���� Sei e�  �e�� A� � � � � � en  �en� An eine Kette von Feldern� die vom Vaku�

um in einen Sektor ��� interpoliert� d�h� e� � � � � � en�Pfad
�n�
�
 � Weiter sei ei�F�Oi � i  

�� � � � � n und die Lokalisierungsgebiete seien so angeordnet� O� � � � � � On � Dann gilt

en � � � e�  

vuut nY
i	�

�
i
�
�
  en � � � e� � �����

mit �i  c�ei � Wird die Anordnung der Lokalisierungen umgekehrt� so wird der Faktor
invertiert�

Beweis� Aus der Fusionsregel ����� des reduzierten Feldb�undels wissen wir zun�achst� da�
en � � � e�  e  �e�A mit s�e  �� r�e  � und deshalb auch c�e  � ist� W�ahlen wir nun
ein beliebiges Feld g  �e�� B�F�O � mit O � On � Dann ist mit �����

�

�

 be bg  ge  

�r
�

Q
i
�
i

 be� � � � ben bg �
Nimmt man davon das Adjungierte� so erh�alt man

g e  

sY
i

�
i
�
�
  g en � � � e� � �����

Wir zeigen nun� da� g invertierbar gew�ahlt werden kann � Anwendung des Inversen auf
����� ergibt dann die Behauptung� W�ahle g  �e�� U mit einem unit�aren Intertwiner von
� nach einem in O lokalisierten Morphismus �um konsistent mit der Lokalisierung von g zu
sein� Dann ist nach den De�nitionen

bgg � �e� U�be� ��U�R
  
X
f� g

Fbe�e�f �g�g� T �f ��UU�R
  
X
f� g

Fbe�e�f �g�g� T �fR
 �
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mit ������ Nach der schon bekannten Argumentationsweise mu� T �f  R�

 gelten� d�h� es

mu� r�f  c�g  � sein� Damit ist

bgg �X
g

�g� �  �jH�
�

denn die Summe �uber g  �



 � ist genau die Einschr�ankung der Einbettung von � �A in

B�Hred auf B�H
 � W�ahlt man die Normierung von g geeeignet und wendet bg auf �����
an� so ergibt sich ������

Es ist zu beachten� da� e �� e weder ein Homomorphismus noch ein Antihomomorphismus
der Algebra F ist� Ersteres wegen obigem Korollar� letzteres� weil zudem die b	Operation
nicht mit der Fusionsalgebra ����� vertr�aglich ist� Man �ndet aber eine schw�achere Eigen	
schaft�

Satz ���� Seien e�  �e�� A� � e�  �e�� A� zwei Felder mit s�e�  � � r�e�  � � c�ei  
�i � dann gilt

e� e�  
�
��
�
�



X
f��f�

B
���
f��f��e��e�

f� f� � ������

mit fi  �fi� Ai �

Beweis� Mit Hilfe von ����� �nden wir f�ur die linke Seite von �������

e� e�  
P
e� f

Fe��e��f �e�e� T
�
f ���A�A�  

 
P
e� f
�Fe��e��f �e

�

q
d

�


 �ee�e� ��A�
����A

�
���Te�R
  

 

q
d

�


 �e� ��A�
����A

�
���Te�R
 �

denn mit obigen Setzungen gilt

e�  �

�
� 
� � f  e�  �




� 
�

 � e  � 

� 
 �

und somit ist Te  Te�  � � �ee  �� die Fusionsmatrix trivial und alle Summen brechen
zusammen� Die rechte Seite k�onnen wir unter Verwendung von ������ schreiben als

�

�
��
�


X
f��f�

B
���
f��f��e��e�

f� f�  

 
�


�
��
�

d
�d
�

�
��
�

q
d


X
f��f�

B
���
f��f��e��e�

�f�f��f�� ���A
�
�R
��f �� ���A

�
�R
� �

������

Denn es gilt f�  � 


� 
�

 � f�  �

�
� 
� und deshalb ist insbesondere �f�f�  � � Entwickeln

wir wieder das Operatorprodukt�

�f�� ���A
�
�R
��f�� ���A

�
�R
�  

P
e� f

Ff��f��f �e�e� T
�
f
������A

�
�R
����A

�
�R
�  

 �e� ��A�
����A

�
�T

�
f�
���R
�R
� �

denn auch diese Fusionsmatrix ist trivial� da e  � 

� 
 und f  f� ist� Betrachten wir nun

den Teil T �
f�
���R
�R
� des Observablenanteils und nennen ihn X� so stellen wir fest� da�
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X � ������j� gilt� Diesen Intertwinerraum k�onnen wir als Hilbertraum aufspannen durch
die Basis Xf � ��������TfR
 und in dieser Basis schreibt sich X als

X  
X
g

�X�
gXXg  R�


��T
�
g ����� ��

�T �
f�
���R
�R
�� �z �

�

Xg �

Betrachte nun

��
f�g
 

s
�


�
��
�
R�


��T
�
g T

�
f�
�������� ��R
�R
� �

Dann sieht man �am besten graphisch�

�  

s
�
��
�
�


 ��
f�g
 

s
�
��
�
�


�
��
�
�


 ��f�g � 

mit �����c� Setzt man alles in unsere Form ������ der rechten Seite ein� so erh�alt man

X
f��f�

q
d


�

 �e� ��A�

����A
�
���B

���
f��f��e��e�

����� ��Tf�R
  

q
d


�

 �e� ��A�

����A
�
���Te�R
 �

mit �����c� womit letztlich die Gleichheit von rechter und linker Seite gezeigt ist�



KAPITEL IV

Konforme Theorien


Uberblick

Dieses Kapitel ist der Untersuschung eines besonders fruchtbaren Modellfalles einer algebrai	
schen QFT gewidmet� der konform kovarianten AQFT auf dem kompakti�zierten Lichtkegel
S� � Aus der Kompaktheit der Raumzeit ergeben sich hierbei etliche interessante Besonder	
heiten�

In x�� erkl�aren wir zun�achst� was konforme Kovarianz auf dem Einheitskreis bedeutet
und f�uhren den Begri� einer konformen QFT �CQFT im Wightmann	Sinne im Gegensatz
zu dem einer algebraischen konformen QFT �ACQFT ein� In x�
 wird dann am Beispiel
CQFT�ACQFT skizziert� wie man prinzipiell von einer Wightman	 zu einer algebraischen
QFT gelangt und welche Schwierigkeiten �Lokalit�at etc� dabei zu erwarten sind� Den um	
gekehrten Weg� d�h� die Rekonstruktion einer CQFT aus einer ACQFT beschreiten wir hier
nicht� Das hat M� J�or� in �J�or��� getan� Weiter zitieren wir das CPT	Theorem f�ur ACQFT�s�
Dieses schon aus der Wightman	Theorie wohlbekannte Theorem verkn�upft im algebraischen
Rahmen Symmetrien der Raumzeit� n�amlich die Raum	Zeit	Re,ektion� mit den modula	
ren Strukturen der lokalen von Neumann Algebren� Dies wurde f�ur den vierdimensionalen
Minkowskiraum in dieser Form zuerst von Bisognano und Wichmann ��BW�
�� �BW���
untersucht� Da die Raum	Zeit	Re,ektion� die in der CPT	Transformation auftritt� immer
von einem Lokalisierungsgebiet in dessen kausales Komplement f�uhrt �und entsprechend f�ur
die lokalen Algebren und andererseits die involvierte modulare Konjugation eine Algebra in
ihren Kommutanten �uberf�uhrt� ergibt sich in nat�urlicher Weise mithilfe der CPT	Symmetrie
die f�ur die algebraische Theorie so entscheidende Eigenschaft der Haag	Dualit�at� Die bei	
den Abschnitte x�� und x�
 basieren auf folgenden Originalarbeiten� In �FST��� werden die
Grundlagen konformer Kovarianz und die Kompakti�zierung des Lichtkegels ekl�art� Den
Rahmen f�ur eine algebraische konforme Theorie legen �BMT��� und �BSM���� In letzterer
Arbeit �nden sich auch CPT	Theorem und Haag	Dualit�at f�ur ACQFT�s

Wenn man eine AQFT auf einer kompakten Raumzeit wie in den ersten drei Kapiteln
aufbauen will� so steht man vor einem besonderen Problem� Eine quasilokale Observablenal	
gebra l�a�t sich nicht mehr als induktiver Limes der lokalen bilden� da das lokale Netz nicht
mehr gerichtet ist� Dieses Problem wurde erst vor kurzer Zeit mit garbentheoretischen Mit	
teln gel�ost �im Ansatz in �FRS���� ausgef�uhrt in �GL���� Wir gewinnen so in x�� eine im
wesentlichen eindeutig bestimmte universelle Algebra� die alle Eigenschaften einer quasilo	
kalen besitzt� Am Rande sei nur erw�ahnt� da� damit im Prinzip auch das entsprechende
Problem in ��� Dimensionen bei Lokalisierung der Ladungen in raumartigen Kegeln gel�ost
ist �vgl� �FG���� �FRS���� In x�� formulieren wir damit dann die der DHR	Theorie entspre	
chende Theorie konform kovarianter� lokalisierter Endomorphismen der universellen Algebra
Auniv �

In x��� x�� und x�� werden die speziellen Eigenschaften einer DHR	Theorie auf einer

���
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kompakten Raumzeit im einzelnen untersucht� Wir konstruieren in x�� explizit globale Ope	
ratoren in Auniv � also solche� die in keiner lokalen Observablenalgebra liegen� Nach einem
Exkurs� in dem in x�� das konforme �Aquivalent des Spin	Statistik	Theorems abgeleitet wird�
zeigen wir in x��� da� die globalen Operatoren die sogenannte Verlinde�Algebra erf�ullen� Die	
se Verallgemeinerung der Charakterenalgebra einer endlichen Gruppe fand man zuerst in
konformen Feldtheorien als Algebra der modularen Transformationen �vgl� �MS��c�� �Li����
Sie wird hier aber ohne jeden konformen Input abgeleitet � ihr Auftreten ist o�enbar ein
Merkmal der Quantensymmetrie� die der Theorie auf einer kompakten Raumzeit zugrunde	
liegt�

In x�� f�uhren wir schlie�lich das universelle reduzierte Feldb�undel auf der S� ein� Auch
hier ergibt sich eine Besonderheit aufgrund der kompakten Raumzeit� Es zeigt sich� da� die
Felder von Funiv in der universellen �Uberlagerung IR des Einheitskreises lokalisiert werden
m�ussen� um volle M�obiuskovarianz zu erm�oglichen� Die Gruppe� die dann die Vertauschung
dieser Felder beschreibt� ist die Zopfgruppe auf dem Zylinder�

Zuletzt behandeln wir in x�� ein recht neues Thema� Die Rekonstruktion der Raum	Zeit	
Symmetrie� ja der Raumzeit selbst aus wenigen von Neumann Algebren und ihrer Tomita	
Takesaki	Theorie� Bei Vorgabe von nur zwei geschickt gew�ahlten von Neumann Algebren
konnte Hans	Werner Wiesbrock aufbauend auf der wesentlichenVorarbeit von H� J� Borchers
��Bor��� eine ACQFT auf der S� modellieren�

x�� Konforme Theorien auf dem kompakti�zierten Lichtkegel

Die Gruppe der globalen konformen Transformationen in zwei Dimensionen ist nichts an	
deres als die wohlvertraute Lorentzgruppe SO��� � � Die konforme Symmetrie kann reali	
siert werden durch rationale Transformationen der �durch Hinzuf�ugung einens unendlich
fernen Punktes kompakti�zierten komplexen Ebene C� C
f�g � sogenannte M
obius�
Transformationen�

� �
�
a b
c d

�
� C� � ��� ��� �

a� � b

c� � d
f�ur ��PSL���C  SL���C�ZZ� � �����

Darin dr�uckt sich die Isomorphie von Lorentzgruppe SO��� � undM
obiusgruppe SL���C�
ZZ� aus� F�uhrt man die Lichtkegelkoordinaten

�� � x� � x� � �� � x� � x� � � f�ur �  x� � ix�  � �����

ein� so zeigt sich ��FST���� �BMT���� da� die Wirkung der SL���C auf C faktorisiert in das
direkte Produkt

�SL��� IR�ZZ�� �SL��� IR�ZZ� � �����

wobei die Faktoren auf jeweils einer der Lichtkegelkoordinaten operieren� Diese Darstellung
l�a�t sich aber nur realisieren� wenn man die Lichtkegel IR zum Einheitskreis S�  fz �
Cj jzj  �g kompakti�ziert� denn nur dort sind gebrochen rationale Transformationen �wie
z�B� z �� ��z  wohlde�niert� Die Kompakti�zierung geschieht �ublicherweise mittels einer
Cayley�Transformation der Form

�	 ��� z �
� � �i���	
�� �i���	

�
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wodurch der Punkt �	  � auf �� und �� auf �� abgebildet wird� Unter dieser Trans	
formation werden die Abbildungen ����� zu Operationen aus der SU��� � � die auf der S�

wiederum durch gebrochen rationale Transformationen wirkt�

	 �
�
� �
� �

�
� S� � z ��� 	�z �

�z � �

�z � �
f�ur 	�SU��� � � �����

	 � SU��� � ist dabei eindeutig mit einer Matrix � aus SL��� IR verkn�upft� durch den
Isomorphismus

��  a� d� i
�
b
� � �c

�
� ��  d� a� i

�
b
� � �c

�
�

j�j� � j�j� �  ad� bc �

����


�vgl� �FST���� x���� Wenn wir in Zukunft von der SL��� IR�ZZ� sprechen� so meinen wir
damit immer ihr Bild unter der Cayley	Transformation� Dieses Bild wird erzeugt von drei
Ein	Parameter	Untergruppen� Dies sind die Rotationen

��t  
�
eit�� �
� e�it��

�
� t� IR � �����

die Dilatationen

��	  
�
cosh�	 sinh�	
sinh�	 cosh�	

�
� 	� IR � �����

und schlie�lich die Translationen

� ��  
�
� � i� i�
�i� �� i�

�
� �� IR � �����

Einige geometrische Eigenschaften dieser Operationen�

Bemerkung ���� Die Dilatationen ��	 � 	� IR lassen den oberen und den unteren Halb�
kreis fz � S�j �  �z � �g invariant� Die Translationen � �� � � � IR lassen das Bild des
unendlich fernen Punktes �� invariant� Auf der Menge der o�enen� eigentlichen Intervalle
fI  �z�� z� � S� � j z� 	 z��S�g wirkt das Bild der SL��� IR�ZZ� transitiv�

Beweis� Die ersten beiden Aussagen sind unmittelbar nachzurechnen�Weiter kann man schon
durch Dilatationen und Rotationen jedes beliebige Intervall in jedes andere �uberf�uhren�

Der nat�urliche Lebensbereich konformer Quantenfeldtheorien ist also der Torus S� �
S� � Wir f�uhren nun den einfachsten Begri� einer konformen Quantenfeldtheorie auf dem
Einheitskreis ein�

De�nition ���� Eine konforme Quantenfeldtheorie �CQFT auf dem Einheits�
kreis S� ist de�niert durch einen Vakuumhilbertraum H � der eine stark stetige unit�are
Darstellung W der SL��� IR�ZZ� tr�agt� Es existiere ein bis auf eine Phase eindeutig bestimm�
ter Einheitsvektor #�H 	Vakuumvektor
� der invariant ist unter W �� � ��SL��� IR�ZZ� �
Wir schreiben

U�t � W ���t � V �	 � W ���	 � t� 	� IR � �����
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Der Generator von U hei�t der konforme Hamiltonian und wird mit T� bezeichnet� Das
Spektrum von T� sei IR� � Weiterhin sei eine Familie von operatorwertigen Distributionen
�konforme Felder


 � S� �� P�D � ������

gegeben� wobei P�D eine �Algebra 	unbeschr�ankter
 linearer Operatoren mit dichtem De�
�nitionsbereich D � H ist� Diese Distributionen sollen die �ublichen Wightman�Axiome der
Hermitizit�at� Kovarianz und Kausalit�at erf�ullen 	siehe z�B� �Haa���� Seiten �����
�

Diese grobe De�nition einer Wightman	QFT reicht f�ur unsere Zwecke aus� da es uns nur
um grundlegende Strukturen geht� Als Kandidaten f�ur die

�
konformen Felder� seien die

Energiedichte T �z und konforme Str�ome J�z genannt �vgl� �BMT����

Im Gegensatz zu obiger De�nition steht der Begri� einer im Sinne des ersten Kapitels
algebraischen konformen Quantenfeldtheorie auf dem Einheitskreis�

De�nition ���� Gegeben sei ein lokales Netz A von von Neumann Algebren auf den o�enen
eigentlichen Intervallen I � S� � S�nI o�en� so da� die Axiome I und II aus x� erf�ullt sind�
d�h� es gilt Isotonie auf Intervallen�

I� � I�  � A�I� � A�I� � ������

Weiter sei f�ur die Intervallalgebren A�I Axiom III erf�ullt� d�h� es existiere f�ur alle A�I
eine gemeinsame treue Vakuumdarstellung �� auf einem Hilbertraum H� mit eindeutig be�
stimmtem zyklischem und separierendem Vakuumevektor #� Die Intervallalgebren erf�ullen
Lokalit�at 	Axiom VII
�

I� � I
�
�  � A�I� � A�I�

� � ������

wobei das raumartige Komplement eines Intervalls I � gegeben ist durch S�nI 	d�h� durch
das o�ene Innere des gew�ohnlichen Komplements
� Die lokalen Algebren m�ogen weiter die
Haag�Dualit�at 	Axiom IX
 in der Vakuumdarstellung erf�ullen�

���A�I
��  ���A�I � ������

f�ur alle eigentlichen Intervalle I � S� � Eine solche algebraische Quantenfeldtheorie auf
den eigentlichen Intervallen der S� hei�t konforme algebraische Quantenfeldtheorie
�ACQFT wenn zus�atzlich eine stark stetige unit�are Darstellung W der SL��� IR�ZZ�
auf H� gegeben ist� die den Vakuumvektor invariant l�a�t und f�ur die der Generator der
Rotationen U�t positives Spektrum hat� so� da� die Kovarianzbedingung

W �g���A�IW �g
��  ���A�gI � �g�SL��� IR�ZZ� � ������

f�ur die Intervallalgebren erf�ullt ist 	gI bezeichnet das mit durch g transformierte Intervall
�

Ein wesentlicher Unterschied zur vierdimensionalen algebraischen QFT ist� da� auf der S�

das lokale Netz nicht gerichtet ist� Eine endliche Menge von eigentlichen Intervallen kann
bereits den ganzen Einheitskreis �uberdecken und also kein Supremum in den eigentlichen In	
tervallen besitzen� Dies macht es unm�oglich� eine globale Observablenalgebra als induktiven
Limes der lokalen zu de�nieren� Uns steht somit zun�achst keine globale Observablenalgebra
zur Verf�ugung und deshalb konnte auch die Kovarianzbedingung nicht unter Verwendung
von Automorphismen formuliert werden� Auch die �ublichen Ans�atze der DHR	Theorie� die
ja auf der Existenz von lokalisierten Endomorphismen der globalen Algebra und von lokalen
Ladungstransportern aufbauen� kann man zun�achst nicht verwenden�

Dementsprechend k�onnen wir auch die f�ur uns interessanten Darstellungen des lokalen
Netzes A nur auf den Intervallalgebren beschreiben� Wir de�nieren�
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De�nition ���� Eine konform kovariante Darstellung positiver Energie eines lo�
kalen Netzes A einer ACQFT auf der S� ist eine Familie von Darstellungen �I von A�I
auf einem Hilbertraum H � zusammen mit einer stark stetigen unit�aren Darstellung W	 der
universellen �Uberlagerung der SL��� IR�ZZ� � so da� die Kompatibilit�atsbedingung

�J jA�I�  �I � �����


f�ur alle eigentlichen Intervalle I � J und die Kovarianzbedingung

W	�eg�I�A�IW	�eg��  �gI�W �gA�IW �g��  �gI�A�gI � ������

f�ur alle eg in der universellen �Uberlagerung der SL��� IR�ZZ� und alle eigentlichen Intervalle
I gilt 	 eg �� g ist der �Uberlagerungshomomorphismus
� Der konforme Hamiltonian in der

Darstellung �� d�h� der Generator T
�	�
� von U	�t � W	�

g��t habe positives Spektrum�
Der K�urze halber bezeichnen wir von nun an Die Gruppe SL��� IR�ZZ� mit M � ihre univer	
selle �Uberlagerung mit fM �

In x�� werden wir eine M�oglichkeit �nden� auf kanonische Weise eine
�
globale� Algebra

zu de�nieren� in die alle Intervallalgebren treu eingebettet sind� Das wird aber nur um den
Preis zu machen sein� da� die Vakuumdarstellung nicht mehr treu ist� Dennoch bietet diese
recht neue Formulierung alle Vorteile der DHR	Theorie�

x�� Lokales Netz� Haag�Dualit
at und CPT�Theorem auf der S�

Das erste� was man tun kann� um von einer CQFT nach Def����� zu einer ACQFT auf der
S� zu gelangen� ist� Wightman	Felder mit Testfunktionen zu verschmieren� wodurch aus
den operatorwertigen Distributionen Operatoren auf demselben De�nitionsbereich P�D
werden� d�h� wir stellen die Distributionen formal dar durch�


�f �
I dz

��iz
f�z
�z � f �C��S� � ��
��

�wir nehmen an� die glatten Funktionen des Einheitskreises seien unser Testfunktionen	
raum� Die so erhaltenen Operatoren sind abschlie�bar und wir bezeichnen ihren Abschlu�
jeweils mit demselben Symbol� 
�f und sein Adjungiertes 
�f� sind dann auf D de�niert�
Die Wightman	Axiome schreiben sich damit so�

Bemerkung ���� Es gilt

�z  
�z� � ��
��i

W ��
�zW ����  Ds�z! �  
���z � ��
��ii

wobei s� IN der Spin von 
 und Ds�z! �  j�z � �j��s mit � wie in 	����
� Und

�
�z� 
�z��  � � f�ur z 	 z� � ��
��iii

Diese zun�achst nur formalen Gleichungen k�onnen leicht exakt gemacht werden� wenn man
��
�� benutzt � wir sparen uns daher einen Beweis�

Die Fourierkomponenten von Feldern und Testfunktionen sind dann gegeben durch


n �
I dz

��iz
zn  
�z � fn �

I dz

��iz
zn  f�z � n�ZZ ��
��



��� IV� KONFORME THEORIEN

Die Hermitizit�atsbedingung ��
��i schreibt sich dann als


�n  
�n � ��
��

und die Operatoren 
�f werden dargestellt durch


�f  
X
n

f�n  
n  
X
n

fn  
�n � ��
�


�die Summe konvergiert absolut in Anwendung auf jeden Vektor in dem UnterraumD� � D �
der aus dem Vakuum von allen 
�f� 
�f� erzeugt wird�

Die lokalen von Neumann Algebren einzuf�uhren ist nun standard� wir ordnen dem ei	
gentlichen Intervall I die Algebra

A�I � f
�f� 
�f� j f reell� supp f � Ig�� � ��
��

zu� Isotonie und Kovarianz folgen unmittelbar�

Bemerkung ���� Die durch 	����
 gegebenen Algebren erf�ullen

A�I� � A�I� f�ur I� � I� � ��
��

und

W �gA�IW �g��  A�gI � �g�M � ��
��

Au�erdem die Vakuumdarstellung �� auf ganz H durch den schwachen Abschlu� der Alge	
bren durch die de�nierende Darstellung gegeben�

Die konforme Kovarianz erzeugt einige Eigent�umlichkeiten der algebraischen Theorie�
zum Beispiel

Bemerkung ���� Die Intervallalgebren sind invariant gegen�uber dem Abschlu� des zu�
grundeliegenden Intervalls�

A�I  A�I � ��
��

Beweis�W�ahle eine Folge M � fgng �� e � so da� gnI � I � Wegen der Kovarianz ist dann��

W �gnA�IW �gn
��  A�gnI � A�I �

dank Isotonie� Nun ist die Darstellung W stark stetig� d�h� W �gn geht stark gegen � und
A�I ist schwach abgeschlossen� deshalb ist der Granzwert

lim
n��

A�gnI  A�I �

eine Untermenge von A�I � Die umgekehrte Inklusion gilt trivial und somit folgt die Be	
hauptung�

��In diesem und den folgenden Beweisen dieses Abschnitts unterdr�ucken wir wieder die Vakuumdarstellung
auf den lokalen Algebren� wo sie als de�nierende Darstellung nat�urlich treu ist� Global ist dies aber nicht
m�oglich� wie wir in den n�achsten Abschnitten sehen werden�
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Dies ist � geometrisch gesprochen � ein Ausdruck davon� da� es f�ur die lokale Physik
unerheblich ist� ob man den raumartig unendlich fernen Punkt� der den konformen Lichtkegel
zur S� kompakti�ziert� wegl�a�t oder nicht�

Eines der eigentlichen Probleme beim �Ubergang von einer Wightman	QFT zu einer
algebraischen QFT ist� da� nach dem Muster von ��
�� de�nierte Observablenalgebren
nicht mehr notwendig die Forderung nach Lokalit�at erf�ullen� Das liegt am von Neumann	
Abschlu� und dem erweiterten De�nitionsbereich� Dieses und andere wesentliche Probleme
zu beseitigen ist im allgemeinen nicht einfach � siehe hierzu �DSW��� und den ausf�uhrlichen
�Uberblick in �BJY����

Im Fall von konformen Theorien vereinfacht sich die Situation aber erheblich� denn f�ur
den konformen Energie	Impulstensor T �z und f�ur konforme Str�ome J�z garantiert die
Virasoro	Algebra� die ihre Fourierkomponenten erf�ullen� da� die hinreichenden Bedingun	
gen� aus denen sich Lokalit�at folgern l�a�t� gegeben sind�

Satz ���� Die vom konformen Energie�Impulstensor T �z oder von konformen Str�omen
J�z 	vgl� hierzu �FST���
 auf dem Einheitskreis durch 	����
 gegebenen Intervallalgebren
erf�ullen Lokalit�at�

A�I � A�I �� � ��
���

Beweis� Die Fourierkomponenten der Energiedichte erf�ullen nach dem L�uscher�Mack�Theo�
rem die Virasoro�Algebra

�Tn� Tm�  �n�mTn�m �
c

��
n�n� � ��n�m�� � ��
���

�vgl� �FST���� mit der zentralen Ladung c � � � Wir zeigen nun� da� die Tn sogenannte
lineare Energieschranken erf�ullen� wonach wir ein Ergebnis aus �DSW��� anwenden k�onnen�
das Lokalit�at der zugrundeliegenden Felder garantiert� Dazu brauchen wir Schranken f�ur die
Normen kTn)Nk � wobei )N ein beliebiger normierter Eigenvektor von T� zum Eigenwert
N � IN� ist �man beachte� da� alle solchen )N Elemente des De�nitionsbereiches D� sind�
Nehmen wir zun�achst n � � an� Dann ist Tn)N entweder ein Eigenvektor von T� zum
Eigenwert N � n � � oder null� Im ersteren Fall erhalten wir

kTn)Nk
� � hTn)N � TnT

�
nTn)Ni  



�n�N � n �

c

��
n�n� � � � kTn)N�nk

�
�
 kTn)Nk

� �

��
���
wenn wir beachten� da� )N normiert ist� unter Verwendung der Hermitizit�atsbedingung
��
�� und ��
���� Nach Division von kTn)Nk� sieht man durch Induktion in n� da�

kTn)Nk
� � N� �

c

��
�n� � � N �

F�ur N � �� gewinnen wir daraus mit ��
���

kTn)Nk
�  kT�n)Nk

� � �nN �
c

��
n�n� � � �

Dies f�uhrt zusammenmit der letzten Beschr�ankung auf die Abshc�atzung f�ur beliebige n�ZZ �

kTn)Nk
� � N �

c

��
n� � jnj  

				�T� � c

��
n� � jnj)N

				 � ��
���
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F�ur einen beliebigen Vektor )�D� folgt nun� da ) als konvergente Summe )  
P
N
Cn)N

dargestellt werden kann und da die Vektoren Tn)N f�ur festes n orthogonal sind f�ur verschie	
dene N � die gleiche Absch�atzung f�ur )�

kTn)k
� �

				�T� � c

��
n� � jnj)

				 �
Unter Verwendung der Darstellung ��
�
 und der Tatsache� da� die Fourierkomponenten
fn von Testfunktionen f�ur gro�e n schneller als jede Potenz abnehmen� schlie�en wir� da�
f�ur jedes f �C��S� eine Konstante cf existiert� so da�

kT �f)k � cf  k�T� � �)k � �)�D� � ��
���

und das ist genau� was man eine linare Energieschranke nennt� Im Falle konformer Str�ome
J�z erh�alt man aus einer Variante des L�uscher	Mack	Theorems die Vertauschungsrelationen

�Jn� Jm�  
K

�
 n�n�m�� � ��
��


mitK � �� Damit �ndet man durch ein einfacheres Argument als oben die analoge Absch�at	
zung

kJ�f)k � cf  k�T� � �)k � �)�D� � f �C
��S� � ��
���

Damit k�onnen wir die Ergebnisse aus �DSW���� insbesondere Theorem 
�
 anwenden� da�
uns in diesem Fall sagt� da� die Polynomialalgebren von T �f � J�g � supp f� supp g � I �
S� lokal sind im Sinne von ��
����

Bevor wir weitergehen� ben�otigen wir als techniches Hilfsmittel noch das Reeh�Schlieder�
Theorem f�ur CQFT�s� das im Allgemeinen f�ur Wightman	QFT�s gilt und das wir schon in
Theorem ��
 als Folgerung aus den Standardaxiomen der AQFT kennengelernt hatten�

Theorem ���� Der Vakuumvektor # von H ist zyklisch und separierend f�ur jede der lokalen
Algebren A�I 	vgl� Def�A���
�

Zum Beweis siehe z�B� �Haa���� Seite ���� Damit sind wir nun nahe daran� das CPT	
Theorem� eines der besonders wesentlichen Ergebnisse der axiomatischen QFT� formulie	
ren zu k�onnen� Denn da das Vakuum zyklisch und separierend f�ur die lokalen Algebren
ist� k�onnen wir auf diese die Tomita	Takesaki	Theorie modularer Konjugationen anwenden�
Und zwar betrachten wir insbesondere die Intervallalgebren

A�I� � und A�I� � I	 �
n
z�S�j �  z � �

o
�

des oberen und unteren Halbkreises� F�ur A�I	 ist der Vakuumvektor # � H zyklisch und
separierend� das hei�t die antilinearen Operatoren S�	� die de�niert sind durch

S�	A#  A�# � �A�A�I	 �

sind dicht de�niert und abschlie�bar! ihre Abschl�usse bezeichnen wir wieder mit S	 �vgl�
Def�A���� Das CPT�Theorem der ACQFT verkn�upft nun die modularen Strukturen dieser
Intervallalgebren mit der CPT	Operation der zugrundeliegenden Wightman	Felder�
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Theorem ���	 �CPT�Theorem Durch die Setzung

-# � # � und -
�z-�� � ���s
���z� � ��
���

ist ein antiunit�arer Operator auf H de�niert� S	 besitzt die polare Zerlegung

S	  -  V �!i��� � ��
���

wobei V der Dilatationsoperator aus Def����� ist�

Dieses Theorem wird im konformen Fall im wesentlichen genauso bewiesen� wie normaler	
weise in der axiomatischen QFT � man betrachtet die Wirkung des CPT	Operators - auf
Korrelationsfunktionen und benutzt deren Analytizit�atseigenschaften� siehe dazu �Haa����
Seiten ������� F�ur ACQFT�s auf der S� wurde ein ausf�uhrlicher Beweis in �BSM��� gege	
ben�

Das CPT	Theorem er�o�net auch einen Ausblick auf die Verbindungen� die zwischen
modularen Strukturen und geometrischen Transformationen der Raumzeit bestehen� Der
modulare Operator wurde mit einem speziellen Dilatationsoperator der ACQFT identi�	
ziert� der die Raum	Zeit	Re,ektion darstellt� Wir werden auf diese Zusammenh�ange in x��
zur�uckkommen�

Konforme Kovarianz macht es uns nun m�oglich� die G�ultigkeit der Haag	Dualit�at f�ur die
Intervallalgebren in diesem speziellen Fall zu beweisen�

Theorem ���� Sei A�I � I � S� eigentlich� ein lokales Netz von von Neumann�Algebren�
das erzeugt wird von konformen Feldern 
 � Dann gilt f�ur alle eigentlichen Intervalle I die
Haag�Dualit�at

A�I  A�I �� � ��
���

Beweis� Zun�achst reicht es zu zeigen� das

A�I�  A�I�
�  A�I ��

� �

�mit Bem��
�� gilt� um ��
��� zu begr�unden� Nun wirken aber konforme Transformationen
transitiv auf den eigentlichen Intervallen� Es gibt also zu beliebigem I � S� � I eigentlich�
ein g�M mit gI�  I � Mit der Kovarianz der ACQFT schlie�en wir

A�I  W �gA�I�W �g
��  

�
W �gA�I ��W �g

��
��
 A�I �� �

was Haag	Dualit�at f�ur beliebige Intervalle zeigt� wenn sie f�ur oberen und unteren Halbkreis
gilt� Nun ist einerseits nach De�nition des CPT	Operators

A�I�  -A�I�-
�� �

Andererseits ist - die modulare Konjugation� das hei�t es ist

-A�I�-
��  A�I�

� �

Kombiniert man dies� so folgt die Behauptung�

Interessanterweise stellt sich heraus� da� f�ur Theorien auf dem konformen Lichtkegel �
respektive dem punktierten Kreis S�n � Haag	Dualit�at nicht gew�ahrleistet ist� Ein Ge	
genbeispiel wurde in �BSM��� gegeben�
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x�	 Die Universelle Algebra globaler Observablen

Wie in x�� angek�undigt� ist dieser Abschnitt der Etablierung einer globalen Observablenal	
gebra auf der S� gewidmet� Wir betten zun�achst das lokale Netz auf den eigentlichen Inter	
vallen in den allgemeineren Rahmen der Garbentheorie ein�

De�nition �	�� Eine Pr
a�Kogarbe B von C�Algebren auf den eigentlichen Intervallen
der S� ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie der eigentlichen Intervalle der S� mit
Inklusionen in die Kategorie der C�Algebren� Das hei�t B ist eine Abbildung

S� � I �� B�I �

die jedem eigentlichen Intervall eine C�Algebra zuordnet und Homomorphismen 	genannt
Inklusionen


�BI�J � B�I �� B�J  � f�ur I � J �

so da�
�BI�I  idB�I� �

gilt und folgendes Diagramm f�ur I � J � K � S� kommutiert�

�

�
�
��R

�
�
���

B�I B�J 

B�K

�BI�K �BJ �K

�BI�J

�����

W�are B auf allen o�enen Untermengen der S� de�niert� so hie�e B Pr�a�Kogarbe auf S��

Das Netz der lokalen Observablenalgebren auf den eigentlichen Intervallen A bildet nun
gerade eine Pr�a	Kogarbe von C"	Algebren �sogar von von Neumann Algebren auf den ei	
gentlichen Intervallen wegen der Isotonie� Die Homomorphismen �A sind in diesem Fall sogar
injektiv� d�h� Einbettungen� Als injektive "�Homomorphismen sind sie damit Isometrien von
C"�Algebren� Die Inklusionen erhalten also die Nrom der Algebrenelemente�

Das Ziel� eine globale Observablenalgebra zu de�nieren� w�are erreicht� wenn es gel�ange
diese Pr�a	Kogarbe in eindeutiger Weise zu einer Pr�a	Kogarbe auf S� zu erweitern � dann
k�onnte man die Algebra A�S� dieser Erweiterung als Algebra der globalen Observablen
au�assen� Wir pr�azisieren zun�achst den Begri� der Erweiterung�

De�nition �	�� Seien B und C Pr�a�Kogarben auf einer gemeinsamen Familie von o�enen
Untermengen der S�� Eine Kogarbenabbildung 
 von B nach C ist eine Familie von
Abbildungen


I � B�I �� C�I �

f�ur jedes I auf dem B und C de�niert sind� so da� folgendes Diagramm kommutiert�

�

�

�
�

B�I B�J 

C�I C�J 


I 
J

�BI�J

�CI�J

�����
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De�nition �	�� Eine Pr�a�Kogarbe eA von C�Algebren auf S� hei�t Erweiterung einer
Pr�a�Kogarbe auf den eigentlichen Intervallen� wenn eine Kogarbeneinbettung� d�h� eine
auf den eigentlichen Intervallen de�nierte� bijektive Kogarbenabbildung von A in eA existiert�

Die erste Frage� der wir uns nun zuwenden m�ussen ist� ob solche Erweiterungen der Ob	
servablen	Pr�a	Kogarbe �uberhaupt existieren� Zun�achst ist kein Problem� A auf alle echten
o�enen Untermengen der S� zu erweitern� da die eigentlichen Intervalle eine Basis der To	
pologie des Einheitskreises bilden� Man setzt

eA�I� 
 � � � 
 In�
nW
i	�

A�Ii �

eA�I� � � � � � In�
nV
i	�

A�Ii und

eA�"� � �
f�ur endliche Vereinigungen und Schnitte��� Die Zuordnung f�ur die leere Menge ist sinnvoll�

da die lokalen Observablenalgebren eine gemeinsame Einheit besitzen� Die Inklusionen �eA
k�onnen analog aus den �A zusammengebaut werden� Wie f�ugt man nun eine Algebra eA�S�
hinzu' Man kann einfach eine der Intervallaglebren� sagen wir eA�I� � ausw�ahlen und

eA�S� � eA�I� �
setzen� Die Inklusionen �eAI�S� konstruiert man dann genauso� wie oben bei Schnitten� d�h�
man w�ahlt die Homomorphismen so� da�

im�
eA
I�S�  

eA�I � eA�S�  eA�I � eA�I� �
gilt � also weder injektiv noch surjektiv�

Es gibt also Erweiterungen� aber die obige gen�ugt sicher nicht unseren Anforderungen�
denn wir m�ochten� da� die Inklusionen in die globale Algebra treue Einbettungen sind� Das
eine solche Konstruktion m�oglich und eindeutig ist� besagt folgendes Theorem�

Theorem �	�� Zu einer gegebenen Pr�a�Kogarbe A von von Neumann Algebren auf den
eigentlichen Intervallen der S� existiert bis auf 	Kogarben�
Isomorphie genau eine univer�
selle Erweiterung eA auf S� � so da� folgende Bedingungen erf�ullt sind�

a
 Die lokalen Algebren eA�I sind treu eingebettet in die globale C�Algebra Auniv � eA�S� �

b
 Auniv wird als C�Algebra erzeugt von den �eAI�S��eA�I �
Auniv  

�
I � S�

eigentlich

�eAI�S��eA�I � �����

und

c
 universelle Eigenschaft� Ist B eine weitere Erweiterung von A � die die Bedingungen a

und b
 erf�ullt� und sind 
 bzw� � die Kogarbeneinbettungen von A nach eA � bzw� von A nach
B� so existiert genau eine Kogarbenabbildung � auf den eigentlichen Intervallen 	d�h� � ist

��
A �B bezeichnet die gr�o�te in A und B enthaltene von Neumann Algebra�
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zwar auf allen o�enen Mengen� also auch auf eA�S� de�niert� aber 	����
 braucht nur auf
den eigentlichen Intervallen zu kommutieren
� so da� das Diagramm

�

�

�
�
��R

A eA
B




��
�����

kommutativ ist�

Beweis� Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt auf die �ubliche Weise aus der universellen Ei	
genschaft� Sind eA� und eA� zwei universelle Erweiterungen �d�h� a�c gelten mit zugeh�ori	
gen Einbettungen 
� � 
� � so erh�alt man aus den wechselseitig angewandten universellen
Eigenschaften zwei Kogarbenabbildungen auf den Intervallen�

�� � eA� �� eA� � �� � eA� �� eA� �
und es gilt

�� � 
�  
� und �� � 
�  
� �

woraus
�� � �� � 
�  
� und �� � �� � 
�  
� �

folgt� Da die Einbettungen auf den eigentlichen Intervallen Algebrenisomorphismen sind�
hat man so Isomorphie der Intervallalgebren�

eA��I � eA��I �
f�ur alle eigentlichen Intervalle I � Da die eigentlichen Intervalle eine Basis der Topologie
der S� bilden und wegen a und b l�a�t sich diese Isomorphie zu einer Kogarbenisomorphie
zwischen eA� und eA� erweitern �siehe Punkt i des folgenden Korollars� Nun zur Konstruktion
von eA � Betrachte die Menge

fBi j i� Ig �

aller Pr�a	Kogarben auf S� die A erweitern und wenigstens b erf�ullen �also zum Beispiel
solche die wie oben mit einer Intervallalgebra als globaler konstruiert sind� Seien f�i j i� Ig
die zugeh�origen Einbettungen von A � Da die Intervallalgebren aller dieser Erweiterungen
via der Vakuumdarstellung �� auf demselben Hilbertraum H� treu dargestellt sind� kann
man die direkte Summe �als Vektorr�aume dieser Algebren bilden und die Abbildung

) �
M
i�I

�i � )I � A�I ��
M
i�I
Bi�I �

betrachten� Dann bilden wir Auniv  eA�S� als C"	Unteralgebra von B�H� folgenderma�en�

eA�S� �
�

I � S�

eigentlich

��M
i�I

�Bi

I�S���
i
I�A�I

�A �

d�h� als Erzeugnis aller direkten Summen der Intervallalgebren� Da alle in diese Konstruktion
einbezogenen Erweiterungen b erf�ullen� erf�ullt auch eA b und da mindestens alle Erweite	
rungen enthalten sind� die mit einer einzigen Intervallalgebra gebildet werden� ist auch a
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erf�ullt� Um die universelle Eigenschaft zu zeigen� mu� man nur noch �S� de�nieren� denn �
kann auf allen eigentlichen Intervallen und damit auf allen echten o�enen Untermengen der
S� trivial gew�ahlt werden� Da aber jede Erweiterung B� die unter c auftauchen kann� be	
reits in der direkten Summe erscheint� kann �S� einfach als Projektion auf die entsprechende
Komponente gew�ahlt werden�

Wenn sich der Leser an dieser Stelle fragt� was die obigen Klimmz�uge eigentlich gebracht
haben� so mu� daran erinnert werden� da� unser Hauptanliegen war� eine globale Alge	
bra eindeutig zu erzeugen� Man kann nat�urlich immer ����� hinschreiben� aber wirkliche
Relevanz erlangt diese Algebra erst durch obiges Theorem�

Auniv hat nun alle sch�onen Eigenschaften� die wir uns gew�unscht haben�

Korollar �	�� i
 Auniv � wie in Thm����� de�niert ist als C�Algebra bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt�

ii
 Zu jeder nach Def����� gegebenen konform kovarianten Darstellungsfamilie positiver
Energie von A auf einem Hilbertraum H existiert genau eine Fortsetzung zu einer Darstel�
lung von Auniv �

iii
 SL��� IR�ZZ� operiert kanonisch durch Automorphismen auf Auniv �

Beweis� Betrachtet man wie oben zwei verschiedene universelle Erweiterung� so haben wir
Isomorphie der Algebren auf den eigentlichen Intervallen gefunden� Wegen der Bedingungen
a und b �ubertr�agt sich die Isomorphie auf die globale Algebra� Die lokalen Algebren sind
durch die Abbildungsfamilie

iI � �
eA
I�S� � 
I � ����


in Auniv eingebettet� F�ur zwei eigentliche Intervalle I � J erf�ullen diese Einbettungen
dieselbe Kompatibilit�atsbedingung wie f�ur die Darstellungsfamilien unter �����
 gefordert�
Daraus� da� 
 auf den eigentlichen Intervallen eine Kogarbenabbildung ist und aus der
Kogarbeneigenschaft von eA folgt

iJ � �AI�J �A�I  �eAJ �S� � 
J � �AI�J �A�I  
 �eAJ �S� � �eAI�J � 
I�A�I  �eAJ �S� � 
I�A�I  iI�A�I �

was nichts anderes als

iJ jA�I�  iI � �����

bedeutet� Nun zun�achst zu iii� Die Kovarianzautomrphismen auf Auniv sind nach ������
kanonisch zu de�nieren durch

�g�iI�A�I � igI�W �gA�IW �g
��  igI�A�gI � �����

f�ur alle g �M und eigentlichen Intervalle I � Da Auniv von den igI�A�gI genauso erzeugt
wird wie von den iI�A�I � ist klar� da� die �g Automorphismen sind� Wir wollen nun zeigen�
da� zu jeder Darstellung � von Auniv auf einem Hilbertraum H � die bez�uglich der eben de�	
nierten Kovarianz positive Energie hat� genau eine kovariante Darstellungsfamilie positiver
Energie im Sinne von Def����� korrespondiert� Dazu benutzen wir die De�nitionsgleichung

� � iI � �I � �I � S� eigentlich � �����
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Von rechts nach links gelesen liefert sie zu jedem � eine im Sinne von �����
 konsistente
Darstellungsfamilie auf A �

�J �A�I  ��iJ �A�I  ��iI�A�I  �I�A�I � �I � J � S� eigentlich�

Da Auniv von den iI�A�I erzeugt wird� kann ����� auch von links nach rechts gelesen
werden und de�niert dann eine Darstellung von Auniv auf demselben Darstellungsraum� auf
dem die Familie wirkt� Es bleibt zu zeigen� da� Kovarianz f�ur � dasselbe bedeutet wie f�ur
die Familie �I � Dazu de�nieren wir Kovarianz f�ur � auf die �ubliche Weise� Es soll eine stark
stetige Darstellung von fM durch unit�are Operatoren auf H existieren� so da�

W	�eg��AunivW	�eg��  � � �g�Auniv � �����

gilt� G�ultigkeit dieser Gleichung ist �aquivalent zur G�ultigkeit von ������ f�ur die zugeh�orige
Darstellungsfamilie� Die linke Seite geht nach Einsetzen von iI�A�I unmittelbar in die
linke Seite von ������ �uber� genau wie die rechte�

� � �g � iI�A�I  � � igI�W �gA�IW �g
��  �gI�W �gA�IW �g��  �gI�A�gI �

Die Kovarianzbegri�e stimmen also �uberein� womit ii gezeigt ist�

Die oben bewiesene Eigenschaft ii von Auniv ist genau die� die Fredenhagen zuerst in �Fre���
und dann in �FRS��� als de�nierende Forderung f�ur Auniv aufgestellt hat�

Wenn wir wie �ublich die A�I mit ihren Bildern unter der Vakuumdarstellung iden	
ti�zieren� dann ist klar� da� die Einbetungen iI selbst die Vakuumdarstellung von Auniv
induzieren� Wir werden von nun an die Einbettungen iI weglassen und die lokalen Algebren
nicht von ihren Bildern in Auniv unterscheiden�

Im n�achsten Abschnitt wird sich zeigen� da� �� auf Auniv nicht treu ist � was nach dem
oben gesagten an den Einbettungen iI liegen mu�� Darin wird sich ein enger Zusammenhang
zwischen topologischen Eigenschaften der S� �Verh�altnis der eigentlichen Intervalle zum
Totalraum und Eigenschaften einer auf ihr de�nierten ACQFT o�enbaren�

Mit der universellen Algebra an der Hand k�onnen wir nun die �ublichen Instrumente der
DHR	Theorie� das hei�t insbesondere die Beschreibung durch lokalisierte Endomorphismen
von Auniv � benutzen�

x�� DHR�Theorie f
ur ACQFT�s

Essentiell f�ur die DHR	Theorie sind Lokalisierbarkeitsforderungen wie das DHR	Auswahlkri	
terium� mit dem wir in Kapitel x� �Axiom VIII Darstellungen ausgew�ahlt hatten� die
in Doppelkegeln lokalisiert werden k�onnen� Die Lokalisierbarkeit der Darstellungen wird
dann benutzt� um lokalisierte Endomorphismen zu konstruieren� die diese Darstellungen
induzieren�

F�ur konforme Theorien auf der S� haben Buchholz et al� in �BMT��� gezeigt� da� je	
de konform kovariante Darstellungsfamilie positiver Energie bereits lokalisierbar ist� Jedes
Mitglied �I einer solchen Familie ist sogar unit�ar�aquivalent zur Vakuumdarstellung �I� in
demselben eigentlichen Intervall� Dies beruht darauf� da� das raumartige Komplement eines
Lokalisierungsgebietes wieder ein Lokalisierungsgebiet� n�amlich ein eigentliches Intervall ist
�ob o�en oder abgeschlossen spielt wie wir aus Bem��
�� wissen keine Rolle� Und es ist eine
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lange bekannte Tatsache� da� Darstellungen positiver Energie von lokalen Netzen von von
Neumann Algebren lokal normal sind �siehe �TW���� d�h� die Einschr�ankungen dieser Dar	
stellungen auf die lokalen Algebren sind �aquivalent� Wie �ublich k�onnen wir diese �Aquivalenz
f�ur ein gewisses Intervall I� und sein raumartiges Komplement ausnutzen und de�nieren�

De�nition ���� Eine konform kovariante Darstellung positiver Energie � von A auf H	
hei�t lokalisiert im eigentlichen Intervall I� � wenn gilt�

�I
�

�  ��jA�I��� � �����

Anders als in x� w�ahlen wir hier also aus dem Sektor ��� schon eine Darstellung mit fester
Lokalisierung aus� und die obigen �Uberlegungen sichern� da� man alle Sektoren mit positiver
Energie durch lokalisierte Darstellungen erreicht�

Wir wollen nun lokalisierte Darstellungen durch konform kovariante� lokalisierte Endo	
morphismen von Auniv beschreiben� Die Strategie wird wie �ublich sein� die Morphismen lokal
durch Ladungstransporter zu beschreiben� Dazu werden wir die Kozykel aus x�� benutzen�
durch die zugleich die Kovarianz der Morphismen beschrieben wird�

Zun�achst haben wir analog zum Beweis von Korollar ���
 unit�are fM	�	Kozykel in B�H� �
fM � eg ��� Xeg�� �W �gW	�eg�� �
X egh��  AdW �g�Xeh��Xeg�� �

Ist I� das Lokalisierungsintervall von � so �nden wir sofort die Entsprechung von ������

�gI
�

�  AdXeg���� � ��gI�� �
Man kann das aber nicht allgemein benutzen� um zu zeigen� da� die Xeg�� lokale Ladungs	
transporter sind� denn es w�are ja Xeg���A�I��gI� � Aber das kleinste eigentliche Intervall�
das I� 
 gI� umfa�t� ist auf S� nur wohlde�niert� wenn I� 
 gI� wieder ein eigentliches In	
tervall ist� Betrachten wir zun�achst diesen Spezialfall und de�nieren folgende o�ene Menge
in fM �

U � f eg � fM j I� 
 gI� ist ein eigentliches Intervallg �

F�ur eg �U �ndet man dann wieder einen eindeutig bestimmten fM	�	Kozykel bez�uglich der
Wirkung von � in der unit�aren Gruppe von Auniv �

���Xeg  Xeg�� � � eg�U �

X egh  �eg�XegXeh � � eg � eh�U �

Lemma ���� Die Abbildung eg � U �� Xeg l�a�t sich auf nat�urliche Weise zu einem unit�arenfM���Kozykel bez�uglich � mit Werten in Auniv erweitern� so da�

���Xeg  Xeg�� � � eg�fM � �����

gilt�

Beweis� Es folgt aus standard	Argumenten� da� die von U in fM erzeugte Untergruppe
schon ganz fM ist� denn U ist eine o�ene Umgebung der Einheit und fM ist einfach zu	
sammenh�angend� Das hei�t� jedes eg�fM kann geschrieben werden als

eg  nY
i	�

egi � egi�U �
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De�niert man den unit�aren Operator Xeg�Auniv durch

Xeg � �eg� � � �egn���Xegn � � � �eg��Xeg�Xeg� �
so ist die Kozykelidentit�at automatisch erf�ullt� Es bleibt zu zeigen� da� diese De�nition
nat�urlich ist� d�h�� da� sie nicht von der speziellenWahl der eg� � � � � � egn abh�angt� Das ist aber
klar� wenn man bedenkt� da� eg� � eg�eg� � � � � � eg� � � � egn  eg einen diskreten Pfad in fM bildet�
Man sieht dann sofort� da� Xeg invariant gegen�uber der elementaren Homotopiedeformation
ist� die in diesem Fall aus dem Einf�ugen eines weiteren Elements eh zwischen egi und egi��
besteht� Da fM einfach zusammenh�angend ist� folgt die Invarianz von Xeg �
Damit k�onnen wir jetzt Endomorphismen auf Auniv durch solche Kozykel ausdr�ucken und
damit die DHR	Theorie auf Auniv formulieren�

Theorem ���� Zu jeder konform kovarianten Darstellung positiver Energie � von Auniv

existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus � von Auniv � so da�

�  �� � � � auf Auniv �

� ist konform kovariant mit positiver Energie und genauso lokalisiert wie � �

Beweis� Sei � lokalisiert in I� � Wir bezeichnen den zugeh�origen fM	�	Kozykel in Auniv � der
����� erf�ullt� mit

Xeg�� � Xeg � � eg�fM �

Dann de�nieren wir eine Familie von Endomorphismen der lokalen Algebren kanonisch durch

�gI
�

� � AdXeg����jA�gI��� � �����

Da sich jedes eigentliche Intervall als gI �� mit geeignetem eg�fM schreiben l�a�t und da diese
Familie konsistent ist im Sinne von �����
�

�I jA�J �  �J � J � I � S� eigentlich �

de�niert sie einen eindeutig bestimmten Endomorphismus � von Auniv � der o�ensichtlich in
I� lokalisiert ist� Weiter �nden wir

�gI
�

�  AdXeg���� � ��gI��  �� �AdXeg����jA�gI���  �� � �
gI�� � � eg�fM �

d�h� � induziert � auf Auniv � Die Kovarianz von � wird erzeugt von

W
�eg � ���Xeg����W �g � � eg�fM � �����

entsprechend Satz ���
� Positivit�at der Energie� d�h� Positivit�at des Generators von

U
�t � W
�
g��t � ����


folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von U�t � U	�t �
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Fig� ����� Anordnung von Intervallen und Referenzpunkten auf dem Einheitskreis�

x�� Das Zentrum der universellen Algebra

Wir gehen jetzt daran die Besonderheiten einer ACQFT auf der S� vom Standpunkt der
DHR	Theorie aus zu erkunden� Das interessanteste Ergebnis wird sein� da� die Vakuumdar	
stellung auf Auniv nicht treu ist� Es existieren � in gewissem Sinne globale � Operatoren�
die unter ihr auf die Identit�at von H� abgebildet werden� Da� solche Operatoren im Zu	
sammenhang mit der Beschreibung der Zopfgruppenstatistik auftauchen� h�angt eng mit den
geometrischen Eigenschaften der S� zusammen�

Betrachten wir folgende Situation� Wir nehmen uns zwei Intervalle I und J her� so da�
I � �J � zwei Zusammenhangskomponenten besitzt� und denken uns die S� an zwei Punkten
� � aufgeschnitten� die jeweils in einer dieser Komponenten liegen� Algebraisch wird diese
Dekompakti�zierung dargestellt� indem wir uns auf die C"	Unteralgebren

A� �
�

I�S� � � ��I

eigentlich

A�I � A� �
�

I�S� � � ��I

eigentlich

A�I � �����

von Auniv einschr�anken� auf denen alle DHR	Endomorphismen von Auniv � deren Lokalisie	
rungsintervalle keinen der beiden herausgenommenen Punkte umfassen in nat�urlicher Weise
de�niert sind���

F�ur jede solche Dekompakti�zierung k�onnen wir nun eine Ordnung der eigentlichen Inter	
valle einf�uhren� Wir sagen ein Intervall I liege bez�uglich  rechts von einem dazu raumartig
gelegenen Intervall J � in Zeichen I � J � wenn es von J aus durch eine positive Rotation
zu erreichen ist ohne  zu �uberqueren� In der obigen Situation gilt also I � J bez�uglich 
und J � I bez�uglich � �

Sei nun � ein in I lokalisierter DHR	Endomorphsimus von Auniv und � ein in J lokalisier	
ter� Dann k�onnen wir in jeder der beiden Unteralgebren A� und A� den statistischen Operator
des Morphismenpaares ��� � bilden� De�nieren wir aber die Zopfgruppenstatistik in beiden
Algebren konsistent zu x��� so kommt ����� zum tragen� das hei�t ����� �  � � A� und
����� �  � �A� � Auf Auniv k�onnen diese beiden Bedingungen aber nur zusammenpassen�
wenn die Monodromie trivial ist� d�h� wenn tats�achlich nur Permutationsgruppenstatistik
vorliegt&

��Es ist zu bemerken� da� dies im Sinne der DHR�Theorie keine triviale Dekompakti�zierung ist � wie
wir in x�� gesehen hatten l�a�t sich auf IR ja gar keine DHR�Theorie formulieren� weil dort im allgemeinen
keine Haag�Dualit�at gilt� Demgegen�uber sind die DHR�Endomorphismen z�B� auf A� ja unter Zuhilfenahme
der Haag�Dualit�at auf der universellen Algebra der S� de�niert�
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Konstruieren wir nun globale Intertwiner� Seien I� J � � � wie oben und diesmal �
und � beides in I lokalisierte konform kovariante Endomorphismen� Sei weiter ein b� � ���
mit Lokalisierung in J gew�ahlt� F�ur dies Geometrie stimmen die statistischen Intertwiner
�uberein�

���� �  ���� ��A�I � A� � A� �

Betrachten wir einen unit�aren Intertwiner V unter der Vakuumdarstellung von ��� nach
��b� � Wegen der Haag	Dualit�at in der Vakuumdarstellung liegt V sowohl in ���A� wie in
���A� � Seien V� � A� � V� � A� die Urbilder� ���V�  ���V�  V � Wir wollen nun die
globalen Intertwiner

V
 � V �
�V�� ��j� � �����

untersuchen�

Lemma ���� Die V
 sind unabh�angig von V und von der Wahl von b� im Sektor ��� � Weiter
kommutiert V
 mit allen Intertwinern aus ��j� �

Beweis� Zun�achst zum zweiten Teil der Aussage� Sei T � ��j� � dann ist V���T  eine al	
ternative Wahl zu V � die statt auf V	 auf V	T  V	TV

�
	V	 � �b�j� f�uhrt� Nun ist aber

V	TV
�
	 � �b�jb� � und deshalb ist V	TV �

	 �A�J  � d�h� f�ur beide Vorzeichen sind dies lokale
Operatoren mit demselben Bild unter �� � die somit �ubereinstimmen m�ussen�

V�TV
�
�  V�TV

�
� �

F�ur V
 folgt damit

T �V
T  T �V �
�V�T  V �

��V�T
�V �

��V�TV
�
�V�  V �

�V�  V
 �

d�h� T kommutiert mit V
 � Variiert man b� im Sektor ��� � d�h� geht man zu AdU � b� mit
unit�arem U �uber� so �andert sich V in ���UV � was ����� trivial invariant l�a�t�

Nun gilt immer noch I � J bzgl�  und J � I bzgl� � � und wir k�onnen die statistischen
Operatoren aus den V	 berechnen� In A� ist

���� �  ��V�
�V� �

und umgekehrt gilt in A�
���� �  ��V�

�V� �

Damit ist
���� �V
���� �  ��V�

�V�V
�
�V�V

�
���V�  ��V
 � �����

und somit
�����V
  ������� ����� � � �����

denn ���V
  � � ����� steht im Widerspruch zu Gleichung �����i� die somit f�ur globale
Intertwiner im allgemeinen nicht gilt� Weiterhin wird durch ����� klar� da� die Vakuum	
darstellung auf Auniv nicht treu ist� W�ahrend V
 unter �� trivial dargestellt wird� ist sein
Wert unter �� � � gleich dem Monodromieoperator�

Satz ���� i
 Die globalen Operatoren

W
 � R�

V
R
 � ����
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liegen im Zentrum Auniv � A�univ der universellen Algebra�

ii
 Falls � irreduzibel ist� gilt
W
  ��


  

�V
 � �����

iii
 Die W
 h�angen nur von der Klasse ��� ab� Ihre Werte in verschiedenen Darstellungen
sind 	f�ur �I� �J irreduzibel
�

����J�W
I  ����J�W

I
�  ����I�W
J  

X
K

NK
IJ

�K
�I�J

dK
dIdJ

 � � �����

iv
 Die zentralen Elemente C
 � d
 W
 erf�ullen die Fusionsalgebra �

�a C�

  C
 � �b C�
  C�C
 �

�c C
  
P
I
�N
I  CI �

�����

Beweis� Da� die W
 zentral sind� folgt unmittelbar aus ihrer Intertwiner	Eigenschaft�
W
� ��j� � ii folgt aus der Konstruktion von R
  ���� �R
 �

W
  R�

���� �

�V
���� �R
  R�

���� �

����� ����V
R
  ��

  

�V
 �

H�alt man �� � fest� so ist R
 eindeutig bis auf �Anderungen der Form

R
 ��� U��UR
 � U � ��j� � U � ��j� unit�ar�

�da � nicht als irreduzibel vorausgestzt ist� ist R
 nicht eindeutig� U kommutiert nach
Lemma ���� mit V
 und ��U tut dies trivial� Daher bleibtW
 unter einer solchen �Anderung
invariant� �Andert man � und � in ihren jeweiligen Sektoren mit beliebigen Unit�aren in
AdU � � und AdU � � � so kann man Re 
 wieder ersetzen durch U��U R
 und V
 durch
UV
U

�� � Nach dem eben gesagten lassen auch diese �Anderungen W
 invariant� Um �����
abzuleiten� rechnen wir

����J�W
I  ����J�R�
I
V
IRI  ��

n
�J�R�

I
���I� �J���J� �I�J�RI

o
 

 ��
n
R�
I
�I���� I� �J

����J� � I
�RI

o
 ��

n




I
���� I� �J

����J� � I
�
o
�

mit ����� und einer o�ensichtlichen Zop�dentit�at� F�ur irreduzible �I � �J ist der Teil f � � � g�
��Jj�J ein Skalar und kann geschrieben werden als

�J�R
�
I ���I� �J���J� �I�J�RI  R�

I  

J����I� �J���J� �I RI  

J����I� �J���J� �I �

F�ugt man in den letzten Ausdruck zwei vollst�andige Einheiten ein�



J����I� �J���J� �I  
X
e



J�TeT
�
e ���I� �J���J� �ITeT

�
e  �

und wertet mit Hilfe von ������ und ������ aus� so erh�alt man die erste Form und wegen der
o�ensichtlichen Symmetrie auch die dritte Darstellung aus ������ Bleibt noch die Identit�at
der �au�eren beiden Gr�o�en mit der mittleren zu zeigen�

����J�W

I
  �� f�J�R�

I ��� I� �J���J� � I�J�RIg  
 �� f

J ��J�R

�
I ��� I� �J���J� � I�J�RIg  

 �� fR�
I

J���� I� �J���J� � IRIg  �� f

J���� I� �J���J� � Ig  

 ���� I�W

J
� �
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wieder beachtend� da� f � � � g ein Skalar ist und zuletzt mit dem Ergebnis der obigen Rech	
nung vergleichend� Nun zu iv� Um �b zu zeigen� m�ussen wir zun�achst V�
 durch V� und
V
 ausdr�ucken� Dies ist leicht m�oglich durch die Wahl

V�
� � V����V
�  V��V
����� �� � und

V�
� � V����V
�  V��V
����� �� �

womit
V�
  ��V �


�V
�
��V��V
����� �

�  V���V
��V
����� ��  

 V���V
��V
�V
���� ��  V����� �V
�V
���� �� �

wird� W�ahlen wir weiter R�
  ��R
R� � so rechnen wir weiter�

W�
  R�
���R

�

V����� �

�V
��R
R�  R�
���R

�

V����� �V
������ �R
R�  

 R�
�V���R

�

���� ������� �V
R
R�  R�

�V�R
�

������ �

����� �V
R
R�  

 R�
�V�R

�

V
R
R�  R�

�V�R�R
�

V
R
  W�W
 �

wobei zuletzt benutzt wurde� da� W
 zentral ist� Zu c� Sei �I lokalisiert in I und T � ��j�I �
Dann ist V
	TV �

I	 ein intertwining Operator aus �b�j b�I � F�ur beide Vorzeichen haben diese
Operatoren dasselbe Bild unter �� und stimmen daher in Auniv �uberein� Dann folgt

V
�T  V
�T

�� V
�TV
�
I�VI�  V
�V

�

�V
�T

�� V
�TV
�
I�VI�  V
�V

�

�V
�T

�� TVI  V
T �

Als n�achstes benutzen wir die nat�urlichen Orthonormalbasen T �
e von ��j�I mit e  �

I
� 


und T �
e von ��j� I mit e  �

I

� 

 � wobei �  � � � � � � �N
I  �N
I � Mit diesen Basen lassen

sich zwei Orthonormalbasen des Intertwinerraums ��I�j� bilden�
q
d
�dI  T

��
e R


�
und f�I�T

�
e RIg �

�Orthonormalit�at sieht man z�B� f�ur die erste Basis leicht so�

�T ��
e R
 � T

�
e R
  R�


T
�
e T

�
e R
  R�


���� �
�T �

e T
�
e ���� �R
  

 R�

��T

�
e T

�
e R
  

�T �

e T
�
e   ��

dI
d


�

mit ������� einsetzen dieser Basen in die De�ntion von C
 liefert

C
  d
 R
�

V
R
  

X
e��

d
 R
�

T

�
e VIT

��
e R
  

X
e��

dI R
�
I �I�T

��
e VI�I�T

�
e RI  

X
I

�N

I  CI �

Um schlie�lich a zu zeigen w�ahlen wir � � � lokalisiert in I und aus den jeweiligen Sektorenb� � b� lokalisiert in J und zwei Punkte  � � � so da� diesmal J � I bez�uglich  und I � J
bez�uglich � � Dann gilt zum Beispiel in A� � da� ��b�� �  � woraus folgt� da��
V � � d
 R

�

��V

�
�Rb
  d
 R

�

���� �����b�� �V �

�Rb
  d
 R
�

���� �V

�
�Rb
� �b�j� � A� �
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eine sinnvolle Wahl f�ur den Ladungstransporter von � nach b� ist� Analog w�ahlen wir
V � � d
 R

�

���� �V

�
�Rb
 �

in A� � Die V 	 sind wieder unit�are Ladungstransporter mit denselben Bildern unter �� �
Dann ist

W
  R�

V

�

�V �R
  d�
 R
�

R

�b
V����� ��R
R
�

���� �V

�
�Rb
R
 �

Benutzt man� da� V �
�Rb
R
  �b��R
V

�
�Rb
  ��R
V

�
�Rb
 �wegen R
 � A�I � und �ahnlich

R�

R

�b
V�  R�b
V���R�

 � und weiter� da� man f�ur R
 auch ���� �

�R
 w�ahlen kann� so kann

man dies umschreiben in

W
  R�b
V���R�

R
R

�

��R
V

�
�Rb
 �

Weiter ist ja ��R�

R
R

�

��R
  d��
 �nach einer leichten Variation von ������� und damit

W
  R�b
V�V �
�Rb
  W �b
  W �


 �

wobei wir schlie�lich noch benutzt haben� da� man o�enbar bV	  V �
� w�ahlen kann und da�

W
 invariant im Sektor ��� ist� Damit ist a gezeigt�

x�� Das Spin�Statistik�Theorem

Ohne weiter Informationen k�onnen wir nun eine Verbindung zwischen den statistischen
Phasen eines Sektors und dem konformen Spin ableiten� F�ur einen Morphismus � von Auniv

bedeutet
�
konfomer Spin� das Verhalten unter einer Drehung des Kreises um ��� F�ur eine

solche liest sich die Kovarianzbedingung so�

U
��������AU
���
��  ������
��	��A  �����A � A�Auniv �

Ist � irreduzibel� dann folgt daraus� da� U
��� ein Skalar ist�

U
���  e�	i h�  � � �����

mit der sogenannten konformen Skalierungsdimension h
 � die das In�mum des Spek	

trums des Generators T
�
�
� von U
�t ist� Dieses In�mum existiert wegen der Spektrumsbe	

dingung f�ur einen Morphismus � mit positiver Energie�

Sei jetzt � lokalisiert in einem Intervall I � das klein genug ist� um sich nicht mit seinem
rotierten Gegenst�uck ���I zu schneiden� Wir k�onnen nun die Argumente aus x�� wieder	
holen f�ur den Spezialfall J  ���I � b�  �	  �
�	� � � � �

��

�	� � das hei�t� f�ur den um �

gedrehten Morphismus� Dann w�ahlen wir als Intertwiner V unter �� von � nach �	 �

V  ���Xg
�	���  U��U
��
�� � �����

Damit haben wir sofort auch das Urbild in A� � n�amlich

V�  Xg
�	��� � �����



��� IV� KONFORME THEORIEN

F�ur das Urbild in A� sollten wir einen Ausdruck �nden� der sich ausschlie�lich auf die
umgekehrte Rotation um �� bezieht� Dazu folgende �Uberlegung� Zun�achst ist einerseits
�wir schreiben kurz Xt�� f�ur Xf
�t��� und ebenso f�ur die �
�t� � etc�

X��	��  ��	�X�	��X�	�� � �����

wegen der Kozykeleigenschaft der Xeg�� � X��	�� ist aber f�ur irreduzibles � ein Skalar�

X��	��  U����U
����
��  e�	ih� � ����


Der Teil ��	�X�	�� aus ����� ist in ����	j��	  ��j��	 � also in A� und wir k�onnen V�
als sein Inverses setzen�

V�  ��	�X�	��  X��	��
��X�	��  X�	��e

��	ih� � �����

Diese Wahl ist wie man sieht nicht eindeutig� aber die Rechnung macht klar� da� in jedem
Fall der relative Phasenfaktor e�	ih� auftreten mu�� denn nur so stimmen die Bilder dieser
Intertwiner unter der Vakuumdarstellung �uberein�

���V�V �
�  ���X	�����X�	��e�	ih�  U��U
����U
���U�����e�	ih�  

 U���U
����e�	ih�  � �

wie es sein soll� denn U���  � � h�  � �

F�ur zwei irreduzible Morphismen � und � rechnen wir damit � unter Verwendung der
Darstellung ������ � aus�

U�
���  U�
��U�
�����  �����X	����U���U�����������X�	��  

 e�	ih������X	����X�	��  e�	ih�e�	ih� �����V
 �
�����

wobei wir die Vakuumdarstellung vor dem Observablenanteil des Kovarianzoperators nat�ur	
lich nicht vernachl�assigen durften&

Theorem ���� F�ur irreduzible Morphismen �I � �J � �K von Auniv gilt� falls NK
IJ 	 � ist

e�	i�hK�hI�hJ�  
�K
�I�J

� �����

Insbesondere ist
e
�	i�hI�hI

�  ��
I � �����

Beweis� Um das Spektrum beider Seiten auszurechnen wenden wir ���Te mit e  � K
I J von

rechts an� Damit erhalten wir f�ur die linke Seite

U
I
J������Te  ���TeU
K���  ���Tee
�	ihK �

mit Satz ���� �der auch f�ur die M�obiusgruppe gilt� und die rechte Seite wird nach ������
und ����� zu einem Eigenwert des Monodromieoperators�

���I�V
JTe  
�K
�I�J

���Te �

Daraus folgt die Behauptung�
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Eine Versch�arfung des Zusammenhangs von Spin und Statistik zu

U
I���  e�	ihI  �I � ������

ist nicht ohne weiteres m�oglich� Um diese zu erreichen m�u�te man aus den Operatoren des
reduzierten Feldb�undels der ACQFT punktartig lokalisierte Felder konstruieren und deren
Korrelationsfunktionen untersuchen� das hei�t� man m�u�te aus der ACQFT die zugeh�ori	
ge Wightman�QFT rekonstruieren� Das ist� wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel
angesprochen� nicht unser Thema � die technischen Einzelheiten hierzu wurden von Mar	
tin J�or� in seiner Diplomarbeit �J�or��� und weiter in �J�or��� ausgef�uhrt� F�ur das weitere
akzeptieren wir hier die G�ultigkeit von �������

x�� Verlindes modulare Algebra

Rufen wir uns zun�achst ins Ged�achtnis� was wir �uber Darstellungen endlicher Gruppen
wissen �f�ur Details siehe �vdW���� xx��������

Betrachte eine endliche Gruppe G dargestellt auf einem C	Vektorraum V � Die Dimension
von V hei�t Grad der Darstellung� Das Darstellungsproblem endlicher Gruppen l�a�t sich
im wesentlichen auf das der Gruppenalgebren zur�uckf�uhren� denn jede Gruppendarstellung
auf V entspricht umkehrbar eindeutig einer Darstellung der Gruppenalgebra� Bezeichne �i
die irreduziblen Darstellungen von G� Die Spur eines Darstellungselements in einer solchen
Darstellung

Tr��i�a � a�G �

hei�t Charakter der i	ten Darstellung� geschrieben als

�i�a � a�G �

Charaktere sind o�enbar invariant in der �Aquivalenzklasse der de�nierenden Darstellung�
Die irreduziblen Darstellungen von G sind weiterhin eins�zu�eins korreliert mit den Konju	
gationsklassen Cj von G� W�ahlt man aus jeder Konjugationsklasse Cj einen Repr�asentanten
gj und betrachtet seinen Wert unter dem Charakter der i	ten Darstellung� so bildet man
damit eine Matrix

Xij � �i�gj � gj �Cj � �����

Diese Matrix hei�t Charaktertafel der Gruppe G� Sie erf�ullt die folgenden Identit�aten�

X�j  � � Xi�  di � �����i

XijXkj  
X
m

Nm
ikXmj � �����ii

wobei �� die triviale Darstellung� C�  feg die triviale Konjugationsklasse und die Nm
ik die

Multiplizit�aten von �m in �i � �k sind� Insbesondere gilt die schon vertraute FormelX
m

Nm
ik dm  diDk �

zu jeder Darstellung � von G existiert eine konjugierte �oder kontragrediente Darstel	
lung � auf demselben Darstellungsraum� de�niert durch

��a � ��at�� � a�G �
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wobei ��at die transponierte Matrix zu ��a ist� F�ur irreduzibles � ist auch � irreduzibel
und f�ur die Charaktere zu Darstellungen i gilt

�i�a
��  �i�a � a�G �

Bezeichnet jGj die Ordnung der Gruppe G jCij die der Konjugationsklasse i � dann defnieren
wir

Yij � Xijcj � cj  
q
jCjj �

Die Matrix Y erf�ullt die Charakterenalgebra einer endlichen Gruppe�

Yij  Yji  Y �
ij � �����i

Y Y y  Y yY  jGj  � � �����ii

Nm
ik  

X
i

YijYkjY
��
jm

Y�j
 

�

jGj

X
j

YijYkjY
�
jm

Y�j
� �����iii

Genauso eng wie mit den Konjugationsklassen h�angen die irreduziblen Darstellungen von
G mit den irreduziblen Darstellungen des Zentrums der Gruppenalgebra zusammen� Jedem
Element eines Erzeugendensystems des Zentrums der Gruppenalgebra kann eindeutig eine
irreduzible Darstellung der Gruppenalgebra und damit von G selbst zugeordnet werden� Das
Zentrum Z der Gruppenalgebra von G wiederum wird von den Summen ki der Elemente
der Konjugationsklassen Ci erzeugt� Die Klassensummen ki erf�ullen ebenfalls algebraische
Relationen� z�B�

��ki  hi  ki �

f�ur jeden Charakter �� wenn hi die Anzahl der Elemente der I	ten Klasse ist� Au�erdem ist
das Produkt zweier Klassensummen wieder zentral und daher gilt

kikj  
X
l

glij  kl � �����

mit geeigneten Koe.zienten�

Rehren �Reh��a� untersuchte zuerst die �Ahnlichkeiten zwischen der superselection	Struk	
tur von AQFT�s mit Zopfgruppenstatistik und Darstellungen endlicher Gruppen� Diese
�Uberlegungnen werden wir nun nachvollziehen�

Zun�achst scheint die Fusionsalgebra ����� eine Verallgemeinerung der oben angespro	
chenen Algebra der Klassensummen zu sein und man kann den Verdacht hegen� da� die
Objekte aus ����� gute Kandidaten f�ur eine verallgemeinerte selbstduale �vgl� �����ii
Charakterentafel sind�

Alles weitere in diesem Abschnitt gesagte macht nur Sinn� falls die Zahl N der irredu	
ziblen Sektoren der betrachteten Theorie endlich ist&

De�nition ���� Wir setzen

� �
X
I

d�I�I � %� �
X
I

d�I � ����


wobei die Summe �uber alle Sektoren l�auft� Damit de�nieren wir die Matrizen

SIJ  � � %
��  dIdJ  ����I�W
J � T �

�
�

j�j

����

Diag����I  � �����
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Bemerkung ���� Die Matrix S erf�ullt unter anderem folgende Gleichungen�

SIJ  SJI  S�
IJ
 SIJ � �����i

S�I  SI�  %
��dI � �����ii

%

dJ
 SIJSKJ  

X
L

NL
IK  SLJ � �����iii

Beweis� �����ii und �����i folgen nach Abgleich der Konstanten unmittelbar aus ������
Schreiben wir ����� �b und �c f�ur irreduzible Sektor	Repr�asentanten aus� so erhalten wir

dIdKW
IW
K  
X
L

NL
IKdL W
L �

was nach Anwendung von �� � �J und Koe.zientenvergleich auf �����iii f�uhrt�

Wir nennen die Spaltenvektoren �YJ mit Komponenten

��YJI � %SIJ �

Gewichtsvektoren� die Zeilenvektoren ��I mit Komponenten

���IJ � %d
��
J SIJ �

die Verallgemeinerungen der Relationen �����i� �����ii und �����i von Charakterenta	
feln endlicher Gruppen mit der statistischen Dimension anstelle der Darstellungsdimension
erf�ullen� nennen wir statistische Charaktere� Man bemerke� da� �����iii nichts ande	

res besagt� als da� die Vektoren �YJ simultane Eigenvektoren der Inzidenzmatrizen NI mit
Eigenwerten ���IJ sind�

NI  �YJ  % 

�X
L

NL
IKSLJ

�
K

 
%�

dJ
�SIJSKJK  ���IJ 

�YJ �

Lemma ���� In der nat�urlichen Metrik des Cn sind zwei beliebige Gewichtsvektoren �YL� �YJ
entweder orthogonal oder parallel�

h�YL� �YJi � oder dJ  �YL  dL  �YJ � �����

Beweis� Unter Verwendung von �����i� �����iii und ����i rechnen wir einfach nach�

d��J ��YJIh�YL� �YJi 

�
�YL�

�P
R
NR

IK��YJR

�
K

�
 
P
KR

NK
IR
��YLK�

�YJR  d��L
P
R
��YLI��YLR�

�YJR  

 d��L ��YLIh�YL� �YJi �

woraus die Behauptung nach k�urzen durch das Skalarprodukt folgt�

Wie k�onnen diese Analogien zur Darstellungstheorie endlicher Gruppen nun benutzt wer	
den� um die Sektoren einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik zu klassi�zieren' Die folgende
De�nition l�a�t Ans�atze erkennen�
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Satz und De�nition ���� Wir nennen Sektoren ��I� mit Gewichtsvektoren �YI parallel

zum Gewichtsvektor �Y� des Vakuumsektors ausgeartet�

i
 F�ur ausgeartete Sektoren ��J� gilt

��YJI  dIdJ  ��YIJ � �����

ii
 Ein Sektor ��I� ist genau dann ausgeartet wenn der Monodromieoperator f�ur ihn mit
jedem anderen Sektor trivial ist�

���I� �J���J� �I  � �

iii
 Ist ��I� ausgeartet� so hat �I Permutationsgruppenstatistik und es gilt �I  �� und
dI� IN�

iv
 Die ausgearteten Sektoren einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik bilden eine unter Pro�
dukten und anschlie�ender Ausreduktion sowie unter Konjugation abgeschlossene Untermen�
ge aller Sektoren�

Beweis� Gehen wir zur�uck in die De�nition der Gewichtsvektoren� so sehen wir� da� hier
nach ����� und ����� Monodromieoperatoren auftreten� die trivial sind f�ur �Y� � Daraus

folgt i und die eine Richtung von ii� Umgekehrt mu� falls ��YJI  dIdJ gilt

�K
�I�J

 � �

sein� wann immer NK
IJ 	 � ist� denn dann greift Satz ����iii�X

K

NK
IJdK  dIdJ �

und liefert das gew�unschte� weil die Gr�o�en �K��I�J nach Lemma ����� das Spektrum des
Monodromieoperators aussch�opfen� iii folgt aus der Trivialit�at der Monodromie �
I�

�

I
 �

und den Quantisierungsbedingungen f�ur den statistischen Parameter aus Satz ���ii� iii�
Wir rechnen zun�achst�

h�YJ� �YKi %� 
P
I
SIJSIK  % 

P
IM
NM

KJ
dISMI  %� 

P
IM
NJ

KM
SI�SIM  

 
P
M
NJ

KMh�Y�� �YMi �
������

unter Ausnutzung der Identit�aten aus Satz ���� und �����i�iii� Das zeigt folgendes� Zwei

Sektoren ��J�� ��K� haben genau dann parallele Gewichtsvektoren dK�YJ  dJ�YK � wenn ein
ausgearteter Sektor ��M� mit NJ

KM 	 � existiert� Das hei�t alle in der Ausreduktion des
Produkts zweier ausgearteter Morphismen auftretenden Sektoren sind wieder ausgeartet�

Die ausgearteten Sektoren bilden also ein abgeschlossenes
�
Nest� von Permutationsgrup	

penstatistik innnerhalb der superselection	Struktur einer AQFT mit Zopfgruppenstatistik�
Kommen wir nun zum nichtausgearteten Fall� d�h� dem Fall� in dem ��� der einzige Sektor
ist� der triviale Monodromie mit allen anderen hat� Man �ndet das folgende bemerkenswerte
Resultat�
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Theorem ���� Die folgenden Aussagen sind �aquivalent�

i
 ��� ist der einzige ausgeartete Sektor�

ii
 Die Matrix S ist invertierbar�

iii
 Es gilt j�j�  %�� d�h� �����X
I

d�I�I

�����
�

 
X
I

d�I � ������

und die Matrizen S und T erf�ullen Verlindes modulare Algebra�

SSy  TT y  �N � ������i

TSTST  S � ������ii

S�  C � TC  CT  T � ������iii

mit der Ladungskonjugationsmatrix CIJ � �IJ 	N sei die Zahl der irreduziblen Sekto�
ren
� Weiterhin gilt

NM
IK  

X
J

SIJSKJS
�
MJ

S�J
������iv

Beweis� iii  � ii  � i ist o�ensichtlich� Setzen wir i voraus� Dann rechnen wir mit
������ und Lemma ���� nach�

�SSyIK  
X
J

SIJSJK  
�

%� h
�YI� �YKi  

�

%�

X
M

N I
KM h�Y�� �YMi� �z �
 ��M %

�

 N I
K�  �IK

womit ������i gezeigt ist� Um die �Ubereinstimmung der Konstanten % mit j�j zu zeigen�
bilden wirX

J

%SIJdJ�J  
X
KJ

NK
IJdJdK

�K
�I
 
X
K

�X
J

NJ
IKdJ

�
�K
�I
 

�X
K

d�K�K

�
dI
�I
 �

dI
�I

� ������

mit der De�nition von SIJ � ����� und Satz ����� Kontrahiert man �����iii mit dJ�J � so
erh�alt manX

J

%�JSIJSKJ  
X
L

NK
LI

�X
J

SLJdJ�J

�
 
X
L

�

%

dL
�L

NL
IK  

�

�I�K
�S�IK �

unter Verwendung von ������� Satz ����iii und nach Einsetzen in die De�nition der SIJ
und Ausnutzen von ������ Das hei�t

%

�

X
J

�ISIJ�JSJK�K  S�IK �

was nach komplexer Konjugation ������ii ergibt� ������iii ist nach den Rechnungen zum

Beweis von ������i klar �ersetze �YK durch �YK � Die Inversionsformel ������iv ergibt sich
einfach� wenn man �����iii mit Sy �uberschiebt und ������i ausnutzt�

Verlindes Algebra wurde zuerst in rationalen Modellen der konformen Quantenfeldtheorie
entdeckt �Ver���� Wir haben dieses Resultat hier aber ohne Verwendung der konformen Sym	
metrie abgeleitet��� Ihr auftreten ist also ein wesentliches Merkmal der Zopfgruppenstatistik
und der darunterliegenden Quantengruppen	Symmetrie der Theorie �vgl� �H�ar����

��Auch da� die Vakuumdarstellung nicht treu ist� spielt hier keine Rolle� denn die Eintr�age von S sind
mithilfe von Operatoren de�niert� die von vornherein schon unter �� stehen�
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x�� Die Struktur des universellen reduzierten Feldb
undels

Aufbauend auf der universellen Observablenalgebra Auniv kann man das zugeh�orige reduzier	
te Feldb�undel Funiv auf der S� zun�achst einfach wie in x�� einf�uhren� Dabei w�ahlen wir wie
schon in x�� s�amtliche Repr�asentantenmorphismen in einem einzigen eigentlichen Intervall
I lokalisiert� so da� die Basen Te der Fusionsr�aume lokale Intertwiner aus A�I sind�

Wenn wir auf Funiv den �ublichen Lokalisierungsbegri� einf�uhren � das hei�t� wir be	
zeichnen e � Funiv als in J lokalisiert� wenn es mit jeder Observable ��� A � A � A�J �
kommutiert � dann wird uns klar� da� dies nicht mehr �aquivalent ist zur eindeutigen Exi	
stenz eines unit�aren Intertwiners der die Ladung des Feldes und seinen Observablenanteil
nach J transportiert �vgl� Def����
� Satz ������ Dies liegt nat�urlich an der Existenz globaler
Intertwiner� die dazu f�uhren w�urde� da� ein lokalisiertes Feld sich auf mehrere verschiede	
ne Weisen schreiben lie�e� Das Fehlen einer globalen

�
rechts�links��Unterscheidung zwingt

uns au�erdem dazu� die Aussagen zur Austauschalgebra ����� auf Widerspruchsfreiheit zu
pr�ufen � schlimmstenfalls k�onnten die Zopfmatrizen ja nun nicht mehr wohlde�niert sein�

In der Tat f�uhren uns die Diskussionen der letzten Abschnitte dazu zu vermuten� da� der
richtige Lokalisierungsbegri� f�ur Felder der ACQFT auf der S� an den speziellen Ladungs	
transporter U gekoppelt sein sollte� der die Lokalisierung induziert� Das wird dazu f�uhren�
da� die Felder nicht in Intervallen der S� sondern in einem �Uberlagerungsraum lokalisiert
sind� wie wir nun sehen wollen�

Nehmen wir uns nun wieder einen Referenzpunkt  �S� her und befassen uns mit der
zugeh�origen Unteralgebra Funiv� � von Funiv� In jeder solchen Unteralgebra ist die konforme

Kovarianz f�ur eine Umgebung der Einheit in fM gem�a� �����
 defniert � solange die trans	
formierten Lokalisierungsintervalle nicht �uber  wandern� Studieren wir wieder die starren
Rotationen der S�� wie schon in x�� �unter Beibehaltung der dortigen Notationen� Die
zweifache Anwendung einer Rotation um � auf ein Feld e  �e�A�Funiv� �� c�e  � ergibt
dann

��	e  �e�X�	��
��A � mit X�	��  �	�X	��X	�� � �����

Im allgemeinen ist das Ergebnis dieser Operation nicht in Funiv� � � denn X�	�� ist ein
globales Element von Auniv � Wir wissen aber aus x��� da�

X	��  V� � e��	ih��	�X	��  V �
� �

woraus wir unter Zuhilfenahme des starken Spin	Statistik	Theorems ������

X�	��  �
  V
�

 � �����

schlie�en� Damit haben wir�

Lemma ���� F�ur e  �
J
I 
 ist

��	�e�A  
�J
�I
 �e�A � �����

Beweis� In Anwendung auf ein ��I�) �Hred rechnen wir aus �die Vakuumdarstellung ist
immer zu ber�ucksichtigen�

��	�e�A��I�)  �e� �
  V �

 A��I�)  ��J� ���T

�
e �
�I�V
A)  

 �
  ��J� ���T �e ���� �I���I� ��I�A)  

 �J
�I  ��J� ���T

�
e �I�A)  

�J
�I  �e�A��I�) �
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da Te den Monodromieoperator diagonalisiert�

Die Felder der ACQFT zeigen damit genau jene Periodizit
at� die man bei konformen
Austauschfeldern gefunden hat � vergleiche hierzu �RS����

Damit k�onnen wir nun zeigen� da� die Austauschalgebra ������ kompatibel mit der vol	
len M�obius�Kovarianz des reduzierten Feldb�undels auf der S� ist� da� also die

�
rechts�links�	

Zweideutigkeit keinen Schaden anrichtet�

Satz ���� Genau dann ist Funiv kovariant unter ganz fM � wenn die Kompatibilit�atsbedin�
gung 	�����
 f�ur die Zopfmatrizen erf�ullt ist�

Beweis� Benutzen wir wieder die Anordnung aus Fig������ Seien e�  �e�� A��Funiv� ��I �
e�  �e�� A��Funiv� ���I � mit s�e�  I � r�e�  s�e�  J � r�e�  K � Bez�uglich  ist
dann e��Funiv� ��I und e� l�a�t sich eindeutig in Funiv� ���I darstellen durch e�  ��	�g� �
mit g�  �e�� G��Funiv� ���I � In Funiv� � liegt dann �I rechts von I � das hei�t� es gilt

�e�� A��e�� A�  
X
e���e

�

�

B
���
e��e� �e���e

�

�
�e��� A

�
��e

�
�� A

�
� �

und umgekehrt ist

�e�� G� �e�� A�  
X
e���e

�

�

B
���
e��e� �e

�

��e
�

�
�e��� G

�
��e

�
�� A

�
� �

in Funiv� � � Nun ist �e�� G�  ���	�e�� A�  
�K
�J � W�ahlt man aus der Summe einen be	

stimmten Term mit r�e��  s�e��  L � so ist auch �e�� G
�
�  ���	�e

�
�� A

�
�  

�L
�I � Ein

Vergleich ergibt� da� die beiden Ausdr�ucke nur �ubereinstimmen k�onnen� wenn ������ gilt�

Man kann also ������ als Konsistenzbedingung� die erst die volle M�obiuskovarianz erm�og	
licht au�assen� In der Tat war es diese Art Argument� die urspr�unglich in �RS��� zu ������
als Einschr�ankung f�ur die R�Matrizen konformer Austauschalgebren f�uhrte�

Die Periodizit�at ����� macht klar� da� die Felder einer ACQFT auf S� nicht auf der S�

selbst sondern auf ihrem �Uberlagerungsraum IR lokalisiert sind� Wir w�ahlen zun�achst ein
Basisintervall J� � IR �mit Ausdehnung kleiner �� aus� das unter der �Uberlagerungs	
abbildung auf das Intervall I projiziert wird� in dem wir alle Repr�asentantenmorphismen
lokalisiert ge�ahlt hatten� Damit de�nieren wir�

De�nition ���� Sei J � IR ein Intervall 	mit Ausdehnung � ��
 der universellen �Uber�
lagerung IR von S�� F�ur einen Repr�asentantenmorphismus � und eine Observable A�Auniv
sagen wir� das Paar f��Ag sei in J lokalisiert� wenn es einen lokalen Operator C �A�I
gibt� so da� alle Felder �e�A mit Ladung � durch Transformation mit �eg � eg�J�  J aus
�e�C�Funiv�I entstehen�

Dieser Lokalisierungsbegri� nimmt nicht auf Quelle und Ziel der einzelnen Felder Bezug�
f�ur die die Periodizit�at ����� gilt� sondern auf Familien von Feldern mit gleicher Ladung
und Observablenanteil� Er ist nat�urlicherweise kompatibel mit De�nition ���
 dank der
Einbettung ����
 �Observablen entsprechen ja Paaren ��� A � Man sieht� da� wir damit im
wesentlichen wieder beim urspr�unglichen Feldb�undel aus Def����� angekommen sind�
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Die Austauschalgebra ������ gilt dann in folgender globaler Verallgemeinerung�

Satz ���� Seien ���� A�� ���� A� lokalisiert in Intervallen J� � J� � IR � die unter der
�Uberlagerungsabbildung auf disjunkte Intervalle auf der S� abgebildet werden� Bestimme ein
N � IN � so da� J� � ��N � J� � J� � ���N � � auf IR gilt� Dann gilt f�ur Felder e� � e� �
die unter die Lokalisierungsbedingung von Def����� fallen� die Austauschalgebra

�e�� A��e�� A�  
X
e���e

�

�

B
�N�
e��e��e���e

�

�
�e��� A��e

�
�� A� � �����

wobei
B

�N�
e��e��e

�

��e
�

�
� ��

�
T �e�T

�
e�
�I��N ���� ��Tf�Tf�

�
� ����


die Matrixelemente in der Vakuumdarstellung der verallgemeinerten statistischen Operato�
ren

�N ���� �� � ���X�	���
�N ����� ��X�	���

N � �����j���� � �����

sind� F�ur diese Matrixelemente gilt die Verallgemeinerung von Satz ����� 	Bezeichnungen
wie dort
�

B
�N�
e��e��e

�

��e
�

�
 
�
�I�J
�K�L

�N
B

���
e��e��e

�

��e
�

�
� �����

Beweis� O�ensichtlich korrespondieren die F�alle N  �� N  �� mit den gew�ohnlichen
Zopfmatrizen B��� und B��� � In jedem anderen Fall ist �N ein globaler Operator� d�h�
der in ����
 enthaltene Selbstintertwiner ist nur unter der Vakuumdarstellung ein Skalar�
Dann transportiert X�	���N zun�achst das Feld e� � da� nach Def����� dargestellt wird durch
��	N �e�� C� gem�a� ����� in die �Uberlagerungskomponente von J� � Dort wirkt dann die
normale Austasuchslgebra �vgl� ������� ������ und ���X�	����N  besorgt den R�ucktrans	
port in die Ausgangsposition�

Nach De�nition ���� kann man ein Paar ���A in verschiedenen Intervallen lokalisieren� die
auf dasselbe Intervall der S� projiziert werden� wenn eine Potenz vonX�	�� trivial ist� Denn
nach ����� wird das Spektrum von X�	�� in der Darstellung �� � �I ausgesch�opft durch
�J��I f�ur Untermorphismen �J von �I� � Das hei�t� wenn ��J��In  � ist f�ur geeignetes n
und alle Morphismen� zwischen denen Felder mit Ladung � interpolieren� dann leben solche
Felder auf einer n	fachen �Uberlagerung der S� statt auf IR � Insbesondere lassen sich wie wir
schon wissen Observablen auf dem Einheitskreis selbst lokalisieren� denn X�	��  � �

Das in ����
 de�nierte Matrixelement von ����I��N entspricht� wenn man ����� und
����� ber�ucksichtigt einem komplizierten Zopf� n�amlich

������ �I�� ���I��� ��N�I������ �������� �I���I� ����N�  

 ��I������ ������� �I���I� ���I������ ��
N�I������ �������� �I���I� ����N� �

entspricht� was man� wenn man einen Generator �� f�ur die Vertauschung von erstem Strang
und �au�erstem Quellenmorphismus einf�uhrt� als

����
�
���

N����
�
�
N � �����

schreiben kann�

Der geometrische Grund f�ur das Auftreten dieses Zopfes ist� da� die Generatoren �i �
�i����
 und � � V
  ���
 X�	��� in der Tat eine Darstellung der Zopfgruppe des Zylinders
bilden � was man f�ur eine Theorie �uber S� auch erwarten w�urde�
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Lemma ���� Die Generatoren �i � i  �� � � � � n � � und � � �n�� � � � ��� erf�ullen die
Relationen der Zopfgruppe auf dem Zylinder� d�h� die der Artinschen Zopfgruppe und
zus�atzlich

�i�  ��i�� � i  �� � � � � n� � und

���� �n���
� �

�����

Beweis� Beachten wir� da� V
 mit ��Auniv kommutiert und ������ so erhalten wir zun�achst

��i �i� � i  �� � � � � n� � und

������ ������ �

woraus mit der De�nition von � die Relationen ����� werden�

x�� Algebraische konforme Kovarianz

In x�
 haben wir gesehen� da� zwischen speziellen algebraischen Eigenschaften der loka	
len Algebren einer AQFT �modularer Operator und den Kovarianzoperatoren der Theorie
ein gewisser Zusammenhang besteht� Aus diesem Ansatz stammt die Idee� eine kovariante
AQFT aus nur wenigen vorgegebenen von Neumann Algebren und ihren modularen Struk	
turen zu rekonstruieren� Das wurde zuerst in �BW�
�� �BW��� untersucht� f�ur den Modellfall
einer zweidimesionalen Theorie und Poincar�e	Kovarianz hat Borchers dies in �Bor��� ausge	
arbeitet� Wir folgen zun�achst dieser Darstellung� um den Grundgedanken zu erfassen�

Als erstes m�ochte man wissen� wie sich die modularen Strukturen relativ zu einer vorge	
gebenen

�
Translations	Kovarianz� verhalten� denn daran kann man diese Strukturen selbst

als geometrische Operationen erkennen� Das zentrale Ergebnis hierzu ist�

Theorem ���� Sei M eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum H und sei #�H
zyklisch und separierend f�ur M� Seien ( und J der zugeh�orige modulare Operator und
die modulare Konjugation� Sei weiter U�a � a � IR eine einparametrige Gruppe unit�arer
Operatoren auf H mit positivem Generator� die # invariant l�a�t� Gelte weiter

U�aMU�a�� �M � �����

f�ur a
 a � � � bzw� b
 a � � � Dann gilt f�ur �t� a� IR� �

i

(itU�a(�it  U�es�	ta � �����

mit s  �� im Fall a
 und s  �� im Fall b
� Weiter gilt

ii

JU�aJ  U��a � �����

Teil ii dieses Satzes ist die schon aus dem CPT	Theorem bekannte Identi�kation der Raum	
Zeit	Re,ektion mit J � Teil i ist neu� er sagt uns� da� die modulare Automorphismengruppe
�siehe Def�A��� Translationen auf gewisse Weise

�
streckt�� Daraus kann man sich nun

Lorentztransformationen bauen&
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Sei M eine von Neumann Algebra wie in obigem Satz und diesmal eine Darstellung
U�a � a� IR� der Translationsgruppe des IR� auf H gegeben� Wir nehmen von hier ab an�

a U�a#  # �

b Das Spektrum von U�a ist ganz im Vorw�artslichtkegel

V � � fa� IR� j a� � ja�jg �

enthalten�

c Sei W die Menge
W � fa� IR� j a� � ja�jg �

Dann soll gelten�
U�aMU�a�� �M � �a�W �

F�uhrt man Lichtkegelkoordinaten

a	 �
a� � a�

�
�

ein� so folgt aus der Spektrumsbedingung f�ur U � da� die U�a	 positives Spektrum haben�
Weiterhin gilt

U�a�MU�a��� �M ��a� � � � und

U�a�MU�a��� �M ��a� � � �
�����

Damit k�onnen wir Theorem ���� anwenden�

Theorem ���� Mit obigen Annahmen a
�c
 und mit

*�t �
�
cosh ��t � sinh ��t
� sinh ��t cosh ��t

�
� ����


setze
U�*�t � (it � �����

Dann induziert fU�*� U�ag eine Darstellung der zweidimensionalen Poincar�egruppe � die
die Spektrumsbedingung erf�ullt und den Vakuumvektor invariant l�a�t� Au�erdem gilt

JU�aJ  U��a � �����

Beweis� Aus Theorem ���� wissen wir� da� (itU�a�(�it  U�e��	ta� � und (itU�a�(�it

 U�e�	ta� � Dies zusammen mit der De�nition der Lichtkegelkoordinaten ergibt

(itU�a(�it  U�*�ta �

mit der Matrix * aus ����
 angewandt auf den Zweiervektor a � Das hei�t U�* induziert
die korrekten �au�eren Automorphismen der Translationsgruppe� wie es die Lorentzgruppe
tun sollte� also geben beide zusammen eine Darstellung der Poincar�egruppe � Die �ubrigen
Aussagen sind aus Thm����� �ubernommen�

Sich ein lokales Netz von Algebren zu modellieren� ist nun ein leichtes� Man denke sich
zun�achst die Algebra M dem rechten Keil WR � W zugeordnet� Als Entsprechungen f�ur
den linken Keil WL w�ahlen wir sinnivollerweise den KommutantenM� � Das sichert sp�ater
Haag	Dualit�at� genau wie in x�
� und ist in unserem Fall auch nat�urlich� denn die modulare
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Konjugation steht uns generisch zur Verf�ugung� induziert die Raum	Zeit	Spiegelung und
mit dem Tomita	Takesaki	Theorem gilt JMJ  M� � Aus den Keilen und ihren Translierten
baut man sich durch �Uberschneidung zweidimensionale Doppelkegel� Seien a� b � IR�

und b liege raumartig rechts von a � d�h� b�WR � a � Dann setzeen wir

Da�b � fa�WRg � fb�WLg � �����

De�niert man die Algebren translierter Keile durch

Ma � U�aMU�a��� M
�
a � U�aM�U�a�� � �����

und damit die eines Doppelkegels durch

N�Da�b �Ma �M
�
b � ������

so hat man schon aus M eine zweidimensionale Poincar�e	kovariante AQFT gewonnen�

Theorem ���� Unter den Voraussetzungen a
�c
 und mit De�nition 	�����
 bildet das
System fN�D� N� U�*� a� g eine Poincar�e�kovariante AQFT auf dem IR� 	N sei die qua�
silokale Algebra
� Die modulare Konjugation J von M ist der CPT�Operator dieses lokalen
Netzes�

Beweis� Zun�achst gelten f�ur die Keilalgebren die Kovarianz� und Lokalit�atsbedingungen�

i �Ma�  M�
a �

ii U�*MaU�*��  M�a und U�*M�
aU�*

��  M�
�a �

iii JMaJ  M�
�a und JM

�
aJ  M�a �

Die erste dieser Aussagen ist trivial� Da U�* bis auf eine Umskalierung der Parameter iden	
tisch ist mit der modularen Gruppe von M gilt� U�*MU�*��  M und U�*M�U�*��  
M� �vgl� Thm�A���� Damit gilt nach De�nition ����� und mit Theorem ����

U�*MaU�*��  U�*U�aMU�a��U�*��  U�*aU�*MU�*��U�*a��  

 U�*aMU�*a��  M�a �

Die Argumente f�ur M�
a und iii sind ganz analog� Das alles zeigt die Kovarianz des Netzes

der Keilalgebren und damit auch der Na�b �als Schnitte� Weiterhin schlie�t man aus iii
sofort

JN�Da�bJ  N�D�a��b �

d�h� J induziert die Raum	Zeit	Re,ektion des Netzes� Bleibt Lokalit�at zu zeigen� Nehmen
wir an� Dc�d liege rechts von Da�b � dann ist N�Dc�d � Mc und N�Da�b � M�

b � Da c rechts
von b liegt haben wir Mc �Mb und die Doppelkegelalgebren kommutieren�

Borchers zeigte weiterhin� das dieses Netz Haag	Dualit�at erf�ult und hatte so beinahe eine
generisch algebraische Beschreibung der geometrischen Kovarianz einer AQFT erreicht�

Der Nachteil dieser Konstruktion ist� da� man sich eine Translations	Kovarianz vorgeben
mu�te� um die Lorentztransformationen identi�zieren zu k�onnen� Um Translationen selbst
aus modularen Strukturen gewinnen zu k�onnen� mu� man wohl mehr als eine von Neumann
Algebra betrachten&

Als handliches Modell bieten sich hier konforme Theorien auf S� an� In j�ungerer Zeit hat
Hans	Werner Wiesbrock dies in einer Serie von Arbeiten �Wie��b�� �Wie��a� und �Wie���
untersucht und es gescha�t� eine vollst�andige ACQFT aus nur zwei richtig gew�ahlten von
Neumann Algebren zu rekonstruieren� Wir folgen nun zuletzt diesen Ideen�
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Die Grundlage ist dieser Begri��

De�nition ���� Sei M eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum H und sei #�H
zyklisch und separierend f�ur M� Sei weiter N � M � Seien (M � (N und JM � JN die
zugeh�origen modularen Operatoren und Konjugationen� Die Inklusion fN � M�#g hei�t
�halbseitig modular� wenn

(�it
M N(it

M �M � f�ur t � � � ������

Falls dies f�ur t � � gilt� nennen wir sie �halbseitig modular� Abk�urzend schreiben wir
!hsm�

F�ur solche Inklusionen erreichteWiesbrock in �Wie��b� eine wesentliche Erweiterung von
Thm������ die die Konstruktion eines Translationsoperators einschlie�t�

Theorem ���� Sei fN �M�#g !hsm� Dann gilt� Der Operator

�

��
�ln�(N� ln�(M � � � ������

ist wesentlich selbstadjungiert 	d�h� sein Abschlu� in B�H ist selbstadjungiert
 auf dem ge�
meinsamen De�nitionsbereich von ln�(N und ln�(M � Bezeichne P den selbstadjungierten
Abschlu� des Operators in 	�����
 und sei U�a � exp�iaP � f�ur a � IR� Dann bestehen
folgende Beziehungen�

(it
MU�a(

�it
M  (it

NU�a(
�it
N  U�e��	ta � �t� a� IR � ������i

JMU�aJM  JNU�aJN  U��a � �a� IR � ������ii

(it
NM(

�it
N �M � und U�tMU��t �M � f�ur ! t � � � ������iii

N  U���MU�!� � ������iv

Damit hat man auch eine einparametrige Translationsgruppe rekonstruiert� Im zweidimen	
sionalen Bild der Keilalgebren kann man das so au�assen�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������

���

M

N
AdU ���

�Ubertragen auf den kompakti�zierten konformen Lichtkegel� d�h� die S� entsprechen N �M

zwei Intervallalgebern� die zu Intervallen I J geh�oren� die den unendlich fernen Punkt als
Randpunkt gemeinsam haben! zum Beispiel kann manM als die Algebra des oberen Halb�
und N als die des linken oberen Viertelkreises betrachten� wenn wie �ublich der unendlich
ferne Punkt auf � abgebildet wird�
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Um im zweidimensionalen die volle� zweiparametrige Translationsgruppe zu erhalten�
mu� man noch eine Algebra mehr betrachten� etwa wie in folgendem Bild�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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������
������
������
������
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������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
�

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
���������������������

����������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������
������
�����
�����

M

N�

N�

AdU����

AdU����

Diese Konstruktion ist m�oglich� wenn man geeignete Forderungen an die Algebren stellt�

Lemma ���	 Sei fN� �M�#g �hsm und fN� �M�#g �hsm� Gelte weiter

JN�JMJMJN�  JMJN�JN�JM � ������

Dann erzeugen
(it
M � (ir

N�
� (is

N�
� �t� r� s� IR �

die dreidimensionale Untergruppe der O���� bestehend aus den zwei kommutierenden Trans�
lationen und der Lorentztransormation�

Beweis� Setzen wir nach Thm����
 f�ur die Translationen an�

U��a� exp
�
ia
�� �ln�(N�� ln�(M

�
�

U��a� exp
�
ia
�� �ln�(N�� ln�(M

�
�

�����


f�ur a� IR � Da� (it
M die zweidimensionale Lorentztransformation relativ zu beiden Transla	

tionen induziert wissen wir schon aus Thm������ wenn wir ������i beachten� Es bleibt zu
zeigen� da� die Translationsgruppen kommutieren� d�h�� da�

�U��a� U��b�  � � �a� b� IR �

Aus ������iv folgt insbesondere

JN�  U���JMU���� �

denn

U���JMU����N�U���JMU����  U���JMMJMU����  U���M�U����  

 N��  JN�N�JN� �

Mit ������ii wird daraus

JN�JM  U���JMU����JM  U���J
�
MU���  U��� � ������i

und analog sieht man
JMJN�  U��� � ������ii
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Damit wird Voraussetzung ������ zu

U���U���  U���U��� �

Wendet man hierauf auf beiden Seiten Ad(it
M an und beutzt die Vertauschungsrelationen

������i� so ergibt sich

U���e
��	tU���e

�	t  U���e
�	tU���e

��	t � �t� IR �

d�h� der Kommutator

�U�

�
�n

a

�
� U���ma� �

ist null f�ur alle m� n � IN und a � � � Wegen der Stetigkeit der Darstellungen U� � U� ist
damit �U��a� U��b�  � f�ur a� b � IR

� � Um zu sehen� da� dies auch f�ur entgegengesetzte
Vorzeichen von a und b gilt� bemerken wir� da� aus ������ insbesondere

JN�JMJN�JM  JN�JMJN�JM �

folgt� d�h�
U����U���  U���U���� �

�denn die modularen Konjugationen sind antiunit�ar� J�  � � Mit den gleichen Argumenten
wie oben folgt die Behauptung insgesamt�

W�ahlen wir etwas andere Relationen zwischen M � N� � N� �

Lemma ���� Seien folgende halbseitig modulare Inklusionen gegeben�

i
 fN� �M�#g �hsm�

ii
 fN� �M�#g �hsm und

iii
 fN� � N���#g �hsm�

Dann erzeugen
(it
M � (ir

N�
� (is

N�
� �t� r� s� IR �

eine Darstellung der universellen �Uberlagerungsgruppe der SL��� IR �

Beweis� Wenden wir Thm����
 auf die Inklusion i an� so erhalten wir

(it
M(

it�

N�
 (it

MU���(it�

MU���  (
i�t�t��
M U��e�	t

�

� �  

 U��e��	t � e��	�t�t
��(i�t�t��

M �
������

f�ur t � t�� IR mit der �ublichen De�nition

U��a � exp
�
ia

��
�ln�(N�� ln�(M

�
� �a� IR �

Das zeigt bereits� da� (it
M � (it�

N�
eine zweidimensionale unit�are Gruppe aufspannen� Setzt

man
U��a� exp

�
ia
�� �ln�(N�� ln�(M

�
und

U��a� exp
�
ia
�� �ln�(N� � ln�(N�

�
� �a� IR �
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so erh�alt man aus den beiden anderen Inklusionen �ahnlich

(it
M(

it�

N�
 (

i�t�t��
M U��e

��	t� � � ������

und

(�it
N�
(it�

N�
 (

�i�t�t��
N�

U��e
�	t� � � � ������

f�ur t� t�� IR �f�ur die letzte Gleichung beachte man �A�� und Thm�A���� Damit folgt

U��e��	t � �  (
�it
N�
(�it
N�
 (�it

N�
(it
M(

��it
M (it

M(
�it
N�
 

 U���� e�	t(��it
M U��e�	t � � �

������

Diese Gleichungen beweisen� da� (it
M � (ir

N�
� (is

N�
� �t� r� s � IR eine dreidimensionale�

unit�are Gruppe G erzeugen� Fa�t man ������� ������ und ������ als Vertauschungsrela	
tionen auf und linearisiert durch logarithmieren� so kann man nach einiger Rechnung die
Kommutatorrelationen der zugeh�origen Lie	Algebra gewinnen�

� ln(M�
�
�� �ln(N� � ln(M �  i�ln(N� � ln(M �

� ln(M�
�
�� �ln(N� � ln(M �  i�ln(N� � ln(M �

� ln(N��
�
�� �ln(N� � ln(N� �  i�ln(N� � ln(N� �

������

Damit bilden die Generatoren

P � �
�� �ln(N� � ln(M �

K � �
�� �ln(N� � ln(M �

D � �
�� �ln(M �

������

eine Darstellung der Lie	Algebra sl��� IR und G ist isomorph zu einer Darstellung der uni	
versellen �Uberlagerung der SL��� IR �

Bezeichnen wir diese Darstellung von nun an mit V � Um von hier zu einer Darstellung von
SL��� IR�ZZ� zu kommen� m�ussen wir die Rotation um � identi�zieren� Wiesbrock beweist
dazu zun�achst folgendes Lemma�

Lemma ���� Seien M� N�� N� wie in Lemma ����� Dann gilt

V�UP�K��  exp �i��P �K  U����U��
�

�
(

��i ln �
�	

M U���
�

�
 � ������

Mit diesem technischen Zwischenergebnis k�onnen wir endlich zeigen�

Satz ���� Sei fN � M�#g eine �halbseitig modulare standard Inklusion� d�h� sei # auch
zyklisch und separierend f�ur N� �M � Dann erzeugen

(it
M � (ir

N � (
is
N�M � �t� r� s� IR �

eine Darstellung von SL��� IR�ZZ� �



��� IV� KONFORME THEORIEN

Beweis� Wir wollen Lemma ���� anwenden� Dazu bemerken wir� da�

i fN �M�#g �hsm ist

nach Voraussetzung�

ii f�N� �M �M�#g �hsm ist

wenn man zum relativen Kommutanten in M �ubergeht und benutzt� da� die Inklusion
standard ist und schlie�lich� da�

iii f�N� �M � N��#g �hsm ist

nach ������iii� Damit k�onnen wir Lemma ���� mit N�  N� �M anwenden� Rechnen wir
nun die Rotation um � aus� Halten wir zuerst in Analogie zu ������i fest�

U����  JMJN� � U����  JMJN� � U����  JN�JN� �

in den Bezeichnungen von Lemma ����� Invertieren wir ������ so folgt damit

U��
�

�
(

�i ln �
�	

M U���
�

�
  U����  (

��i ln �
�	

N�
U����(

�i ln �
�	

N�
 (

��i ln �
�	

N�
JN�JN�(

�i ln �
�	

N�
�

unter Beachtung von ������i� Damit wird ������ zu

V�UP�K��  JMJN�(
��i ln �

�	
N�

JN�JN�(
�i ln �
�	

N�
 JM(

��i ln �
�	

N�
JN�(

�i ln �
�	

N�
� ������

Weiter rechnen wir �nun mit den Bezeichnungen dieses Satzes� wobei U� durch fN �M�#g
de�niert wird

(
��i ln �

�	
N �N� �M(

�i ln �
�	

N  N� �(
��i ln �

�	
N M(

�i ln �
�	

N  N� �(
��i ln �

�	
N U����NU���(

�i ln �
�	

N  

 N� � U����NU���  N� � JMJNNJNJM  N� � JMN
�JM �

mit ������iv� Das zeigt� da� die Menge

(
��i ln �

�	
N �N� �M(

�i ln �
�	

N �

AdJM invariant ist und damit�

�JM�(
��i ln �

�	
N JN�M(

�i ln �
�	

N �  � �

Das hei�t aber nach ������ �
JM(

��i ln �
�	

N JN�M(
�i ln �
�	

N

��
 � �

woraus unmittelbarV�UP�K���  � folgt� Damit haben wir eine Darstellung von SL���IR�
ZZ� vorliegen�

Mit diesen Hilfsmitteln an der Hand k�onnen wir eine ACQFT auf der S� algebraisch de�nie	
ren� Das wird� wie in Fig����� dargestellt� so aussehen� da� eine Algebra �M  dem oberen
Halbkreis� die andere �N  dem linken Halbkreis zugeordnet wird� Ihr Schnitt entspricht
dann der Algebra des zweiten Quadranten�
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M

N �M

Fig� ����� Drei de�nierende Algebren einer ACQFT�

Theorem ����� Seien

i
 f�N �M �M�#g �hsm�

ii
 f�N �M � N�#g �hsm und

iii
 JNMJN  M �

Fa�t man M als Observablenalgebra des oberen Halbkreises� N als die des linken Halbkreises
und N �M als die des zweiten Quadranten auf� so de�nieren i
�iii
 in kanonischer Weise
eine ACQFT auf der S� � d�h� ein lokales Netz von von Neumann Algebren� die sich kovariant
unter SL��� IR�ZZ� transformieren� Die Kovarianzdarstellung hat positive Energie und das
Netz erf�ullt Haag�Dualit�at� Au�erdem gilt die Reeh�Schlieder�Eigenschaft f�ur die Algebra
jedes eigentlichen Intervalls�

Beweis� Zuerst wollen wir Lemma ���� und Satz ���� anwenden um zu zeigen� da�

(it
M � (ir

NM � (is
N�M � �t� r� s� IR �

eine Darstellung der Gruppe SL��� IR�ZZ� bilden� Um das Lemma benutzen zu k�onnen�
haben wir folgende Voraussetzungen zu erf�ullen�

a f�N �M �M�#g mu� �hsm�

b f�N� �M �M�#g mu� �hsm und

c f�N� �M � �N� 
M��#g mu� �hsm

sein� a ist nur die Voraussetzung i� und f�ur b bemerkt man� da� aus iii folgt� �JN�(M�  
�� Wendet man AdJN auf die �hsm a an� so ergibt sich unmittelbar b� C ist etwas
schwieriger� Wenden wir Thm����
 auf die �hsm i an� so erhalten wir eine einparametrige�
unit�are Gruppe eU �a � exp� ia

��
�ln�(NM� ln�(N

�
�

mit
N �M  eU ���N eU �� �

und
(�it
NM  (

it
N��M�  eU���(�it

N
eU��  eU ��� � e��	t(�it

N �

�beachte �A�� f�ur den ersten Schritt� Damit wird

Ad �(it
N��M� �N� �M  Ad

� eU ��� � e��	t(�it
N

�
�N� �M  

 Ad
� eU ��� � e��	t(�it

N JN
�
�N� �M  

 Ad
�
JN eU�� � e��	t(it

N

�
�N� �M �
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mit Voraussetzung iii und ������ii� Nach Voraussetzung ii ist f�N �M � N�#g �hsm
und ������iv zeigt eU�a�N �M eU ��a � N �M � �a � � �

Wendet man dies in der letzten Gleichung an� so erh�alt man die Inklusion

(it
N��M��N �M(�it

N��M� � JN�N �MJN  N
� �M � �t � � �

d�h� c ist erf�ullt und Lemma ���� ist anwendbar� Wir bezeichnen die resultierende Darstel	
lung der SL��� IR wieder mit V� ihre Generatoren mit P � K und D� Um die Symmetrie auf
SL��� IR�ZZ� zu reduzieren m�ussen wir den zu ������ analogen Ausdruck betrachten� Dazu
bemerken wir� da� gilt�

(
��i ln �

�	
NM �N� �M(

�i ln �
�	

NM  Ad

�
(
��i ln �

�	
N

eU�����N� �M  
 Ad

�
(
��i ln �

�	
N

eU���JN
�
�N �M  

 Ad

�
(
��i ln �

�	
N JN eU ��

�
�N �M  Ad

�
(
��i ln �

�	
N JN

�
�N  N� �

mit ������ii� Damit wird

(
��i ln �

�	
NM JN�M(

�i ln �
�	

NM  JN �

das hei�t

V�UP�K  JMJN  JNJM �

denn nach Voraussetzung iii ist insbesondere �JM� JN�  � � Das zeigt V�UP�K�  �
und die Symmetrie ist SL��� IR�ZZ� � De�nieren wir jetzt das lokale Netz� Bezeichnen wir
das eigentliche Intervall der S� mit den Grenzpunkten a und b durch �a� b � Es existiert
wenigstens ein g�a�b��SL��� IR�ZZ� � so da� g�a�b����� �  �a� b ist� De�nieren wir

A�a� b � V�g�a�b�MV�g�a�b�
� � �����


Diese De�nition ist unabh�angig von der speziellen Wahl von g�a�b� mit obiger Eigenschaft�
Jedes g � SL��� IR�ZZ� kann eindeutig zerlegt werden in ein Produkt aus einer Rotation�
einer Translation und einer Dilatation zerlegt werden�

g  ��t  ���   ��	 �

�vgl� x��� Man sieht dann leicht� da� sich zwei Elemente g� � g� � die beide ���� � in �a� b
transformieren nur um einen Dilatationsfaktor unterscheiden k�onnen� Dilatationen werden
aber unter V dargestellt durch

V���	  V�UD�	  (
� i ln�

�	
M �

also durch die modulare Gruppe von M � was die Wohlde�niertheit von A�a� b zeigt� das so
de�nierte lokale Algebrennetz transformiert sich nach Konstruktion kovariant unter SL��� IR
�ZZ� � Die Darstellung hat positive Energie� da ������ positiv ist� Die modularen Struktu	
ren erlauben uns wie in x�
 Haag	Dualit�at einzusehen� Wir wissen� da� eine Rotation um
� nichts anderes ist als V����  V�UP�K��  JNJM � Au�erdem sieht man leicht� da�
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g�b�a�  g�a�b�  ��� ist� und diese Transformation bildet den oberen Halbkreis auf das Kom	
plement �a� b�  S� n �a� b� ab� Damit gilt�

A �b� a  V�g�b�a�MV�g�b�a��  V�g�a�b�V����MV�����V�g�a�b��  

 V�g�a�b�JMJNMJNJMV�g�a�b��  V�g�a�b�M�V�g�a�b��  

 
�
V�g�a�b�M�V�g�a�b��

��
 A�a� b� �

������

Isotonie des Netzes sieht man so� Translationen werden dargestellt durch

V���a  exp
�
ia

��
�ln�(NM� ln�(M

�
�

Aus Thm����
 folgt dann insbesondere

V���aMV���a� �M � �a � � �

d�h�
A�a��� � A�b��� f�ur �a��� � �b��� �

Benutzt man geeignete Rotationen� so zeigt dies

A�a� c� A�b� c � f�ur �a� c � �b� c und
A�c� a� A�c� b � f�ur �c� a � �c� b �

������

letzteres nach �Ubergang zu den Kommutanten unter Verwendung der Haag	Dualit�at �������
Lokalit�at ist nun trivial� da Haag	Dualit�at sowieso schon eine sch�arfere Bedingung ist� Seien
�a� b� �c� d eigentliche Intervalle mit leerem Schnitt� Dann ist �a� b � �c� d�  �d� c und
damit

A�a� b � A�d� c  A�c� d� �

Schlie�lich folgt die Reeh	Schlieder	Eigenschaft f�ur die lokalen Algebren aus der von M �

Mit geringen zus�atzlichen Forderungen konnte Wiesbrock zudem die starke Additivit�at der
konstruierten ACQFT herleiten� vgl� �Wie����
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ANHANG A

C�� und von Neumann Algebren

Dieser Anhang listet in unsystematischer Weise im Text verwendete Tatsachen �uber C"	
und von Neumann Algebren auf�

De�nition A�� Eine C�Algebra hei�t konkret� wenn sie eine Unteralgebra der Algebra
der beschr�ankten Operatoren auf einem Hilbertraum H � B�H ist� Sonst hei�t sie abstrakt�

Eine ausgezeichnete Menge in einer C"	Algebra bilden die positiven Elemente�

De�nition A�� Ein Element A einer C�Algebra A hei�t positiv� wenn es selbstadjungiert
ist und sp�A � IR� gilt� Die Menge der positiven Elemente aus A wird mit A� bezeichnet�

Lemma A�� Sei A eine konkrete C�Algebra mit Identit�at � � Ein selbstadjungiertes Ele�
ment A�A ist genau dann positiv� wenn jj��A�jjAjj jj � � � Ist A selbstadjungiert� jjAjj � � �
und jj� �Ajj � � � dann ist A positiv� 	�BR���� Lemma �����
�

Neben der Normtopologie existieren auf B�H noch etliche lokalkonvexe Topologien� die von
Systemen von Halbnormen erzeugt werden�

De�nition A�� Sei H ein separabler Hilbertraum� B�H die Menge der in der Norm A ��

jjAjj � sup��H
jjA�jj
jj�jj

beschr�ankten Operatoren auf H �

�� Die von den Halbnormen B�H � A �� jjA
jj � 
�H � erzeugte Topologie hei�t starke
Topologie auf B�H �

�� Die von den Halbnormen A �� �
P

n jjA
njj
�
���

f�ur Folgen �
n � H mit
P

n jj
njj
� �

� erzeugte Topologie hei�t ��starke Topologie�

�� Die von den Halbnormen A �� jhjA
ij �  � 
�H � erzeugte Topologie hei�t schwache
Topologie�

�� Die von den Halbnormen A ��
P

n jhjA
nij f�ur Folgen �
n � �n � H mit
P

n jj
njj
�

�� �
P

n jjnjj
� �� erzeugte Topologie hei�t ��schwache Topologie�

�� Die von den Halbnormen A �� jjA
jj � jjA�
jj � 
 � H � erzeugte Topologie hei�t
starke� Topologie auf B�H �

�� Die von den Halbnormen A �� �
P

n jjA
njj
� �

P
n jjA

�
njj�
���
j f�ur Folgen �
n � H

mit
P

n jj
njj
� �� erzeugte Topologie hei�t ��starke� Topologie�

�
�
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Satz A�� ��BR���� Abschnitt ����� Zwischen den obengenannten Topologien auf B�H
bestehen folgende Verh�altnisse�

Norm � ��stark � ��stark � ��schwach
� � �

stark � stark � schwach

Dabei steht
�
�� f�ur

�
feiner als��

Satz A�	 ��BR���� Abschnitt ����� i
 Die starke� die starke und die ��starke Topolo�
gie sind auf der Einheitskugel von B�H identisch� Die Einheitskugel ist vollst�andig in diesen
Topologien�

ii
 Die schwache und die ��schwache Topologie sind auf der Einheitskugel von B�H iden�
tisch� Die Einheitskugel ist kompakt in diesen Topologien�

Satz A�� ��BR���� Prop������ Sei Tr die Spur auf B�H und T �H der Banachraum
der Spurklassenoperatoren auf H versehen mit der Spur�Norm T �H � T �� jjT jjTr �

supB�B�H�
jTr�TB�j
jjBjj

� Dann ist B�H der Dualraum von T �H bez�uglich der Dualit�at

B�H� T �H � �A�T  �� Tr�AT  �

Die schwache�Topologie auf B�H � die durch diese Dualit�at induziert wird� ist gerade die
��schwache Topologie�

Satz A�� �Kaplansky�s Dichtheits�Theorem� �BR���� Satz �����	 � Ist A eine kon�
krete C�Algebra� dann ist die Einheitskugel von A ��stark dicht in der Einheitskugel des
schwachen Abschlusses von A �

De�nition A�� Sei A eine Algebra von beschr�ankten Operatoren auf einem Hilbertraum
H � Dann bezeichnet A� den Kommutanten von A � de�niert durch

A
� � fB�B�HjAB  BA �A�Ag �

Satz A��� �von Neumann Bikommutant�Theorem Sei A eine �Algebra mit Einheit
von Operatoren auf einem Hilbertraum H � Genau dann ist A schwach abgeschlossen� d�h�
A  A�� wenn A  A�� gilt� A hei�t dann von Neumann Algebra�

Satz A��� ��BR���� Thm������� Sei � ein Zustand �uber einer konkreten von Neumann
Algebra A � Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent�

ii
 � ist ��schwach stetig�

iii
 es gibt eine Dichtematrix �� d�h� einen positiven Spurklassenoperator � auf H mit Tr��  
� � so da�

��A  Tr��A � �A�A �



�
�

De�nition A��� Sei A eine von Neumann Algebra von Operatoren auf einem Hilbertraum
H � Das Zentrum Z�A von A ist de�niert durch

Z�A  A � A� � �A��

Man nennt A einen Faktor� wenn Z�A trivial ist� d�h� wenn Z�A  C� �

De�nition A��� i
 Zwei Darstellungen einer C�Algebra hei�en disjunkt� wenn sie keine
Unterdarstellungen enthalten� die unit�ar�aquivalent sind�

ii
Zwei Darstellungen hei�en quasi
aquivalent�wenn jede Unterdarstellung der einen unit�ar�
�aquivalent zu einer Unterdarstellung der anderen ist�

iii
 Eine Darstellung hei�t prim
ar� wenn sie quasi�aquivalent ist zu jeder ihrer Unterdar�
stellungen�

Diese Begri�e �ubertragen sich nat�urlicherweise auf Zust�ande deren GNS�Darstellungen die
entsprechenden Eigenschaften haben�

De�nition A��� Sei �� die GNS�Darstellung zum Zustand � auf H� einer C�Algebra A �

i
 Die Zust�ande der Form

���A � h)j���A)i � �A�A � �A��

mit dem Skalarprodukt h � j � i in H� � hei�en Vektorzust
ande der Darstellung ���

ii
 Die Zust�ande der Form

�
�A � Tr�����A � �A�A � �A��

mit einem positiven Spurklassenoperator � in B�H� bilden das Folium der Darstellung
�� � Diese nach Satz A��� ��schwach stetigen Zust�ande hei�en normale Zust�ande der von
Neumann Algebra ���A

�� �

Satz A��� Das Folium einer treuen Darstellung einer C�Algebra ist schwach dicht in der
Menge aller Zust�ande �uber dieser Algebra�

Theorem A��	 �Banach�Alaoglu Ist X ein Banachraum� X � sein Dualraum� X �
� die

Einheitskugel von X � � so ist X �
� kompakt in der schwachen �Topologie� die durch die Dua�

lit�at auf X � induziert wird�

Theorem A��� �Krein�Milman Ist V eine nichtleere konvex�kompakte Untermenge ei�
nes lokalkonvexen Raumes� dann besitzt V einen Extremalpunkt� Dar�uberhinaus ist V der
Abschlu� der konvexen H�ulle von E� wobei E die Menge der Extremalpunkte von V bezeich�
net�

Satz A��� ��BR���� Lemma ����� Seien �� � �� zwei Zust�ande einer von Neumann Al�
gebra A und sei �  �� � �� � Dann sind folgende Bedingungen �aquivalent�

i
 �� und �� sind disjunkt�

ii
 es existiert ein zentraler Projektor P �Z�A � so da�

���A  h#�jP���A#�i �
���A  h#�j�� � P ���A#�i �

f�ur alle A � A � mit dem Vakuumvektor #� der GNS�Darstellung von � auf H� und dem
Skalarprodukt auf demselben Hilbertraum�
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De�nition A��� Sei A eine von Neumann Algebra auf einem Hilbertraum H� Eine Unter�
menge K� H hei�t zyklisch f�ur A� wenn AK dicht liegt in H� K hei�t separierend f�ur A�
falls f�ur jedes A�A aus A  � f�ur alle �K folgt� da� A  � ist�

Lemma A��� ��BR���� Prop������� Sei A eine von Neumann Algebra auf einem Hil�
bertraum H und K� H eine Untermenge� Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent�

i
 K ist zyklisch f�ur A�

ii
 K ist separierend f�ur A� �

Satz und De�nition A��� ��BR���� Def��������� Prop�������� Sei A eine von Neu�
mann Algebra auf einem Hilbertraum H und sei #�H zyklisch und separierend f�ur A� Nach
Lemma A��� ist # dann acuh zyklisch und separierend f�ur A� und wir k�onnen zwei antilineare
Operatoren durch

S�A# � A�# � f�ur A�A � �A��

und
F�A

� � A��# � f�ur A��A� � �A�


auf den dichten Untermengen K#� bzw� K�# de�nieren� Diese Operatoren sind abschlie�bar
und es gilt

S��  F� � F �
�  S� � �A��

wobei der Strich Abschlu� bedeutet� Bezeichne

S � S� � F � F� � �A��

Sei ( der eindeutig bestimmte� positive� selbstadjungierte Operator und J der eindeutig
bestimmte antiunit�are Operator� der in der polaren Zerlegung

S � J(
�
� � �A��

von S auftritt� ( hei�t modularer Operator des Paares �A�# � J hei�t modulare
Konjugation� Es gelten die folgenden Relationen�

( FS � (��  SF �

S  J(
�
� � F  J(� �

� �
J  J� � J� � �

(� �
�  J(

�
�J �

�A��

Theorem A��� �Tomita�Takesaki� �BR���� Thm������� Sei A eine von Neumann Al�
gebra auf einem Hilbertraum H und sei #�H zyklisch und separierend f�ur A� Seien ( und
J der zugeh�orige modulare Operator und die modulare Konjugation� Dann folgt� da�

JAJ  A� � �A���

und weiterhin
(it
A(�it  A � �A���

f�ur alle t� IR�



�



Satz und De�nition A��� ��BR���� Def������� Sei A eine von Neumann Algebra auf
einem Hilbertraum H und sei # � H zyklisch und separierend f�ur A� Seien ( und J der
zugeh�orige modulare Operator und die modulare Konjugation� Dann wird durch

IR � t ��� �t � A � A ��� �t�A � (
itA(�it � �A���

eine ��schwach stetige einparametrige Untergruppe von ��Automorphismen auf A de�niert�
Diese Gruppe hei�t modulare Automorphismengruppe des Paares �A�# �



�
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ANHANG B

Neuere Entwicklungen

Dieser Anhang soll einige neuere Str�omungen in der algebraischen Quantenfeldtheorie an	
rei�en� die in der Zeit von ���� bis ���� aufgekommen sind� und au�erdem die weitere
Entwicklung der in diesem Buch behandelten Themen skizzieren� Dabei erhebe ich keinen
Anspruch auf besondere Ausf�uhrlichkeit oder Vollst�andigkeit� Vielmehr habe ich aus der
Vielfalt m�oglicher Themen einige� die mir besonders interessant erscheinen� herausgegrif	
fen� Ich ho�e� da� die gebotenen Informationen dem interessierten Leser zu einem leichten
Einstieg in die relevante Literatur verhelfen�

Viele wichtige Themen werden dabei nicht angesprochen� So zum Beispiel lokale Net�
ze von Subfaktoren �siehe unter anderem �LR�
�� �Reh�
� und �RST���� wo die

�
relative

Position� einer
�
Subtheorie� innerhalb eines lokalen Netzes und lokale Erweiterungen al	

gebraischer Quantenfeldtheorien studiert werden� Oder die Fortschritte auf dem Gebiet der
Quantenfeldtheorie auf gekr�ummten Raumzeiten �siehe u�a� �Rad���� �BFK��� und �BF����
Ebensowenig k�onnen wir auf das Thema Modellbildung in der algebraischen Quantenfeld	
theorie eingehen� siehe nur �Adl����

xB�� Algebraische Rekonstruktion und Quanten�Symmetrie

Ein wichtiges und sch�ones Gebiet� das im vorliegenden Buch nicht behandelt wurde� ist die
Rekonstruktion von Eichsymmetrien aus den intrinsischen Strukturen des lokalen Netzes
und seiner Darstellungstheorie� Dies wurde seinerzeit von Reinhard H�aring in seiner Arbeit
�H�ar��� behandelt�

Die urspr�ungliche Methode� aus den Darstellungen �Endomorphismen eines lokalen Net	
zes mit Permutationsgruppenstatistik die Feldalgebra �uber der Observablenalgebra zu kon	
struieren und damit die zugeh�orige Eichgruppe als kompakte Gruppe zu erhalten� ist in
�DR��a�� �DR��b� �mathematisch und �DR��� �in der Anwendung auf die algebraische
Quantenfeldtheorie beschrieben� Das nach Doplicher und Roberts benannte Rekonstruk�
tionstheorem verwendet die sogenannten Cuntz�Algebren� vergleiche die systematische
Darstellung in Kapitel �� von �BW��� und die neueren Ergebnisse in �Reh��a��

Schnell wurde klar� da� die abstrakte Methode� der Kategorie der Darstellungen eines
lokalen Netzes �uber eine Form von Dualit�at eine Symmetrie�Algebra zuzuordnen� weit	
reichende Verallgemeinerungen vom Spezialfall der Permutationsgruppenstatistik und einer
kompakten Eichgruppe zul�a�t� So wurden von Majid� Rehren� Schomerus� H�aring und ande	
ren Quantengruppen als Symmetriealgebren von Darstellungskategorien mit Zopfgruppen	
statistik �sogenannten gezopfte Tensorkategorien gefunden�

F�ur einen Blick in die Originalliteratur sind �Lon���� �Sch�
�� �H�ar�
� und �Reh��b� zu
empfehlen� Sowohl als Einf�uhrung in das Thema Quanten�Symmetrien� wie auch als Grund	
lage eigener Forschung sind die B�ucher �Maj�
� und �FK��� kaum entbehrlich� Ersteres bietet

�
�
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eine gr�undliche Behandlung des Themas Quantengruppen� letzteres eine detaillierte Unter	
suchung der Quanten�Symmetrie von niedrigdimensionalerAQFTmit Zopfgruppenstatistik�

xB�� Modulare Strukturen� Raum�Zeit�Symmetrie� CPT� Spin und Statistik

Die von H��J� Borchers eingef�uhrte Idee der Benutzung modularer Strukturen von von Neu	
mann Algebren zur Beschreibung von Raum�Zeit�Symmetrien hat sich seit dem Erscheinen
von �Bor��� zu einem �au�erst furchtbaren Gebiet entwickelt� Die kurze Beschreibung in x��
h�atte von daher eine Ausarbeitung zu einem eigenen Kapitel �wenn nicht gar Buch ver	
dient� Stattdessen kann an dieser Stelle nur ein kurzer �Uberblick �uber die aktuelle Literatur
gegeben werden� Diese l�a�t sich � thematisch und geographisch � grob in drei Str�ange
einteilen�

Borchers selbst hat sein Werk weiter ausgebaut und dazu auch einen umfassenden �Uber	
blicksartikel geschrieben ��Bor�
a�� siehe auch sein Buch �Bor��b�� Ihm gelang schlie�lich
die Rekonstruktion von Poincar�e�Kovarianz im Minkowskiraum aus der modularen Struk	
tur von Keil�Algebren in �Bor��a� �wie dies vorher schon Brunetti� Guido und Longo ge	
scha�t hatten� s�u�� Sein Interesse gilt aber seit langem den Zusammenh�angen zwischen
den verschiedenen Typen von Dualit�at in der AQFT �Haag�� Keil�Dualit�at und Raum�
Zeit�Symmetrien� Insbesondere auch in diesem Zusammenhang sind modulare Strukturen
ein n�utzliches Instrument� wie man in �BY��� und �Bor�
b� nachvollziehen kann�

Die zweite gro�e
�
Schule�� die zumThema algebraische Kovarianz beigetragen hat� ist die

r�omische um D� Guido und R� Longo� Die Arbeiten �BGL�
�� �Gui�
� und �GL�
� zeigen dies
f�ur die Poincar�e�Kovarianz im vier� wie im niedrigdimensionalen Fall� Konforme Symmetrie
wird in �BGL��� und �GL��� behandelt� In beiden F�allen werden CPT� und Spin�Statistik�
Theoreme gezeigt �vergleiche dazu auch �Kuc�
��

Unter anderem in Zusammenarbeit mit der r�omischen Gruppe hat H��W� Wiesbrock
seine Untersuchungen unter anderem zu lokalisierten Connes� Kozykeln fortgesetzt� Siehe
dazu �Wie�
� und �GLW����

xB�� Konforme Netze und punktartig lokalisierte Felder

Martin J�or�� Arbeiten� die sich mit dem Problem der Konstruktion von Quantenfeldern im
Sinne der Wightman�Axiomatik �siehe �SW��� und �Haa��� f�ur die Einf�uhrung� also opera	
torwertigen Distributionen� aus lokalen Observablennetzen im konformen Fall besch�aftigen
wurden schon in Kapitel IV am Rande erw�ahnt ��J�or���� �J�or���� Seitdem wurden auf die	
sem Feld wesentliche Fortschritte erzielt und in �FJ���� �J�or�
� und �J�or��� ver�o�entlicht�

In �FJ��� wird zu einem
�
chiralen� lokalen Netz im zweidimensionalen Minkowskiraum�

das zus�atzlich M�obius�Kovarianz zeigt �also im Prinzip eine konforme Theorie auf dem
nichtkompakti�zierten konformen Lichtkegel der Vakuumsektor im Sinne der Wightman�
Axiomatik konstruiert� Das hei�t� es werden punktartig lokalisierte Felder in der Vaku	
umdarstellung des Netzes konstruiert� aus denen sich umgekehrt wieder das lokale Netz
erzeugen l�a�t� in dem Sinne� da� sich lokale Observablen in verschmierte Punktfelder ent	
wickeln lassen �Operatorproduktentwicklung im Vakuumsektor�

Die Idee zur Erzeugung punktartig lokalisierter Felder ist� eine Art Skalenlimes zu be	
trachten � vgl� hierzu den n�achsten Abschnitt� Das ist wegen der Dilatationskovarianz der
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konformen Theorie in diesem Fall besonders einfach �um nicht zu sagen m�oglich� Interes	
santerweise kann man die Konstruktion auf zwei Arten durchf�uhren� Der kanonische �weil
im Rahmen der AQFT allgemeinere Weg f�uhrt �uber die modularen Strukturen des lokalen
Netzes� die die SL��� IR�Kovarianz des Netzes implementieren� wie in x�� beschrieben �vgl�
auch den vorangegangenen Abschnitt� Der andere Weg ersetzt die modularen Methoden
durch ein konformes Cluster�Theorem� um Abgeschlossenheit der Feldoperatoren zeigen zu
k�onnen�

In �J�or�
� werden sodann auch geladene Sektoren � d�h� solche mit beliebiger endlicher
Statistik � konstruiert� Die unbeschr�ankten

�
Vertex�Operatoren�� die zwischen diesen

intertwinen� werden dabei als Grenzwerte von Elementen des reduzierten Feldb�undels dar	
gestellt �vgl� x��� In �J�or��� wird der zweite m�ogliche Standpunkt der Wightman�Theorie�
n�amlich der Formulierung in n�Punkt�Funktionen eingenommen� Es wird eine Erweiterung
des konformen Cluster�Theorems bewiesen� mit der es dann m�oglich ist� aus dem lokalen
Netz alle n�Punkt�Funktionen zu gewinnen und das Erf�ulltsein aller Wightman�Axiome zu
zeigen� Es ist allerdings bisher noch nicht bekannt � wenn auch wahrscheinlich � da� diese
n�Punkt�Funktionen mit denen� die zu den zuvor in �J�or�
� konstruierten Feldern geh�oren�
�ubereinstimmen�

xB�� Skalenalgebren

Eine weitere� besonders interessante neue Idee stellen die von Detlev Buchholz eingef�uhrten
Skalenalgebren dar� Ein langw�ahrendes Problem der algebraischen Quantenfeldtheorie ist
ja die Frage ihrer Anwendbarkeit auf konkrete� physikalische Modelle und ihre Aussage	
kraft auf diesem Terrain� D� Buchholz hat sich seit langem mit diesem Problem besch�aftigt
und stets versucht aus den fundamentalen Strukturen der algebraischen Quantenfeldtheo	
rie Eigenschaften des Teilchenspektrums der Theorie zu erschlie�en� Einen konzeptionellen
�Uberblick und weiterf�uhrende Referenzen bietet �Buc����

Leitgedanke der Skalenalgebren�Idee ist folgender� Die Ph�anomenologie wechselwirken�
der Quantenfeldtheorien �d�h� quantisierten lokalen Eichtheorien wird bestimmt vom Ver	
halten der Quantenfelder bei sehr kleinen Abst�anden� Auf diesen kleinsten Skalen treten
dann Ph�anomene wie charge�con�nement� asymptotische Freiheit� etc� auf� Zwar ist die al	
gebraische Quantenfeldtheorie noch weit davon entfernt eine lokale Eichtheorie beschreiben
zu k�onnen� Aber es ist sehr wohl m�oglich� in ihrem Rahmen eine konsistente Darstellung
des Konzepts der Renormierungsgruppe einzuf�uhren� Diese beschreibt �ublicherweise in der
Quantenfeldtheorie die Wirkung von Skalentransformationen x �� 	  x� 	� IR� auf die
Felder und ihre n�Punkt Funktionen� Urspr�unglich tauchten Skalentransformationen in der
algebraischen Quantenfeldtheorie zuerst bei der Beschreibung von Quantenfeldtheorien auf
einer gekr�ummten Raumzeit auf� siehe �FH����

�
Algebraische� Skalentransformationen m�ussen im wesentlichen zwei physikalische Be	

dingungen erf�ullen� Zum einen m�ussen sie geometrisch wirken� d�h� sie sollten eine Trans	
formation des lokalen Netzes A�O de�nieren�

R� � A�O ��� A��O � A�	O � �B��

Zum anderen mu� ihre physikalischeWirkung dadurch charakterisiert werden� da� die Trans	
formationen R� � die das Netz A in das skalierte Netz A� �uberf�uhren� die physikalischen
Konstanten� insbesondere /h fest lassen& Transformiert man die L�angenskala mit 	 � IR� �
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so mu� man dementsprechend die Energie�Impuls�Skala mit 	�� transformieren� um die
Einheit der Wirkung konstant zu halten� Algebraisch formuliert man dies im Impulsraum�
Sind eA� eO die �nicht mehr streng lokalisierbaren Observablen� die auf der urspr�unglichen
Skala 	  � Energie�Impuls in der Menge eO � IR� transferieren� so soll R� auf eA� eO eine
Transformation

R� � eA� eO ��� eA�� eO � eA�	�� eO � �B��

induzieren�

Physikalisch ist es nun unerheblich� welche der vielen m�oglichen Renormierungstransfor	
mationen auf einem gegebenen Netz A man w�ahlt� also betrachtet man alle gemeinsam und
de�niert lokale Skalenalgebren

A�O � fA � IR� �� AjA� � A�	O � 	� IR
�g �

deren Elemente Funktionen von 	 mit Werten im urspr�unglichen Netz A sind� die den
Bedingungen �B�� und �B�� gen�ugen� Unter geeigneten Stetigkeitsbedingungen an R� ist
A wieder ein lokales� Poincar�e�kovariantes Netz� das zus�atzlich Dilatationssymmetrie zeigt�
����A� � A�� de�niert einen Netzautomorphismus�

Ausgearbeitet sind diese Ideen in �BV�
�� �Buc��a�! die notwendigen Phasenraum�Tech	
niken �ndet man unter anderem in �BD�
�� Buchholz und Verch konnten die Existenz von
Skalenlimites 	 # � zeigen und gaben eine erste Klassi�zierung �f�ur den Fall� da� der
Skalenlimes eindeutig ist�

�� Klassischer Skalenlimes� F�ur 	� � werden die Algebren abelsch�

�� Skaleninvariante Theorien� Die Theorie ist ein Fixpunkt der Skalentransformatio	
nen und

�� Theorien mit eindeutigem Quanten�Skalenlimes�

Die dritte Klasse ist die physikalisch interessante� denn ihr entsprechen in der Sprache der
Renormierungsgruppe Theorien mit einem ultraviolett�Fixpunkt� insbesondere die asympto	
tisch freien Theorien�

Dies alles ist keineswegs nur theoretische Spielerei� In �Buc��b� wird gezeigt� wie sich die
Idee der Skalenlimites im Zusammenspiel mit der Methode der Rekonstruktion der Feldal	
gebra aus den Observablen �siehe �DR��� nutzen l�a�t� um die beobachtbaren Eigenschaften
eines nichttrivialen� quantenfeldtheoretischenModells zu erkl�aren� ohne� wie es �ublicherweise
gemacht wird� Eichfelder einzuf�uhren� Untersucht wird das Schwinger�Modell� d�h� Quan	
tenelektrodynamik in � � � Dimensionen� und der interessierte Leser sollte es sich nicht
entgehen lassen� �Buc��b� mit der

�
normalen� feldtheoretischen Behandlung z�B� in �Str���

zu vergleichen�
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