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1 Einfiihrung

Wir betrachten eine Urne, in der zu Beginn eine schwarze oder eine weike Kugel liegt, und
definieren einen Urnenprozess mithilfe der folgenden Dynamik: In jedem Schritt wird zuféllig eine
Kugel aus der Urne gezogen. Anschlieffend wird diese Kugel zusammen mit einer weiteren Kugel
in die Urne zuriickgelegt. Welche Farbe die neue Kugel hat, wird zuvor per Miinzwurf bestimmt,
dessen Erfolgswahrscheinlichkeit von der Farbe der gezogenen Kugel abhéngt. Wir betrachten

also eine balancierte Polya-Urne mit zwei Farben und einer zufélligen Riicklegematrix.

Dieses Urnenmodell findet Anwendung in der ,play-the-winner-rule, welche ein randomisiertes
adaptives Modell fiir klinische Studien beschreibt. In diesem Modell soll von zwei zu vergleichen-
den Behandlungsformen diejenige haufiger an Probanden vergeben werden, die sich im Verlauf
der Studie als erfolgreicher herausstellt. Die beiden Farben stellen die beiden Behandlungsformen
dar und der Anteil der Kugeln einer Farbe spiegelt den Erfolg der zugehorigen Behandlungsform

im Verlauf der Studie wider.

In diesem Zusammenhang trat das oben beschriebene Urnenmodell in Erscheinung und wurde

in [15, 16, 14, 13, 12, 2, 3, 7] untersucht und verallgemeinert.

Nun interessieren wir uns fiir die Anzahl der Kugeln einer bestimmten Farbe nach n Schritten in
diesem Prozess. Zentriert und skaliert man diese Grofe, so konvergiert ihre Verteilung bekann-
termafen gegen eine Grenzverteilung. In dieser Arbeit wollen wir erstmals eine obere Schranke

fiir die zugehorige Konvergenzrate bestimmen.

Wir verfolgen zunédchst den Ansatz der Kontraktionsmethode und erstellen in Kapitel 2 eine Re-
kursion fiir die Verteilung der Anzahl der Kugeln einer Farbe, indem wir das Urnenmodell in einen
durch Knape und Neininger [9, Abschnitt 2| vorgestellten Zusammenhang mit einer passenden
Baumstruktur bringen. Aus einem System von Rekursionsgleichungen fiir diese Verteilung kon-
nen wir nach Zentrieren und Skalieren ein System von Fixpunktgleichungen herleiten. Nach ein
paar technischen Vorbemerkungen in Kapitel 3 werden wir diese Fixpunktgleichungen in Kapitel
4 als eine Abbildung zwischen Mafsrdumen auffassen und dann ein Kriterium nennen, mithilfe
dessen wir liberpriifen kénnen, ob eine Kontraktion vorliegt. Nachdem wir so die Existenz eines
eindeutigen Fixpunkts in einem passenden Mafsraum nachgewiesen haben werden, beginnen wir
in Kapitel 5 damit, eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate der Verteilung der zentrierten
und skalierten Grofe gegen diesen Fixpunkt zu bestimmen. Der Beweis erfolgt zunéchst in der
Wasserstein-Metrik £y auf Produktriumen mit vollstdndiger Induktion und wird anschliefend in
Kapitel 6 auf Wasserstein-Metriken gz\o/ mit p > 2 verbessert, ebenfalls durch Induktion. In Ka-
pitel 7 werden wir als letzten Schritt mithilfe der oberen Schranke in den Wasserstein-Metriken
auf eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate in der gdngigen und insbesondere in der Statistik

relevanten Kolmogorov-Metrik ¢V auf Produktriumen schlieRen.

Ein Zugang zur Analyse von Poélya-Urnen von Athreya und Karlin [1], der auf einer Einbettung



des Urnenprozesses in zeitstetige Verzweigungsprozesse beruht, wurde von Svante Janson in |7, 8|
genutzt, um hinsichtlich von Grenzwertsétzen sehr allgemeine Nachlegeschemata universell zu
behandeln. In [7, Remark 4.7] schreibt Janson iiber Konvergenzraten zu diesem Zugang allerdings:

,Our methods give no information on the rate of convergence.

Wir liefern hier eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate in einem speziellen, jedoch nichttri-
vialen Fall: Mit B% bezeichnen wir die Anzahl schwarzer Kugeln nach n Schritten bei Start mit
einer schwarzen Kugel (ein analoges Resultat ergibt sich aber auch bei Start mit einer weiffen Ku-
gel) und X, := BZ*A[BH bezeichne die entsprechende normalisierte Grofe. Es sei a € (0,1) die
Erfolgswahrscheinlichkeit der Miinze, die zur Bestimmung der Farbe der neuen Kugel geworfen
wird, falls die gezogene Kugel schwarz ist. Gleichermafsen sei 5 € (0,1) diese Erfolgswahrschein-
lichkeit, falls die gezogene Kugel weifs ist. Ein ,Erfolg* liegt dann vor, wenn die Kugel, die mit
der gezogenen Kugel in die Urne zuriickgelegt wird, dieselbe Farbe hat wie diese. Weiter sei
A=a+ -1 Gilt A < %, so fithrt dies zu normalverteilten Grenzwerten, welche in dieser
Arbeit nicht betrachtet werden, andernfalls zu nicht-normalverteilten Grenzwerten, vgl. Knape
und Neininger [9, Abschnitt 6.2]. Schlieflich bezeichne £ (X, g) den zugehorigen Grenzwert der
Folge (£ (Xn)),en Wie in Kapitel 4 und es sei A > 3. Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit

lautet dann:

Zu jedem € > 0 gibt es eine Konstante 0 < K < 0o, sodass fir alle n € N gilt:

K
0 (Xn, Xag) ==sup [P (Xp < @) —P(Xop <) < ———
z€R n*"27¢

Notationen

Die verwendeten Bezeichnungen fiir die auftretenden Grofen sind meist von Knape und Neininger
[9] iibernommen worden, um eine bessere Lesbarkeit im Zusammenspiel mit dieser Arbeit zu
gewéhrleisten. Fir eine Zufallsvariable X bezeichnet £(X) ihre Verteilung. Falls £(X) = L(Y)
fiir zwei Zufallsvariablen X und Y gilt, so schreiben wir X 2y AuRerdem werden die Bachmann-

Landau-Symbole fiir asymptotische Aussagen benutzt.



2 Von Urnen und Biaumen zu Rekursionen und Fixpunkten

Wir werden den Urnenprozess nun, wie in Knape und Neininger |9, Abschnitt 2|, mit einem kom-
binatorischen zufélligen Baum, den wir als zugehdrigen Baum bezeichnen werden, identifizieren
und diesen an der Wurzel zerlegen. Das Wachstum der Teilbdume der Wurzel entspricht dann
in Verteilung dem Wachstum des ganzen Baums. Diese Selbstahnlichkeit ausnutzend kénnen wir
ein System von Rekursionsgleichungen fiir die Verteilung der Anzahl der Kugeln einer Farbe
aufstellen und nach Zentrierung und Skalierung zu einem System von Fixpunktgleichungen fiir

diese Verteilung gelangen.

In einer Urne liege zu Beginn eine schwarze oder eine weife Kugel. In jedem Schritt des Urnen-

prozesses wird nach bestimmten Regeln, welche mit der zufélligen Riicklegematrix

E, 1-F,

(2.1) R=
1-F; Fp

beschrieben werden, eine schwarze oder eine weifse Kugel hinzugefiigt. Dabei seien F,, und Fjp
Bernoulli-Zufallsvariablen mit Erfolgsparametern 0 < «, 8 < 1. Da die Zeilensummen von R fast
sicher gleich 1 sind, ist die Urne balanciert, was spéter fiir das Aufstellen der Fixpunktgleichung
relevant sein wird. Weiter sei A := a + 8 — 1. Ab Kapitel 4 werden wir ausschliefslich den Fall
A > %, der zu nicht-normalverteilten Grenzwerten fiihrt, betrachten; vgl. Knape und Neininger
[9, Abschnitt 6.2].

Der Urnenprozess unterliegt der folgenden Dynamik: Wurde eine schwarze Kugel aus der Urne
gezogen, so wird mit Wahrscheinlichkeit a eine neue schwarze Kugel mit der gezogenen Kugel
in die Urne zuriickgelegt und mit Wahrscheinlichkeit 1 — a eine weifie. Falls eine weifse Kugel
gezogen wurde, so wird diese mit Wahrscheinlichkeit 1 — 8 mit einer schwarzen Kugel und mit

Wahrscheinlichkeit 5 mit einer weiteren weifen Kugel in die Urne zuriickgelegt.

Es bezeichne B? die Anzahl schwarzer Kugeln nach n-maligem Ziehen aus der Urne bei Start
mit einer schwarzen Kugel und gleichermafen B}Y die Anzahl schwarzer Kugeln bei Start mit
einer weifien Kugel. Offenbar gilt BS = 1 und By = 0.

Wir werden nun den Urnenprozess auf einen Baum iibertragen, der mit jedem Ziehen aus der
Urne wéchst — der sich also in diskreten Zeitschritten entwickelt — und bei dem ein schwarzer

bzw. ein weifser Knoten einer schwarzen bzw. einer weiffen Kugel in der Urne entspricht.

In der Urne liege zu Beginn eine schwarze Kugel. Die Urne zu dieser Zeit soll durch einen Baum
zur Zeit null, der nur aus einer schwarzen Wurzel besteht, dargestellt werden. Nun findet der
erste Zug statt: Die schwarze Kugel wird gezogen und eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit
a entscheidet, welche Farbe die Kugel hat, die mit der gezogenen schwarzen Kugel in die Ur-
ne zuriickgelegt wird. Im zugehorigen Baum vollzieht sich diese Dynamik folgendermafen: Die
schwarze Wurzel erhéalt zwei Kinder und verliert ihre Farbe. Mit Wahrscheinlickeit a sind beide

Kinder schwarz und mit Wahrscheinlichkeit 1 — o erhalt sie ein weifles und ein schwarzes Kind.



FEines der beiden Kinder entspricht der gezogenen Kugel und das andere der neuen Kugel, die
mit der gezogenen Kugel in die Urne zuriickgelegt wurde. O.B.d.A. soll das linke Kind der gezo-
genen Kugel entsprechen, das rechte Kind der neuen Kugel. Nach dem ersten Ziehen besteht der
zugehorige Baum aus drei Knoten, von denen die beiden Blatter gerade die Kugeln in der Urne

symbolisieren.

Iteriert man diesen Vorgang, so erhélt man nach dem n-ten Ziehen einen Baum mit 2n+1 Knoten,
von denen n farblos sind, und, dessen n + 1 Bléatter den Kugeln in der Urne nach dem n-ten
Ziehen entsprechen. Jedes Blatt hat dabei die Farbe der Kugel, die es im Baum reprasentiert.
Zieht man im nédchsten Schritt wieder aus der Urne, so ist dies gleichbedeutend damit, ein Blatt
des Baums zufillig auszuwédhlen. Dieses Blatt verliert daraufhin seine Farbe und erhilt zwei
Kinder. War das zufillig ausgewéhlte Blatt schwarz, so sind, wie oben bereits beschrieben, mit
Wahrscheinlichkeit o beide Kinder schwarz und andernfalls ist, mit Wahrscheinlichkeit 1 — «,
ein Kind schwarz und eines weifs. Falls das zufillig ausgewéhlte Blatt weifs war, so bekommt es
mit Wahrscheinlichkeit 5 zwei weile Kinder und mit Wahrscheinlichkeit 1 — 3 ein weiftes und
ein schwarzes Kind. Alle anderen Blatter des Baums bleiben wie die nicht gezogenen Kugeln in
der Urne unveréndert. Die Anzahl der Kugeln in der Urne wéchst wie die Anzahl der Blétter
des Baums mit jedem Ziehen bzw. mit jedem Zeitschritt um eins. Weiter gilt fiir die Knoten des

Baums offenbar, dass sie entweder zwei Kinder haben oder ein Blatt sind.

Abbildung 2.1 illustriert beispielhaft einen moglichen Verlauf des Urnenprozesses zusammen mit

dem zugehorigen Baum.

Wir kénnten den Urnenprozess also simulieren, indem wir den zugehorigen Baum in diskreten
Zeitschritten wachsen lassen, wobei in jedem Schritt ein Blatt des Baums gleichverteilt unter
allen Blattern ausgewahlt und weiter die oben beschriebene Dynamik durchgefiihrt wird. Nach
n Schritten hat der zugehorige Baum n + 1 Blédtter und, falls die Wurzel schwarz war, ist die

Anzahl schwarzer Blétter verteilt wie BY, andernfalls wie BY.

Weiter bezeichnen wir einen zugehorigen Baum, wenn er aus einer schwarzen Wurzel hervorgeht,
als zugehorigen Baum vom Typ b, andernfalls als zugehorigen Baum vom Typ w. Die beiden
Teilbdume des zugehorigen Baums, die von den Kindern der Wurzel ausgehen, haben eine zuféllige
Anzahl von Bléttern, die davon abhéngt, wie oft ein Blatt aus dem jeweiligen Teilbaum zuféllig
ausgewahlt wurde. Wir wollen nun einen zugehorigen Baum nach n Schritten betrachten und
darauf bedingen, dass i + 1 der Blatter im linken Teilbaum und j 4+ 1 im rechten Teilbaum mit
i,j € Ny sind. Die Zahlen ¢ und j beschreiben dann, wie oft ein Blatt des jeweiligen Teilbaums
zufillig ausgewéhlt wurde, und es gilt i+ j = n— 1, da die Teilbdume beim ersten Ziehen erzeugt

werden und erst die darauffolgenden n — 1 Schritte innerhalb der Teilbdume stattfinden.

Bedingt darauf, dass der linke Teilbaum 7 + 1 und der rechte Teilbaum j + 1 Bléatter hat, sind
die beiden Teilbdume unabhingig und verteilt wie ein zugehériger Baum nach ¢ bzw. j Schritten

vom Typ der Farbe ihrer Wurzel.



Abbildung 2.1: Tllustration eines moglichen Verlaufs des oben beschriebenen Urnenprozesses bei
Start mit einer schwarzen Kugel. Unter den Urnen befindet sich der jeweilige zugehorige Baum.
Die roten Pfeile zeigen auf die Kugeln bzw. Blatter, die zufillig gezogen wurden. Die Pfeile
zwischen den Urnen symbolisieren den Miinzwurf in Abhéngigkeit von der Farbe der gezogenen
Kugel. Die Blatter der zugehorigen Baume entsprechen den Kugeln in der Urne; andere Knoten
stellen keine Kugeln mehr dar, ihre Farbe wird jedoch fiir die rekursive Zerlegung benotigt und

deswegen verkleinert und schattiert dargestellt.

Diese Selbstédhnlichkeit zwischen dem ganzen Baum und den Teilbdumen fiihrt nun zu einem
System von Rekursionsgleichungen fiir die Verteilungen von B! bzw. BY: BY beschreibt die
Anzahl schwarzer Kugeln nach n-maligem Ziehen aus der Urne, wenn mit einer schwarzen Kugel
begonnen wurde, und entspricht mittels obiger Uberlegungen der Anzahl schwarzer Blétter eines
zugehorigen Baums vom Typ b nach n Schritten. Nun ist B gerade die Summe der Anzahlen
der schwarzen Blétter der Teilbdume der Wurzel und diese sind bedingt auf den Vektor (I, Jy,)
unabhéngig und wie zugehorige Baume vom Typ der Farbe ihrer Wurzel verteilt. Der Vektor
(In, Jp) mit J, := n — 1 — I, beschreibt dabei, wie oft ein Blatt aus dem linken bzw. dem
rechten Teilbaum zuféllig ausgewahlt wird. Da per Miinzwurf entschieden wird, ob die Wurzel

des zugehorigen Baums zwei schwarze oder ein schwarzes und ein weifses Kind bekommt, erhalten



wir fir n > 1

(22) B, < By + F.BY? + (1- F.) BY,.

n

Ebenso erhalten wir
2.3) BY L BYW 4 BV 4 (1-F)BY . n>1.

Dabei gilt, dass

b,(1) b,(2) .
(2.4) (Bk )0§k§n—1 , (Bk )nggn—l s (BE )o<k<n—1» Fo und I, sowie

2.5 (Bw’(l)) , (B"”’@)) , (Bb) , Fs und I,, unabhiingig sind und
(2.5) X O<hmi . o<kt E) oran i 5 und I,, unabhéngig sind un
26)  BYW LB L B3 gowie B L BY L B fir k=0,...,n— 1 gilt.

Die Bedingungen (2.4) und (2.5) formalisieren, dass die Teilbdume bedingt darauf, wie oft aus
einem Teilbaum Blatter zufillig ausgewéahlt wurden, unabhéngig sind. Die Bedingung (2.6) hin-
gegen formalisiert die Selbstédhnlichkeit zwischen dem gesamten zugehdrigen Baum und den von

den beiden Kindern der Wurzel ausgehenden Teilbdumen, in die dieser zerlegt wird.

Die obige Rekursion definiert zusammen mit der Startverteilung (Bg,Bé”) = (1,0) eine Folge
(£ (BL).L (B;f))n>0 von Verteilungen.

Nun wollen wir von dem obigen System von Rekursionsgleichungen (2.2) und (2.3) zu einem Sys-
tem von Rekursionsgleichungen fiir zentrierte und skalierte Versionen von BfL und B,y tibergehen,

um daraus auf eine Fixpunktgleichung schliefsen zu kénnen.

Dazu brauchen wir zunéchst eine Entwicklung fiir die Erwartungswerte von B und B, die wir
mit y5(n) := E [B]] und pu,(n) := E [BY] bezeichnen. Fiir diese gilt nach Knape und Neininger
|9, Lemma 6.3]:

1-5 11—« F'n+a+ 5) 1-5
Ho(n) = 2—a—ﬂn+2—a—ﬁf‘(a+ﬁ)r(n+1) 2—a—fB’
1-5 1-5 Fn+a+ 5) 1-5
2—a—ﬂn_2—a—ﬁf‘(a+ﬁ)r(n+1) 2—a—f

Wir werden jedoch die asymptotischen Entwicklungen der Erwartungswerte zur Zentrierung nut-

Zen.
2.1 Lemma

Fir die Erwartungswerte py(n) und py,(n) gilt fir n — oo:

m(n) = dn+dp* +0(),
fw(n) = dyn+dn*+0()



mit den Konstanten

/._1_6_./ /. -« o 1_5
=Ty = db'_(l—)\)I‘()\—i—l) und d,, = A= NTO 1)

Beweis. Seien n € N und ¢, £ > 0. Mit der asymptotischen Entwicklung der Gamma-Funktion
folgt:

Fnte+¢
I'(n+¢)
(%)nw% {(n+90+€)7 +Llnteo+82 +O(n*%)}
v e here o0

n+e
= e—§(n+(p+§)5(1+nf_(p) (14+9) mit § — 0 fiir n — oo

= (n+e+8 (1+0) mit &' — 0 fir n — oco.

NG

Wir betrachten nun die Taylorentwicklung der Funktion f : 2 + z¢ um n, dann gilt:

Fto+e = fm+ -+ + I (e +0 (n?)

£(€-1)n*
2

= n§+§(90+§)-n5_1+(9(n5_2>.

= nf+ent e+ + (p+87+0 (nt%)

Setzt man nun ¢ = 1 und £ = A, so ergibt sich die Behauptung. O

Da die Varianz von der Grékenordnung n?* ist, vgl. Matthews und Rosenberger [12, Abschnitt

4], scheint die folgende Skalierung zweckméfig zu sein:

Wir setzen Xg:=0=: Yy und fiir n > 1

Bb — pp(n)
By — jw(n)

Fiir diese ergibt sich durch die obigen Rekursionen (2.2) und (2.3) fiir n > 1:

a (L o T\ @) T\ /
L\ I\ I\
(2.10) Yy, < (n) YV + Fp <n> Y2 4 (1- Fp) <n> X, + b, (n)
mit



(212)8,(n) =(ﬁ<<2)3«%<ﬁjA-{)+%u_fm(ﬁﬁA+om%>

mit den folgenden Bedingungen an Unabhéngigkeit und Verteilung, wie aus (2.4), (2.5) und (2.6)
folgt:

(X’gl)>ogk§n—1 , (X/gZ))OSkSn—l , (Yi)o<hen_1 Fa und I, seien unabhéngig, ebenso

Y(1)> (Y@)) X, Fsund I
(k 0<k<n—1 \'F ogkgn—1’( Kosksn-1, Fs nd In,

x4 x; L x® sowie YV £y; £ Y fiir alle j=0,...,n — L.

Um nun eine Fixpunktgleichung aufstellen zu konnen, miissen wir herausfinden, welches Verhalten

In
n

im linken Teilbaum und im rechten Teilbaum des zugehorigen Baums sind. Diese beiden Grofen

und % fiir n — oo aufweisen. Wir wissen, dass I, + 1 und J,, + 1 die Anzahlen der Blatter

kénnen wir ebenfalls mithilfe einer Pélya-Urne analysieren, die wir die induzierte Urne nennen:

Wir verteilen im zugehorigen Baum zwei neue Farben an die Blatter: Die Blatter im linken Teil-
baum erhalten die Farbe 1, die Bldtter im rechten Teilbaum die Farbe 2. Wir wissen weiter,
dass im Falle des Ziehens aus dem linken Teilbaum dessen Anzahl von Blattern um eins wéchst.
Ebenso verhélt es sich, wenn aus dem rechten Teilbaum ein Blatt ausgewahlt wird, da die Urne
balanciert ist. Im Rahmen der induzierten Urne bedeutet dies, dass beim Ziehen einer Kugel der
Farbe 1 eine weitere Kugel der Farbe 1 mit der gezogenen Kugel in die Urne zuriickgelegt wird.
Gleichermafien wird beim Ziehen einer Kugel der Farbe 2 verfahren. Die induzierte Urne ist also
gerade eine Pélya-Urne mit zwei Farben und der zweidimensionalen Einheitsmatrix als Riickle-
gematrix, in der sich zu Beginn je eine Kugel pro Farbe befindet. Die Grofse I, + 1 beschreibt
die Anzahl der Kugeln der Farbe 1 nach (n — 1)-maligem Ziehen aus der Urne, die Grofe J,, + 1
die Anzahl der Kugeln der Farbe 2 nach (n — 1)-maligem Ziehen. Damit erhalten wir analog zu

Knape und Neininger [9, Lemma 2.1]:

Die Grofen I, und J, sind uniform auf {0,...,n — 1} verteilt mit J, =n — 1 — I,,. Weiter gilt

In n .
(,J) — (U,1-U) fiirn — oo
n’'n

fast sicher und in L, fiir alle p > 1, wobei die Zufallsvariable U uniform auf [0, 1] verteilt ist.

Fiir einen Grenzwert (X,Y) von (X, Yy), 5, ergiben sich nun also die folgenden Fixpunktglei-

chungen:

II=

DXV 4+ F, -0 X® +1-F)Q-0) v 44,
1)y £ VYO 4= Y+ (- F) -0 xW 1,

|

10



mit

(2.15) b, = d (UA YR (1-U>— 1) vd,(1-F)(1-U),

(2.16)b, = d, (UA +F(1- U - 1) +d)(1-Fy)(1-U),
wobei X1, x@) y (1) y (@) F,, Fg und U unabhingig sind und XML x@ L x gowie YD L
y@ Ly gilt. Wegen U* 4 (1-— U))‘ gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.1

Bl = d (5[] +aE[0-0)] 1) +d, 0 -0 -0
= E[Uﬂ (I+a)dy+ (1 —a)d,) —d,

_ ! +a(d-a)-(10-a)0-5) ,
A+l (1-MNTA+1) b
_ 1 (-ae+h) . _,
a+B1-NTC(A+1) °

und ebenso E [b),] = 0.

11



3 Technische Vorbemerkungen

Raume
Es bezeichne M den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafse auf R mit der Borel-o-Algebra. Weiter
betrachten wir den Teilraum M, := {£ (X) € M|E[|X] < oo} mit p > 0 von M sowie

My (m) ={L(X)e M, |[E[X]=m},p>1,meR.

Fiir d € N bezeichnen wir das d-fache kartesische Produkt von M bzw. M,, und M,, (m) mit

M= Mx ... xM
—_——

d—mal

bzw. ebenso (M,)*% und (M, (m))*<.

Wasserstein-Metrik

Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe p, v € My, 1 < p < 0o ist die Wasserstein-Metrik £, definiert
durch
6 (uyv) i=inf {1X =Y, | £(X) =, £(V) = v},

wobei | X =Y = (E[IX - Y| })% die L,-Norm bezeichnet. Sind V, W reelle Zufallsvariablen, so
schreiben wir £, (V,W) := £, (L (V') , L(W)). Zwei Zufallsvariablen V' bzw. W' mit Verteilungen
p bzw. v € My, fiir die [V — W'||, = £, (u,v) gilt, heiken optimale £,-Couplings von z und v.

Die folgende Aussage wird in den Beweisen zur Konvergenzrate eine grundlegende Rolle spielen
und geht zuriick auf Major [11, Theorem (8.1)] sowie Bickel und Freedman [4, Lemma 8.2].
3.1 Lemma

Fiir alle 1 < p < oo und jede Familie P C M,, gilt: Es existieren Zufallsvariablen W, fir p € P,
sodass L(W,) = p gilt und fir alle p,v € P das Paar (W,, W,) ein optimales {,-Coupling von

w und v ist; insbesondere gibt es ein solches Coupling, das fir alle p > 1 optimal ist.

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafse (u1,...,uq), (v1,...,v4) € (Mp)Xd wird die Wasserstein-Metrik
0¥ auf dem Produktraum (M,,)*? definiert durch
E;)/ ((Hla s ’Md) ) (Vla ceey Vd)) ‘= 1nax Ep (:U”La Vi) .

1<i<d

Fiir Zufallsvektoren (Vi,...,Vy) und (Wh,..., Wy) schreiben wir analog zu oben

0 (Vi Va) s (We oo W) i= £ (L (V1) s L (V) (£ (W) ., £ (W)

Weiter gilt der folgende Zusammenhang;:
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3.2 Lemma

Sei 1 < g <p<oound seien X, Y zwei reellwertige Zufallsvariablen. Dann gilt

l(X,Y)<4,(X,Y).

Beweis. Man setze r := g und s := ﬁ. Dann gilt offenbar % + % = 1 und wir erhalten mit
der Holderschen Ungleichung fiir eine Zufallsvariable Z mit E[|Z’] < oo (andernfalls gilt die

Ungleichung trivialerweise):

[1S]

1218 = E[21% = 1210, < 0121, - 11, =E[121°5]" = 1Z]2.
Daraus folgt
3.1 121, < 121, -
Dies liefert weiter
XY) = it { X =Y | £(X) = £(X),£(¥") = £(V)}
< inf{ |x - Y’||p( L(X)=L(X), LY=L (Y)} =0, (X,Y).

O

Schlieflich bendtigen wir, um den Banachschen Fixpunktsatz im folgenden Abschnitt anwenden

zu konnen, die Vollstdndigkeit der betrachteten Réume:

3.3 Lemma

Die Paare (Mp,l,), (Mp(m),£p) und ((Mp(m))Xd,é;?/> mitl <p<oo,méeRundd e N

sind vollstindige metrische Raume.

Beweis. Seien also 1 < p < 0o, m € Rund d € N. Dass (M, £,) ein metrischer Raum ist, liefern
Bickel und Freedman in [4, Lemma 8.1]. Damit ist (M, (m),¥p) als Teilraum von (M,,¢,)
ebenfalls ein metrischer Raum. Positive Definitheit, Symmetrie und die Dreiecksungleichung
folgen fiir £, direkt daraus, dass £, eine Metrik ist; also ist auch ((/\/lp(m))Xd , E;;) ein metrischer

Raum.

Zur Vollstandigkeit von (M, £p): Sei (iy,),,~; eine Cauchyfolge in (M,,¢,). Dann gibt es wegen
Lemma 3.1 eine Folge von Zufallsvariablen (;Vn) n>1, welche auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,.4, P) definiert sind, sodass das Paar (W, Wiy,) ein optimales £,-Coupling von
fin, und piy, fiir alle n,m > 1 ist. Wegen [[Wy, — W[, = £, (pin, i) ist (Wy),,5, eine Cauchy-
folge in (Lp (Q,AP), ||Hp> Der Satz von Riesz-Fischer liefert nun die Existenz eines Grenz-
werts W € Ly (Q,A,P) mit |[W,, — W[, — 0 fiir n — oco. Mit p = L (W) gilt nun weiter:
Cp (pn, p) < [|Wy = W], = 0 fiir n — oc. Damit folgt die Behauptung.

13



Der Teilraum M,(m) von (M, ¢,) ist abgeschlossen und somit vollsténdig: Sei (fn),~; eine
Cauchyfolge in Mp,(m) mit Grenzwert p € M,. Mit Lemma 3.1 kénnen wir wieder Zufallsva-
riablen X, und X auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit £ (X,,) = p, fiir n € N
und £ (X) = p konstruieren, sodass X,, und X optimale Couplings von p, und p fir alle n € N

sind. Dann gilt mit der Jensenschen Ungleichung

E[Xn] -EX] < E[X,— X[ =X, - X]|

(3.1)
< [ Xn =X, = (pn,p) = 0 fiir n — oo.

Fiir alle n € N gilt auferdem E [X,,] = m und damit folgt E[X] = m. Also gilt p € M,(m).
Auch ((Mp(m))Xd,E;,/> ist vollstandig: Sei (pn),,>; mit g = (MS), o ,,LL@) eine Cauchyfolge
. wd v . : (1) (d) o .
in ((Mp(m)) ,€p>. Dann sind die Folgen (un )nZI e (un >n21 jeweils Cauchyfolgen in
(M, (m), £,). Demzufolge existieren p™, ... 1@ € M,(m) mit £, <u$f),u(i)> — 0 fiir n = oo
und i = 1,...,d. Mit p == (pb, ... pu) € (M, (m))*?® gilt dann auch €y (pny pr) — O fiir
n — oo und damit folgt die Behauptung. O

Kolmogorov-Metrik

Seien u,v € M. Die Kolmogorov-Metrik ¢ zwischen p und v ist definiert durch

0 (p,v) :=sup |p ((—o0,z]) — v ((—o0,])].
zeR
Fiir (i1, ..., pta), (V1. ..,vq) € M*?ist die Kolmogorov-Metrik ¢V auf dem Produktraum defi-

niert durch

% - -
0" (.- s pa) s (w1, - va)) - lngllagd@(uuvz)-

Sind X und Y reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen g und v, so schreiben wir auch

o(X,Y) =0 (p,v)
und verfahren gleichermafen fiir reellwertige Zufallsvektoren.
Zwischen der Kolmogorov-Metrik und der Wasserstein-Metrik besteht der folgende, aus Fill und
Janson [6, Lemma 5.1] bekannte Zusammenhang:

3.4 Satz

Seien X,Y reelle Zufallsvariablen, wobei Y eine beschrinkte Lebesgue-Dichte f habe. Dann gilt
fiir alle 1 <p < o0

P

0(X,Y) < (p+ )7 (||f]l0 £ (X, Y)) 75 .

Dieser Satz wird in Kapitel 7 das entscheidende Werkzeug sein, um die Konvergenzrate von den

Wasserstein-Metriken auf die Kolmogorov-Metrik zu iibertragen.
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4 Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts

Das System von Fixpunktgleichungen, bestehend aus (2.13) und (2.14), werden wir nun als
Abbildung zwischen Mafrdumen auffassen. Auf diesem Wege konnen wir das System (2.13) —

(2.14) hinsichtlich der Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts untersuchen.

Seien dazu d,d’ € N, (A;;),, eine d x d'-Matrix aus reellwertigen Zufallsvariablen, (b1, ..., by ) ein
reellwertiger Zufallsvektor und (7 (¢,7)),, eine d x d’-Matrix mit 7(i,7) € {1,...,d} fir 1 <i <d
und 1 < r < d'. Wir betrachten nun die Abbildung

T : M*F — M

(4.1) (e ptq) = (T (s ey pbd) s ooy Ty (1, - oy pig)) mit
&

(4.2) Ti((p1y-eypq)) =L (Z AiZiy + bi> ,
r=1

wobei L(Zi) = pr(iry gilt und (A1, ..., Aiar, bi), Zia, - - ., Zig unabhiéngig sind fiir r = 1,...,d

und alle Komponenten i = 1,...,d.

4.1 Satz
Die Zufallsvariablen A;r und b; aus (4.1) — (4.2) seien quadratintegrierbar mit E [b;] = 0 fiir alle
1<i<dundl<r<d und es gelte
&
max E [AZZT] < 1.

1<i<d
7‘:

Dann hat die Abbildung T eingeschrankt auf (Mo (0))Xd einen eindeutigen Fizpunkt.

Beweis. Sei p € (M3(0))*%, dann gilt T'(1) € (M) ? und fiir X mit £(X) = p gilt fiir 1 < < d

d/

Z AiTXr + bz
r=1

E[Ti(w)] =E
—— —~~

p
=Y E[4,]E[X,]+E[b] = 0.
r=1 =0 =0

Also folgt T'(p) € (M2(0))*?.
Wir zeigen nun, dass T beziiglich ¢3 eine Kontraktion ist, d.h.
05 (T(), T(v)) < q - £ (,v) mit g € (0,1) und g, v € (Ma(0))*.

Dann folgt, da <(M2(O))Xd ) Zg) ein vollstandiger metrischer Raum ist, die Behauptung aus dem

Banachschen Fixpunktsatz.

Seien dazu p,v € (M3(0))*%. Nun existieren mit Lemma 3.1 optimale f5-Couplings (Wi, Vi)

VO fr(jp) Und Ve firi=1,...,dund r =1,..., d’, sodass

(Wily‘/;l) ge ey (Wid/av:id’) ) (Ai17' . 'aAid’vbi)
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flir i = 1,...,d unabhéngig sind.
Dann gilt fiir 1 <7 <d
2

(b2 (Ty(p), Ti(v)))* <

ir zr - 17“

(ZAW i — m)
2
= ZE[mir(Wir—vM}

r=1

+ > E[(Aw (Wir — Vi) (Ais (Wis — Vis))]

_ iE [A2]E | (Wir = Vir)?|

JF Z Aerzs [(VVZT - ‘/;r)] E [(VVZS - V;s)]
r,s=1,r#s -0 -0

dl
= ZE[A?T]E[( — ] ZE 62 Wzry‘/;r))Q
d/
ZE (65 ()" < oo 3B LAT] (8 (n.0)

1<i<d
r=1

IN

Daraus folgt

d/

Uy (T(u), T (V))<J1rgg<xd E[A7] -6 (u,v).
r=1

Da nach Voraussetzung maxi<;<q Zflzl E [A?T] < 1 gilt, folgt die Behauptung. O

Nun ist zu iiberpriifen, ob die Voraussetzungen von Satz 4.1 fiir das System (2.13) und (2.14)
erfiillt sind. Wir betrachten dabei die folgende Matrix

UN F,(1-U) (1-F,)1-0)
U Fs(1-U) (1—-Fp)(1-0)>

mit £ < A < 1 und den Zufallsvektor (b},b,,), dessen Komponenten durch (2.15) und (2.16)

gegeben sind. Offenbar sind die Eintrdge der Matrix und die Komponenten des Vektors quadrat-
integrierbar. Wir wissen bereits, dass E [b] = E [b},] = 0 erfiillt ist. Weiter gilt

E|UP]+E[F2(1- )] +E |1~ F)’ (1-0)%

= E [Uﬂ] +E [(1 - U)QA} - 2)\2+ <t

da A > % Ebenso folgt

E [U”} +E [Fg (1- U)QA} +E [(1 —F)2(1-U)?] < 1.
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Das System bestehend aus (2.13) und (2.14) charakterisiert also eine Verteilung. Wir werden die-
sen eindeutigen Fixpunkt in M3 (0) x M3(0) im weiteren Verlauf der Arbeit mit (£ (A}), £ (A},))
bezeichnen. Es gilt also

@3) Ay L AV L E,0-UMAP +(1-F) (1 - UMD 18,
(44) A, £ UAD +F (-0 NP+ (- F) (- U A 4,

mit bj und b, wie in (2.15) und (2.16). Weiter gilt A;(l) £ A} L A;@) sowie ALY 2 A, L AP
und, dass A;(l), A;)@), AL(,I),AL(,Q),FQ,FB und U unabhéngig sind.
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5 Konvergenzrate fiir die Wasserstein-Metrik /;

Wir wollen nun mittels Induktion eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate in der Wasserstein-
Metrik £y beweisen. Dazu werden wir zunéichst eine rekursive Darstellung fiir den Abstand in
dieser Metrik herleiten, anschliefsfend bestimmte Terme, die in dieser Rekursion auftauchen, ab-

schitzen und schliefllich den Induktionsbeweis fithren.

5.1 Satz: Obere Schranke fiir die Konvergenzrate in (3

Wir betrachten die Pdlya-Urne mit zufilliger Ricklegematriz (2.1) mit o, 8 € (0,1) und X :=

a+p —1. Es sei A > % und die Zufallsvariablen X, und Y, mit n € N seien wie in (2.7)

und (2.8) die zentrierten und skalierten Anzahlen schwarzer Kugeln nach n Schritten. Weiter
bezeichne (L (A}), L (A,,)) den eindeutigen Fizpunkt von (2.13) — (2.14) in M2(0) x M2(0) und

es sei € > 0. Dann existiert eine Konstante 0 < C < 0o, sodass fir alle n € N gilt:

0 (X Ya) (A AL)) < —©

= 1 .
n)‘_i_‘s

Beweis. Wir fiihren zunéchst die folgenden Bezeichnungen fiir n € N ein:

A(n) =3 ((Xn, Yn), (A}, AL)) - A%(n) = (A(n))?,

Ab(n) = £2 (Xn,AZ) ) Ag(n) = (Ab(n))2a

Ap(n) :=Lla (Yo, AL),  AZ(n) := (Ay(n))® sowie

M o= max {|[ Ay [[A% ]|} -
Mit Lemma 3.1 kénnen wir nun die Zufallsvariablen Xj(l), XJ(-Z)7 Xj, Yj(l), Yj(Q), Y; fiir j =
0,...,n — 1 sowie F,, und Fp aus (2.9) und (2.10) und A/b(l), A;@), AL(,I), ALY und U aus (4.3)

und (4.4) auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum so wihlen, dass fir n € N und

7=0,...,n—1 gilt:
1. I, Z |nU].

2. Die Paare (XJ(.I),A;(I)), (X](?),A;(Q)) und (Xj,A;(1)> sind optimale fo-Couplings von
L(X;) und L (Ay).

3. Die Paare <Yj(1),A;(,1)>, <Yj(2),A2,(]2)> und (Y], A;(,l)) sind optimale ¢5-Couplings von L (Y;)
und £ (AL).

1 (X0, A0, (32,49, (35,80, (70,49, (¥, A8, (15, K8), Fay By unc

U sind unabhéngig.

Wir widmen uns zunichst einer rekursiven Abschitzung fiir den quadrierten Abstand A%(n), um
mithilfe dieser schlieflich per Induktion eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate herleiten zu

konnen.
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5.2 Lemma

Sein € N, dann gilt:
2

A%(n) < 2R + 2M?

() s

n

()
o) (2 )

+max {[[B50) = 6|13 [[¥in(m) = 0L [I3} -

2

AN (In)

Beweis. Fiir n € N gilt:

Af(n) < || Xn = A3l

LAY o) () T\ @ A AN(2)
o)X UMY F () X5 - (- 00

| 1

I, A 1 1 JIn A 2 2
(51) = aH(n> X}WL)—UAA;()Jr(n) XP — 1 - U AP 1 v (n) - b,

= E

A
(- F) (({1) ¥, - (1 U)*A;f,“) + () ~

2
2

+(1-a)

Ij )\X(l) o U)\A/(l) + ﬁ )\Y . (1 _ U))\ A/(l) + b/( _ b/
n In b n In w b(n) — b
2
Wir betrachten nun den ersten Summanden von (5.1):

LAY vy o, () @) AN2) | g /2

2
2

+ |[By(n) — 043
2

L\ A%
<<n> x4 <n> xP—a-u A;(2)> (b (n) — b;,)] ,
wobei der letzte Summand wegen der oben gestellten Unabhéngigkeitsbedingungen und

E|xP)] =E[xP| =E [NV =E[AP] =0

LN vy v, () v A /()
(5.2) = <n> X —UAf +<n> XP -0 Ay

+2E

gleich null ist.
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Weiter ergibt sich fiir den ersten Summanden von (5.2):

+2E

2

L\* (1) A /(1) I\ (2) A A /(2)
)X A () X5 - (-0

2
2

L\" ’
2 x|+
n n

2 2

LAY o) () I\ @ A AN(2)
o)X UM, - X7 —(1-U) A,

wobei auch hier der letzte Summand aus denselben Griinden wie bei (5.2) gleich null ist.

T\ (2) A A /(2)
)XY - 1-0

)

Fiir den ersten Summanden aus (5.1) gilt also:

L\" A%
(5.3) (n) x4 (i > XP @ -UP AP 1 v (n) - b

2
2

+
2

2
+ Hbg(n) — b@Hi .
2

L\ o) i)
Ay

I\ @ A A(2)
n () x -0

Analog erhélt man fiir den zweiten Summanden aus (5.1):

2

LA\* 2%
(5.4) (n) XV g 4 ({z > Yy, = (1= U ASY + 0 (n) — 1
2
L\" : Ju\* 2
_ <§> xM _ g0 4 <n> Y, = A= U AP |+ o (n) - b5
9 2

Insgesamt liefern (5.3) und (5.4):

L\ ) (1) i i
n A/
(n) XV — A
2

J A
‘ <”) Yy —(1—=U)*A

A
(5.5) Ai(n) < ‘ (‘i”) X§i>_(1_U)AA;(z>

m'

2
2

A EA
2

+(1—-a) -

Wir betrachten nun weiter den ersten Summanden von (5.5) und fiigen im zweiten Schritt eine

gemischte Folge ein:

2

L\ o) 1 yi()
(=) xpp -

2

A A A
_ (In) X}U_U)\A;(l)_(In) A2<1>+<fn> A
n n n n
(BN vy e ()
- (n> (an — A >+Ab <n> —U
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2

da X;l) und A;](l) fiir j =0,...,n — 1 optimale £2-Couplings sind.

()] - sl ()

Zu (B):

= [I45ll;

In /\—UA
n

wobei das zweite Gleichheitszeichen aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen folgt.

2

Zu (C):
L\? 1) ( (1) /(1) L\* A
E <n> A (xp) - ) <n> ~U
A A
« o{(5) peb- o (2)
n n n

it = ] (1)
=S (J) E [|a0][x - 0] <ﬂ> o du
j=0
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A;(l)ﬂ)é <IE UX]Q) B A;)(l)ﬂ)é

IN
T S~

<Ay (In) | [| A3

<i:>*(<f:>*v>

Fiir die zweite Ungleichung wurde die Héldersche Ungleichung verwendet und anschliefend wurde

wieder ausgenutzt, dass X j(l) und A;(l) fir j =0,...,n — 1 optimale £5-Couplings sind.

()]
<%>A(<2>A—UA>

AV (In)]
(2)" a2 | 40| () 02 2

2

Man erhélt nun insgesamt fiir den ersten Summanden von (5.5):

LA\
() et

IN

H UAA’(” E[(=2 + || A2

2

+2||A;

I, B

+ M?

IN

E

+2ME

Analog kann man

2 A
H — (1= AP|| und <J”> Yy, — (1= U A/

2

abschétzen, sodass fiir (5.5) folgt:

Aln) < E [(I)A A2(L,)

2

+ M?
n

o] e
+2ME ”(;) <<i> —U’\)‘.A(In)

() s o] (4 -0-0r

+2ME ” ({:)A ((‘Zj)A —(1— U)A> ‘ A ()

2

2

+E + M?

2

+ Hbf,(n) — bgH; )
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Wegen I, £ J, und U £ 1 — U gilt

<fn)2A A%(I,)| =E [(‘;“)QA A (Jn)] :

- ) o]

2 |

E

l

2

sowie
A A A A
n n n n
Somit ergibt sich die folgende Abschétzung:
7\2 AN 2
AZ(n) < 2R (”) A% (I,) | +2M? (”> - U*
n n
2

LAME ” <1;>A ((i)A _ U)‘>‘ AL

+ Hbg(n) — bgH; )

Ebenso erhélt man eine entsprechende Abschéitzung fiir A, (n), sodass die obigen Abschétzungen

insgesamt die folgende rekursive Darstellung fiir A%(n) liefern:

(5) st a2 o]
+4ME ” <€:>A <<€:>A — U*)

e { [0 (n) = B 5. bt (m) = Bl [15}

A%(n) < 2R + 2M?

A (In)

O

Bevor wir den Induktionsbeweis fiir A(n) durchfithren, wollen wir an dieser Stelle die Terme
H (%))\ - U’\Hp und maX{Hbg)(n) = bl [lbe(r) — bwap}, die mit p = 2 in der obigen Rekursion
vorkommen, fiir p > 2 betrachten, da wir diese auch anschliefsend in Kapitel 6 antreffen werden.

5.3 Lemma

Fir alle p > 2 und n € N gilt:
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Beweis. Sei p > 2 und n € N:

A P A P 1 A P
o], - eley-ef]- 2y -+«
n n n
p 0
i+l
n—1 N NN p
= <‘7> —u du
n
ijl
1 J+1
n n—1 n ] )\ p
_ PA ) A
= /u du—{—Z/ (n) ™| du
0 g=17
i+l
n—1 7 p

! AN
B p)\+1nm+1+JZ n) "

Fir u € [%, %}, j=1,...,n—1ist die Abbildung [%,u] — R, z+ z stetig und auf dem
offenen Intervall differenzierbar. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ergibt sich,

dass ein & € ( u) existiert, sodass

i\’ j j ANEE! 1
e (e (2= ()
n n n n n n

gilt, da 0 < X < 1 gilt.

(5.6)

Damit gilt weiter

P 1 e p
L\ 11 & a1
— | =U < —1 4
H<”> - p/\+1np”1+ / Lom| ™
p Jj=1 J <1
Jj+1
11 —~ [ 1 11 =
= pA +1 np/\-‘rl Z / d’LL - p)\ +1 np 1 + Zl npAt+1
=t Jj=
o1 S B2 = A N N B AL
> p/\ 1 npAt+1 nPA — p)\ +1 ) > P

5.4 Lemma

Fiir alle p > 2 existiert eine Konstante 0 < A < 0o, sodass fiir alle n € N gilt:

L)~} < 5

nA

max{Hbg(n) — b/b »
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Beweis. Sei p > 2 und n € N, dann gilt wegen (2.11) und (2.15) mit einer passenden Konstanten
0<c<oo:

[B5(n) — B[,

{ORSIORED)
- (%) -a-vr)

p

L\ 2\
< b((ﬂ) _UA> + de((i) —<1—U>A>
p p
J A A C
_ 4 n) -~
+ /(1 Fa)%((ﬂ) (1 U)) +n)‘
p
/ In A A Ly Jn A A
= — - ) —(1-
db <n U +Oépdb n ( U)
p p
+u_)ﬂw\fﬁk—u—Uﬁ + =
@ w n nA
p
L\
< Ik () -u* +’i§
n n
p

mit passenden Konstanten 0 < kq, ko < 00.

Eine analoge Rechnung fiir [|b},(n) — by, ||, mit (2.12) und (2.16) liefert mit passenden Konstanten
0< Ky,Ky <00

mu{wwu—%\ dgm—de < K

p7

Mit Lemma 5.3 folgt nun die Behauptung. O

Wir fahren nun mit dem Beweis von Satz 5.1 fort und betrachten die iibrigen in Lemma 5.2

auftretenden Terme.

Es gilt
E||(f LU A A (I,
G () -v))-ae
S (SN (G R0 RXEE




J+1
n—1 " NN D
= <‘7> (<‘7> —u>‘>‘ A (j)du
n n
Jj=0 J
41
n—1 NP\ " AN
- R0 ) -
- n n
Jj=1 5
j+1
E (i) AG) [
Jj=1 J
n—1 1 1 n—1
2A—1 . 2A—1 .
= Zj n2)\+1A(j) = I Zj A(J)-
j=1 j=1

Fiir den quadrierten Abstand A?(n) gilt also mit der Rekursion aus Lemma 5.2 und mit den
Lemmata 5.3 und 5.4:

9 1
2 2\ A2 2
A*(n) < n2/\+1;j A“(j)+2-M n2>‘
1 S iy, A
j=1
9 n—1
_ 2AA2(j A1
= 2 Z] A% 2>\+1 Z A
7=1

mit einer passenden Konstanten 0 < B < oo.

Sei nun € > 0. Mit der Induktionsvoraussetzung

C
2 s
A(J)Sm fir j <n—1

erhélt man im Induktionsschritt n — 1 — n:

2 = C VO B
2 22 221
AT(n) = o ;9 A-1-2 n2A+1 Z Jre T

Der erste Summand liefert den folgenden Beitrag:

n
1+25>0 20 20 1 1
n2>\+1 Z -14-2¢ x1+25dx _ ( n2+25 - )

- n2i+1 n2A 1\ 2 4 2¢ 2+ 2¢
1

2 C c 2e 1
24+ 2en2A—1-2¢ ~ p23—1-2¢ 9 4 9o p2A-1-2¢

IN
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Der zweite Summand liefert:

n
AMVC A3 te>0 401/C
AL ZjA_%% = n”f iy
J=1 1
_ 4M~C (NP VENT
PN e At35+e
———— ~————
<1 >0
_ 4M\@nA+%+E _4MVC
= n2A+1 i’

Dies fiihrt insgesamt zu der folgenden Abschétzung:

C 2 1 AMVC B
n2A—1-2c 94 9. p2A—1-2¢ + Pti—e T n2h

A2(n) <

Wegen 2A — 1 —2e < A+ % — € < 2\ gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng

2 1 N AaM+v/C B
2+ 2 n2A—1-2¢ n)\+%_€ n2A

<0

gilt.

Mit einer Konstanten

1
C > max A(j§)-j " 27¢
> max () -J

folgt
CQ
n2A—1-2¢

A? (n) <

und damit folgt die Behauptung.
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6 Konvergenzrate fiir die Wasserstein-Metrik 6; mit p > 2

Unser Ziel ist es nun, die obere Schranke fiir die Konvergenzrate aus dem vorigen Abschnitt auf

die Wasserstein-Metrik ﬁg mit p > 2 zu iibertragen.

6.1 Satz: Obere Schranke fiir die Konvergenzrate in EZY mit p > 2

Wir betrachten wie in Satz 5.1 die Polya-Urne mit zufalliger Riicklegematriz (2.1) mit o, €
(0,1) und X\ := a+ 3 — 1. Es sei A\ > 3 und die Zufallsvariablen X, und Y, mit n € N
seien wie in (2.7) und (2.8) die zentrierten und skalierten Anzahlen schwarzer Kugeln nach n
Schritten. Weiter bezeichne (L (A}), L (Ay,)) den eindeutigen Fizpunkt von (2.13) — (2.14) in
M3 (0) x M(0). Seien e > 0 und p > 2. Dann existiert eine Konstante 0 < C), < 0o, sodass fiir
alle n € N gilt:

by (Xn Ya), (AhAL)) <

Das folgende Lemma wird das Grundgeriist fiir den Beweis von Satz 6.1 sein.

6.2 Lemma

Seien W, X, Y, Z unabhdingige reelle Zufallsvariablen, p € N und p > 2. Dann gilt:

E[W+X+Y+Z] < E[WP]+E[X]P]+E[Y]]
o (IW oy + 1 XNy + 1Y 1y + 11211,

p

Beweis. Mit dem Multinomialtheorem, wobei die Summe im 3., 4. und 5. Schritt iiber ¢, 5, k,l €

{0,...,p} mit i+ j + k + [ = p lduft, und wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen gilt

EW+X+Y+2ZPP] < E[(W|+|X|+|Y]+|Z])]

p 7 j k l
= E WXV Y| |2
S () WP IV

i7j7k7l

_ p i J k !
— jz’;l (i,j,k,l)E (Wi e [IxP] e[y E [|12/]
< EWPI+E[X[] +E[Y]]
p i j
D 31 SRR AN
i,j,k,l 7]’ )
= E[WPT+E[XF]+E[Y]]

p
o+ (IW oy + 1 XNy + 1Yy +1121,)
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wobei sich der vorletzte Schritt folgendermafen ergibt: Fir m = 1,...,p — 1 gilt nach (3.1)
die folgende Abschétzung E [[W|™] = [W|[;7 < [[W]*, und ebenfalls fiir m = 0 trivialerweise

E[[W[™] < [[W];",. Ebenso gilt dies fiir die Zufallsvariablen X und Y und analog gilt E [| Z|™] <
|1Z]|[" fix m =0,...,p. O

Beweis von Satz 6.1. Wir werden Satz 6.1 mittels vollstdndiger Induktion iiber p und n beweisen.

Fiir p = 2 gilt die Aussage mit dem vorigen Abschnitt. Wegen Lemma 3.2 geniigt es, ganzzahlige
p zu betrachten.

Wir kénnen nun, dhnlich wie zu Beginn des Kapitels 5, wegen Lemma 3.1 die Zufallsvariablen
X](I), X](-Z), X, Yj(l), Yj(2), Yj fir j =0,...,n—1sowie F,, und Fp aus (2.9) und (2.10) und A;(l),
A;(z), Ai,gl), ALY und U aus (4.3) und (4.4) auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum so

wahlen, dass flir n € Nund j =0,...,n — 1 gilt:

1. I,  |nU].

[\)

J

. Die Paare (X](l),A;(l)), (X(?),A;)(Q)) und (Xj,A;(1)> sind optimale ¢,-Couplings von
L (X;) und L (A}) fir alle p > 2.

w

. Die Paare (5/]-(1),1&;(,1)), (Yj@), Ai,?)) und (Y], Agl)) sind optimale £,-Couplings von L (Y;)

und £ (Al)) fiir alle p > 2.

(x M) (X)), (A, (A, (v a8, (Y5 ASD), B, F und
U sind unabhéngig.

W

Sei € > 0. Wir beginnen mit der Induktion nach p:

0 (X, y) < HX -A\
A /(1) I\ @ A /(2)
S R R Y e X —a-v) Ay

+(1-F) ((ﬁ)km (- UM;S)) +b(n) — b

= |\VP+vE+vi4vh
b (Yo Ay) < [V = AL,

L\ ) Jo\* @ A
= (5)’%'4ﬂ&9 +Hg<év Y, — (-0 AP
']TL A by /(1) / /
+ (1 - Fp) . Xy, = (A =U)" A7) + by (n) — b,

= [+ V' + V5 + VY,

p

, sowie
p

p

Bedingt auf {U =u} mit v € (0,1) sind VP, VP, V2 VP sowie V¥, V¥, Va2, V¥ unabhingige

Zufallsvariablen, sodass sich Lemma 6.2 anwenden lésst.
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Dann ergibt sich

(6.1) E[‘V1b+V2b+%b+wb‘p‘U:u]

< B|W[]v =] vepf]v =]
(=)
+<E“Vf‘p_l‘U:u]> +(E

Wir schétzen zunéchst die einzelnen Summanden aus (6.1) ab. Sei dabei j := [nu]. Fir ¢ > 2

s[f]v =

[ p|P1
v

gilt:

Q=

X )\A/(l)

=)' - |

3 [~

q

A SN A
) X0 ( ) A +<i> A _pp)
SN A
> )) + Agl)((i) —u)‘>
q

-~ ||A’ [ falls u <
Ve, (5,0 + DAY, falls w >

A
j 1
< (n) £ (X,.80) + 131,

Il
A~
3 I=.

q

IN

(

3 [~

q

\ -

Sl= 3=

/N 3

In der vorletzten Ungleichung wurde ausgenutzt, dass X j(l) und A,b(l) optimale ¢,-Couplings fiir

j =0,...,n—1 sind. Zusitzlich wurde fiir den Fall u > 1 wieder die Abschétzung aus (5.6)

verwendet.

Weiter gilt

(=[] \U—uDl

(I
xs

S
L 1
v
Q=

q

AN
Q
<
N
3
|
S| =
|
.
N———
>
—
<
©
\
>\
©
~—




e ((n —i —J')A — (- u)A>

q

1 L A n—1—i A—1 _
e () ot + SR ) <
a%n% HA§7Hq7 falls u > anl

1 n—1—7 A / 1 !
< «u Y Kq (Xn—l—j7Ab) + nt HAqu :
"(2)

In der vorletzten Ungleichung wurde wie zuvor ausgenutzt, dass Xf_)l_ j und Ay optimale £,

Couplings fiir j = 0,...,n — 1 sind. Weiter wurde im Fall u < —”;1 die zu (5.6) analoge, folgende
A
—1- A
(¥) (1 - )

Abbildung {u, %} - R, - (1- :c))‘ stetig und auf dem offenen Intervall differenzierbar.

Abschétzung fiir verwendet: Fiir u € [%, %] mit j =0,...,n—2 ist die

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ergibt sich nun, dass £ € (u, %) existiert,
sodass folgt:

‘(1—]'+1)A—(1—u)A

n

da 0 < A <1 gilt.

Ebenso erhalt man
(& [|w2f]o =)’

1 n—1—9 A
< 1—-a)« ((Tll‘]) ly (Yn_1_j,/\iﬂ)+;)\“1\€u”q>-

Sei im Folgenden A,(j) := €Y ((X;,Y;), (A), A,)) und M, = max{HAgnq, HA;UHq} fiir ¢ > 2

und j € N. Dann lassen sich die obigen Abschétzungen folgendermafien umschreiben:

o2 (2[flo=o])* = (£) a0+ o
(6.3) (E:ngqU:u:); < aflz<<n_:b_j>>\Aq(n—l—j)—|—n1)\Mq>,
(6.4) (E:Vaqu:u:); < (l—a)é((W)AAq(n—l—j)—{—;)\Mq).
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Analog ergibt sich

A
w 1 ] 1
©05) BT =t < (1) 8060+ 50
wid 1 1 (n—1-j\"
(6.6) (E[V"[!|U=u])s < B - Agn—=1=j)+—=Mg|,
A
wig T\ 1 n—1-—j
67) @[T =i < (18 (( =) Aq<n—1—y>+AMq)
Sei nun ¢ = p—1, dann ergibt sich mit der Induktionsannahme A, (j) < Cp1— L aus (6.2),
P
(6.3), (6.4) und (6.5), (6.6), (6.7):
p—1 =1 A 1 1
o7 = . J =
(6.8) <E“V1‘ U_uD < <n) q{,,ljkéfeJrnAMp,1
1 1 1
= Op71$]2+€ + EMpfl
1 1 1 .
< C'pflﬁnﬁ'6 + EMp,l, da0<j<n-—1,
1 1
< 1
a
>~ 1n>‘_%_8

mit einer passenden Konstanten 0 < a1 < 0o, da A > A — % —e.

1 N A
-1 — —
U:qu < a1 <" ! 3) Gt ; +—1/\Mp_1
n (n—l—j))‘_5_€ n

Weiter ergibt sich

(6.9) (E “V;‘p_l

< 1 1
ar-la
Qn)\_%_
sowie
b p—l ﬁ 1 ].
(6.10) | E ‘Vg‘ U=u < (1—a)rTas -
n'\"2
mit passenden Konstanten 0 < ag, a3 < 0o, sowie
(11w p—1 _ | ﬁ 1
©11) (B[|vep o =u])™" < a——,
L J n)\—§ 5
(1w p—1 _ ] ﬁ % 1
(6.12) (E VP U = ) < Briag—r—,
L ] n’\_E_E
(1w p—1 _ ] ﬁ %1 1
(6.13) (E | [V5”] U=u < (1-p)rTag -
- - n
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Bedingt auf {U = u} erhdlt man mit Lemma 5.4, dass }Vf} Vel < a4n—1A mit 0 < a4 < ©
gilt. Zusammen mit (6.8), (6.9), (6.10) und (6.11), (6.12), (6.13) ergibt sich mit einer passenden
Konstanten 0 < a5 < oo

1 1

w0 =) G0 o)

1

(=W o =) @[] =) e

n'"2

sowie

1 1

090 (e[ o =) o e o]

1
—_— 1
—|—<E|:|L?;w’ 1’L—u:|>pl (]E[|[4w’|L u])p <— 5 _1_ -
n)\ 3¢

Schliefslich kénnen wir nun die Abschétzungen (6.2), (6.3) und (6.4) sowie (6.5), (6.6) und (6.7)

mit ¢ = p einsetzen und erhalten zusammen mit (6.14) und (6.15) fiir (6.1):

EHWWW?+%WWﬂqU=ﬂ
A% 1o\
< ((n) Ap(j)‘f‘?l,\Mp)
1 (n—1-4\" L1
Z - I -1 -
+ <ap <( - > Ap(n Jj)+ n)‘Mp>>

p

s n—1— 5\ 1 P
oy [ (A2 =)+ —M,
+ ((1 a)r << - ) Ap(n ‘7)+n)‘ p>>
1
P
T 1)
D p N p
J . 1 n—1—j . 1
- ((Z — PO Ajn—1—g) 4+ =M
(<n> Ap(j)JrnAMp) * (( n > (n ])+nA p)
1
+a?
5n ()‘_;_6)
sowie
E[IVY + V3" + V3" + Vi IP|U = 4]
p

IN

() 0 ) ((=572) 1)

ol ————
> np()‘_%_‘g)
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Damit folgt
(6 (Xus A1) < B[P+ 4+ V]

g
- fa[w vt oif]o]

nly % 1 g
< =1 A7 — M
- £2((('se
p
n—1-;\" L1 |
n—1 NP p
2 J , 1 1
= = L) A ~ M, P
n & <<n> p(])+n,\ p) +a5np(’\_%_5)
und ebenso
P 1
7 \\P “ D 3
(by (Yo, AL < Z(() (5) + M) tE— Ty

Schliefslich liefert eine weitere Induktion, diesmal nach n, mit der Induktionsvoraussetzung

1
2

=0 J 2
22l 1 1
- = Cp- 47+ M) +a
n = npA ( pJ P %np()‘ 37¢)
2 9 1
_ P lie P
— + (Cp j2 +M> +ak———
pA+1"D pA+1 ~ np()\—%—a)
S - nzli P oG ypr yqp L
I E R Sy Wi L) ord P 5 (12
j=1 k=0 n 2
2 2 < 1
< ——_MP+ §j<>c’fMpk+a
- 217D A1 5 _1_
np npP J=1 s nP (/\ 2 5)
1
2 2 — 1
_ P P P +€
Al Mp + np>\+1 E;J + a5 nP(A—%—a)
j:
2 2 f
_— __MP p +€
= npA+1 My + np>‘+1 dot a5n (A-3-¢)
1
< MP 4+ (4 M e !
— a
= P TP T AT p(%+€)+1 5np(,\ 1-¢)
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2 2(C, + M,)”
_ MP P p P
e R Y e e R B
2(Cp + M,)? 1
(T N B N
p(z+e)+1 nP(A-3-¢)

mit einer passenden Konstanten 0 < ag < oo. Man beachte, dass die Konstanten a1, as, a3, a4,

as und ag auschlieklich von p abhéngen. Nun gilt p > 3 und somit

2 2 4

< =-<1
p(3+e)+1 7 3-3+1 5

und dementsprechend gilt fiir 0 < C}, < oo ausreichend grof gewahlt

2
———— (Cp + M)’ + ag < CP.
P ( % T 6) 1 ( p p) 6 D
Fiir solche C) folgt also £ ((Xy,,Yn), (A}, AL)) < Cpnx—l% —. Damit sind beide Induktionen
abgeschlossen und es folgt die Behauptung. O
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7 Konvergenzrate fiir die Kolmogorov-Metrik o"

Mit den Erkenntnissen aus dem vorangegangenen Kapitel kénnen wir nun mittels Satz 3.4 auf

eine obere Schranke fiir die Konvergenzrate in der Kolmogorov-Metrik schliefsen.

7.1 Satz: Obere Schranke fiir die Konvergenzrate in o

Wie in Satz 5.1 und Satz 6.1 betrachten wir die Polya-Urne mit zufilliger Ricklegematriz (2.1)
mit a, B € (0,1) und A :=a+F—1. Es sei A > % und die Zufallsvariablen X, und Y, mitn € N
seten wie in (2.7) und (2.8) die zentrierten und skalierten Anzahlen schwarzer Kugeln nach n
Schritten. Weiter bezeichne (L (A}), L (A},)) den eindeutigen Fizpunkt von (2.13) — (2.14) in
M3 (0) x M2(0). Sei weiter ¢ > 0. Dann ezistiert eine Konstante 0 < K < oo, sodass fir alle
n €N gilt:

o’ ((XnaYn) ) ( Z,AL})) <

—_
nAfEfs

Beweis. Die Lebesgue-Dichten von Aj und A}, sind beschrénkt, wie man mithilfe der jeweiligen
charakteristischen Funktionen und einer Technik von Fill und Janson [5] und Liu [10] zeigen
kann: Wir bezeichnen mit ¢, bzw. ¢,, die charakteristischen Funktionen von A} bzw. A} . Man
zeigt nun, dass die charakteristischen Funktionen von Aj und A}, integrierbar sind, indem man

folgende Aussage beweist: Fiir alle ¢ > 0 gilt fiir t — +o00
lep(t)] = O ([t]77) sowie |pw(t)| = O (]t]77).

Damit sind ¢ und ¢, integrierbar und die Fourier-Inversionsformel liefert die Existenz und
Beschrénktheit der Lebesgue-Dichten von Aj und Aj,. Die Details hierzu wurden von Kevin

Leckey tiberpriift.

Die Voraussetzungen von Satz 3.4 sind also erfiillt. Wir bezeichnen mit f; bzw. f,, die Lebesgue-
Dichten von Al’b bzw. Al,. Sei D := max {||fpllo ;|| fwllo 1} und seien weiter 0 < ¢’ < e. Der
Term (p + 1)#+1 ist durch die eulersche Zahl e nach oben beschrénkt. Mit Satz 6.1 existiert zu
p > 2 eine Konstante 0 < C), < oo, sodass fiir n € N gilt:

_p
o(Xn,Ay) < (p+ 1)?11 (D¢, (Xn,Ag))PLl <(p+ 1)ﬁ <Dcp> o

1 ’
nA_i_E

< e D-C,- =

Ebenso gilt

Q(Y%,A;) <

1
Man wahle nun p so grof, dass A\— % —e'— )\p%ls > A— % —¢ gilt. Dann folgt die Behauptung. 0O
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8 Ausblick

Von diesem Spezialfall ausgehend kénnte man nun irreduzible, balancierte Pélya-Urnen mit zwei

Farben und einer gegebenen Anfangsbelegung der Urne sowie einer Riicklegematrix der Form
a b ) . |
R= ( g ) mit a,d € NU{—1} und b,c € Ny mit bc >0 sowiea+b=c+d=: K —1

betrachten.

Wieder kann man die in Knape und Neininger [9, Abschnitt 2| vorgestellte zeitdiskrete Einbet-
tung solcher Urnen in eine kombinatorische Baumstruktur ausnutzen, um zu einem System von
Verteilungsrekursionen zu gelangen. Die Anzahl schwarzer Kugeln nach n-maligem Ziehen ent-
spricht dann wieder der Anzahl schwarzer Blatter im zugehorigen Baum nach n Schritten und

setzt sich aus den Beitrédgen der K Teilbdume der Wurzel zusammen.

In Abhéngigkeit von dem Parameter A := Z—jrg ergeben sich analog zu der hier betrachteten Urne
zwel Falle: Der Fall A < % fiihrt wieder zu normalverteilten Grenzwerten, der Fall A > % liefert

nicht-normalverteilte Grenzwerte, vgl. Knape und Neininger |9, Abschnitt 6.1].

Fiir die Zukunft wére es wiinschenswert, die hier vorgestellte Vorgehensweise auf solche Pélya-
Urnen im Falle nicht-normalverteilter Grenzwerte auszuweiten und im Falle normalverteilter

Grenzwerte auf die Zolotarev-Metrik zu iibertragen.
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