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Die Mathematik ist dem Liebestrieb nicht abtr�aglich.

Paul M�obius (1853 { 1907), Verfasser von

"
Der physiologische Schwachsinn der Frau\

Einleitung

ArithmetischeFuchssche Gruppen sind diskrete Untergruppen der PSL(2;R),
deren Elemente durch gewisse

"
arithmetische\ Konstruktionen gewonnen wer-

den (das wohl bekannteste Beispiel ist die PSL(2;Z)). Sie stehen aufgrund

ihrer zahlreichen Verbindungen zur Zahlentheorie und ihrer geometrischen

Eigenschaften im besonderen Interesse der Forschung. Hier lassen sich exem-

plarisch folgende Resultate nennen: Die FourierkoeÆzienten der automorphen

Formen arithmetischer Gruppen weisen vielf�altige Beziehungen zu wichtigen

zahlentheoretischen Funktionen auf bzw. verf�ugen �uber spezielle algebraische

Eigenschaften; die Riemannschen Fl�achen R, die eine arithmetische Gruppe

als �Uberlagerungsgruppe besitzen, lassen sich durch ihr L�angenspektrum (das

hei�t durch die L�angen geschlossener Geod�atischer auf R) eindeutig klassi�-

zieren.

Man wei� jedoch, da� es nur jeweils endlich viele verschiedene arithme-

tische Fuchssche Gruppen einer Signatur (d.h. einer gew�ahlten Pr�asentie-

rung) gibt. Nach einem Resultat von Paula Cohen und J�urgen Wolfart [5]

besitzen aber wenigstens die automorphen Formen aller (auch der nicht{

arithmetischen) Dreiecksgruppen gewisse arithmetische Eigenschaften der

Modulformen arithmetischer Gruppen. Dies ergibt sich aus der sogenannten

modularen Einbettbarkeit der Dreiecksgruppen, die wie folgt erkl�art ist: Jede

Dreiecksgruppe �, die in der �ublichen Weise via gebrochen{linearer Transfor-

mationen auf der oberen Halbebene H operiert, l�a�t sich in nat�urlicher Weise

als Untergruppe einer arithmetischen Gruppe � ansehen, die ihrerseits auf

einem Produkt oberer Halbebenen H r operiert (zur genauen Charakterisie-

rung dieser Operation siehe De�nition 1.1 dieser Arbeit). Bezeichnen wir mit

f : � ,! � diese Inklusionsabbildung, so ist f sogar mit der Operation von

� auf H und der Operation von � auf H r holomorph vertr�aglich, das hei�t,

es existiert eine holomorphe Abbildung F = (id; f2; : : : ; fr) : H 7! H r mit:

F ( (z)) = f () (F (z))

f�ur alle z 2 H und alle  2 �. Insbesondere induziert dieses F eine Quo-

tientenraumabbildung F zwischen der Riemannschen Fl�ache �nH und der

Shimura{Variet�at �nH r ,

F : �nH 7! �nH r :
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Es besteht die starke Vermutung, da� keine weiteren Fuchsschen Gruppen,

das hei�t Fuchssche Gruppen, die weder selbst schon arithmetisch noch Un-

tergruppe einer Dreiecksgruppe sind, eine solche modulare Einbettung erlau-

ben. Die vorliegende Arbeit l�ost dieses Problem nicht vollst�andig, nennt aber

eine ganze Reihe verschiedener starker Einschr�ankungen, denen eine solche

Gruppe notwendigerweise unterworfen w�are und kann damit die modulare

Einbettbarkeit von symmetrischen Vierecksgruppen einiger spezieller Signa-

turen generell ausschlie�en.

Im einzelnen ist die Arbeit wie folgt aufgebaut: Wir f�uhren zun�achst den

auf Schmutz Schaller/Wolfart [14] zur�uckgehenden Begri� der semiarithmeti-

schen Fuchsschen Gruppe ein: Bezeichnen wir mit �2 die von allen Quadraten

von Elementen aus � erzeugte Untergruppe und mit Tr (�2) die Menge aller

Spuren von Elementen aus �2, so nennen wir eine co�nite Fuchssche Gruppe �

semiarithmetisch, wenn der Spurk�orper Q (Tr (�2)) gewissen arithmetischen

Bedingungen gen�ugt (De�nition 1.3). Es l�a�t sich leicht einsehen, da� mo-

dular einbettbare Fuchssche Gruppen immer semiarithmetisch sein m�ussen

(vgl. auch Bemerkung (i) am Ende des ersten Abschnittes).

Der darau�olgende Abschnitt
"
Spurk�orper und De�nitionsk�orper\ dehnt

zun�achst (Satz 2.5) das von Takeuchi [16] f�ur co�nite Fuchssche Gruppen be-

kannte Resultat Q (Tr (�2)) = Q (tr2 () j 2 �) auf eine gr�o�ere Menge von

Untergruppen der PSL(2;R) aus (die insbesondere alle, auch nicht{co�nite,

Fuchssche Gruppen umfa�t) und widmet sich abschlie�end der Frage, un-

ter welchen Voraussetzungen sich eine gegebene Fuchssche Gruppe geeignet

in der PSL(2;R) konjugieren l�a�t, so da� die Eintr�age aller Matrizen aus-

schlie�lich im Spurk�orper Q (Tr (�)) liegen (Satz 2.10). Die Ergebnisse dieses

Abschnitts sind eher peripher und werden f�ur den Beweis der Hauptresultate

dieser Arbeit nicht ben�otigt.

Anschlie�end stellen wir symmetrische Fuchssche Gruppen � vor (De�ni-

tion 3.2), das hei�t Gruppen, die (wie z. B. alle Dreiecksgruppen) mit Index

2 in einer Gruppe S (�) enthalten sind, die von hyperbolischen Spiegelungen

erzeugt wird. F�ur die zugeh�origen Riemannschen Fl�achen �nH bedeutet dies,

da� sie isomorph zur komplex konjugierten Riemannschen Fl�ache sind; bei

symmetrischen Vierecksgruppen � der Signatur [p; q; r; t] hat es insbesondere

zur Folge, da� der Isomorphismus

' : �nH 7�!
�= P1(C ) ;

der o.B.d.A. so normalisiert sei, da� die Verzweigungspunkte der Ordnung

p; q und r auf die Punkte 0; 1 und 1 abgebildet werden, den vierten Ver-

zweigungspunkt der Ordnung t auch auf eine Punkt der reellen Achse abbil-

det. Symmetrische Vierecksgruppen der Signaturen [2; 2; 2; t] betrachten wir
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hierbei noch genauer, f�ur die wir leicht zu veri�zierende Kriterien f�ur Semi-

arithmetizit�at bzw. Arithmetizit�at herleiten (Korollar 3.7 bzw. Satz 4.18).

Im letzten Abschnitt
"
Modulare Einbettungen\ beweisen wir zun�achst

eine Versch�arfung eines Resultates von Schmutz Schaller/Wolfart [14], wo-

nach bei modular einbettbaren Fuchsschen Gruppen algebraische Konjuga-

tion stets die Spuren aller hyperbolischen Elemente betragsm�a�ig verringert

(Satz 4.11). Danach kommen wir schlie�lich zu den Hauptresultaten die-

ser Arbeit: Modulare Einbettbarkeit einer semiarithmetischen Fuchsschen

Gruppe � ist nach Schmutz Schaller/Wolfart [14] gleichbedeutend mit der

Existenz von Funktionen, die die obere Halbebene in sich abbilden und ei-

ne spezielle Funktionalgleichung f�ur alle Elemente aus �2 erf�ullen. Genauer

gesagt, mu� f�ur jede nicht{triviale Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2] eine holomorphe Funktion f� : H 7! H existieren mit:

f� Æ  (z) = � () Æ f� (z) ; f�ur alle z 2 H und alle  2 �2

(� () bezeichne dabei die Matrix, die durch simultane �{Konjugation aller

Matrixeintr�age aus  hervorgeht). Wir zeigen zun�achst, da� unter gewissen

Voraussetzungen an die Gruppe diese Funktionalgleichungen dann automa-

tisch f�ur alle Elemente  2 �, im Fall von symmetrischen Fuchsschen Grup-

pen sogar f�ur alle  2 S (�) g�ultig bleiben (Satz 4.16). Bei symmetrischen

Fuchsschen Gruppen stellt dies starke Anforderungen an das Verhalten dieser

Funktionen auf dem Rand des Fundamentalbereichs. Im Fall von symmetri-

schen Vierecksgruppen f�uhrt es insbesondere in der Regel dazu, da� die Exi-

stenz einer modularen Einbettung �aquivalent ist zu der Existenz erweiterter

Riemannscher Abbildungen, die gewisse hyperbolische Vierecke seiten{ und

eckentreu aufeinander abbilden (Korollar 4.25). Dies erlaubt es uns, wie schon

zu Anfang der Einleitung erw�ahnt, die modulare Einbettbarkeit von nicht{

arithmetischen symmetrischen Vierecksgruppen der Signaturen [2; 2; t; t] und

[2; 2; 2; t], wobei t 2 f3; 4; 6g, generell auszuschlie�en (Korollar 4.26).

Den Abschlu� dieser Arbeit (Satz 4.28) bilden konkrete Beispiele von

nicht{arithmetischen symmetrischen Vierecksgruppen, die alle in Korollar

4.25 bewiesenen notwendigen Kriterien f�ur modulare Einbettbarkeit erf�ullen.

Bei ihnen h�angt die modulare Einbettbarkeit also nur noch von der Exi-

stenz der oben erw�ahnten Riemannschen Abbildung ab. Es gibt eine Reihe

numerischer Verfahren (siehe z. B. Bj�rstad/Grosse [3], Howell [7]), die die

Riemannsche Abbildung vom Einheitskreis auf ein gegebenes Kreisbogenviel-

eck beliebig genau zu approximieren verm�ogen. Mit Hilfe dieser Verfahren

lie�e sich also im konkreten Einzelfall jeweils zumindest bestimmen, welche

Gruppen nicht modular einbettbar sind. Da eine solche Vorgehensweise das

Problem aber schon f�ur die unendlich vielen verschiedenen in Satz 4.28 auf-
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gef�uhrten Gruppen nicht zu l�osen vermag, erscheint mir dieser Ansatz auf

Dauer nicht sehr befriedigend, so da� hier weiterer Forschungsbedarf besteht.
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1 De�nition semiarithmetischer Fuchsscher

Gruppen

Wer sich keinen Punkt denken kann, der ist einfach zu faul dazu.

Mathematiklehrer Brennecke

in Wilhelm Buschs (1832 { 1908)
"
Eduards Traum\

De�nition 1.1

(i) Mit H sei die obere Halbebene bezeichnet, H := fz 2 C j Im(z) > 0g.

(ii) (siehe z. B. A.Borel/Harish{Chandra [1]) SeiK ein total{reeller K�orper

vom Grad n = [K : Q] und �1 bezeichne die Identit�at:

�1 : K ,! R :

Sei A eine Quaternionen{Algebra �uber K dergestalt, da� sich die ersten r

(r > 1) der n Einbettungen

�i : K ,! R ; i = 1; : : : ; n;

zu Einbettungen von A in die Matrixalgebra M(2;R) fortsetzen lassen, w�ah-

rend die restlichen n � r Einbettungen �r+1; : : : ; �n zu Einbettungen von A

in die Hamilton{Quaternionen{Algebra fortsetzbar sind.

Sei O eine Ordnung in A und de�niere:

U := f" 2 O j "O = O und n(") = det " = 1g ;

dabei sei n(") die reduzierte Norm. De�niere �(A;O) := �1(U) � SL(2;R).
Die Operation von �(A;O) auf H r sei komponentenweise de�niert:

" : (z1; : : : ; zr) 7! (�1(")z1; : : : ; �r(")zr) ;

wobei zi 7! �i(")zi ; i = 1; : : : ; r, die �ublicheOperation durch linear{gebroche-

ne Transformationen sei.

(iii) Eine Untergruppe H der SL(2;R) wird eine auf H r operierende arith-

metischeGruppe genannt, wenn sie zu einer oben de�nierten Gruppe �(A;O)

kommensurabel ist (zwei Gruppen G und G0 hei�en kommensurabel, wenn

ihr Schnitt G \ G0 endlichen Index sowohl in G als auch in G0 hat). H�au�g

wird aber auch das kanonische Bild � von H in der PSL(2;R) so bezeichnet.
Im Fall r = 1 nennen wir H eine arithmetische Fuchssche Gruppe.

Bemerkung: Nach Shimura [15] gilt: �(A;O) operiert diskontinuierlich auf

H r , und der Quotientenraum �(A;O)nH r hat endliches Volumen. Im Fall
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r = 1 ist eine arithmetische Gruppe � also eine diskrete Untergruppe der

PSL(2;R). Eine Einf�uhrung in das Thema der arithmetischen Fuchsschen

Gruppen ist z. B. in Katok [10] zu �nden.

Auf Takeuchi [16] geht folgende �aquivalente De�nition arithmetischer

Fuchsscher Gruppen zur�uck:

De�nition 1.2

(i) Sei � eine Untergruppe der PSL(2;R). Dann verstehen wir unter der

Gruppe �2 die von allen Quadraten von Elementen aus � erzeugte Unter-

gruppe von �, also: �2 :=<2j 2 �>.

(ii) Sei PS�L(2;R) de�niert als PS�L(2;R) = S�L(2;R)=f�idg, wobei
S�L(2;R) die Gruppe der reellen 2� 2 {Matrizen mit Determinante �1 be-

zeichne. Bekannterma�en ist PS�L(2;R) isomorph zur Gruppe der Isometri-

en der oberen Halbebene Isom (H ).
(iii) Zu einer Untergruppe � � Isom (H ) = PS�L(2;R) de�niere die

Spurenmenge Tr(�) durch

Tr(�) := fjtr()j :  2 �g ;

dabei sei tr() die Spur von  2 PS�L(2;R).
(iv) Eine Fuchssche Gruppe � wird co�nit genannt, wenn die zugeh�orige

Riemannsche Fl�ache �nH endliches Volumen hat.

(v) Eine co�nite Fuchssche Gruppe ist eine arithmetische Fuchssche Grup-

pe genau dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

(1) K = Q (Tr (�2)) ist ein Zahlk�orper endlichen Grades n = [K : Q] und
Tr(�2) ist in dem Ring der ganzen Zahlen OK von K enthalten.

(2) Sei �i eine der n Einbettungen von K in C , und sei �i nicht die Identit�at.

Dann gilt f�ur alle  2 �2:

�i (jtr()j) 2 [�2; 2]:

Bemerkungen:

(i) Die Untergruppe �2 ist Normalteiler in � wegen

��1

 
mY
i=1

2
i

!
� =

nY
i=1

�
��1i�

�2
:

Ist � endlich erzeugt (was beispielsweise f�ur co�nite Gruppen � immer erf�ullt

ist), so hat �2 endlichen Index in �, und da alle Elemente in �=�2 o�ensicht-

lich Ordnung 2 zwei haben, folgt mit dem Hauptsatz �uber endliche abelsche

Gruppen: �=�2 �= (Z=2Z)k.
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(ii) Bedingung (2) in obiger De�nition (v) impliziert: Q (Tr (�2))ist ein

total{reeller K�orper.

Im Hinblick auf die zweite De�nition arithmetischer Fuchsscher Gruppen

erscheint folgende Verallgemeinerung nat�urlich:

De�nition 1.3 Eine co�nite Fuchssche Gruppe � wird semiarithmetisch

genannt, wenn K = Q (Tr (�2)) ein total{reeller Zahlk�orper vom Grad

n = [K : Q] ist und wenn Tr(�2) im Ring der ganzen Zahlen OK von K

enthalten ist. � wird strikt semiarithmetisch genannt, wenn � nicht arithme-

tisch ist.

F�ur �aquivalente Charakterisierungen semiarithmetischer Fuchsscher Grup-

pen siehe Schmutz Schaller/Wolfart [14].

Im folgenden betrachten wir eine besonders interessante Klasse semiarith-

metischer Fuchsscher Gruppen.

De�nition 1.4 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe, f�ur die eine nat�urliche

Inklusionsabbildung

f : �2 ,! �

in eine auf H r operierende arithmetische Gruppe � und eine mit den Grup-

penoperationen vertr�agliche holomorphe Einbettung

F : H ,! H r

existiert, d. h.

F (z) = f()F (z)

f�ur alle  2 �2 und alle z 2 H . Dann wird (f; F ) eine modulare Einbettung

genannt, und wir sagen, da� � modular einbettbar ist.

Bemerkungen:

(i) Modular einbettbare co�nite Fuchssche Gruppen sind immer semi-

arithmetisch, da sie sich sonst nicht in eine arithmetischeGruppe einschlie�en

lassen (siehe Schmutz Schaller/Wolfart [14]).

(ii) Die Beschr�ankung auf �2 in der De�nition der modularen Einbett-

barkeit resultiert daraus, da� nur Q (Tr (�2)), aber i. a. nicht Q (Tr (�)) bei
�Ubergang zu kommensurablen Gruppen unver�andert bleibt.

(iii) Nach einem Resultat von Cohen/Wolfart [5] sind alle Dreiecksgrup-

pen und ihre Untergruppen endlichen Indexes modular einbettbar, und diese

sind fast alle strikt{ semiarithmetisch (Takeuchi [17]).
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(iv) Sei � eine semiarithmetische Gruppe, sei K := Q (Tr (�2)) und sei �

eine der Einbettungen von K in R. Die Elemente von �2 sind Matrizen in

PSL(2;R), genauer gesagt k�onnen sie als Matrizen in PSL(2;K 0) gew�ahlt

werden, wobei K 0 endliche K�orpererweiterung von K ist. Nach Takeuchi

[16] kann man f�ur eine geeignete PSL(2;R){Konjugation von � den K�orper

K 0 = K(�) w�ahlen, wobei � Eigenwert eines beliebigen hyperbolischen Ele-

mentes  2 � ist, also K(�) = K(
p
tr2()� 4 ) (f�ur weitere M�oglichkeiten,

K 0 zu w�ahlen, siehe Waterman/Maclachan [18] und beachte das Ende von

Abschnitt 2.3 dieser Arbeit). Somit l�a�t sich, indemman zu einer Fortsetzung

von � �ubergeht, �() f�ur alle  2 �2 de�nieren (� angewandt auf die einzelnen

Matrixeintr�age). Gilt � (Tr (�2)) * [�2; 2], existiert also ein hyperbolisches

~ 2 �2 mit j� (tr (~)) j > 2, so l�a�t sich insbesondere � durch Wahl von

K 0 = K(
p
tr2(~)� 4 ) dergestalt fortsetzen, da� auch � (�2) � PSL(2;R).

Unsere De�nition modularer Einbettbarkeit ist also in dem Sinne zu verste-

hen, da� wir eine co�nite Fuchssche Gruppe � modular einbettbar nennen,

wenn eine geeignete PSL(2;R){Konjugation von � existiert, die die Bedin-

gungen von De�nition 1.4 erf�ullt.

2 Spurk�orper und Darstellungsk�orper

Folgender Satz erlaubt es, den Ring zu bestimmen, in dem die Spuren aller

Elemente einer co�niten Fuchsschen Gruppe � enthalten sind.

Satz 2.1 (Takeuchi [16]) Sei fa1; a2; : : : ; ang eine Menge von Erzeugen-
den einer co�niten Fuchsschen Gruppe �. F�ur jede Teilmenge fi1; ; : : : ; img

von f1; 2; : : : ; ng de�niere ti1:::im := jtr(ai1 : : : aim)j. Dann gilt:

Tr(�) �Z[ti1:::imjfi1; ; : : : ; img � f1; 2; : : : ; ng] :

F�ur das Rechnen mit Spuren sind einige einfache Formeln sehr n�utzlich:

Lemma 2.2 Seien A;B;T 2 SL(2;R). Dann gilt:

(1) tr (A) = tr
�
A
�1
�

(2) tr (A ) tr (B ) = tr (AB ) + tr
�
AB

�1
�

(3) tr (ABAT ) = tr (AB ) tr (AT )� tr
�
BT

�1
�

Beweis: (1) und (2) lassen sich leicht ausrechnen, und (3) folgt aus (2),

indem man setzt: A0 := AB und B0 := AT und beachtet, da� Spuren

konjugationsinvariant sind.

�
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Wir werden jetzt zun�achst eine andere Darstellung f�ur den Spurk�orper

Q (Tr (�2)) herleiten:

Lemma 2.3 Seien 1; 2; : : : ; n+1 2 PSL(2;R); n 2 N, und f�ur alle n{

elementigen Teilmengen fi1; i2; : : : ; ing � f1; 2; : : : ; n+1g sowie f�ur alle Vek-

toren ("1; "2; : : : ; "n) mit "i 2 f�1; 1g; i = 1; : : : ; n, gelte:

tr
�
"1
i1
"2
i2
: : : "n

in

�
= 0:

Dann ist n � 1 mod 2; tr (i) = 0 f�ur alle i = 1; : : : ; n + 1, und alle

Fixpunkte Ei der i, i = 1; : : : ; n+ 1, liegen auf einer Geod�atischen.

Beweis: Wir zeigen zun�achst induktiv: n � 0 mod 2 ist nicht m�oglich.

Induktionsverankerung n = 2:

Angenommen tr (12) = tr
�
1

�1
2

�
= 0. Nach Formel (2) aus Lemma 2.2

impliziert dies: tr (1) = 0 oder tr (2) = 0. Sei o.B.d.A. tr (1) = 0; dasselbe

Argument nun angewandt auf tr (23) liefert tr (2) = 0 oder tr (3) = 0.

Damit ist aber entweder 12 oder 13 die Identit�at oder hyperbolisch, was

in o�ensichtlichemWiderspruch zur Voraussetzung steht.

Induktionsannahme:

Sei die Behauptung f�ur (n� 2) 2 N, n gerade, wahr.

Induktionsschritt: n � 2) n:

Angenommen tr (12) 6= 0. Dann gilt nach Voraussetzung f�ur alle (n�2){

elementigen Teilmengen fi1; : : : ; in�2g von f3; : : : ; n + 1g sowie beliebiges

"1; : : : ; "n�2 2 f�1; 1g (benutze erneut Formel (2) aus Lemma 2.2):

tr (12) tr(
"1

i1
: : : 

"n�2

in�2
) = tr(12

"1

i1
: : : 

"n�2

in�2
) + tr(12

�"n�2

in�2
: : : �"1

i1
)

= 0 + 0 = 0:

Also: tr("1
i1
: : : 

"n�2

in�2
) = 0. Dies steht allerdings im Widerspruch zur Induk-

tionsannahme. Somit gilt doch: tr (12) = 0. Analoge Schl�usse ergeben:

tr
�
"i
i

"j

j

�
= 0 f�ur alle i 6= j; 1 � i; j � n und "i; "j 2 f�1; 1g beliebig;

woraus sich auf dieselbe Weise wie in der Induktionsverankerung ein Wider-

spruch herleiten l�a�t.

Es bleibt zu zeigen: f�ur n � 1 mod 2 gilt tr (i) = 0 f�ur i = 1; 2; : : : ; n + 1,

und alle Fixpunkte der i; i = 1; : : : ; n + 1, liegen auf einer Geod�atischen.

Wir f�uhren nochmals Induktion.

Induktionsverankerung n = 1:

Hier ist nichts zu zeigen.

Induktionsannahme:
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Sei die Behauptung f�ur (n� 2) 2 N, n ungerade, wahr.

Induktionsschritt n� 2) n:

Unter Verwendung des oben Bewiesenen k�onnen wir eine (n�1){elementige

Teilmenge fi1; i2; : : : ; in�1g � f2; : : : ; n+1g und "i 2 f�1; 1g; i = 1; : : : n�1,

so w�ahlen, da�

tr
�
"1
i1
"2
i2
: : : 

"in�1

in�1

�
6= 0:

Damit gilt:

tr (1) tr
�
"1
i1
: : : 

"n�1

in�1

�
= tr

�
1

"1

i1
: : : 

"n�1

in�1

�
+ tr

�
1

�"n�1

in�1
: : : �"1

i1

�
= 0 + 0 = 0;

woraus wir erhalten: tr (1) = 0. Analog l�a�t sich folgern: tr (i) = 0, f�ur

i = 2; : : : ; n+ 1.

Um die letzte Aussage �uber die Lage der Fixpunkte zu beweisen, be-

trachten wir zun�achst den Fall n = 3. Nach Voraussetzung bzw. dem bisher

Bewiesenen ist

tr (123) = tr (1) = tr (2) = tr (3) = 0:

O.B.d.A. sei 1 6= 2, also ist 12 ein hyperbolisches Element, dessen Achse

die eindeutig bestimmte Geod�atische durch die Fixpunkte von 1 und 2 ist.

Desweiteren sei o.B.d.A.

12 =

�
� 0

0 ��1

�
; � 6= 0;�1; und 3 =

�
a �

� �a

�
:

Wegen tr (123) = a (�� ��1) = 0 erhalten wir a = 0, was gleichbedeu-

tend damit ist, da� sich der Fixpunkt von 3 auf der imagin�aren Achse, also

der Achse von 12, be�ndet. Wendet man dieselbe Argumentation nochmals

auf 1; 2; 4 an, so ergibt sich die Behauptung.

Sei jetzt n > 3 und wiederum o.B.d.A. 1 6= 2. Sei au�erdem i mit

3 � i � n + 1 beliebig und fi1; i2; : : : ; in�3g � f3; 4; : : : ; n + 1gnfig sowie

"1; "2; : : : ; "n�3 2 f�1; 1g so gew�ahlt, da�

tr
�

"i1

i1

"i2

i2
: : : 

"in�3

in�3

�
6= 0

(dies ist wieder nach dem ganz zu Anfang Bewiesenen m�oglich, da

n� 3 � 0 mod 2). Dies impliziert:

tr (12i) tr
�

"i1

i1

"i2

i2
: : : 

"in�3

in�3

�
= tr

�
12i

"i1

i1

"i2

i2
: : : 

"in�3

in�3

�
+

tr
�
12i

�"in�3

in�3

�"in�4

in�4
: : : 

�"i1

i1

�
= 0 + 0 = 0

11



und damit tr (12i) = 0, woraus wir wie oben erhalten: der Fixpunkt von

i liegt auf der Geod�atischen durch die Fixpunkt von 1 und 2.

�

Lemma 2.4 Sei � eine Untergruppe der PSL(2;R) und sei G � H eine

Geod�atische dergestalt, da� f�ur die Menge M := fz 2 H j z ist Fixpunkt eines

elliptischen Elements  2 � der Ordnung 2g gilt: G \ M ist diskret in H .
Enth�alt G \M mehr als einen Punkt, so w�ahle E1 2 G \ M beliebig und

E2 2 G \M mit d(E1; E2) > 0 minimal (dabei bezeichne d den hyperboli-

schen Abstand). Sei Ei der Fixpunkt von i, i = 1; 2. Dann gilt:

M \G = fz 2 H j z = (21)
k
(Ei); k 2Z; i= 1; 2g:

Beweis: Sei o.B.d.A. G die imagin�are Achse und E1 = ia, a > 0, sowie E2 =

ib, b > a. Sei z 2 G \M beliebig gew�ahlt. Da  := 21 ein hyperbolisches

Element mit Achse G ist und (E1) = 2(E1) = ib2=a, gibt es ein k 2Zmit:

k(z) = ix; wobei a � x < b2=a:

Falls x = a oder x = b, so ist nichts mehr zu zeigen. Wegen der Minimalit�at

von d(E1; E2) ist a < x < b nicht m�oglich und auch b < x < b2=a f�uhrt auf

einen Widerspruch, da dies implizieren w�urde:

2(ix) = iy; mit a < y < b ;

wobei auch 2(ix) = 2
k(z) Fixpunkt eines elliptischen Elementes der Ord-

nung 2 in � w�are.

�

Satz 2.5 Sei � eine Untergruppe der PSL(2;R), in der entweder

(i) alle elliptischen Elemente  2 �2 der Ordnung 2 (soweit �uberhaupt

vorhanden) die Gestalt haben:  = 1
2; 1 2 �, oder

(ii) mit M := fz 2 H j z ist Fixpunkt eines elliptischen Elementes  2 �

der Ordnung t � 0 mod 4g gilt f�ur jede Geod�atische G � H :

G \M ist diskret in H

(diese Bedingung ist z. B. in einer Fuchsschen Gruppe immer erf�ullt).

Dann ist:

Q (Tr (�2)) = Q
�
tr2()j 2 �

�
:
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Beweis: Da f�ur alle  2 � die Spur tr() nur bis auf das Vorzeichen eindeutig

bestimmt ist, m�u�te im folgenden eigentlich immer von jtr()j anstatt von

tr() die Rede sein. Um der besseren �Ubersichtlichkeit willen wurde aber

darauf verzichtet.

Wegen tr2()� 2 = tr(2) f�ur alle  2 � (dies folgt z. B. aus Formel (2) von

Lemma 2.2 mit A = B ) erh�alt man sofort:

(1) K := Q
�
tr2()j 2 �

�
� Q (Tr (�2)):

Alle  2 �2 lassen sich darstellen als:  =
nQ
i=1

2
i
mit i 2 �; i = 1; 2; : : : ; n.

Wir f�uhren im folgenden Induktion �uber die Anzahl n der Faktoren i , um

die umgekehrte Inklusion von (1) zu zeigen.

Induktionsverankerung n = 1:

tr(2) 2 K = Q (tr2()j 2 �) folgt wieder aus tr2()� 2 = tr(2).

Induktionsverankerung n = 2:

Seien 1; 2 2 �, dann gilt unter Verwendung der Formeln aus Lemma 2.2:

tr
�
21

2
2

�
= tr

�
1

2
21
�

= tr (12) tr(21)� tr
�
12

�1
1 �12

�
= tr2(12)� tr

�
12

�1
1

�
tr
�
�12

�
+ tr

�
12

�1
1 2

�
= tr2(12)� tr2(2) + tr(12)tr(

�1
1 2)� tr

�
12

�1
2 1

�
= 1

2

�
2tr(12)tr(

�1
1 2)

	
+ tr2(12)� tr2(2)� tr(21)

= 1
2

h�
tr (12) + tr

�
�11 2

�	2
� tr2(12)� tr2

�
�11 2

�i
+ tr2(12)� tr2(2)� tr(21)

= 1
2

�
tr2(1)tr

2(2)� tr2(12)� tr2
�
�11 2

�	
+ tr2(12)

� tr2(2)� tr(21) 2 K:

Induktionsannahme:

Sei die Behauptung f�ur alle m 2 N mit m � n wahr.

Induktionsschritt n) n+ 1:

Sei  2 �2 mit  =
n+1Q
i=1

2
i
mit i 2 �; i = 1; 2; : : : ; n+1, n � 2.

1. Fall: Es existiert eine Teilmenge fi1; i2; : : : ; ing � f1; 2; : : : ; n+1g sowie

"1; "2; : : : ; "n 2 f�1; 1g mit:

tr
�
2"1
i1
2"2
i2

: : : 2"n
in

�
6= 0:

Behauptung: tr () 2 K , tr
�
2
k
2"1
i1
2"2
i2

: : : 2"n
in

�
2 K, dabei sei

fkg = f1; 2; : : : ; n+ 1gnfi1; : : : ; ing.

13



Beweis der Behauptung: Wir nehmen o.B.d.A. an: k = n + 1. Wegen

tr() = tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i
2
i+1)

= tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i
)tr(2

i+1)�

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1i

2�2
i+1)

= tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i
)tr(2

i+1)�

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1)tr(

2
i
�2
i+1) +

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i+1

�2
i
)

= tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i
)tr(2

i+1)�

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1)tr(

2
i
�2
i+1) +

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i+1)tr(

�2
i
) �

tr(2
i+2 : : : 

2
n+1

2
1 : : : 

2
i�1

2
i+1

2
i
)

gilt nach Induktionsannahme:

tr() 2 K , tr(21 : : : 
2
i�1

2
i+1

2
i
2
i+2 : : : 

2
n+1) 2 K;

und da die Transpositionen benachbarter Elemente die symmetrischeGruppe

Sn von n Elementen erzeugen, erhalten wir damit sogar f�ur alle Permutatio-

nen � 2 Sn:

tr() 2 K , tr(2
n+1

2
�(1)

2
�(2) : : : 

2
�(n)) 2 K:

Wir teilen jetzt die Menge fi1; : : : ; ing in zwei disjunkte Teilmengen

M1 = fj1; : : : ; jlg und M2 = fjl+1; : : : ; jng auf, wobei ik 2M1 , "k = 1.

Dann gilt wegen

tr(2
n+1

2
j1
: : : 2

jl
�2
jl+1

: : : �2
jn
) = tr(2

n+1
2
j1
: : : 2

jl
)tr(�2

jl+1
: : : �2

jn
)�

tr(2
n+1

2
j1
: : : 2

jl
2
jn
2
jn�1

: : : 2
jl+1

)

unter Verwendung der Induktionsannahme und der oben bewiesenen
"
Inva-

rianz\ unter Permutationen:

tr() 2 K , tr(2
n+1

2
j1
: : : 2

jl
2
jn
2
jn�1

: : : 2
jl+1

) 2 K

, tr(2
n+1

2
j1
: : : 2

jl
�2
jl+1

�2
jl+2

: : : �2
jn
) 2 K

, tr(2
n+1

2"1
i1
2"2
i2

: : : 2"n
in

) 2 K

(dies gilt auch, wennM1 leer ist; verwende dann Formel (1) aus Lemma 2.2).

De�niere nun � :=
nQ

j=1


2"j
ij

.
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Wegen tr(�) 6= 0, erhalten wir wieder unter Verwendung der Formeln aus

Lemma 2.2:

tr(2
n+1�) = tr(n+1)tr(n+1�) � tr

�
n+1�

�1�1
n+1

�
= tr(n+1)tr(�n+1)� tr(�)

= tr�1(�) ftr(�)tr(n+1)tr(�n+1)g � tr(�)

= tr�1(�)
��
tr(�n+1) + tr

�
��1

n+1

�	
tr(�n+1)

�
� tr(�)

= tr�1(�)
�
tr2(�n+1) + tr

�
��1

n+1

�
tr(�n+1)

	
� tr(�)

= 1
2
tr�1(�)

�
2tr
�
��1

n+1

�
tr(�n+1) + tr2

�
��1

n+1

�
+ tr2(�n+1)

	
�

1
2
tr�1(�)

�
tr2
�
��1

n+1

�
+ tr2(�n+1)

	
+ tr�1(�)tr2(�n+1)

�tr(�)

= 1
2
tr�1(�)

�
tr
�
��1

n+1

�
+ tr(�n+1)

	2
+ tr�1(�)tr2(�n+1)

�tr(�)� 1
2 tr

�1(�)
�
tr2
�
��1

n+1

�
+ tr2(�n+1)

	
= tr�1(�)f12 tr

2(�)tr2(n+1) + tr2(�n+1)�
1
2 tr

2
�
��1

n+1

�
�

1
2tr

2(�n+1)g � tr(�):

Damit folgt nach Induktionsannahme: tr(2
n+1�) 2 K und also auch

tr() 2 K = Q (tr2()j 2 �).

2. Fall: F�ur alle Teilmengen fi1; i2; : : : ; ing � f1; 2; : : : ; n + 1g und alle

Vektoren ("1; "2; : : : ; "n) mit "i 2 f�1; 1g; i = 1; : : : n, gilt:

tr
�
2"1
i1
2"2
i2

: : : 2"n
in

�
= 0:

Ist Voraussetzung (i) in � erf�ullt, so ergibt sich: � := 22
2
3 : : : 

2
n+1 2 �2

ist ein elliptisches Element der Ordnung 2, also: � = ~2 mit ~ 2 � geeignet

gew�ahlt. Somit ist tr() = tr(21~
2) und die Induktionsannahme liefert die

Behauptung.

Ist Voraussetzung (ii) in � erf�ullt, so gilt zun�achst nach Lemma 2.3:

n � 1 mod 2, tr(2
i
) = 0 f�ur i = 1; 2; : : : ; n + 1; und die Fixpunkte der

2
i
liegen alle auf einer Geod�atischen G. Nach Lemma 2.4 existieren dann

elliptische Elemente �1; �2 2 � der Ordnung 2, mit:

2
i
= (�1�2)

ki �ji (�1�2)
�ki ; i = 1; 2; : : : ; n+ 1 ;

wobei ki 2 Zund ji 2 f1; 2g geeignet gew�ahlt. Daraus erhalten wir wegen

n � 1 mod 2:

tr() = tr ((�1�2)
2k
); k 2Zgeeignet gew�ahlt;

so da� sich die Behauptung aus der Induktionsannahme ergibt.

�
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Bemerkung: Takeuchi [16] liefert einen anderen Beweis f�ur Satz 2.5 f�ur den

Fall, da� � eine co�nite Fuchssche Gruppe ist.

Wir werden sp�ater sehen, da� der Normalisator von �2 in der Gruppe

aller Isometrien der oberen Halbebene Isom (H ), bezeichnet mit N (�2), eine

wichtige Rolle bei modularer Einbettbarkeit spielt, so da� wir uns auch kurz

mit der Spurmenge Tr (N (�2)) befassen wollen. Hier gilt folgendes:

Satz 2.6 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe, Q (Tr (�)) sei ein algebrai-

scher Zahlk�orper. Dann ist auch Q (Tr (N (�)))ein algebraischer Zahlk�orper;
insbesondere existiert eine geeignete Konjugation von � in der PSL(2;R), so
da� s�amtliche Matrizen in N(�) Eintr�age in einem algebraischen Zahlk�orper

L besitzen mit [L : Q (Tr (�))] � 2 � 4 [N(�):�]�1.

Beweis: Nach Takeuchi [16] w�ahle eine geeignete Konjugation von � in der

PSL(2;R), so da� � ein hyperbolisches Element  =
�
�

0
0

��1

�
, � > 1 enth�alt

und � � PSL(2;K) mit K = Q (Tr (�) ; �). Sei nun ~ 2 N(�), o.B.d.A.

~ 2 PSL(2;R) (ansonsten schlie�e analog). Mit ~ =
�
a

c

b

d

�
erhalten wir:

~~�1 =

�
ad�� bc��1 ab(��1 � �)

cd(� � ��1) ad��1 � bc�

�
2 PSL(2;K):

Somit gilt: ab; cd 2 K, und durch Betrachten von ~�1~ erh�alt man

ebenso: bd; ac 2 K. Im folgenden m�ussen wir nun verschiedene F�alle unter-

scheiden:

i) a; d = 0) c = �b�1. W�ahle
�
e

g

f

h

�
2 � mit g 6= 0

) ~

�
e

g

f

h

�
~�1 =

�
h �gb2

�fb�2 e

�
2 PSL(2;K):

Folglich gilt: b2 2 K, also ~ 2 PSL(2;K(b)) und [K(b) : K] � 2.

(ii) b; c = 0) d = a�1. W�ahle wiederum
�
e

g

f

h

�
2 � mit g 6= 0

) ~

�
e

g

f

h

�
~�1 =

�
e a2f

ga�2 h

�
2 PSL(2;K):

Folglich gilt: a�2 2 K, also ~ 2 PSL(2;K(a)) und [K(a) : K] � 2.

(iii) a = 0; d 6= 0. Wegen cd; db 2 K erhalten wir cddb = �d2 2 K und

folglich ~ 2 PSL(2;K(d)) sowie [K(d) : K] � 2.
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(iv) b = 0; c 6= 0 oder d = 0; c 6= 0 oder c = 0; b 6= 0. Schlie�e analog zu

(iii), da� stets ~ 2 PSL(2;K 0) mit [K 0 : K] � 2.

(v) a; b; c; d 6= 0. Wegen ab; cd; bd 2 K erhalten wir abcd = ad(ad�1) 2 K,

adab(bd)�1 = a2 2 K(ad) und folglich ~ 2 PSL (2;K(a)) sowie

[K(a) : K] � 4.

Sei nun R = fid; ~1; ~2; : : : ; ~ng ein Repr�asentantensystem von N(�)=�,

dann folgt die Behauptung wegen [K : Q (Tr (�))] � 2 und N(�) =

< �; ~1; ~2; : : : ; ~n > unmittelbar aus den vorangegangenen �Uberlegungen.

�

Korollar 2.7 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe, Tr (�2) � OK, dem

Ring ganzer Zahlen eines algebraischen Zahlk�orpers K. Dann gilt f�ur

die Spurmenge Tr (N (�2)) des Normalisators von �2 in der Isom(H ):
Tr (N (�2)) � OL, dem Ring ganzer Zahlen eines algebraischen Zahl{
k�orpers L mit [L : Q (Tr (�2))] � 2 � 4 [N(�2):�2]�1.

Beweis: Nach Satz 2.6 bleibt nur noch zu zeigen: Alle Spuren in Tr (N (�2))

sind ganz. Sei nun ~ 2 N (�2), o.B.d.A. k�onnen wir annehmen, da�

~ 2 PSL(2;R), denn ansonsten ist ~2 2 N (�2) \ PSL(2;R) und wegen

tr(~2) = tr(~)2 + 2 gen�ugt es dann zu zeigen: tr(~2) ist ganz.

Falls ~ elliptisch oder parabolisch ist, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei

also ~ hyperbolisch. Da [N(�2) : �2] < 1 existiert ein n 2 N mit: ~n 2 �2.

Sei o.B.d.A. � > 1 so gew�ahlt, da� tr(~) = �+ ��1. Folglich:

tr(~n) = �n + ��n 2 OK:

Daraus ergibt sich sofort: �; ��1 sind ganz und somit auch tr(~).

�

Abschlie�end wollen wir uns nun noch der Frage zuwenden, wann eine Un-

tergruppe � der PSL(2;R) eine Darstellung in ihrem Spurk�orper besitzt, das

hei�t unter welchen Voraussetzungen eine geeignete PSL(2;R){Konjugation
von � existiert, so da� die KoeÆzienten aller Matrizen in � in Q (Tr (�))

liegen. Dazu ben�otigen wir zun�achst folgendes

Lemma 2.8 Seien A;B;A0;B0 2 SL(2;R) mit tr
�
A0B0A0�1B0

�1�
6= � 2

sowie tr (A) = tr (A0), tr (B) = tr (B0) und tr (AB) = tr (A0
B
0). Setze

� :=
�
i

0
0
�i

�
; dann existiert ein  2 SL(2;R) mit (A0�1;  B0�1) 2 M ,

wobei

M :=
�
(A;B) ;

�
A
�1;B�1

�
;
�
�A��1; �B��1

�
;
�
�A�1��1; �B�1��1

�	
:
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Beweis: 1.Fall: A;A0 sind parabolisch, o.B.d.A. k�onnen wir annehmen, da�

A =

�
1 1

0 1

�
und B =

�
a b

c d

�
:

W�ahle zun�achst 1 2 SL(2;R) mit:

1A
0�11 =

�
1�1

0 1

�
und 1B

0�11 =

�
a0 b0

c0 d0

�
:

Wegen tr (B) = tr (B0) und tr (AB) = tr (A0B0) erhalten wir daraus un-

mittelbar: c = �c0. Da nach Voraussetzung die Spur des Kommutators

tr
�
A0B0A0�1B0

�1�
6= � 2 ist, gilt zwingend: c 6= 0, so da� eine erneute Konju-

gation mit 2 :=
�
1
0
�

1

�
, wobei � de�niert sei als: � := (a� a0) c�1, falls c = c0,

bzw. � := (a0 � d) c�1, falls c = �c0, liefert:

21A
0�11 �12 = A und 21B

0�11 �12 = B

bzw.

21A
0�11 �12 = A

�1 und 21B
0�11 �12 = B

�1:

2.Fall: A;A0 sind hyperbolisch; sei zun�achst

A =

�
� 0

0 ��1

�
; o.B.d.A.� > 1; und B =

�
a b

c d

�
:

W�ahle 1 2 SL(2;R) mit:

1A
0�11 = A

�1 und 1B
0�11 =

�
a0 b0

c0 d0

�
:

Wegen tr (B) = tr (B0) und tr (AB) = tr (A0B0) erhalten wir daraus unmit-

telbar: a = a0, falls 1A
0�11 = A�1, bzw. a = d0, falls 1A

0�11 = A�1. Da

nach Voraussetzung die Spur des Kommutators tr
�
A0B0A0�1B0

�1�
6= � 2 ist,

gilt zwingend: b; b0 6= 0, so da� eine erneute Konjugation mit 2 :=
�
�

0
0
��1

�
,

wobei � de�niert sei als: � := jb=b0j1=2 bzw. � := jb0=bj1=2, liefert:

21A
0�11 �12 = A und 21B

0�11 �12 2
�
B; �B��1

	
bzw.

21A
0�11 �12 = A

�1 und 21B
0�11 �12 2

�
B
�1; �B�1��1

	
:

F�ur beliebiges A erh�alt man die Behauptung durch Anwenden der obigen
�Uberlegungen auf eine geeignete SL(2;R){Konjugation von A (die A auf die
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Form
�
�

0
0
��1

�
bringt) unter Beachtung der Tatsache, da� � im Normalisa-

tor der SL(2;R) in der SL(2; C ) liegt und
�
�

0
0
��1

�
bei �{Konjugation sogar

invariant bleibt.

3. Fall: A;A0 sind elliptisch, o.B.d.A. k�onnen wir im Einheitskreismodell

arbeiten und annehmen, da�

A =

�
ei� 0

0 e�i�

�
und B =

�
a c

c a

�
:

W�ahle zun�achst 1 mit:

1A
0�11 = A

�1 und 1B
0�11 =

�
a0 c0

c0 a0

�
:

Wegen tr (B) = tr (B0) und tr (AB) = tr (A0B0) erhalten wir daraus unmittel-

bar: a = a0, falls 1A
0�11 = A�1, bzw. a = a0, falls 1A

0�11 = A�1. In jedem

Fall impliziert dies unter Benutzung der Determinantenbedingung jcj = jc0j.

Da nach Voraussetzung die Spur des Kommutators tr
�
A
0
B
0
A
0�1
B
0�1
�
6= � 2

ist, gilt zwingend: c; c0 6= 0, so da� ein eindeutiges � im Intervall [0; 2�) exi-

stiert mit:

c0 exp (i�) = c bzw. c0 exp (i�) = �c:

Konjugation mit  :=
�
e
i�=2

0
0

e�i�=2

�
liefert dann:

A0�1 = A und B0�1 = B

bzw.

A0�1 = A
�1 und B0�1 = B

�1:

�

Korollar 2.9 Seien A;B;A0;B0 2 SL(2;R); dann gilt unter den gleichen

Voraussetzungen wie in Lemma 2.8: A0 und B0 lassen sich simultan so in der
SL(2;R) konjugieren, da� ihre Konjugate Eintr�age in demselben K�orper wie
A und B haben.

�

Satz 2.10 Sei � eine Untergruppe der PSL(2;R). Seien �; � 2 � mit

jtr (����1��1) j 6= 2, und seien A;B 2 SL(2;R) Repr�asentanten von � bzw.

�. Setze a := tr (A) ; b := tr (B) und c := tr (AB). Dann hat � genau dann
eine Darstellung im Spurk�orper K := Q (Tr (�)), wenn die Gleichung

a2 + b2 + c2 � abc� 4 =
�
4 � a2

�
x2 + y2

eine L�osung (x; y) 2 K2 besitzt.
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Beweis: Wir f�uhren den Beweis in der SL(2;R) und damit f�ur A sowie B

und benutzen hierbei eine Idee von Waterman/MacLachlan [18] (Beweis von

Theorem 2). Angenommen, � besitze eine Darstellung in K. Dann k�onnen

wir durch eine geeignete SL(2;K){Konjugation erreichen, da�

A =

�
0 �

���1 a

�
und B =

�
e f

g h

�
;

wobei �; e; f; g; h 2 K, � 6= 0 und e+ h = b.

O.B.d.A. sei g 6= 0, denn ansonsten w�ahle q 2 Q mit A (q) 62 fq;1g und

B (q) 6= q und setze

 :=

 
q

A(q)
q�A(q)

1 1
q�A(q)

!
2 SL(2;K):

Wegen  (1) = q und  (0) = A (q) haben dann �1A und �1B die

gew�unschte Form.

Damit k�onnen wir also B schreiben als: B = T CT �1 mit

T =

�
1 �

0 1

�
und C =

�
0 �

���1 b

�
;

wobei �; � 2 K und � 6= 0. Eine explizite Berechnung des Matrizenprodukts

liefert daraus:

c = tr (AB) = ����1 � �2 (��)
�1
� ���1 � b���1 + a���1 + ab

,

0 = �2 + (b�� a�)�+ �� (c� ab) + �2 + �2

Die dadurch beschriebene quadratische Gleichung hat also eine L�osung in K

(n�amlich�), was gleichbedeutend damit ist, da� die zugeh�orige Diskriminante

eine Quadratzahl inK ist, woraus wir (mit x 2 K geeignet gew�ahlt) erhalten:

(b�� a�)
2
� 4�� (c� ab)� 4�2 � 4�2 = 4x2�2

,

0 =
�
a
2

4
� 1
�
(���1)

2
+
�
ab

2
� c
�
���1 + b

2

4
� 1� x2

Auch diese quadratische Gleichung hat eine L�osung in K (n�amlich ���1), so

da� wiederum f�ur die zugeh�orige Diskriminante D gilt: D = y2, mit y 2 K

geeignet gew�ahlt. Elementare Umformungen zeigen, da� dies zu der folgenden

Gleichung �aquivalent ist:

a2 + b2 + c2 � abc� 4 =
�
4 � a2

�
x2 + y2 :
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Hat diese Gleichung nun andererseits L�osungen x; y 2 K, so l�a�t sich der

eben beschriebene Weg in die umgekehrte Richtung gehen, und man erh�alt

Matrizen ~A sowie ~B = ~T ~C ~T �1 der obigen Gestalt mit Eintr�agen in K und

tr( ~A) = tr (A) ; tr( ~A) = tr (A) und tr( ~A ~B) = tr (AB) :

Nach Korollar 2.9 existiert damit ein  2 SL(2;R) mit:

A�1; B�1 2 SL(2;K);

und nach einem Resultat von Kern{Isberner/Rosenberger [13] (Korollar 1)

ist dies bereits ausreichend f�ur ��1 � PSL(2;K).

�

Hieraus ergibt sich unmittelbar das folgende �uberraschende Korollar

Korollar 2.11 Sei � � PSL(2;R) eine nicht{elementare Gruppe, die para-
bolische Elemente enthalte. Dann besitzt � eine Darstellung im Spurk�orper
Q (Tr (�)).

Beweis: W�ahle � 2 � parabolisch und � 2 � mit jtr (����1��1) j 6= 2.

Seien A;B 2 SL(2;R) Repr�asentanten von � bzw. �; dann gilt nach Satz

2.10 mit den dort eingef�uhrten Bezeichnungen wegen a = �2: � besitzt eine

Darstellung in K genau dann, wenn die Gleichung

b2 + c2 � 2bc = (b� c)
2
= y2

eine L�osung y 2 K besitzt, was o�ensichtlich der Fall ist.

�

3 Symmetrische Fuchssche Gruppen

3.1 De�nition und einfache Eigenschaften

De�nition 3.1 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe.

(i) Die Signatur von � wird wie �ublich mit [g; t1; : : : ; tn; s] angegeben,

wobei g das Geschlecht ist, n die Anzahl der nicht{konjugierten elliptischen

Elemente der Ordnung ti , i = 1; : : : ; n, angibt und s der Anzahl der nicht-

konjugierten Spitzen entspricht.

(ii) Die Signatur einer n{Ecksgruppe wird kurz mit [t1; t2; : : : ; tn] angege-

ben (diese Polygongruppen haben Geschlecht Null und Signatur
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[0; t1; t2; : : : ; tn; 0], wenn t1; t2; : : : ; tn endlich sind; sind einige von ihnen un-

endlich, so entsprechen sie Spitzen).

De�nition 3.2 Sei P ein hyperbolisches n{Eck mit Innenwinkeln �=t1,

�=t2, : : :, �=tn, wobei ti 2 N, ti � 2 oder ti = 1, i = 1; 2; ; : : : ; n. Seien

Ei, i = 1; 2; : : : ; n, die n Ecken von P an den Winkeln �=ti in nat�urlicher

Anordnung. Sei S (�) � Isom (H ) die Gruppe, die von den hyperbolischen

Spiegelungen SGi
an den Geod�atischen Gi durch die Punkte Ei und Ei+1,

i = 1; 2; : : : ; n (Indizes modulo n gelesen), erzeugt werde. S (�) ist nach dem

Satz von Poincar�e diskret und besitzt P als Fundamentalbereich. Desweite-

ren enth�alt S (�) mit Index 2 eine Fuchssche n{Ecksgruppe � � PSL(2;R),
die von elliptischen bzw. parabolischen Elementen ei der Ordnung ti mit Fix-

punkten Ei erzeugt wird. Ein Fundamentalbereich von � setzt sich aus dem

n{Eck P und einem Bild von P , erzeugt durch die Spiegelung an einer Seite,

zusammen.

Bemerkung: Wir werden im folgenden diese Gruppen � stets als symme-

trische Fuchssche Gruppen der Signatur [t1; t2; : : : ; tn] bezeichnen.

Satz 3.1 Sei � eine Fuchssche Gruppe der Signatur [t1; t2; : : : ; tn], also
� =< e1; e2; : : : ; en�1je

t1

1 = et22 = : : : = e
tn�1

n�1 = (e1e2 : : : en�1)
tn = id >.

Teile die Familie F := ft1; t2; : : : ; tng in zwei disjunkte Unterfamilien F1

und F2 auf, F = F1 [ F2, wobei ti 2 F1 , ti � 0 mod 2 oder ti = 1. Sei
F1 = fti1; : : : ; tikg und F2 = ftik+1; : : : ; ting. Dann gilt:

�=�2 �= (Z=2Z)k�1 f�ur k > 0

� = �2 f�ur k = 0;

und f�ur k > 0 wird ein vollst�andiges Restklassenrepr�asentantensystem R von
�=�2 gegeben durch:

R = fid; ej1ej2 : : : ejmjj1 < j2 : : : < jm; wobei tji 2 F1nftikg;m = 1; : : : ; k�1g:

Beweis: Sei zun�achst F1 = ;. Dann gilt o�ensichtlich ei = eti+1
i

2 �2 f�ur alle

i = 1; 2; : : : ; n� 1, so da� � = �2.

Sei jetzt F1 6= ;. Wir k�onnen o.B.d.A. (durch zyklisches Vertauschen der

Erzeugenden) annehmen, da� tn = tik 2 F1. Wir wissen, da� gilt:

�=�2 �= (Z=2Z)n f�ur ein geeignetes n 2 N.

Da die n � 1 Elemente e1; e2; : : : ; en�1 die Gruppe � erzeugen und f�ur

ti 2 F2 aus denselben Gr�unden wie oben gilt: [ei]�2 = [id]�2, wird die abelsche
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Gruppe�=�2 bereits von [ej]�2, tj 2 F1nftng erzeugt. Damit folgt unmittel-

bar n � k�1. Zum Beweis der Gleichheit de�niere einen Gruppenhomomor-

phismus  : � 7! (Z=2Z)k�1 durch

 (ej) := (0; 0; : : : ; 0) f�ur tj 2 F2

 (ej) := "l f�ur tj 2 F1 und tj = til, j 6= n;

dabei bezeichne "l den l-ten Einheitsvektor. Es l�a�t sich leicht nachrechnen,

da�  wohlde�niert ist. Au�erdem gilt: �2 � ker , denn alle  2 �2 lassen

sich schreiben als:

 =
lQ

i=1

2
i
=

mQ
j=1

eij mit i 2 �; i = 1; 2; : : : ; l und ij 2 f1; 2; : : : ; n� 1g,

wobei f�ur mi := #feij = eijj = 1; 2; : : : ;mg gilt: mi � 0 mod 2 ; i =

1; : : : ; n � 1.

Damit folgt sofort aus der De�nition von  , da�: �2 � ker . Nun ist  

o�ensichtlich surjektiv, woraus sich

�= ker �= (Z=2Z)
k�1

ergibt. Dies impliziert n � k�1, also ker = �2 und somit die erste Behaup-

tung des Satzes. Der Isomorphismus  zwischen �=�2 und (Z=2Z)k liefert

dann au�erdem das angegebene Repr�asentantensystems R f�ur �=�2.

�

Einige spezielle symmetrische Fuchssche Gruppen wollen wir nun noch

etwas genauer betrachten:

Lemma 3.2 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei � eine symmetrische

Fuchssche Gruppe der Signatur [2; 2; 2; t], wobei t 2 N, t > 2 oder t = 1.
Dann gilt mit den Bezeichnungen von De�nition 3.2: Die Elemente

x := e1e2; y := e2e3; z := e1e3

von � sind hyperbolisch, und ihre jeweiligen Achsen enthalten die Seiten von
P zwischen E1 und E2, zwischen E2 und E3 bzw. die Diagonale zwischen E1

und E3. Au�erdem erf�ullen ihre Spuren folgende Gleichungen:
(i) (tr2(x)� 4)(tr2(y)� 4) = 16 cos2(�=t)

(ii) tr2(x)tr2(y) = 4 tr2(z)

Bemerkung: Die Spuren jtr(x)j, jtr(y)j und jtr(z)j stehen in eineindeutiger

Beziehung zu den (hyperbolischen) L�angen gewisser Seiten des Vierecks P ,

genauer gesagt gilt: jtr(x)j = 2 cosh d (E1; E2), jtr(y)j = 2 cosh d (E2; E3) und

jtr(z)j = 2 cosh d (E1; E3) (vgl. Beweis von Korollar 3.4).
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Lemma 3.3 Sei a eine positive reelle Zahl. Dann existiert (mit den Bezeich-

nungen aus Lemma 3.2) bis auf Isometrie genau ein hyperbolisches Viereck

mit hyperbolischem Abstand d (E1; E2) = a und Innenwinkeln �=2, �=2, �=2,

�=t, wobei t 2 N, t > 2 oder t =1.

Beweis: siehe z. B. Buser [4].

�

Korollar 3.4 F�ur alle positiven rellen Zahlen a > 4 und f�ur alle t 2 N,
t > 2, oder t = 1 existiert genau eine Vierecksgruppe derart, wie sie in

Lemma 3.2 konstruiert wurde, in der gilt: tr2(x) = a.

Beweis: F�ur jedes hyperbolische  2 PSL(2;R) und f�ur alle E 2 H gilt:

jtr()j � 2 cosh 1
2
d (E;  (E)) ;

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn E auf der Achse von  liegt.

Damit ergibt sich: cosh d(E1; E2) = cosh 1
2d (E1; x (E1)) =

1
2 jtr(x)j, und die

Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 3.3.

�

3.2 Spurk�orper symmetrischer Vierecksgruppen der

Signatur [2; 2; 2; t]

F�ur die von uns im letzten Unterabschnitt genauer betrachteten symmetri-

schen Vierecksgruppen lassen sich mit Hilfe der in Abschnitt
"
Spurk�orper

und Darstellungk�orper\ gewonnenen Erkenntnisse folgende Ergebnisse erzie-

len:

Korollar 3.5 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei � eine symmetrische
Fuchssche Gruppe der Signatur [2; 2; 2; t]. Dann gilt mit den Bezeichnungen

von Lemma 3.2:

Tr(�) �Z[tr(x); tr(y); tr(z); 2 cos (�=t)] :

Beweis: Dies ist eine leichte Folgerung aus Satz 2.1 (w�ahle als Erzeugenden-

system fe1; e2; e3g), indem man die Relationen zwischen den Erzeugenden

und die Formeln aus Lemma 2.2 verwendet.

Satz 3.6 Sei � eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur [2; 2; 2; t].

Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.2:

Q (Tr (�2)) = Q
�
tr2(x); tr2(y)

�
:
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Beweis: Betrachte die kanonische Projektion � : SL(2;R) 7! PSL(2;R). Wir

werden den Beweis nicht f�ur �, sondern f�ur ��1(�) � SL(2;R) f�uhren. Auch
��1(�) wird von drei Elementen e1; e2; e3 2 SL(2;R) (jetzt der Ordnung 4)

erzeugt. x; y; z seien mit Hilfe dieser e1; e2; e3 wie in Lemma 3.2 de�niert.

Unmittelbar klar ist: Q (tr2(x); tr2(y)) � Q (Tr (�2)) = Q (Tr (��1 (�2))).

Nach Satz 2.5 gen�ugt es also zu zeigen:

tr2() 2 Q
�
tr2(x); tr2(y)

�
; f�ur alle 2 �:

, f�ur alle � 2 G := Gal (Q (Tr (�))=Q (tr2(x); tr2(y))) und f�ur alle  2 �

gilt:

�
�
tr2()

�
= tr2():

Mit Hilfe der Formeln (i) und (ii) aus Lemma 3.2 erh�alt man:

tr(z) 2 Q (tr(x); tr(y)) und cos2(�=t) 2 Q
�
tr2(x); tr2(y)

�
:

Somit ergibt sich, da� f�ur den Spurk�orper von � gilt:

Q (Tr (�)) = Q (tr(x); tr(y); 2 cos (�=t)) :

Setzen wir K := Q (tr2(x); tr2(y)), so ist damit Q (Tr (�)) Zerf�allungsk�orper

des Polynoms p(z) = (z2 � tr2(x)) (z2 � tr2(y)) (z2 � cos2(�=t)) 2 K[z], und

infolgedessen ist Q (Tr (�)) galoissch �uber K.

Daraus l�a�t sich auch folgern, da� ord G 6 8 und da� f�ur jedes � 2 G gilt:

� (tr(x)) = �tr(x); � (tr(y)) = �tr(y); � (cos (�=t)) = � cos (�=t):

Bemerkung: F�ur t � 1 mod 2 ist auf jeden Fall ord G 6 4, da dann wegen

(' bezeichne die Eulersche Phi{Funktion)�
Q
�
cos2(�=t)

�
: Q
�

= [Q (cos (2�=t)) : Q] = 1
2'(t)

= 1
2'(2t) = [Q (cos (�=t)) : Q]

gilt: � (cos (�=t)) ist durch � (cos2(�=t)) festgelegt.

Sei nun � 2 G fest gew�ahlt. Zu � de�niere einen Gruppenhomomorphis-

mus  : ��1(�) 7! ��1(�) mit  (ei) = "i ei ; i = 1; 2; 3, und "i 2 f1;�1g

dergestalt, da�:

(1) tr ( (x)) = � (tr(x))

(2) tr ( (y)) = � (tr(y))

(3) tr ( (e1e2e3)) = � (�2 cos (�=t)) = � (tr(e1e2e3))
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 ist wohlde�niert, da die  (ei) dieselben Relationen (in SL(2;R)!) wie die
ei; i = 1; 2; 3 , erf�ullen (e2

i
= �id; i = 1; 2; 3, und (e1e2e3)

t = �id f�ur t 6=1).

Dies ist f�ur t � 0 mod 2 o�ensichtlich; f�ur t � 1 mod 2 folgt es aus obiger

Bemerkung.

So ein  l�a�t sich immer w�ahlen: Dazu setze man zun�achst  (e1) := e1;  (e2)

und  (e3) ergeben sich dann zwangsl�au�g aus (1) und (2). Gilt mit dieser

Wahl der  (ei); i = 1; 2; 3, auch (3), so ist man fertig. Ansonsten setze man

 (e1) := �e1, dies f�uhrt f�ur die Wahl von  (e2) und  (e3) zu ver�andertem

Vorzeichen, so da� nun auch (3) erf�ullt ist.

Unser Ziel ist es nun, im folgenden zu zeigen, da� die Anwendung von �

dieselbe Wirkung auf die Spuren aller Elemente in � hat wie die Anwendung

von  (n�amlich h�ochstens eine Vorzeichen�anderung). Dazu sei

 2 ��1(�);  =

nY
j=1

eij mit ij 2 f1; 2; 3g:

Durch sukzessives Anwenden von (3) aus Lemma 2.2 l�a�t sich tr() nach

endlich vielen Schritten als ein Polynom mit KoeÆzienten in Z schreiben,

in dem nur Spuren von Elementen aus ��1(�), in denen kein ei; i = 1; 2; 3,

doppelt auftritt, vorkommen (darauf beruht der Beweis von Satz 2.1). Wegen

tr(e1e2e3) = �tr(e1e3e2) und tr(ei) = 0; i = 1; 2; 3, erh�alt man auf diese

Weise sogar:

(1) tr() = p (tr(x); tr(y); tr(z); tr(e1e2e3)) ; p 2Z[X1;X2;X3;X4]:

Mit der gleichen Schlu�weise gelangt man auch zu dem Ergebnis, da�

(2) tr ( ()) = p (tr ( (x)) ; tr ( (y)) ; tr ( (z)) ; tr ( (e1e2e3))) ;

wobei p 2 Z[X1;X2;X3;X4], und dieses p ist dasselbe wie in obiger For-

mel (1). Nach De�nition von  ist o�ensichtlich: tr2() = tr2 ( ()), und

au�erdem gilt mit einem festen "0 2 f�1g(verwende (ii) aus Lemma 3.2):

tr ( (z)) = "1"3tr(z)

= 1
2"
0"1"3tr(x)tr(y)

= 1
2"
0tr ( (x)) tr ( (y))

= 1
2"
0� (tr(x))� (tr(y))

= � (tr(z)) :

Damit ergibt sich:
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tr2() = tr2 ( ())

= p2 (tr ( (x)) ; tr ( (y)) ; tr ( (z)) ; tr ( (e1e2e3)))

= p2 (� (tr(x)) ; � (tr(y)) ; � (tr(z)) ; � (tr(e1e2e3)))

= �
�
p2 (tr(x); tr(y); tr(z); tr(e1e2e3))

�
= �

�
tr2()

�
:

�

Korollar 3.7 Sei � eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur

[2; 2; 2; t]. Dann gilt:

� ist semiarithmetisch , Q
�
tr2(x); tr2(y)

�
ist ein total{reller Zahlk�orper,

und tr2(x) sowie tr2(y) sind ganz �uberZ:

Beweis: Wegen Satz 3.6 bleibt nur zu zeigen: Sind tr2(x) sowie tr2(y) ganz

�uberZ, so sind bereits die Spuren aller Elemente in �2 ganz. Aus Lemma 3.2

erh�alt man folgende Beziehung:

tr2(z) = 4 cos2(�=t) + tr2(x) + tr2(y)� 4 ;

so da� mit tr2(x) und tr2(y) automatisch auch tr2(z) ganz ist. Nach Satz 3.6

sind dann aber wegen a 2 Q ganz �uberZ , a2 2 Q ganz �uberZsogar

die Spuren aller Elemente in � ganz.

�

Bemerkung: Explizite Beispiele solcher semiarithmetischer Gruppen �n-

den sich in Schmutz Schaller/Wolfart [14] und Ricker [12]. Die letztgenann-

te Arbeit enth�alt dar�uber hinaus eine vollst�andige Klassi�kation (im Hin-

blick auf modulare Einbettbarkeit) dieser Gruppen der Signaturen [2; 2; 2; t]

mit t 2 f3; 4; 6;1g f�ur den Fall, da� der Spurk�orper Q (Tr (�2)) ein reell{

quadratischer Zahlk�orper ist.

4 Modulare Einbettungen

4.1 Allgemeine Eigenschaften modularer Einbettungen

und modular einbettbarer Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir immer wieder folgende Notation benutzen:

De�nition 4.1 Seien z;w 2 H bzw. z;w 2 E := fz 2 C j jzj < 1g, dann

bezeichnen wir mit d (z;w) den hyperbolischen Abstand von z und w.
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F�ur z 2 H und eine beliebige Menge M � H (bzw. z 2 E und M � E) sei
d (z;M) in der �ublichen Weise de�niert als: d (z;M) := inf

w2M

d (z;w).

Jetzt wollen wir zun�achst eine zu der in Abschnitt 1 gegebenen �aquivalente

De�nition modularer Einbettbarkeit einf�uhren:

Satz 4.1 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei � eine co�nite Fuchssche

Gruppe. Dann sind die folgenden beiden Aussagen �aquivalent:

(i) � ist modular einbettbar.

(ii) � ist semiarithmetisch, und es existiert eine geeignete PSL(2;R){
Konjugation von � (im folgenden bezeichnet mit ��), so da� sich f�ur alle

Einbettungen �j : Q (Tr (�2)) ,! R mit �j (Tr (�
2)) * [�2; 2] die Funktional-

gleichung

f�j Æ  (z) = �j () Æ f
�j (z) ;  2 ��2

durch eine holomorphe Funktion f�j : H 7! H l�osen l�a�t.

Bemerkung: Die Einschr�ankung auf eine
"
geeignete\ PSL(2;R){Konjuga-

tion in diesem Satz hat zwei Gr�unde: Erstens ist bei ung�unstiger Wahl einer

solchen Konjugation eine der relevanten Einbettungen � m�oglicherweise nicht

so erweiterbar, da� � (�2) � PSL(2;R), und zweitens kann, selbst wenn dies

vermieden wird, das Ph�anomen auftreten, da� einige Komponentenfunktio-

nen der modularen Einbettung nicht mehr holomorph, sondern nur noch

antiholomorph konstruierbar sind (dies ist beispielsweise schon bei Dreiecks-

gruppen immer dann der Fall, wenn die algebraische Konjugation die Orien-

tierung der drei Fixpunkte umkehrt). Klarheit bringt hier der folgende Satz:

Satz 4.2 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, dann gelten fol-

gende Implikationen:
(i) � ist modular einbettbar, wenn f�ur jede nicht{triviale Einbettung

�i : Q (Tr (�2)) ,! R mit �i (Tr (�
2)) * [�2; 2], i = 1; 2; : : : ; k, gilt:

Es existiert eine PSL(2;R){Konjugation �2
i
:= �i �

2 ��1
i

von �2, f�ur die
sich �i so zu einer Einbettung ~�i erweitern l�a�t, da� ~�i (�

2
i
) � PSL(2;R)

und f�ur die die Funktionalgleichung

fi Æ  (z) = ~�i () Æ fi (z) ; f�ur alle  2 �2
i
und f�ur alle z 2 H ;

durch eine holomorphe oder antiholomorphe Funktion fi l�osbar ist.
(ii) Ist � modular einbettbar, so ist f�ur jede PSL(2;R){Konjugation

�2
i
:= �i �

2 ��1
i

von �2, f�ur die sich �i so zu einer Einbettung ~�i erweitern

l�a�t, da� ~�i (�
2
i
) � PSL(2;R), die Funktionalgleichung

f�i Æ  (z) = ~�i () Æ f
�i (z) ; f�ur alle  2 �2

i
und f�ur alle z 2 H ;

durch eine holomorphe oder antiholomorphe Funktion f�i : H 7! H l�osbar.
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Zum Beweis ben�otigen wir zun�achst noch drei Lemmata.

Lemma 4.3 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, und sei

� : Q (Tr (�2)) ,! R eine nicht{triviale Einbettung, die sich so fortsetzen

lasse, da� � (�2) � PSL(2;R). Sei desweiteren f : H 7! H eine holomorphe

Funktion, die die Funktionalgleichung

f Æ  (z) = � () Æ f (z)

f�ur alle z 2 H und alle  2 �2 erf�ulle. Sei schlie�lich � 2 PSL(2;R) mit der

Eigenschaft, da� sich � nochmals so zu einer Einbettung ~� fortsetzen lasse,

da� ~� (��2��1) = ~� (�) � (�2) ~� (��1) � PSL(2;R). Dann gilt entweder:
(i) ~� (�) 2 PSL(2;R), und f� := ~� (�) Æ f Æ ��1 : H 7! H ist eine

holomorphe Funktion, die die Funktionalgleichung

f� Æ  (z) = ~� () Æ f� (z)

f�ur alle z 2 H und alle  2 ��2��1 erf�ullt, oder
(ii) ~� (�) 2

�
i

0
0
�i

�
PSL(2;R), und f� := ~� (�) Æ f Æ ��1 : H 7! H ist eine

antiholomorphe Funktion, die die Funktionalgleichung

f� Æ  (z) = ~� () Æ f� (z)

f�ur alle z 2 H und alle  2 ��2��1 erf�ullt.

Beweis: Wegen ~� (� �2��1) = ~� (�) � (�2) ~� (�)
�1
� PSL(2;R) und wegen

� (�2) � PSL(2;R) sieht man, da� ~� (�) (R[1) bez�uglich � (�2) invariant

ist, womit zwingend gilt:

~� (�) (R[1) = R[1 :

Daraus erhalten wir:

(i) ~� (�) : H 7! H oder (ii) ~� (�) : H 7! �H :

Im Fall (i) folgt unmittelbar: ~� (�) 2 PSL(2;R), und f� bildet die obere

Halbebene in die obere Halbebene ab. Dar�uber hinaus gilt f�ur alle z 2 H und

alle  2 ��2��1 ( = �0��1, 0 2 �2):

f� Æ  (z) = ~� (�) Æ f Æ ��1 Æ � Æ 0 Æ ��1 (z)

= ~� (�) Æ f Æ 0 Æ ��1 (z)

= ~� (�) Æ ~� (0) Æ f Æ ��1 (z)

= ~� (�) Æ ~� (0) Æ ~� (�)
�1
Æ ~� (�) Æ f Æ ��1 (z)

= ~� () Æ f� (z) :
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Im Fall (ii) erhalten wir wegen det
�
i

0
0
�i

�
= 1 und

�
i

0
0
�i

�
(H ) = �H :

~� (�) 2

�
i 0

0 �i

�
PSL(2;R):

Damit bildet f� := ~� (�) Æ f Æ ��1 die obere Halbebene in die untere Halb-

ebene ab und gen�ugt o�ensichtlich der gleichen Funktionalgleichung wie in

(i). Daraus ergibt sich nun: f� : H 7! H ist antiholomorph und erf�ullt f�ur

alle z 2 H und alle  2 ��2��1 wegen ~� () 2 PSL(2;R):

f� Æ  (z) = f� Æ  (z)

= ~� () Æ f� (z)

= ~� () Æ f� (z) :

�

Lemma 4.4 Seien �1; �2; : : : ; �n, n 2 N, paarweise verschiedene reelle Zah-
len, und sei k 2 N mit k � n. Dann existiert ein Polynom P (x) 2 Q [x] vom
Grad n� 1 mit:

P (�i) > 0 f�ur i = 1; 2; : : : ; k

P (�i) < 0 f�ur i = k + 1; : : : ; n:

Beweis: Es existiert sicherlich ein Polynom Q (x) 2 R [x] vom Grad n � 1

mit:

Q (�i) = 1 f�ur i = 1; 2; : : : ; k

Q (�i) = �1 f�ur i = k + 1; : : : ; n

(denn dies beschreibt ein lineares Gleichungssystemmit nicht{verschwinden-

der Vandermondescher Determinante).

Sei Q (x) = an�1x
n�1 + an�2x

n�2 + : : : + a0. W�ahle Folgen
�
aj

(m)
�
m2N

f�ur

j = 1; 2; : : : ; n mit

aj
(m)

2 Q ; f�ur alle m 2 N; und lim
m!1

aj
(m) = aj:

Setze Qm (x) := a
(m)
n�1x

n�1 + a
(m)
n�2x

n�2 + : : :+ a
(m)
0 . Wegen

lim
m!1

Qm (�i) = Q (�i) ; f�ur i = 1; 2; : : : n;

existieren Indizes m1;m2; : : : ;mn mit der Eigenschaft:

Qm (�i) > 0 f�ur alle m 2 N mit m � mi, i = 1; 2; : : : ; k

Qm (�i) < 0 f�ur alle m 2 N mit m � mi, i = k + 1; : : : ; n:
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Mit M := max
i=1;:::;n

mi erf�ullt also P (x) := QM (x) 2 Q [x] die geforderten

Ungleichungen.

�

Lemma 4.5 Sei 1 2 PSL(2;R) hyperbolisch und � 2 PSL(2;R) dergestalt,
da� 2 := �1�

�1 und 1 keinen gemeinsamen Fixpunkt besitzen. Dann gilt:

lim
n!1

jtr
�
n1 

n

2 
�n

1 �n2

�
j =1:

Beweis: Sei o.B.d.A. 1 =
�
�

0
0

��1

�
, wobei � 6= 0;�1. Dann besitzen 1 und 2

genau dann keinen gemeinsamen Fixpunkt, wenn gilt:

� =

�
a b

c d

�
mit abcd 6= 0:

Eine einfache Rechnung zeigt jetzt, da� f�ur n := n1 
n

2 
�n

1 �n2 gilt:

tr (n) = abcd
��
1 � ��2n

�2
+
�
1� �2n

�2�
+ 2

�
ad�2n � bc

� �
ad��2n � bc

�
;

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.

�

Beweis von Satz 4.2: (i) Als erstes beweisen wir, da� stets eine geeigne-

te PSL(2;R){Konjugation von � existiert, so da� f�ur jede Fortsetzung ei-

ner jeden Einbettung �i : Q (Tr (�2)) ,! R, i = 1; 2; : : : ; k, simultan gilt:

�i (�
2) � PSL(2;R).
Nach Takeuchi [16] (siehe Schlu�bemerkung (iv) in Abschnitt 1) k�onnen

wir immer erreichen, da�

�2
� PSL(2;K) mit K = Q

�
Tr (�2) ;

p
tr2 ()� 4

�
;

f�ur beliebiges hyperbolisches  2 �2. Demnach gen�ugt es zu zeigen: Es exi-

stiert ein hyperbolisches  2 �2, so da� f�ur alle Einbettungen �i gilt:

j�i (tr ()) j > 2; i = 1; 2; : : : ; k:

W�ahle dazu 1 2 �2 hyperbolisch und 2 = �1�
�1 2 �2 so, da� 1 und 2

keinen gemeinsamen Fixpunkt haben. Sei o.B.d.A.

j�i (tr (1)) j > 2 f�ur i = 1; 2; : : : ; l

und

j�i (tr (1)) j < 2 f�ur i = l+ 1; : : : ; k.
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Nach Lemma 4.5 existieren dann n1; n2; : : : ; nl 2 N mit:

j�i
�
tr
�
n1 

n

2 
�n

1 �n2

��
j > 2; f�ur i = 1; 2; : : : ; l und alle n 2 N mit n � ni:

De�niere nun N := max
i=1;2;:::;l

ni und setze  := N1 
N

2 
�N

1 �N2 , also:

j�i (tr ()) j > 2 f�ur i = 1; 2; : : : ; l:

Wegen �i (Tr (�
2)) * [�2; 2], i = 1; 2; : : : ; k, k�onnen wir (nach einer geeig-

neten PSL(2;R){Konjugation) jeweils annehmen, da� �i (�
2) � PSL(2;R).

F�ur i = l+1; : : : ; n sind dann die Elemente �i (1) und �i (2) nach Konstruk-

tion elliptisch und haben verschiedene Fixpunkte. Das gilt nat�urlich auch f�ur

�i
�
N1
�
und �i

�
N2
�
; da das Kommutatorprodukt solcher Elemente stets hy-

perbolisch ist (siehe z. B. Beweis von Theorem 2.4.1 in Katok [10]), ergibt

sich:

j�i (tr ()) j > 2 f�ur i = l + 1; : : : ; k:

 2 �2 besitzt also die gew�unschten Eigenschaften.

Sei jetzt � o.B.d.A. schon so gew�ahlt, da� f�ur jede Fortsetzung ~�i von �i,

i = 1; 2; : : : ; k gilt: ~�i (�
2) � PSL(2;R). Nach Lemma 4.3 sind damit f�ur

i = 1; 2; : : : ; k

f�
i
:= ~� (�i)

�1
Æ fi Æ �i : H 7! H ; falls ~� (�i) : H 7! H

bzw.

f�
i
:= ~� (�i)

�1
Æ fi Æ �i : H 7! H ; falls ~� (�i) : H 7! �H

holomorphe bzw. antiholomorphe Funktionen, die die Funktionalgleichung

f�
i
Æ  (z) = ~�i () Æ f

�

i
(z)

f�ur alle  2 �2 und f�ur alle z 2 H erf�ullen. Sei o.B.d.A. f�i holomorph f�ur

i = 1; 2; : : : ;m und antiholomorph f�ur i = m+ 1; : : : ; k.

Zum Beweis der modularen Einbettbarkeit von � bleibt nach Satz 4.1

jetzt noch zu zeigen: � l�a�t sich ein weiteres Mal so in der PSL(2;R) konju-
gieren, da� alle sich aus den f�

i
, i = 1; 2; : : : ; k, ergebenden Funktionen, die

die entsprechende Funktionalgleichung f�ur die konjugierte Gruppe erf�ullen,

holomorph werden. Sei dazu Q (Tr (�2)) = Q (�), � 2 Q, und w�ahle nach

Lemma 4.4 ein Polynom P (x) 2 Q [x] mit:

�i (P (�)) = P (�i (�)) > 0 f�ur i=1,2,. . . ,m

und

�i (P (�)) = P (�i (�)) < 0 f�ur i=m+1,. . . ,k:
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Setze nun:

� :=

 p
P (�) 0

0
�p

P (�)
�
�1

!
:

Nach Konstruktion gilt f�ur jede Fortsetzung von �i auf �:

�i (�) : H 7! H ; f�ur i = 1; 2; : : : ;m

und

�i (�) : H 7! �H ; f�ur i = m+ 1; : : : ; k:

Somit ist die Gruppe � ���1 modular einbettbar via der nunmehr s�amtlich

holomorphen Funktionen �i (�) f
�

i
��1, f�ur i = 1; 2; : : : ;m, und �i (�) f

�

i
��1,

f�ur i = m+ 1; : : : ; k.

(ii) Sei jetzt umgekehrt � modular einbettbar und � o.B.d.A. schon so

konjugiert, da� die Funktionalgleichungen

fi Æ  (z) = �i () Æ fi (z) ; f�ur i=1,2,. . . ,k,

f�ur alle  2 �2 und alle z 2 H durch holomorphe Funktionen fi l�osbar sind.

Sei i 2 f1; 2; : : : ; kg beliebig. Ist � ���1 eine PSL(2;R){Konjugation von �,

f�ur die sich �i ebenfalls so erweitern l�a�t, da� �i (��
2��1) � PSL(2;R), so

k�onnen wir nach Lemma 4.3 schlie�en, da� entweder

f�i := �i (�) Æ fi Æ �
�1 oder f�i := �i (�) Æ fi Æ ��1 (�i entsprechend fort-

gesetzt) eine holomorphe bzw. antiholomorphe Funktion ist, die die obere

Halbebene in sich abbildet und die gew�unschte Funktionalgleichung f�ur die

konjugierte Gruppe ����1 erf�ullt.

�

Wenn es auch sehr schwer ist, die modulare Einbettbarkeit einer semi-

arithmetischenFuchsschen Gruppe nachzuweisen, so gibt es jedoch eine Reihe

von Kriterien, die eine solche Gruppe auf jeden Fall erf�ullen mu� und die

es somit erlauben, von vorneherein aus der Reihe der in Frage kommenden

"
Kandidaten\ einen (mehr oder weniger gro�en) Teil auszusondern.

Satz 4.6 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei � eine semiarithmetische

Fuchssche Gruppe, die eine modulare Einbettung erlaubt. Dann gilt:

F�ur alle nicht{trivialen Einbettungen

id 6= � : Q (Tr (�2)) ,! R

ist die Punktmenge � (Tr(�2)) nicht{diskret und es ist

j� (tr ()) j < jtr()j

f�ur jedes hyperbolische Element  2 �2.
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Insbesondere erhalten wir daraus:

Satz 4.7 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei � eine semiarithmetische

Fuchssche Gruppe, die eine modulare Einbettung erlaubt. Dann gilt:

F�ur alle nicht{trivialen Einbettungen

id 6= � : Q (Tr (�2)) ,! R

ist � (�2) keine Fuchssche Gruppe.

Die in Satz 4.6 erw�ahnte Eigenschaft, da� in modular einbettbaren Grup-

pen die algebraische Konjugation stets alle Spuren hyperbolischer Elemente

betragsm�a�ig verringern mu�, l�a�t sich unter gewissen Zusatzbedingungen

an die Gruppe versch�arfen. Dazu brauchen wir aber zun�achst noch einige

Vorbereitungen:

Lemma 4.8 Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.1 gilt: Jede der Komponen-
tenfunktionen f�j : H 7! H , j = 1; : : : n, ist surjektiv.

Vorerst wollen wir aber weniger zeigen, n�amlich:

Lemma 4.9 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, die eine mo-

dulare Einbettung erlaubt. Sei id 6= �j : Q (Tr (�2)) ,! R eine Einbettung des
Spurk�orpers mit �j (Tr (�

2)) * [�2; 2], und sei  2 �2 hyperbolisch mit �j ()

elliptisch. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.1 gilt dann f�ur den Fixpunkt
E 2 H von �j ():

E 2 f�j (H ) :

Beweis: W�ahle ~ 2 �2 mit �j (~) hyperbolisch (so ein Elementmu� existieren,

da nach Voraussetzung �j (Tr (�
2)) * [�2; 2]). Setze

Kn := fz 2 H j d (z;E) = d (�j (~)
n
(E) ; E)g ; n 2 N0:

W�are f�j (H ) \Kn = ; f�ur alle n 2 N0, so erg�abe sich:

f�j (H ) � H n
[
n2N0

Kn:

Da f�j (H ) zusammenh�angend ist, impliziert dies:

f�j (H ) � fz 2 H j d (�j (~)
m
(E) ; E) < d (z;E) < d

�
�j (~)

m+1
(E) ; E

�
g

f�ur ein geeignetes m 2 N0.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu limn!1 f�j (~n (E)) 2 R[ f1g.
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Also: es existiert ein n 2 N0 mit f�j (H ) \ Kn 6= ;. Falls n = 0, so

ist nichts mehr zu zeigen. Ansonsten sei z 2 H mit f�j (z) 2 Kn. Da

�j () ein elliptisches Element unendlicher Ordnung ist, liegt die Menge

ff�j
�
k (z)

�
=�j ()

k
(f�j (z)) j k 2 Zg dicht auf Kn, und da f�j o�en ist,

erhalten wir sogar:

Kn � f�j (H ) ;

insbesondere also �j (~)
n
(E) = f�j (z0) f�ur ein geeignetes z0 2 H . Damit

ergibt sich aber unmittelbar:

E = �j (~)
�n
�j (~)

n
(E) = �j (~)

�n
(f�j (z0)) = f�j

�
~�n (z0)

�
2 f�j (H ) :

�

Nun aber zum

Beweis von Lemma 4.8: Es mu� ein hyperbolisches  2 �2 existieren mit

�j () elliptisch, denn sonst betrachte man eine torsionsfreie Untergruppe �0

von endlichem Index in �2 (diese existiert, siehe z. B. Fox [6] und Mennicke

[9]). W�urde �j (�
0) keine elliptischen Elemente enthalten, so w�are �j (�

0) im

Widerspruch zu Satz 4.7 diskret.

Nun sei E 2 H der Fixpunkt von �j () ; ~ 2 �2 wie im Beweis von

Lemma 4.9 und z 2 H beliebig gew�ahlt: Da f�ur die Folge mit den Gliedern

an := d (� (~)
n
(E) ; E) gilt: limn!1 an =1, existiert ein m 2 N mit:

d (z;E) < d (� (~)
m
(E) ; E) :

Sei Æ : [0; 1] 7! H ein Weg mit Æ (0) = z0 und Æ (1) = ~m (z0), wobei z0 2 H
nach Lemma 4.9 so gew�ahlt sei, da� f�j (z0) = E. De�niere eine stetige

Funktion  (t) : [0; 1] 7! R durch:

 (t) := d (f�j (Æ (t)) ; E) :

Dann mu� nach dem Zwischenwertsatz ein t0 2 [0; 1) existieren mit:

 (t0) = d (z;E) bzw. ein z1 2 H mit: d (f�j (z1) ; E) = d (z;E). Nun liegt die

Menge ff�j
�
k (z1)

�
= �j ()

k
(f�j (z1)) j k 2 Zg � f�j (H ) dicht auf dem

Kreis K := fw 2 H j d (w;E) = d (z;E)g, und da f�j o�en ist, erhalten wir:

z 2 K � f�j (H ) :

�

Jetzt wollen wir uns vorerst noch das lokale Verhalten von modularen

Einbettungen in der N�ahe elliptischer Fixpunkte genauer ansehen.
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Lemma 4.10 Sei � eine modular einbettbare Fuchssche Gruppe. Ist 0 2 �2

elliptisch mit tr(0) = 2 cos �=t und � : Q (Tr (�2)) ,! R eine Einbettung

mit � (Tr(�2)) * [�2; 2] ; �(cos�=t) = cos k�=t ; 1 < k < t, so nimmt die

zu � geh�orende Komponente f der modularen Einbettung den Wert f(z0) am

Fixpunkt z0 2 H von ~ mit einer Multiplizit�at m � k mod t an. Dabei ist

f(z0) 2 H der Fixpunkt von �(0).

Betrachtet man die Situation im Einheitskreismodell, so l�a�t sich o.B.d.A.
annehmen, da� z0 = f(z0) = 0, und man erh�alt f(z) = zkg(zt) mit einer

holomorphen Funktion g : E 7! E . Hierbei bezeichne E wieder die o�ene

Einheitskreisscheibe, E = fz 2 C j jzj < 1g.

Beweis: Wir k�onnen o.B.d.A. annehmen, da� erstens �2 � PSL(2;K), K

ein total{reeller algebraischer Zahlk�orper, und zweitens � bereits zu einer

Einbettung von K ,! R erweitert ist. Dann gilt f�ur alle  2 �2 :

f ( (z)) = � () (f (z)) ; z 2 H :

Insbesondere also f�ur z = z0 und  = 0 : f (z0) = f (0 (z0)) = � (0) (f (z0)).

Demnach ist f(z0) der eindeutig bestimmte Fixpunkt von �(0) in der oberen

Halbebene.

Behauptung: Es existiert ein � 2 PSL(2;R) mit folgenden Eigenschaften:

(i) �0 �
�1 besitzt i 2 H als Fixpunkt.

(ii) alle Matrixeintr�age von � liegen in dem total{reellen algebraischen Zahl-

k�orper K (sin (�=t) ; cos (�=t)).

Beweis der Behauptung: O.B.d.A. beschreibe 0 eine Drehung im positi-

ven Sinn. Betrachte folgende Gleichung:�
x1 x2
x3 x4

�
0 =

�
cos (�=t) sin (�=t)

� sin (�=t) cos (�=t)

��
x1 x2
x3 x4

�
:

Dies liefert ein lineares Gleichungssystem f�ur die KoeÆzienten von � =
�
x1

x3

x2

x4

�
mit L�osungen in L := K (cos (�=t) ; sin (�=t)). Da die PSL(2;R) auf der obe-
ren Halbebene transitiv operiert, mu� eine L�osung existieren, so da� sich die

Behauptung ergibt.

Nun l�a�t sich leicht nachrechnen (vergleiche Beweis von Lemma 4.15),

da� ~f := � (�) Æ f Æ ��1 die zu � geh�orende Komponente der modularen

Einbettung der konjugierten Gruppe ~� := ����1 ist. O�ensichtlich hat nicht
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nur ~0 := �0 �
�1, sondern auch � ( ~0) den Fixpunkt i 2 H . Indem wir zum

Einheitskreismodell �ubergehen, erhalten wir:

~0 (z) = exp (2�i=t) z und � ( ~0) (z) = exp (2�ik=t) z :

Sei nun ~f (z) =
1P
n=0

anz
n die Potenzreihenentwicklung von ~f im Einheitskreis.

Jetzt schreibt sich die Funktionalgleichung ~f ( ~0 (z)) = � ( ~0) ( ~f (z)); z 2 E,
als:

1X
n=0

an exp (2�in=t) z
n

= exp (2�ik=t)

1X
n=0

anz
n

) exp (2�in=t) an = exp (2�ik=t) an , f�ur alle n 2 N

) an = 0 f�ur n 6� k mod t:

Es gilt also ~f (z) = zk
P

1

n=0 atn+kz
tn . Setzt man nun g(z) :=

P
1

n=0 atn+kz
n,

so erhalten wir, wie behauptet, ~f(z) = zkg(zt) mit einer holomorphen Funk-

tion g : E 7! E.
�

Satz 4.11 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, die eine modu-

lare Einbettung erlaubt. Sei  2 �2 hyperbolisch, mit Eigenwert � > 1. Sei
� : Q (Tr (�2)) ,! R eine nicht{triviale Einbettung. Dann gilt:

(i) Enth�alt �2 elliptische Elemente k mit Fixpunkt Ek 2 H und mit
�(tr(k)) 6= tr(k) ; k 2 N, so gilt f�ur den Eigenwert �(�) von � (), j�(�)j � 1 :

j�(�)j <

�
1

2

�
�2 + ��2

�
+

c

1 + c2

�
�2 � ��2

��1=2

;

hierbei ist c de�niert als: c := inf
k2N

tanh d (Ek ; Achse ()).

(ii) Enth�alt �2 keine elliptischen Elemente, aber ist �2 cokompakt, so gilt
mit denselben Bezeichnungen wie in (i):

j�(�)j �

�
1

2

�
�2 + ��2

�
+

~c

1 + ~c2

�
�2 � ��2

��1=2

;

hierbei ist ~c de�niert als: ~c := inf
�2N(�2)

max
z2F

tanh d (z;Achse (���1)), wobei

N (�2) wieder den Normalisator von �2 in der Isom (H ) und F � H einen

beliebigen Fundamentalbereich von �2 bezeichne.
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Beweis: (i) Wir f�uhren den Beweis imEinheitskreismodell und setzen o.B.d.A.

voraus, da� � (Tr (�2)) * [�2; 2] (ansonsten sind die Behauptungen trivialer-

weise erf�ullt). Sei E1 der elliptische Fixpunkt von 1 2 �2. Nach Lemma 4.10

k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� E1 = 0, und ebenfalls aus Lemma 4.10

wissen wir, da� dann f�ur die � zugeordnete Komponente f der modularen

Einbettung nach Voraussetzung gilt: f(0) = f 0(0) = 0. Setze:

 (z; f) :=
(1 � jz2j) jf 0 (z) j

1 � jf (z) j2
; z 2 E:

Nach Beardon [2] gilt:

d (f (z) ; f (w)) < log (cosh (d (z;w)) +  (z; f) sinh (d (z;w))) ; z; w 2 E:

Ein Resultat von Yamashita [19] liefert au�erdem folgende Absch�atzung:

 (z; f) �
 (0; f) (1 + jzj2) + 2jzj

1 + jzj2 + 2 (0; f) jzj
; z 2 E:

Desweiteren gilt f�ur jedes hyperbolische  2 PSL(2;R) und f�ur alle z 2 H :

jtr()j � 2 cosh 1
2 d (z;  (z)) ;

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn z auf der Achse von  liegt. Sei

nun z 2 Achse () beliebig, dann erhalten wir unter Verwendung der obigen

Ergebnisse wegen  (0; f) = 0 :

j� (tr ())j � 2 cosh 1
2
d (� ()f(z) ; f(z))

= 2 cosh 1
2 d (f(z) ; f(z))

< 2 cosh 1
2 log (cosh d (z;z) +  (z; f) sinh d (z;z))

� 2 cosh 1
2 log

�
cosh d (z;z) +

2jzj
1+jzj2 sinh d (z;z)

�
:

Setzt man ! :=
2jzj

1+jzj2 , so ergibt sich daraus unmittelbar:

j� (tr ())j < (cosh d (z;z) + ! sinh d (z;z))
1

2+(cosh d (z;z) + ! sinh d (z;z))
�
1

2

Also:

j� (�)j < (cosh d (z;z) + ! sinh d (z;z))
1

2

=

�
1
2 tr

2 ()� 1 + !
��

1
2 tr

2 ()� 1
�2
� 1
� 1

2

�1

2

=

�
1

2

�
�2 + ��2

�
+
!

2

�
�2 � ��2

��1

2

:
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Wegen jzj = tanh d (0 ; z) = tanh d (E1 ; z) und da die obigen Betrachtungen

f�ur alle z 2 Achse () sowie jeden elliptischen Fixpunkt Ek, k 2 N, g�ultig
sind, folgt die Behauptung.

(ii) Sei F � H ein Fundamentalbereich von �2, f die � zugeordnete der

modularen Einbettung und z0 2 F mit f 0 (z0) = 0. So ein z0 mu� existieren,

da sonst wegen der Surjektivit�at von f nach Lemma 4.8 und wegen des

einfachen Zusammenhangs von H gelten m�u�te: f 2 PSL(2;R), was f�ur die
zu � 6= id geh�orige Komponente einer modularen Einbettung nicht m�oglich

ist. W�ahle r 2 R ; r > 0 und � 2 [0; 2�) mit:

M :=

�
r 0

0 r�1

��
cos � � sin �

sin � cos �

�
(z0) = i:

W�ahle au�erdem Folgen (rn)n2N� Q und (�n)n2N� 2�Q mit limn!1 rn = r

und limn!1 �n = �. Da Mn :=
�
rn

0
0

rn
�1

��
cos �n
sin �n

�sin �n
cos �n

�
f�ur alle n 2 N

nur Eintr�age in einem total{reellen algebraischen Zahlk�orper besitzt, sind

auch alle Gruppen Mn�M
�1
n

modular einbettbar und die zu � geh�orende

Komponente der modularen Einbettung ist jeweils gegeben durch fn :=

�(n) (Mn) Æ f ÆM
�1
n

(vergleiche Beweis von Lemma 4.15); hierbei bezeich-

ne �(n) eine beliebige Fortsetzung von � auf die KoeÆzienten von Mn.

Wir wollen im folgenden die Situation im Einheitskreis betrachten und um

der besseren Lesbarkeit willen die Bezeichnungen f , fn, z0 und Mn bzw.

�(n) (Mn) beibehalten. Sei jetzt z 2 Achse () und " > 0, dann gilt mit den

Bezeichnungen aus dem Beweis von (ii) unter Verwendung des dort zitierten

Ergebnisses von Yamashita [19]:

lim
n!1

 (Mn (z) ; fn) � lim
n!1

 (0; fn) (1 + jMn (z) j
2) + 2jMn (z) j

1 + jMn (z) j2 + 2 (0; fn) jMn (z) j
:

Desweiteren ergibt sich:

lim
n!1

 (0; fn) = lim
n!1

fn
0 (0)

1 � jfn (0) j2

= lim
n!1

�
�(n) (Mn)

0
Æ f ÆMn

�1 (0)
�
(f 0 (M�1

n
(0)))Mn

�10 (0)

1� j�(n) (Mn) Æ f ÆMn

�1 (0) j
2

= 0;

da limn!1 f
0 (M�1

n
(0)) = f 0 (M�1 (0)) = f 0 (z0) = 0, die beiden anderen

Faktorenfolgen im Z�ahler betragsm�a�ig beschr�ankt sind und auch der Nenner
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o�ensichtlich durch eine positive Konstante nach unten abgesch�atzt werden

kann. Also:

lim
n!1

 (Mn (z) ; fn) � lim
n!1

2jMn (z) j

1 + jMn (z) j2

und

lim
n!1

2jMn (z) j

1 + jMn (z) j2
=

2jM (z) j

1 + jM (z) j2
=

2 tanh d (0 ;M (z))

1 + tanh2 d (0 ;M (z))

=
2 tanh d (z0;z)

1 + tanh2 d (z0;z)
:

Somit existiert ein n0 2 N, so da� f�ur alle n � n0 gilt:

 (Mn (z) ; fn) �
2 tanh d (z0;z)

1 + tanh2 d (z0;z)
+ ":

Nun ergibt sich analog zum Beweis von (i) mit gn (z) := fn (Mn (z)) und

! :=  (Mn (z) ; fn):

jtr
�
�(n)

�
MnM

�1
n

��
j � 2 cosh 1

2 d
�
�(n) (MnM

�1
n
) (gn (z)) ; gn (z)

�
= 2 cosh 1

2
d (gn (z) ; gn (z))

< 2 cosh 1
2 log (cosh d (z;z) + ! sinh d (z;z)) :

Wiederum analog zu den bereits in (i) gef�uhrten Schl�ussen erh�alt man hieraus

wegen j� (tr ()) j = jtr
�
�(n) (MnM

�1
n
)
�
j:

j� (�)j <

�
1

2

�
�2 + ��2

�
+
!

2

�
�2 � ��2

��1

2

:

Verwendet man nun die oben erhaltene Absch�atzung f�ur ! =  (Mn (z) ; fn)

und beachtet, da� z 2 Achse () sowie " > 0 beliebig gew�ahlt waren und sich

die obige Argumentation auch auf alle Elemente in der Konjugationsklasse

von  in N (�2) anwenden l�a�t (die s�amtlich dieselbe Spur wie  haben), so

folgt die Behauptung.

�

Bemerkung: Satz 4.11 ist in den beiden F�allen (i) und (ii) eine echte Ver-

besserung von Satz 4.6, da die rechte Seite der Ungleichung wegen c < 1 bzw.

~c < 1 jedesmal echt kleiner als � ist.
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Korollar 4.12 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe, die eine modulare Ein-

bettung erlaubt, sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine nicht{triviale Einbettung mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2]. Liegt dann auf der Achse eines hyperbolischen Elements

 2 �2 der Fixpunkt eines elliptischen Elements ~ 2 �2 mit � (tr (~)) 6= tr (~),

so ist:

j� (tr ()) j <
�
1
2
tr2 ()� 1

� 1
2 +

�
1
2
tr2 () � 1

�
�
1

2 :

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 4.11(i), da in diesem Fall gilt: c = 0.

�

Ist eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe � modular einbettbar, so

haben nat�urlich auch alle ihre Untergruppen endlichen Indexes diese Eigen-

schaft. Unter welchen Bedingungen l�a�t sich jedoch modulare Einbettbarkeit

auf gr�o�ere, das hei�t �2 echt umfassende, Gruppen fortsetzen? Mit dieser

Frage, deren Beantwortung einige interessante Konsequenzen hat, wollen wir

uns jetzt besch�aftigen.

Lemma 4.13 (Cohen/Wolfart [5]) Sei � eine semiarithmetische Fuchs-
sche Gruppe. Enth�alt �2 elliptische Elemente, so ist eine modulare Einbet-

tung, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt.

Beweis: Es gen�ugt zu zeigen: die Komponentenfunktionen der modularen

Einbettung sind eindeutig bestimmt. Sei dazu � : Q (Tr (�2)) ,! R eine

nicht{triviale Einbettung mit �(Tr (�2) * [�2; 2] und f die � zugeordnete

Komponente der modularen Einbettung. Sei nun  2 �2 elliptisch mit Fix-

punkt z0 2 H und � (z0) 2 H der Fixpunkt von � () f�ur eine geeignete

Fortsetzung von �. Nach Lemma 4.10 wissen wir, da� notwendigerweise

f (z0) = � (z0)

gelten mu�. Damit liegen die Werte von f auf dem ganzen Orbit �2 (z0) fest.

Gehen wir zum Einheitskreismodell �uber, so gilt jedoch nach Lehner ([8],

Satz 2.3.4), da �2 co�nit ist:X
2�2

1 � j(z0) j =1 ;

woraus wir unter Benutzung eines bekannten Resultates aus der Funktionen-

theorie (vergleiche z. B. Remmert [11], Kapitel 4, x3, 2.) die Eindeutigkeit

von f erhalten.

�
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De�nition und Lemma 4.14 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche

Gruppe, sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine nicht{triviale Einbettung mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2], die o.B.d.A. schon so fortgesetzt sei, da�

� (�2) � PSL(2;R). N (�2) bezeichne den Normalisator von �2 in der Grup-

pe aller Isometrien der oberen Halbebene, Isom (H ) = PS�L(2;R). F�ur

 =
�
a

c

b

d

�
2 N (�2) ; a; b; d; c 2 R mit ad� bc = �1 de�niere:

~� () :=

�
~� (a) ~� (b)

~� (c) ~� (d)

�
und ~� () (z) :=

~� (a) z + ~� (b)

~� (c) z + ~� (a)
;

wobei ~� : K := Q (Tr (�2) ; a; b; c; d) ,! C eine Fortsetzung von � sei (nach

Satz 2.6 ist auch K ein algebraischer Zahlk�orper f�ur eine geeignete PSL(2;R){
Konjugation von �2). Dann gilt:

(i) ~� () 2 PS�L(2;R) oder ~� () 2
�
i

0
0
�i

�
PS�L(2;R):

(ii) � ( Æ ~ Æ �1) (z) = ~� () Æ � (~) Æ ~� (�1) (z) f�ur alle z 2 H und alle
~ 2 �2.

Beweis (vergleiche auch Beweis von Lemma 4.3): Ist  2 N (�2),

so auch ~� () 2 N (� (�2)). Da wir � (�2) genau wie �2 als Untergruppe

der PSL(2;R) ansehen k�onnen, mu� wegen ~� () � (�2) = � (�2) ~� () gel-

ten: ~� () (R[1) ist � (�2)-invariant, also:

~� () (R[1) = R[1

und damit folgt unmittelbar: ~� () (H ) = H oder ~� () (H ) = �H . Wegen

det
�
i

0
0
�i

�
= 1 und

�
i

0
0
�i

�
(H ) = �H liefert dies die erste Behauptung. Au�er-

dem schlie�en wir daraus:

~� () (z) = ~� () (z) ; f�ur alle z 2 R;

mit dem Identit�atssatz also auch

~� () (z) = ~� () (z) ; f�ur alle z 2 H ;

woraus sich wegen � (~) 2 PSL(2;R) die zweite Behauptung ergibt.

�

Lemma 4.15 Sei � eine co�nite Fuchssche Gruppe, die eine modulare Ein-

bettung erlaubt, sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine nicht{triviale Einbettung mit
� (Tr (�2)) * [�2; 2], und sei f die � zugeordnete Komponente der modularen

Einbettung (� sei o.B.d.A. schon so fortgesetzt, da� � (�2) � PSL(2;R)).
Sei  2 N (�2) � Isom (H ), und setze � so zu einer Einbettung ~� fort, da�
~� () erkl�art ist. Dann erf�ullt

f := ~� () Æ f Æ �1 : H 7! f�gH
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dieselbe Funktionalgleichung wie f, also: f Æ ~ (z) = � (~) Æ f (z), f�ur alle

z 2 H und alle ~ 2 �2.

Beweis: Nach Lemma 4.14 gilt: ~� () (H ) = H oder ~� () (H ) = �H .
Es bleibt noch zu zeigen, da� f die Funktionalgleichung erf�ullt; sei dazu

~ 2 �2 und z 2 H beliebig gew�ahlt. Dann ergibt sich unter Verwendung vom

Lemma 4.14, falls  62 PSL(2;R) (im anderen Fall wissen wir bereits aus

Lemma 4.3, da� die entsprechende Gleichung gilt):

f Æ ~ (z) = ~� () Æ f Æ
�
�1 Æ ~ Æ 

� �
�1z

�
= ~� () Æ �

�
�1 Æ ~ Æ 

�
Æ f
�
�1z

�
= ~� () Æ ~� ()

�1
Æ � (~) Æ ~� () Æ f

�
�1z

�
= � (~) Æ f (z) :

�

Satz 4.16 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 4.15 gilt:
(i) Enth�alt �2 elliptische Elemente, so gilt auch f�ur alle  2 N (�2), f�ur

die sich � so zu einer Einbettung ~� fortsetzen l�a�t, da� ~� () 2 Isom (H ):

~� () Æ f (z) = f Æ  (z) ; f�ur alle z 2 H :

Handelt es sich insbesondere bei  um eine hyperbolische Spiegelung, so ist
auch ~� () eine hyperbolische Spiegelung, und f mu� die Spiegelachse von 

in die Spiegelachse von ~� () abbilden.

(ii) Existiert ein  2 N (�2) und eine Fortsetzung ~� von � dergestalt, da�
~� () 62 Isom (H ), so gibt es eine antiholomorphe Funktion g :

g := ~� () Æ f Æ �1 : H 7! H ;

die dieselbe Funktionalgleichung wie f erf�ullt.

Beweis: (i) Nach Lemma 4.13 ist f eindeutig bestimmt. Da nun

f := ~� () Æ f Æ �1 : H 7! H

nach Lemma 4.15 dieselbe Funktionalgleichung wie f erf�ullt, so mu� gelten:

f = f, was die erste Behauptung liefert.  2 N (�2) ist genau dann eine

hyperbolische Spiegelung, wenn gilt: det () = �1 und tr () = 0. Diese Be-

dingungen bleiben o�ensichtlich bei algebraischer Konjugation unver�andert,

so da� wir unter der gemachten Voraussetzung ~� () 2 Isom (H ) folgern
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k�onnen, da� auch ~� () eine hyperbolische Spiegelung ist. W�ahle nun ein

beliebiges z 2 H aus der Spiegelachse von . Dann erhalten wir:

~� () Æ f (z) = f Æ  (z) = f (z) :

f (z) wird also von ~� () �xiert, mu� sich also in der Spiegelachse von ~� ()

be�nden.

(ii) Nach Lemma 4.15 erf�ullt

f := ~� () Æ f Æ �1 : H 7! �H

dieselbe Funktionalgleichung wie f . Damit ergibt sich analog zum Beweis

von Lemma 4.3(ii) f�ur g = f : H 7! H und beliebiges ~ 2 �2 wegen

� (~) 2 PSL(2;R):

g Æ ~ = f Æ ~ = � (~) Æ f = � (~) Æ f = � (~) Æ g :

�

De�nition 4.2

(i) F�ur z;w 2 H [ R[1 de�nieren wir:

[z;w] := die abgeschlossene z und w in H verbindende geod�atische Strecke

(z;w) := die o�ene z und w in H verbindende geod�atische Strecke

(ii) Sei G � H eine Geod�atische und z 2 G. Unter einer Halbumgebung

von z bez�uglich G, bezeichnet mit U1=2 (z;G), verstehen wir jede Menge M ,

die sich folgenderma�en schreiben l�a�t: Es existiert eine (euklidische) Kreis-

scheibe B (z; r) � H um z mit Radius r und M = B1 [ (G \B (z; r)) oder

M = B2 [ (G \B (z; r)), wobei mit B1 bzw. B2 die 2 Zusammenhangskom-

ponenten von B (z; r) nG bezeichnet seien.

Satz 4.17 Sei � eine semiarithmetische Gruppe, �2 enthalte elliptische Ele-

mente. Gibt es dann f�ur eine geeignete PSL(2;R){Konjugation von � hyper-

bolische Spiegelungen SGi
2 N (�2) ; i = 1; : : : ; n, an Geod�atischen Gi und

eine nicht{triviale Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R mit � (Tr (�2)) * [�2; 2]

dergestalt, da�:

(i) die Gi ein hyperbolisches Polygon P � H beranden, und gleichzeitig
(ii) � sich so zu einer Einbettung ~� fortsetzen l�a�t, da� ~� (SGi

) 2 Isom (H );
i = 1; : : : ; n, aber au�erdem mindestens ein  2 N (�2) existiert mit

~� () 62 Isom (H ),
so ist � nicht modular einbettbar.

44



Beweis: Wir nehmen an, � sei modular einbettbar. Dann ist nach Satz 4.2

die Funktionalgleichung

f Æ  (z) = ~� () Æ f (z) f�ur alle z 2 H und alle  2 �2

durch eine holomorphe bzw. antiholomorphe Funktion f l�osbar. Nach Vor-

aussetzung (ii) und Satz 4.16(ii) wissen wir, da� dann auch eine antiholo-

morphe bzw. holomorphe Funktion g, n�amlich g := ~� () Æ f Æ �1 : H 7! H ,
existiert, die dieselbe Funktionalgleichung wie f erf�ullt. Sei o.B.d.A. f holo-

morph und g antiholomorph. Desweiteren erhalten wir nach Satz 4.16(i) und

Voraussetzung (ii) �uber die Spiegelungen SGi
; i = 1; : : : ; n:

f (Gi) � ~� (Gi)(1)

sowie g (Gi) � ~� (Gi) ;(2)

hierbei bezeichne ~� (Gi) die Spiegelachse von ~� (SGi
). Seien vi 2 H [ R[1 ;

i = 1; : : : ; n, die Ecken von P , dabei sei vi = Gi \ Gi+1 (Indizes modulo n

gelesen).

Wir betrachten nun zun�achst nur den Fall, da� das von den Gi berande-

te Polygon P kompakt ist, das hei�t vi 2 H f�ur i = 1; : : : ; n. Die obigen

Beziehungen (1) und (2) implizieren:

f (vi) = g (vi) = ~� (Gi) \ ~� (Gi+1) =: ~� (vi) :

F�ur die i-te Seite Si � Gi von P gilt: Si = [vi�1; vi] ; i = 1; : : : ; n (Indizes

wieder modulo n gelesen). Unter erneuter Benutzung von (1) und (2) erhalten

wir damit:

f (Si) = [zi1; zi2] � [~� (vi�1) ; ~� (vi)] ; zi1; zi2 2 ~� (Gi) geeignet gew�ahlt

g (Si) = [wi1
; wi2

] � [~� (vi�1) ; ~� (vi)] ; wi1
; wi2

2 ~� (Gi) geeignet gew�ahlt:

Wir k�onnen nun f (P ) [ g (P ) schreiben als:

f (P ) [ g (P ) = K [ U;

wobei (�P bezeichne das Innere von P ):

K :=

n[
i=1

fzi1; zi2; wi1
; wi2

; ~� (vi)g

U :=
[
z2�P

(f (z) [ g (z)) [

n[
i=1

[
z 2 Si

f (z) 62K

f (z) [

n[
i=1

[
z 2 Si

g (z) 62K

g (z) :
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Behauptung: U � H ist o�en.

Beweis der Behauptung:

Sei z 2 U beliebig. Falls z 2 f(�P) [ g(�P ), so ist nach dem O�enheits-

prinzip nichts zu zeigen. Sei also o.B.d.A. z 2 f (S1)[ g (S1) und die Punkte

~� (v1) ; ~� (vn; ) z11; z12; w11; w12 seien o.B.d.A. folgenderma�en angeordnet:

d (z11; ~� (vn)) < d (z11; ~� (v1)) � d (z11; z12)

sowie d (w11; ~� (vn)) < d (w11; ~� (v1)) � d (w11; w12) :

1.Fall: Es existiert ein w 2 f�1 (z) \ S1 mit f 0 (w) = 0. W�ahle eine

Halbumgebung U1=2 (w;G1) von w mit:

U1=2 (w;G1) � P und U1=2 (w;G1) \ f
�1 (K) = ;

(dies ist m�oglich, da w 62 f�1 (K) und die Menge f�1 (K) diskret ist). Dann

ist f
�
U1=2 (w;G1)

�
� U wegen f (G1) � ~� (G1) eine Umgebung von z.

2. Fall: Es existiert ein w 2 g�1 (z) \ S1 mit �g0 (w) = 0. Argumentiere

analog zum 1. Fall.

3. Fall: Sei z 2 (~� (vn) ; ~� (v1)) und f�ur jedes w 2 f�1 (z) \ S1 bzw. jedes

w0 2 g�1 (z) \ S1 gelte: f 0 (w) 6= 0 bzw. �g0 (w0) 6= 0. Orientiere ~� (G1) von

~� (vn) nach ~� (v1) und G1 von vn nach v1; o.B.d.A. be�nde sich dann P auf

der rechten Seite von G1. Da wir wissen, da�

f (vn) = g (vn) = ~� (vn)

und

f (v1) = g (v1) = ~� (v1) ;

so mu� es w 2 f�1 (z) \ S1 und w0 2 g�1 (z) \ S1 mit der Eigenschaft

geben, da� f eine gen�ugend kleine Halbumgebung U1 := U1=2 (w;G1) � P

auf eine Halbumgebung f (U1) von z bez�uglich ~� (G1) abbildet, die auf der

rechten Seite von ~� (G1) liegt bzw. g eine gen�ugend kleine Halbumgebung

U2 := U1=2 (w
0; G1) � P auf eine Halbumgebung g (U2) von z bez�uglich

~� (G1) abbildet, die auf der linken Seite von ~� (G1) liegt. O.B.d.A. seien U1

bzw. U2 wieder so gew�ahlt, da�

U1 \ f
�1 (K) = ; und U2 \ g

�1 (K) = ; :

Damit ist (f (U1) [ g (U2)) � U eine Umgebung von z.

4. Fall: Sei z 2 (z11; ~� (vn)) und f�ur alle w 2 f�1 (z)\S1 gelte: f
0 (w) 6= 0.

Betrachte die Menge

f�1 (~� (vn)) \ S1 = fx0; x1; : : : ; xkg ; x0 := vn:

Wegen f (v1) = ~� (v1) gilt: k � 1, falls (z11; ~� (vn)) 6= ;. Sei o.B.d.A.

d (vn; x1) < d (vn; x2) < : : : < d (vn; xk) :
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Sei nun w 2 f�1 (z11) \ S1 beliebig gew�ahlt. Dann existiert genau ein j,

0 � j < k; mit w 2 [xj; xj+1], und es gilt:

f ([xj; xj+1]) = [z11; ~� (vn)] sowie f (xj) = f (xj+1) = ~� (vn) :

Damit m�ussen aber Punkte y1; y2 2 [xj; xj+1] \ f
�1 (z) mit der Eigenschaft

existieren, da� f gen�ugend kleine Halbumgebungen U1 := U1=2 (y1; G1) � P

bzw. U2 := U1=2 (y2; G1) � P auf Halbumgebungen f (U1) bzw. f (U2) von z

bez�uglich ~� (G1) abbildet, die auf jeweils unterschiedlichen Seiten von ~� (G1)

liegen. O.B.d.A. sei wieder vorausgesetzt, da�

U1 \ f
�1 (K) = ; und U2 \ f

�1 (K) = ; :

Somit ist (f (U1) [ f (U2)) � U eine Umgebung von z.

5.Fall: F�ur z 2 (w11; ~� (vn)), z 2 (~� (v1) ; z12) oder z 2 (~� (v1) ; w12) l�a�t

sich die im 4. Fall gef�uhrte Argumentation analog �ubertragen.

Damit sind alle m�oglichen F�alle behandelt worden, so da� die Behaup-

tung bewiesen ist.

Sei nun z0 2 U beliebig gew�ahlt. Betrachte alle orientierten geod�atischen

Strahlen, die von z0 ausgehen. Da z0 im Innern von f (P ) [ g (P ) liegt und

f (P ) [ g (P ) kompakt ist, mu� jeder dieser Strahlen @ (f (P ) [ g (P )), den

Rand von f (P ) [ g (P ), schneiden. Nun gilt aber o�ensichtlich, da U o�en

ist:

@ (f (P ) [ g (P )) � K;

und K ist nur eine endliche Menge, wohingegen es unendlich viele paarweise

disjunkte geod�atische Strahlen gibt. Widerspruch!

Wenn P nicht kompakt ist, also Ecken vj ; j 2 f1; 2; : : : ; ng, in R [ 1 be-

sitzt, so l�a�t sich fast dieselbe Argumentation f�uhren. Schneiden sich zwei

der Geod�atischen Gj und Gj+1 in vj 2 R[1, so ist das Produkt

SGj
Æ SGj+1

2 N
�
�2
�

parabolisch mit Fixpunkt vj. Ebenso ist ~�
�
SGj

�
Æ ~�
�
SGj+1

�
parabolisch mit

Fixpunkt ~� (vj). Nach einem Resultat von Schmutz Schaller/Wolfart [14]

k�onnen wir dann f und g stetig nach vj fortsetzen durch

f (vj) = g (vj) := ~� (vj) :

Wir betrachten nun das kompakti�zierte Polygon P := P [ fv1; v2; : : : ; vng.

Die De�nitionen von U und K k�onnen f�ur f
�
P
�
[ g
�
P
�
identisch �ubernom-

men werden und ebenso der Beweis daf�ur, da� U � H o�en ist. Nun ist
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f
�
P
�
[ g
�
P
�
kompakt in H [R[1, und man erh�alt auf dieselbe Weise wie

vorher einen Widerspruch.

�

Bemerkung: Ich vermute, da� schon die Existenz eines Elements

 2 N (�2) und einer Erweiterung ~� einer nicht{trivialen Einbettung

� : Q (Tr (�2)) ,! R mit � (Q (Tr (�2))) * [�2; 2] und ~� () 62 Isom (H )
ausreicht, um die modulare Einbettbarkeit einer semiarithmetischen Gruppe

� zu verhindern. Wenigstens im Fall, da� �2 elliptische Elemente enth�alt,

erscheint es mir jedenfalls �au�erst unwahrscheinlich, da� es sowohl eine (je-

weils eindeutig bestimmte) holomorphe Funktion als auch eine antiholomor-

phe Funktion gibt, die die erforderliche Funktionalgleichung erf�ullt.

4.2 Modulare Einbettbarkeit von symmetrischen

Fuchsschen Gruppen

Besch�aftigt man sich mit der Frage nach der modularen Einbettbarkeit ei-

ner gegebenen Gruppe, so ist es zun�achst sicherlich zweckm�a�ig, ein Kri-

terium daf�ur zu erarbeiten, f�ur welche nicht{trivialen Einbettungen � des

Spurk�orpers in die reellen Zahlen �uberhaupt eine holomorphe Funktion f�

zu konstruieren ist, die die gew�unschte Funktionalgleichung erf�ullt. Mit an-

deren Worten: wann gilt � (Q (Tr (�2))) * [�2; 2]? Dies l�a�t sich im Fall un-

serer speziellen symmetrischen Vierecksgruppen anhand des folgenden Satzes

leicht entscheiden:

Satz 4.18 Sei � eine semiarithmetische symmetrische Fuchssche Gruppe
der Signatur [2; 2; 2; t], und sei � eine nicht{triviale Einbettung

id 6= � : Q (Tr (�2)) ,! R :

Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.2:

�
�
Tr(�2)

�
� [�2; 2] , �

�
tr(x2)

�
; �
�
tr(y2)

�
2 [�2; 2]:

Beweis: Es bleibt nur die R�uckrichtung zu zeigen.

Sei dazu � eine nicht{triviale Einbettung id 6= � : Q (Tr (�2)) ,! R.
Aus � (tr(x2) ; � (tr(y2)) 2 [�2; 2] folgt wegen tr2() = tr(2) + 2 f�ur alle

 2 PSL(2;R)
�
�
tr2(x)

�
; �
�
tr2(y)

�
> 0:

Au�erdem ist Q (cos(�=t)) f�ur alle t ein total{reeller Zahlk�orper, so da�

zus�atzlich stets gilt:

�
�
cos2(�=t)

�
> 0:
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Setze nun � beliebig zu einer Einbettung �1:

�1 : Q (Tr (�)) = Q (tr(x); tr(y); cos (�=t)) ,! R (!)

fort. Dabei tritt die letzte Zeile nur f�ur t � 1 mod 2 auf (vgl. Bemerkung im

Beweis von Satz 3.6).

Angenommen, die Behauptung sei unwahr. Dann existiert nach Lemma 3.2

ein hyperbolisches  2 � mit j� (tr()) j > 2. Nach einem schon h�au�g ver-

wendeten Resultat von Takeuchi [16] k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da�

� � PSL
�
2;Q

�
Tr (�) ;

p
tr2()� 4

��
:

Setze �1 nochmals zu einer Einbettung �2 : Q
�
Tr (�) ;

p
tr2()� 4

�
,! C

fort. Wegen j� (tr()) j > 2 gilt auch hier sogar (unabh�angig von der speziel-

len Wahl der Fortsetzung):

�2 : Q
�
Tr (�) ;

p
tr2()� 4

�
,! R;

also: �2(�) � PSL(2;R):

Dies impliziert aber, da �2 Elementordnungen erh�alt und injektiv ist:

�2(e1); �2(e2) sind paarweise verschieden und elliptisch der Ordnung 2

) �2(e1)�2(e2) = �2(x) ist hyperbolisch

) �2(x)
2
= �2(x

2) ist hyperbolisch

) jtr (�2(x
2)) j = j�2 (tr(x

2)) j = j� (tr(x2)) j > 2:

Widerspruch!

�

Bemerkung:Die Beweisidee l�a�t sich auf beliebige nicht{elementare Fuchs-

sche Gruppen �ubertragen; im allgemeinenmu� man jedoch die Bedingung f�ur

ein hyperbolisches Element und ein Kommutatorprodukt �uberpr�ufen (siehe

auch Kern-Isberner/Rosenberger [13], Korollar 2).

Lemma 4.19 Sei � eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, sei  2 �2 ein

elliptisches bzw. parabolisches Element mit Fixpunkt z0 2 H bzw. z0 2 R[1
und S 2 N (�2) � Isom (H ) die Spiegelung an einer Geod�atischen durch den

Punkt z0. Sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine Einbettung mit � (Tr (�2)) * [�2; 2].
Dann gilt f�ur alle Fortsetzungen ~� von � auf �2 und S mit ~� (�2) � PSL(2;R):

~� (S) 2 Isom (H ) ;

oder mit anderen Worten: ~� (S) ist wieder eine hyperbolische Spiegelung.
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Beweis: W�are ~� (S) 62 Isom (H ), so m�u�te nach Lemma 4.15 gelten:

~� (S) : H 7! �H :

Betrachte nun die Operation von ~� () und ~� (S) auf ganz C [1.

Sei zun�achst  elliptisch, also z0 = x0 + iy0; x0; y0 2 R ; y0 > 0. Da nach

Voraussetzung gilt:

~� () 2 PSL(2;R);

k�onnen wir ~� durch ~� (i) := i so fortsetzen, da� ~� () die Punkte

~� (z0) = ~� (x0) + i~� (y1) und ~� (z0) = ~� (x0)� i~� (y1) �xiert, wobei weiterhin

~� (x0) ; ~� (y0) 2 R (!). Hieraus ergibt sich aber:

~� (z0) = ~� (z0) ;

womit wir erhalten:

~� (S) (~� (z0)) = ~� (z0) und ~� (S) (~� (z0)) = ~� (z0) :

~� (S) hat also einen Fixpunkt in der oberen Halbebene, was der Annahme

~� (S) : H 7! �H widerspricht. Also gilt doch: ~� (S) 2 Isom (H ) und damit

ist ~� (S) nach Satz 4.16 (i) eine hyperbolische Spiegelung.

Ist  parabolisch, so lassen sich die obigen Schlu�weisen fast analog �uber-

tragen. W�are ~� (S) 62 Isom (H ), so g�alte nach Lemma 4.14:�
i 0

0 �i

�
~� (S) 2 Isom (H )

und wegen tr (~� (S)) = ~� (tr (S)) = 0 erhalten wir daraus:

~� (S) (z) = � (z); z 2 H ;

wobei � 2 PSL(2;R) ein geeignet gew�ahltes elliptisches Element der Ord-

nung 2 ist. Nun hat aber nach Voraussetzung S den Fixpunkt z0 2 R [ 1

und damit ~� (S) den Fixpunkt ~� (z0) 2 R[1, was der obigen Darstellung

von ~� (S) widerspricht.

�

Nunmehr sind wir in der Lage, folgendes zu zeigen:

Lemma 4.20 Sei � eine symmetrische semiarithmetische Fuchssche Gruppe

der Signatur [t1; t2; : : : ; tn], und sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine Ein{

bettung mit � (Tr (�2)) * [�2; 2]. � sei o.B.d.A. schon so erweitert, da�
� (�2) � PSL(2;R). Dann gilt mit den Bezeichnungen von De�nition 3.2:

50



(i) Existiert kein i mit ti = ti+1 = 2, i = 1; 2; : : : ; n, (Indizes modulo

n gelesen), so l�a�t sich � zu einer Einbettung ~� fortsetzen mit

~� (S (�)) � Isom (H ).
(ii) Ist � modular einbettbar und existiert h�ochstens ein i 2 f1; 2; : : : ; ng,

mit ti = ti+1 = 2 oder ti = ti+1 = ti+2 = 2, (Indizes modulo n gelesen) und

mindestens ein j 2 f1; 2; : : : ; ng mit tj 6= f2;1g, so l�a�t sich � zu einer

Einbettung ~� fortsetzen mit ~� (S (�)) � Isom (H ).

Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen aus De�nition 3.2.

(i) Nach Voraussetzung liegt auf jeder Spiegelachse der die Gruppe S (�)

erzeugenden hyperbolischen Spiegelungen SGi
, i = 1; 2; : : : ; n, ein elliptischer

bzw. parabolischer Fixpunkt von �2. Damit l�a�t sich nach Lemma 4.19 � in

der angegebenen Weise zu einer Einbettung ~� erweitern.

(ii) Es sind nur noch die F�alle zu �uberpr�ufen, die nicht bereits durch (i)

abgedeckt sind. Sei also ti = ti+1 = 2 bzw. ti = ti+1 = ti+2 = 2 f�ur genau

ein i, i 2 f1; 2; : : : ; ng. Hier betrachten wir die Polygone P1 := P [ SGi
(P )

bzw. P2 := (P [ SGi
(P ))[SGi+1

(P [ SGi
(P )). Im Fall von Vierecksgruppen

haben P1 bzw. P2 demnach beispielsweise folgende Gestalt:

E1

E2

E4

E3

.

.

�
t4

�
t3

E1

E2

E4

E3

.

. �
t4

.

Polygon P1 Polygon P2

bzw.P

P

Allgemein zeichnen sich P1 bzw. P2 dadurch aus, da� auf jeder ihrer Sei-

ten mindestens ein parabolischer bzw. elliptischer Fixpunkt eines Elementes

aus �2 liegt. Damit l�a�t sich nach Lemma 4.19 � so zu einer Einbettung

~� fortsetzen, da� die ~�{Konjugate aller Spiegelungen an den Seiten von P1

bzw. P2 wieder hyperbolische Spiegelungen sind. Da ein j 2 f1; 2; : : : ; ng exi-

stiert mit tj 62 f2;1g, enth�alt �
2 elliptische Elemente, so da� wir aufgrund

der vorausgesetzten modularen Einbettbarkeit von � mit Satz 4.17 schlie-

�en k�onnen: F�ur jede Erweiterung ~�0 von ~� auf S (�) mu� zwingend gelten:

~�0 (S (�)) � Isom (H ).
�

Bevor wir uns weiter genauer ansehen, welche Eigenschaften modular
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einbettbare symmetrische Fuchssche Gruppen notwendigerweise besitzen

m�ussen, wollen wir uns noch der Frage zuwenden, wie sich die Schnittwinkel

der Achsen hyperbolischer Spiegelungen mit Eintr�agen in einem total{reellen

algebraischen Zahlk�orper bei algebraischer Konjugation der Matrixeintr�age

der Spiegelungen ver�andern. Dazu de�nieren wir zun�achst wie folgt:

De�nition 4.3 Seien G1 und G2 zwei Geod�atische in H , die sich in einem

Punkt z0 2 H schneiden. Dann bezeichnen wir mit dem Winkel <) (G1; G2)

zwischen G1 und G2, den eindeutig bestimmten Winkel # 2 [ 0; �) zwischen

den Tangenten an G1 und G2 im Punkt z0, gemessen im positiven Sinn von

G1 nach G2.

Desweiteren de�nieren wir eine Funktion � : PSL(2;R) 7! f0;�1; 1g in

der folgenden Weise: F�ur  =
�
a

c

b

d

�
2 PSL(2;R) sei

� () :=

8<
:
�1 : tr () � b < 0

1 : tr () � b > 0

0 : tr () � b = 0

Lemma 4.21 Sei  2 PSL(2;R) ein elliptisches Element mit Spur
jtr () j = 2 cos #, # 2 (0; �=2]. Dann gilt:  dreht im positiven Sinn um
den Winkel 2# 2 (0; �] genau dann, wenn � () 2 f0; 1g.

Beweis: Sei zun�achst i der Fixpunkt von . Dann dreht  genau dann im

positiven Sinn 2# 2 (0; �], wenn sich  darstellen l�a�t als

 =

�
cos # sin#

� sin# cos #

�
;

und dies impliziert o�ensichtlich: � () 2 f0; 1g.

Hat  nun einen beliebigen Fixpunkt z0 2 H , so dreht  genau dann im

positiven Sinn um 2# 2 (0; �] um z0, wenn eine Matrix
�
a

c

b

d

�
2 PSL(2;R)

existiert mit

 =

�
a b

c d

��
cos # sin#

� sin# cos #

��
d �b

�c a

�

=

�
cos #� (ac+ bd) sin # (a2 + b2) sin#

� cos#+ (ac+ bd) sin#

�
;

also auch in diesem Fall: � () 2 f0; 1g.

�

Satz 4.22 Seien S1; S2 2 PS
�L (H ) = Isom (H ) zwei Spiegelungen mit Ein-

tr�agen in einem algebraischen Zahlk�orper K, deren Achsen G1 bzw. G2 sich
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in einem Punkt z0 2 H schneiden. Sei jtr (S1 Æ S2) j = 2 cos (�=t), t 2 N und

o.B.d.A. <) (G2; G1) = �=t. Sei desweiteren � : K ,! R eine Einbettung mit

� (cos (�=t)) = cos (k�=t) (ggT (2t; k) = 1 und 1 � k < t). Dann gilt f�ur die

Achsen � (G1) und � (G2) der algebraisch{konjugierten Spiegelungen � (S1)

und � (S2):

<) (� (G2) ; � (G1)) = k�=t; falls � (� (S2 Æ S1)) 2 f0; 1g

<) (� (G2) ; � (G1)) = (t� k)�=t; falls � (� (S2 Æ S1)) = �1:

Beweis:  := S1 ÆS2 dreht nach Voraussetzung um den Winkel

2 <) (G2; G1) = 2�=t in positiver Richtung. � () dreht nach Lemma 4.21

um den Winkel 2k�=t in positiver Richtung, wenn � (� ()) 2 f0; 1g, bzw.

um den Winkel 2k�=t in negativer Richtung, wenn � (� ()) = �1. Ande-

rerseits dreht � () = � (S1) Æ � (S2) um den Winkel 2 <) (� (G2) ; � (G1)) in

positiver Richtung, daraus erhalten wir:

2 <) (� (G2) ; � (G1)) = 2k�=t; falls � (� (S2 Æ S1)) 2 f0; 1g

2 <) (� (G2) ; � (G1)) = 2� � 2k�=t; falls � (� (S2 Æ S1)) = �1;

woraus sich die Behauptung ergibt.

�

De�nition 4.4 Sei � eine symmetrische semiarithmetische Gruppe der Si-

gnatur [t1; t2; : : : ; tn] und sei � : Q (Tr (�2)) ,! R eine Einbettung mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2]. L�a�t sich dann mit den Bezeichnungen von De�ni-

tion 3.2 � zu einer Einbettung ~� erweitern mit ~� (S (�)) � Isom (H ), so
verabreden wir folgende Notation:

(i) ~� (Ei) bezeichne den eindeutig bestimmten Fixpunkt von ~� (ei)

in H [ R[1.

(ii) ~� (Gi) bezeichne die eindeutig bestimmte Geod�atische in H , an der

~� (SGi
) (auch eine Spiegelung nach Satz 4.16) spiegelt.

(iii) Ist � so konjugiert, da� 1 kein Fixpunkt von ei, i = 1; 2; : : : ; n, ist

so bezeichne die zu � und ~� geh�orende Kurve  (�; ~�) die folgende Teilmenge

von H [R :

 (�; ~�) := [~� (E1) ; ~� (E2)] [ : : : [~� (En�1) ; ~� (En)] [ [~� (En) ; ~� (E1)]:

(iv) Sei H n (�; ~�) =
S

i
Zi die disjunkte Zerlegung von H n (�; ~�) in Zu-

sammenhangskomponenten, und sei o.B.d.A. Z1 die eindeutig bestimmte (im

euklidischen Sinne) unbeschr�ankte Zusammenhangskomponente. Dann ver-

stehen wir unter Ext ( (�; ~�)), dem �Au�eren von  (�; ~�), und Int ( (�; ~�)),
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dem Innern von  (�; ~�), die folgenden Mengen:

Ext ( (�; ~�)) := Z1 und Int ( (�; ~�)) :=
[
i;i6=1

Zi =
[
i

Zi beschr�ankt

Zi

(hierbei ist
"
beschr�ankt\ wieder im Sinne der euklidischen Metrik zu verste-

hen).

(v) z 2 (~� (Ei) ; ~� (Ei+1)), i = 1; 2; : : : ; n, hei�t Randpunkt bez�uglich

 (�; ~�), wenn eine Halbumgebung U1=2 (z; ~� (Gi)) (De�nition 4.2) existiert

mit

(U (z; ~� (Gi)) \ H n (�; ~�)) � Ext ( (�; ~�)) :

Jede solche Halbumgebung nennen wir eine Randhalbumgebung (bez�uglich

 (�; ~�)) von z.

Satz 4.23 Sei � eine symmetrische semiarithmetische Fuchssche Gruppe
der Signatur [t1; t2; : : : ; tn], dabei existiere h�ochstens ein i 2 f1; 2; : : : ; ng

mit ti = ti+1 = 2 oder ti = ti+1 = ti+2 = 2, (Indizes modulo n gelesen) und
mindestens ein j 2 f1; 2; : : : ; ng mit tj 62 f2;1g. Dann gelten mit den Be-
zeichnungen von De�nition 3.2. und De�nition 4.3 folgende Implikationen:

(i) Ist � modular einbettbar, so gilt f�ur jede nicht{triviale Einbettung
� : Q (Tr (�2)) ,! R mit � (Tr (�2)) * [�2; 2] und f�ur jede PSL(2;R){
Konjugation von �, f�ur die sich � so fortsetzen l�a�t, da� � (�2) � PSL(2;R):

a) � ist nochmals zu einer Einbettung ~� fortsetzbar mit
~� (S (�)) � Isom (H ).

b) Es existiert eine Funktion f ~� : P 7! H , die im Innern von P holomorph

oder antiholomorph und auf dem Rand von P stetig ist, mit

f ~� ((Ei; Ei+1)) � ~� (Gi) ; f�ur i = 1; 2; : : : ; n :

(ii) � ist modular einbettbar, wenn f�ur jede nicht{triviale Einbettung
� : Q (Tr (�2)) ,! R mit � (Tr (�2)) * [�2; 2] eine PSL(2;R){Konjugation
von � existiert, f�ur die sich � so fortsetzen l�a�t, da� die Bedingungen a) und
b) aus (i) erf�ullt sind.

Beweis: (i) a) ist die Aussage von Lemma 4.20 und b) wurde in Satz 4.16 be-

wiesen, da f�ur jedes i 2 f1; 2; : : : ; ng die o�ene geod�atische Strecke (Ei; Ei+1)

in Gi, der Spiegelachse von SGi
, enthalten ist.

(ii) Nach Satz 4.2 gen�ugt es zu zeigen: jede holomorphe bzw. antiholomor-

phe Funktion f ~�, die die in b) beschriebenen Bedingungen erf�ullt, l�a�t sich

zu einer auf ganz H holomorphen bzw. antiholomorphen Funktion fortsetzen,

die der Funktionalgleichung

f ~�
Æ  (z) = ~� () Æ f ~� (z) f�ur alle z 2 H und alle  2 �2
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gen�ugt. Der Beweis hierf�ur beruht auf denselben Schlu�weisen wie der

Beweis der modularen Einbettbarkeit von Dreiecksgruppen (vergleiche

Cohen/Wolfart [5]). F�ur alle Ei, i = 1; 2; : : : ; n, mit Ei 2 H folgt aufgrund

der Voraussetzung

f ~� ((Ei; Ei+1)) � ~� (Gi) und f ~� ((Ei�1; Ei)) � ~� (Gi�1)

und der Stetigkeit von f ~� auf dem Rand von P :

f ~� (Ei) = ~� (Gi) \ ~� (Gi�1) = ~� (Ei) :

Da die S (�){Bilder von P au�erdem die ganze obere Halbebene pastern,

l�a�t sich f ~� wegen

f ~� ((Ei; Ei+1)) � ~� (Gi) ; f�ur i = 1; 2; : : : ; n;

zun�achst durch sukzessive Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzips

zu einer auf ganz H de�nierten Funktion fortsetzen. Diese erf�ullt nach Kon-

struktion die geforderte Funktionalgleichung sogar f�ur alle  2 S (�) und ist

unmittelbar in allen Punkten z 2 H , die keine S (�){Bilder von Eckpunkten

von P sind, holomorph bzw. antiholomorph. Nach Satz 4.22 hat f ~� in diesen

Ausnahmepunkten jedoch (nach einer geeigneten Koordinatentransformati-

on) lokal die Gestalt: f ~� (z) = zn bzw. f ~� (z) = zn, n 2 N geeignet, so da�

die Holomorphie bzw. Antiholomorphie auch hier gew�ahrleistet ist.

�

Satz 4.24 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 4.23 gilt: Ist �
modular einbettbar und � eine nicht{triviale Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R
mit � (Tr (�2)) * [�2; 2], so hat mit den Bezeichnungen von De�nition 4.4
und Satz 4.23 die � zugeordnete Funktion f := f ~� folgende Eigenschaften (�

sei o.B.d.A. so konjugiert, da� 1 kein Fixpunkt von ei, i = 1; 2; : : : ; n, ist):

(i) f (Ei) = ~� (Ei) f�ur alle Ei 2 H , i 2 f1; 2; : : : ; ng, und f l�a�t sich

f�ur alle Ei 2 R , i 2 f1; 2; : : : ; ng, durch f (Ei) := ~� (Ei) stetig auf das

kompakti�zierte Polygon P fortsetzen.

(ii)  (�; ~�) � f
�
P
�
und @f

�
P
�
�  (�; ~�), wobei mit @f

�
P
�
der Rand

von f
�
P
�
in H [ R bezeichnet sei.

(iii) f (P )\Zi = ; oder Zi � f (P ), f�ur jede Zusammenhangskomponente
Zi von H n (�; ~�), und damit f (P ) \ Ext ( (�; ~�)) = ;.

(iv) Orientieren wir (Ei; Ei+1) von Ei nach Ei+1, i = 1; 2; : : : ; n, (P liegt

damit auf der linken Seite von @P =  (�; id)) und (~� (Ei) ; ~� (Ei+1)) von
~� (Ei) nach ~� (Ei+1), i = 1; 2; : : : ; n, so liegen alle Randhalbumgebungen von

Randpunkten z bez�uglich  (�; ~�) auf einer Seite von  (�; ~�). Dabei ist f
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genau dann holomorph bzw. antiholomorph, wenn diese Randhalbumgebungen

auf der rechten bzw. linken Seite von  (�; ~�) liegen.

(v) Ist  (�; ~�) einfach, berandet also  (�; ~�) ein hyperbolisches Polygon

P ~�, so bildet f das Polygon P bijektiv auf P ~� ab. Diese Abbildung ist seiten{

und eckentreu, erf�ullt also f�ur i = 1; 2; : : : ; n:

f (Ei) = ~� (Ei) und f ([Ei; Ei+1]) = [~� (Ei) ; ~� (Ei+1)] :

Beweis:

(i) Die erste Aussage ist klar (vergleiche Lemma 4.10 bzw. Beweis von

Satz 4.23) und die zweite ist ein Resultat von Schmutz Schaller/Wolfart [14].

(ii) Die erste Aussage ergibt sich wegen f ((Ei; Ei+1)) � ~� (Gi) unmittel-

bar daraus, da�

~� (Ei) = f (Ei) 2 f
�
P
�
f�ur i = 1; 2; : : : ; n:

Zum Beweis der zweiten Aussage beachte man, da� aufgrund der Holomor-

phie bzw. Antiholomorphie von f nach dem O�enheitssatz gilt:

@f
�
P
�
� f

�
@P
�
=

n[
i=1

f ([Ei; Ei+1]) :

Wegen f ([Ei; Ei+1]) � ~� (Gi) und f (Ei) = ~� (Ei) gilt au�erdem f�ur

i = 1; 2; : : : ; n und vi1; vi2 2 H [ R geeignet gew�ahlt (vi1 = ~� (Ei) bzw.

vi2 = ~� (Ei+1), falls ~� (Ei) 2 R bzw. ~� (Ei+1) 2 R und vi1 2 H bzw. vi2 2 H
genau dann, wenn ~� (Ei) 2 H bzw. ~� (Ei+1) 2 H ):

f ([Ei; Ei+1]) = [vi1; vi2] � [~� (Ei) ; ~� (Ei+1)] :

vi1 und vi2 seien dabei o.B.d.A. so angeordnet, da� entweder vi1 = ~� (Ei)

bzw. vi2 = ~� (Ei+1) oder

(vi1; ~� (Ei)) \ (~� (Ei) ; ~� (Ei+1)) = ;

bzw.

(~� (Ei+1) ; vi2) \ (~� (Ei) ; ~� (Ei+1)) = ;

Es bleibt zu zeigen, da� f�ur vi1 6= ~� (Ei) bzw. vi2 6= ~� (Ei+1) gilt:

[vi1; ~� (Ei)) \ @f
�
P
�
bzw. (~� (Ei+1) ; vi2] \ @f

�
P
�
sind leer:

Sei dazu zun�achst z 2 (vi1; ~� (Ei)).

1. Fall: Es existiert ein w 2 f�1 (z) \ (Ei; Ei+1) mit f 0 (w) = 0 bzw.
�f 0 (w) = 0. Dann wird eine Halbumgebung U1=2 (w;Gi) � P von w durch
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f auf eine volle Umgebung von z abgebildet, so da� z im Innern von f (P )

liegt.

2. Fall: F�ur alle w 2 f�1 (z) \ (Ei; Ei+1) gilt: f
0 (w) 6= 0 bzw. �f 0 (w) 6= 0.

Wegen f (Ei) = ~� (Ei) und f (Ei+1) = ~� (Ei+1) mu� es dann Punkte

w1; w2 2 f
�1 (z)\ (Ei; Ei+1) sowie Halbumgebungen U1 := U1=2 (w1; Gi) � P

und U2 := U1=2 (w2; Gi) � P geben, so da� f (U1) und f (U2) Halbumgebun-

gen von z sind, die auf unterschiedlichen Seiten von ~� (Gi) liegen (dasselbe

Argument wurde im Beweis von Satz 4.17, 4. Fall, noch genauer ausgef�uhrt).

f (U1)[ f (U2) ist damit eine Umgebung von z, so da� auch in diesem Fall z

im Innern von f
�
P
�
liegt.

Falls z 2 (~� (Ei+1) ; vi2), so l�a�t sich die obige Argumentation analog

f�uhren. Damit erhalten wir:

@f
�
P
�
�

 
 (�; ~�) [

n[
i=1

fvi1; vi2g

!
:

Da @f
�
P
�
au�erdem keine isolierten Punkte enthalten kann, folgt daraus

ummittelbar: @f
�
P
�
�  (�; ~�).

(iii) Sei Zi eine beliebige Zusammenhangskomponente von H n (�; ~�).
Zum Beweis der ersten Behauptung gen�ugt es zu zeigen: U1 := Zi \ f (P )

und U2 := Zi \ (H nf (P )) sind beides o�ene Mengen in H .
Die O�enheit von U2 ergibt sich sofort, da Zi o�en ist. Sei also o.B.d.A.

U1 6= ; und z 2 U1. Dann folgt aus (ii), da� z im Innern von f
�
P
�
, das

mit dem Inneren von f (P ) �ubereinstimmt, liegen mu�. Damit k�onnen wir

eine o�ene Umgebung von z w�ahlen mit U (z) � f (P ), so da� wegen der

O�enheit von Zi dann U (z) \ Zi eine o�ene Umgebung von z ist, die ganz

in U1 liegt.

Zum Beweis der zweiten Behauptung ist nur zu beachten, da� P wegen

unserer Voraussetzung ei 6=1 f�ur i = 1; 2; : : : ; n eine im euklidischen Sinne

beschr�ankte Teilmenge von H ist. Also ist zwingend auch f (P ) im euklidi-

schen Sinne beschr�ankt, und damit aufgrund des oben Bewiesenen:

f (P ) \ Ext ( (�; ~�)) = ; :

(iv) Angenommen, f ist holomorph. G�abe es dann eine Randhalbumge-

bung U1 := U1=2 (z; ~� (Gi)) eines Punktes z 2 (~� (Ei) ; ~� (Ei+1)), die auf der

linken Seite von  (�; ~�) liegt, so w�ahle w 2 f�1 (z) \ (Ei; Ei+1) und eine

Halbumgebung U2 := U1=2 (w;Gi) mit U2 � P . Aufgrund der Holomorphie

von f impliziert dies zwingend:

f (U2) \ U1 \ Ext ( (�; ~�)) 6= ;;
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was sich in o�ensichtlichem Widerspruch zu Aussage (ii) unseres Satzes be-

�ndet. F�ur den Fall, da� f antiholomorph ist, schlie�e man analog.

(v) Da  (�; ~�) nach Voraussetzung einfach ist, sind Int ( (�; ~�)) und

Ext ( (�; ~�)) zusammenh�angend. Damit folgt aus (i) und (iii), da� f eine

surjektive Abbildung

f : P 7! P ~�

beschreibt, die in der angegebenen Weise seiten{ und eckpunkttreu ist. Es

bleibt zu zeigen: f ist injektiv.

Sei dazu E die o�ene Einheitskreisscheibe, E := fz 2 C jjzj < 1g und E die

abgeschlossene Einheitskreisscheibe, E := fz 2 C j jzj � 1g; w�ahle erweiterte

Riemannsche Abbildungen

f1 : E 7! P

f2 : E 7! P ~�:

Setze Ei := f�11 (Ei)und ~� (Ei) := f�12 (~� (Ei)) ; i = 1; 2; : : : ; n, und de�niere

f�ur zwei verschiedene Punkte z;w 2 C mit jzj = jwj = 1:

[z;w] := das z und w bei positivem Umlauf von z nach w verbindende

abgeschlossene Segment des Einheitskreises

(z;w) := das z und w bei positivem Umlauf von z nach w verbindende

o�ene Segment des Einheitskreises.

Damit erf�ullt g := f�12 Æ f Æ f1 : E 7! E :

g(Ei) = ~� (Ei)

g([Ei;Ei+1]) = [~� (Ei) ;~� (Ei+1) ] :

(Indizes modulo n gelesen)

Wir k�onnen o.B.d.A. annehmen, da� f bzw. g holomorph ist (denn die

Schl�usse lassen sich imFalle der Antiholomorphie analog f�uhren). Als endliche

innere Abbildung von E mu� g dann ein endliches Blaschke-Produkt sein, das

hei�t:

g (z) = �

mY
i=1

z � ci

ciz � 1
; mit j�j = 1 und ci 2 E ; i = 1; : : : ;m :

Damit ist g eine auf ganz � := C [ f1g meromorphe Funktion, die E auf E,
S1 := fz 2 C j jzj = 1g auf S1 und � nE auf � nE abbildet. Dies impliziert:

g0 (z) 6= 0 ; f�ur alle z 2 S1;
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da ansonsten Punkte aus E in einer gen�ugend kleinen Umgebung einer Null-

stelle der Ableitung von g auf Punkte au�erhalb von E abgebildet werden

m�u�ten. g beschreibt somit eine m{fache unverzweigte �Uberlagerung der S1,

so da� f�ur jedes z 2 S1 die Menge g�1 (z) aus genau m paarweise verschiede-

nen Punkten besteht. Wir m�ochten nun zeigen, da� g : E 7! E biholomorph

ist oder mit anderen Worten, da� m = 1 gilt.

Angenommen: m � 2. Somit existiert ein w 2 g�1(� (E1) ) mit w 6=E1

und w 2 (E1,E2) oder w 2 (En,E1)(aufgrund der Seitentreue von g).

Wegen g0 (w) 6= 0 wird folglich eine Umgebung U (w) von w auf der S1,

U (w) � (E1,E2) bzw. U (w) � (En,E1), hom�oomorph auf eine Umgebung

von � (E1) auf der S
1 abgebildet, was im Widerspruch zu

g([E1;E2])=[� (E1) ;� (E2) ] bzw. g([En;E1])=[� (En) ;� (E1) ]

steht. Also ist doch g : E 7! E und damit f : P 7! P ~� bijektiv.

�

F�ur den Spezialfall, da� es sich bei � um eine Vierecksgruppe handelt,

erhalten wir aus den beiden vorangegangenen S�atzen folgendes Ergebnis:

Korollar 4.25 Sei � eine semiarithmetische symmetrische Vierecksgruppe
der Signatur [t1; t2; t3; t4], wobei mindestens ein j 2 f1; 2; 3; 4g existiere mit
tj 62 f2;1g. Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:

(i) � ist modular einbettbar.
(ii) F�ur jede nicht{triviale Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2] und eine beliebige PSL(2;R){Konjugation von � mit
Ei 6= 1 (i = 1; 2; 3; 4), f�ur die sich � so fortsetzen l�a�t, da�

� (�2) � PSL(2;R), gilt:
a) � l�a�t sich nochmals zu einer Einbettung ~� fortsetzen mit

~� (S (�)) � Isom (H ).
b)  (�; ~�) ist einfach, und die eindeutig bestimmte holomorphe bzw. an{

tiholomorphe erweiterte Riemannsche Abbildung f ~�, die das kompakti{
�zierte hyperbolische Viereck P mit Ecken E1; E2; E3 und E4 eckpunkt{

treu in E1; E2; E3 auf das kompakti�zierte hyperbolische Polygon P ~�

mit Ecken ~� (E1), ~� (E2), ~� (E3) und ~� (E4) abbildet, das hei�t mit

f ~� (Ei) = ~� (Ei) f�ur i = 1; 2; 3 erf�ullt zus�atzlich:

f ~� (E4) = ~� (E4) :

Beweis: Nach Satz 4.24 bleibt nur noch zu zeigen: Ist � modular einbettbar,

so ist  (�; ~�) zwingend einfach.
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 (�; ~�) ist genau dann nicht einfach, wenn ein i 2 f1; 2; 3; 4g existiert mit

(Indizes modulo n gelesen):

[~� (Ei) ; ~� (Ei+1)] \ [~� (Ei+2) ; ~� (Ei+3)] 6= ;:

Beispielsweise:
~� (E1)

~� (E3)

~� (E4)
~� (E2)

Z2
Z3

Z1

	
R �

M

H n (�; ~�) setzt sich in diesem Fall also aus einer unbeschr�ankten Zu-

sammenhangskomponente Z1 und zwei beschr�ankten Zusammenhangskom-

ponenten Z2 und Z3 zusammen, bei denen es sich jeweils um hyperbolische

Dreiecke handelt. Nun ist aber leicht einzusehen, da� es hier, wenn wir den

Rand von P ~� in der in Satz 4.24 (iv) angegebenen Weise orientieren, sowohl

Randhalbumgebungen von Randpunkten bez�uglich  (�; ~�) gibt, die auf der

linken Seite von  (�; ~�) liegen, als auch Randhalbumgebungen, die auf der

rechten Seite von  (�; ~�) liegen. Nach Satz 4.24 (iv) ist � damit nicht mo-

dular einbettbar.

�

Korollar 4.26 Sei � eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur

[2; 2; 2; t] oder [2; 2; t; t] mit t 2 f3; 4; 6g. Dann gilt folgende �Aquivalenz:

� ist modular einbettbar, � ist arithmetisch:

Beweis: Angenommen, � ist modular einbettbar, aber nicht arithmetisch.

Dann existiert eine nicht{triviale Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R mit

� (Tr (�2)) * [�2; 2]. Nach Korollar 4.25 l�a�t sich � zu einer Einbettung

~� fortsetzen mit ~� (S (�)) � Isom (H ), wobei die Kurve  (�; ~�) ein hyper-

bolisches Viereck P ~� berandet. Besitzt P an der Ecke Ei den Innenwinkel

�=mi, i = 1; 2; 3; 4, so sei der Innenwinkel von P ~� an der Ecke ~� (Ei) mit

~� (�=mi) bezeichnet. Nach Satz 4.22 gilt dann:

~� (�=2) 2 f�=2; 3�=2g

~� (�=3) 2 f�=3; 2�=3; 4�=3; 5�=3g

~� (�=4) 2 f�=4; 3�=4; 5�=4; 7�=4g

~� (�=6) 2 f�=6; 5�=6; 7�=6; 11�=6g:
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Da P ~� ein hyperbolisches Viereck ist, mu� andererseits f�ur die Innenwinkel-

summe gelten:
4X

i=1

~� (�=mi) < 2�:

Hat � die Signatur [2; 2; 2; t] bzw. [2; 2; t; t] mit t 2 f3; 4; 6g, so kann dies

unter Ber�ucksichtigung aller oben beschriebenen M�oglichkeiten f�ur die In-

nenwinkel von P ~� nur auftreten, wenn alle Winkel invariant bleiben. Dies

impliziert jedoch: ~� (�) ist eine Fuchssche Gruppe, was im Widerspruch zu

Satz 4.7 steht. (Man kann dies auch direkt einsehen: Die nach Korollar 4.25

bei modularer Einbettbarkeit existierende erweiterte Riemannsche Abbil-

dung f ~�, die das Viereck P o.B.d.A. biholomorph, seiten{ und eckentreu auf

das Viereck P ~� abbildet, lie�e sich dann zu einer biholomorphen Funktion

f : H 7! H erweitern, also f 2 PSL(2;R). Damit w�urde f�ur alle  2 � gelten:

~� () = f Æ  Æ f�1, woraus sich zwingend erg�abe, da� � : Q (Tr (�2)) ,! R
die Identit�at ist. Widerspruch!)

�

Zum Schlu� dieser Arbeit wollen wir noch Beispiele strikt semiarithmeti-

scher Gruppen der Signatur [2; 2; 2; t] angeben, bei denen f�ur alle relevanten

Einbettungen � des Spurk�orpers Q (Tr (�2)) die Bedingung (ii) a) aus Ko-

rollar 4.25 erf�ullt ist und auch  (�; ~�) einfach ist. Bei diesen Gruppen ist

modulare Einbettbarkeit also wirklich nur von der Existenz einer erweiter-

ten holomorphen oder antiholomorphen Riemannschen Abbildung mit der

in Korollar 4.25 (ii) b) beschriebenen Eigenschaft abh�angig. Wir ben�otigen

vorerst noch ein Lemma:

Lemma 4.27 Sei t 2 N, t > 2, mit folgender Eigenschaft: F�ur alle

k 2 N, 1 < k < t=2 und k � 1mod 2, gelte: ggT (t; k) > 1. Dann ist

t 2 f3; 4; 5; 6; 9g.

Beweis: 1. Fall: t � 0 mod 2. Dann sind nach Voraussetzung sogar alle

k 2 N mit 1 < k < t=2 nicht teilerfremd zu t und damit auch alle k 2 N mit

t=2 < k < t� 1. Bezeichnen wir mit ' die Eulersche Phi{Funktion, so impli-

ziert dies: ' (t) � 3, also t 2 f4; 6g.

2. Fall: t � 1 mod 2, o.B.d.A. t > 11. Zum Beweis der Behauptung gen�ugt

es zu zeigen: Existierte ein t 2 N, t > 11, das die Voraussetzungen des

Lemmas erf�ullt, so g�abe es f�ur jedes n 2 N, n > 1, n paarweise verschiedene

Primzahlen p1 = 3; p2 = 5; p3; : : : ; pn mit:

nY
i=1

pi teilt t:
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Beweis durch vollst�andige Induktion �uber n:

Induktionsanfang n = 2:

t > 11 impliziert 3; 5 < t=2, also nach Voraussetzung: 3 � 5 teilt t.

Induktionsannahme:

Sei die Behauptung f�ur n 2 N wahr.

Induktionsschritt n) n+ 1:

Seien p1 = 3 < p2 = 5 < p3 : : : < pn paarweise verschiedene Primzahlen,

deren Produkt t teile. Betrachte

m :=
1

2

 
nY
i=1

pn � 1

!
:

m ist durch keines der pi, i = 1; 2; : : : ; n, teilbar, und m ist auch keine reine

Zweierpotenz, da dies implizieren w�urde:

nY
i=1

pi = 2l + 1; mit l 2 N geeignet:

Also wegen p1 = 3 und p2 = 5:

2l � �1 mod 3 , l � 1 mod 2

2l � �1 mod 5 , l � 2 mod 4:

Widerspruch! Also existiert eine Primzahl pn+1 > 2, die m teilt und von den

pi, i = 1; 2; : : : ; n, verschieden ist. Wegen pn+1 < m < t=2 folgt nach Vor-

aussetzung des Lemmas: pn+1 teilt t, womit der Induktionsschritt bewiesen

ist.

�

Satz 4.28 Sei � eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur [2; 2; 2; t]
mit t 2 N, t > 2. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.2 setze

tr2 (x) := 4 + 2 cos (�=t) :

Dann gilt f�ur die dadurch nach Korollar 3.4 bis auf PSL (2;R){Konjugation
eindeutig bestimmte Gruppe �:

(i) F�ur jede Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R gilt:

�
�
Tr
�
�2
��
� [�2; 2], � (cos (�=t)) < 0:

(ii) � ist immer semiarithmetisch, und � ist arithmetisch genau dann,
wenn t 2 f3; 4; 5; 6; 9g.
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(iii) Jede Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R mit � (Tr (�2)) * [�2; 2] l�a�t

sich (f�ur eine geeignete PSL(2;R){Konjugation von �) so zu einer Einbet-

tung ~� erweitern, da�

1. ~� (S (�)) weiterhin eine reelle Gruppe ist, mit anderen Worten:

~� (S (�)) � Isom (H ), und
2. die � und ~� zugeordnete Kurve  (�; ~�) (siehe De�nition 4.4) ein-

fach ist.

Beweis: (i) Nach Lemma 3.2 gilt mit den dortigen Bezeichnungen wegen

tr2 (x) := 4 + 2 cos (�=t):

tr2 (y) = 4 + 8 cos (�=t) :

Damit erhalten wir, da� eine Einbettung � : Q (Tr (�2)) ,! R die Spuren

tr (x2) und tr (y2) genau dann so ver�andert, da�

�
�
tr
�
x2
��
; �
�
tr
�
y2
��
2 [�2; 2];

wenn � (cos (�=t)) < 0, und dies ist nach Satz 4.18 genau dann der Fall, wenn

� (Tr (�2)) � [�2; 2].

(ii) Die Semiarithmetizit�at von � folgt direkt aus Korollar 3.7 unter Be-

achtung der oben im Beweis von (i) hergeleiteten Darstellung von tr2 (y).

Nach Satz 3.6 ist Q (Tr (�2)) = Q (cos (�=t)), und demnach ist � unter Be-

nutzung von (i) genau dann arithmetisch, wenn f�ur alle nicht{trivialen Ein-

bettungen � : Q (cos (�=t)) ,! R gilt:

� (cos (�=t)) < 0:

Dies ist f�ur t 2 f3; 4; 5; 6; 9g o�ensichtlich der Fall, und nach Lemma 4.27

existieren f�ur alle anderen t zu 2t teilerfremde Zahlen n, die kleiner sind als

t=2, also auch Einbettungen � mit:

~� (cos (�=t)) = cos (n�=t) > 0:

(iii)Wegen (i) und Q (Tr (�)) = Q (tr (x) ; tr (y) ; cos (�=t)) (benutze Korollar

3.5 und Lemma 3.2) l�a�t sich jede Einbettung � des Spurk�orpers Q (Tr (�2))

mit � (Tr (�2)) * [�2; 2] zun�achst zu einer Einbettung �1 : Q (Tr (�)) ,! R
fortsetzen. F�ur eine geeignete PSL(2;R){Konjugation von � ist dann �1 zu

einer Einbettung �2 weiter fortsetzbar mit:

�2 (�) � PSL(2;R):

Nach Lemma 4.19 l�a�t sich �2 damit nochmals zu einer Einbettung ~� fort-

setzen mit ~� (S (�)) � Isom (H ).
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W�are  (�; ~�) nicht einfach, so m�u�te  (�; ~�) zwei hyperbolische Dreiecke

beranden (vergleiche Beweis von Korollar 4.25). Eines von diesen w�urde dann

aber nach Satz 4.22 zwei Innenwinkel �1; �2 mit �i = ~� (�=2) 2 f�=2; 3�=2g,

i = 1; 2; besitzen. Widerspruch!

�
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