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1 Einleitung

Der Bolthausen-Sznitman Koaleszent ist ein Spezialfall der von Pitman und von
Sagitov im Jahre 1999 eingefiihrten A-Koaleszenten (vgl.[7] und [15]). Fiir jedes
endliche Mafs A — im Falle des Bolthausen-Sznitman Koaleszenten ist A gleich
der uniformen Verteilung auf [0, 1] — ist ein solcher Koaleszent ein Markovprozess
mit Werten in der Menge der Partitionen der natiirlichen Zahlen, dessen Dynamik
durch A festgelegt wird. Die Besonderheit eines Koaleszenten gegeniiber anderen
Prozessen liegt darin, dass nur Ubergéinge in grébere Partitionen moglich sind.
Verstehen wir die Teilmengen der Partition als Blocke, so beschreibt ein Ubergang
die Abnahme der Blockanzahl durch "Verschmelzen” gewisser Blécke zu einem ge-
meinsamen groferen Block. Dies wirft die Frage auf, ob und — wenn ja — wann der
Koaleszent in den finalen Zustand von nur noch einem Block tibergeht.

Wir werden den Bolthausen-Sznitman Koaleszenten auf die ersten n natiirlichen
Zahlen restringieren und unser Augenmerk auf den Zeitpunkt der letzten Kollision
richten. Das Hauptresultat ist ein Grenzwertsatz, der zum einen die Konvergenz
der Verteilung der Blockanzahl beschreibt, und zum anderen, in Abhéngigkeit von
der Blockanzahl, in gewisser Weise eine Aussage iiber die Verteilung der Block-
grofen macht. Die betrachteten Grofen beziehen sich dabei auf den Zeitpunkt der
finalen Kollision. Fiir grofses n wird sich dabei typischerweise ein Block besonders
auszeichnen und zwar insofern, dass er im zeitlichen Verlauf fast die ganze Masse
in sich vereint. Neben diesem riesigen Block werden dann nur noch wenige kleine
Blocke in der letzten Kollision involviert sein.

Wir werden nicht mit dem Bolthausen-Sznitman Koaleszenten selbst arbeiten, son-
dern diesen durch ein gewisses "Abholzverfahren” zufélliger rekursiver Baume mo-
dellieren. Dieses Modell wird speziell fiir die Betrachtung der letzten Kollision ge-
eignet sein.

Hinsichtlich unseres Hauptsatzes werden wir in einem weiteren Schritt den "Auf-
bau” der zufélligen rekursiven Badume durch Yule Prozesse modellieren.

Die Arbeit ist in drei Abschnitte unterteilt. Zunéchst werden wir grundlegende
Notationen einfiihren und Eigenschaften von Yule-Prozessen diskutieren. Im zwei-
ten Teil werden wir den Bolthausen-Sznitman Koaleszent definieren und dann die
angesprochene Baumstruktur einfiihren und diskutieren. Im Anschlufs gehen wir
noch auf den Zusammenhang zwischen zufélligen rekursiven Baumen und dem
sogenannten China-Restaurant-Prozess ein. Der letzte Teil dient dem Hauptsatz
dieser Arbeit. In Anlehnung an die Baumstruktur werden wir mit Hilfe der Yule-
Prozesse ein neues Modell konstruieren, mit dem wir dann den Hauptsatz beweisen.
Abschliefsend geben wir noch einige Folgerungen an.

Im Grundlegenden folgen wir bei dieser Arbeit Teilen von [12], [7] und [8], ohne
darauf immer wieder explizit zu verweisen.






2  Vorbetrachtungen

2.1 Notationen

Wir setzen die iiblichen in der Stochastik verwendeten Begriffe, wie etwa die
der Dichte einer Zufallsvariablen (ZV) oder die Unabhdngigkeit von Zufalls-
variablen, wie auch die gingigen Konvergenzarten von Folgen von ZVn als
bekannt voraus.

Seien X,Y Zufallsvariablen mit beliebigem Grund-W-Raum (meist mit

(Q, A, P) bezeichnet) und gemeinsamen (messbaren) Bildraum (', .A"). Dann
bezeichnen wir das von X induzierte Bildmafs mit Px.

Wir nennen X und Y in Verteilung gleich, wenn gilt Px(A") = Py (A'),

VA" € A" und schreiben dafiir X ~ Y.

Fiir die Arbeit mit stochastischen Prozessen, die Werte im gemeinsamen se-
parablen metrischen Raum S annehmen, erwéahnen wir den Raum der cadlag-
Funktionen Dg[0, 00), welchen wir durch den bekannten Skorohod-Abstand
metrisieren. Wir bemerken, dass die von den offenen Mengen in Dg|0, 00)
erzeugte G-Algebra bekanntlich mit der kanonischen (von den Projektions-
abbildungen erzeugten) Produkt-&-Algebra tibereinstimmt.

Zum Begriff der Dichte sei noch erwéhnt, dass aus dem Kontext hervorgehen
sollte, beziiglich welchen Mafes sie definiert ist. Ublicherweise wird das aber
das ein- (oder mehr-) dimensionale Lebesguemaf sein.

Fiir die auftretenden Verteilungen nutzen wir abkiirzend folgende Notatio-
nen:

e Fiir n € N heift X uniform verteilt auf {1,...,n}, kurz
X ~unif{1,...,n}, falls fiir alle k € {1,...,n} gilt: P(X = k) = .

e Sei p € [0,1]. Dann heifft X Bernoulli verteilt zum Parameter p, kurz
X ~ ber(p), falls P(X =1)=pund P(X =0)=1—p.

e X heiflt poisson verteilt zum Parameter A > 0, kurz X ~ Poi()), falls
fir alle k € N gilt: P(X = k) = e 7.

e Sei 0 < A < 1. Dann heifst X geometrisch verteilt zum Parameter A,
kurz X ~ geo(\), falls fiir alle k € N gilt: P(X = k) = A\(1 — \)*L.

e Sei0 < A < 1undn € N. Dann heifst X negativ binomial verteilt zu den
Parametern n und A, kurz X ~ negbin(n, A), falls fiir alle natiirlichen

Zahlen k mit k > n gilt: P(X = k) = (57])A"(1 — \)F™.



2 2 VORBETRACHTUNGEN

e Seien a,b € R,a < b. Dann heifst eine Zufallsvariable X uniform auf
[a,b] verteilt, kurz X ~ unif[a,b], falls f(z) = ;- 1}, () ihre Dichte
ist.

e Sei A > 0. Dann heifst X exponential verteilt zum Paramter A\, kurz
X ~exp(N), falls f(z) = Ljg00)(z)Ae™* ihre Dichte ist.

e Seien o > 0 und v > 0. Weiter bezeichne G : R* — R die Gammafunk-
tion. Dann heifst X gamma verteilt zu den Parameter a und v, kurz
X ~ (o, v), falls fo, = )a”x” 'e=** 1 4)(z) ihre Dichte ist.

e Seien v > 0, > 0 und B(v, i) fo t)*= 11\ (t). Dann heiRt
X beta verteilt zu den Parametern v und pu, kurz X ~ beta(v, u), falls
Jwm(@) = m(l — ) 1?1 qy(z) ihre Dichte ist.

e Seien p € Rund o € R*. Dann heifst X normalverteilt zu den Parame-
(z—p)?

tern p und o?, kurz X ~ N(u,0?, falls f(, 2)(z) = (2m0?) "2 202
ihre Dichte ist.

Fiir asymptotische Betrachtungen benutzen wir die bekannten Landausym-
bole "0” und "O”. B
Schlieflich setzen wir N := N\ {1} und [n] := {1,...,n} fiir alle n € N,

2.2 Die Exponentialverteilung und Yule-Prozesse

Da die Konstruktion des Hauptbeweises auf Yule-Prozessen basiert, wollen
wir vorab einige elementare Eigenschaften dieser Prozessen erarbeiten. Sie
verlangen - wie in der Definition klar werden wird - die Kenntnis im Umgang
mit der Exponentialverteilung. Auch hierauf wollen wir noch kurz eingehen.
Héaufig werden wir Wartezeiten bis zum Eintritt gewisser Ereignisse durch
exponential verteilte Zufallsvariablen modellieren und uns deren Eigenschaft
der Gedéchtnislosigkeit zu Nutze machen. Wir erinnern:

Sei X exponential verteilt, dann gilt V2 > 0,¢ > 0

PX>z+t| X >t) = P(X > ux). (1)

Lemma 2.2.1 (Minimum von exponential verteilten Zufallvariablen). Sei I
abzihlbar, I # O und (Ty)rer eine Folge unabhdngiger ZVn, mit Ty ~ exp(qx)
Vkel.

Sei weiter ¢ == ) qr < 00, T:= llclét} Ty und K := arg <]1€r€1§ Tk)

kel
Dann st K fast sicher eindeutig definiert und das Infimum wird von Tk

angenommen, wobei gilt
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(1) T und K sind unabhingig.
(i) P(K =k) =%, Vkel.
(111) T ~ exp(q).

Beweis: Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und aus der
Tatsache, dass die Verteilung von T}, per definitionem ein Mafs mit A\-Dichte
(@) = Ljg00) (@) qre™ " ist, folgt fiir alle ¢ > 0 und k € I

P(K=kT>t) = P(T,>1t, T, > T, Vj#£k)
_ / P(To > t, T; > ToVj # k |Tk = 5)dPr, (s)
t

_ / TP, > sV # K)dPy (s)

— / P(T; > sVj # k)qre” *°d\(s)
t

J#k
= / qre” PdA(s)
t
— %e*qt
q

Betrachten wir das sichere Ereignis {T" > 0} so folgt direkt P(K = k) = .
Weiter erhalten wir die geforderte Verteilung von 7" durch

PT>t)= P(K=kT>t)=) %=,
q

kel kel

Damit folgt dann auch
P(K=kT>t)=P(K=kP(T>t)

zunéchst fir k € I, und ¢ > 0. Da {[t,00) |t > 0} und trivialerweise auch
die einelementigen Mengen aus I N-stabile Erzeuger der entsprechenden bo-
relschen G-Algebren B([0, 00)) bzw. B(I) sind, folgt die Gleichheit auch fiir
eben genau diese borelschen Mengen, was die Unabhéngigkeit von K und T'
bedeutet. [

Definition 2.2.2 (Yule-Prozess). Fin Yule-Prozess Y = (Y;)i>o ist ein
reiner Geburtsprozess, fir den folgende zwei Figenschaften gelten:
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(i) Die Population startet fast sicher mit einem einzelnen Individuum zur
Zeit t = 0.

(i1) Jedes Individuum erzeugt Nachkommen gemdfl eines homogenen Pois-
sonprozesses mit Intensitat A > 0, unabhdangig von den anderen Indivi-
duen.

Bemerkungen: Einen Yule-Prozess Y zum Parameter A konnen wir als
Dg+[0, 00)-wertige ZV verstehen und schreiben dafiir kurz Y ~ Yule()).
Fiir A = 1 sprechen wir auch von einem standard Yule-Prozess.

Als Sprungprozess ist Y insbesondere ein Markovprozess.

Lemma 2.2.3. Sei Y ~ Yule(\). Dann gilt

(i) Die Zeit S, des n-ten Sprungs ist verteilungsgleich zu Ty + - - -+ T,, mit
Ti,...,T, unabhdngig und T; ~ exp(i\) Vi € {1,...,n}.

(i1) S, ist verteilungsgleich zu max Vi, mit Vi, ..., V,, unabhdangig und

Vi ~exp(A) Vie{1,...,n}.

Beweis: Zu (i): Wir setzen Sy := 0 und T; := S; — S;_; fiir 1 <4 < n. Damit

ist S, = >_ T;. Nach Konstruktion sind von Zeit S;_; bis S; genau ¢ unabhén-
i=1
gige exp(A)-verteilte ZVn involviert, wobei sich deren Geburtszeitpunkte auf

Grund der Gedéachtnislosigkeit gemeinsam auf S; ; festlegen lasst. T; wird
also gerade durch das Minimum von ¢ exp(\)-verteilten, unabhéngigen ZVn
beschrieben, womit nach (2.2.1) folgt: 7; ~ exp(i\). Aufserdem iibertragt
sich die Unabhéngigkeit der einzelnen Individuen auf die 77, ...,T,,, was die
Behauptung ergibt.
Zu (ii): Die Idee ist, den obigen Prozess riicklaufig zu betrachten. Genauer:
Wir starten zur Zeit S, := 0 mit n Individuen, deren Lebenszeit jeweils
durch eine exp(\) verteilte ZV beschrieben wird. Dabei seien die n ZVn un-
abhangig. Fiir 0 <i <n—1sei S; der erste Zeitpunkt an dem noch genau ¢
Individuen leben. Ahnlich wie oben setzen wir T, := S;_ | —S; fir 1 <i<n
und nutzen wieder die Gedéchtnislosigkeit und Unabhéangigkeit der Individu-
en, um 7, ~ exp(i\) fiir 1 <4 < n und deren Unabhéngigkeit zu erhalten.
Also gilt

Sy =(T; +-+T) ~ (Ty+---+T,) = S,. (2)
Andererseits ist S; nach Konstruktion der Todeszeitpunkt des letzten aller

zur Zeit S, = 0 gestarteten Individuen und beschreibt deswegen das Maxi-
mum von n unabhéngig exp(A) verteilten ZVn. O
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Korollar 2.2.4. Seien X7, ..., X, unabhdngig und exp(\) verteilt. Dann gilt

Beweis: Da XT ~ exp(i\) folgt die Behauptung.
Lemma 2.2.5. Sei Y ~ Yule(\). Dann gilt

(i) Zum festen Zeitpunkt t > 0 ist die Anzahl der im Yule-Prozess existie-
renden Individuen geometrisch verteilt zum Parameter e ™, d.h.

Y ~ geo(e™™). (4)
(1i) Firs,t >0 und j > i gilt
; : J— 1 —\ti —At\j—1
PV =j | Yo=i) = (17 )ea—ep ()

Beweis: Zu (i): Fur alle £ € N bezeichne S, wie oben den Zeitpunkt der
k-ten Geburt im Yule-Prozess.

Fiir diesen gilt nach 2.2.3(ii): P(Sy < t) = (1 — e *)*. Trivialerweise gilt
weiter: {Sy_1 <t} = {Sk_1 <t < Sk} J{% <t}. Also ist

Zu (ii): Der Fall ¢t = 0 ist trivial. Sei also im Folgenden ¢ > 0. Wir nutzen die
Kenntnis von {Y; = i}, um den Prozess mit Hilfe der Gedéchtnislosigkeit neu
zu modellieren. Die Konstruktion von Y erlaubt, jedes zur Zeit s existierende
Individuum als Initiator eines eigenen Yule-Prozesses - mit Startzeit s - zu
interpretieren, der von der Entwicklung der anderen Pozesse unabhéngig ist.
Sei dazu Y, Y2, ... eine Folge unabhingiger Yule-Prozesse zum Parameter
A. Dann gilt

P(}Q+t:j\}§:i):P<Z§/}k:j>. (6)
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Nach dem ersten Teil gilt ;¥ ~ geo(e™™) fiir 1 < k < 4. Bekanntlich ist die
Summe unabhéngiger, geometrisch verteilter ZVn negativ binomial verteilt.
Genauer gilt

> ¥} ~ negbin(i, e), (7)

k=1

d.h. Vj > i folgt direkt
: E_ ) _ j_l —At\i —At\j—i
P(?ﬂjn —J>—(i_1)<€ J(1—e?)i= O (8)

In einem spéteren Beweis werden wir hinsichtlich schwacher Konvergenz die
folgende Stetigkeitsaussage benotigen.

Lemma 2.2.6. Fir A >0 sei Y ~ Yule()), sowie s > 0. Weiter sei
f:[l,00) = [0,1], definiert durch  f(t) := P(Ys = Yy). (9)
Dann st f € C.

Beweis: Wir haben nur die Stetigkeit zu zeigen. Der Fall s = 0 ist trivial.
Sei also s > 0 und ¢ > 1. Wieder argumentieren wir mit der unabhéngigen
Entwicklung der Individuuen und der Gedichtnislosigkeit der Exponential-
verteilung. Mit der geometrischen Reihe folgt

oo

ft) = P(Yo=Yaq) = > P(Yo=Yy|Ye=m)P(Y.=m)

> P(Yy=m|Y,=m)P(Y, =m)
m=1

keine Geburt in [s, st] : = Z()\e’As(t’I))me’)‘s(l — e s)m~1

m=1
0o

—
~

N st ()\6—)\5(1&—1)(1 o e—As))m_l

— )\6—)\7&5

1 — )\G—As(t—l)(l _ e—)\s)

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt die Behauptung. ]



2.2 Die Exponentialverteilung und Yule-Prozesse 7

Wir wollen nun noch eine Aussage iiber die Verteilung eines Yule-Prozesses
zu zufélligen Zeipunkten machen. Dafiir benotigen wir folgende Identitét.

Hilfslemma 2.2.7. Firm € N und r € R gilt

(=== e =3 (P - et o)

k=2

Beweis: Via vollstandiger Induktion iiber m.
Induktionsanfang: m = 2

2

e = (e mer e = 3 (T et e,

k=2

Induktionsschritt: Sei die Behauptung fiir m bewiesen, d.h. es gilt (10). Wir
haben zu zeigen, dass die Behauptung auch fiir m + 1 gilt.
Also z.7.

(== et =3 (T et e )

k=2

Wir verwenden dazu die bekannte Identitat (Z) = (Zj) + (”;1), firn € N

und k£ € Z und nutzen aus, dass (Z) =0, fir £ > n und k < 0 gilt. Es folgt

Zg:: (7;1_—21)(_1)k<6—(k—1)r . e—kr)
- mi (hos) (FD (e — et + mfi (35) (F 1)kt —ehr)

m m—+1
— kzl (15:22)(_1>k+1(e—kr . 6—(k+1)r) + kZQ (Tg:j)(_l)k(e—(k—l)r - e—k’r)

— —e T i (7]?:22)(_1)k(6—(k—1)r _ 6—kr) + é (7]?:22)(_1)k(6—(k—1)r _ 6—kr)

= (=) 3 (D) (-1 (e — et

i
[\o}

e e g L e L e LA

Hiermit konnen wir nun zeigen:
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Lemma 2.2.8. Sei Y ein standard Yule-Prozess und U, E ZVn, mit U ~
unif [0, 1] und E ~ exp(1), wobei Y, U und E unabhdngig seien. Dann gilt fir
m € N:

P(Yyg =m) = %Z (7;) (=1)* " log(k + 1). (12)

Zudem hat Yyg unendliche Erwartung.

Beweis: Nach Lemma 2.2.5 gilt Y; ~ geo(e™") fiir alle ¢ > 0.
Alsoist P(Y;=m) =e(1—e )™= (1-e)™ ! —(1—e*)™ und damit
nach dem obigen Hilfslemma 2.2.7

ot flirm =1,
POR=m) =0 5 (o) Lot — o) firm > (13)
k=2

Wir halten m fest und betrachten die deterministische Funktion
fm(t) == P(Y; = m). Dann folgt aufgrund der Unabhéngigkeit der involvier-
ten ZVn

= [ P = mparusy

= Rfm(t)CUDUE(t)

[ et dPyg(t) fir m =1,
R

[ 35 (™2) (—1)E (e~ — e=)dPy (1) fite m > 2.
R k=2

E[e~""] firm =1,
- > (7-2) (1) (B[e~*k-DVE] — E[e=*UE]) fiir m > 2.

Fiir ¥ > —1 berechnen wir mit Hilfe des Satzes von Fubini den Erwartungs-
wert E[e VUF]

E[eiﬁUE] = /eﬁude(UE)(u, .1')

R?

_ / MY 1 (1) L ey ()€ AN (1, )

RQ
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_ /0 1 ( /0 h e—<ﬁu+1>mdA(x)> d\(u)

1 1 oo 1 1
_ B —(Yu+1)z d\ — d\
/0 ( ﬁu—i—le 0 ) () /0 Yu+1 (u)

> 1
=3 log(¥ + 1).

1
=3 log(Yu + 1)

0
Fiir ¢ = 1 folgt damit direkt

P(Yyp =1) = log2, (14)

und fiir m > 2 schlieften wir leicht mit Hilfe der {iblichen Rechenregeln fiir
den Binomialkoeffizienten

P(Vup=m) = 5 ("2)(—1) (2 logk — Llog(k + 1))

=5 (D (onlh ) + 55 (D18 (ot + 1)

=5 ) (c1 (Llog(k £ 1) + 7:5 (772) (=11 (L log(k + 1))

k=2 +log2 + (_1)m+1%
m—1
me m— log(k 1 log(m
= 2 (G) + () s - log 2+ (1t st
3 o log(k - m log(k
= 3 (Pl (F1)Rrtis = SR () (e
k=1 =
=@ k; (%) (=1)F " log(k +1).

Also gilt die Behauptung fir alle m € N.

Es ist noch der Erwartungswert zu berechnen. Nach Lemma 2.2.5 gilt E[Y;| =
et,Vt > 0. Mit der Gliattungsregel fiir den bedingten Ewartungswert erhalten
wir

EYyr] = E[E[Yys|UE]] = E [eY7]. (15)
Sei weiter (¥, )nen eine monoton fallende Folge mit lim o, = —1, dann steigt

U

(e79"UE), .y punktweise gegen eV auf und mit dem Satz von der monotonen

Konvergenz folgt

E[e""] = lim E[e™""] = lim ﬁilog(l—l—ﬁn) = oo. [

n—oo n—oo n

Wir betrachten nun noch den Prozess (%)QO, wobei Y wieder ein standard
Yule-Prozess sei.



10 2 VORBETRACHTUNGEN

Lemma 2.2.9. Sei Y ein standard Yule-Prozess und (F;)i>o die kanonische
Filtrierung von (Y;)i>o, d.h. YVt € R} ist Fy = &(Y,|s < t). Dann gilt

(i) (3)es0 ist ein Martingal bzgl. (Fy)io.
(i1) tlim L =F fs, mit E~exp(l).
Beweis: Zu (i): Fir 0 < s < ¢ ist zu zeigen

]E[g .7-“5] _ Loy (16)

68

Wir gehen wie im Beweis von (2.2.5)(ii) vor und wéhlen zunéchst eine andere
Darstellung fiir Y. Dazu verstehen wir jedes zum Zeitpunkt s existierende
Individuum als Initiator eines eigenen standard Yule-Prozesses, der sich un-
abhéngig von den anderen Prozessen entwickelt. D.h.

Ys
=) Vi, (17)
=1

wobei dann Y, ..., Y unabhingige standard Yule-Prozesse sind. Aufer-
dem liefert Y keine Information iiber die Entwicklung der zum Zeitpunkt s
gestarteten Prozessse, d.h. auch F,,Y!, ... Y sind unabhingig.
Unter Beachtung von Y;! | ~ geo(e~=*) folgt mit den iiblichen Rechenregeln
fiir bedingte Erwartungen

fs]

.
EY,|F] = E|) Y/,
Li=1

C o [ -

- w3 ()| 7

Li=1 \i=1 i

9] J A ]

monotone Konvergenz: = ZE (Z Ytl_s) Liv—jy | Fs

j=1 i=1 i

9] J A ]

IL{Y5=J'} ist :FS —m.b.: = Z IL{YSZj} E ( }/;_8> FS

j=1 =1 .

(V)N sind Lid: = ) Igy,—p (GE[Y;L) | F)
j=1
F,,Y"! sind unabhingig: = Z Liy,—1j E[Y,L]

j=1

= Y.EY',] = Yl fs
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Dies liefert die erste Behauptung.

Zu (ii): Da Y; nicht negativ ist, folgt nach dem bekannten Konvergenzsatz
fiir nicht-negative Martingale, dass (g)tzo f.s. konvergiert.

Sei also weiter £ = tlg({lo % Fiir ¢t > 0 folgt mit der geometrischen Reihe

St =¢, (18)
und somit fiir z > 0

p(ﬁ <x) = 1—P(Y; > [ze'])

ot
- 1- i et(1— ety
i=[zet]
= 1—et(1—eHlzet i(l —ety
= 1-(1 —t)re“ro(l) -
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3 BSC - RRT - CRP

3.1 Der Bolthausen-Sznitman Koaleszent
3.1.1 Der restringierte Koaleszent

Definition 3.1.1. Sei M eine nichtleere Menge und w ein System von Teil-
mengen von M. Dann heifst m eine Partition von M, wenn gilt

(i) 0 & .
(11) M ist disjunkte Vereinigung aller Elemente aus 7.

Im folgenden sei M # 0.
Mit P(M) bezeichnen wir die Menge der Partitionen von M.

Definition 3.1.2. Seien m,, 7y € P(M). Dann heifit 7, grober als 7y, falls
jedes Element aus 7y Teilmenge eines Elementes aus 7, ist.

Sei ms(M) die feinste Partition von M. Ihre Elemente sind die einelementigen
Teilmengen von M, die wir auch als Singletons bezeichnen. Beispielsweise ist

ms(N) = {{1},{2},...}.

Wir betrachten zunichst einen P([n])-wertigen Sprungprozess 11", mit der
Eigenschaft

11" ist grober als H,[ﬁr]s, fiir alle s,¢ > 0.

Die Wartezeiten zwischen den Ubergéingen sind bekanntlich exponential ver-
teilt.

Wir betrachten die Teilmengen der Partition, die den Zustand des Prozes-
ses zur festen Zeit t beschreibt. Eine solche Teilmenge bezeichnen wir auch
als Block und verstehen die Elemente eines Blocks als angefiigte Marke.
Anschaulich bedeutet der Ubergang in eine grébere Partition eine Abnahme
der Blockanzahl durch "Verschmelzen” gewisser Blocke, d.h. Vereinigen ihrer
Marken in einem neuen Block.

Mit diesen Begriffen kénnen wir nun den restringierten Bolthausen-Sznitman
Koaleszenten definieren. Dies ist ein Spezialfall des Prozesses I, fiir den
dann noch der Startzustand und die Koaleszenzraten festzulegen sind.

Definition 3.1.3. Der restringierte Bolthausen-Sznitman Koaleszent
BSCM .= (BSC’}TL})QO ist ein P([n])-wertiger rechtsstetiger Sprungprozess
mit folgenden Figenschaften:
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(i) Der Prozess startet in der feinsten Partition von [n], d.h.

BSCI = {1} {2}, {n}} [ (19)
(ii) In der Situation von b Blicken betrigt die Koaleszenzrate von k dieser
Blocke (k— 2)\(b— k)

Ao =, 2<k<b< . 20
bk b— 1) ; SR=0=N (20)

Eigenschaften des BSCM:

(1): Fir 2 < k < b gilt
Mi = [ 21— ) Ky (o) 21)
R

mit U ~ unif[0, 1], d.h. Ay = fol 2F72(1 — x)"*dx. Dies folgt direkt durch
(b—k)-maliges partielles Integrieren. Allgemeiner ist der A-Koaleszent fiir ein
beliebiges endliches Maf A auf [0, 1] definiert, dessen Koaleszenzraten sich
dann durch (21) ergeben, wenn man die Verteilung von U durch die von A
ersetzt.

(11): Offenbar wird die Dynamik nicht von der Blockgréfe - d.h. der dem
Block angefiigten Marke - beeinflusst.

(#7): In der Situation von b Blocken fragen wir nach der Anzahl der Zustédnde
Wy, in die der Prozess {ibergehen kann. Sei 2 < k < b. Da es genau (Z)
Moglichkeiten gibt, k£ Blocke zu verschmelzen, erhalten wir einfach

S 0-E0-Q-Qren e

k=2 k=0

(iv): Die Wartezeit bis zur néchsten Verschmelzung ist dann das Minimum
aller beteidigten, unabhangig exponential verteilten Wartezeiten. Nach 2.2.1
ist dieses exp(Ry) veteilt, wobei R, die Summe der Raten aller Wartezeiten
bezeichne. Eine einfache Rechnung ergibt

LU0\ (k= 21— k) = bk — 2)l(b— k) Lo
Rb:Z(k) (b—1)! :Zk!(b—k)!(b—l)!:bzk(k;—l)

k=2 k=2

b—1 1 b—1 k E_1
;k‘(k‘—i-l) Z<k+1 k ) (23)

Dies liefert uns noch folgende Charakterisierung des BSC!™:
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Korollar 3.1.4. Der BSC™ ist ein P([n])-wertiger Markovprozess mit den
FEigenschaften

(i)
BSCY = {{1},{2},....{n}} fs
(i1) In der Situation von b Blocken ist die Wartezeit auf die néichste Ver-

schmelzung exp(b—1) verteilt, fir2 < b < n. (Falls nur noch ein Block
vorhanden ist, verweilt der Prozess auf ewig in diesem Zustand).

(i) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten, die das Verschmelzen von beliebi-
gen k der vorhandenen b Blocke beschreiben, sind gegeben durch

A
Pb,b—k—i—l = bb—’kl, fUT’ 2 S k S b. (24)
tl
Ss 1 ( 1,234,56,789,10 )

Sy 1 (13469 ) (257.10)

Ss 1 (1,3469 ) (27,10) (5

S 1 (1349) (2710) B (6

SN ORCNDRONONONONONO
HIONONONONONONONOBON

Abbildung 1: Eine Realisierung des BSC!?!. S bis Sy bezeichnen die Zeitpunkte
zu denen Verschmelzungen stattfinden. S5 ist der Zeitpunkt der letzten Kollision.
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3.1.2 Der unrestringierte Koaleszent

Der Vollsténdigkeit halber definieren wir noch den P(N)-wertigen Bolthausen-
Sznitman Koaleszenten, kurz BSC.
Fiir alle n € N betrachten wir die Restriktionsabbildungen

R, : P(N) — P([n]), gegeben durch R,(m) = 7|y (25)

und damit die Menge von Folgen von Restriktionsabbildungen fiir jeweils
festes 7

FP(N) = {(7T1,7'('2, .. ) | (7T1,71'2, .. ) = (7T|[1},7T’[2], .o .), T e P(N)} (26)

Dies liefert eine Bijektion

g255 P(N) — FP(N) via T 'ﬂ (7T|[1},7T|[2],...>. (27)

Damit ist eine Partition von N durch die Kenntnis aller Restriktionsabbil-
dungen eindeutig bestimmt.

Definition 3.1.5. Der Bolthausen-Sznitman Koaleszent BSC' := (BSC})>0
ist ein P(N)-wertiger Cadlag-Prozess, so dass fiir alle n € N die Restriktion
BSC|jn = (BSCy|p))e=0 von BSC auf [n] ein restringierter Bolthausen-
Sznitman Koaleszent (gemdfS Definition 3.1.3) ist.

Wir haben den Raum P(N) noch mit einer geeigneten Metrik zu verschen.
Fiir 1, m € P(N) definieren wir

0 falls T = T,
d(ﬂ'l,ﬂ'Q) = nLH falls 7T1|[n] = 7T2|[n]7 7Tl|[n+1} 7A 77-2|[n+1}7 (28)
1 sonst.

fiir alle n € N. D.h. der Abstand zweier Elemente ist um so kleiner, je mehr
ihrer Restriktionsabbildungen iibereinstimmen. Offenbar besitzt d die Eigen-
schaften einer Metrik. Die Dreiecksungleichung folgt dabei direkt wegen

d(my, 7o) < max(d(my,m3),d(me, w3)), Vi, m, w3 € P(N).
Wir erkldren warum diese Metrik in natiirlicher Weise sinnvoll ist. Nach (27)
gilt
P(N) & Fpoy < P([1]) x P([2]) x - (29)
Im Folgenden wollen wir eine Metrik fiir den Raum P([1]) x P([2]) x ---

angeben, die dann geméfs obiger Bijektion ¢ auf den Raum P(N) vererbt
wird.
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Fiir alle i € N sei P([¢]) mit der diskreten Topologie versehen. Dann ist eine
die offenen Mengen (Potenzmenge) erzeugende Metrik durch

0 falls w} = 78,

1 sonst. (3())

ot ) = {
gegeben, (i, 7% € P([i]).
Fiir m € N betrachten wir dann zunéchst den endlichen Produktraum
P([1]) x - -+ x P([m]), versehen mit der Produkttopologie. Auch hier ist das
System der offenen Mengen die Potenzmenge. Eine entsprechende Metrik ist
dann gegeben durch

0 falls7f =mk VEk € [m],

1 sonst. <31)

ddz‘s(m) ((WL s 77?1)7 (767 s 77T£n)) = {

Dabei sind 7%, w4 € P([4]) fiir alle ¢ € [m]. Wir bemerken noch, dass (31) die
gleiche Topologie beschreibt wie

0 fallsaf =75 Vk e [m],
L TyY)) =

1 k_ _k +1 +1
7 fallswf =73 Vk € [n], 7f" A7y,

1 sonst.

Cflvalis(m) ((7‘(’%, s 77({”)7 (77;7

(32)
firl <n<m.

Schlieflich betrachten wir den unendlichen Produktraum P, := P([1]) x
P([2]) x - -, versehen mit der Produkttopologie. Die offenen Mengen sind
gerade jene, die in nur endlich vielen Komponenten eine beliebige Teilmenge
der Potenzmenge des entsprechenden Raumes besitzen und deren restliche
Komponenten durch den vollen Raum beschrieben werden, d.h.

Too = {AV X A% x - X AP P([i41]) x P([i4+2]) x -+~ |i €N, A7 C P([j]) V3 € [i]}.

Eine die offenen Mengen charakterisierende Metrik ist dann gegeben durch

1 k_ _k +1 +1
o fallsaf =75 Vk € [n], 7f7 #m™,

1 sonst.

0 falls 7f = 75 Vk € N,

doo((ﬂ'%,ﬂ'%, )y (T3 s, L)) = {

(33)
mit n € N und 7}, 75 € P([4]), fiir alle i € N.
Der Vergleich mit (32) zeigt, dass die Metrik d, in gewisser Weise die Fort-
fiihrung der Metrik des endlichen Produktraumes ist.
Vererben wir nun wie angesprochen die Metrik d., anhand der Bijektion ¢
auf den Raum P(N), so erhalten wir direkt die Metrik d aus (28).
Schlieflich wollen wir noch die Separabilitdt von (P(N), d) folgern.

Lemma 3.1.6. (P(N),d) ist ein kompakter, separabler Raum.
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Beweis: Es ist zu zeigen, dass P(N) ein kompakter Raum ist. Die Separabili-
tat folgt dann bekanntlich aus der Tatsache, dass P(N) ein metrischer Raum
ist.

Wir gehen @hnlich wie oben vor und zeigen zunéchst die Kompaktheit von
Fpvy. Offenbar ist P([i]) = (P([i]), d};,) kompakt, fiir alle i € N. Nach dem
Satz von Tychonoff ist dann aber auch der Produktraum P, = (P, doo)
kompakt.

Wir {iberlegen uns nun, warum der Teilraum Fp) = (Fp(y), ds) abgeschlos-
sen in Py, ist. Dafiir zeigen wir, dass Fp(y) alle seine Haufungspunkte enthlt.
Sei (7, )nen eine Folge in Fpy).

Angenommen sie hiufte sich in einem Punkt & = (£',£%,...) € P, wobei
£ € Fpqyy. Offenbar gilt

e Fp(N) & Jdi e N, mit £i+1‘[i] =+ 51
Andererseits gilt fiir jedes Folgenglied m,, per definitionem 7™ |;; = 7}, Vi €
N, weil 7, € Fp(y). Damit folgt aber

doo(”naf) Z Vn e N7 (34)

i+ 1
was im Widerspruch dazu steht, dass £ ein Haufungspunkt ist. Also ist Fip(y)
abgeschlossen.

Als abgeschlossene Teilmenge des kompkaten Raums P, ist aber Fpy) selbst
kompakt und damit separabel. Schlieklich gehen die Metriken d und d,, ge-
rade so auseinander hervor, dass ¢ = ¢(d,d.,) eine Isometrie beziiglich die-
ser Metriken darstellt, d.h. die Kompaktheit bleibt auch beim Ubergang von
Fp(yy durch ¢ nach P(N) erhalten, was die Separabilitét von P(N) liefert. [

3.1.3 Eine Konstruktion des Koaleszenten

Schlielich wollen wir noch eine explizite Konstruktion des Bolthausen-
Sznitman Koaleszenten angeben.

Wir fiithren zunéchst fiir die Blocke einer Partition von N oder [n], mit n €
N, eine Ordnungsrelation ein. Sei b die Blockanzahl der Partition, dann ist
b € NU{oo}. Seien die Blocke mit (¢1), (£3), ... bezeichnet. Dann nennen wir

sie gemaf’ der ”IQE”-Relation angeordnet, falls fiir 1 <7 < j < b gilt: Das
kleinste Element von (¢;) ist kleiner als das kleinste Element von (¢,), kurz
kE .
(0;) < (¢;), fir 1<i<yj<b. (35)

kE
7<” beschreibt also die von den jeweils kleinsten Elementen induzierte To-
talordnung.
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Konstruktion:

Fiir festes x € (0,1] sei (Y;)ien eine Folge unabhéngiger ZVn mit Y; ~
ber(z), Vi € N. (D.h. P(Y;=1) =2z und P(Y; =0) =1 —z).

Wir setzen Y := (Y7, Y, ...). Wegen der Unabhéngigkeit der Folge (Y;) ist die
Verteilung von Y durch das Produktmaf auf [[;°,{0,1} = {0,1}*° gegeben,
welches wir fiir festes x mit P* bezeichnen.

Weiter sei B die Produkt-&-Algebra auf {0, 1}* und wir setzen

L(B) := /01 P*(B)x*dx, VB E€B. (36)

Dies ist gerade so konstruiert, dass es spater mit den Koaleszenzraten Ay
zusammenpassen wird.

Wir konstruieren nun eine Folge von Koaleszenten (I1M)"€N so dass I die
Restriktion von I1"*1 auf [n] ist, fiir alle n € N. Dabei wollen wir stets fast
sicher in Singletons starten.

Wir betrachten die Punkte eines Poisson-Prozesses N auf (0,00) x {0,1}*>
mit Intensitdtsmaf gy = A ® L (A bezeichnet das Lebesguema#), d.h.

WA x B) = NA)L(B) (37)

fiir alle A € ®B((0,00)) und B € B. Dies legt dann aber schon das Mafs aller
messbaren Mengen des Produktraumes fest.

Als Spungzeitpunkte von IIM" lassen wir nur die Zeitpunkte ¢ zu, fiir die ein
Y € {0,1}* existiert mit (¢,Y) € N und zusétzlich )" | Y; > 2 ist.

(Falls 7 | Y; > 2, so existiert das Integral aus Gleichung (36), da der Faktor
22 aus dem Nenner verschwindet. Damit bleibt die Intensitéit beschrinkt,
pAX{Y] > Y; > 2}) < oo, falls A(A) < oo, d.h. die Spriinge konnen sich
nicht héufen).

Sei die (diskrete) Menge der zuléssigen Sprungzeitpunkte mit 7 bezeichnet.
Angenommen zur Zeit to haben sich b Blocke (¢4), ..., (¢) gebildet, mit 2 <

b <n, dh. es gilt HL’(}] = {(¢y),...,(ly)} =: L. Die Blocke seien geméfs der

kE”
"< -Relation angereiht und wir ordnen dem i-ten Block die ZV Y; zu.

Die Idee ist nun zur néchsten potentiellen Sprungzeit 7 € 7 mit 7 > t,
alle Blocke (¢;), 1 < i < b, zu vereinigen, fiir die die entsprechende ZV Y;
den Wert 1 angenommen hat. Wir werden also zur Zeit 7 genau dann eine
Koaleszenz erleben, wenn Z?Zl Y, > 2 gilt.

Wir benotigen noch eine Interpretation des Poisson-Prozesses (vgl. Gleichung
(37)). Fiir jede feste Menge B € B betrachten wir die Restriktion N := AM'N
{(0,00) x B}. Dann beschreibt Nz einen homogenen P.P. mit Intensitét L(B).
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(Denn das Intensitdtsmafs ist offenbar das L(B)-fache des Lebesguemafes).
Aufserdem sind dann fiir paarweise disjunkte Mengen (B;);en (mit B; € B)
die P.P. (NVp,)ien unabhéngig.

In der Situation Hl[tz] = L fragen wir nach der Rate L(melt(S)) desjenigen
eingeschrinkten Poisson-Prozesses, der das Verschmelzen der k-elementigen
Menge S := {{;,,...,¢;, } C L verursacht, 2 < k <b.

Dies bedeutet, dass (7,Y) € N mit ¥;, = --- = Y;, = 1. Da die Y; mit
i > b keine Bedeutung fiir die Verschmelzung der b Blécke haben, wird dieser
Folge die Wahrscheinlichkeit P®(meltS) = z*(1 — x)** zugeordnet. (Wir
bemerken, dass Y; =0V j € [b] \ {i1,...,4} gilt). Nach Konstruktion ergibt
sich (vgl. (36))

1
L(meltS) = / "2 (1 — 2)" Fde = My (38)
0

D.h. gegeben der Information des Zustandes £ zu einer gewissen Zeit ¢, ist
die Wartezeit auf die Verschmelzung von S exponential verteilt (Eigenschaft
eines homogenen P.P.) mit den benétigten Raten Ay .

AuRerdem sind die eingeschrinkten Prozesse Np, die die Wartezeit auf die
nachste Verschmelzung beschreiben, unabhéngig, denn die entsprechenden
Mengen B sind nach Konstruktion paarweise disjunkt.

Damit gilt I ~ BSCM. fiir alle n € N. Aukerdem folgt nach Konstruktion
direkt, dass II"™ die Restriktion von I+ auf [n] ist. Wir haben uns nur
klar zu machen, welche Punkte des P.P. N Ubergéinge der Prozesse I1" bzw.
1"+ beschreiben.

Insbesondere gilt (7!}, 72 ...) € Fpy) und wir knnen diese Folge anhand
der Abbildung ¢! eindeutig mit einem 7 € P(N) identifizieren (vgl. (27)).
Dann ist 7 der gesuchte unrestringierte Bolthausen-Sznitman Koaleszent.

3.2 Zufallige rekursive Baume

Wie schon in der Einleitung erwdhnt wollen wir Aussagen iiber den re-
stringierten Bolthausen-Sznitman Koaleszenten mit Hilfe zufélliger rekursiver
Baume gewinnen. Dieser Abschnitt dient der Modellierung des Koaleszenten
durch eine solche Baumstruktur. Begriffe wie Baum, Knoten, Kante etc. set-
zen wir wieder als bekannt voraus. Wir betrachten Baume mit n Knoten,
n € N. Dabei sei jeder Knoten mit einer Marke (k) versehen, k € {1,...,n},
so dass die Menge der Marken gerade die Partition der ersten n natiirlichen
Zahlen in Singletons ergibt. Spéter werden wir die Markenmenge verallge-
meinern. Sollte bei der Betrachtung von Baumen kiinftig keine Angabe zur
Markenmenge gemacht werden, gehen wir von Baumen in Singletons aus.
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Definition 3.2.1. Fir n € N sei T" ein Baum mit n Knoten. T™ heifst
rekursiv, wenn folgende zwei Eigenschaften erfillt sind:

(i) Die Wurzel von T™ ist mit (1) markiert.

(i1) Fir jeden Knoten in T™ bilden die Marken der Knoten, die man auf
dem Pfad von der Wurzel bis zu dem Knoten durchlduft, eine aufstei-
gende Folge.

Abbildung 2: Ein rekursiver Baum bestehend aus 10 Knoten.

Ein solcher rekursiver Baum lasst sich explizit konstruieren: Zunéchst ist die
Wurzel festzulegen. Induktiv wird im k—ten Schritt der Knoten mit der Mar-
ke (k) an einen beliebigen bereits im Baum vorhandenen Knoten angefiigt,
2<k<n.

Fir n € N existieren also genau (n — 1)! rekursive Baume.

Definition 3.2.2. Fir n € N heifit ein Baum T" zufdlliger rekursiver
Baum, kurz RRT", falls er uniform aus der Menge der rekursiven Bdume
gewdhlt ist.

Fiir unsere Konstruktion bedeutet dies wieder die (1) als Wurzel festzulegen
und den Knoten, an dem im k-ten Schritt angefiigt wird, uniform aus der
Menge aller k£ — 1 bislang im Baum vorhandenen Knoten zu wéahlen, 2 < k£ <
n. So wird keiner der rekursiven Baume bevorzugt.
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Unser Ziel ist es den BSC™ durch einen RRT™ zu modellieren: Fiir alle
1 < k < n ordnen wir dem Block mit der Marke (k) im Koaleszenten den
mit (k) markierten Knoten des Baums zu. Ebenso werden wir die Koaleszenz
im BSCM™ durch Verschmelzen der entsprechenden Knoten im Baum be-
schreiben. Dieses Vorhaben legt nun nahe, die Markenmenge eines zufélligen
rekursiven Baumes zu verallgemeinern (vgl. (35)).

Definition 3.2.3. Sein € N und {(¢1),...,(l)} eine Partition von [n| mit

(4;) Z (¢;), fir 1 < i < j < b. Ein Baum bestehend aus den Knoten
(01), ..., (L) heift ein zufilliger rekursiver Baum (RRT"), falls er aus fol-
gender Konstruktion hervorgeht:

(i) Die Wurzel ist mit ({1) bezeichnet.

(ii) (Ux) wird uniform an einen der k — 1 im Baum enthaltenen Knoten
(€1), .-, (lr—1) angefiigt, 2 <k < b.

Die Grundidee fiir ein Analogon zur Entwicklung des BSC!M™ - d.h. zur suk-
zessiven Verschmelzung der Blocke - ist ein bekanntes Abholzverfahren eines
zufilligen rekursiven Baumes, das auf Meir und Moon (vgl. [10]) zuriickgeht:
Wir betrachten einen RRT"™ mit n—1 Kanten. Wir wéihlen uniform eine Kan-
te e, schneiden diese ab und lassen den Teilbaum, dessen Wurzel der Knoten
unterhalb der geschnitten Kante ist, wegfallen. Dadurch entsteht ein neuer
Baum mit weniger Knoten. Das gleiche Verfahren fithren wir solange durch
bis die Wurzel schliefslich isoliert ist.

Fiir unsere Belange ist es sinnvoll, dieses Verfahren etwas abzuédndern: Dabei
lassen wir den abgeschnittenen Teilbaum nicht wegfallen, sondern fiigen die
Marken aller seiner Knoten zu dem Knoten hinzu, der direkt oberhalb der
geschnittenen Kante liegt. Dies kommt der Vorstellung der Entwicklung des
Koaleszenten schon sehr nahe.

Die folgende Darstellung zeigt den Abholzprozess eines rekursiven Baumes
der geméfs unseres entwickelten Modells mit dem in Abbildung 1 auf Seite 14
betrachteten Bolthausen-Sznitman Koaleszenten korrespondiert. Sy, ..., S5
bezeichnen dabei die Zeitpunkte, zu denen die angedeuteten Kanten geschnit-
ten werden.

Hilfssatz 3.2.4. Sein € N und RRT® ein zufilliger rekursiver Baum auf der
Markenmenge L = {(¢1),...,(ly)} € P([n]). Sei weiter X eine ZV mit X ~
unif{(l2), ..., ()} und X, RRT® unabhingig. Schneidet man die unmittelbar
oberhalb von X liegende Kante und fiigt alle Marken des Teilbaumes, dessen
Wurzel X ist, zum direkt oberhalb von X liegenden Knoten hinzu, so ist
der dadurch entstandene Baum ein zufdlliger rekursiver Baum auf der neuen
Markenmenge.
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2 3 (6) (2,7,10) (3) (6)
(5) (;) ® @ G @ @ \(9)
(10)
t €[Sy, Ss) : (1,3,4,9) tel9,5):  (1,3469)
(2,7/ \\(6) (2,7,10)
G) (@) (57)Z \(8)
te[S,S):  (1,34,69) t € [Ss,00) :

1 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

Abbildung 3: Eine mégliche Abholzung eines RRT'?. Das Prozedere korrespon-
diert mit dem BSCH1Y von Abbildung 1.

Beweis:

(i): z.Z.: Der neue Baum ist rekursiv. Wir haben nur zu zeigen, dass fiir je-
den Knoten K im neuen Baum, die Folge der Marken von der Wurzel bis

kE
K aufsteigend ist, im Sinne der oben eingefiihrten 7 <”-Relation. Sei X°
der Knoten der unmittelbar oberhalb von X liegt und (¢°) dessen Marke,
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(¢°) € L. Nach Konstruktion des Baumes sind alle Knoten des Teilbaumes,
dessen Wurzel X ist, mit Marken versehen, die grofer sind als (£°). Sei k°
das kleinste Element von (£°). Nach der Vereinigung der Marken des abge-
trennten Baumes mit (¢°) bleibt k° also das kleinste Element dieser neuen
Marke. Andererseits sind bis auf X° alle Knoten im neuen Baum von der
Verschmelzung unbeeinflusst. Damit bleibt fiir alle neuen Marken die Rekur-
sivitdtseigenschaft erhalten.

(ii): Es ist noch zu zeigen, dass der durch Abschneiden
und Verschmelzen entstandene Baum 7™ uniform ver-
teilt ist auf der neu entstandenen Markenmenge L%,
Sei X = (0;,) und {(4;,),...,(¢;,)} die Knoten des Teil-
baums dessen Wurzel (¢;,) ist. Sei weiter (¢;,) der direkte
Vorfahr von (¢;,). Dann ist S := {(¢;,),...,(¢;,)} C L

die Markenmenge, die bei diesem Vorgang vereinigt wird.

Diese sei wieder geméf der ”kg”—Relation geordnet. Wir
bemerken zunichst, dass ein beliebiger rekursiver Baum  Abbildung 4:
auf £ aufgrund der Anordnung der Marken die Verschmel- Teilstruktur eines
zung von S im Allgemeinen gar nicht ermoglicht. Baume  zuldssigen rekur-
fiir die dies doch moglich ist, bezeichnen wir als zuléssig. siven Baumes.
Genauer haben wir also zu zeigen, dass, wenn wir durch

den Verschmelzungsvorgang einen Baum mit Markenmenge £ erhalten,
dieser nicht vor anderen Biumen auf £*) bevorzugt wird. Dies folgt aber
leicht, denn notwendig und hinreichend fiir einen zuldssigen Baum ist ein
rekursiver Unterbaum bestehend aus Knoten mit den Marken (1;,), ..., (1),
der an den Knoten mit der Marke ([;,) angefiigt ist (vgl. Abbildung 4). Fiir
den rekursiven Unterbaum gibt es damit (k — 2)! mogliche Anordnungen und
damit fiir jeden Baum auf £ also genau (k — 2)! zulissige Baume auf L.
Weil wir von einem zufélligen rekursiven Baum ausgegangen sind, ist aber
auf £ kein Baum bevorzugt. ]

neu

Anhand des folgenden Satzes ldsst sich nun die Entwicklung des BSC™
durch einen rekursiven Baum mit Hilfe des oben erwdhnten Abholzverfahrens
beschreiben.

Aus technischen Griinden betrachten wir im folgenden Satz nur Bolthausen-
Sznitman Koaleszenten mit wenigsten zwei Blécken. Man beachte aber, dass
der Fall n = 1 trivialerweise richtig ist, auch wenn er fiir unsere asymptoti-
schen Betrachtungen keine Bedeutung hat.

Konstruktion 3.2.5. Fiirn € N sei zur Zeit t = 0 ein zufalliger rekursiver
Baum in Singletons gegeben. Weiter (Ey)o<k<n €ine Folge standard exponen-
tial verteilter ZVn, so dass Fs, ..., E,, RRT"™ unabhdngig sind. Dabei gibt
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Ey die Lebenszeit der Kante an, mit der der Knoten (k) angefiigt wurde,
d.h. Ey beschreibt den Zeitpunkt, zu dem der Teilbaum dessen Wurzel (k) ist,
instantan in den Vater von (k) verschmilzt.

Satz 3.2.6. Die Markenmenge des Baumes aus Konstruktion 3.2.5 beschreibt
die Blocke einer Partition der ersten n natirlichen Zahlen, die sich gemdf
der Dynamik des BSC!™ entwickeln.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften aus Korollar 3.1.4 nach. Sei dafiir zur
Zeit t > 0 die Markenmenge des betrachteten Baumes durch HE"] bezeichnet.
Zunéchst starten wir nach Konstruktion fast sicher in Singletons.

Angenommen es wurden mit der Zeit gewisse Kanten geschnitten, so dass
zum Zeitpunkt ¢y noch b Knoten vorhanden sind (2 < b < n), deren Mar-
kenmenge durch £ = {(l1),...,(ly)} gegeben ist (welche wiederum nach der

obigen ”kg”—Relation angeordnet ist), d.h. HZJL] =L.

Mit b Knoten sind noch b — 1 Kanten vorhanden. Also wird die Wartezeit
auf die néchste Verschmelzung durch das Minimum von b — 1 unabhéngigen
exp(1) verteilte ZVn beschrieben und ist somit exp(b — 1) verteilt.

Sei 7 der Zeitpunkt, an dem die nichste Verschmelzung stattfindet. Betrach-
ten wir dann den Baum zur Zeit ty so ist die kiinftige Entwicklung nach
Konstruktion vom vorherigen Verlauf unabhéngig. Aufserdem ist der zur Zeit
7 entstandene Baum nach Hilfssatz 3.2.4 wieder zuféllig rekursiv. Damit ist
der Prozess markovsch.

Schlieklich haben wir noch die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu berechnen.
Gegeben der Information HEZ] = L fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit,
dass im nachsten Schritt ganau die £ Knoten zusammenfallen, die durch die
Markenmenge S = {(¢;,),...,(¢;,)} C L beschrieben werden. Die neu ent-
standene Markenmenge wollen wir wieder mit £ bezeichnen. Wir benéti-
gen die Anzahl der rekursiven Badume, die das Verschmelzen von S iiberhaupt
erst begiinstigen. Diese Badume hatten wir im vorigen Hilfssatz 3.2.4 als zu-
léssig bezeichnet. Sie miissen also die Struktur aus Abbildung 4 aufweisen.
Wir wihlen erstens einen der (k — 2)! moglichen rekursiven Béume aus den
Knoten der Marken (4;,), ..., (¢;,). Und zweitens einen der (b— k)! rekursiven
Baume aus dem Knoten mit der Marke (¢;,) und den iibrigen b — k Knoten.
Dann fiigen wir die beiden Baume zusammen indem (¢;, ) und (¢;,) durch eine
Kante e verbunden werden. Schliefslich haben wir noch eine Kante zu wéahlen,
die das nachste Ereignis beschreibt. Dafiir haben wir nur eine Moglichkeit,
denn es muss e geschnitten werden, damit S verschmilzt. Insgesamt erhalten
wir also (b — k)!(k — 2)! "giinstige” Baume.

Andererseits betragt die Anzahl aller rekursiver Badume mit einer markier-
ten Kante, die das Eintreten des néchsten Ereignisses beschreibt, gerade
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b-DYb-1).

Nach dem Hilfssatz 3.2.4 ist der zur Zeit ty betrachtete Baum zuféllig rekur-
siv, d.h. er ist unter allen Badumen auf £ nicht bevorzugt. Da auch auch die
geschnitte Kante uniform gewéhlt wird, ergibt sich die gesuchte Wahrschein-
lichkeit leicht als Quotient

(b—k)(k—2)! Ay
b-DIb—-1) b—1

dies ist aber gerade die passende Ubergangswahrscheinlichkeit, also gilt die
Behauptung. ]

P = L0 |1 = £) = (39)

Bemerkung: Sei S,, die Anzahl der Schnitte, die nétig sind, um die Wurzel
eines RRT™ zu isolieren. Dann beschreibt S,, nach Satz 3.2.6 auch die Anzahl
der Verschmelzungen eines BSC!™ bis zum finalen Zustand. Meir und Moon
(vgl. [10]) haben gezeigt, dass fiir n — oo gilt

n

E[S,
> (logn)?

FEin genaueres Resultat iiber die asymptotische Entwicklung der Momente,

sowie der zentrierten Momente von S, lieferte spater Panholzer (vgl. [14,

Theorem 21 mit « = 1]). Er bewies

B logn

(1+0(1)) und Var[Sn]:o(n—2>. (40)

Satz 3.2.7. Fur k € N existieren sowohl die k-ten Momente als auch die
k-ten zentrierten Momente von S, und fiir n — oo gilt

. k k k
b nt o _n
E[S}] = (Tog n)F + (Hk +k + ; q;(g)) (log n)F+1 +0 ((log n)k+2) (41)

und

E 15, — E[S,]¥] =

k- e nk nk
<(_1)k " ; ( 14 )(_l)k G U) (log n)k+1 o ((logn)k”) - (42)

mit H, =Y 7+ und ¥(z) = LlogT(x). Folglich gilt fiir n — oo

% T

logn

P
n S, — 1. (43)

Zudem haben Mohle und Tksanov (vgl. [13]) folgenden Grenzwertsatz gelie-
fert:
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Satz 3.2.8. Firn — oo gilt
(log n)?

Sp — logn — loglogn N S, (44)

wobei S eine stabile Zufallsvariable bezeichne, deren charakteristische Funk-
tion E(e"X) = exp(itlog|t| — 5|t]), Vt € R, ist.

3.3 Eine Grofienbetrachtung der Abkommlinge

Wie angekiindigt betrachten wir geméaf Satz 3.2.6 einen zufélligen rekursiven
Baum auf [n]. Der BSC™ ist in gewisser Weise symmetrisch. Hinsichtlich
der letzten Verschmelzung kommt dagegen der Wurzel im Baum - also dem
Knoten, dessen Marke die (1) enthélt - eine besondere Rolle zu: Der letzte
Schnitt betrifft eine der Kanten, die von der Wurzel abgehen.

Fiir Betrachtungen, die die Blockgrofen in der letzten Verschmelzung betref-
fen, benotigen wir nicht die volle Information iiber den entsprechenden zufél-
ligen rekursiven Baum, sondern lediglich die Gréfen der Teilbdume, die von
den Kindern der Wurzel erzeugt werden, und die Zeiten, zu denen ihre Ver-
bindungskante mit der Wurzel geschnitten wird. Letztere werden nach Kon-
struktion durch unabhéngige standard exponential verteilte ZVn beschrieben
(vgl. Abbildung 5).

Aus technischen Griinden sei im folgenden wieder n € N. Wir fithren noch
einige Notationen ein.

Definition 3.3.1. Sei RRT™ ein zufdlliger rekursiver Baum in Singletons
und K, die Anzahl der Kinder der mit (1) markierten Wurzel. Fiir i €
{1,..., K,,} bezeichnet der i-te Abkémmling, kurz A, ;, den Teilbaum, des-
sen Wurzel das i-te Kind der (1) ist.

Sei A, =0, firi> K,. Fir alle i € N bezeichet I,,; die Grofie des Ab-
kémmlings A, ;, d.h. die Anzahl seiner enthaltenen Knoten bzw. Marken.

Fiir alle ¢ € N ordnen wir dem ¢-ten Abkémmling den Rang i zu.
Beziiglich der Abschneideprozedur bezeichnet E; nun die standard exponen-
tial verteilte Lebenszeit des i-ten Abkémmlings, Vi € N.

Gesucht sind die Grofen I,,; der Abkommlinge eines zufalligen rekursiven
Baumes RRT™. Es wird sich herausstellen, dass sie erwartungsgeméf nicht
gleich sein werden. Fiir zwei Abkémmlinge wird derjenige kleineren Ranges
typischerweise grofer sein. (vgl. Abbildung 5)

Die Konstruktion der zufélligen rekursiven Baume erlaubt es uns, eine Folge
(RRT™)"<N als Markovkette auf dem Raum der rekursiven Biiume zu verste-
hen. Beim Ubergang von einem rekursiven Baum zum néchsten wird dazu
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Abbildung 5: Das Modell eines rekursiven Baumes bzgl. der Grofenbetrachtung
der Abkommlinge, d.h der von den Kindern der Wurzel erzeugten Teilbdume.
11, I, I3 bezeichnen die Grofsen der ersten drei Abkémmlinge, F1, Es, F3 sind un-
abhingige standard exponential verteilte ZVn, die die Lebeszeiten entsprechenden
Abkémmlinge beschreiben.

ein neuer Knoten uniform an einen bereits im Baum vorhandenen Knoten

angefiigt.
Analog erhalten wir durch Weglassen der letzten m Knoten eines RRT™™
einen zufilligen rekursiven Baum auf {{1},...,{n}}. (Wére dieser Baum

einem anderen RRT™ bevorzugt oder benachteildigt, so wiirde sich dieser
Vor- (bzw. Nach)teil durch uniformes Anfiigen von m Knoten vererben. Dies
widerspricht aber der Tatsache, dass keiner der urspriinglichen Badume auf
{{1},...,{n + m}} bevorzugt war).

Wir bezeichnen diese Eigenschaft als Konsistenz der zufilligen rekursiven
Baume.

Fiir eine Folge (RRT™)"N fragen wir noch nach der Anzahl der Abkémmlinge
K, des entsprechenden RRT™. Es stellt sich heraus, dass fiir n — oo gilt

K, — oo f.s. (45)
Dazu betrachten wir fiir alle i € N das Ereignis

B; := {i-ter Knoten ist Kind der Wurzel}. (46)
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Dann sind die Ereignisse (B;),.5 nach Konstruktion unabhingig und es gilt

P(B;) = - fiir alle i € N. Weiter ist K,, = Y i, 1p,. Offenbar ist K,
monoton wachsend und wir erhalten

BiK,) — 3 Blts] = logn+O0(L), ()
Var[K,| = Zn:Var[]lBi] = logn + O(1). (48)

Mit der Chebyshev-Ungleichung folgt 1({;"” E, 1, fiir n — oo. Also geht K,
in Wahrscheinlichkeit gegen unendlich und da es monoton wéchst folgt auch
(45).

Wir bemerken noch: Offenbar ist (1g,);en eine Folge unabhéngiger, quadra-
tisch integrierbarer, fast sicher gleichmafig beschrénkter ZVn und es gilt
Var[} ", 1p,] — oo, fiir n — co. Bekanntlich implizieren diese Eigenschaf-

ten die Lyapunov-Bedingung, d.h. fiir K, gilt der zentrale Grenzwertsatz

K, —E[K,] 4 "
— N(0,1 f . 4
Vor(K. — N(0,1), firn— oo (49)

Fiir einen RRT™ betrachten wir hinsichtlich asymptotischer Uberlegungen
fiir alle 7 € N den Quotienten

Ini
VAR = (50)

n —

Sei nun eine Folge (RRT™)"N gegeben. Es wird sich zeigen, dass der Grenz-
wert nh_)rgo VAFT fast sicher existiert. Dies motiviert die folgende Definition.
Definition 3.3.2. Sei (RRT™)"N eine Folge zufilliger rekursiver Béiume
in Singletons. Die asymptotische Hdaufigkeit des i-ten Abkémmling ist
gegeben durch

VAF; := lim VAF. (51)

n—oo

Der Vektor der asymptotischen Hdiufigkeiten, kurz VAF, ist ein un-
endlich dimensionaler Vektor, dessen i-te Komponente gerade VAF; ist.

Lemma 3.3.3. Seien I,,; die Grifen der Abkommlinge einer Folge (RRT™)"N
in Singletons.

Fiir festes i bezeichne F,, = &(I;; |1 < k < n) die kanonische Filtrierung
von (Ini)nen. Dann gilt fir alle i € N:
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(i) (%)%N ist ein Martingal bzgl. (Fy,)nen-

(i1) (VAFZ-”)”GKI = (Lns Jneri 48t ein Supermartingal bzgl. (F,)

n—1 neN-

Insbesondere konvergieren die beiden Folgen fast sicher und in £? (firp > 0)
gegen dieselbe ZV VAF;.

Beweis: Fiir die Martingaleigenschaft aus (i) ist zu zeigen, dass Vn € N gilt
E [L ]—“n} = fs. (52)
n

n+1
Wir betrachten das Ereignis A := {I,,4+1; = I,; + 1}, dass also der (n+1)-te
Knoten an den Abkémmling A, ; angefiigt wird, d.h.

]n+1,i = dng + ILA (53)

Da keiner der bislang vorhandenen Knoten als Vater bevorzugt wird, folgt
unter Ausnutzung der F,,-Messbarbeit von I, ;

Ellni1y | Fal = L +E[La|F]
= I..+ P(A|F,)
I 1
— L = ML ps
n n

Damit folgt (i).
Weiter folgt (ii) nach Division durch n € N

E |:In+1,i - n+1 _ n?—1 In,i I

f‘n:| - In,i

< ’ f-s.
n

n? n?2 n—1"n-1

Da 0 < % < % < 1 fir alle n € N, konvergieren die beiden Folgen

nach dem bekannten Martingalkonvergenzsatz fiir beschrinkte Martingale
fast sicher und aufgrund der Beschrinktheit auch in Z7, fiir p > 0. Wegen
Ini — (14 0(1))224 ist der Grenzwert beider Folgen identisch. O

n n—1

Fiir eine genauere Grofsenbetrachtung der Abkommlinge eines zufélligen re-
kursiven Baumes wollen wir nun noch die Verteilung des Vektors der asym-
ptotischen Haufigkeiten VAF beschreiben.

Definition 3.3.4. Sei (U;);en eine Folge unabhingig identisch unif|0, 1] ver-
teilter ZVn. Dann heifit ein unendlich dimensionaler Vektor V Griffiths-
Engen-McCloskey verteilt zu den Parametern 0 und 1, kurzV ~ GEM(0,1),
wenn fiir ihn gilt

V=(VVa.. . Vi)~ (Ul, Uz(l—Ul),...,Uiﬁ(l—Uk),...>. (54)

k=1
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Der Ausdruck (54) ist dabei folgendermafen zu lesen: Die erste Komponente
ist uniform auf [0, 1] verteilt. Die zweite Komponente ist uniform auf dem
Rest Ry := 1 — U; verteilt, der von der ersten Komponente erzeugt wurde.
Sukzessive ist die (7 4 1)-te Komponente uniform auf dem Rest R; der ersten
1 Komponenten verteilt.

Satz 3.3.5. Fliir eine Folge (RRT™)"N zufilliger rekursiver Biume in Single-
tons gilt

VAF ~ GEM(0,1). (55)
Beweis: Es ist zu zeigen
i—1
(VAF,,VAF,,... \VAF, ..) ~ (Ul, U(1=Th), ... U; [J(L = Uk),... |,
= (56)

wobei (U;);en eine Folge unabhéngiger identisch unif [0, 1]-verteilter ZVn be-
zeichne.

Nach Lemma 3.3.3 gilt fiir alle i € N, dass der Quotient i’l’l fir n — oo
fast sicher konvergiert. Damit folgt auch (fiir n — oo) direkt die fast sichere
Konvergenz von

i—1 - n—1)— iv_l ]
(n_1>_2j:1[n,j n_l%
und wir setzen fiir alle i € N
]ni
Ui = lim 2 (58)

i1 :
n= (n—1) — Zj:l In;

U; ist also der Grenzwert des Quotienten aus der Grofse des i-ten Abkémm-
lings und der Anzahl aller Knoten, die nicht in den ersten :—1 Abkémmlingen
enthalten sind.

Wir zeigen nun via Vollstandiger Induktion iiber ¢

(n—1) =22

n—1

i-_ [n | n— d
j=11m7 n—oo H(l —U;) fs. VieN. (59)
j=1

Der Induktionsanfang i = 1 folgt direkt aus (58), denn

In,l n—00 fs

1-— —>1—U1

n—1
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Sei nun die Behauptung fiir ¢ bewiesen, d.h. es gilt (59). Dann folgt fiir ¢ + 1

(n=1) =355 Ly

n—1
_ (n—1)— 22:1 In B L
n—l n—1

. (’I’L—]_ nz+1 . (n_l)_Z;ﬂ In,j
n—l (n—1) ]1] n—1

_ (n - 1 'n, i+1
n—= 1 n - 1 Z;:l [n,]

7 i+1
= J[a-0)-Us) = [J-U)) fs.
j=1 j=1

Somit gilt die Behauptung (59) fiir alle ¢ € N und es folgt

n—1 (n—l)—Z?‘lan n—1

j=1

(60)

fiir alle ¢« € N, was die gemeinsame Verteilung

1—1
(VAF\,VAF,,... ,VAF, ..) ~ (Ul, (1 =Uh),....U; [ J(1 = Th), .. )

k=1

liefert. Es bleibt noch zu zeigen, dass (U;);eny unabhéngig identisch unif [0, 1]
verteilt sind.
Zunéchst zeigen wir U; ~ unif [0, 1] und dafiir

Iyq ~unif{l,....,.n—1}. (61)

Dazu betrachten wir das Ereignis {I,,1 = k}, dass also der erste Abkommling
A,1 aus genau k Knoten besteht, k& € [n — 1]. Da per definitionem gilt:
(1) ¢ A,1 und (2) € A, 1 haben wir genau (}_2) Moglichkeiten k — 1 Knoten
aus der Menge {(3), (4),...,(n)} zu wihlen.

Aus der (2) und den k — 1 gewdhlten Knoten lédsst sich auf (K — 1)! Weisen
ein rekursiver Baum bilden, der dann den ersten Abkémmling beschreibt.
Fiir die iibrigen n— k Elemente gibt es genau (n—k—1)! Moglichkeiten einen
rekursiven "Restbaum” zu bilden. Dieser enthélt insbesondere die (1).
Schlieflich fiigen wir den Abkémmling (3 (2)) mit dem Restbaum (3 (1))
zusammen, indem wir die Knoten (1) und (2) durch eine Kante verbinden.
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Insgesamt erhalten wir so (7~7) (k—1)!(n—k —1)! mégliche rekursive Biume,
die das Ereignis {I, 1 = k} beglinstigen.

Da die Anzahl aller rekursiven Badume mit n Knoten genau (n — 1)! betragt,
ergibt sich

2 (ke — 1) (n—k—1)!
P(In,lzk):(kl)( (n)—(l)! ):nil, VEke[n—1].

Also gilt (61). Dann folgt aber direkt
Ini~[Un-=1)]=m-1)U+0(Q1), (62)

mit U ~ unif [0, 1]. Skalieren mit n — 1 und anschliefende Grenzwertbildung
liefert die gewiinschte Verteilung von Uj.
(Betrachten wir eine Pélya Urne, die zu Beginn eine schwarze und eine weifse
Kugel enthélt, so bemerken wir, dass sich die Grofe des ersten Abkémmlings
wie die Anzahl der (0.B.d.A.) schwarzen Kugeln der Polya Urne entwickelt.
Denn seien die Knoten des ersten Abkémmlings schwarz und die des Rest-
baumes weif eingefirbt, so ist nach Konstruktion die (1) weif und die (2)
schwarz fast sicher. Als Vater fiir die (3) ist keiner der beiden Knoten be-
vorzugt. Wird die (2) der Vater, so wird die (3) schwarz gefirbt, ist (1) der
Vater, dann wird die (3) weifs, etc. Sukzessive erhalten wir (61) aufgrund der
Konstruktion der zufélligen rekursiven Baume).
Sei nun i € N. Betrachten wir beim Aufbau unseres Baumes nur die Knoten,
welche an die Abkémmlinge A;, A;.1, ... angebracht werden, und “ignorieren”
gewissermafen die ersten ¢ — 1 Abkommlinge, so entwickelt sich die Grofe
des i-ten Abkommlings A; nach der gleichen Dynamik wie die des ersten Ab-
kommlings bei der "konventionellen” Baumkonstruktion. Da schlieklich genau
N :=(n—-1) —Z;;ll I, ; Knoten an die Abkémmlinge A;, A;11, ... angebracht
werden, folgt
Ly _ Ava

(n—1) ="y N-T
Da diese Grofen aufgrund der Gestalt der zufalligen rekursiven Baume un-
abhéngig sind, folgt die Behauptung. m

VieN. (63)

Bemerkung: Da insbesondere VAF; ~ unif [0, 1] wird sich im Mittel schon
im ersten Abkémmling die Hélfte der Masse des gesamten Baumes befinden.
Genauer gilt Vi € N

BVAR) = E |U J[0 - 00| —Ew [[EQ -t = L. (o0
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Also fir m < n, mit m,n € N

1

1

E[VAF,)]
Daraus folgt natiirlich nicht, dass ein Abkémmling fast sicher kleiner sein
wird als alle Abkémmlinge kleineren Rangs. Mit anderen Worten: Fiir einen
GEM(0,1)-verteilten Vektor V' wird die Folge seiner Komponenten (V;);en
i.a. nicht monoton fallend sein. Da in der Baumkonstruktion die Zerschnei-
dezeitpunkte aller Kanten durch unabhéngige standard exponentialverteilte
ZVn beschrieben werden, also kein Abkommling bzgl. seiner Lebenszeit be-
vorzugt ist, wollen wir die Rdnge der Abkdmmlinge in unserer Betrachtung
vernachlassigen und sie geméf der folgenden Definition anordnen.

Definition 3.3.6. Sei V ~ GEM(0,1) und J; :== V(3 Vi € N, wobei V;) die
i-t grofste Komponente von V' bezeichne. Dann heif§t der unendlich dimensio-
nale Vektor J = (Jy, Ja,...) Poisson-Dirichlet verteilt zu den Parametern
0 und 1, kurz J ~ PD(0,1).

Bezeichnen wir mit F;(1) die relative Grofe des Blockes eines BSC, der zur
Zeit t > 0 die (1) enthélt, so erhalten wir bei Betrachtung des BSC' anhand
der Baumkonstruktion als Folgerung von Satz 3.3.5:

Korollar 3.3.7. Seien J; > Jo >, ... die der Groffe nach abfallend geordne-
ten Sprungrifien des Prozesses (Fy(1))i>0, und sei fiir alle i € N mit T; der
Zeitpunkt bezeichnet zu dem der Sprung der Gréfle J; stattfindet. Dann gilt

J = (Jl, JQ, . ) ~ PD(O, 1),
mit J,T1, Ty, ... unabhdngig und T; ~ exp(1) Vi € N.

Bemerkung: Am Anfang dieses Kapitels hatten wir gesehen, dass die An-
zahl der Abkommlinge fast sicher beliebig grofs wird (vgl. (45)). Dabei sollte
sich ein "Grofsteil” der Knoten auf relativ "wenige” Abkommlinge verteilen.
(vgl. (64)). Da im Hinblick auf die letzte Kollision keiner der Abkémmlinge
bevorzugt ist, bedeutet dies, dass tendenziell eher ein kleiner Abkémmling
in der letzten Verschmelzung involviert ist. Im BSC sollten also unmittelbar
vor der letzten Kollision sehr viele der Singletons zu einem riesigen Block
verschmolzen sein, neben dem nur noch wenige Mini-Blocke existieren.
Diese Uberlegung werden wir in Abschnitt 4 - im Hauptsatz dieser Arbeit -
anhand einer genaueren Analyse der Asymptotik gewisser Blockgrofen veri-
fizieren kénnen.
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3.4 Der Bonsai im Chinarestaurant

Hinsichtlich unserer Betrachtung waren lediglich die Grofsen I,,; der Ab-
kémmlinge eines Baumes von Interesse. Diese erhalten wir als Spezialfall
folgender Klasse von Prozessen zuriick.

Definition 3.4.1. Sei o € [0,1), 6 > —« und P([n]) die Menge der Parti-
tionen von [n]. Ein China-Restaurant-Prozess zu den Parametern o und
0, kurz (CRP™(a,0)),en, ist ein diskreter - im n-ten Schritt P([n])-wertiger
- stochastischer Prozess, dessen Dynamik gegeben ist durch

(i) Es gilt CRPM(a,0) = (1).

(i) Angenommen die ersten m Elemente (m € [n — 1]) haben k Bliocke
gebildet, wobei der i-te Block aus |B;| Elementen besteht, mit m =
k
|B;|. Dann gilt fir das (m + 1)-te Element:
=1

)

0 k
P((m+ 1) — tes Element bildet einen neuen Block) = ta ,
m+ 6
. . . ’BZ’ —
P((m+ 1) — tes Element wird an Block i ange fiigt) = e
m

furl <i<k.

Wir bemerken den Spezialfall @ = 0 und 6 = 1. Dann entspricht die Anfiige-
wahrscheinlichkeit des m-ten Elements im China-Restaurant-Prozess genau
der des (m + 1)-ten Knoten eines zufélligen rekursiven Baums, wenn die B16-
cke durch die Abkémmlinge des Baumes beschrieben werden. M.a.W.: Die
Entwicklung der Grofe des i-ten Abkommlings im Baum erfolgt nach der
gleichen Dynamik mit der der i-te Block (Block vom Rang i) im China-
Restaurant-Prozess wiichst. Die Anordnung der Blécke eines CRP" («, 6)

kE//
erfolgt dabei nach der bekannten ” < -Relation.

Wir betrachten die Blockgrofe \Bl-[n]] des i-ten Blocks eines C RP"(a, 6), so-
fern der Block existiert und weiter die Grofe des i-ten Abkommlings eines
RRT™1. Dann gilt

IB"| ~ L1, VneN. (66)

Die Analogie zum Baum setzt sich damit auch in der Asymptotik fort. Nach

(]
Lemma 3.3.3(i) folgt, dass (%)HGN ein Martingal ist und fiir n — oo fast
sicher konvergiert. Es liegt nun nahe auch hier von den asymptotischen Héu-

figkeiten der Blocke zu sprechen.

Entscheidend ist nun fiir uns, dass entsprechende Resultate auch auf allge-
meines « und 6 iibertragbar sind. Es gilt
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Satz 3.4.2. Sei (CRP™(a,0)),en ein Chinesischer-Restaurant-Prozess mit
a€[0,1) und @ > —a. Dann gilt:
Fiir alle i € N emistiert die asymptotische Haufigkeit

[n] [n]
VAF;(a,0) := lim % = lim % f.s. und ihre gemeinsame Verteilung ist

gegeben durch

(VAF\ (o, 0),VAF5(a,0), ..., VAF;(a,0),...)

~ (Wl,Wg(l — W), ... ,mhu W), .. ) . (67)

Jj=1

wobei (W));en eine Folge unabhdngiger ZVn bezeichne,
mit W; ~ beta(l — a, 0 + ia).

Ein ausfiihrlicher Beweis von Satz 3.4.2 ist in [6] gegeben. (Pitman wéhlt
einen Zugang iber zufallige austauschbare Partitionen, um Aussagen iiber
die Asymptotik der relativen Blockgrofen von Partitionen zu formulieren.
Dabei erfiillt ein C RP gerade die notigen Austauchbarkeitsbedingungen, was
schlieflich die Behauptungen liefert.)

Wir bemerken die Analogie zur Verteilung der asymptotischen Haufigkeiten
eines zufalligen rekursiven Baumes, vgl. Definition 3.3.4. Dies ist in gewis-
ser Weise ersichtlich, da im CRP zwar die Anfligewahrscheinlichkeiten neu
zu setzender Elemente verallgemeinert wurden, die Blocke aber prinzipiell
immer noch anhand des gleichen Verfahrens aufgebaut werden. Auch hier
erhalten wir sofort den Spezialfall der zufélligen rekursiven Baumen zuriick,
da fiir alle i € N mit @« = 0 und 0 = 1 gilt: W; ~ beta(1, 1), was der unifor-
men Verteilung auf [0, 1] entspricht. Ein anderer Hinweis auf die Giiltigkeit
von (67) liefert eine genauere Analyse der Beta-Verteilung zum Parameter
(1 — @,0 +ia). Die Anderung der Parameter o und @ wird dabei etwa den
gleichen Effekt auf die asymptotische Grofe der Blocke haben, den wir auch
intuitiv nach entprechender Veranderung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir den CRP "im Kleinen” erwarten wiirden.

(Betrachten wir bespielsweise fiir den Fall & = 0 den ersten Abkémmling: Die
Dichte von VAF;(0,6) ist dann durch f(z) = ﬁ(l — )P 1) (x) gege-
ben, wobei B(1,0) lediglich der Skalierung dient. Den Parameter § wachsen
zu lassen bedeutet dabei fiir die Dichte anschaulich, dass die Masse immer
weiter Richtung 0 verschoben wird. Fiir grofes 6 wird die asymptotische
Héaufigkeit des ersten Blocks also erwartungsgemaélfs nur unwesentlich grofser
sein als die der Folgenden. Ahnliches erwarten wir auch bei der Betrachtung
der Uberganswahrscheinlichkeiten beim Aufbau des CRP. Fiir wachsendes
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6 wird insbesondere fiir die ersten zu involvierenden Elemente die Wahr-
scheinlichkeit grofs, immer einen neuen Block zu bilden, was nachhaltig nur
zu einem geringen Grofenunterschied der ersten Blocke fiihren sollte.)

Es liegt nun nahe auch die Definitionen 3.3.4 und 3.3.6 zu verallgemeinern.

Definition 3.4.3. Sei a € [0,1) und 6 > —a und weiter (W;);en eine Folge
unabhdngiger ZVn, mit W; ~ beta(l — o, 0 4 iat), Vi € N.

(i) Ein unendlich dimensionaler Vektor V' heifit
Griffiths-Engen-McCloskey verteilt zu den Parametern o und 6,
kurz V.~ GEM («,0), falls gilt

1—1
Vi, Vay oo Vi) ~ (Wl, W2(1—Wl),...,mnu—wj),...).
j=1

(68)
it) Sei V.~ GEM(«,0) und J; := Vi Vi € N, wobei Vi) die i-t grofite
(4) ()

Komponente von V' bezeichne. Dann heifst der unendlich dimensionale
Vektor J = (J1, Ja, . ..) Poisson-Dirichlet verteilt zu den Parametern
a und 0, kurz J ~ PD(«,0).

Mit dieser Definition und den Aussagen von Satz 3.4.2 folgt nun direkt

Korollar 3.4.4. Sei ein CRP(«a, 0) gegeben. Der Vektor der asymptotischen
Hdufigkeiten der Blicke ist GEM (a, 0)-verteilt. Ordnet man die Komponen-
ten der Gréfie nach abfallend an, so ist der dadurch entstandene Vektor
PD(a, 0)-verteilt.

Mit dem erlangten Begriffsapparat konnen wir nun anhand der rekursiven
Béume eine Aussage iiber die Verteilung der Blockgrofen eines BSC zur
festen Zeit t > 0 machen. Seien zur Zeit t > 0 die Blocke By, By, ... wieder

/!
nach der ” < -Relation angeordnet. Dann betrachten wir fir i € N die
Quotienten
n
Es wird sich herausstellen, dass auch diese Grofen fiir wachsendes n fast si-
cher konvergieren. Den Grenzwert bezeichnen wir dann als asymptotische
Haufigkeit von B; zur Zeit t.
Von der Vorstellung des Baumes als Ansammlung von Abkémmlingen und
einer Wurzel wollen wir im Folgenden wieder Abstand nehmen. Zwar wer-
den wir sowohl mit einem zufélligen rekursiven Baum als auch dem China-

Restaurant-Prozess arbeiten, dabei sind die Blocke des C'RP aber nicht mehr



3.4 Der Bonsai im Chinarestaurant 37

mit den Abkommlingen des Baumes zu identifizieren. Sie werden nun kano-
nisch den Blocken des BSC - und damit auch den entsprechenden Marken
im Baum - zugeordnet.

Satz 3.4.5. (J. Schweinsberg). Sei (BSC)>q ein unrestringierter Bolthausen-
Sznitman Koaleszent. Fir alle Zeiten t > 0 existieren fur alle Bldcke die

/!
"

asymptotischen Hdufigkeiten. Sind die Blocke gemdfl der k<E -Relation an-
geordnet, so ist der dadurch entstandene Vektor GEM (e, 0) verteilt. Ord-
net man sie der Gréfie nach abfallend an, so ist der entsprechende Vektor
PD(e™,0) verteilt.

Beweis: Anstatt den Bolthausen-Sznitman Koaleszenten zu untersuchen be-
trachten wir geméaf Satz 3.2.6 einen zufélligen rekursiven Baum in Singletons.
Dabei ist die Kante mit der der i-te Knoten angefiigt ist wieder mit einer
Lebenszeit E; versehen, i € N. ((E;), g ist wie frither gewdhlt). Wir mar-
kieren nun genau jene Kanten, deren Lebenszeit kleiner ¢ ist. Die Idee ist
nun, die Knoten des Baumes zwar nicht sukzessive zu verschmelzen, aber
trotzdem - anhand der Markierungen - die entsprechende Blockbildung im
Bolthausen-Sznitman Koaleszenten zu betrachten. (vgl. Abbildung 6)

PN
A

HME) @) O ~ (1349 Q2710 & ©

(10)

Abbildung 6: Links: ein ungeschnittener RRT'°. Die Markierungen der Kanten
deuten an, dass deren Lebenszeit kleiner einem gegebenem ¢ > 0 ist. Rechts:
die dem Baum entsprechende Blockbildung im Bolthausen-Sznitman Koaleszen-
ten bzw. im China-Restaurant-Prozess.

Damit ist es unser Ziel zu zeigen, dass der néichste Knoten mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten eines CRP(e™*,0) angebracht wird. Nach dem vorheri-
gen Korollar 3.4.4 folgt dann die Behauptung.

Zu zeigen ist also: Angenommen die n Knoten im Baum haben entprechend
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der Markierungen der Kanten genau k Blocke By, ..., By gebildet, wobei der
i-te Block B; aus |B;| Elementen besteht, mit n := ¢ | |B;|. Dann gilt fiir
das (n + 1)-te Element

ket
(a) P(Das (n + 1)-te Element bildet einen neuen Block) = ‘ :
n
. . |Bl| — et
(b) P(Das (n + 1)-te Element wird an B; angefiigt) = ————.
n

Zu (a): Sei A das Ereignis, dass der (n+1)-te Knoten an das kleinste Element
einer der k Blocke angebracht wird. Und B ist das Ereignis, dass die Kante
mit der er angefiigt wird nicht markiert ist. Dann gilt trivialerweise

{Das (n + 1)-te Element bildet einen neuen Block} < AN B tritt ein,

denn wird es nicht an das kleinste Element einer der k Blocke angebracht,
dann ist es nach Konstruktion (unabhéngig vom Wert der angebrachten ZV)
schon Teil des Blocks, in dem auch dasjenige Element integriert ist, an das
das (n + 1)-te schlieklich angefiigt wird.

Da sich A auf die Struktur des Baumes bezieht und B auf den Wert der
angebrachten Kante, sind 4 und B unabhéngig.

Es gilt nun P(A) = %, weil als Vater des neuen Knotens keiner der bislang
vorhandenen Knoten bevorzugt wird.

Sei E, 1 die Lebenszeit der Kante, mit der der (n + 1)-te Knoten angefiigt
wird.

Dann gilt P(B) = P(E,+1 > t) = e '. Ingesamt folgt damit

P(ANB) = P(A)P(B) = K.

n

somit gilt (a).
Zu (b): Wir betrachten jetzt einen der vorhandenen Blécke B;. Dieser habe
| B;| Elemente. Dann gilt

{Das (n + 1)-te Element wird an B; angefiigt} < C oder D tritt ein,

mit C:={Der (n + 1)-te Knoten wird mit einer markierten Kante an das
kleinste Element von B; angebracht.}

und D:={Der (n+1)-te Knoten wird (durch eine markierte oder unmarkierte
Kante) an eines der (| B;| — 1) nicht-kleinsten Elemente von B; angefiigt.}.
Da die Markierung unabhéngig vom Knoten ist, an den angefiigt wird, folgt

P(C) = P(A)P(B°) = =
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Aufserdem ist P(D) = %, wegen des uniformen Anfiigens neuer Knoten.
Da C und D disjunkte Ereignisse sind, folgt schlieflich

P(C YD) = P(C)+ P(D) = M,

n

d.h. es gilt auch (b). O
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4 Die letzte Verschmelzung im BSC

Hinsichtlich des letzten Ubergangs im Bolthausen-Sznitman Koaleszenten
hatten wir schon in Abschnitt 3.3 auf die Besonderheit der Wurzel im Baum
- also den Knoten dessen Marke die (1) enthélt - hingewiesen. (vgl. Korollar
3.3.7). Entsprechend wurde der Begriffsapparat schon dort im Hinblick auf
die letzte Verschmelzung gewahlt. Wir werden deshalb in der Begriffsbildung
ahnlich vorgehen.

4.1 Der Hauptsatz

Fiir n € N sei ein auf [n] restringierter BSC™ gegeben. Wir hatten jedem
Block eine Marke angefiigt, die die Information iiber die in ihm vereinigten
Singletons enthélt. Als Blockgrofie oder Masse eines Blocks bezeichnen wir
dann die Anzahl der Singletons, die in ihm zusammengefasst sind.

Zum Zeitpunkt der letzten Kollison betrachten wir folgende zwei Grofen:

. |M([;]1)\ bezeichnet die Summe der Massen aller Blocke, die nicht das
Element (1) enthalten.

e # Bl beschreibt die Anzahl der involvierten Blocke.

Mit diesen Notationen gilt beispielsweise fiir den BSC der Abbildung 1 (auf
Seite 14): n = 10, [M}),| = 5 und #B" =3,
Wir formulieren nun dle Hauptaussage dieser Arbeit.

Hauptsatz 4.1.1. Sei ein auf [n] restringierter BSC™ gegeben. Fiirn — oo
qilt
log M
| f’“)|, #BM ) L (U, 1+ Yyp). (70)
logn

Dabei ist Y = (Yi)i>o ein standard Yule Prozess, U und E sind ZVn mit
U ~ unif]0,1] und E ~ exp(1). Zudem sind Y,U und E unabhdingig.

Bevor wir mit dem Beweis dieses Satzes beginnen, stellen wir einige Betrach-
tungen voran.

M,
Bemerkungen: (i): Die Konvergenz % L, U der ersten Komponente
liefert fiir grofles n ndherungsweise
(M|~ (71)

d.h. die Masse aller Blocke, die in der letzten Verschmelzung nicht die (1)
enthalten, sollten in Bezug auf die Gesamtmasse sehr klein sein. Fiir grofies



4.1 Der Hauptsatz 41

n werden also die Singletons im Bolthausen-Sznitman Koaleszenten mit der
Zeit zu einem grofen Block verschmelzen der fast alle Masse enthélt. Man
beachte, dass genauer gilt |M ol = nUJrO( ). Der Fehler steht also im Expo-
nenten. Das FErgebnis ist damit in gewisser Weise sehr grob. Beispielsweise
sind Aussagen iiber den Erwartungswert ohne Weiteres nicht moglich.

(ii): Die zweite Komponente gibt uns Auskunft iiber die Blockbildung der
iibrigen Elemente, die nicht in dem eben betrachteten grofsen Block ver-
schmolzen sind. Intuitiv wiirden wir erwarten, dass sie sich auf wenige Blo-
cke verteilen, also die betrachtete Blockanzahl # B eher klein vorzufinden
ist. Denn wére die Anzahl der Blocke grof, dann hiefe das fiir die Baum-
konstruktion, dass speziell in dem Abkommling, der fiir die finale Kollision
iibrig bleibt, selbst nur "wenige” Kanten geschnitten wurden, aber alle iibri-
gen Abkémmlinge notwendigerweise schon in die Wurzel verschmolzen sind.
Dies ist eher untypisch, wenn man bedenkt, dass keine der Kanten bzgl. ihres
Zerschneidezeitpunktes bevorzugt ist.

Wir erinnern an Lemma 2.2.8. Es gilt fiir alle m € N

P(Yyg =m) = <> D og(k + 1),
kl

also insbesondere P(#B =2) — P(Yyg 1) = log2 ~ 0,69 und
P(#BM" € {2,3}) <, P(Yyr € {1,2}) = 0,84, fiir n — oo. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit in der letzten Verschmelzung neben dem groften Block
nur noch einen bzw. zwei andere Blécke vorzufinden tatséchlich recht hoch,
wenn wir n nur groff genug werden lassen. Weiter ist der Erwartungswert
von Yyg unendlich (vgl. wieder Lemma 2.2.8). Somit werden die betrach-
teten Wahrscheinlichkeitsgewichte P(Yyg = m) fiir wachsendes m zunéchst
stark abfallen (weil schon viel Masse auf den ersten Knoten lastet), dann
aber relativ langsam kleiner werden.
(iii): Schlieklich gehen wir noch auf den Aspekt der gemeinsamen Vertei-
lung ein. In beiden Komponenten taucht die gleiche uniform verteilte ZV U
auf. Dies ldsst sich wieder mit unserem Baummodell erklaren. In der fina-
len Kollision muss eine der Kanten der Wurzel geschnitten werden. Dafiir ist
aber nach Konstruktion keine der Wurzelkanten bevorzugt. Im entsprechen-
den Abkommling erkennen wir beide betrachteten Groéfen wieder. |M([;]1)|

entspricht gerade dessen Gesamtmasse und # B! beschreibt die Anzahl der
Blocke, die sich innerhalb des Abkommlings bis zur finalen Kollision gebildet
haben.

Auferdem werden wir spéter die ZV F mit der Lebenszeit dieses Abkémm-
lings in Verbindung bringen. Wir bemerken jetzt schon, dass diese Lebenszeit
keine Bedeutung fiir die Anzahl der Elemente des Abkommlings hat, wohl
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aber fiir die interne Blockbildung. Deshalb taucht E nur in der zweiten Kom-
ponente auf. Ist die Lebenszeit grof, so sollten innerhalb des Abkémmlings
tendenziell schon viele Schnitte stattgefunden haben, d.h. # B wird eher
klein sein. (Fir grofses E wird aber Yy g selbst grofs (bei festem U), d.h. E
sollte um so grofer werden, je kleiner die Lebenszeit des ausgezeichneten Ab-
kommlings ist.)

Fiir wachsendes U (1. Komponente) wird auch, wenn man F fest hilt, das Ar-
gument des Yule-Prozesses (2. Komponente) grofer und damit wird der Pro-
zess selbst tendenziell einen hoheren Wert annehmen. Auch dies entspricht
unserer Vorstellung: Wenn die Masse der kleinen Blécke zunimmt, so sollte
sie sich auch auf mehr und mehr Blocke verteilen.

4.1.1 Notation und Konstruktion im Hauptbeweis

Wir wollen auch hier wieder geméft unserer Korrespondenz zu den zufélligen
rekursiven Baumen vorgehen. (vgl. Satz 3.2.6.) Dabei lisst sich der Aufbau
eines solchen Baumes in einfacher Weise durch einen standard Yule-Prozess
simulieren. (Das Abholz-Prozedere bleibt zunéchst aufen vor.) Fiir alle i € N
entspricht der i-te Knoten im Baum dem i-ten Individuum, das im Yule-
Prozess geboren wird. Nach Konstruktion der zufélligen rekursiven Béaume
wird als Vater eines neu ankommenden Knotens keiner der bislang vorhan-
den Knoten bevorzugt. Diese Eigenschaft finden wir auch im Yule-Prozess
wieder. Denn per definitionem sind die Wartezeiten auf die néchste Geburt
standard exponential verteilt und voneinander unabhéngig. Angenommen es
seien zur Zeit ¢ (mit ¢ > 0) genau ¢ Individuen vorhanden, i € N. Wegen der
Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung kénnen wir den Startzeitpunkt
der zufilligen Wartezeit auf die nichste Geburt fiir jedes existierende Indivi-
duum auf den Wert ¢ setzen. Da alle Wartezeiten unabhéngig und identisch
verteilt sind, wird auch hier keines der Individuen fiir die néchste Geburt
préferiert.

Dieses Grundmodell wollen wir noch etwas erweitern. In Abschnitt 3.3 hatten
wir auf die Besonderheit der Wurzel (1) im Baum hingewiesen und deren Kin-
der selbst als Wurzel eines eigenen Baumes betrachtet. Den Teilbaum dessen
Wurzel das i-te Kind der Wurzel (1) ist, hatten wir als i-ten Abkémmling
bezeichnet. Auch hierbei wollen wir die Analogie wahren. Zunéchst wird das
erste, seit dem Zeitpunkt ¢ = 0 existierende Individuum mit (1) bezeichnet.
Den zugrunde liegenden Yule-Prozess nennen wir kurz Y.

Fiir alle i € N bezeichnet dann der i-te Immigrant (von Y') das i-te Kind
der (1). Die Geburten der (1) heifsen also speziell Immigrationen.

Die Struktur des Prozesses gestattet uns nun (nach Umbennung der Marken),
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den i-ten Immigranten als Initiator eines eigenen standard Yule-Prozesses Y
zu betrachten, welcher eben genau zu dessen Geburtszeitpunkt startet. Da im
Prozess Y die Entwicklung eines Individuums unabhéngig von den anderen
Individuuen verliuft, ist auch die Folge der neu erklirten Prozesse (Y?)*N
unabhéngig. (Die Immigranten bilden einen homogenen Poisson-Prozess mit
Rate 1.) Mit dieser Notation korrespondiert Y also mit dem i-ten Abkémm-
ling im zufélligen rekursiven Baum. Entsprechend wollen wir auch hier vom
i-ten Abkémmling Y sprechen.

Fir 7 € N und ¢ > 0 bezeichnen wir im Yule-Prozess Y

R; := Zeitpunkt der i-ten Immigration.
P, := Anzahl der Immigrationen bis t.

Dann folgt direkt R; ~ I'(1,4) und P; ~ Poi(t).

| % % % P t
0 Ry to

ersterk zwelt K K K
Immigrant Immigrant

Abbildung 7: Das erweierte Modell eines Yule-Prozesses. Ry, Ra, ... beschreiben

die Zeitpunkte zu denen die (1) immigriert. Diese Immigranten initiieren dann

jeweils selbst instantan einen eigenen Yule-Prozess. Zur Zeit ty wurden P, = 4
Immigranten geboren.

Wir bemerken noch, dass der i-te Abkémmling Y zum Zeitpunkt R; gestartet
wird. Wir génnen zwar jedem der Yule-Prozess einen eigenen Zeithorizont,
wollen aber trotzdem unsere Ursprungsskala als absolut ansehen. Damit be-
schreibt Y;" den Zustand des i-ten Abkémmlings zum absoluten Zeitpunkt
t+ R;.

Weiter betrachten wir den ersten Zeitpunkt an dem genau n Individuen vor-
handen sind. Fiir n € N setzen wir

T, ::inf{tZO

in_Rizn—l}. (72)

i=1

In der Summe addieren wir also die Individuen aller bis zum Zeitpunkt ¢ > 0
gestarteten ("Unter”)-Yule-Prozesse. Die (1) wird hierbei nicht mitgezéhlt,
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ist aber natiirlich im Ursprungsprozess Y vorhanden. T,, ist eine Stoppzeit
(bzgl. der kanonischen Filtration), denn zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 wissen wir,
ob bislang schon n Individuen vorhanden sind, oder noch nicht. Ein bei T,
gestoppter standard Yule-Prozess liefert also anhand dieser Konstruktion ein
Analogon zum RRT™. Der i-te Abkémmling wird beschrieben durch Y7, _p .

Wir haben noch ein Aquivalent zum Abschneideprozedere des RRT zu bilden
und gehen dabei dhnlich zur Baumkonstruktion vor, indem wir jedes Indivi-
duum bei seiner Geburt mit einer standard exponential verteilten Lebenszeit
versehen, wobei alle diese Lebenszeiten und der Prozess unabhéngig seien.
Weiter definieren wir wie folgt fiir festes ¢ € N eine Familie von Prozessen.
Dazu sei Y der i-te Abkdmmling des Yule-Prozesses Y zur Zeit s. Wir be-
trachten zunéchst eines der vorhandenen Individuen 7 und dessen Lebenszeit
E. Sei v > 0. Wir lassen I und alle seine Nachkommen wegfallen, falls £ < u
gilt. Verfahren wir entprechend mit allen involvierten Individuen, so spre-
chen wir auch vom zur Zeit s bei u ausgediinnten Prozess, kurz Y (u).
Offenbar macht es keinen Unterschied ob wir einen Yule-Prozess zur Zeit s
betrachten und dann bei u ausdiinnen, oder ob wir einen Yule-Prozess bei s
auswerten, fiir den direkt bei der "potentiellen” Geburt eines neuen Indivi-
duums entschieden wird, ob es tatséchlich geboren wird (£ > u) oder nicht
(E < u). Entsprechend erhalten wir eine Familie

(VY (4))s20)uz0 (73)

ausgediinnter Yule-Prozesse.

Schneiden wir also im i-ten Abkommling eines RRT™ alle Kanten, deren
Lebenszeit kleiner (oder gleich) einem gegebenem Wert u ist (u > 0) und
lassen die anhédngenden Unterbdume wegfallen, so korrespondiert dies in der
Yule-Prozess Konstruktion mit Y}, _p (u).

Nun noch einige Notationen: Wir betrachten die Anzahl der Immigratio-
nen Pr bis zum Zeitpunkt 7,,, zu welchem zum ersten mal n Individuen
vorhanden sind. Speziell bezeichnen wir mit E; die Lebenszeit des i-ten Im-
migranten, fir 1 < ¢ < Pr,. Lassen wir in unserer Ausdiinnkonstruktion die
"Intensitat” u sukzessive anwachsen, so fallt zuletzt der Immigrant C, weg,
fiir dessen Lebenszeit

E,:= max E; (74)
1<i<Pr,
gilt. Es ist dann
C, = arg <1§Hz'1§al§Tn Ez) : (75)

Fiir den Geburtszeitpunkt von C setzen wir weiter R, := R, .
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Wir bemerken, dass diese Grofsen von n abhédngen, ohne dass dieser Parame-
ter explizit angegeben ist. Mit diesem Begriffsapparat folgt schlieflich direkt

(1ML #B1 1) ~ (Vg Vi g (B). (76)

Denn Y~ ;; beschreibt die Grofe des am lingsten iiberlebenden Abkémm-
lings und YTC; " g, (E,) gibt gerade an, wieviele Individuen zum Zeitpunkt der
letzten Kollision in diesem Abkommling enthalten sind. Jedes dieser Indivi-
duen steht dabei fiir einen Block. Das entspricht aber im wesentlichen der
Struktur des letzten iiberlebenden Abkémmlings unserer Baumkonstruktion
unmittelbar vor der letzten Verschmelzung. Die Modelle unterscheiden sich
nur dahingehend, dass die "geschnittenen” Elemente im Yule-Prozess wegfal-
len und nicht in ihren Vater verschmelzen. Dies hat aber keine Auswirkung
auf die Blockanzahl.

Die eingefiihrten Begriffe liefern zwar einen direkten Zusammenhang zu den
zufilligen rekursiven Baumen, sind aber wegen ihrer Struktur schwer zu
handhaben. So hingen die ZVn E,, R, und C, von der zufalligen Grofe T;, ab.
Die Idee ist nun 7}, zwischen bestimmten deterministischen Zeitpunkten ein-
zuschachteln. Es ist T}, = Z;:ll (T;41 — T;), wobei die Folge der Summanden
nach Konstruktion des Yule-Prozesses unabhéngig ist und (7541 —7T;) ~ exp(7)
firi € {1,...,n—1} gilt, denn zwischen der Geburt des i-ten und (i+ 1)-ten

Kindes sind genau i Individuen involviert. Damit gilt fiir wachsendes n

n—1 n—1

B[] = Y BT~ T] =Y+ =logn + O(1), (77)

sowie

Var[T, ZVar w1 — 1) = =0(1), (78)

d.h. T}, ist sehr stark um seinen Erwartungswert konzentriert.
Deshalb setzen wir fiir n € N

t, :=logn — (log n)% und t} :=logn + (log n)%, (79)
und weiter fiir P~ € N
E; = max FE;, (80)
1<i<P,_

C, = arg( max EZ> sowie R, := R-. (81)

1<i<P _
tn
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Falls bis zum Zeitpunkt ¢ noch keine Immigration stattgefunden hat, falls
also P,- = 0 gilt, setzen wir der Vollstdndigkeit halber £ := € := 0 und
R, := X mit X ~ unif[0,¢,] und unabhéngig von E, und C; . Fir wach-
sendes n wird dieses Ereignis aber sehr unwahrscheinlich.

Analog definieren wir Ef, C; und R} .

Wir werden spéter zeigen, dass auch fiir P~ € N gilt: R ~ unif[0,,].
Schlieflich bemerken wir noch die Abhéngigkeit von R, und C; . Anderer-
seits sind nach Konstruktion (V)N E~ und das Paar (R, C; ) unabhingig.
(Entsprechende Abhéngigkeiten gelten natiirlich auch fiir Ef, Rf, C' bzw.
E,, R, C,.)

Damit kénnen wir schlieflich die Menge einfiihren, auf der wir uns bewegen
wollen. Fiir n € N sei
Gn:={T,€(t;,t)), C.=C. und ﬁgiR*_(E;) = Ytg{R*_(E;)/}. (82)

(@) (b) P

Wir schlieffen noch einige Bemerkungen zu G,, an. Dessen genaue Bedeutung
wird sich allerdings erst im Beweis entfalten.

(a): Mit T,, € (t,,t}) legen wir also, wie oben angesprochen, den Geburts-
zeitpunkt des n-ten Individuums zwischen die zwei deterministischen Werte
t und t}. Darauf werden wir spater noch genauer eingehen.

(b): Es ist leicht einzusehen, dass C, = C, & E, = E, < R, = R, gilt.
Wegen (a) ist aufserdem 7,, > ¢, . Betrachten wir alle bis zum Zeitpunkt 7,
geborenen Immigranten, so wurde diejenige exp(1) verteilte ZV, die letztlich
den grofsten Wert annimmt, an einem Immigranten angebracht, der schon
bis zum Zeitpunkt ¢, geboren wurde. M.a.W.: Der Abkémmling, der bis
zum Zeitpunkt ¢ fiir die finale Kollision prédestiniert war, wird auch un-
ter allen bis zum Zeitpunkt 7), entstandenen Abkommlingen zuletzt sterben.
(vgl. Abbildung 8)

(c): Dies beschreibt den Abkomling, der am lédngsten tiberlebt, ausgewertet
zu zwel verschiedenen Zeitpunkten ¢, — R, und ¢t — R, . Zudem wird bei
E_ ausgediinnt. (Wegen (b) konnte man auf die Minuszeichen von R, und
E_ verzichten). Die Gleichheit bedeutet, dass jedes zwischen den beiden Zeit-
punkten geborene Individuum entweder mit einer Lebenszeit versehen wurde,
die einen Wert kleiner (oder gleich) £, annimmt, oder aber einen Vater hat,
der selbst schon beim Ausdiinnen wegféllt. (Der Wert der eigenen Lebenszeit

ist dabei nicht relevant).

Nun sollte der fiir den Beweis des Hauptsatzes bendtigte Begriffsapparat
vorhanden sein.
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erster
Immigrant

Abbildung 8: Ein auf G,, verlaufender Yule-Prozess. Insbesondere ist t,, < T, und
E_ = E,. D.h. die grofste aller Lebenszeiten bis zum Zeitpunkt 7;, gehort zu einem
Immigranten, der schon bis zum Zeitpunkt ¢ geboren wurde.

4.1.2 Hilfslemmata zum Hauptbeweis

Wir geben hier einige Lemmata an, deren wir uns im Hauptbeweis bedienen.
Fiir einen besseren Uberblick werden diese erst im Anschluf an den Haupt-
beweis in Abschnitt 4.1.4 bewiesen.

Samtliche Notationen werden aus dem obigen Abschnitt 4.1.1 iibernommen.
Wie schon angesprochen zeigen wir zunachst

Lemma 4.1.2. Fiir allen € N gilt
R, ~unif[0,t] und Rf ~ unif]0,t}]. (83)

In der eingefithrten Darstellung von | M, ([;}1) | und # B durch die Yule-Prozesse
taucht jeweils der zufillige Zeitpunkt R, auf. Andererseits ist im Hauptsatz
die gemeinsame Verteilungskonvergenz im wesentlichen durch eine - in bei-
den Komponenten auftretende - uniform verteilte ZV bestimmt. Das eben
bewiesene Lemma lédsst schon erahnen, dass R, der Schliissel fiir den Beweis
der gemeinsamen Konvergenz sein wird.

Wir wollen den ausgediinnten Prozess (Y;"* (E))i»o unserer Konstruktion
umschreiben. Dann kénnen wir auf den Akt des Ausdiinnens verzichten, wenn
wir einen zeitlich umskalierten Yule-Prozess betrachten. In mehreren Schrit-
ten zeigen wir

Lemma 4.1.3. Es gilt

G - ~ _
(v &)~ (Yier,) s (84)
mit Y ~ Yule(1) und Y, E; unabhdngig. Insbesondere gilt
(GED) o~ (Yoo, (85)

fiir allei € N mit Y, E_ wie in (84).
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Lemma 4.1.4. Fiir n — oo gelten folgende Konvergenzen

log Y% log YY"
() ==, ) A D (86)
t-—R;
(i) = RSy (87)
Lemma 4.1.5. Firn € N gilt
tre B ~ENt,, (88)

mit E ~ exp(1).

Wir werden die exponential verteilte ZV, die im Hauptsatz auftaucht, durch
(88) aufgreifen und erinnern an Bemerkung (iii) des Hauptsatzes. Wird E
grofs, so sollten auch im letzten Abkémmling des Baumes schon viele Schnitte
stattgefunden haben, d.h. die Blockanzahl in der letzten Kollision # B[" sollte
eher klein sein. Dies stellen wir nun auch mit (88) fest. Fiir grofes F_ ist E
klein. Fiir die zweite Komponente des Hauptsatzes bedeutet das dann, dass
Yur (bei festem U) ein kleines Argument hat und dementprechend einen eher
kleinen Wert annehmen sollte.

Die letzte nétige Aussage bezieht sich auf die Menge G,,. Wir erinnern

G ={T, et ,t]), C.=C und Ytng, (E7) = YgiR,(E;) ).

n’»’'n
* *

Lemma 4.1.6. Furn — oo gilt

PG, — 1. (89)

4.1.3 Der Hauptbeweis

Mit den obigen Lemmata konnen wir nun den Hauptbeweis fithren. Wie
schon angedeutet, liegt die Idee darin, zunéchst nur auf der Menge G, zu
arbeiten, denn dort sind die betrachteten Objekte |M([;}1)| und # B von
der kompliziert strukturierten Stoppzeit 7), entkoppelt. Mit dem Satz von
Slutzky werden wir dann die behauptete Konvergenz folgern. Der allgemeine
Fall folgt dann wegen P(G,) — oo, fiir n — oo direkt.

Beweis: Nach Konstruktion gilt

(M| =Y o wnd #BM -1 =V (B,
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Sofern nicht anders dargestellt, wollen wir uns fortan auf der Menge G,, be-
wegen. Gegeben dieser Information gilt dann fiir alle n € N

Cx [n] Cy
VO S IME <Y, (90)
also fiir n € N
cr [n] cr
08t tne loe Myl Yite (91)
logn — logn T logn
und auch
n] 1 _ vOCr -
Wir erkennen, dass die behauptete Aussage
log | M n
<—"|, 4B | L (U, 1+ Yyp)
logn
schon folgt, wenn die folgende Konvergenz gilt
log YC _ log Yf_ _ _
—R. t1—R; 1,C - d
Y= _(FE U, U, Y, 93
logn " logn Yolp (B — (U U Yus), (93)

fiir n — oo. (Dabei sind Y, E und U wie im Hauptsatz gewéhlt).

Um den Satz von Slutzky anzuwenden, zeigen wir nun fiir das Tripel

logYC _ long; _ B -
—R; i —R C - c _
; — Y _(E = (AnU, B, U, Y= (E ) 94

logn logn tn, — R ( * ) tnU( * ) ( )

mit U ~ unif[0, 1], 4, L, 1 und B, L, 1, fiir n — oo.

Hier taucht nun zum ersten Mal die ZV U auf, die der Komponente R,
entspringt. Nach Lemma 4.1.2 gilt R, ~ unif[0,¢;], also auch ¢, — R, ~
unif [0, ¢, ] und wir setzen

-
U= (95)
fiir n € N. Dann ist U ~ unif [0, 1].

Wir wollen jede Komponente des Tripels in eine Darstellung bringen, in der

der Quotient === auftaucht, der dann durch U ersetzt werden kann.

n
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1. Komponente:

cr cr
logV\ " n  ty tp— R eV, AU
logn logn i, t., — Ry "
———
=U

mit
Oy
t, 108V, " p

A, = —
logn t,; — R;

fiir alle n € N. Nach Lemma 4.1.4 folgt

t- log Y&
— 1, und —_——

logn
fiir n — oo, also gilt trivialerweise auch A, L.
2. Komponente: Wir bemerken zunéchst, dass fiir n — oo gilt

ty — R, t, — RS
tn tn

(14 0(1)),

was durch einfaches Nachrechnen folgt und letztlich an der asympotischen
Gleichheit von ¢t und ¢} liegt. Damit schliefsen wir analog

Cy .
gV oo 5 — Ry losVi BU
logn  logn th tt— R, "
——
=(14+0(1))U

mit

o
¢+ logVr o
Bu = logn t+ — Ry (1+o(1),

womit wieder nach Lemma 4.1.4 die Konvergenz B,, L folgt.
3. Komponente: Die Behauptung

Cy -\ Cy -
1/;7—1_}{*— (E* ) - }/;;U<E* )

folgt direkt. Also gilt (94).
Mit den obigen Notationen bleibt folgende Verteilungskonvergenz zu zeigen

(AnU, B,U, Y (E; )) (U, U, Yyg) . (96)

Nach dem Satz von Slutzky folgt dies bereits, wenn fiir n — oo gilt
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(a)
ds ((AnU, B,U, Ytg;‘](E;)), (U, U, Ytgg(E;))) oo 97

(b)
(U, U YELED)) =5 (U, U, Yow). (98)

Hierbei bezeichnet dy : R?* — R die gewohnliche euklidische Metrik im R3.
(a) folgt nach einer einfachen Abschéitzung. A, und B, konvergieren stochas-
tisch gegen 1. Sei dann € > 0. Da U ~ unif [0, 1] gilt

P(d (40, BUYS(ED), (U, 0,V (BD)| 2 ¢)

(
_ p(U((An—1>2+(Bn—1)2)% >¢)
< p(((An—1)2+(Bn—1)2)% 25)
= P((4, -1+ (B,— 1) >¢)
< P {(An—1)22%2}u{(3n—1)222—2})
0.

< P(A-122)+P (1B - 112 5) =S

Da e > 0 beliebig gewéhlt war folgt (a).
Zu (b): Nach Lemma 4.1.5 gilt ¢, e ¥ ~ E A t, . Fiir einen standard Yule-
Prozess Y mit Y, (E, E, ) unabhéngig folgt dann

Y_ ok

tne

-~ Yo (99)
direkt durch Bedingen auf einen festen Zeitpunkt. Wir erinnern aufterdem an
Lemma 4.1.3. Fiir den i-ten Abkémmling (i € N) gilt

(Y (ED))ezo0 ~ (Y,

e_E*_t>t207

mit Y ~ Yule(1) und Y, £, unabhéngig.

Nach Konstruktion waren C, und R, abhéngig. Also auch C und U. Al-
lerdings bleibt (Y?)**N E_ (C;,U) unabhiingig.

Sind auch Y, (E,_, E),(C;,U) unabhéngig, so folgt fir ¥ € N, A/ B €
B([0,1]), und D := AN B.

P <U €A UEB Y (E) = k>

= [P (Ve D YEE) = k| (€0.0) = () dP(er (i)

RQ



92 4 DIE LETZTE VERSCHMELZUNG IM BSC

/]1D (E;) = /f) dP - 1r)((1, 1))

2

= [1owr Jx,uzk)dac;w«au»

2

=

=

/ILD Y(E/\t u — k) dP(C:,U)((ivU))

/ (U € D Vs = k| (€7.0) = (1)) dPee- 1 (1.)
o,

(Ve A UeB, Yy =)
Das Minimum lésst sich wieder leicht wegdiskutieren

P(U€AUEB Y = k)

= P(UeA UEB,Yeu=k, E<t)
+PUeAUeB, Y, ,=k E>t,)

X PUe€AUEB, Ypy =k),

da t, — oo f.s. fir n — oo. Damit gilt auch (b).
Gegeben der Information G, folgt somit die Konvergenz

<10g|M[;1 )|

, #B" -2, (U, 1+ Yyp)
logn

und wir bemerken, dass Y, U, ¥ im Beweis unabhéngig gewahlt waren.
Damit folgt aber auch direkt der allgemeine Fall, wegen

P(G,) —

Also ist der Hauptsatz vollstandig bewiesen. O]

4.1.4 Beweise der Hilfslemmata

Beweis von Lemma 4.1.2: Zunéchst die Verteilung von R_. Gegeben
{P,- = 0}, gilt die Behauptung nach Konvention.

Sei deshalb im Folgenden P,- € N. Wir interpretieren die Geburtszeitpunkte
des ersten Individuums (1) wieder als die Erneuerungspunkte Ry, .. Rp_

eines homogenen standard Poisson-Prozesses und erinnern an folgendes be—
kanntes Resultat:
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e Gegeben { P~ = m} ist der Zufallsvektor (Ry, ..., Ry,) verteilt die Ord-
nungsstatistiken (U, ..., Uimy) von m unabhéngigen unif [0, ] ver-
teilten ZVn Uy, ..., U,,.

D.h. gegeben {F,- = m} ist ein uniform - vom Immigrationsprozess un-
abhéngig - gewéhlter Erneuerungspunkt unif [0, ¢ ] verteilt. Dieses uniforme
Wahlen wird nach Konstruktion durch die Lebenszeiten beschrieben. Da au-
ferdem m beliebig gewéhlt war, folgt fiir k£ € [0, ]

- ko k

PR, <k)= P(R, <k|P-=m)P(P- = = — P(P- = = —
(B2 <= 32 PURE <k =m)P(P =m) = (37 P(P; =m) = 2
Analog lésst sich R} ~ unif [0, ¢,7] beweisen. O

Beweis von Lemma 4.1.3: Seien (Y)Y die Abkémmlinge unserer Kon-
struktion. Zunéchst zeigen wir fiir deterministische Werte ¢ € N und u €
[0,00), dass gilt

(Y (u)ez0 ~ (Ye-ut)o, (100)

mit Y ~ Yule(1).

D.h. ein bei u ausgediinnter standard Yule-Prozess ist verteilt wie ein (nicht
ausgediinnter) standard Yule-Prozess, der anstatt bei ¢ zur fritheren Zeit e~ "¢
ausgewertet wird.

Nach Konstruktion von Y beschreiben die Geburten jedes Individuums einen
homogenen standard Poisson-Prozesses (P.P.). Dessen Intensitét betrigt p =
1, d.h. das entsprechende Intensitdtsmals ist das konventionelle Lebesgue-
maifs A. Nach unserer Konstruktion ist wieder jedes Individuum mit einer
exp(1)-verteilten Lebenszeit versehen (alle diese ZVn sind unabhéngig). Da
wir ausschlieflich den ausgediinnten Prozess betrachten und sich alle Indivi-
duen voneinander unabhéngig entwickeln, erinnern wir an folgendes Vorge-
hen: Anstatt den Prozess erst aufzubauen und im nachhinein auszudiinnen,
entscheiden wir direkt an jedem Erneuerungspunkt, ob ein Individuum tat-
sachlich gebiert (falls die angefiigte ZV FE einen Wert grofer v annimmt) oder
aber doch kein Nachkomme geboren wird (E < u). Wir setzen

p:=PE >u)=e"

Interpretieren wir die Entwicklung eines Individuums als markierten P.P.,
so ergibt sich dessen Intensitdtsmaf nach gingigen Resultaten als pA, d.h.
auch dieser P.P. ist homogen mit Intensitit = e . Fiir die Gesamtheit der
Individuen bedeutet dies

(Ki(u))tzo ~ Yule(e™). (101)
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Wir kénnen nun zeigen, dass die endlich dimensionalen Verteilungen von
(Y (u))i>0 und (Y.-us)i>o Uibereinstimmen, womit die Zwischenbehauptung
(100) bewiesen wire. Fiir n € N seien dazu ty,...,t, € Rf mit t; < --- <,
sowie ki,...,k, € N mit k4 < --- < k,. Da Yule-Prozesse insbesondere
Markov-Prozesse sind folgt unter Ausnutzung von Lemma 2.2.5

PV () = Y (1) = Bu) e POV = R)

(101) kn —1 et mtn) (] _ g (tn—tn ) Yok
kn_1—1

. 6_67Ut1(1 _ e—efutl)kl—l
Y ~Yule(1l
2D Y, =k | Ve seu = Fn1) e P(Yiemu = k1)
- P(}/tne_“ - kn; e 7}/;16_“ - kl)

Also gilt (100). Damit kénnen wir nun zeigen

C. —
(Y; (E. )>t>0 ~ (YGE*t)DO’

mit Y ~ Yule(1) und Y, E; unabhéngig. Offensichtlich sind die Prozesse
cadlag, also geben wir uns ein B € B(Dg[0, 00)) vor.

Falls P,- = 0 ist, gilt nach Konvention € = 0. In diesem Fall setzen wir
auch

YO (1) ==Y (u).
Wegen der Unabhéngigkeiten folgt dann

P(Y* (E;)eB) = /ZP (YO (E;) € B|E; =u, C; =i)P(C, =i)dPy—(u)
Pt;
Y Co B va: = / Y P(Yi(u) € B)P(C; =i)dPp(u)
R =0
(YHENiid.: = / P(Y'(u) € B) dPp(u)

100
(:) /P (Yo-up)i>0 € B) dPE*— (u)
Y,E ua.: = /P t>0 € B’ B = )dPE; (u)

= ((Ye )t>0 € B)
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Damit gilt (84). Analog folgt auch (85). O

Beweis von Lemma 4.1.4: Wir beginnen mit dem Beweis von (i) und (ii).
Dabei zeigen wir zunéchst, dass fiir einen standard Yule-Prozess Y = (Y})>0
fiir t — oo gilt

log Y,
BT 1 fs. (102)
Wegen Lemma 2.2.9 gilt
Y,
e_: — E f.s. (103)

mit £ ~ exp(1). Damit folgt

Y,
logY, —t =log (f) — log(E) f.s.

also
Y, -t

— 0 f.s.

Dies liefert die Zwischenbehauptung.
Im weiteren betrachten wir eine Folge (V},)nen RT-wertiger ZVn. Diese heifse
(stochastisch) konvergent gegen unendlich, falls fiir alle K € R gilt

PV, >K)—1, fiir n — oo. (104)
Wir wollen nun fiir eine solche Folge (V,),en zeigen

logYv, P

1. 105
- (105)

Wir setzen X () := @.

Da V, £, 00, existiert zu jeder Teilfolge (Vi,, )ren von (V,)nen eine Teilteil-
folge (Vs )een mit

Vi, — 00 fs. fir £ — oo

Da auch X (t) =3 1 f.s. folgt

XV,

) — 1 fus. fir £ — oo

Damit folgt aber (105) nach dem bekannten Teilfolgenprinzip.
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Setzen wir V,, 1= t. — R, fir alle n € N, so haben wir noch zu zeigen, dass
(Vi)nen stochastisch gegen unendlich konvergiert. In Lemma 4.1.2 hatten wir
R, ~ unif [0, ;] gezeigt. Sei nun z € Ry gegeben, dann folgt

tn —2
~ 1
P(V,>2) = P(R- <t —z) = / g,51(2) =N (2)
; n
{ t;__—z fiir t, > 2, n—oo

tn —_— 1,
0 sonst.

weil ¢ "5 0o. Damit ist (i) bewiesen und véllig analog folgt auch (ii), wenn
wir im letzten Schritt ¢, durch ¢, ersetzten.
Behauptung (iii) ist unmittelbar einsichtig. Es gilt

t; n— oo
% 1

Sei nun € > 0 gegeben, dann folgt direkt

tr— Ry —

n

t. — R,
P(”—*>1—6) = P(t, >t} —et} +¢eR,)

E_

t n—oo
= P(eR;S(" 1+5> th)y =1,

n— 00
5

da R, ~ unif [0,¢]. Weil € > 0 beliebig gewéhlt war und auferdem

t, — R,
I T o fs

gilt, folgt die Behauptung. O

Beweis von Lemma 4.1.5: Fiir n € N interpretieren wir wieder die Gebur-
ten der (1) im Intervall [0,¢;] als die Erneuerungspunkte eines homogenen
P.P. mit Intensitdt 4 = 1. Deren Anzahl P, ist dann Poi(t, )-verteilt. Nach
Konstruktion ist jeder Immigrant mit einer exp(1)-verteilten Lebenszeit F
versehen. Sei v > 0. Markieren wir alle Immigranten deren Lebenszeit £ > u
ist, so bilden die markierten Immigranten einen homogenen P.P. mit Intensi-
téit ;1 = e . Beschreibe X die Anzahl der Erneuerungen des markierten Pro-
zesses in [0,¢, ], dann ist X ~ Poi(¢, e™"). Da nach Konvention gilt £, = 0,
falls P,- = 0 folgt

PE; <u)=P(X=0)=¢¢ o

=exp(—t, e ). (106)
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Und damit gilt fir 0 <z <t

Pltze® >z) = P (E; < —log (tﬁ))
log =
(106) exp (—t;e g(t5)> = e *.

(Wir miissen = < t,; wihlen, weil die Gleichung (106) nur fir v > 0 gilt.)
Andererseits ist B
0< tre ™ <t, fs,

was die Behauptung liefert. ]

Beweis von Lemma 4.1.6: Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Wir zeigen

(a) P(T, € (t:,t+)) — 1.

ni»’n

(b) P(T, € (t;,£5), C, = C7) — 1.

ni»’n

(c) PSS (B0 =Y (ED) — 1.

R, *

Aus (b) und (c) folgt dann direkt die Behauptung.
Zu (a): Wir hatten das Ereignis {7, € (¢, ,t})} schon bei der Einfithrung

der Menge G,, betrachtet. Dazu hatten wir % z Z?:_ll (T;+1 — T;) als Summe
von unabhéngigen exponential verteilten ZV angesehen und somit
E[T,] =logn+ O(1) und Var[T,]=0O(1) (107)
gezeigt (vgl. Seite 45). D.h. es existiert ein C' > 0, so dass fiir alle n € N gilt
|E[T,] —logn| < C. (108)
Da gilt
|T,, —logn| < |T,, — E[T,,]| + |[E[T},] — logn| <|T, — E[T,]| +C, (109)

folgt mit der Chebyshev-Ungleichung wegen der beschrankten Varianz

P(T, & (t:,67) = P (]Tn —logn| > (1ogn)%)

ni»’n

D=

< P (|7~ EIL]| > (logn)
Var[T,,] o,
<(logn)% — C’)

~0)
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Also gilt (a).
Zu (b): Wir betrachten das Ereignis
{RI €ty 131}, (110)
dass aus allen Kindern der Wurzel, die bis zum Zeitpunkt ¢ geboren werden
dasjenige mit der groften Lebenszeit im Intervall [t ¢,}] geboren wird.
Dann gilt fir alle n € N
{C,£C,, T, € (t,,tH)} c {RI €[t,,t}]}, (111)

n»“'n n»’n

denn wegen C, # C_ wird aus allen bis zur Zeit T,, geborenen Kindern das-
jenige mit der groften Lebenszeit im Intervall (£, 00) geboren. Andererseits
ist die Geburtszeit R, von C, wegen T,, € (t,,,t}) durch ¢} beschriankt, d.h
es gilt R, € [t,,,t,] und somit hier auch R} € [t tF].

(Die umgekehrte Inklusion gilt natiirlich nicht, weil {R, € [t.,t;]} keine Be-
dingung an 7, stellt.)

Da nach Lemma 4.1.2 gilt R} ~ unif [0,¢] folgt

Jr_ p—
P(C, #Co, Ty € (t;,6])) < P (R €[t;,t1) = by =ty oo

ni’’n n’’n t+
n

Wegen (a) muss dann auch

P(C,=C, T, € (t,,t7) =1

n’»’n

gelten.
Bleibt noch (c) zu zeigen. Dazu zunéchst

cr -\ _ vOr -\ _ _
P (Y(t;fR;)(E* )= Y(tifR:)(E* )> =P (Ye*Ei (tn—RY) Ye*E? (ti—R:)) ’

(112)
Nach Lemma 4.1.3 gilt (Y/(E;))i>0 ~ (Y _p-,)e>o mit Y ~ Yule(1) und

Y, E, unabhéngig. Weiter fordern wir Y, E_, (R, ,C,) unabhéngig. Insbe-
sondere sind die endlich dimensionalen Verteilungen gleich und weil aufser-
dem (YN E- (R, ,C;) nach Konstruktion unabhiingig sind, folgt

Cy -\ _ vCx —
P (%;—R:)(E*) - Y(tI—R:)(E* )>
= / P (Y (BD) = Vi o (BD) P o ((0,1)

R2
- /Z P (Y(i;—t)(E;) =m, (ii—t)(E;) = m) dPc: gy (3 1))

R2 m=1
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- /Z P (Yve*E;(t;—t) =M, Y gy = m) dPcr oy ((0:1))

R2 m=1

- /P <YE‘E: (tn —t) - Ye—EI (t:{-t)) dP(C:,R;)((i,t))

R2
= F (Y;*E?(t;—R;) - Ye*E?(t:—RD) '

Weiter ist R, ~ unif [0, ¢, ] und wir hatten uns schon tiberlegt, dass dann gilt

t. — R,
U=="m_% (113)
t
mit U ~ unif [0, 1], fiir alle n € N. (vgl.(95))
Aufterdem gilt nach Lemma 4.1.5 Vn € N
- Ent;
e B~ —tA o (114)

mit E ~ exp(1).
Dabei bleiben Y,U und E nach Konstruktion unabhéngig. Aus (113) und
(114) folgt nun fir n € N direkt

t. — Ry

(115)
Damit kénnen wir an die letzte Gleichung ankniipfen und erhalten mit der
iiblichen Unabhéingigkeitsargumentation durch Bedingen

(75 = R 6 = 1) ~ (U M), VB NG ).

o -\ _ yOr - _ _
P<Y(t;fR:)(E*) - Y(tIfR;)(E* )> - P<Ye—E1(t;—R:) - Ye—E*’(tt—R;)>

=P (YU(EMY_I) - YU(E/\tn)tj{_R*_> '

ty — R

Setzen wir fiir n € N
_ R

A=
t, — R

(116)

so folgt nach Lemma 4.1.4, dass A, L1 gilt.
Wir haben noch zu zeigen

P (YU(EM;) = YU(EM;)An) — 1, firn — cc. (117)
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Dafiir zeigen wir
P(YUE = YUEAn) — 1, fir n — oo. (118)

Wegen t. — oo f.s. fiir n — oo folgt dann (117) aus

P (YU(E/\t;) = YU(EAt,;)An>

= P(Yow = Yuma,, E<t;) + P (Yy = Yyu s E> ;) =31,
e

Fiir (117) nutzen wir nun A, L1 Wegen der Unabhéngigkeit von U, F
und Y folgt durch Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz

hm P(YUE = YUEAn)

n—oo

= lim P(YUE = YUEAn ’ U = u, E = x)dP(EU)(a:,u)

n—oo

R2

= lim [ P(Yue = Yz, |U =4, E = 2)dPpu(x,u)

n—oo

RQ

n—oo
RZ

n—oo

R2 L R

_ / lim | P(Yie = Yiur) dPa, (t) | dPon (@, )
D ——

n—oo

R2 L R eCyp

== / /P(Yux = Yuxt)dP51 (t) dP(EvU)(‘T’ U)

R2 LR
——
R2 =1

Dass f(t) := P(Yus = Yuu) € Cp ist hatten wir in Lemma 2.2.6 gezeigt.
Damit ist alles bewiesen. O
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4.2 Folgerungen

Folgerung 1:
Die gemeinsame Konvergenz im Hauptsatz erlaubt uns natiirlich Aussagen
folgender Art zu treffen:

Lemma 4.2.1. Sei BSC™ ein Bolthausen-Sznitman Koaleszent restringiert
auf [n]. Gegeben das Ereignis {#BI = 2} gilt fiir n — oo

log M
tog M| 1% (119)
logn

wobei V' die Dichte f(x) = (x) besitzt.

1
o) tog2 0.1
Bemerkung: Die Dichte f ist auf dem Intervall [0, 1] offenbar konvex und
streng monoton fallend. Wir sollten also tendenziell einen Wert nahe bei 0
annehmen. Gegeben {#B[" = 2} gilt dann fiir groes n niherungsweise

|M951)| ~nV, (120)

d.h. mit dieser Zusatzinformation sollte |M (31| (noch) kleiner sein. Dies wiir-
den wir auch intuitiv erwarten, denn betrachten wir den letzten Abkémmling
der Baumkonstruktion, so bedeutet {#B["] = 2}, dass unmittelbar vor der
finalen Kollision schon alle Kanten innerhalb dieses letzten Abkémmlings
geschnitten wurden. Dies wird um so unwahrscheinlicher, je grofer der Ab-
kémmling ist, wenn man bedenkt, dass kein Kantenschnitt bevorzugt ist.
Also sollte der Abkommling eher klein sein.

Beweis: Sei k € [0,1]. Mit den Notationen des Hauptsatzes folgt zunéchst
nach Lemma 2.2.8, dass P(Yyg = 1) = log 2 gilt. Fiir deterministisches z > 0
ist andererseits Y, ~ geo(e™*). Wir verwenden also den Hauptsatz und durch
kanonisches Bedingen und unter Ausnutzung des Satzes von Fubini folgt:

log [M5y)| n _
1og|M[”1)\ P(logn<k,#B[]_2>
P| —2L <k|#BM=2| =
logn P(#Bl" = 2)

nose PU<k,Yyp=1)

—

PYyg=1)
—_—
log 2

= logQ/PU<kYUE—1|U—UE—5U)dP(UE)(UiU)
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k 00
1
= P Yux == 1 -
= / / ( Je d)\(x)) A (1)
0 \0
k [ oo em (4w k
_ 1 / / —u:c(l A—u:v)O —x d)\ / ( )
~ log?2 ¢ 1+u log g A
0 \0 0
R
14w
Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt die Behauptung. O

Folgerung 2:
Diese Aussage bezieht sich auf den Zeitpunkt der letzten Kollision eines
BSCIM . Dieser sei ¥Vn € N mit A, bezeichnet. Also ist

A, = inf {t > 0| BSC! = 1} . (121)
Dann gilt das folgende Lemma.
Lemma 4.2.2. Firn — oo gilt
A, —loglogn <, —log F, (122)
mit E ~ exp(1).
Fiir eine sehr grofe Blockanzahl gilt also ndherungsweise
A, ~loglogn —log E = loglog (n%) . (123)

D.h. die Zeitpunkt der letzten Verschmelzung ist asymptotisch nur von der
Grofkenordnung log log n. Wir werden nur sehr kurze Zeit warten miissen, bis
wir uns im Zustand von nur noch einem Block befinden.

Beweis: In Analogie zur Notation im Hauptbeweis gilt: A,, = E,. Die Aus-
sage ist damit lediglich eine Folgerung von Lemma 4.1.5. Wir erinnern

te B ~ENt,

n

mit £ ~ exp(1). Um es anwenden zu kénnen haben wir noch E, durch E_ zu
ersetzen. Das ist insbesondere wieder auf unserer Menge G,, moglich. Gegeben
G, folgt dann aber direkt

log(EAt;) ~ logt e ™ = logt e
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= log t, + log e B — log <logn — (log n)%) — B,

= log(log n)% + log ((log n)%) — 1) —E,

log(log n)%Jro(l)
= loglogn + o(1) — E..

= FE, —loglogn ~ —log(EAt;)+0o(1) 2 —logE f.s. (124)
Wegen P(G,) — 1 fiir n — oo folgt dann die allgemeine Behauptung. ]

Folgerung 3:

Wir betrachten nun noch kurz eine Konstruktion die auf Janson (vgl.[11])
zurlickgeht. Sei ein zufélliger rekursiver Baum mit n Knoten gegeben und
jede Kante e mit einer ZV A, versehen. Diese seien i.i.d. mit kontinuierlicher
Verteilung und damit paarweise verschieden. Weiter nennen wir A, einen Re-
kord, wenn es den grofsten Wert aller angefiigten ZVn von der Wurzel bis zu
sich selbst annimmt. Dann ist die Verteilung der Anzahl der Rekorde gleich
der Verteilung der Anzahl der Schnitte, die nétig sind, um in unserem kon-
ventionellen Baummodell durch das Abholzverfahren die Wurzel zu isolieren.
Denn durchlaufen wir die der Groéfse nach abfallend angeordneten Rekorde,
so entspricht das einem uniformen Auswéhlen der Kanten, da alle A, i.i.d.
sind. Nichts anderes geschieht aber beim Abholzprozedere.

Insbesondere sind definitionsgemaéfs alle Kanten der Wurzel mit Rekorden
versehen und der kleinste aller Rekorde A, hangt immer an einer Kante, die
an die Wurzel ragt.

Sei nun die Grofe #AM des maximalen Teilbaums, dessen einzig enthaltener
Rekord der Kleinste A, ist.

Identifizieren wir also A, mit der im Abholzprozess zuletzt geschnittenen
Kante und alle grofseren Rekorde mit den entsprechenden - bis dahin schon
geschnittenen - Kanten, so entspricht die Groke #AM™ genau der Anzahl der
zum letzten Schnitt noch im Baum vorhandenen Knoten # B[, Mit der No-
tation aus dem Hauptsatz folgt dann

Korollar 4.2.3. Firn — oo gilt

#AM 451 4y, (125)
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