Uber Elementarkettenbriiche, lineare Substitutionen
und indefinite binire quadratische Formen. I.

Von Herrn Paul Epstein in StraSburg i. E.

Den Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit bildete der Gedanke,
die Lehre von den gewdhnlichen Kettenbriichen auf die begrifflich ein-
fachsten Elemente zuriickzufiihren, in Zhnlicher Weise etwa, wie allgemeine
‘lineare Substitutionen auf andere von besonders einfacher Natur zuriick-
gefiithrt werden. Als Weg hierzu bot sich naturgemaB die Auflésung des
Euklidischen Algorithmus in eine Reihe von elementaren Schritten, indem
namlich alle Teilquotienten = 1 angenommen werden, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, die Ersetzung des Divisionsverfahrens durch eine
Folge von Subtraktionen. So gelangt man zum Begriff der Zahlenkette,
den wir an die Spitze uuserer Darstellung gesetzt haben. Er fiithrt un-
mittelbar zu einer besonderen Art von Kettenbriichen — wir haben sie
Elementarkettenbriiche (abgekiirzt €SR.) genannt —, bei denen sémtliche
Teilnenner + 1, alle Teilzdhler entweder + 1 oder —1 sind. Jede reelle
Zahl 1aBt sich durch einen €R. darstellen, und seine Ndherungsbriiche
sind die Houpt- und Nebenndherungsbriiche der gewohnlichen Kettenbruch-
entwicklung*). Von den ER. gelangt man in einfachster Weise zu der
Christoffel-Hurwitzschen Charakteristik, und sie gibt unmittelbar die Ver-

*) Dieselbe Eigenschaft haben die von Herrn Vahlen (Journ. f. Math. Bd. 115
S. 230) betrachteten ,lingsten Kettenbriiche“ mit den Teilnennern 1 und 2. Die
€R. sind linger infolge des Auftretens der ,iiberzihligen Niherungsbriiche“. Sie ge-
horen auch nicht zu den ,halbregelmiBigen Kettenbriichen“. (Perron, Die Lehre von
den Kettenbriichen S. 154, T'iefze, Math. Ann. Bd. 70.)
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wandlung des €R. in einen gewohnlichen Kettenbruch und umgekehrt.
Damit wire die urspriingliche Aufgabe, die Theorie der gewdhnlichen
Kettenbriiche auf moglichst einfacher Grundlage aufzubauen, erledigt. Aber
dariiber hinaus haben die €. auch neben den gewohnlichen Kettenbriichen
eine selbstindige Bedeutung infolge des Umstandes, dal zwes reziproke
Zahlen durchaus verschiedene € SR.-Entwicklungen besiizen. Dies hat weittra-
gende Folgen fiir die Theorie der unimodularen ganzzahligen Substitutionen

(;f g) Es tritt namlich dort an Stelle des bekannten Satzes, daB die ge-

wohnlichen Kettenbriiche fiir zwei dquivalente Zahlen von einer bestimm-
ten Stelle an iibereinstimmen, der Satz, da8 die €S.-Entwicklungen fiir
zwei &quivalente Zahlen von einer bestimmten Stelle an entweder <iber-
einstimmen oder zueinander reziprok sind (§ 4, Satz 8). Dadurch offenbart
sich eine Scheidung der linearen Substitutionen in zwei Arten, in ,,gerade‘
und ,,ungerade‘‘ Substitutionen, und diese Einteilung tritt vollstindig
gleichberechtigt neben die iibliche Einteilung in ,.eigentliche* und ,,un-
eigentliche Substitutionen. So tritt neben die Gruppe % der eigentlichen
Substitutionen (Modulgruppe) die Gruppe B der geraden Substitutionen, und
zu ihnen kann man eine Gruppe € fiigen, die durch die eigentlichen geraden
und die wnesgentlichen ungeraden Substitutionen gebildet wird. Diese drei
Gruppen sind isomorph, und¥*) es gibt in der Gruppe aller ganzzahligen
unimodularen Substitutionen keine weitere Untergruppe vom Index 2. Sie
enthalten als gemeinsame Untergruppe vom Index 2 die Gruppe der eigent-
lichen geraden Substitutionen**¥), von der wiederum die Hauptkongruenz-
gruppe 2. Stufe eine Untergruppe vom Index 3 darstellt. Wegen der
Gleichberechtigung der Gruppen %, ¥ und € mul es zu jeder mit der
Modulgruppe zusammenhingenden Theorie eine entsprechende Theorie im
Gebiete der Gruppe % und der Gruppe € geben. Dies wird in einer
zweiten Abhandlung fiir die Reduktion der indefiniten bindren quadra-
tuschen Formen innerhalb der Gruppe der geraden Substitutionen durchge-
fiihrt werden, und es werden sich dabei die Elementarkettenbriiche als das
natiirliche Hilfsmittel erweisen.

*) Auf diese (vermutlich nicht neue) Tatsache hat mich Herr J. Schur auf-

merksam gemacht.
**¥) Diese Gruppe ist identisch mit der Untergruppe I'; bei Klein- Fricke, El-
liptische Modulfunktionen Bd. I, S. 288.
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§ 1. Die Zahlenkette.

Aus zwei gegebenen reellen Zahlen a,, @, bilde man die Folge von
positiven Zahlen:

(1.) Oy =Gy — 4|, ag=|a; —ay|, @, =|a;—a4],....
Wir nennen dann a,, a,, @, a5,... eine Kette von Zahlen und bezeichnen
sie durch [a,, a,].

Beispiel. Die Kette [28, 13] ist

28,13,15,2,13,11,2,9,7,2,5, 3,2, 1, 1,0,1,1,0,1,....

Wenn, wie im vorliegenden Falle, zwei aufeinanderfolgende Zahlen einander
gleich (allgemein = d) werden, so wiederholen sich von da ab die Zahlen
d, 0, d unbegrenzt, die Reihe wird periodisch. Nur in diesem Falle kann
die Zahl 0 auftreten. Wir lassen gewdhnlich diesen periodischen Teil fort
und nennen dann die Kette eine eigentliche abbrechende Kette. Nehmen
wir aber eine gewisse Anzahl von Perioden hinzu, so haben wir eine diber-
zdhlige abbrechende Kette. Wenn nichts anderes bemerkt ist, verstehen
wir unter einer abbrechenden Kette immer eine eigentliche abbrechende
Kette.

Sind @, und @, ganze Zahlen, so ist ihr groBter gemeinsamer Teiler
gleichzeitig Teiler von jeder Zahl der Kette, die Kette bricht ab und
endigt mit dem groften gemeinsamen Teiler von @, und @,. Sind a,, a,
relativ prim, so endigt die Kette immer mit den Zahlen 2, 1. Sie mdge
dann primativ heiBen.

Aus der Definition (1.) ist ersichtlich, daB jede Zahl der Kette
in der Form

o ay—f3a,
mit ganzzahligen Koeffizienten «, 3 darstellbar ist. Es kann also die

Zahl 0 nur auftreten, wenn das Verhaltnis -Z—” rational ist, und wir haben

1

den Satz:
1. Die Kette [ay, a,] bricht dann und nur dann ab, wenn a, und a,
emn rationales Verhdlinis haben.
Es seien nun a,, a, ganze positive Zahlen ohne gemeinsamen Teiler.
Wir teilen die abbrechende Kette [a, a,] in Abschnitte, sodaB in einem
Abschnitt jede Zahl kleiner, als die vorhergehende ist; sobald eine Zahl grofer
8*
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ist, als die vorangehende, beginnt ein neuer Abschnitt. Jeder Abschnitt
— allenfalls mit Ausnahme des ersten (wenn a,<Ca, ist) — besteht aus
mindestens zwei Zahlen, denn wenn mit der Zahl a; ein Abschnitt beginnt,
so ist a;_, <<a,;, also a;,,=a;—a;,_, <<a;, d. h. a;y, gehort zum gleichen
Abschnitt wie a;, Auch der letzte Abschnitt einer eigentlichen Kette
enthélt mindestens die zwei Zahlen 2, 1, dagegen besteht bei einer iiber-
zihligen Kette der letzte Abschnitt nur aus der einen Zahl 1, der vor-
letzte Abschnitt endigt dann mit den Zahlen 1, 0. Es ist, wenn a;_,
die Zahl am Schlufl eines Abschnitts ist:
Aiy1 =0 — Qy_yy Gy o= Q;— ;4 g,

also

(2.) Qo = O _qe
Die Zahlen am SchluBl eines jeden Abschnitts wiederholen sich drei Stellen
weiter.

Es moge so die Kette in Abschnitte von e, f3,,... 0, 0,7 Zahlen
zerfallen. Wir nennen dann

(3.) le, B, 9,...0, 0,1
die Gliederung der Kette, und es sind darin sicher alle Zahlen mit Aus-
nahme der ersten und letzten >>1. Unter dieser Bedingung kann aber
jeder Komplex (3.) von ganzen positiven Zahlen als Gliederung einer be-
stimmten Kette aufgefallt werden, denn es besteht der Satz:

2. Eine primitive Kette ist durch Angabe ihrer Gliederung vollstindig
bestimmd.

Zum Beweis brauchen wir nur das Verfahren anzugeben, um aus
der Gliederung die Kette zu gewinnen, und schicken folgendes voraus:
Es seien wu,, u, zwei positive Zahlen (4, << %,). Eine endliche oder unend-
liche Folge von Zahlen

Uy, Ugy Ugy Ugy oo vy
bei der von ug ab jede Zahl die Summe der beiden vorhergehenden ist, heiBe
eine Fibonaccische Folge (u,, u,).

Wir bilden nun, wenn 7 > 1 ist, die Fibonaccische Folge (1, 2) mat
7 Gliedern und schreiben sie von rechts nach links. Dann haben wir den
letzten Abschnitt der gesuchten Kette. Aus den beiden letzten Gliedern
%, _,, 4, berechnen wir
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Vy = Uy — Upy, Vg = U, + ¥
und bilden die Fibonaccische Folge (v,, vq) mit ¢ Gliedern. Aus ihren beiden
letzten Gliedern berechnen wir

Wy =0,— V51, Wy="+ W,
und bilden die Fibonaccische Folge (w,, w,) mit ¢ Gliedern. So berechnet
man zu jeder Zahl der vorgelegten Gliederung eine Fibonaccische Folge.
Die Gesamtheit dieser Folgen, von rechts nach links geschrieben, bildet die
gesuchte Kette, die wir mithin als die Kette |e, 3,... 0, 7} bezeichnen konnen.
Ist aber v =1, so besteht der letzte Abschnitt aus der einen Zahl 1, der
vorletzte Abschnitt ist die Fibonaccische Folge (0,1) mat o Gliedern, und
die iibrigen Abschnitte werden nach dem obigen Verfahren gefunden.
Man erhédlt die iiberzihlige Kette {e, /3, 7,... 0, 1}.

Durch Weglassung der Perioden wird eine iiberzahlige zu einer
eigentlichen Kette. So wird, wenn o>3 ist, die iiberzahlige Kette
{¢,3,... 0, 0,1} zur eigentlichen Kette e, 3,... 9, 6 — 2}; wir schreiben

{e,B,...0,0,1} = {e, 3,... 0,0 —2}.
Ist aber 0= 2, so ist
(o, By... 0,2, 1} = e, f3,... 0},
ist 0=3, so ist |o, 3,... 0, 0 — 2| wieder eine iiberzéhlige Kette und laBt
sich weiter reduzieren.

Allgemein sei » der letzte Abschnitt, der nicht =3 ist, und es sei

v >>3. Dann ist die iiberzihlige Kette

(4.) le, By . 0,7,8,3,...3, 1} ={e, f3,... u, v — 2.
Ist aber » = 2, so ist
(5.) 0, By 1,2,8,3,...3, 1} =, B3,... .
Beispiel. Aus der Gliederung
12,2, 3, 3, 4}

ergibt sich die Kette
2813|162 |13112|972|532L
Wir leiten nun aus einer Kette eine neue Kette ab, indem wir den letzten
Abschnitt um eine Zahl verkiirzen. Aus der Kette |, f3,... g, 7] entsteht
so die erste abgeleitete Kette |e, 3,..0,7—1}. Im vorliegenden Beispiel ist
dies die Kette |2, 2, 8, 8, 8}:
157 [81[761|541[321;
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aus ihr entsteht die zweite abgeleitete Kette (2,2, 3, 3,2|:
1367165143121

Die nachste abgeleitete Kette {2,2, 3,3, 1} ist eine iiberzéhlige Kette:
21|10[110]110]1,

und sie reduziert sich, wie man sieht, iibereinstimmend mit (5.) auf {2},

d. i. die einfache Kette 2,1. Wir behalten aber die iiberzahlige Kette

bei und konnen aus ihr wieder eine Kette {2, 2, 3,3} ableiten, und so

fortfahrend erhalten wir schlieflich aus der zugrunde gelegten Kette
12, 2, 3, 3, 4] eine wollstindige Tafel abgeleiteter Ketten :

2813 | 152 [13112[972[5321
16 7| 81| 7 61 541|321
13 6| 71| 6 5143121
2 1] 10 1 10{110]1
11 6| 61| 5 41321 |
9 4| 51| 4 31|21

2 1| 10| 1 10]1

7 3| 41| 3 21 |

5 2| 31| 2 1

2 1| 10| 1

3 1| 21

1 0] 1

2 1|

1

Diese Tafel hat bemerkenswerte Eigenschaften. Es ist nicht nur jede Ho-
rizontalreihe, sondern auch jede Vertikalreihe eine Kette, genauer: Von
jeder Stelle der Tafel geht nach rechts und nach unten eine Kette, und
es hat die vertikale Kette die umgekehrte Gliederung wie die horizontale
Kette. In unserem Beispiel hat die erste vertikale Kette die Gliederung
|4, 3,3,2,2|; sie moge die erste Adjungierte der vorgelegten Kette heiBen.
Die darauf folgenden Vertikalreihen bilden die zweite, dritte, ... Adjungierte.
Jede Adjungierte ist die abgeleitete Kette der vorhergehenden. Ist [ay, a,]
die gegebene, [by, b;] die erste abgeleitete Kette, so ist [a,, b,] die erste,
[a1, b,] die zweite Adjungierte. Umgekehrt ist die gegebene Kette die
erste Adjungierte ihrer Adjungierten.
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Da die Tafel auch fiir die erste Adjungierte eine vollstindige Tafel
abgeleiteter Ketten darstellt, so zerfillt sie in wertikale und horizontale
Abschnitte. Jede Kette am Ende eines Abschnitts st iberzihlig und stimmt
mit der drittfolgenden Kette diberein. Dies folgt unmittelbar aus Formel (2).

Sind

Ay O Gy

by by biyy

Ci—1 G Ciya
9 Zahlen in je 3 aufeinanderfolgenden Horizontal- und Vertikalrethen, so
sind alle aus der Matriz dieser Zahlen gebildeten Unterdeterminanten 2. Grades
gleich 4+ 1 und die Determinante aus den 9 Zahlen st Null.

Man hat hiernach ein einfaches Verfahren zur Auflosung der Dio-
phantischen Gleichungen

ax —by == + 1.
Man bilde die Kette [a, b] und ihre abgeleitete Kette. Dann liefern die
beiden ersten Zahlen der abgeleiteten Kette Losungen y, z der einen Gleichung,
und es sind b-—z und @ —y Losungen der andern Gleichung.

Diese Eigenschaften der vollstindigen Tafel der abgeleiteten Ketten
werden evident, wenn wir nun dazu iibergehen, den Zusammenhang der
Zahlenketten mit den Kettenbrichen zu betrachten.

§ 2. Endliche Elementarkettenbriiche.

Die Bildung der Zahlenkette ist ein besonderer Euklidischer Algorith-
mus, bei dem dlle Teilquotienten = 1 sind, und zwar fiir die Kette mit der
Gliederung {e, 3,7,...}:

ay=1:a,+.a,
ay = l-a,+ ag

G, 1=1:0,— a4,

aa= l'aa+1+ aa+2

Copp1=148u45—0ayps1
oy =1 Cypi1t Cuypyre
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Hieraus entspringt eine Kettenbruchentwicklung

o 1_ 1. 1. 01
a 8 7

also ein Kettenbruch, der ebensoviele Teilnenner, sdmtlich vom Werte
+ 1, besitzt, als die Anzahl der Zahlen in der Kette betrigt, und bei
dem die ersten Teilzdhler in jedem Abschnitt (vom zweiten Abschnitt an)
gleich — 1, alle iibrigen Teilzéhler gleich + 1 sind. Einen solchen Ketten-
bruch nennen wir Elementarkettenbruch (abgekiirzt €f.) und konnen ihn
vollkommen versténdlich durch die Gliederung der Kette bezeichnen, in-
dem wir ihn schreiben:
(1.) €le, 3, 7,... 0,7/

le, 3, 9,... 0, 7| nennen wir dann auch die Gliederung des Kettenbruchs,
e, 3, 7,... heien die Abschnitte des Kettenbruchs. Es besteht also der
Satz:

1. Zu jeder Kette [a,, a,] gehort ein Elementarkettenbruch won der

gleichen Gliederung, und sein Wert ist =

1

So gehért zu der Kette [28, 13] der €S.:
G {2,233, 4
oder
Bory i1y +oF T T
13 |1 L !1 l1 Il l1 |1 !1 il o l1 11 11
Jeder Abschnitt eines €R. auBer dem ersten und letzten besteht

aus mindestens zwei Gliedern, d. h. es folgen niemals zwei Teilzihler — 1
aufeinander, und umgekehrt ist jeder derartige Kettenbruch (mit lauter Teil-
nennern + 1 und Teilzéhlern + 1) ein €R. und einer bestimmten Kette
zugeordnet. Zur Darstellung von negativen Zahlen werden wir auch €S.
zulassen, bei denen die beiden ersten Abschnitte gleich 1 sind (s. u. For-
mel (14.)).

Zu einer eigentlichen Kette gehort ein eigentlicher @R ; bel ihm ist

der letzte Abschnitt = > 1, der Kettenbruch schlieBt mit - 1 . Einer iiber-

zihligen Kette entspricht ein diberzihliger GR. mit = = 1; er schheBt mit
-1
I
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Den abgeleiteten Ketten entsprechen (in umgekehrter Reihenfolge)
die Ndherungsbriiche des €R. Es sind dies die Elementarkettenbriiche
(wir lassen das Zeichen € weg):

1 (2}5... {af
le, 1}; le, 2}5 ... |a, B}
e B, 1 e Bi2)5... e Byl

le, B,... 0,1} 5|, B,...0,2]5... [@,f3,... 0,7].
Die Néherungsbriiche am Beginn eines jeden Abschnitts (vom zweiten Ab-
schnitt an) sind dberzdhlig; jeder von ihnen ist gleich dem wum 3 Stellen
zuriickliegenden Ndherungsbruch. Die iibrigen Naherungsbriiche sind die
eigentlichen Naherungsbriiche. Bei dem obigen €f. hat man die Naherungs-

briiche

121825 7[29 112 138 15 28
710 1|71 2’.3 1’4 5 |17 6° 7 13

Hier wird auch der N&dherungsbruch % als iiberzéhlig angesehen, indem
1
0
rungsbruch vorausschickt. Fiir die Berechnung der Naherungsbriiche be-
steht das Gesetz:

man dem Naherungsbruch —i— den Bruch = als nullten eigentlichen Nahe-

Der Zdhler (Nenner) evnes ;Zg;:%z;; Ndherungsbruches st die
gg;zr"::w der beiden worhergehenden Zdhler (Nenner).

Um die Gesamtheit der Naherungsbriiche einfach zu iibersehen,
verstehen wir unter einer gebrochenen Fibonaccischen Folge von n Gliedern

. . . a
eine Reihe von #» Briichen &, <2, _‘ia;,“_’
by by by

Gip1_ G+ ai—

deren Zihler und Nenner Fibo-

naccische Folgen sind, sodal also ist, und bezeichnen eine

bi +1 T b+ b
solche gebrochene Folge durch
(b5 ba)n
Es sei nun zundchst « >1. Dann bilden die o ersten Naherungs-
briiche die gebrochene Folge %’——% . Die beiden letzten Briiche seien

Ag a
=1 2. man berechnet

ala. — 1’ a"a’

Journal fir Mathematik, Bd. 149. Heft 1/2. 9
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bi=a,— @y, bi=a,+b
bi=ai—a,_1, b=a,+b
(by, by)

(b;, blz)ﬂ
zweiten Abschnitts. Die beiden letzten Naherungsbriiche liefern

und hat in der gebrochenen Folge die 3 Naherungsbriiche des

Cl—'—'-bﬂ'—bﬂ_l, Gg=bﬁ+01
e{=0bs—bp_,, e=by+d,
(01, 02)

und die gebrochene Folge ST

1 2)

gibt die y Naherungsbriiche des dritten
Y

Abschnitts. 8o erhiélt man der Reihe nach zu jedem Abschnitt ‘des €.
die zugehorigen Naherungsbriiche.

Ist aber o =1, so ist % der erste Naherungsbruch; die B Nahe-

©,1)

rungsbriiche des zweiten Abschnitts bilden die gebrochene KFolge T.2)s’

und dann rechnet man wie oben weiter.

Aus der Bildungsweise der Naherungsbriiche erkennt man sofort:

2. Die Zihler und Nenner samtlicher Niherungsbriiche bilden (von riick -
wirts genommen) Zahlenketten von der umgekehrten Gliederung, wie der €.
und sein erster vollstindiger Quotient, d. h. es sind die Ketten

{t, 0,... 3, o} und {7, 0,... 3, « — 1}.

Sie biden mathin die erste und zweite Adjungierte der dem €R. zugeord-
neten Zahlenkette [a,, a,].

Ist [by, b,] die erste abgeleitete Kette von [a,, a,], 80 kann man
die Gtesamtheit der Naherungsbriiche symbolisch durch den Ausdruck

(@0, bo]

(a1, 3,]
zusammenfassen, und es ist

% ¢la,p,...0,1
ay .
by

b = ¢{a,B,...0,t—1}
(2.) ;

a,

i)i’-=@{r, o,... 3 a

@

E=@(¢,o,.../},a-—1}.



Epstein, Uber Elementarketienbriiche. I. 67

Die Anzahl der Glieder einer abbrechenden Kette, also auch die
Anzahl der Teilnenner oder der Niherungsbriiche des zugehérigen €R. nennen
wir die Ldnge der Kette und des Kettenbruchs. Sie ist

e+fB+y+ rtotr=L
Ferner moége die um 1 verminderte Anzahl der Abschnitte oder die Anzahl
der megativen Teilzdhler oder der diberzihligen Ndherungsbriiche als die Ord-
nung der Kette und des Kettenbruchs bezeichnet werden.

Ebenso, wie man einen iiberzihligen €R. auf einen eigentlichen re-
duzieren kann, kann man auch einen eigentlichen €R. zu einem iiber-
zahligen von beliebiger Lénge erweitern, und zwar auf zwei Arten. Nach
(4.) und (5.) in § 1 ist:

(3.) €le,B,...7} =€ le, B,... v, v+ 2,3,83,... 3, 1
und

(4.) €Cle,B,...7| =C{e, 3,... 1,7, 2,8,8,... 3, 1}.
In der ersten Formel kann der €R. links auch ein iiberzdhliger sein.
Py
[
(5-) P- Qi—-l - Pe—1 Q& = 8i

gesetzt. Ist nun }—)' ein etgentlicher Naherungsbruch, soist P, = P,_,+ P,_,,

Qe = Qi—l + Qe_z, also

Es sei ~ der ¢* Naherungsbruch, und es werde

8.' - - a‘__l-
Ist aber % ein diberzdhliger Naherungsbruch, so ist P,=P,_, — P;_,,
3
Q= Qi1 — Q_s, also
a" = a.‘___l.

Da nun 9, = —1 ist, so folgt:

3. Die zu den Ndherungsbriichen gehirenden Zahlen O, sind in einem Ab-
schnitt abwechselnd + 1 und — 1. Die erste Zahl in jedem Abschnitt stimmi
mit der letzten des vorausgehenden Abschnitts diberein. Die erste von allen
Zahlen 0, 18t — 1.

Der Naherungsbruch Pi pat als 6R. die Lénge 4; seine Ordnung

sei m, er gehore also zum (m + 1)* Abschnitt. Dann ist offenbar
(6.) &y = (— 1)~
Fithrt man in (8.): P,_; = PiF Pi_p @iy = @i F @:i_, ein, je nachdem
9*
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— ‘ein eigentlicher oder ein iiberzéhliger Néherungsbruch ist, so folgt:

[
4. Es st
(7.) P,Q_s—P,_3Q = (—1)""*" oder (— 1)—"

. P;
je nachdem %
Ist %‘ nicht der letzte Niaherungsbruch in einem Abschnitt, also
etwa, wenn der Abschnitt u = u, + u, ist:
. P,
Q‘= @la»ﬂ,%-- '”1,:

etn eigentlicher oder ein tberzihliger Ndherungsbruch ist.

und ist z; der zugehorige vollstindige Quotient:

z, = € |uy, v,... 0,1},

so isb
_ % Py + P,y
(8.) €lo, B, 7,...0,1 = n O T O,
Ist aber %‘; der letzte Ndherungsbruch in einem Abschnitt, also
P;
0= Clo,B,...u}; =€ y,...0,1|,
80 ist
. _#&Pi—Pi_,4
(8*.) €{e, fB,...0, 7} = A OO
Es sei a der Wert des 8. und % nicht der letzte Naherungsbruch
in einem Abschnitt. Dann ist
B _aPtPioy P % 1
¢ Q Qi+ Q—x Q@ Q@@+ Q1) a'so
1

Py
= @‘ T Q@i &+ Qi—y)’
Der vorausgehende Niherungsbruch gehére zum gleichen Abschnitt;

der zugehorige vollstindige Quotient ist @_, =1+ %, und es wird
]

4 — P‘_ll —_ 1 — X
Q-1 Qi—1(m—1 Q-1+ G—2) Qi—1[r:(Q—1 + Gi—-2) + G—1)
— ) _nQ|, P
Qi1 (@ @ + Q—1) Q-1 Q4

Setzt man
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(9.) la Q—P| = 4,
go ist also
(10.) d‘-—-l = w‘- d‘-.

Man sieht leicht, daB diese Formel allgemein gilt, auch wenn f-‘ der letzte

Néherungsbruch in einem Abschnitt oder ein iiberzahliger Néherungsbruch
ist. Nun ist z;, = ——1——, also
loi—1 — 1]

Ji = I 4i_3— 4‘-—-1I:
und damit hat man den Satz:
5. Die Differenzen 4,= |a Q;— P bilden eine Zahlenkette, die mit den
Zahlen 4,=1, 4, =|a— 1| beginnt. Ihre Gliederung ist {e— 1,3, y,... 1}
oder |f3,%,...7}, je nachdem o« =1 dst.

Der €%. fiir a = 29 entspringt aus der Zahlenkette [a,, a,], und nach
1

dem eben gefundenen Satz ist
(11.) I“o Q; — a, P‘l=a,-+1.

Hiermit sind die Glieder der Zahlenkette durch die beiden ersten
Glieder ausgedriickt.

Das Vorzeichen der oben bestimmten GréBe 6;,=P,Q;_,—P,_, Q,= +1
wollen wir den Index des Néherungsbruches % nennen. Wir lassen nun
die Indices der iiberzihligen Naherungsbriiche fort, behalten aber die Ein-
teillung in Abschnitte bei und nennen die so gebildete Gesamtheit der
Indices die Indexkette des €R. Es besteht also die Indexkette zum Ket-
tenbruch € e, 3, 7,... 7} aus lauter abwechselnden Vorzeichen 4+, mit —
beginnend, und zwar im ersten Abschnitt @, in den folgenden Abschnitten
—1,y—1,...7—1 Indices. Durch die Indexkette ist der €S. vollstéindig
bestimmt. So gehért zur Indexkette
—+ =+t =+ —+|= |+ ||+ =]+ =+ |+ =+ = |+ =+ |+
der €R.: € {3,6,2,2,2,3,4,2,5,3,3, 2.

Einer gegebenen Indexkette kann man eine zweite Kette zuordnen,
indem man die fehlenden Trennungsstriche zwischen je zwei Indices hinzufiigt
und dafiir die vorhandenen Trennungsstriche weglaBt. Diese neue Index-
kette heile die zur ersten reziproke Indexkette.

Die zur obigen Kette reziproke Kette ist also:
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o i R e B e B e B o el e o e B e St B
und der zugehérige €R.: € {1,2,3,2,2,2,6,3,2,4,2,2,3,3,3|.

Die Indexkette steht in einfachem Zusammenhang mit der von
Christoffel und Herrn Hurwitz*) eingefiihrten Charakteristik. Wir stellen
zunéchst fest, dafl die Naherungsbriiche des €R. auf Grund der oben be-
schriebenen Bildungsweise dieselben sind, wie die, welche man nach Hur-
witz durch die Fareyschen Rethen**) erhalt. Man gibt nun jedem Néahe-
rungsbruch den Charakter + oder —, je nachdem er grofer oder Kkleiner
ist, als der Wert o« des Kettenbruchs. Die Charaktere der eigentlichen
Néherungsbriiche bilden in ihrer Gesamtheit die Charakteristik von a.

Tst 2% nicht der letate Néherungsbruch in einem Abschnitt, so ist

.

P & + P §— P ) . .

- Q:x + Q:—i = Q@ je nachdem P;Q_, — P;_, ;=0 ist, also je nach-

dem g‘ positiven oder negativen Index hat. Ist aber % der letzte Na-
1 (1
. . . Pig—Ps_y __ P .
herungsbruch in einem Abschnitt, so ist ¢ =———=—< = je nachdem
Qr— Q1" @

der Index von % negativ oder positiv ist. HEs besteht also der Satz:

6. Fiir alle Naherungsbriiche tn exnem Abschnitt mit Ausnahme des letzten
stimmt der Charakter mit dem Index diberesn; fir den letzten Ndiherungsbruch
wn jedem Abschnitt ist der Charakter dem Index entgegengesetzt.

Es wird also die Indexkette in die Charakteristik verwandelt, indem
man nur jeden letzten Index in einem Abschnitt durch den entgegenge-
setzten ersetazt.

Von der Charakteristik gelangt man bekanntlich sofort zu der ge-
wohnlichen Kettenbruchentwicklung der Zahl a. Seien némlich g, ¢,, gs,...

*) Christoffel, Lehrsitze iiber arithmetische Eigenschaften der Irrationalzahlen,
Annali di Matematica (2) 156 (1888).

Hurwite, Uber die angenaherte Darstellung der Zahlen durch rationale Briiche.
Math. Ann. 44 (1894).

**) Es ist gewiB bemerkenswert, daB bereits Nicolas Chuquet in seiner Tri-
party, 1484 in derselben Weise die Niherungsbriiche einer gegebenen GriBe bildet.
Vgl. Cantor, Gesch. d. Math. Bd. 2, S. 352. Werthevm, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd.
42 (1898) Suppl. S. 149.
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die Anzahlen der aufeinander folgenden gleichen Charaktere, beginnend
mit ¢ negativen Charakteren, so ist*)

1
“=[97Q1,92,---]=q+— 1
g, + got ...

Beginnt aber die Charakteristik mit ¢ positiven Charakteren, so ist
1
a=1[0,9 ¢ s.-.]1= '{H_}_

aq+...
Indem wir die Indexkette in die Charakteristik verwandeln, haben wir

also einen GR. n einen gewohnlichen Kettenbruch verwandelt, und es besteht
der Satz:
7. Die eigentlichen Ndherungsbriiche des Elementarkettenbruchs fir eine
Zahl o stimmen tiberein mit den Haupt- und Niherungsbriichen**) der gewohn-
lichen Kettenbruchentwicklung von a.
Ist wieder ! die Lénge, m die Ordnung des €R., so ist also die
Summe aller Teilquotienten des gewohnlichen Kettenbruchs
(12.) I+ @+ G+t ga=1l—m,
was sich auch daraus ergibt, da8 Indexreihe und Charakteristik gleich
lang sind.
So erhdlt man nach Satz 6. aus der Indexkette
—+ =+ —=t—+ |||+ = =+ =+ ==+ =+ =]+
die Charakteristik
-+++-+-—+-++++——++—++++++ %
und der zugehorige €R. ist gleich dem regelmaBigen Kettenbruch
[1,3,1,1,2,1,1,4,2,2,1, 7].
Der letzte Charakter kann nach Belieben 4+ oder — genommen werden,
entsprechend dem Umstand, dal man den Kettenbruch anstatt mit

¢, (>1) auch mit ¢,— 1+ -i— schliefen kann.

*) Der kleine formale Unterschied gegen die Darstellung von Herrn Hurwite

(a. a. 0. S. 430) kommt nur daher, daB dort dem N&herungsbruch —i— noch die Briiche

01 vorangehen.
*) Dabei rechnen wir abweichend von Perron, Die Lehre von den Ketten-

briichen S. 56, die Zahlen 12 4=1 4 den Niherungsbriichen des Keitenbruchs.

1’11
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Ebenso einfach ist die Verwandlung eines gewohnlichen Kettenbruchs
in einen Elementarkettenbruch. Man schreibt unter die Charakteristik des
Kettenbruchs eine gleichlange Reihe von abwechselnden Vorzeichen +, mit
— beginnend. So oft ein Vorzeichen von dem dariiberstehenden Charakter
verschieden ist, ist ein Abschnitt zu Ende. Damit hat man die Index-
kette des €R. und diesen selbst. So hat der gewohnliche Kettenbruch
[0, 8, 2, 1, 6] die Charakteristik

also ist die Indexkette
=+ —+—F]|—+]—
und - der €R.: € {1,3,2,5, 3,2|.

Beim Ubergang von der Indexkette zur reziproken Kette wird
jeder innere (d. h. nicht einen Abschnitt schlieBende) Index zu einem
letzten und jeder letzte Index zu einem inneren. Es hat daher die zur
reziproken Kette gehorige Charakteristik gerade die entgegengesetzten Cha-
raktere, wie die erste Charakteristik, folglich sind die entsprechenden
Kettenbriiche zueinander reziprok; es besteht der Satz:

8. Die 2zu reziproken Indexketten gehorenden Elementarkettenbriiche
sind reziprok.

Die explizite Darstellung des zum €R. €{e, f3,... 7} reziproken €S.
ist nicht eben einfach und kann hier iibergangen werden*).

Dagegen bestehen einfache Beziehungen zwischen den Ldngen 1,1
und den Ordnungen m,m’ von zwei reziproken Elementarkettenbriichen.
Zunéchst sind die beiden reziproken Indexketten gleich lang, also

(13%) l—m=U—m'
Denkt man sich die beiden Ketten aufeinandergelegt, so fallen die Tren-
nungsstriche der einen Kette zwischen die nicht getrennten Indices der an-
dern, also ist ihre Anzahl in beiden Ketten zusammen:

m+m =0—m—1.
Hiernach ist die Ordnung des reziproken €.

(13.) m=l—2m—1

und die Lénge

*) Es sei hierfiir auf eine demnichst in der Mathematischen Zeitschrift er-
scheinende Arbeit ,,Uber Mdbiuskettenbriiche und Elementarkettenbriiche verwiesen.
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(13°.) V=21—3m—1.
Bis jetzt haben wir die durch einen GR. dargestellte Zahl als positiv an-
genommen. Wir kénnen aber auch eine megative rationale Zahl in einen
€R. entwickeln, und zwar auf zwei Arten. Seien @, und @, positive ganze
Zahlen, so konnen wir entweder — 2 — —% oder = -%_ setzen. Bilden wir

Lot 1 —

nun die Zahlenkette [— ay, a,], 80 beginnt sie mit — a, | a, | @y + a;, @, 6, ..

geht also nach 3 Gliedern in die Kette [a,a,] iiber. Ist nun b _

1

€la, B, ...}, s0 ist also

(14). —R =L Le+ 187,

Vom dritten Néherungsbruch an sind alle Zahler negativ.
Dagegen beginnt die Kette [a,, — a,] mit ay, — a, | ag + a,| g + 24,, 4,
@y + Gy, Gg, @..., also ist
7_‘%; =€2,1,2a+1087...
Vom vierten Naherungsbruch an sind alle Nenner negativ.
Von diesen beiden €R., die dieselbe Zahl darstellen, wollen wir nur

den ersten als einen echten €. ansehen. Ebenso konnen wir aber auch

neben dem €K fiir die positive rationale Zahl -Z—'? einen zweiten aufstellen,

wenn wir 20 = "% setzen, also die Kette [— a,, — a,] bilden. Wir haben

1 1
dabei zwei Fille zu unterscheiden. Ist @y, > a,, so beginnt die Kette mit

— Gy | — @y | ag— ay| G, ay, ..., also ist

._.-a,o

—=¢{l,1,1,eap7y...}

.._al
Ist aber a, <<a,, so hat der €R. fiirg—° die Form % =€C¢, a 7.}

und die Kette [— ay, — a,] beginnt mit — ag, —a, | a; — 6y | 2a, — ay, ay,. ..
Man erhilt also den zugehérigen €R., indem man dem €R. fiir 28, — dy

=2— %9 die Abschnitte 2,1 vorsetzt. Es ist aber offenbar 2 —1':
=€+ 1,4,7,...|, folglich
—ReéRLat LAy ).

Journal fiir Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 10
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Auch die beiden letzten Formen wollen wir von der Betrachtung
ausschlieBen; es ist also bei einem eigentlichen €R. entweder kein
Abschnitt = 1 (wenn der Wert des €R. a4 1) oder nur der erste
Abschnitt (wenn 0 << @ <<1) oder die beiden ersten Abschnitte (wenn
a <<O0 ist).

§ 3. Unendliche Elementarkettenbriiche.

Anstatt aus der Zahlenkette kann man einen Elementarkettenbruch
auch durch den folgenden einfachen Algorithmus erhalten. Es sei w eine
reelle Zahl. Man bilde nacheinander die Zahlen

1
lo—17 2= Jo, =17 “* T Jo,— 1"
Ist nun w positiv, so folgt in der Reihe der Zahlen w, w,, w,,... stets auf
eine Zahl, die << 1 ist, eine Zahl > 1. Man kann also die Reihe in
Abschnitte von e, 3, y,... Zahlen

(L) W, =

w, W, Wy ... W

a—1>
(2.) Wy Wpg, Wy yger. Wy g g,
Wy gre e Wotgt+r—1

zerlegen, sodal jeder Abschnitt mit einer Zahl <C 1 schliet, wiahrend alle
iibrigen Zahlen > 1 sind. Mit diesen Zahlen bilde man den ER.

(3.) ¢ {a, B ¥y .},
und in diesem sind sicher alle Abschnitte vom zweiten ab > 1.

Ist aber w negativ, so ist w, = Té_& <1, es folgen also hier

zwei Zahlen << 1 auf einander, sie bilden jede fiir sich einen Abschnitt
und der zugehoérige €R. hat die Form

(4.) €{1,1,5,d,...},
worin alle Abschnitte vom dritten ab > 1 sind.

Wir beweisen nun den Satz:

1. Ist w eine rationale Zahl, so gelangt man in der Reihe der Zahlen
w, w,;, Wy, ... schlieflich zu zwes aufeinanderfolgenden Zahlen w, y = 2, w;_, = 1.
Schlieft man mat diesen die Reike, so hat der zugehorige endliche €S, den Wert w.
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Beweis. Ist w positiv und gleich dem Quotienten 29 von teiler-

1

fremden ganzen Zahlen, so ist

a. a. a, a
1 — — 2 2
—, Wy

W= —1 = = 2 =%
17 ag—a,|  a, la,—ay] a7

also bilden ay,a,, a;, as,... eine Zahlenkette [a,, a;]. Diese schlieBt mit
. Gy —o 1
W_o=2,0,_, , also wird w,_, o 2 und w,_, )
Gliederung der Kette [a,, ¢;] stimmt offenbar mit der durch die Zahlen
w, Wy, w,,... erzeugten Gliederung {e, 3, 7,...} iiberein, folglich hat der €R.

(3.) den Wert 59= w.

=1. Die

Ist w negativ, so ist w, = ﬁ < 1, also gleich dem endlichen €S.

w, = €{l,7,0,...}, Dann ist aber w=1 —5— gleich dem €R. (4.). Damit

ist der Satz bewiesen. Die Zahlen w, w,, w,,... sind die vollstindigen Quo-
tienten des ER.

Ist nun w eine vrrationale Zahl, so bricht die Reihe der Zahlen w, w,,
Wy, ... nicht ab und der zugehérige €R. wird wunendlich.

Ein unendlicher €R. heifle komvergent, wenn seine eigentlichen Ndhe-
rungsbriche gegen einen endlichen Gremzwert konvergieren.

Zur Untersuchung der Konvergenz eines unendlichen €f. betrachten

wir die Differenzen von zwei Naherungsbriichen Pivw D firx=1,2,3,...

Ui G
Es ist nach (8.) und (8%) in § 3:

\Pivx Py _ |Pi%ie F Pizy Py _ 1

@ve @ Qo F Gy Q@ Q(Qion F Gia)

3

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem o

ein Niherungsbruch am SchluB eines Abschnitts ist oder nicht. Im ersten
Falle ist immer z;, > 1, also, da @, — Q;_,= @;_, ist:
Ligx Ly - 1 .
Qivx @ SGe_’
im zweiten Fall ist z,, > 0, also
10*



76 Epstein, Uber Elementarkettenbriiche. 1.

Piyr P 1
o< aa

Es ist also der unendliche €f. jedenfalls konvergent, sobald die
Nenner @, mit ¢ iiber alle Grenzen wachsen. Das ist aber stets der Fall
mit der einen Ausnakme, ‘daff die Nemner Q,, @, Q... die periodische
Zahlenkette 1,1,0,1,1,0,... bilden. Dies tritt nur bei zwei Elementar-
kettenbriichen ein, némlich €{2,3,3,3,...)] und €{1,1,3,3,3,...}, und
diese sind in der Tat divergent; die Naherungsbriiche des ersten gehen
gegen + o, die des zweiten gegen — . KEs gilt also der Satz:

Ein unendlicher €R. ist — abgesehen von den beiden erwihnten
Ausnahmen — stets komvergent. Man sieht leicht, daB fiir eine endliche
Irrationalzahl w der Algorithmus (1.) niemals auf die Gliederung
12,8,3,38,...] oder {1,1,3,3,3,...} filhren kann, also folgt:

3. Der einer Irrationalzahl w zugeordnete unendliche €R. (3.) oder
(4.) st stets komvergent und hat den Wert .

Das letztere ergibt sich daraus, daB nach (1.) sich w mit Hilfe
der Naherungsbriiche des zugeordneten €. durch die Ausdriicke w =
Piws F Pi—y
Qi F Qi—1

Ein unendlicher GR. kann einen rationalen Wert haben. Man kann
namlich auch fiir ein rationales w den Algorithmus (1.) unbegrenzt fort-
setzen. An den Wert w,_, =1 schlieBt sich an:

darstellt und infolgedessen

w—-%‘i gegen Null konvergiert.

W=, W, =0, w,,=1 w,g=o, 0, ,=0,....

Ist nun

(8.) w=¢|epf.. 07|
der endliche €R. fiir w, so kann man entweder durch w, = © und w, , =0
den letzten Abschnitt um zwei vermehren, und dann folgen unbegrenzt
viele Abschnitte gleich 3, oder man hat durch w;, und w, , einen neuen
Abschnitt == 2 und darauf lauter Abschnitte = 3, soda man fir w zwei
unendliche Elementarkettenbriiche erhalt:

(6.) w==¢lo,f,..0,1+23,3,3,...]
und

(7.) w=6lef,.. . 0,72333,..]
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Beide ergeben in der Tat denselben Wert, wie der €R. (5.). Sei némlich

w =% der Wert dieses €R., ;’)2 sein vorletzter Naherungsbruch, so folgen

1 1

beim ER. (6.) auf =2 2 ® die Niherungsbriiche

Go+bo 289 +by, ay Bug+by 4ay+by ag Hug+by 6a + by

a, +b’ 2a, +0b’ a’ 3a,+b’ 4a, +b,° a’ ba, +b’ 6a,+0’ "
also ist der Wert des unendlichen €R. (6.):

lim @ii!’i:ﬂ’_
n=w na, + b,

l

Im E€R. (7.) dagegen folgen auf b—" d1e Naherungsbriiche

g‘lo

to—by 2a9—by ay 3a,—by 4a,—by @, Bay—by 6a,—by

a, —b,’ 2al-—b’ ' Ba,—b,’ da,— b, a,’ ba, —b; 6a,—b,’

also ist auch hier der Wert des GR.
Lim 7% — bo % _w
n= oo nal—-—bl al *
Es kann also ein endlicher GR. auf zwei Arten in einen unendlichen ER.
verwandelt werden. Umgekehrt aber gilt der Satz:

4. Ein unendlicher €. hat dann wund nur dann einen rationalen
Wert, wenn von einer bestimmien Stelle an alle Abschnitte gleich 3 sind.

. . Ay -
Es mufl namlich, wenn w = a—° ist, der Ausdruck
1

lQ w— Pt \Q-ao Pal\

a,

verschwinden, sobald er unter L sinkt. Ist nun Py nicht der letzte Na-

a, Q.'

herungsbruch in einem Abschnitt, so ist
1

Qo—bi=guvay
also mul} jedesmal, wenn Q; w; + @;_, >a, wird, w,= » sein. Der zu
gehorige vollstandige Quotient ist also der oben gefundene divergente

Q.
unendliche €R. w; =€ (2, 3,3, 3,...], folglich hat dann der €R. fir w in
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der Tat die Form (6.). Istaber g‘; der letzte Naherungsbruch in einem Ab-

schnitt, so ist, da Q= Q;_, + @;_, ist:

1 1
Qe — P = Goi—Qimr Q1 (@i—1)F Qs

und auch hier ergibt sich, sobald der Nenner > a, wird, w;= ». Dies
fiihrt aber zu einem unendlichen €R. von der Form (7.).

Schliefen wir also diese €R. mit der ,,Periode 3“ von der Be-
trachtung aus, womit auch die beiden divergenten €{. ausgeschlossen sind,
und nennen wir einen unendlichen €R., dessen Abschnitte nicht schlieBlich
alle =3 sind, reguldr, so gilt der Sata:

5. Ein reguldrer G€R. st stets konvergent und stellt eine wrratio-
nale Zahl wor. Umgekehrt lift sich eime irrationale Zahl tmmer nur
auf eine Weise n einen unendlichen ER. verwandeln, und dieser ist stets
reguldr.

Bei einem unendlichen €f. von endlicher Ordnung, also mit einer
endlichen Anzahl von Abschnitten, ist der letzte Abschnitt unendlich lang,
d. h. der €. schlieBt mit dem gewohnlichen Kettenbruch [1,1,1,...],
der als €R. mit € {0} zu bezeichnen ist. Sein Wert, den wir mit ¢ be-
zeichnen wollen, ist

(8.) 1= || = VE; 1

Es ist also ein unendlicher €. von endlicher Ordnung

agt—0b
=

worin gi’, ;—" die beiden letzten Niherungsbriiche des endlichen €&, €|e,f3,... 7}
1 ™"

bezeichnen, und es besteht der Satz:

6. Jeder unendliche €R. von endlicher Ordnung st arithmetisch dqui-
valent mit der quadratischen Irrationalzahl t.

Die Umkehrung dieses Satzes kann hier noch nicht in préziser
Weise formuliert werden (vgl. § 5, Satz 11.).

Ein Abschnitt der durch den Algorithmus (1.) bestimmten Zahlen



Epstein, Uber Elementarkettenbruche. 1. 79

w; bestehe aus den Zahlen w®, w®,... ®, sodaB also w® <1, die iibrigen
Zahlen > 1 sind. Es ist dann

9.) @t b=14+ M,w‘“‘”’ 1+t =14 L

wv—1 3 w®

Damit w® in das Intervall 0 << w® << 1 hineinfillt, muB jede der vor-
hergehenden Zahlen in einem bestimmten Intervall liegen. Diese Intervalle
sind alle voneinander getrennt und sind in folgender Weise festgelegt:
Es seien
Po=0, p1=1a P = l’ 7’3=2, p4=3, p5=5,Po=8;---
die bekannten Fibonaccischen Zahlen mit dem Bildungsgesetz
Pn = Pn—1 + DPn—2-

Ihre Verhaltnisse %, %, %, ... sind die Naherungsbriiche des eben er-
0 1 2

wahnten Kettenbruchs € |0} =1¢= Iﬁét—l, und sie begrenzen Intervalle

I,1,1,..., welche immer kleiner werdend von beiden Seiten gegen den
Grenzpunkt ¢ konvergieren. Das m' Intervall ist

10. 1 _Pm_ Pmte)
( ) m= pm—l pm+1>

Hierunter ist mit p_, =1 auch das Intervall (0, 1) als I, einbegriffen.

Aus den Formeln (9.) folgt dann der Satz:

7. Damit 0 << @™ << 1 ist, miissen die Zahlen w®—™ fir m =1,2,3,...
jeweils vm Intervall I, liegen.

Oder anders ausgedriickt:

8. Liegt eine Zahl w; im Intervall I, so folgen auf sie im gleichen
Abschnitt noch m Zahlen, welche der Rethe nach in den Intervallen I, _ ,,
I, s ... I, I, liegen.

§ 4. Elementarkettenbriiche und lineare Substitutionen.

Es sei IQ—)—‘= €{e, 3,... u} ein Naherungsbruch der €R.-Entwicklung
]

einer Gréfe z; der zugehérige vollstandige Quotient sei y, also
_ PiyFPi
st + Qi— L
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P;
Q
nicht. Wir schreiben dann den €R. fiir # im einen oder anderen Fall
in der Form

) z=Cla,f,... b, 1| 9}

je nachdem — der N&éherungsbruch am SchluB eines Abschnitts ist oder

oder

(3.) z=€ e, fB,...4 uly}
Die Zahlen z und y sind durch eine ganzzahlige Substitution von
der Determinante + 1 mit einander verkniipft. Diese 1aBt sich aus zwer

Fundamentalsubstitutionen x’= 1+91—0 und 2'=1 —-% oder
11 1 -1

(4.) U=Go) 7=G o
zusammensetzen, und die Zusammensetzung ist durch den €R., unmittelbar
gegeben. Es ist ndmlich auf Grund der Bildungsweise der €R., je nach-
dem zwischen # und y die Beziehung (2.) oder (3.) besteht:

(5.) g=U"*VU-'V.. .UV (y) oder

(6.) z=U"tVU V... U"(y).

Wir nennen eine Substitution *) (‘; g), die sich allein aus den Substi-
tutionen U und V zusammensetzt, eine gerade Substitutton und haben
den Satz:

1. Der Wert des €R. ist mit irgend einem vollstindigen Quotienten
durch ewne gerade Substitution verknipft.

Fiir die Fundamentalsubstitutionen U und V gelten die Be-
ziechungen **); )

(7.) VE=1, also V"' =V?

UV2UV? =1, also

*) Eine Verwechslung der Substitutionskoeffizienten @, 8 mit den gleich be-
zeichneten Abschnitten des GR. ist wohl nicht zu befirchten.

**) Dabei werden (;‘ g) und (:;’ :g) als identisch angesehen.
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(8.) V=U0V2U, U-*=V*UV>
Man sieht ohne weiteres:

2. Die geraden Substitutionen bilden eine Gruppe.

Infolge von (7.) und (8.) kann jede gerade Substitution auf eine
solche Form gebracht werden, daB sie die Potenzen von U nur mit po-
sitiven Exponenten und zwischen ihnen nur die erste Potenz von V ent-
halt, d. h. sie lipt sich stets auf eine der Formen (5.) oder (6.) reduzieren.
Darin kann « =1 oder gleichzeitig « =1, 8 =1 sein; dann beginnen
die Substitutionen mit V oder V2. Ferner kann in (5.) auch u =1 sein;
dann schlieBt die Substitution mit V2 Die iibrigen Zahlen y, J,...4
sind sdmtlich grofer als 1. Dies entspricht den fritheren Festsetzungen
iiber die Elementarkettenbriiche, wonach nur die beiden ersten Abschnitte
und der letzte Abschnitt gleich 1 sein sollen. Solche €R. wollen wir
jetzt normal nennen. Wir konnen nun aber auch €R. betrachten, bei denen
einzelne innere Abschnitte gleich 1 sind, und konnen sie, indem wir sie mit den
linearen Substitutionen in Beziehung setzen, in normale €. verwandeln.
Es mogen also im GS. die Abschnitte %, 1, A aufeinanderfolgen, wobei »
und A >1 sind. Thnen entspricht in der zugeordneten Substitution das
Produkt U* ' VVU*~'V oder nach (8.): U*~*VU*~*V, folglich ist

9) €la,B.x, Ld,..)=Cle,B3,...6—1,2—1,...].

Sind aber zwei aufeinanderfolgende innere Abschnitte gleich 1, so ent-
spricht den Abschnitten x, 1, 1, 2 das Produkt U*—' VP2 U*—' V= U*+*-2y,
also ist :

(10.) Eley By, LA, =€lo, 3,02+ 4 —1,...].
Sind drei aufeinanderfolgende innere Abschnitte gleich 1, so entspricht dies
dem Produkt U*—*VV:U*'V=U"'VU~'V, d. h. es ist

(11) €le, B,...0, 1, LA} =€le, f3,...2,4,...].

Auf diese drei Fille 1aB8t sich die Reduktion aller nicht normalen

@%. zuriickfithren. So ist z. B. nach (9.) und (11.)
€13,1,2,1,1,4=€2,1,1,1,4 =€ 2,4
oder nach (10.) und (9.)
€13,1,2,1,1,4) =€ {3,1,5} =€ |2, 4].

Es seien nun z und 2z’ zwei irrationale Zahlen, deren €&. von einer
Journal fiir Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 11
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bestimmten Stelle an iibereinstimmen, also einen vollstindigen Quotienten
y gemeinsam haben. Dann folgt aus Satz 1, daB 2 und 2z’ durch eine
gerade Substitution verkniipft sind. Zwei solche Zahlen nennen wir gerade-
dquivalent. Es besteht also der Satz:

3. Zwei wrrationale Zahlen, deren €R.-Entwicklungen von einer be-
stimmien Stelle an iibereinstimmen, sind gerade-dquivalent.
Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes. Sind 2z und 2’
gerade-aquivalent, so ist entweder
(12) 2=U*'VU V..UV (&) =€le,f... u|lz}
oder
(12%) o’'=U"'VUI'V...U(x)=Cle, ... ulal;
wir haben also den Satz:
4. Sind z2wer Zahlen gerade-dquivalent, so stimmen ihre €R.-Ent-
wicklungen von einer besttmmiten Stelle an <berein.
Es kann dabei stets erreicht Werdeﬂ, daB die eine Zahl ein voll-
stindiger Quotient in der €R.-Entwicklung der anderen Zahl ist.
Es seien nun z und &’ irgendwie dquivalent, d. h. es sei
,  ar +
T T g
mit vier ganzen Zahlen o, 3,7, d von der Determinante s= + 1. In der

B ein Naherungsbruch am

Qs
SchluB eines Abschnitts, y der zugehorige vollsténdige Quotient, dann ist

(13.)

Entwicklung von z in einen normalen €R. sei

Piy—Pi_ 4

= "~ und

@iy — Qi1 un
PQ_,—P_,Q,=0= %1

Dies in (13.) eingefiihrt gibt

X

, _ Ay—B
T Cy=D’
A=aP;+3Q;, B=0oP,_,+ 3@,
C=yP+dQ, D=yP_,+7Qi,

(14.) worin

und es ist
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AD — BC = ¢0,= + 1.
Es seien nun zunéchst & und &’ positiv und die Vorzeichen von e,
B,y,d so gewadhlt, daB ez + 3, also auch yx+ J positiv ist. Dann
werden bei geniigend groBem s die Zahlen A4, B, C, D positiv, und es wird

A>B, C>D.

In dem €R. fiir ié sel % der vorletzte Naherungsbruch. Dann konnen

zwetr Fdlle eintreten:
1. Es ist
AD" — B'C= AD - BC,
und dann folgt in bekannter Weise, da8
B =B, D'=D
sein mull, also ist nach (14.) y auch ein vollstindiger Quotient der ER.-

Entwicklung von 2’, folglich sind z und x’ gerade-dquivalent.
2. Es ist

AD' — B'C=— AD + BC, also
AD+ D)=C(B+ D),
und hieraus folgt, da B+ B’<C24, D+ D' <<2C ist, daB
B+B =4, D+ D =C

sein muf. Es ist dann alsog der dem Bruch % vorangehende Ndherungs-

bruch; dies ist aber zugleich der dem Bruch ‘é folgende 1iberzdihlige Nihe-
rungsbruch, d. h. ist
= €{a, b,... n},

Ql b

so ist

B

B b m 1),
Nach (14.) ist dann

B-}/—A
= —=
p.l_¢

)

11*
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und daraus schlieBt man, daB in der E€SK.-Entwicklung von &’ der Bruch

D
vollsténdige Quotient ist. Wir nennen in diesem Fall © und " ungerade-
dquivalent.

Ist.

B ein Naherungsbruch am SchluB eines Abschnitts und % der zugehorige

Y= G!V: n, Q, G:-“'!:
g0 hat der reziproke €R., da » =1 ist, die Form

'?:'l/'=@{13 V,, 7l/, 9,7”":

also wird

' =€la,b...n, 1,1, 7, ¢,.. |

oder nach (10.) \
(15.) &' =€lab..n+v —1,7,¢,..]

Es besteht also der Satz:

5. Sind zwer Zahlen ungerade-dquivalent, so sind shre €R.- Entwicklungen
von einer bestimmten Stelle an zueinander reziprok.

Der Satz bleibt bestehen, wenn eine oder beide Zahlen negativ
sind, denn es ist —x zu x gerade-&quivalent vermége der Substitution
ViU, sodaB —x =€ |1,1,1]z}. Ist nun z. B. nur z negativ, so gilt der
Satz fiir — 2 und 2’, folglich auch fiir # und 2’ i

Zwei ungerade-aquivalente Zahlen sind durch eine ungerade Substitu-
tion miteinander verkniipit. Es ist

z=@C {asﬂ)"'t“‘ “yl’
(16.) w’=(€{a,b,---mu§!,

also, wenn wir als neue Fundamentalsubstitution die reziproke T'ransfor-
mation

(17.) R=;

einfithren:

z=UV UV, . U1V (y),
o = U=V U= V... U1V R(y).
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Durch Umkehrung der ersten Substitution erhélt man, wenn man
zur Abkiirzung
Vuv)y—'v=1I,
setzt:
y=1,T,...T, T, (2)
und damit
(18.) ¢ =U0"1V.. U *'VRT,. T, (2),

d. h. eine ungerade Substitution setzt sich aus den drei Substitutionen U, V, R
gusammen.

Die vorliegende Substitution 1Bt sich bedeutend vereinfachen.
Fiir die Substitution R gelten die Beziehungen

R*=1, also R—'==R
RUR=VU, RVYR=V* RV*PR=1V.

Hieraus schlieBt man sofort den Satz:

(19.)

6. Jede aus U, V, R zusammengesetzte Substitution, die eine gerade
Anzahl von Substitutionen R enthdlt, it sich allein durch U und V aus-
driicken, 1ist also eine gerade Substitution.

Es laBt sich also eine ungerade Substitution aus den Substitutionen
U, V und einer Substitution R zusammensetzen, und man kann stets er-
reichen, daB die Substitution R am Ende steht. Um (18.) in dieser
Weise umzuformen, bilden wir mit Benutzung von (19.)

R(UV)R = RURRVR = VUV,

ferner
—1

RT,R = RVRR(UlV)R ... R(UV)RRVR =U“—'V,
folglich
RT,..T,=U*'VU'V...U*"*VR.
Damit wird (18.):
& =U01V.. U VU~'V...U*" ' VR (x).
Hieraus schlieBt man:

7. Haben zwer ungerade-dquivalente Zahlen die in (16.) angegebenen
€R.-Entwicklungen, so 1ist



86 Epstein, Uber Elementarkettenbriiche. I,

(20.) &’ =€ |a,b,...m, y,l,.../)‘,ai?%}
und wmgekehrt, wie man leicht sieht:
(20%) x-_-@{a,ﬂ,...,u,m,...b,a;gxl,}.

Es ist nun auch sofort zu sehen, daB jede aus U,V und einer
Substitution R zusammengesetzte Substitution eine ungerade Substitution
ist. Eine derartige Substitution laBt sich immer auf eine der beiden
Formen

o =U0"'V...U*"' VR (),
g =U0"1V...U"R ()

bringen. Diese entsprechen den €S.

o = Claf,... w3

und
’ 1 1
$=€!a,ﬂ,._.”‘5;=@{a,ﬂ,...,“«+1, 1)1” it’

d. h. es sind in der Tat # und #’ ungerade-aquivalent.
Zusammenfassend konnen wir sagen:

8. Alle ganzzahligen linearen Substitutionen von der
Determinante + 1 zerfallem in zwei Arten: Gerade
Substitutionen, die sich allein aus den Fundamentalsubsti-
tutionen U und ¥V, und ungerade Substitutionen, die sich aus
U,V und einer Substitution R zusammensetzen, Die geraden
Substitutionen bilden eine Gruppe, zwei ungerade Substitu-
tionengeben zusammengesetzt eine gerade Substitution. Die
€R.-Entwicklungen von zwei dquivalenten Zahlen stimmen
entweder von einer bestimmten Stelle an iiberein oder sie
sind von einer bestimmten Stelle an reziprok, je nachdem
dieZahlen durcheine geradeoderungerade Substitution mit-
einander verkniipft sind*).

*) Vgl. hierzu meine Arbeit ,,{ber Mébiuskettenbriiche und Elementarketienbriiche*,
Math. Zeitschr. Bd. 3.
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Bei dieser Einteilung der linearen Substitutionen in zwei Arten
kommt die Scheidung in eigentliche (Determinante- 1) und uneigentliche
Substitutionen (Determinante — 1) nicht zum Ausdruck. Dies gelingt aber
in sehr iibersichtlicher Weise, wenn wir an Stelle von U die Substitution
&’ = — x oder

— 10
N= ( 0 1) = Vv
und an Stelle von R die Substitution 2’ ==--—1i oder

re( Y-
einfithren. Dann ist
N=1, I*=1, V3=1,
ferner
TNT =N, NITN =T,
NVN =TV*T, NV*N=TVT,
und es besteht der Satz:

9. Alle ganzzahligen linearen Substitutionen von der
Determinante + 1 lassen sich aus den drei zyklischen Sub-
stitutionen N, V,T zusammensetzen. Jede Substitution mit
einer geraden Anzahl von T 148¢ sich durch N und V, jede
Substitutionmit einer geraden Anzahl von N 148t sich durch
T und V ausdriicken.

Dies fithrt in doppelter Weise zu einer Einteilung der linearen Sub-
stitutionen.

1. Gerade Substitutionen nur aus ¥V und N zusammengesetzt.

Ungerade ” w s V,N und eimer Substitution T zu-
sammengesetzt.

II. Eigentliche Substitutionen nur aus V und T zusammengesetzt.
Uneugentliche ’ w » V, I und ener Substitution N
zusammengesetzt.

Die Translation o’ = x + 1 oder S =((1) i) ist eine ungerade Sub-

stitution, denn es ist
(21.) S =VTI = UR,
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Ein einfaches Kennzeichen fiir gerade Substitutionen hat man in
dem folgenden Satz, auf den mich Herr J. Schur aufmerksam gemacht
hat:

10. Die Gruppe der geraden Substitutionen stimmt iiberetn mat der
Gruppe der Substitutionen, die mod 2 einer der Substitutionen

E=G0r=G" 7=
kongruent sind.

Ist ndmlich B die Gruppe der geraden Substitutionen, B’ die in
dem Satz genannte Gruppe, so ist B in B’ enthalten, da die Substitutionen
V und N in B’ enthalten sind. DaB beide Gruppen identisch sind, folgt
einfach daraus, daf % und B’ Untergruppen vom Index 2 in der Gruppe
aller ganzzahligen unimodularen Substitutionen sind.

Es ist also (;’,‘ ‘g) eine gerade Substitution, wenn entweder 3 und y

gerade oder «, 3, ¥ ungerade oder f3, y;0 ungerade sind.
Zugleich ergibt sich, daB die ungeraden Substitutionen diejenigen
sind, die mod 2 einer der Substitutionen

r=( 17 =C 1D I7=0"1

kongruent sind.
Aus Satz 10. schlieBt man sofort den folgenden Satz, dessen sehr
einfache Begriindung ich ebenfalls Herrn J. Schur verdanke.

11. Jede eigentliche Substitution von der Form (;’f - g) st eine un-

gerade Substitution.

Es konnte ndmlich die Substitution nur gerade sein, wenn 3 und
y gerade sind. Dann wire aber o*= — 3y — 1 = 3 mod 4, was unméglich
ist.
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