Uber Mobiuskettenbriiche und Elementarliettenbriiche.

Von
P. Epstein in StraBburg i. E,

§ 1.
Unter dem M obiuskettenbruch®) (abgekirzt INR) fiir eine reelle
Zahl o verstehen wir die Entwicklung
w==FK— %1__1_ s

Fa—. .

worin k die kleinste ganze Zahl > w ist und k,, k,, k,, ... ganze Zahlen
, = 2 bedeuten. Wir bezeichnen einen solchen Kettenbruch durch -

(1) ' w=m(k’kmk‘pks"")
und nennen ihn einen eigentlichen K. Daneben ‘werden wir auch un-
eigentliche MK betrachten, bei denen einzelne der Zahlen k,, k,, &, ... =1

sind. Sie lassen sich immer in eigentliche MK verwandeln mit Hilfe der
folgenden leicht abzuleitenden Formeln: o
M(...a, 1, b,¢,...) =M(...a—1,b—1,¢...),
(2) M(...a,1,1,b,0...) =M(...ab—10¢...),
M(...a,1,1,1,b,¢,...)=M(...a,b,¢,...).
Man erhalt den eigentlichen INQ fiir die Zahl w durch den Algorithmus
w=k—'—£1, w1=k1—£;, wg———-kg—%a,
Hierbei ist k; die kleinste ganze Zahl > w; und die vollstindigen Quo-
tienten «; sind samtlich > 1.

Ist =b£ eine rationale Zahl, so wird der IR durch einen Euklidi-

schen Algorithmus mit lauter negativen Resten erhalten, d. h. durch eine
Kette von Gleichungen '

') Mobius, Werke, Bd. 4, S. 505. Perron (Die Lehre von den Kettenbriichen,
Leipzig 1913, S. 168) nennt diese Kettenbriiche reduziert-regelmiBig.
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a=kb—r, O0<r <b
b=kr—1, 0<r,<r
(3) R n=kr—r, 0<r,<r,

. Tm—1= kmrm:
und es wird

-Z—:: % (k, kl’ kg, M km)'

Fir die letste Gleichung in (8) kann man auch 7y, = (k,, +1)r, —r,,
dann beliebig oft die Gleichung 7, = 2r, —r, und schlieBlich r,, = 1.7,
schreiben, also folgt?): ’

~ Fir das letzte Element k,, eines endlichen MR kann man auch
k,+1,2,2,2,...,2,1 "
mit beliebig vielen Teilgquotienten 2 setzen. Der Kettenbruch wird dann
ein uneigentlicher MK.

Eine irrationale Zahl « besitzt immer eine unendliche K- Entwick-
lung und umgekehrt stellt jeder unendliche MM eine irrationale Zahl vor
mat Ausnahme der MK, welche mit einer unendlichen Folge von Teil-
quotienten 2 schliefen. Diese konvergieren gegen rationale Grenzwerte

und es ist _
M(2,22...)0=1,

Mk, by oo ks 2,2,2,...) =M (k, by, Ky, .., B, —1).
Dies sind uneigentliche unendliche IRQ. '

Die Naherungsbriiche Lgi eines IMMQ werden mit Hilfe der Rekursions-
formeln )
(4) { Pi-i-l.::kipi"’Pi-x; P,=1, P,=k
Qi1 =k, @ — Qi Q=0 Q=1

berechnet und fiir je Zwei aufeinanderfolgende Naherungsbriiche besteht
die Beziehung . ,

(5) PQ, — P ,@i=—1.
Ist w; ein vollstindiger Quotient in der IRQ - Entwicklung von ), also
0=t (k, by Ky By, @),

80 18t
Piw; — P
—_ Wi 1
(6) ©= ot

%) Vgl. Fueter, Uber unimodulare lineare Substitutionen. Verhandlungen' der
Naturforschenden Gesellschaft in Basel, Bd. 21 (1910), 8. 97.
Mathematische Zeitschrift. II. 28
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es sind also w und w; miteinander verkniipft durch die eigentliche lineare
Substitution %)

R, P, Em qk ' *_y
| (Q,, Q‘_l) S*rghq. . gk,
wobel

m 8= =01 0)

§ 2.

Neben dem IM{ betrachten wir den gewdhnlichen reguldren Ketten-
bruch fiir eine Zahl w, den wir durch

0=g (qs L8 42; ds; .
bezeichmen. ~ Er liBt sich leicht in einen EIRR verwandeln *). Der MK
mit dem vollstandlgen Quotienten z:

M(k, kg, by, ..., )
ist glelchbedeutend mit der linearen Substitution
X ~ S*rshT... 8P ().
Fﬁr & = co bedeutet dies den mit k, schlieBenden endlichen IMR.

~Nun ist ‘der regulire Kettenbruch mit einer geraden Anzahl.von
Texlnennem ¢; und dem vollstindigen Quotlenten x:

Q(Q: 959 -5 9ns X ) ED?(Q! % QQ’ g5 s 15 — Gy x)
' = 8T8 “T8"T8™ % ...8 T (z).
Aus der zw1schen § und 7' bestehenden Beziehung ‘

STSTST =1
zusammen mit . ,
findet man leicht . o o o
®, ... . 8"=T8T(S'T)"8T,

folglich wird

(9) ®(¢ ¢ 02 . ,
S(HIT(S T)¢1~IS¢3+2T(S T)Gs - Sq""'ﬁ-qT(S’T)q""—l(x—’—l)-

3) Dabei werden die Substitutionen (“ g) und ( * ‘g) als wesentlich iden-
tisch angesehen. 4 ’

4) Ein Verfahren zur Verwa;ndlung der ha,lbregelmaﬂlgen Kettenbriiche, zu deneh
die MR gehdren, in regulire Kettenbriiche findet sich bereits in dem Handbuch von
Perron, § 37. Es kann nnturhoh ebenfalls zur Herleltung unserer Formel (10) be-
nutzt ‘werden. 2 . )
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Hierin ist die Verwandlung des reguliiren Kettenbruchs in einen IR ent-
halten. Um sie iibersichtlich schreiben zu konnen, bezeichnen wir zur
Abkiirzung einen Komplex von v aufeinanderfolgenden Teslnennern 2 in
einem MY mit [2] und nennen ihn einen »-gliedrigen Zweierkomplezx.
Nehmen wir nun 2 = 0o, so haben wir den Satz:

Der Zusammenhang zwischen einem reguliren Kettenbruch und dem
zugehorigen MK 8t durch die Formel gegeben (n ungerade):
(10) R(¢: 9% 9,)

=M(¢+1, [2]71—1’ %+2 [2]¢a-1’ %+2.. 8% 12 [2}1,,'—1}-

Da man die Gliederzahl in einem regularen Kettenbruch nach Be-
lieben gerade oder ungerade machen kann, so ist eine weitere Formel fiir
einen reguliren Kettenbruch mit ungerader Gliederzahl, die sich leicht
aufstellen lieSe, nicht erforderlich.

Diese Formel bleibt bestehen, auch wenn einige der Zahlen ¢,, g,, g5, - - -
gleich 1 sind. Man sieht sofort:

Sobald eine Zahl q; mit ungeradem Index gleich 1 ist, fehlt in
dem MK der entsprechende Zweierkomplex und es folgen die Elemente
g;_:+ 2 und g, ,+ 2 aufeinander. '

So ist z. B.

R(2,8,1,1,51,4)=8(2,81,1,51,8,1)=:M(3,2,2,3,7, 5).
Ferner aber bleibt Formel (10) auch fiir unendliche Kettenbriiche
bestelien, da sie fiir jeden Naherungsbruch gilt, d. h. es ist
(11) 8(¢: ¢ s %> ---) =M (g + 1L [2]a-1, &+ 2 [2la-0 4+ 25 - )-
So ist z. B. der Kettenbruch fiir die Zahl e®)

f(21,21,1,41,1,6,1,1,8,...)
— M (3, 4, 3, [2]; 3, 8,8, [2],, 3, 12,8, [2],,, - - -

Umgekehrt kann man mit Hilfe von Formel (10) einen & in einen
reguliren Kettenbruch verwandeln. Schreibt man, was immer mdglich ist,
einen allgemeinen MK in der Form '

W (k, [2]es ko> 215 Bos - -5 [2D)s
worin die ganzen Zahlen k,, k,, k,, ... samtlich > 2 sind ®), wahrend von
den Zahlen k,, kg, ks, ... einige (oder alle) Null sein konnen, so ist
8) Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, S. 134.
¢) Das Anfangselement k kann eine beliebige ganze Zahl, auch =2 sein, d. h.
ein Anfangselement 2 ist nicht mit etwa darauffolgenden Elementen 2 zu einem

Zweierkomplex zu vereinigen.
28#
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(12) m (k’ [2]ku 23 [2]15,, ceey [2:'1:,.)
—R(kE—1, k1, ky— 2 k1, K — 2, ..., b+ 1),

Die regulédren Kettenbriiche “fiir zwei reziproke Zahlen besitzen die-
selben Teilnenner ?), ndmlich

(9,9, %: %, ---) wd R(0,9 ¢, % % )

Dagegen sind ihre MK - Entwicklungen gdnzlich voneinander verschieden;
sie sind .

(182) o =M(g+1L (21 o+ 2 [t 42 - )

und

(18b) L= (L [2)n 6+ 2 (2 G 2 ).

So ist z B.

509 9 (3,22, 8,7, 5),
228 _ 9% (1, 2,5, 8, [2],, 8, [2s)-

‘Wir beweisen den Satz:
Der MK fiir —w stimmi von einer gewissen Stelle an mit dem MK

jﬁr; iiberein.
Sei namlich 1 :
= =§lﬁ‘(k, ky, ks, ks, .., -
S0 ist .
: 1
—_ ) = — f/(o -_—%(0, k’ kp k‘z) )'

Dies ist ein eigentlicher IR, sobald 0 < w <1 ist, denn alsdann
ist £ >1. Ist aber w >1, so ist k=1 und'der MY fiir —w ist ein

uneigentlicher IRR. Sei ¢ < w < ¢-+1, so hat der MK fiir % die Ge-
stalt (18b) und es wird

| o= (0,1, [2ns g+ 2 )

oder mit wiederholter Anwendung von Formel (2)

(14) o=~ [+ 2, )
:.= pits (_2: 1: [2]q—83 Q1+ 2: .. ,)

% M (- (g - D Lg+2 (2]e-15--2)
=M(—q ¢, +1L[2]p-1.8+2,...).

) Fir negative Zahlen gilt dies erst von- einer bestimmten Stelle der belden
Kettenbriiche ab, z. B.
187 73

g =R(-323114); “‘1‘6?’9(‘1*1’1’2’1’3’ 1,1,4).
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Damit ist aber der obige Satz bewiesen. Aus (13b) und (14) ergibt sich
die folgende Formel, die wir noch zu benutzen haben werden:

Es ist fiir jeden eigentlichen MK mit esnem negativen Anfangselement:
(15) M(—a,bcd..)=— !

M1, [2]a=r,0+1,¢4d,...)"

§ 3.

Die gegenseitigen Beziehungen der reguliren und der Mdbiusketten-
briiche werden besonders durchsichtig, wenn man noch die Theorie der
Elementarkettenbriiche ®) heranzieht. Der Elementarkettenbruch (abgekiirzt
ER) fiir eine reelle Zahl o beruht auf dem Algorithmus

1 1
Tor—117 = Ta—17° "~

Ist eine der Zahlen w, <1, so folgt auf sie eine Zahl w, ,>1.

Man kann daher die Zahlen w,; in Absehnitte

(Dl:Fo—:‘-—l—r, CO2=

o, w,, Wy, .- W1,
WDes B¢ + 15 We 25 - WDg+ -1
Do+ fy Dat+p+1s Datftasec Datrfry—1,

derart unterbringen, daB die letzte Zahl in jedem Abschnitt <1, alle

iibrigen Zahlen >1 sind. Ist die gegebene Zahl positiv, aber <1, so

bildet sie fiir sich den ersten Abschnitt, alle folgenden Abschnitte ent-

halten mindestens zwei Zahlen, d. h. es ist bei einer positiven Zahl o immer
' e>1, B,y,0,...>1.

Ist w negativ, 8o ist 0 < @, < 1; es bilden dann o und , fiir sich die
beiden ersten Abschnitte, d. h. es ist bei einer negativen Zahl w immer
e=1, B=1, y,8,¢...>1.

1

Ist w eine rationale Zahl, so gelangt man immer zu einer Zahl w, =3
als SchluBzahl eines Abschnitts; mit dieser brechen wir den Algorithmus
ab. Bei einer irrationalen Zahl w ist der Algorithmus unbegrenzt.
Auf Grund dieses Algorithmus erhilt man fiir w einen Kettenbruch
von der Form
—14 U 1 LI N AN S 1 L_ %
w‘—1+|—1_+}'1 +"'+I1 [1+11+"'+§1 }l T"-"!"u 1+"'
a B 4
8) Die Theorie dieser Kettenbriiche und ihre Anwendungen auf lineare Sub-
stitutionen und quadratische Formen habe ich ausfihrlich in zwei Arbeiten dar-
gestellt, die in Crelles Journal, Bd. 148, erscheinen werden. Sie werden im folgen-
den kurz als G® I und ER II angefiihrt.
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Ein solcher Kettenbruch, bei dem alle Teilnenner =1, alle Teilzahler
=1 sind und niemals zwei negative Teilzdhler unmittelbar aufeinander
folgen (auler wenn w negativ ist, wo dann die beiden ersten Teilzihler
—1 sind®)," heiBt ein Elementarkettenbruch. Er ist durch die Zahlen
«, B, y, ... vollig bestimmt; wir nennen sie die Abschnitte des R und
bezeichnen ihn mit

Ca,B,ys-..)-

Jede rationale Zahl 148t sich durch einen endlichen, jede irrationale Zahl
durch einen unendlichen konvergenten ER® darstellen’). Die Néherungs-
briiche des E® stimmen mit den Haupt- und Nebenniherungsbriichen des
reguliren Kettenbruehs, also auch des 9K .iiberein. '

Zu jedem ER gehort eine Indexkette, die Elementarindexkette (€S).
Sie besteht aus einer Folge von abwechselnden - und — -Zeichen, mit
— beginnend, welche durch Trennungsstriche in Abschnitte geteilt ist, so
daB im ersten Abschnitt a Zeichen; in den folgenden Abschnitten g —1,
y—1, 6 —1,... Zeichen stehen.

Entsprechend gehort zu einem reguliiren Kettenbruch & (¢, ¢, , ¢;, g5, - - -)
eine Charakteristik**), bestehend aus Abschnitten von untereinander gleichen
Zeichen, so daB der 1., 8., 5., ... Abschnitt aus ¢, ¢,, ¢q,, . . . Minus-
zeichen, der 2., 4., 6.,... Abschnitt aus q,, g,, g5, . . . Pluszeichen gebildet
ist. Ist ¢ = Oy so fehlt der entsprechende Abschnitt, und umgekehrt ge-
hort zu einer mit einem Plusabschnitt beginnenden Charakteristik ein Ket-
tenbruch mit dem Anfangselement 0. Kehrt man alle Vorzeichen in der
Charakteristik um, so erhdlt man die reziproke Charakteristik. Die zu
beiden Charakteristiken gehorigen Kettenbriiche sind reziprok.

Einem Mobiuskettenbruch M (a, b, ¢, d,...) ordnen wir wiederum
eine Indexkette, die M Gbiusindexketle (IMNJ) zu, die genau so wie die
€3 aus abwechselnden - und — -Zeichen, mit — beginnend, besteht
und im ersten Abschnitt @ Zeichen, in den folgenden Abschnitten b—1,
¢—1, d—1, ... Zeichen aufweist.

Von der €F geht man, wie in R I, § 2 gezeigt ist, ganz einfach
zur Charakteristik in der Weise iiber, da man jedes Vorzeichen am Ende -
eines Abschnitts umkehrt. Damit ist gleichzeitig ein R in einen gewdShn-
lichen Kettenbruch verwandelt. Umgekehrt erhilt man aus der Charakte-
ristik die zugehérige Indexkette, indem man unter die Charakteristik eine
ebenso lange Reihe von abwechselnden Vorzeichen — 4 — 4 ... schreibt

) Wo nichts anderes bemerkt ist, nehmen wir im folgenden immer w als positiv an.

10) Das Umgekehrte ist nicht richtig. Die mit 8, 8, 3, .. endigenden E® kon-
vergieren entweder gegen einen rationalen Wert oder sie divergieren. Hieriiber, sowie
iiber den Begriff der Konvergenz eines E® vgl. ER I, § 3.

1) Vgl. Hurwitz, Math. Annalen, Bd. 44 (1894), S. 417.
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und hinter jedes Vorzeichen, welches von dem dariiberstehenden  ver::
schieden ist, einen Trennungsstrich setzt. .

LaBt man in einer Indexkette die Trennungestriche fort und setzt
dafiir neue Trennungsstriche, wo bisher keine waren, so erhilt man die
reziproke Indexkette. (G 1, § 2.) Die reziproke €3 gehort zum rezi-
proken €R®. Wir ordnen nun auch einer Charakteristik eine neue Cha-
rakteristik zu, die wir die assoziierte Charakieristik nennen, indem wir
festsetzen:

Wo die eine Charakteristik einen Zeichenwechsel hat, hat die asso-
ziterte Charakteristik eine Zeichenfolge und umgekehrt.

Die Beziehung zwischen beiden Charakteristiken ist gegenseitig; jede
ist zur andern assoziiert. So sind z B.
—-————++—-—++++=-+-—-—
-+—-4++—-———+—-—++++—-+
assoziierte Charakteristiken; ihnen entsprechen die assoziierten reguliren
Kettenbriiche & (4;2,1,4,1,1,3) und ® (1,1, 1, 2, 8,1,1,4,1, 1).

Zu der assoziierten Charakteristik gehort wiederum eine bestimmte
Indexkette. ,Die beiden zu assoziierten Chara.ktenstxken gehorigen Index-

ketten heiBen assoziierte Indexketten. Zu den obigen Charakteristiken
gehoren die assoziierten Indexketten: :

(16)

. —+ +- ¢+I = +H+€ l+ ~H+- + |

. Es seaennnnm&emregularen Ket&enbmuhﬁ*(q,ql,q@,%, )a.l!zt
Teilnenner vom zweiten ab- > 1. Bildet man-die Chara stik und ihre
assoziierte Charakteristik; so iiberzeugt man sich Iemht daﬁ dw zur
assoziierten Charakteristik gehonge Indexkette gerade die Indexkette des
M 6biuskettenbruchs in Formel (10) ist, und dieses bleibt auch bestehen,
wenn einige der Teilnenner “des reguliren Kettenbruchs =1 smd Es
gilt also der Satz:

1. Die zur assoziierten Charakileristik gehorige Indexketie ist dwe
M 6biusindexkette.

Oder, was dasselbe bedeutet:

"2. Ein Elementarkettenbruch und der thm gleiche M 6biiskettenbruch
haben assoziierte Indexketten.

* Es zeigt sich hier eine merkwiirdige Rempmmta»t zwischen G® und

MK, die noch deutlicher in dem folgenden Satz zum  Ausdruck kommt:

3. Ist

1

v‘%
;

(‘E((I, B,7, 98, . -)=%(a, b,e,d,.. .},
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80 st
C(a,b,c,d,...)=M(c,.B,7,6,...)
So ersieht man aus den Charakteristiken (16) und den zugehérigen
Indexketten (17) die Gleichheit der folgenden Kettenbriiche:

£(4,2,1,4,1,1,3)=6(2, 8,25, 32,2 2 3)=M(52,3,2,223,4),
®(1,1,1,2,8,1,1,4,1,1) = €(5,2,8,2,2,2,3,4) = M(2, 3,2,5,3,2,2,2, 3).

Der erste Kettenbruch hat den Wert 472, der zweite den Wert S28.
So kann man mit Hilfe der assoziierten Charakteristiken und Index-
ketten sehr einfach die drei Kettenbrucharten ineinander iiberfiihren.
Die assoziierten Charakteristiken und die zugehdrigen Indexketten
sind gleichlang. Nennen wir in einem endlichen G® €(«, o, a,, ... a,)
die Summe o+ e, + ...+ a, =1 die Ldnge, n die Ordnung und ent-
sprechend in dem gleichwertigen MK M (a, a,, a,, ..., a,,) ebenfalls
a+a, 4 ...+ a, =1 die Lénge, m die Ordnung, und ist & (¢, ¢, ¢,, .- - ¢,)
der den beiden Kettenbriichen gleiche regulire Kettenbruch, so ist?)

(18) A—p=l-m=q+¢+8%+ -+
Diese fiir jeden der drei Kettenbriiche gleiche Zahl mége der Rang o
des Kettenbruchs und der durch ihn dargestellten rationalen Zahl heiBen.

Aus Satz 8 ergibt sich, daB zu reziproken Indexketten auch rezi-
proke MK gehoren und daB zwischen den Léngen und Ordnungen von
reziproken N dieselben Beziehungen wie bei reziproken ER® (€ I, § 2)
bestehen. Sind I’, m’ Linge und Ordnung des reziproken IR, so haben
zunichst beide INQ gleichen Rang, weil ihre Indexketten gleich lang
sind, also '
l—m=0—m'=p.

Ferner ist die Summe der Ordnungen gleich der Anzahl der Trennungs-
striche in den beiden reziproken Indexketten, also . '

( m+m'=9—1.
Aus diesen beiden Gleichuﬁgen folgt

I4+01'=80—1
and -+ 0

(19) '=21—8m—1, m'=1—2m—1.

§ 4. .
Die Theorie der Elementarkettenbriiche fiihrt zu einer Einteilung der

ganzzahligen linearen Substitutionen (:ﬁ) von der Determinante £ 1 in

%) Der auf den MR beziigliche Teil dieses Satzes ist ein ‘besonderer Fall eines
Satzes von Herrn Vahlen (Crelles Journ., Bd. 115 (1895), S. 226).
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zwel Arten, in gerade und ungerade Substitutionens). Die geraden Sub-
stitutionen sind am einfachsten dadurch gekennzeichnet!#), daB sie mod 2
einer der drei Substitutionen

10 - {11 01

(o 1)’ (1 0)’ (1 1)
kongruent sind, d. h. entweder (c,' 0 ungerade, 8, y gerade oder «, B, y
ungerade oder f, y, 6 ungerade. Alle anderen Substitutionen, die also
mod 2 den Substitutionen

Gob Gab G

kongruent sind, sind ungerade Substitutionen.

Sei G die Gruppe aller ganzzahligen Substitutionen (: g) der Determi-

nante + 1. Die Gesamtheit der geraden Substitutionen bildet eine Unter-
gruppe von @ vom Index 2. Sie wird mit B bezeichnet und ist iso-
morph zu der Gruppe A der eigentlichen Substitutionen. Das Produkt
von 2 geraden oder von 2 ungeraden Substitutionen ergibt eine gerade
Substitution, eine gerade mit. einer ungeraden Substitution ergibt eine
. ungerade Substitution.

Zwei irrationale Zahlen w, w’, die durch eine Substitution der
‘Gruppe G miteinander verkniipft sind, so da8

w’:‘;zig, «d—fy=tx1l=c¢

ist, heiBen dquivalent und es besteht der bekannte Satz:

4. Die reguldren Kettenbruchentwicklungen von zwei aquivalenten
Zahlen stimmen von einer gewissen Stelle an iiberein.

Die beiden Zahlen w und «’ sind entweder eigentlich oder uneigent-
lich dquivalent. Gleichzeitig aber sind sie entweder gerade oder ungerade

dquivalent, je nachdem die sie verkniipfende Substitution (:g) gerade

oder ungerade ist. In der Theorie der € entspricht nun dem Satz 4.
der folgende Satz:

5. Die GR-Entwicklungen wvon zwes dqusvalenien Zahlen stimmen
entweder von einer gewissen Stelle an iberein oder sie sind von einer
gewissen Stelle an zueinander reziprok, je nachdem die Zahlen gerade
oder ungerade dquivalent sind.

©18) Vgl GR1I, § 4. N
1) Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn I. Schur. In €& I werden
die geraden Substitutionen durch die ‘erzeugenden Substitutionen U und V (s w)
definiert.
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‘Wir wollen nun den entsprechenden Satz in der Theorie des INQ
aufsuchen. Wir setzen zundchst die beiden Zahlen w und w’ als positiv
voraus und denken uns die Vorzeichen der Substitutionskoeffizienten so
gewahlt, da aw - B, also auch y w + & positiv ist. Sel nun die IMK-
Entwicklung von w

(20) ©  0=(a, 0,8,y Amos §) = i
S0 ist ﬂ P P —B
’ o m) — Lm—1
@ =( ) <Qm,—Qm 1) (E)_CE D’
worin

A=aP,+8Q,, B=0o¢Pu_ i+ pQu1,
C=7P..+GQ,,,» D=yPu_;+Qm-:

und
: AD— BC= —e.
Es ist also
3
4_ Qm Qm+ﬂ C_ @ ’Qﬁ
B~ Qn; —-‘“ag__ﬂg D= Qns gﬂ.;H

folghch wird, wenn man m grof genug wihlt, schlielich sicher'®)

A C

B >1, D >1.
Sei nun .
A
=, 5,0, ..., bay)
und %, der vorletzte Néhemgsbﬁch, 8o ist

AC'—0A'=~1.

1“) Es ist namlich wegen ( 5) ' » ’
: P,

m—1 d
. » Q T4 f=o - 1+/f? 00y
4_ 9 _ « :
B Qm-: (4 — (“Pm 1+B8Q@Qm—1)
Von einem bestimmten m ab wird ocQ —1 48>0, also «x P,_ 1+,8Q,,. 121
m— 1
Ist x<0, 8o m;ZQQm >1. Ist aber x>0, so wird r
m—1
4, Gn—a
B= Qn-y’

Nun folgt aus @Qn—Qun—y;=(kn—1) Qn—y— Qn_,, daB bei wachsendem m, da
immer wieder Werte k, > 2 vorkommen, die Differenzen @, — Q,,_, schlieBlich jeden
Betrag uberschrelten, es wird also von einem bestimmten m ab o < Qn— Qn—1,

folglich wiederum §>1. Entsprechend fiir %
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Ist ’ '
1. e=+1, also AD— BC = —1, so folgt

4(C'—D)=0C(4'— B)
und hieraus in bekannter Weise )
" B=A', D=C

’

folglich ist

(21a) o' = *2;:‘; — IR(B, b,, By, . . ., ba_y, E).
Ist aber '
‘2. e=~1 a0  AD—BC=+41,
- 8o folgt

A(C'+D)=0C(4'+ B), .
also mu8 4’4 B durch A teilbar sein. Da aber 4"+ B < 24 ist, so
. ergibt sich - ‘

A'+B=A4, C'+D=0C,
- ‘B=—A-4', D=0C—C,
und daher

=L =M, by, By, 1),
also ist % der vorletzte Néherungsbruch dieses uneigentlichen IRR.
Es wird dann \ .
‘ =t '
D-z-C
folglich

w'_———s.m(b, bys e bas 1, %)
Sei nun der MY fir &:
E=M(c, ¢, 6y, G5 - - -)-
Da &> 1 ist, so hat der?)t@fﬁrél—dieForm
T=M(1,d,d;,d,,...)
und es ist daher
o' =M(b, by, .~.,bsy,1,1,d,d,,4d,,...)
oder nach der zweiten Formel (2):
(21b) @' =MD, b, by, .., 0ps+d—1,dy,d,,...).
TIn den Formeln (20) und (21) haben wir nunmehr den folgenden Satz:
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6. Die MKR-Entwicklungen von zwei dquivalenten Zahlen stimmen
entweder von einer gewissen Stelle an iiberein oder sie sind von einer
gewissen Stelle an zweinander reziprok, je machdem die Zahlen eigent-
lich oder uneigentlich dquivalent sind. .

Der Satz bleibt auch bestehen, wenn eine der Zahlen w, w’ oder

beide Zahlen negativ sind. Denn seien z. B. w und o’ eigentlich aqui-
valent und « negativ, so sind o’ und — w uneigentlich &quivalent, also
ist der MK fiir w’ von einer gewissen Stelle an reziprok zum MK fiir
— . Dieser letztere aber ist selbst, wie oben gezeigt wurde, von einer
gewissen Stelle an reziprok zum MM fir w, folglich stimmen die MK
fir @ und w’ von einer gewissen Stelle an iiberein.

Durch die Satze 4, 5, 6 ist die systematische Stellung der drei Ketten-
brucharten vom gruppentheoretischen Standpunkt aus sehr deutlich ge-
kennzeichnet. Die reguldren Kettenbriiche gehoren zur Gesamigruppe G

aller ganzzahligen Substitutionen (: ':) der Determinante + 1, die

M biuskettenbriiche gehoren zur Untergruppe U der eigentlichen Sub-
stitutionen, die Elementarketienbriiche zur Untergruppe B der geraden
Substitutionen.

§ 5.

Durch die Sétze 1,2, 3 ist eine Beziehung zwischen je zwei positiven
reellen Zahlen hergestellt. Zwei solche Zahlen nennen wir assoziierte
Zahleni. lhre reguliren Kettenbriiche sind assoziiert und der MK der
einen Zahl liefert, mit denselben Elementen geschneben, den G der an-
dern, d. h. ist

©=M(a,b,0,...)=C(c, b, 7,.."),
‘so ist die assoziierte Zahl

S=G6(a,b,0,...)=M(c, B, 7,...).

Dabei ist aber bei einer rationalen Zahl w stets nur der eigentliche
INR anzusetzen'®), denn zu jedem der unendlich vielen uneigentlichen IRR
fiir w wiirde man eine andere assoziierte Zahl erhalten. Ferner aber
miissen wir zur eindeutigen Festlegung des Begriffs der assoziierten Zahlen
eine bestimmte Klasse von Zahlen ausschlieBen. Die irrationale Zahl
\/5—|-

1= ist gleich dem reguléren Kettenbruch ®(1,1,1,...) mit der
Charaktenstik —+ — 4+ — + — 4 .... Die hierzu assoziierte Charak-

1) Dies ist auch aus dem Grunde gerechtfertigt, weil sich zu einem uneigent-
lichen IMM{, der immer das Element 1 (und zwar nicht als Anfangselement) enthalt,
keine Indexkette angeben liBt.
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teristik it — — — — — — — — cees sie.entspricht der Zahl co. Es
wire also die Zahl ¢ mit co assoziiert. Dasselbe ergibt sich durch die
ER®-Darstellung ¢ = E(o0), also die assoziierte Zahl M (o) =o00. Zur

reziproken Zahl %= ‘/32_1 ist dann die Zahl 0 assoziiert. Der regulire

Kettenbruch fiir eine mit ¢ dquivalente Zahl zeigt von einer bestimmten
Stelle an die Teilnenner 1, 1, 1,...; ihnen entspricht in dem assoziierten
Kettenbruch der Teilnenner oo, d. h. die assoziierte Zahl wird rational,
und umgekehrt erhdlt man zu jeder rationalen Zahl e eine mit ¢ aqui-
valente Zahl als assoziiert, wenn man den reguliren Kettenbruch fiir
mit dem Teilnenner co endigen 1iBt. Somit wire jede rationale Zahl mit
zwei Zahlen, einer rationalen und einer irrationalen Zahl assoziiert. Um
dies zu vermeiden, setzen wir fest:

Die mat t = V5 + dquivalenten Zahlen'?), sowie die Zahlen 0 und co
heiflen singuldre Zahlen Sie werden von der Betrachtung ausgeschlossen.

Um auch zu einer megativen Zahl eine assoziierte Zahl finden zu
konnen, bediirfen wir einer Definition von Elementarkettenbriichen, bes
denen der erste Abschnitt 0 oder eine megative Zahl ist. Der G mit
dem vollstindigen Quotienten z:

y==C(a,b,c,...,sjx)
ist gleichbedeutend mit der linearen Substitution
y=U" VO 'VU'V...U ' V(a),

11 1‘—-‘1‘
U=(10)’ ‘V’“’(l‘ 0)
ist; man wird also folgerichtig unter dem. ER
C(—a,b,c,...,s|z)

worin

die Substitution
(22) U-a—-l VUb—lVU"_lV...U’_’V(x)
verstehen. Nun gelten fiir die Substitutionen U und V die Formeln
Vi=1, U*=VUV? ’

ferner bedeutet V*U = (| _7) = N lediglich cine Umkehrung des Vor-
zeichens. Ist nun .

) Diese Zahlen nehmen auch sonst in der Lehre von den Kettenbriichen eine
Ausnahmestellung ein. Vgl. Hurwitz, Acta mathematica, Bd. 12 (1889); Perron,
Die Lehre von den Kettenbriichen. Leipzig 1918, S. 178—180; ferner GR I, § 3.

Entsprechendes singuldres Verhalten zeigt die zu diesen Zahlen gehorige Kla.sse der
mit der Form (2, —1, —2) a.qmvalenten Formen. Vgl. G& IL
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1. a =0, so ist die Substitution (22): '
U VUV UYL = VUV U
- . NUTVUTYLL,
¢ folglich ist
(28) €(0,b,¢0,d,...)=—GE(b, c,d,...)
zu setzen. Ist aber

2. @ >0, so bilden wir
U=VUVUV'=NV(UV)V

US*=NV(UV)'V,

allgeinein

. U *=NVUV)V=NV(UV)* UV
Dies in (22) eingesetit, ergibt _ ‘
UV UTY UYL = NV (UV)TUV UYL
und dies bedeutet, daf

28)  G(—ab e d )= —G(L[2] ,b+1,04d,...)

a1’
zu nehmen 1st. :
Wir konnen nun zu der negativen Zahl
-M(—a,b,c,d,...)
als assoziierte Zahl die Zahl
€C(—a,b,c,d,...)

>

erklaren. Ist

1.-a =20, so ist, wenn wir durch das Zeichen ~ andeuten, daB zwei
Zahlen assoziiert sind: '
M0,d,¢,d,...)~ €(0,b,¢,d,...),
oder ' } '
: M, e, 4d,...)
Es ist aber ‘
. G(b, e, d,...) ~M(b,c,d,...), .
. folglich haben wir den Satz: N
7. Ist w assoziiert zu @, so st — w assoziiert zu ——,—_j;. ‘

~ —GE(b,c,d,...).

.Man kann diesen Satz auch ‘ink folgender Form imssprecheﬁ: et
7a. Ist €(d, b,¢,...) der zu €(a;b,c,...) reziproke CR; so ist
'—_ﬂ)t(a,‘b,c,...)mu—@(a’, b, ¢, ...). ‘
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Dasselbe ergibt sich, wenn
2. a>0.. Dann ist
M(—a,b,c,d,...)~C(—a,b,¢,d,...)
oder nach (15) und (24)
- T~ — €L 2l b+ Led, ),
und dies entspricht dem Satz 7.
So ist z. B.

mM(—5,38,2, 4)—— 22
assoziiert zu

M—&&&Q=—ML&&&&L&H=—%,
es muB also 22 zu 18! assoziiert sein. In der Tat ist
22—=R(6,2,4,2,2), B=C(6,2,4,2,2)

Wir konnen nunmehr den- folgenden Satz aussprechen:

8. Nach AusschluB der singuldren Zahlen gehort zu Maredlm
Zahl eine bestimmie assoziierte Zahl. Zu einer rationalen Zahl gehort
eine rationale Zahl vom gleichen Rang'®). Die assoziterten Zahlen von
reziproken Zahlen sind reziprok. .

Es sei o =% (a,a,,a,,...) eine irrationale Zahl. Der reziproke MK sei
S=M(b,b,,,,...). Die m w assosiierte Zahl ist & — G (a, @y Gy )
Dann mt——(&(b by, by, ...). ‘

TIrgendeine mit o 'eigentlich aquivalente Zahl o’ wird eine MR-
Entwicklung von der Form

] 0 =M(c, € Cyeny sy Cypgs---)
besitzen. Ihre assoziierte Zahl ist
0 =E(C,€,Co5 -8 Girys---),
sie ist also nach Satz § mit @ gerade a.qmvalent.
Ist aber w’ mit w uneigentlich &quivalent, so ist
o' =M (d, dy, dy; - - -, bey bryss---)s
also die assoziierte Zahl
& =€(d,d,,dy, ..., 0, bgys,--.),
und diese ist mit @ wungerade iquivalent. Es besteht also der Satz:

- %) Den Rang einer negativen rationalen Zahl kann man dem der entgegenge—
setzten Zahl glewhsetzen .
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9. Die assoziierten Zahlen von zwei dquivalenten Zahlen sind eben-
fall.é dquivalent, und je nachdem das eine Zahlenpaar eigentlich oder
uneigentlich dquivalent ist, st das zu thnen assoziterte Paar gerade
" oder ungerade dgquivalent,

Die Theorie der periodischen E® und IR, die wir hier nicht ein-
gehend darstellen konnen, fithrt unmittelbar zu dem folgenden Satz:

10. Zu einer quadratischen Irrationalzahl ist stets eine quadratische
Irrationalzahl assoziiert, und die zu 2wes konjugierten Zahlen assoziierten
Zahlen sind wiederum konjugiert. '

Der Gesamtheit der MK mit derselben Periode entspricht eine Klasse
eigentlich aquivalenter bindrer quadratischer Formen; der Gesamtheit der
@R mit derselben Periode entspricht ein Stamm gerade &quivalenter
Formen®?). Man sieht also: '

11. Jede Klasse bindrer gquadratischer Formen ist assoziiert mit
einem bestimmten Stamm solcher Formen. ' )

Die Determinanten der Klasse und des Stammes sind im allgemeinen
verschieden. )

 Die Periode eines periodischen E® kann immer in der Form
(25) g +2.02], ., &+202], ., ¢+2 ... (2],
geschi:ieben werden. Darin ist n gerade und jede Zahl ¢,,¢q,,...,¢q,=>1.
Ist eine Zahl mit geradem Index g,,=-1, so fehlt der entsprechende
Zweierkomplex. So ist z. B. die Periode

)3_3 5: 2’ 2, 29 4a 3 = 3, [2]01 5,\[2]3: 4: [2]0’ 3’ [2]();
also ¢ =1, ¢, =1, ¢,=3, ¢, =4, ¢ =2, qﬂ%I, q,=1, ¢, =1.
Der reziproke E® wird ebenso gebildet, wie der reziproke IMK. Es

ist also mach (13b) die zu (25) reziproke Periode

(26) [2]q;~1’ qz_l_ 2%[2]%—1’ 9, +2, [2]45—1’ o gt 2
Die zu obigem Beispiel reziproke Periode ist
[2],, 8,[2],, 6;[2],, 8,[2],, 8=3,2,2,6,2,3,8.

Zu den €R mit reziproken Perioden sind reziproke MR mit den
gleichen Perioden assoziiert. Der IM® mit der Periode (25) ist aber gleich
einem reguliren Kettenbruch mit der Periode 9,9 -4, also folgt:

) In meiner Arbeit E® II habe ich die Reduktion der indefiniten biniren qua-
dratischen Formen innerhalb der Gruppe der geraden Substitutionen durchgefiihrt.
Sie ist gleichbedeutend mit der Theorie der periodischen GR. Eine Gesamtheit von
Formen, die miteinander gerade iquivalent sind, bildet einen Stamm. - -
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12. Der €R mit der Periode (25) ist assoziiert zu einem reguldren
Kettenbruch mit der Periode 9.9,.....9

Wir wollen drei besondere Arten von periodischen G® betrachten,
die fiir die Theorie der quadratischen Formen von Wichtigkeit sind.

L. Die Periode (25) heillt nvolutorisch, wenn der reziproke G® die
gleiche Periode hat, also wenn die Periode (25) einfach durch Verschie-
bung in die reziproke Periode iibergeht. Ist (25) eine einfache Periode
und involutorisch, so kann die Verschiebung nur so geschehen, daf- g, in
9z, iibergeht, also folgt:

13. Die Periode (25) ist snvoluforisch, wenn
g, = ¢~

ist. 2 B T Gy o 270,
Be mub dann Gberdies 5+ 1 eine gorade Zahl sein, also:

Ber einer m'volutonschen Periode ist n = 2 mod 4.
 Aus den Sitzen 12. und 13. ergibt sich weiter:
14. Der Periode eines involutorischen ER sind im assoziierten regu-

lgren Kettenbruch zwei einfache Pemoden mat ungerader Gliederzahl zu-
geordnet.

Umgekehrt ist zu jedem reguliren Kettenbruch mit einer Periode
von ungerader Qliederzahl ein involutorischer GR assozitert. So ist z B.
zu dem Kettenbruch & (...2,5,8...) mit ¢,=¢,=2, ¢,=¢,=35,
gs = ¢, =3 ein’ E® mit der Periode - = | B

4,{21,,5,(2],,7,[2],=4,2,2,2,2,5,2,7,2,2
assozilert und man iiberzeugt sich leicht, daB dies eine involutorische
Periode ist.

Eine Zahl w = ‘[—Dai hat bekanntlich dann und nur dann eine
regulire Kettenbruchperiode von ungerader Gliederzahl, wenn die Gleichung
(27) z®— Dy®= —g¢?
in relativ pi'imeli Zahlen 1psbar ist, wobei 6 =1 oder 2, je nachdem
die der Zahl o zugeordnete quadratische Form eigentlich oder uneigent-
lich primitiv ist. Es folgt also auf Grund von Satz 11 und 14:

15. Jeder involutorische Stamm ist assoziiert zu eimer Klasse qua-
dratischer Formen einer solchen Determinante, fir die die Gleichung (27 )

losbar +st.
' II. Die Periode eines R heiBt selbstkonjugiert, wenn die reziproke
Periode die Umkehrung der urspriinglichen Periode ist. Man "sieht also
aus (25) und (26): .
Mathematische Zeitschrift. II. 29
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16. Die Periode (25) ist selbstkonjugiert, wenn es einen Index ¢
derart gibt, dof :

q qh’ q2~——_‘_q2i_1, q3=qzi—2’ ccte qi=qi+1’

3541 = > Taive ™ Tn—so- " q§+;= q§+,‘+1‘
Hleraus schlieBt man nach Satz 12:
17. Die Petiode des reguliren Kettenbruchs, der einem selbstkonju-
gierten CR assozitert ist, besteht aus zwei flachsymmetrischen Teilen™).
So ist z. B. dem reguliren Kettenbruch ®(...1,2,2,1,8,8,...)ein
] mit der Periode

3,[2], 4, [2],,-5,[2], =3, 2, 4, 5,2, 2
asgoziiert. Die reziproke Periode ist
' .':'[2](” 4;'[2]1’ 3:'[2]2y 5=14,2,8,2,2,5,
also die Umkehrung der vorhergehenden; die Perioden sind selbstkonjugiert.
Der @GR fiir die quadratische Irrationalzahl o ist selbstkonjugiert,
wenn, mit. der konjugierten Zahl o’ gerade dquivalent ist**) (vgl. €Q II).

Es st dann nach, Satz 9 die. assoziierte Zahl @ mit ihrer ‘konjugierten
Zahl &’ eigentlich iquivalent, also: *

B, ws—fy—+1.

o .
A ow

!S|

.(T)’

Sl

Hlemus folgt )
Cy@e’ 41 (5+a)(w'—w)+§(6'—-a)(aj'+w)-.ﬂ=o

Sei (a, b, ¢) die zu w gehdrige Form von der Determinante D. Dann ist

e "'Eﬁ—{b&i’zz‘__?_{’.’ _55’_—_5, 5__5':.2.1/_12,
a a a

also :
fi6 ISR sCe iD b
e g (54 Y2 —(s—a)t — g0,
folghieh ~ ¢ . v ! '
(28)- " at+d=0, pa—2ab—yc=0.
&= —« ergibt . '

C e e _ ——ﬂym(c +1

.~

folghch sind /8 und — y Summen von zwel Quadraten:

“T T " LB =w? 22, oy +-v , v
- . . o N ,n.,‘ o . B P . PR 4 » )

%) Ein symmetrischer Bestandteil eines reguliren Kettenbruchs heift flach-
symmetnsch oder spitzsymmetrigch, je nachdem er aus einer gera»deq oder ungeraden
Anzahl von Ghedern besteht. ’

21y Hierads folgt, daB z. B. der GR fiir ]ede Quadratwurzel aus eme‘r ratlona.len
Zahl selbstkonjugiert ist. . - L
: A NI .
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und da .

‘ (%2 + A% (1® 4 v%) = (2 +19)2 + (xy — Au)?

1st, so kann man zwischen x, 1, u, » die Beziehung

A xy —Au=1

ansetzen und « durch
Ay =—«

bestimmen. Nach (28) ist dann
a(x®44%) +2b(xpu+Adv) +e(u2+»*) =0
ax®+2bxu+cpu®=—(ad®*4-2biv +cr?)=m, d h.:

Die Form (a, b, c) geht durch die Substitution () in die Form
(m; n, —m) tber, und es ist
: n=axl+b(xv+Aiu)-+cur.
Damit hat man den Satz:

18. Jeder selbstkomjugierte Stamm ist assoziiert zu einer Klasse
 quadratischer Formen, die mit einer Form (m,n, —m) dquivalent sind.
. Die Periode der zu einer solchen Klasse gehorigen reguliren Kettenbriiche
besteht aus zwei flachsymmetrischen Teilen.

Oder auch:
18a. In jedem selbstkonjugierien -Stamm gibt es eine Form, deren
assozsierte Form die Gestalt (m, n, —m) hat.
" So ist z. B. der zar Form (5, — 7, 7) der Determinante 14 gehorige
Stamm selbstkonjugiert. Der G® fiir die zugehorige Irrationalzahl

w=‘—/—145—+z fst

oder

Die assoziierte Zahl ist
. 6=9}2(23 29 3, 3,5,.. )=R(1:2: 1,1,1,1, 3, 3’--~>:
die zugehorige Form (10, —8, 8) von der Determinante 34 ist eigentlich
iquivalent mit (5, —3, —5). _ o
III. Die Periode eines G® heiBt wumkehrbar, wenn sie aus zwel
symmetrischen Teilen besteht. Aus (25) ergibt sich:
19. Die Periode (25) ist umbehrbar, wenn es einen Index i gibt
so daf

=% =% L= % %= e

Bivs =% Teivs ™ Tn-v -7 D2 T I2iien
. -
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Hieraus folgt:

20. Die Periode des reguldren Kettenbruchs, der einem wmkehrbaren
GR assoziiert ist, besteht aus zwei spitzsymmetrischen Teilen.

Der (ES? fir die 'quadra,tische Irrationalzahl « ist umkehrbar, wenn
w und — ~,- gerade, also w und w’ ungerade aquivalent sind (vgl. € II).
Dann ist also die assoziierte Zahl @ mit ihrer konjugierten Zahl @’ un-

eigentlich aquivalent. Dies bedeutet aber, daB die zu w gehdrige Form
ambig ist, es besteht daher der Satz:

21. Jeder wmkehrbare Stamm 18t zu einer ambigen Klasse assozitert.
Die Periode der zu einer solchen Klasse gehorigen reguliren Kettenbriiche
besteht aus zwei spitzsymmetrischen Teilen.

Ein regularer Kettenbruch, dessen Periode aus einem spitzsymme-
trischen und einem flachsymmetrischen Teil besteht, ist zunichst ein
Kettenbruch von der in Satz 14 auftretenden Art. Andererseits aber lifit
sich die doppelte Periode sowohl in zwei flachsymmetrische, wie auch in
zwei spitzsymmetrische Teile zerlegen:-

ql, qz) L) qmy qm+1, qm: [EF] 92, ql; LETRED) T,n, Ty =57y ql, ¥) qm: qm+1: qm: ,ql, 1 °° T,.’ T

ey g

Es gehért also ein solcher Kettenbruch zu jeder der drei in Satz 14, 18
und 21 auftretenden Arten und es besteht der Satz:

22. Zu jedem reguliren Kettenbruch, dessen .Pertode aus einem
spitzsymmetrischen und einem flachsymmetrischen Teil besteht, gehort
eine ambige Klasse mit einer Form (m, n, —m), fir deren Determinante
die Gleichung x* — Dy® = — o® losbar ist. Der assoziierte Stamm ist
gleichzeitig involutorisch, selbstkonjugiert und umkehrbar.

' Es ist z. B. der regulire Kettenbruch & (2,1,1,2,1,8,1,...)=
Losung der Gleichung 33 w? — 59w — 67 = 0. Die entsprechende Form
(66, — 59, —134) ist eigentlich dquivalent mit der Form (50, — 125, 66),
gehdrt also zu einer ambigen Klasse. Zu dieser Klasse gehort auch
die Form (106, 83, — 106) und fiir die Determinante D — 1062 -~ 33?
=.25-493 ist die Gleichung x® — Dy®*= —4 lésbar (x =111, y=1).
. Die Periode des assoziierten GR ist 3, 2, 3, 2,2, 3,2, 8, 4, 5, 4. Sie ist
involutorisch, selbstkonjugiert und umkehrbar. '

(Eingegangen am 15. Mai 1918.)
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