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Zusammenfassung

Wir untersuchen das Verhalten von unéren stochastischen endlichen Automaten mit Hilfe von
Methoden der Theorie der homogenen Markovketten.

Fiir unére stochastische Automaten mit e-isoliertem Cutpoint A und n Zustinden bestimmen
wir eine obere Schranke fiir die Grofle des zyklischen Teils eines optimalen dquivalenten DFAs.
Ein Ergebnis von Milani und Pighizzini zeigt bereits, dass fiir den zyklischen Teil des &qui-
valenten DFAs O(eV™'"") Zustéinde ausreichen und in unendlich vielen Fillen auch Q(eY™'")
Zusténde benétigt werden, wobei die Gréfle von € keine Rolle spielt.

Wir zeigen die obere Schranke nee fiir die GroBe des zyklischen Teils und weisen nach, dass
der optimale DFA fiir jedes ¢ < 1 in unendlich vielen Fallen mehr als n®:- viele Zusténde im
zyklischen Teil benotigt.

Wir weisen auch nach, dass es eine unendliche Familie endlicher unirer Sprachen gibt, fiir die
es jeweils einen PFA mit n Zustinden und i—isoliertem Cutpoint gibt, wihrend der optimale
DFA VrInn) Zustinde im Anfangspfad benétigt.
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1 Einfiihrung

Wir untersuchen in dieser Diplomarbeit das Verhalten formaler Sprachen, die iiber einem Al-
phabet mit nur einem Buchstaben definiert sind. Wir nennen diese Sprachen unér. Unser
Augenmerk liegt bei diesen Untersuchungen auf den endlichen Automaten, die unire re-
guldre Sprachen akzeptieren. Besonders interessieren wir uns fiir die Anzahl der notwendigen
Zusténde bei stochastischen endlichen Automaten und deterministischen endlichen Automa-
ten, die unidre Sprachen akzeptieren.

Die grundlegenden Arbeiten iiber unére regulire Sprachen stammen von Chrobak [Chr86] und
von Milani und Pighizzini [MP00].

Bei unéren reguliren Sprachen bestimmt nur die Linge eines Wortes, ob dieses Wort Element
der Sprache ist. Jede unendliche unére regulére Sprache hat eine ultimative Periode y, was
bedeutet, dass bis auf eine endliche Zahl von Ausnahmen ein Wort der Lange m genau dann in
der Sprache ist, wenn auch das Wort der Lange m + x in der Sprache ist. Ein deterministischer
endlicher Automat, der eine unendliche unire regulire Sprache akzeptiert, besteht aus einem
Anfangspfad und einem anschlieenden Zyklus.

Die Arbeit von Milani und Pighizzini nutzt ein Ergebnis, das aus der Markovketten-Forschung
bekannt ist [Gan86] und besagt, dass auch die Potenzen von stochastischen Matrizen einer
gewissen Periodizitdt unterworfen sind. Diese Aussage iibertragen Milani und Pighizzini auf
unére stochastische endliche Automaten mit isoliertem Cutpoint und erhalten somit eine obere
Schranke fiir die Grofle der ultimativen Periode der Sprache, die nur von der Anzahl der
Zusténde des stochastischen Automaten abhéngt.

Aus der fiir stochastische endliche Automaten fundamentalen Arbeit von Rabin [Rab63] ist
bereits eine obere Schranke fiir die Zahl der Zustinde eines dquivalenten deterministischen
Automaten bekannt, die sowohl von der Zustandszahl des stochastischen Automaten, als auch
von der Grofe seiner Isolation abhéingt. Dies legt die Frage nahe, ob eine solche Schranke fiir
die ultimative Periode unérer Sprachen nicht auch von diesen beiden Parametern abhéngig
gemacht werden kann.

Die Periode der Markovketten und somit auch die ultimative Periode der reguliren Sprache
setzt sich als kleinstes gemeinsames Vielfaches aus verschieden Teilperioden zusammen. An-
hand der Beispiele in [MP00] und nach intensiver Studie der Markovketten-Theorie ergab sich
die Vermutung, dass die Anzahl der Teilperioden durch den Kehrwert der Gréfle der Isolation
im stochastischen Automaten beschrinkt wird. Diese Vermutung bestétigte sich und brachte
uns zu einer neuen oberen Schranke fiir die ultimative Periode der Sprache, die von der An-
zahl der Zusténde des stochastischen Automaten und von der Grofie seiner Isolation abhéngt.
Fiir eine feste Grofle der Isolation ist diese Schranke polynomiell in der Zahl der Zustidnde
und auerdem auch scharf, da jedes asymptotisch kleinere Polynom in unendlich vielen Fillen
iibertroffen werden muss.

Wir fiihren formale Sprachen und die verschiedenen Modelle endlicher Automaten in Abschnitt
3 ein. Mit Ausnahme der stochastischen Automaten sind diese Themen aus dem Grundstudium
bekannt. Der Unterabschnitt {iber stochastische endliche Automaten geht auch ausfiihrlich auf
die Klasse der Cutpoint-Sprachen ein.

Abschnitt 4 beschreibt den Satz von Rabin. Dieser stellt die bekannteste obere Schranke fiir
die Grofle des minimalen deterministischen endlichen Automaten, der zu einem stochastischen
Automaten dquivalent ist, dar. In diesem Abschnitt wird ebenfalls eine untere Schranke von
Ambainis zitiert, die jedoch weit unter der oberen Schranke von Rabin liegt. Auflerdem geben
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wir einen Ausblick auf die entsprechenden Ergebnisse, die sich auf unére Sprachen beschrinken
und zitieren zwei weitere Arbeiten iiber unéire Sprachen und endliche Automaten.

In Abschnitt 5 werden sehr ausfiihrlich die Grundlagen zum Versténdnis der Markovketten und
ihrer Periodizitit gelegt. Besonders wurde hier auf die Anschaulichkeit Wert gelegt, die es auch
erlaubt, die Ergebnisse ohne tiefes Studium der Beweise nachzuvollziehen. Einige Methoden
wurden zwar in der Literatur schon angedeutet, mussten aber fiir unsere Ziele noch weiter
ausgebaut werden.

Die Arbeiten von Milani und Pighizzini, sowie von Mereghetti, Palano und Pighizzini werden
in Abschnitt 6 zitiert und mit den Ergebnissen aus Abschnitt 5 in Verbindung gebracht.

Nach diesen Vorarbeiten kommen wir in Abschnitt 7 zum Hauptergebnis der Arbeit. Die obere
Schranke fiir die Periodizitit der unidren Sprache, die von einem stochastischen endlichen
Automaten mit isoliertem Cutpoint akzeptiert wird, wird hergeleitet. Anschlieflend zeigen wir
auch, dass diese Schranke scharf ist.

Uns ist es auch gelungen, eine untere Schranke fiir die Vergroflerung der Zustandszahl im
Anfangspfad eines DFA machzuweisen, der einen unéren stochastischen endlichen Automaten
mit i-isoliertem Cutpoint simuliert. Dieses Ergebnis wird in Abschnitt 8 behandelt.

Abschnitt 9 geht auf Fragen ein, die die Arbeit zwar offen lésst, fiir deren Beantwortung aber
einige Grundlagen aus dieser Arbeit niitzlich sein kénnten.



2 Notationen

Zunichst einige Notationen, die im Folgenden ohne weitere Erklarung benutzt werden.

In

—
o
[OF]

S5 <>WX ST RINN

®OQ
D
S

Natiirlicher Logarithmus

Logarithmus zur Basis 2

Echte Teilmenge

Teilmenge

Potenzmenge der Menge A: Be€2* < BC A
Machtigkeit einer Menge A = Anzahl ihrer Elemente
Einheitsmatrix der Grofle n

Matrixmultiplikation

Allquantor

Existenzquantor

Logisches UND

Logisches ODER

Logisches NICHT

Die natiirlichen Zahlen IV = {1,2,...}

Ny := IN U {0}

f(n)=0(g9(n)) & Ing,c>0: Yn>ny:0< f(n) <cg(n)
f(n)=Q(g(n)) < Ing,c>0: ¥Yn>ng:0<cg(n) < f(n)
f(n) =0(g(n)) & f(n)=0(g(n)) A f(n) =Q(g(n))
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3 Formale Sprachen und Automaten

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit reguldren Sprachen und den Automatenmodellen
mit denen diese Sprachen akzeptiert werden kénnen. Wir kénnen eine formale Sprache als
eine Menge von Woértern iiber einem bestimmten Alphabet auffassen. Eine formale Sprache
kann auch unendlich viele Wérter enthalten. Oft werden formale Sprachen im Zusammenhang
mit Entscheidungsproblemen verwandt. Bekommt ein Programm eine Eingabe, dann muss
es entscheiden, ob es diese Eingabe akzeptiert oder verwirft. Die Menge aller akzeptierten
Eingaben ist dann eine formale Sprache. In diesem Sinne konnen wir eine formale Sprache
auch als Funktion betrachten, die ein Wort auf die Ausgabe 1 oder 0 abbildet, je nachdem, ob
das Wort Element der Sprache ist, oder nicht. Die Sprache selbst ist dann wiederum das volle
Urbild der Menge {1}.

Automaten sind Formalisierungen der Programme, die entscheiden, ob ein Wort Element der
Sprache ist. Es gibt verschieden michtige Automatenmodelle, die verschiedene Sprachklassen
akzeptieren. Wir beschéiftigen uns mit verschiedenen Sorten von endlichen Automaten, die in
diesem Abschnitt definiert werden. Bis auf die Ausnahme allgemeiner stochastischer endlicher
Automaten akzeptieren alle die gleiche Sprachklasse, namlich die reguliren Sprachen.

3.1 Formale Sprachen

Wir benétigen zunéichst die kleinsten Bausteine eines Wortes, die Buchstaben. Reiht man diese
aneinander, ergibt sich ein Wort. Alle zur Verfiigung stehenden Buchstaben fassen wir zu einer
Menge zusammen, dem Alphabet.

Definition 3.1 Alphabet und Wort

Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge von Buchstaben.
Ein Wort w iiber einem Alphabet Y ist die endliche Konkatenation von Buchstaben aus 3.
W= ai0y...a, mit g; € X fir 1 <i < n.

Wir kénnen angeben, wie lang ein Wort ist, indem wir die Anzahl seiner Buchstaben zé&hlen
und definieren eine Bezeichnung fiir die Menge aller Worter derselben Linge.

Definition 3.2 Die Linge eines Wortes, X"

Falls w = ajas ... a, mit a; € ¥, dann hat w die Linge |w| = n.
Fiir n € IV ist X" := {a1as .. .a,|a; € ¥} die Menge aller Worter iiber X, der Lénge n.

In einigen Féllen bendtigen wir auch das Wort, das die Lénge 0 hat.

Definition 3.3 Das leere Wort ¢
Fiir jedes Alphabet ¥ bezeichnen wir das leere Wort mit €. Das leere Wort hat die Lénge 0.
Wir definieren X% := {¢}.

Um eine formale Sprache L als Teilmenge der Menge aller Worter iiber einem Alphabet X
bezeichnen zu kénnen, ist folgende Definition niitzlich.
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Definition 3.4 X1 und 2*
— U on
nEW

ist die Menge aller Worter iiber X, die mindestens Linge 1 haben.

U =n=xtu{e}
HEW()

ist die Menge aller Worter iiber 3.

Jetzt haben wir alle Grundlagen fiir die Definition der formalen Sprache geschaffen.

Definition 3.5 Formale Sprache L

Wir nennen eine Teilmenge L C ¥* eine formale Sprache iiber dem Alphabet 3.

3.2 Deterministische endliche Automaten und regulire Sprachen

Das Modell der deterministischen endlichen Automaten ist eines der einfachsten und einge-
schrinktesten Automatenmodelle, die in der Informatik betrachtet werden. Gerade diese Ein-
fachheit machen die endlichen Automaten zu einem gut erforschbaren und erforschten Modell,
auf dem auch andere Automaten aufbauen.

Definition 3.6 Deterministischer endlicher Automat

Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel M = (Q, %, 6, g, F').

Q@ ist die endliche Zustandsmenge, 3 das Alphabet, ¢ die Ubergangsfunktlon qo € Q der
Startzustand und F' C ) die Menge der akzeptierenden Zusténde.

Die Ubergangsfunktion § bildet einen Zustand ¢ € @ und einen Buchstaben a € ¥ auf einen
Zustand 0(q,a) =p € @ ab. § ist auf allen (¢,a) € @Q x X definiert.

Die Ubergangsfunktion wird rekursiv erweitert, so dass auch Worter w € XF verarbeitet
werden konnen. Fir v € ¥* und a € ¥ definieren wir §(q, ua) := 6(5(g, u), a). AuBerdem gelte
d(g,e) :=q.

Ein Wort w € ¥* wird vom Automaten M genau dann akzeptiert, wenn §(gy, w) € F.

Die vom Automaten M akzeptierte Sprache ist L(M) := {w|w € X* A 6(qo, w) € F}.

Definition 3.7 Aquivalente Automaten
Wir nennen zwei Automaten M und M’ dquivalent, wenn L(M) = L(M") gilt.

Wir wollen in der Lage sein, die Gréfle verschiedener Automaten miteinander zu vergleichen.

Definition 3.8 Grdfie eines endlichen Automaten
Die Grofe eines endlichen Automaten, wird durch die Anzahl der Zustinde |@Q)| gemessen.
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Definition 3.9 Reguldre Sprachen

Die Klasse der von deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen wird als
Klasse der reguldren Sprachen (REG) bezeichnet.

Definition 3.10 Zustandsdiagramm eines DFA

Das Zustandsdiagramm eines DFA ist ein gerichteter Graph (@, E) mit Kantenbeschriftung.
Die Knoten in ) entsprechen den Zustéinden des Automaten. Eine Kante (p, ¢) existiert genau
dann, wenn es ein o € ¥ gibt, so dass d(p,0) = ¢. Eine Kante (p,q) € F wird mit allen
Buchstaben der Menge {o € X|6(p, o) = ¢} beschriftet.

Wenn wir das Zustandsdiagramm eines DFA zeichnen, dann markieren wir die akzeptierenden
Zustande durch einen doppelten Kreis. Den Startzustand markieren wir durch eine eingehende
Kante ohne Ursprung.

Im Zustandsdiagramm eines DFA gibt es fiir einen Zustand ¢ € ) und einen Buchstaben
o € ¥ genau eine von ¢ ausgehende Kante mit Beschriftung o, da (g, o) fiir alle (¢,0) € @ x X
definiert ist.

Beispiel: Sei M der DFA, der die Worter w € {0, 1,2}* mit einer geraden Anzahl von Oen
akzeptiert. Dann ist M = ({qo, 1}, {0, 1,2}, 6, g0, {qo}) mit

s ={ & 7S

gi—i 0=20
Das Zustandsdiagramm von M ist in Abbildung 1 dargestellt.

1,2 1,2
—
0
Abbildung 1: Das Zustandsdiagramm eines DFA

3.2.1 Die Nerode-Relation

Wir 16sen uns zunéichst ein wenig vom Modell der endlichen Automaten und betrachten Aqui-
valenzrelationen, die auf Wortern definiert sind. Uber die Nerode-Relation finden wir dann
jedoch sehr schnell wieder den Weg zuriick zu den reguldren Sprachen und den DFAs.

Definition 3.11 Rechtsinvariante Aquivalenzrelation

Ein Aquivalenzrelation R auf ¥* heifit rechtsinvariant genau dann, wenn

xRy = VzeX :zzRuyz.

Falls x R y gilt, dann sagen wir, dass x und y in Relation beziiglich R stehen.
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Definition 3.12 Aquivalenzklasse
Sei R eine Aquivalenzrelation auf ¥*. Fiir x € X* ist [z]p = {w|w € X* Aw Rz} die Aquiva-
lenzklasse beziiglich R mit Repréisentant x.

Definition 3.13 Inder einer Aquivalenzrelation )
Die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation R bezeichnen wir als den

Index ind(R) von R.

Definition 3.14 Nerode-Relation
Fiir eine Sprache L wird die Nerode-Relation Rj, folgendermaflen definiert:

zRyy <= (NMzeX':zzel&syzel).

Bemerkung: Die Nerode-Relation Rj, ist rechtsinvariant.
Der Satz von Nerode stellt den Bezug zwischen reguldren Sprachen und der Endlichkeit der
Anzahl der Aquivalenzklassen her.

Satz 3.15 Satz von Nerode
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) L C X* ist regulér.

(2) L ist die Vereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechtsinvarianten Aquivalenzre-
lation von endlichem Index.

(3) Die Nerode-Relation R;, hat endlichen Index.

Beweis:
e (1) = (2): Sei L reguldr. Dann gibt es einen DFA M = (Q,X%,0,qo, F'). Sei Ry, die
Relation, fiir die gilt:
zRyy <= 0(q,x) = 0(qo,y)-
Dann ist R eine Aquivalenzrelation. R, ist sogar rechtsinvariant:
xRyy = 0(q0,x) =0(q0,y) = Vz € X*:6(qo,22) =6(qo,yz) = Vz€X* 122 Ryz

Der Index von Ry, ist endlich, da die Zahl der Aquivalenzklassen durch die Zahl der
Zusténde des Automaten M beschriankt ist.

L= U [x]RM

z:0(qo,z)EF

Behauptung:

Beweis der Behauptung: Sei w € L, dann gilt §(go, w) € F und somit gilt auch w €
[w]r,,- Sei andererseits w € (U,.5(y0 o)cr[%]Ry» dann gibt es ein z € ¥* mit 6(qo,z) € F
und w Ry x = 6(qo,w) € F, also gilt auch w € L. [
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e (2) = (3): Sei R eine Aquivalenzrelation mit den Eigenschaften aus (2). Behauptung:
xRy = zRpy
Beweis der Behauptung: Sei z € ¥*, dann ist

TRy = VzeX' :zzRuyz
= VzeX':(zze€Ll & yzeL)
= x Rpy.

Somit ist Ry, eine Vergroberung von R.

= VzeX:|z]gr C[7]g,
= ind(R;) < ind(R)

Da ind(R) nach Voraussetzung endlich ist, hat auch die Nerode-Relation endlichen Index.
n

e (3) = (1): Sei R;, die Nerode-Relation mit endlichem Index. Wir entwerfen einen DFA
My, den Nerode-Automaten, der L akzeptiert. Im Rest des Beweises sei [z] = [z]g,

Wir definieren My = (Qn, %, 0y, [¢], F), wobei Qu die Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich Ry ist und die akzeptierenden Zustédnde durch Fy := {[z]|lz € L}, sowie
die Ubergangsfunktion durch 6y ([z],a) := [za] definiert sind. Fiir die Wohldefiniertheit
von Fy und dy miissen wir zeigen, dass Fy und dy vom gewihlten Reprisentanten
unabhéngig sind.

Sei [z] =[y] = (r € L < y € L) und Fy ist wohldefiniert.

Sei [z] =[y] = 2 Rry = za Ry ya = [za] = [ya] = On([z],a) = dn([y], @) und auch
On 1st wohldefiniert.

Bleibt noch zu zeigen, dass L = L(My).

w € L(My) & dn([e],w) € Fy
& [ew] =[w] € Fy
& weL

Es gibt also einen DFA, der L akzeptiert. Somit ist L regular. [ |

Bemerkung: Der Nerode-Automat fiir L ist der minimale DFA, der L akzeptiert. Dies folgt
aus dem Beweis von Satz 3.15, da wir aus jedem DFA M’ der L akzeptiert, mit Hilfe des
Beweisschritts (1) = (2) eine Aquivalenzrelation Ry mit ind(Ry) < @' konstruieren kinnen.
Im néchsten Beweisschritt (2) = (3) weisen wir nach, dass die Nerode-Relation Ry, grober ist
als Ry und fiir die Zustandszahl des Nerode-Automaten My gilt schlielich |Qx| = ind(R;) <
ind(Ryp) < Q.
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3.3 Nichdeterministische endliche Automaten

Neben den deterministischen Automaten spielen auch die nichtdeterministischen eine wichti-
ge Rolle. Befindet sich der nichtdeterministische Automat in einem Zustand und liest einen
Buchstaben des Wortes, dann hat er mehrere mégliche Folgeszustinde. Ein Wort wird akzep-
tiert, wenn es die Moglichkeit gibt, nach Lesen des Wortes in einem akzeptierenden Zustand
zu landen.

Definition 3.16 Nichtdeterministischer endlicher Automat
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA) ist ein 5-Tupel M = (Q, %, 6, qo, F).

Q, 2, go und F haben die gleiche Bedeutung wie in der Definition von DFAs. Allerdings ist das
Akzeptanzverhalten anders definiert und ¢ wird jetzt als Abbildung Q x ¥ — 29 verstanden.

Auch hier setzen wir die Ubergangsfunktion fiir Worter w € $F fort: Es gelte §(q,¢) := {q}
und fiir v € ¥* in Verbindung mit einem Buchstaben a € ¥ sei

d(q, ua) == U d(p, a).

ped(g,u)

Ein Wort w wird vom Automaten akzeptiert, wenn es mindestens einen akzeptierenden Zu-
stand gibt, der nach Lesen von w erreicht werden kann. Also ist w € L(M) < §(qo, w)NF # .

Das Zustandsdiagramm eines NFA ist #hnlich definiert wie beim DFA. Hier werden jedoch
Kanten (p, q) gesetzt, falls es ein o € X gibt, so dass ¢ € d(p, o). Eine Kante (p,q) € E wird
mit allen Buchstaben aus {o € X|q € §(p, o)} beschriftet.

Im Zustandsdiagramm eines NFA kann es somit fiir einen Zustand ¢ € ) und einen Buchstaben
o € ¥ mehrere von ¢ ausgehende Kanten mit Beschriftung o geben, oder auch gar keine, falls

d(q,0) = 0.
Bemerkung: Die Klasse der von nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen stimmt mit der Klasse der reguléren Sprachen iiberein.

Bemerkung: Fiir jede Sprache L, die von einem NFA mit n Zustinden akzeptiert wird, gibt
es einen DFA mit < 2" Zustidnden. Der DFA kann mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion
konstruiert werden. Der Beweis ist nachzulesen in [Weg93].

1
QG 9y

Abbildung 2: Das Zustandsdiagramm des Modulo-Automaten

Bemerkung: Es gibt eine unendliche Folge von reguléren Sprachen (L), v, fiir die es je-
weils einen NFA mit n vielen Zustinden gibt, wihrend der minimale dquivalente DFA 2" viele
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Zusténde benétigt. Um dies zu beweisen, konstruieren wir zunéichst den Modulo-Automaten
(sieche Abbildung 2), einen NFA mit n Zusténden, und zeigen dann, dass die Potenzmengen-
konstruktion bereits den minimalen DFA liefert. Der Beweis wird in [Wot00] dargestellt.

3.4 Stochastische endliche Automaten

Eine weitere Ausprigung endlicher Automaten sind die stochastischen endlichen Automaten.
Fiir den Ubergang von einem Zustand zum nichsten bei gelesenem Buchstaben, wird hier
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung festgelegt. Ein Wort wird akzeptiert, wenn seine Akzep-
tanzwahrscheinlichkeit einen zusétzlich definierten Schwellwert, den Cutpoint, iibersteigt.

Definition 3.17 Stochastischer endlicher Automat

Ein stochastischer endlicher Automat oder probabilistischer endlicher Automat (PFA) ist ein
5-Tupel M = (Q, 3, {A(0)|o € B}, 7, n).

Auch hier ist @ die endliche Zustandsmenge mit |Q)| = n und X das endliche Alphabet. Fiir
jeden Buchstaben o € ¥ ist eine stochastische n x n Ubergangsmatrix A(o) definiert, dessen
Zeilen und Spalten mit den Zusténden indiziert sind. Es gilt also

Vp,g € Qo€ X:A4,,(0)>0

VpeQ,oeX: ZAM(J) =1
(S

7 ist ein stochastischer Zeilenvektor, der die Startverteilung reprisentiert und n € {0,1}"
ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor, der als Inzidenzvektor der Menge der akzeptierenden
Zusténde angesehen werden kann. Die Komponenten der eben genannten Vektoren sind wieder
mit den Zustidnden indiziert.

Definition 3.18 Zustandsdiagramm eines PFA

Das Zustandsdiagramm eines PFA ist dhnlich wie das eines DFA oder NFA definiert, Hier
werden jedoch Kanten (p, ¢) gesetzt, wenn es einen Buchstaben o € ¥ gibt, so dass A, 4(0) > 0
ist. Eine Kante (p,¢) € E wird mit allen Buchstaben aus {o € X|4,,(c) > 0} und in
Klammern mit der entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeit A, ,(0) beschriftet.

Beispiele fiir Zustandsdiagramme von PFAs sind in Abbildungen 3 und 4 zu sehen.

Definition 3.19 A(w) fir w € X*

Sei M = (Q, %, {A(o)|o € X}, m,n) ein PFA mit n vielen Zustinden. Fiir das leere Wort setzen
wir A(e) := I, und fiir 0y,...,0, € X setzen wir A(oy---0y) := Aoy ---0k_1) X A(oy) mit
Hilfe der Matrixmultiplikation.

Apglor---op) = ZAP,T(UI c+r0p-1) - Arg(on)
reQ

Spéter werden wir an manchen Stellen zur besseren Lesbarkeit das x-Zeichen bei der Matrix-
multiplikation weglassen.
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Definition 3.20 Akzeptanzwahrscheinlichkeit py(w) fiir w € X*

Fiir einen PFA M mit Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix A definieren wir die Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit eines Wortes w € ¥* durch py(w) := 7 x A(w) x 7.

Definition 3.21 Die von einem PFA akzeptierte Sprache
Sei M ein PFA und A € IR mit 0 < A < 1. Dann ist

T(M,}) = {w|w € X%, pu(w) > A}
die Sprache, die vom PFA M mit Cutpoint A akzeptiert wird.

Die von PFAs akzeptierten Sprachen bilden eine eigene Sprachklasse.

Definition 3.22 Cutpoint-Sprachen

Die Klasse der Sprachen L, fiir die es einen PFA M und einen Cutpoint A gibt, so dass
L =T(M,)), heifit die Klasse der Cutpoint-Sprachen (CL).

Die Klasse der Cutpoint-Sprachen umfasst die Klasse der reguldren Sprachen.

Satz 3.23 REGCCL

Fiir jede reguldre Sprache L gibt es auch einen PFA M und einen Cutpoint A, so dass
T(M,\) = L.

Beweis: Sei L € REG, dann gibt es einen DFA M = (Q, %, §, o, F'), der die Sprache L akzep-
tiert. Wir konstruieren einen PFA M’ = (Q, %, {A(0)|o € £}, 7, 1), der mit einem Cutpoint
A= % ebenfalls I akzeptiert. Wir wihlen

— J 1l a=q
o T { 0 ¢#q
L 1 geF
Mg = 0 q ¢ F
_ 1 dpo)=¢
Apalo) = { 0 sonst.
Dann gilt fiir alle w € X*:
pwr(w)=1 & weL(M)
pur(w) =0 & w¢ L(M)
Und so ist L =T(M',3) und L € CL. m

Andererseits ist die Klasse CL griéfler als die Klasse REG.
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Satz 3.24 REG#CL
Es gibt Cutpoint-Sprachen, die nicht regular sind.

Fiir den Beweis werden einige Lemmata benotigt.

Wir untersuchen die Eigenschaften des PFA M = (Q,X%,{A(o)|c € £}, 7, n), der auch in
Abbildung 3 dargestellt ist. Seine Komponenten sind definiert durch

Q={q,q} Z:{O,l}1 1 7r:(1 0)
wo=(3 1) =5 1) (1)
0(1) o) 0(3)
. 2 ii'
9 1(3)
1(3) 1(1)

Abbildung 3: Ein PFA fiir den Beweis, dass REG#CL

Lemma 3.25 Akzeptanzwahrscheinlichkeit eines Wortes o105 . .. 0y

Im oben beschriebenen PFA M ist fiir jedes £ > 1 und alle o4, ..., 0 € X die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit pps(010y...0k) = 0.0 . .. 0907 in Bindrnotation.

Lemma 3.26 T (M, \) fir verschiedene A
Sei M der PFA aus dem obigen Lemma, dann gilt fiir alle A;, s € [0,1):

T(M, /\1) 7£ T(M, )\2) =3 # Ao

Lemma 3.27 Uberabzihlbarkeit der Klasse T'(M,\)
Sei M der PFA aus dem obigen Lemma. Dann ist die Sprachklasse {T(M,\)|A € [0,1)}
iiberabzéhlbar.

Beweis von Lemma 3.25: Wir fiihren den Beweis per Induktion. Fiir £ = 1:

o1=0 : py(0)=0.0
g1 = 1 : pM(]-) =0.1

Fiir ein k£ > 1 gelte nun py (0103 ...0%) = 0.0k ... 0901. Dann gilt fiir o3, = 0:

puv(or...okoks1) = pul(or--.ok) =+ (1 —pu(or...0%)) -0

N =N =

= pM(O'l...O'k) .

= 0.00'k...O'l



3.4 Stochastische endliche Automaten 13

Andererseits gilt fiir o1 = 1:

1
prv(or .. okoky1) = pu(or...ox) -1+ (1 —pul(or...ok)) - 5
B 1 n ( ) 1
= 9 Pm\O1...0% B
= 0.log...01
Und in beiden Féllen gilt pas(oy ... 0k0k41) = 0.05410% . . . 07. [ ]

Beweis von Lemma 3.26: Seien \; # )\, im geforderten Intervall und o.B.d.A. gelte \; <
Ao. Dann gibt es ein s € IN, so dass A; und Ay sich in (nicht notwendig abbrechender)
Binérnotation so darstellen lassen:

)\1 = 0.0'10'2...0'50...

)\2 == 0.0'10'2...0'51...

Und fiir die Zahl z := 0.0105 ... 0,1 gilt: A\; < x < \y. Also gilt fiir das Wort w := 1o, ..0907:
w € T(M, ), aber w € T(M, X2) und T (M, \1) # T(M, )\s) folgt. u

Beweis von Lemma 3.27: Es gibt iiberabzédhlbar viele A € IR mit A € [0,1) und somit gibt
es auch iiberabzéhlbar viele Sprachen T'(M, )\). Da die Klasse der Cutpoint-Sprachen CL alle
eben genannten Sprachen umfasst, ist auch CL iiberabz#hlbar. [ ]

Beweis von Satz 3.24: Es gibt nur abzé&hlbar viele regulidre Sprachen, da die Menge der DFAs
abzéahlbar ist. Es gibt aber iiberabzihlbar viele Cutpoint-Sprachen und somit auch iiberabzihl-
bar viele Cutpoint-Sprachen, die nicht regulir sind. Somit ist REG#CL und zusammen mit
Satz 3.23 ergibt sich REGCCL. [ |

3.4.1 Automaten mit isoliertem Cutpoint

Definition 3.28 Isolierter Cutpoint

Sei M = (Q,%,{A(0)|loc € X},7,7n) ein PFA und sei € > 0. Ein Cutpoint A heifit e-isoliert
beziiglich M genau dann, wenn fiir jedes Wort w € ¥* gilt: |pp(w) — A > €.

Wir nennen ein Cutpoint X isoliert, wenn es ein € > 0 gibt, so dass A ein e-isolierter Cutpoint
ist.

Rabin [Rab63] hat gezeigt, dass die Klasse der von einem stochastischen endlichen Automaten
mit isoliertem Cutpoint erkannten Sprachen mit der Klasse der regulidren Sprachen iiberein-
stimmt.

Der Satz von Rabin (Satz 4.1) wird ausfiihrlich im Abschnitt 4.1 behandelt und sei hier schon
einmal zitiert.

Sei M = (Q, %, {A(0)|o € X}, 7, n) ein PFA mit n := |Q|. ) sei ein e-isolierter Cut-
point beziiglich M. Dann ist T'(M, \) regulér und es gibt einen DFA mit hochstens
(1+ 2%)”_1 Zustanden, der diese Sprache erkennt.

Offensichtlich spielt die Grofle der Isolation e eine entscheidende Rolle fiir die Grofle des
minimalen dquivalenten DFA.
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Ein einfaches Beispiel zeigt bereits, dass man fiir allgemeine PFA mit isoliertem Cutpoint und
n Zusténden keine obere Schranke fiir die Gréfle eines dquivalenten DFA angeben kann, die
nur von n abhéngt.

Definition 3.29 Die Sprachfamilie Cy,
Fiir m € IN sei C,,, C {a}* die Sprache, die alle Worter der Lénge hochstens m enthélt.

Cm = {w € {a}"[|w| <m}

Satz 3.30 Ein PFA fir C,,
Fiir jedes m € IN gibt es einen PFA mit 2 Zustdnden und isoliertemm Cutpoint %, der die
Sprache C, akzeptiert.

= (et { (517 )} 00 (1))

der PFA mit dem abgebildeten Zustandsdiagramm (Abbildung 4).

Beweis: Sei

x sei so gewahlt, dass 2w < x < 2w,

Dann gilt fiir ein Wort w = o’ mit i € INy: py(w) = 2%, offensichtlich ist 2 > 1 & 277 < .
Fiir den Cutpoint A = % heifit das, dass ein Wort mit & < m Buchstaben akzeptiert wird, da
27 % < 2m <z =zt > % Andererseits wird ein Wort mit [ > m Buchstaben verworfen, da
2~ 1 ngﬁ >z =al< %

Es gilt T(M, 3) = Cpp.

a(z) a(1)

i ®

Abbildung 4: Ein PFA fiir die Sprache C),, mit 2 Zustdnden und isoliertem Cutpoint

Auferdem ist der Cutpoint 3 isoliert. Sei €, := min{z™ — 1,1 — 2™} > 0.

Dann gilt fiir alle ¢ € INo: [par(a’) — 5| > €m. n
Auf der anderen Seite konnen wir folgende Aussage iiber einen dquivalenten DFA treffen.

Satz 3.31 Mindestgrifie eines DFA, der die Sprache C,, akzeptiert.
Jeder DFA, der die Sprache C,, akzeptiert, ben6tigt mindestens m + 2 viele Zusténde.

Beweis: Angenommen, es gibe einen DFA M = (Q,{a},d,q, F) mit |Q| < m + 2, dann
gibe es zwei 4,7 € INp mit 0 < i < j < m + 1, fiir die gilt: §(qo,a’) = 6(go,a’) = ¢'. Da
a™t! ¢ Cp,, muss einerseits gelten: d(q', a™ 7)) = §(6(qo, @’),a™ ) = 6(q, ™) &€ F.
Andererseits akzeptiert der Automat dann fiir l = m+1 — j + i < m das Wort a! € Cp,
nicht, da 6(qo, a') = 6(8(qo, a’),a™ 7)) = 6(¢',a™179) ¢ F. Wir haben einen Widerspruch
zur Annahme erhalten.
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Somit muss jeder DFA, der die Sprache C,, akzeptiert, mindestens m+ 2 Zustinde haben. Ein
DFA fiir C,, mit m + 2 Zusténden ist leicht zu konstruieren. [ |

Es gibt also keine obere Schranke fiir die Groéfle eines dquivalenten DFA, die nur von der
Zustandszahl des zu simulierenden PFA und nicht von der Gréfle der Isolation € abhéngt.

3.5 Unire regulire Sprachen

Die Ergebnisse dieser Arbeit beschrinken sich auf reguldre Sprachen, die iiber einem Alphabet
mit nur einem Buchstaben definiert sind.

Definition 3.32 Undre Sprache
Eine Sprache L C ¥* heifit unir, wenn |X| = 1.

Im Folgenden nehmen wir fiir unéire Sprachen stets 3 = {1} an.

Wenn wir das Zustandsdiagramm eines DFA M = (Q, {1}, 9, qo, F') betrachten, der eine un-
endliche unére Sprache akzeptiert, dann bemerken wir, dass dieser Automat so aufgebaut sein
muss, dass es einen Pfad vom Startzustand aus gibt, der von einem Zyklus gefolgt wird.

~
4 Zustinde

N—

~
x Zusténde

Abbildung 5: Ein unirer DFA

Die Grofle eines unéiren DFA wird durch das Paar (, 1) beschrieben, wobei x > 1 die Anzahl
der Zustinde im Zyklus und p > 0 die Anzahl der Zustinde im Anfangspfad reprisentiert.

Satz 3.33 Struktur einer undren reguldren Sprache

Sei L eine unendliche unére reguldre Sprache und x € IV, u € INy, dann sind die folgenden
Aussagen &dquivalent;:

(1) L wird von einem DFA der Grofle (x, p) akzeptiert.

(2) Fiir jedes m € INy mit m > p gilt: 1" € L & 1™™X € L.
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Bewelis:

e (1) = (2): Sei M = (Q, {1}, 9, qo, F) mit GroBe (x, ) und L(M) = L und es sei m > p.
Dann gilt nach Struktur des DFA 6(go,1™) = ¢ mit einem Zustand ¢ im Zyklus und
deshalb §(g, 1X) = q.

1mel & 6(q,1")=q€eF
& 6(0(go,1™),1X) =q € F
& 1™X el

e (2) = (1): x und p seien wie gefordert und L habe die in (2) angegebene Eigenschaft. Wir
konstruieren einen DFA M = (Q, {1},6, 90, F) mit Q = {q0,91,- - - Qu—1-%u, - - - » Qux—1}-
Die Ubergangsfunktion sei so, dass 0(gi-1,1) = ¢; fiir 1 <4 < p+ x — 1 gelte und
zusitzlich der Ubergang 0(qu+tx—1,1) = g, definiert ist. Der Automat hat offensichtlich
die geforderte Grofle. Die akzeptierenden Zustinde seien fiir 0 < ¢ < p+ xy — 1 so
definiert: ¢; € F < 1° € L. L = L(M) ergibt sich durch die Definition der akzeptierenden
Zusténde, den zyklischen Ubergang im DFA und die Uberlegungen im ersten Teil des
Beweises.

Die Grofle x in Satz 3.33 und ihre Bestimmung ist das Hauptthema dieser Arbeit. Sie gibt
Anlass zur folgenden Definition.

Definition 3.34 Ultimative Periodizitit einer Sprache
Eine unire Sprache L heifit ultimativ y-periodisch, wenn es ein y € IV, gibt, so dass fiir jedes
m € INg mit m > pgilt: 1" € L & 1™X € L.

Eine unére Sprache heif3t minimal ultimativ y-periodisch, wenn sie ultimativ x-periodisch ist,
und fiir alle ' < x nicht ultimativ x'-periodisch ist.

Korollar 3.35 Jede unendliche requlire undre Sprache ist ultimativ periodisch

Fiir jede unendliche reguldre unéire Sprache L gibt es ein x € IV, so dass L ultimativ x-
periodisch ist. Andererseits ist jede unére ultimativ y-periodische Sprache regulér.

Beweis: Das Korollar folgt direkt aus der Definition der ultimativen Periodizitdt und Satz
3.33, sowie der Definition regulédrer Sprachen. [ ]
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4 Bekannte Ergebnisse fiir regulire Sprachen

In diesem Abschnitt zitieren wir einige Sétze iiber Schranken fiir die Gréfle von DFAs, die zu
PFAs mit isoliertem Cutpoint dquivalent sind. Wir sprechen auch vom Blowup, der nétig ist,
um einen stochastischen Automaten durch einen deterministischen Automaten zu simulieren.
Die Beweise sind detailiert in den angegebenen Quellen nachzulesen. Fiir die unidren PFAs
fiihren wir die Beweise in Abschnitt 6 aus.

4.1 Satz von Rabin

Wie bereits erwéihnt, sind die Sprachen, die von einem PFA mit isoliertem Cutpoint akzeptiert
werden regulér.

Der Beweis ist auch in [Rab63], [Paz71] und [Wot00] nachzulesen.

Satz 4.1 Satz von Rabin

Sei M = (Q,%2,{A(0)|c € X}, m,n) ein PFA mit n := |@Q|. A sei ein e-isolierter Cutpoint
beziiglich M. Dann ist T(M, \) reguldr und es gibt einen DFA mit héchstens (1 + 2—16)"_1
Zusténden, der diese Sprache erkennt.

Beweis: Zunéchst bendtigen wir ein kombinatorisches Lemma.

Lemma 4.2 Hochstzahl der stochastischen Vektoren mit Mindestabstand 6

P, sei die Menge der stochastischen Vektoren der Dimension n:

P, = {fz (x;) € R"

n
inzl,xiEOfﬁrlgiSn}

=1

Fiir ein 6 > 0 sei Us eine Teilmenge von P,, in der je zwei Vektoren in der 1-Norm den
Mindestabstand 6 haben. Es gelte also

n
VE,JEUs : FAT=Y |mi—uil >0
i=1
Dann ist Us eine Menge mit héchstens (1 + %)n_l Elementen.

Beweis des Lemmas: Es sei Z = (21, %o, - - ., Z,) € Us. Wir definieren

n

v = (a0 Y (s = 0}

i=1

= o
Vs = {Z‘ZZ > O,Zzi =1+ 5}
=1

Wir weisen zunéchst nach, dass vz C Vj fiir jedes & € U;.
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Es gilt ndmlich

n
o J
Zevy = g (Zi_xi):§
i=1

i=1 =1

= 7€V

In Abbildung 6 ist die Situation fiir den Fall n = 2 dargestellt.

Abbildung 6: Die Mengen vz und Vj

Wir nennen einen Punkt Z' € vz genau dann einen inneren Punkt von vz, wenn z; > x; fiir
jede Komponente gilt.

Behauptung: Fiir je zwei Z, % € Us haben vz und vy keinen gemeinsamen inneren Punkt.

Beweis der Behauptung: Angenommen vz und vy hiitten einen gemeinsamen inneren Punkt
Z. Dann gilt z; > x; und z; > y; fiir alle ¢. Fiir die Differenz zweier Komponenten erhalten wir

Ti— Y = Ti—Zi+t2Z—Y
—|zi — 2| + |z — yil
< |wi — zi| + |z — vl
und
—(@i—vi) = z—zi— (s —y)
= |z — x| — |z — yil
<z — @il + |z — wil,

woraus |z; — y;| < |z; — ;| + |z — y;| folgt.

Fiir die Summe gilt
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n n n
Z|$i—yi| < Z\Zi—$i|+2|zi—yz’|
i=1 =1 =1

_.'.

S
| a

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass Z und 7 Elemente von U; sind. [ ]

Die Gesamtzahl der stochastischen Vektoren & € Us kann somit nicht gréfler sein, als die Zahl
der Simplizes vz, die in den Simplex Vj passen. Mit S(vz) bezeichnen wir das Volumen von v;.

Behauptung: S(vz) = ¢, - ()", wobei ¢, von § und vz unabhéngig ist.

Beweis-Skizze fiir die Behauptung: Fiir n = 2 und n = 3 reicht es, die Skizzen in Abbildung
7 zu betrachten.

Abbildung 7: Skizzen zur Volumenberechnung eines Simplex im zwei- und drei-dimensionalen
Fall

Fiir n = 2 ist die Liinge der Geraden v/2 - g, wiahrend wir fiir n = 3 ein gleichseitiges Dreieck

2. /3
der Seitenléinge [ := v/2 - § und dem Flicheninhalt % = \/é - (£)? erhalten.

Im Allgemeinen miissen wir das (n — 1)-dimensionale Volumen eines (n — 1)-dimensionalen
Simplex betrachten. Dieses Volumen ist noch von der Wahl der Basisvektoren des (n — 1)-
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dimensionalen Raums abhingig (vergleiche [For99] Seiten 46-51). Bei beliebiger aber fester
Wahl der Basisvektoren erhalten wir die gewiinschte Konstante c,,. 0

V; ist ein Simplex von der gleichen Form wie vz, jedoch mit , Kantenlinge* 1 + £ 5, und hat

deshalb das Volumen .
S\"

k sei die Zahl der Simplizes vz, die in den Simplex Vj passen. Dann muss gelten:

n—1
e (2)
2
) n—1

Uj ist also eine Menge mit héchstens (1 -+ %)nfl Elementen. [ ]

VA
O
3
i+
—_
+
IR
~
S
L

Nun zeigen wir, dass der Abstand der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf den Zustinden im
Automat nach dem Lesen zweier Nerode-indquivalenter Worter mindestens 4e ist. Wir koénnen
somit die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen die jeweils zu einer Aquivalenzklasse der
Nerode-Relation gehoren als eine Menge Us aus dem vorherigen Lemma mit § = 4e auffassen.

Definition 4.3 Positiv- und Negativ-Teil einer reellen Zahl

Sei a eine reelle Zahl, dann ist a* := max(a,0) und ¢~ := min(a, 0).

Bemerkung: Es gilt a =a™ +a” und [a| =a" —a".

Lemma 4.4 Summe der Positivteile des Differenzvektors zweier stochastischer Vektoren

Sei M = (Q,%,{A(o)|c € £}, 7,n) ein PFA. Dann gilt fiir alle z,y € X*:

> (rA@@), — (rAy) ZI (mA(2))g = (TA(Y))q] -

qeQ q€Q

Beweis: Fiir alle z,y € ¥* gilt 3° _,(7A(z))g =1 und }_ ,(7A(y)), = 1. Daraus folgt

0 = Y (mA()),— Y (rA(x)),

qeQ qeQ
= 0 = Z (mA(x))q — (TA(x))q)
q€qQ

= 0 = Y ((TA(@), — (rA@)g) " + D ((rA()), — (TA(2))g)

eQ q9€Q
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= ) ((mA2), — (rA(2) = ) ((mA@), — (rA(x)),) " - (1)

9€Q qeQ
Fiir jeden (nicht notwendig stochastischen) Vektor p = (p1, ..., pn) gilt

n

Z pil = Z T )

Mit (1) ergibt sich
Do ITA@)g = (mAW)gl = D (wA@)g — (TA@)g)" = Y ((TA()), — (TA())g)
qeQ qeQ qeQ

= 2.3 (rA@), - (TA@))))" .

q€Q

Wir erhalten also das gewiinschte Ergebnis

> ((rA(z)), — (mA(y) Z| (mA(z TAY))ql -

qeQ qeQ
| ]

Beweis von Satz 4.1: Wir zeigen, dass T'(M, \) fiir jedes e-isolierte A regulér ist, indem wir
den Satz von Nerode (Satz 3.15) benutzen. Insbesondere zeigen wir, dass ind(Rr(,y)) <

(1+ L) gilt.
Es sei S C ¥* eine beliebige Wortmenge mit der Eigenschaft, dass fiir alle z,y € S mit x # y
gilt: 2= Ry, y. Wir werden zeigen, dass [S| < (1+ %)nfl gilt.
Falls x—Rp,\y gilt, dann gibt es ein z € ¥, so dass
zz € T(M,\) = pu(zz)=(1A(z)) x (A(2)n) > A +€
und
yz € T(M, ) = pu(yz) = (TA(y)) x (A(z)n) < A—e
gilt. Somit muss auch (7A(x)) x (A(2)n) — (7A(y)) x (A(z)n) > 2¢ gelten und es folgt
D (TA(@) = TA(y))q - (A(2)n)g > 2€.
qe@Q
Auf der anderen Seite gilt

Y (A(z) = wA®Y))g - (A(2)m)q

q€Q
< Y AR) AW max(AG), + Y (rA@) ~ 7)), - min(A()n),
qeqQ q€qQ
< D _(rA() = mA)] - max(A(2)n),
q€Q
< D) (A() - TAW),
q€Q

~—~—
Lemma 4.4 qeqQ
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Wir erhalten die folgenden Ungleichungen:

5 S ImA@), — (rA@)] > %

q€Q

= Y (@A@)g = (TA()y > 4e

q€Q

Also ist {mA(z)|x € S} eine Teilmenge von P, mit den Eigenschaften, die wir von Uy in
Lemma 4.2 fordern. Aulerdem gilt fiir alle z,y € S : z # y = 71A(x) # 71A(y), da wir ja
wissen, dass z—Ry,»)y gilt. Zusammen mit Lemma 4.2 ergibt sich

92 n—1 1 n—1
— |{rA < U< (1+2 <(1+— .
Sl = Hrawlee sy <l < (14 2) < (1+5)
Es gibt also hochstens (1 + 2%)"_1 viele x € ¥*, die nicht dquivalent beziiglich der Nerode-
Relation sind. Somit gilt auch ind(Rpyy)) < (1+ Q%)n_l und wir kénnen den Nerode-

Automaten mit hochstens (1 + Qie)”_l Zustanden konstruieren. ]

4.1.1 Eine untere Schranke von Ambainis

Die obere Schranke von Rabin scheint nicht scharf zu sein. Die beste bisher bekannte untere
Schranke wird im folgenden Satz beschrieben [Amb96]:

Satz 4.5 Satz von Ambainis

Es gibt eine unendliche Folge von PFAs mit isoliertem Cutpoint und n Zustidnden, so dass der

loglogn

jeweils minimale dquivalente DFA mindestens 2 (2" log n ) Zustinde benotigt.

Beweis-Skizze: Ambainis beweist diesen Satz mit Hilfe der Sprachfamilie L, C ¥¥ mit dem
Alphabet ¥,, = {a1,as,...,a,}. Jedes Wort w € L,, hat die Linge m? und enthilt jeden der
Buchstaben a; jeweils genau m mal.

Jeder DFA, der L,, akzeptiert, benstigt mindestens (m + 1)™ viele Zustéinde, da er sich die
Anzahl der Vorkommnisse jedes einzelnen Buchstaben merken muss.

Auflerdem gibt es einen PFA mit e-isoliertem Cutpoint, der mit O (mlg‘g’glzgmm> Zustéinden

auskommt und L, akzeptiert.
Setzen wir n als Zustandszahl des minimalen PFA mit isoliertem Cutpoint, der L,, akzeptiert,

dann gilt n = O (mlggglzg”m). Jeder Aquivalente DFA hat k& > (m + 1)™ > 2m1%8™ Zystiinde.

Asymptotisch ergibt sich

nloglogn)

k=0 (275
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4.2 Der unire Fall

Wenn wir unsere Untersuchungen auf unére Sprachen beschrinken, erkennen wir, dass PFAs
mit isoliertem Cutpoint und NFAs in Bezug auf den zyklischen Teil des DFA keine méchtigen
Einsparungen liefern konnen.

4.2.1 Tradeoff zwischen NFA und DFA fiir unire Sprachen

Chrobak [Chr86| hat eine obere Schranke fiir die Umwandlung eines NFA in einen DFA im
uniren Fall gezeigt, die niedriger als die bekannte 2" Schranke fiir den allgemeinen Fall ist.

Satz 4.6 Obere Schranke beim Ubergang von NFA auf DFA im undren Fall

Zu jedem undren NFA mit n Zustdnden gibt es einen fdquivalenten DFA der Grofle

(O(e¥™™), O(n?)).

Auflerdem ist diese Schranke bezogen auf den zyklischen Teil scharf:

Satz 4.7 Untere Schranke beim Ubergang von NFA auf DFA im undren Fall

Fiir jedes n gibt es einen unidren NFA mit n Zustinden, so dass jeder dquivalente DFA
Q(eV"n™) viele Zustéinde im Zyklus benotigt.

4.2.2 Tradeoff zwischen PFA mit isoliertem Cutpoint und DFA fiir unire Spra-
chen

Ein #hnliches Ergebnis, haben Milani und Pighizzini [MPO00] fiir den PFA mit isoliertem Cut-
point gezeigt:

Satz 4.8 Obere Schranke beim Ubergang von PFA auf DFA im undren Fall

Zu jedem unidren PFA, der eine Sprache L mit isoliertem Cutpoint akzeptiert, gibt es einen
dquivalenten DFA mit O(evV™!"") vielen Zustéinden im zyklischen Teil.

Dieser Satz wird in Abschnitt 6.1 bewiesen.

Wir erhalten also eine obere Schranke fiir die ultimative Periodizitdt der von einem PFA mit
e-isoliertem Cutpoint akzeptierten Sprache. Diese Schranke ist unabhingig von e.

Milani und Pighizzini zeigen auch, dass die Schranke scharf ist, denn fiir jedes n gibt es einen
PFA mit n Zustéinden, fiir den jeder iquivalente DFA mindestens Q(evV™!"") Zusténde benotigt.

Wir zeigen in unserer Arbeit, dass es sinnvoll ist, die Gré8e von € wieder in die Betrachtung
miteinzubeziehen. Fiir grofle €, erhalten wir eine viel kleinere obere Schranke. Insbesondere
ergibt sich fiir konstantes € eine polynomielle obere Schranke. Auflerdem kénnen wir zeigen,
dass unsere obere Schranke in gewissem Sinne scharf ist.

Auf diesem Weg kommen wir auch zu einem Ergebnis, das Mereghetti, Palano und Pighizzini
in ihrer Arbeit [MPPO1] bewiesen haben.
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Satz 4.9 Grofle eines undren PFA fir Ly

Fiir jedes k = p{*p5? - --p&m mit p; prim und «o; € IN ist die notwendige und ausreichende
Zahl der Zustéinde eines PFA, der die Sprache L, = {1%|l € INy} mit isoliertem Cutpoint
akzeptiert, p{* + ps? + ...+ por.

Wir gehen auf diesen Satz noch einmal in Abschnitt 6.2 ein.

4.2.3 Weitere Literatur zu uniren Sprachen

Hier seien zwei Arbeiten noch kurz erwihnt, ohne niher auf die Ergebnisse einzugehen.

In [GMPO1] beschiftigen sich die Autoren mit uniren Zwei-Weg NFAs (2NFAs), also mit
nichtdeterministischen endlichen Automaten, die beim Lesen des Eingabewortes die Richtung
wechseln kénnen. Sie zeigen, dass auf Eingaben der Linge mindestens 5n? jeder unire 2NFA
mit n Zustéinden durch einen 2NFA mit (2n + 2) Zustéinden simuliert werden kann, der nur
am Anfang und Ende des Worts die Richtung wechselt. Aus diesem Resultat ergibt sich neben
der Entwicklung einer Normalform fiir 2NFAs auch die Moglichkeit einer subexponentiellen
Simulation unérer 2NFAs durch Zwei-Weg DFAs (2DFAs). Es wird sogar gezeigt, dass jeder
uniire 2NFA mit n Zustéinden von einem 2DFA mit O(n'°6"**) Zustéinden simuliert werden
kann.

Auch die Arbeit [MPO01] beschiftigt sich mit der Umwandlung der verschiedenen Arten unérer
endlicher Automaten. Das Hauptergebnis ist eine scharfe Schranke beim Ubergang von ei-
nem uniiren 2NFA mit n Zustinden auf den #quivalenten DFA. Dieser bendtigt O(eY™")
Zustéinde. Zu einem 2NFA mit n Zustinden kann aufierdem ein dquivalenter 2NFA mit O(n?)
Zustanden konstruiert werden, der sowohl die Richtungswechsel, als auch die nichtdetermini-
stischen Wahlen nur am Anfang oder Ende des zu verarbeitenden Worts macht.
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5 Bekannte Ergebnisse fiir homogene Markovketten

Wir benétigen fiir unsere Ergebnisse sehr detailierte Kenntnisse iiber die Markovketten und
ihre Periodizitéit. Wir werden in erster Linie den Darstellungen in [Rob76], [TK98] und [Gan86]
folgen.

Milani und Pighizzini beschriinkten sich darauf, ein Ergebnis (Satz 5.41) von Gantmacher
[Gan86] zu zitieren, das dort mit Hilfe der Eigenwerte einer stochastischen Matrix hergeleitet
wurde. Wir sind der Meinung, dass dieser wenig intuitive, aber #hnlich aufwéindig einzufiihren-
de Weg, die Periodizitdt zu berechnen, iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht. Wir wéhlen
den Weg der anschaulichen graphischen Reprisentation der Markovkette in ihrem Zustands-
diagramm, um die Intuition zu stdrken, ohne jedoch die mathematische Exaktheit aufler Acht
zu lassen.

Einige Details zur Berechnung der Periodizitdt auf diesem Weg haben wir in der Literatur noch
nicht komplett ausgefiihrt gesehen und leiten diese selbst her. Auch diese Zwischenergebnisse
sind Grundlagen fiir unsere Uberlegungen zu den endlichen stochastischen uniren Automaten.

5.1 Grundlagen der Markovkettentheorie

Definition 5.1 Markovprozess

Ein Markovprozess {X;} ist ein stochastischer Prozess mit der Eigenschaft, dass bei gegebe-
nem Wert von X;, die Werte von X, fiir s > ¢ nicht beeinflusst werden von den Werten von
X, fir u < t.

Bemerkung: Kennen wir also den Zustand genau, in dem sich der Markovprozess zu einem
bestimmten Zeitpunkt befindet, so konnen wir die Wahrscheinlichkeiten des zukiinftigen Ver-
haltens vorhersagen. Eine zusitzliche Information iiber die Vergangenheit verindert daran
nichts.

Definition 5.2 Markovkette in diskreter Zeit

Eine Markovkette in diskreter Zeit (oder kurz Markovkette) ist ein Markovprozess, dessen
Zustandsraum eine endliche oder abziihlbare Menge ist und dessen (Zeit-)Indexmenge IN ist.

Bemerkung: In diesem Fall bedeutet die Markov-Eigenschaft:
Ws{Xnt1 = q|Xo =po, ..., Xn-1 = Pp1, Xn = p} = Ws{Xpn1 = ¢|X,, = p}

fiir alle Zeitpunkte n und alle Zusténde pg, ..., pn_1, P, q.

Fiir unsere Zwecke reicht es, endliche Markovketten zu betrachten, das heifit solche mit end-
lichem Zustandsraum.

Auflerdem benétigen wir nur homogene Markovketten.

Definition 5.3 Homogene Markovkette
Eine Markovkette {X;} heifit homogen, wenn fiir alle m,n € INy und alle Zusténde p, g gilt:

Ws{X,11 = ¢| X, =p} = Ws{Xyn11 = ¢/ X0 =}
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Bemerkung: Bei einer homogenen Markovkette spielt es also keine Rolle, zu welchem Zeit-
punkt ein Ubergang beobachtet wird.

Definition 5.4 Ubergangswahrscheinlichkeitsmatriz einer homogenen Markovkette

Einer endlichen homogenen Markovkette { X} ist ihre Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix A
zugeordnet. A ist eine stochastische Matrix, deren Zeilen und Spalten mit den Zustdnden aus
dem Zustandsraum der Markovkette indiziert sind, und fiir die A, ;, = Ws{X,,11 = ¢|X,,, = p}
gilt.

A, 4 ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die Markovkette vom Zustand p ausgehend in einem
Schritt den Zustand ¢ erreicht.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Markovkette vom Zustand p ausgehend in zwei Schritten den
Zustand q erreicht, ist offensichtlich die Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten, von p zu einem
moglichen Zwischenzustand r und dann zu ¢ zu gehen.

WS{Xn+2 = q‘Xn = p} = ZWS{Xn—H = T|Xn = p} : WS{Xn+2 = Q|Xn—|—1 = T}

= Z Apr - Arg
= (AQ)p,q

Wenden wir diese Uberlegung rekursiv an, dann ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit, von
Zustand p ausgehend den Zustand ¢, in ¢ € IV, Schritten zu erreichen, gerade

WS{Xn+t = C]|AX'n = p} = (At)p,q

ist. Wir setzen A° = 1.

Zur Verbesserung der Lesbarkeit werden wir AY) anstelle von (A*), , schreiben.

Definition 5.5 Zustandsdiagramm einer Markovkette

{X;} sei eine homogene Markovkette mit endlichem Zustandsraum @ und der Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsmatrix A. Das Zustandsdiagramm D dieser Markovkette ist ein gerichteter
Graph (V,E) mit V = Q und E = {(p,q)|p,¢ € V AN Ay, > 0}. Oft wird auch eine Kan-
tenbeschriftung benutzt, die eine Kante (p,q) € E mit der Ubergangswahrscheinlichkeit Apg
beschriftet.

Definition 5.6 Erreichbarkeit

Ein Zustand g € @ ist von einem Zustand p € @ aus erreichbar (beziehungsweise p kann ¢
erreichen), wenn es ein ¢ € IN, gibt, so dass A§,€21 > 0. Wir schreiben p — g.

Bemerkung: Wegen A,S?,} =1, gilt fiir alle Zusténde ¢ — q.
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Satz 5.7 FErreichbarkeit im Zustandsdiagramm

D sei das Zustandsdiagramm einer homogenen Markovkette mit Ubergangswahrscheinlich-
keitsmatrix A und Zustandsmenge (). Fiir zwei Zustdnde p,q € Q gilt p — ¢ genau dann,
wenn in D ein Pfad von p nach ¢ existiert.

Beweis: ,=": Es gelte p — ¢. Zu zeigen ist, dass es eine Folge von Zustidnden py, ..., p; gibt,
so dass fiir 0 <14 < t gilt: (p;, piv1) € E, wobei py = p und p; = gq.

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € IVy, so dass AI(,?] > 0. Wir werden einen Pfad der Lénge ¢,
also mit ¢t Kanten, finden.

Falls ¢ = 0, dann muss A,(,?g > 0 und somit p = ¢ gelten und wir betrachten den Pfad mit nur
einem Knoten als den trivialen Pfad.

Falls ¢t = 1, dann gilt A,, > 0 und dies entspricht genau der Definition einer Kante (p, ¢) in
D.

Sei also ¢ > 1. Dann gilt AY) = > oreQ Al - A, > 0. Wegen der Nichtnegativitét aller
Eintrége einer stochastischen Matrix muss es also mindestens ein r € () geben, so dass so-
wohl Ag;l) > 0, als auch A, ,; > 0 gelten muss. Wir haben somit die letzte Kante des Pfades

(r,q) € E gefunden und kénnen das Vorgehen mit Voraussetzung Ay " > 0 rekursiv wieder-
holen, um die letzte Kante eines Pfades der Linge der ¢ — 1 von p nach r zu konstruieren. Dies
wiederholen wir, bis wir nur noch einen Pfad der Lange 1 haben, fiir den wir ja schon wissen,
dass diese eine Kante in D existiert.

»,<=“ Angenommen, es gibt eine Folge von Zustédnden py, ..., p;, so dass fir 0 < ¢ < t gilt:
(pi,piv1) € E, wobei py = p und p; = ¢. Das heifit, dass die entsprechenden Eintréige in der
Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix positiv sind: Ay, ,,,, > 0 fiir 0 < i < ¢,

Wir wollen zeigen, dass A]SBJ > 0 gilt:

t) __ t _ t—1
Al(hzl - AI(JO),Pt - Z Aéo,r )Ar,pt
reqQ
A1) 4

P0,Pt—1" "Pt—1,Pt

E : (t—2
Apor)A T,Pt—1 A;Dt—lapt
reQ

v

v

A <A

Apo,pl p1,p2 " "

0

Pt—1,Pt

AARAVARLY,

Denn jeder einzelne Faktor ist > 0. [ ]

Definition 5.8 Kommunizierende Zustinde
Zwei Zustinde p und ¢ kommunizieren miteinander, wenn sowohl p — ¢, als auch g — p gilt.
Wir schreiben p < q.

Satz 5.9 < als Aquivalenzrelation
Die Kommunikation zwischen je zwei Zustdnden <> definiert eine Aquivalenzrelation:
Beweis:

(1) ¢ ¢ q (Reflexitivitiit) folgt aus A =TI und I, , = 1.
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(2) Falls g <> p, dann gilt auch p <> ¢ (Symmetrie). Dies folgt aus der Definition der kommu-
nizierenden Zustinde.

(3) Falls p > 7 und r <> ¢, dann gilt auch p <> ¢ (Transitivitiat). Die Transitivitat folgt so:
Wenn p <+ 7 und 7 <+ ¢, dann gibt es n,m € INp, so dass A > 0 und A > 0. Wir
folgern daraus, zusammen mit der Nichtnegativitéit jedes Eintrags der Matrix A und jeder
ihrer Potenzen A?:

n—|—m n m n m

- S A > AL A 5o

paq
SEQ

Die Zustandsmenge lisst sich somit in Aquivalenzklassen, die kommunizierenden Klassen, par-
titionieren. Nach unseren Uberlegungen zur Erreichbarkeit entsprechen die Aquivalenzklassen
im Zustandsdiagramm den starken Zusammenhangskomponenten. Jeder Knoten gehort zu
genau einer starken Zusammenhangskomponente.

Definition 5.10 Kondensationsgraph D*

Sei D ein gerichteter Graph mit den starken Zusammenhangskomponenten { Ky, K, ..., K;,}.
Dann definieren wir den Kondensationsgraph D* = (V| E) als gerichteten Graphen mit der
Knotenmenge V = {K, Ks, ..., K, }. Eine Kante (K, K;) existiert in D* genau dann, wenn
es in D zwei Knoten v € K; und u € K gibt, fiir die eine Kante (v, u) in D existiert.

Wir kontrahieren also die Aquivalenzklassen beziiglich der kommunizierenden Zustinde zu
einem einzigen Zustand. Ein Beispiel fiir den Kondensationsgraphen eines gerichteten Graphen
D aus Abbildung 8 ist in Abbildung 9 zu sehen.

Satz 5.11 Azyklizitit des Kondensationsgraphen
Sei D ein gerichteter Graph und D* der zugehorige Kondensationsgraph, dann ist D* azyklisch.

Beweis: Angenommen, es gibt einen Zyklus K; , K;,,..., K;,, K;, in D*. Die K; in dieser
Aufzéhlung sind paarweise verschieden, denn sonst konnten wir den Zyklus kiirzer beschreiben.
u sei ein Knoten in K;, und v sei ein Knoten in K;,. Uber den Zyklus K;,, K, . .., K;,, K;, ist
offensichtlich u von v aus erreichbar, sowie v von u aus erreichbar. Also mussten v und v in
derselben starken Zusammenhangskomponente liegen. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,

dass die K; paarweise verschieden sind. [ ]

Fiir die folgenden Definitionen sei wieder A die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer
endlichen homogenen Markovkette mit Zustandsmenge ().

Definition 5.12 Abgeschlossene Zustandsmenge

Eine Zustandsmenge C' C @ heifit abgeschlossen, wenn fiir alle p € C und fiir alle ¢ ¢ C' gilt
Apq = 0.

Es gibt also keine Mdglichkeit, eine abgeschlossene Menge zu verlassen. Zum Beispiel ist in
Abbildung 8 die Menge {7,8,9,10,11} abgeschlossen, ebenso wie {9,10,11}.
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Abbildung 8: Beispiel aus [Rob76| zur Klassifizierung der Zustinde

Abbildung 9: Beispiel aus [Rob76]: Der Kondensationsgraph D*

Definition 5.13 FErgodische Zustandsmenge

Eine Zustandsmenge C' C @ heifit ergodisch (oder irreduzibel), wenn sie abgeschlossen ist und
keine echte Teilmenge B C C ebenfalls abgeschlossen ist.!

In unserem Beispiel in Abbildung 8 sind die ergodischen Mengen die {9,10}, {11} und {1, 2, 3}.

!Einige Autoren fordern bereits fiir die Ergodizitéit auch die Aperiodizitit. Wir folgen hier der Bezeichnung
von [Rob76] und [KS60] und nennen aperiodische ergodische Markovketten regelméfige Ketten. Siehe auch
Definition 5.35.
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Satz 5.14 Ergodische Menge im Kondensationsgraphen

Eine Zustandsmenge C' C @ ist genau dann ergodisch, wenn C' im Zustandsdiagramm (und
entsprechend im Kondensationsgraphen) eine starke Zusammenhangskomponente ist, die keine
ausgehenden Kanten hat.

Beweis:

,<=“: Sei C' im Zustandsdiagramm eine starke Zusammenhangskomponente ohne ausgehende
Kanten. Dann ist C' auch eine Aquivalenzklasse kommunizierender Zusténde, bei der fiir alle
p € C und fiir alle ¢ ¢ C gilt: p /4 ¢, also insbesondere A, , = 0. Somit ist C' abgeschlossen.
Auflerdem gilt fiir ein B C C, dass B nicht abgeschlossen sein kann, denn in C' kann jeder
Zustand jeden anderen erreichen. Es gibt also immer ein Paar p € B und ¢ € C'\ B, so dass
Ap g > 0 gilt.

,1 < 1 Sei C' eine Knotenmenge, die aus C' ausgehende Kanten hat. Es gibt dann p € C
und ¢ ¢ C, so dass eine Kante von p nach ¢ fiihrt. Fiir diesen Eintrag in der Wahrscheinlich-
keitsiibergangsmatrix gilt A, , > 0. C' kann nicht abgeschlossen sein.

Angenommen C' ist eine Knotenmenge, die keine ausgehenden Kanten hat, aber C' ist selbst
keine starke Zusammenhangskomponente. Wir kénnen dann den Kondensationsgraphen ein-
geschrankt auf C betrachten. Es muss eine starke Zusammenhangskomponente B C C geben,
die keine ausgehende Kante hat (vergleiche den Beweis zu Satz 5.11). B ist somit eine echte
Teilmenge von C, die abgeschlossen ist. C' kann nicht ergodisch sein. ]

Definition 5.15 Transiente Zustandsmenge

Ein Zustandsmenge C C @, die eine Aquivalenzklasse beziiglich der Kommunikation ist und
die nicht ergodisch ist, heifit transiente Zustandsmenge.

Bemerkung: Im Zustandsdiagramm ist eine transiente Zustandsmenge eine starke Zusam-
menhangskomponente mit ausgehenden Kanten.

Definition 5.16 FErgodische, absorbierende und transiente Zustinde

Wir nennen einen Zustand g € @) ergodisch, wenn die Aquivalenzklasse aller mit ihm kommu-
nizierender Zustéinde [g]., ergodisch ist.

Wir nennen einen Zustand g € @ transient, wenn [q],, transient ist.

Wir nennen einen Zustand ¢ € @ absorbierend, wenn [g|., = {q¢} gilt und {g} abgeschlossen
ist.

Bemerkung: Ein Zustand ¢ ist genau dann absorbierend, wenn A,, = 1 gilt. Ein absorbie-
render Zustand ¢ ist ergodisch.

Diese Definition des transienten Zustands ist im Falle der endlichen Zustandsmenge dquiva-
lent zu der bekannten Definition in der Stochastik, die sich auf die Wahrscheinlichkeit der
Riickkehr zu einem Zustand ¢ in endlicher Zeit bezieht.

Satz 5.17 Struktur einer Markovkette

Eine endliche homogene Markovkette besteht aus transienten und ergodischen Zustandsmen-
gen (Komponenten). Die folgenden Eigenschaften gelten:

(1) Hat die Markovkette einmal eine transiente Komponente erreicht und diese dann wieder
verlassen, dann kann sie nicht mehr zu dieser transienten Komponente zuriickkehren.
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(2) Von einem transienten Zustand aus kann man immer mindestens eine ergodische Kompo-
nente erreichen.

(3) Hat die Markovkette einmal eine ergodische Komponente erreicht, dann kann sie diese
nicht mehr verlassen.

(4) In einer endlichen homogenen Markovkette gibt es immer mindestens eine ergodische Kom-
ponente.

Beweis: Die Eigenschaften sind eine direkte Konsequenz aus unseren bisherigen Uberlegun-
gen zur Erreichbarkeit und ihrer Ubertragbarkeit auf das Zustandsdiagramm (Satz 5.7). Wir
wissen, dass der Kondensationsgraph azyklisch ist, und fiir gerichtete azyklische Graphen exi-
stiert bekanntlich eine topologische Sortierung. Wir betrachten also eine beliebige aber feste
topologische Sortierung auf dem Kondensationsgraphen.

(1) Es ist nicht mo6glich, von einem Knoten zu einem anderen Knoten zu gelangen, der friiher
in der topologischen Sortierung erscheint.

(2) Hat ein Knoten noch mindestens eine ausgehende Kante, dann kann man dieser folgen und
wieder zu einem Knoten gelangen, der in der topologischen Sortierung spéter erscheint.
Dies kann man solange fortfiihren, bis ein Knoten keine ausgehende Kante mehr hat. Die
zu diesem Knoten gehérige Komponente ist ergodisch.

(3) Es gibt keine ausgehende Kante aus einer Knotenmenge, die einer ergodischen Komponente
entspricht.

(4) In der topologischen Sortierung des Kondensationsgraphens gibt es einen letzten Knoten,
dieser kann keine ausgehende Kante haben und die zugehorige Komponente ist somit
ergodisch. .

Definition 5.18 FErgodische Markovkette
Eine Markovkette heifit ergodisch (oder irreduzibel), wenn jeder Zustand mit jedem anderen
kommunizieren kann.

Bemerkung: Eine Markovkette ist genau dann ergodisch, wenn ihr Zustandsdiagramm stark
zusammenhéngend ist. Eine ergodische Markovkette besteht nur aus ergodischen Zusténden.
Der Kondensationsgraph einer ergodischen Markovkette besteht aus einem einzigen Zustand.

Definition 5.19 Absorbierende Markovkette
Eine Markovkette heifit absorbierend, wenn jede ergodische Menge nur aus einem Zustand
besteht.

Bemerkung: Eine Markovkette ist genau dann absorbierend, wenn sie wenigstens einen absor-
bierenden Zustand hat und jeder nichtabsorbierende Zustand kann irgendeinen absorbierenden
Zustand erreichen.

Wir kénnen die Untersuchung einer beliebigen Markovkette in zwei Stufen aufteilen. Das Ver-
halten bevor wir in einen ergodischen Zustand wechseln und das Verhalten danach. Beim
Verhalten vor dem Eintritt in einen ergodischen Zustand kénnen wir die Struktur der ergodi-
schen Mengen vernachléssigen und diese jeweils als einen absorbierenden Zustand auffassen.
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Definition 5.20 Absorptionsgraph

Sei D das Zustandsdiagramm einer Markovkette mit Zustandsmenge () und Wahrschein-
lichkeitsiibergangsmatrix A. Die Markovkette habe die ergodischen Zustandskomponenten
E\,Es,...,Ey,. B sei die Menge aller ergodischen Zustéinde B := |J*, E;. Dann ist D° =
(V, E) der Absorptionsgraph mit der Knotenmenge V = (Q \ B) U U~ ,{E;} =: Q°. Das
heifit: Jeder transiente Zustand ist ein Knoten. Auflerdem wird jede ergodische Komponente
zu einem einzelnen Knoten kontrahiert. Eine Kante (p,¢) existiert in D fiir zwei transiente
Zustdnde p,q € () genau dann, wenn A, , > 0. Von einem transienten Zustand p zum Knoten
einer ergodischen Komponente Ej existiert die Kante (p, E;) genau dann, wenn ), A, > 0.
Auflerdem gibt es fiir jedes E; eine Schleife (E;, E;) € E. Dariiber hinaus gibt es keine Kanten.

In Abbildung 10 ist der Absorptionsgraph D° dargestellt. Die Abbildung setzt die Reihe der
Beispiele in Abbildungen 8 und 9 fort.

Abbildung 10: Absorptionsgraph D° zur Analyse der Markovkette vor dem Eintritt in einen
ergodischen Zustand

Wir kénnen den Absorptionsgraphen wieder als Zustandsdiagramm einer absorbierenden Mar-
kovkette mit Zustandsmenge (J° betrachten und uns so zun#chst auf die Analyse einer absor-
bierenden Markovkette beschrinken. Auf diese Tatsache wird in [Rob76] zwar hingewiesen, sie
wird allerdings nicht weiter mathematisch ausgefiihrt. Wir benétigen jedoch eine exakte Theo-
rie der Zerlegung der Analyse des Verhaltens vor und nach dem Eintreten in eine ergodische
Komponente und leiten deshalb die bendtigten Ergebnisse selbst her.

Definition 5.21 Absorptionsmatriz P der absorbierenden Markovkette zu D°

Wir iibernehmen die Voraussetzungen aus der vorigen Definition. Dann sei P die Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsmatrix der zum Zustandsdiagramm D° gehorigen Markovkette. P sei fiir
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alle transienten Zustédnde p und ¢ und fiir alle ergodischen Komponenten F;, E; so definiert:

By = Apy
PpaEi = ZAP/"
rek;
PEiaq = 0
1 i=7y
Por; = {0 i # ]

Wir nennen P die zu A gehorige Absorptionsmatrix.

Satz 5.22 Potenzen der Absorptionsmatriz P

P sei die zu A gehorige Absorptionsmatrix. Dann gilt fiir ¢ € INy, fiir alle transienten Zustidnde
P, q und alle ergodischen Komponenten E;, E;:

t t
By = A
) _ ¢
PpaEi - ZA]()}
rek;
t
P JSJi),q =0

(t) _ 1 1=
PEi,EJ’ = {0 i

Beweis: Die letzten beiden Gleichungen sind offensichtlich, da es sich um eine absorbierende
Markovkette handelt.

Wir zeigen PIS,? = Az(,t}] fiir zwei transiente Zusténde p, ¢ durch Induktion: Pp(?q) = A]S,?()I gilt, weil
der Eintrag 1 ist, falls p = ¢ und 0 sonst. Fiir ¢ = 1 greift die Definition von P. Gelte jetzt
also P,S,tg = A;S,g fiir alle transienten Zusténde p, ¢. Dann folgt

t+1 _ t
Pp(7q ) - Z PZS,T-)P'I‘,q

reQ®

m
= Z Py Prg + Z ngtf)z P, 4
r € Q°, 1=1 —

0
r transient

= > ADA+ Y A
r€Q, r€Q,

r transient r ergodisch

= Z A(flAr,q
reQ

_ t+1
Aq".

2‘ AT,‘I
0

= D ren; Ag(zt,)r fiir transiente p und ergodische

E; gilt. Wir gehen auch hier wieder induktiv vor. Pp(% =0=> B AI(,?Q gilt, ebenso wie

Nun bleibt noch zu zeigen, dass auch PIEZ)EZ,
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P;}%i =D e, A,(b)« nach Definition von P. Es gelte also PIS% = ren, A,‘f;l fiir alle transienten
Zusténde p und alle ergodischen Komponenten E;. Hier folgt

(t+1)  _
vaEl - Z p S 8 E

SEQ®
= Z p()Ps, B, +ZPpE P, B,
o 1 SN——
€ Q, ’ I= 1 ¢=3
s transient 0 i
SEED DRRTD SEUES SPTH SR NS SIINCH p
5€Q, rek; s€E; reE; s E€EQ\ Ey, reE;
s transient W_/ s ergodisch
= > 2 AN D ANAL+) ) A“)Aw
rek;  seqQ, rel; sek; relE; se Q\ E;,
s transient s ergodisch
= 22 AN
reb; seQ
_ (t+1)
- Z Ap"r ’
rek;

Wir konnen die Analyse einer allgemeinen Markovekette also vorerst wie fiir eine absorbierende
Kette bis zur Absorption durchfiihren. Sind wir einmal in einer ergodischen Menge absorbiert
worden, konnen wir unsere Analyse auf diese beschrianken und sie so vornehmen, als beféinden
wir uns in einer ergodischen Kette.

5.2 Absorbierende Markovketten

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der Frage, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, in einer
endlichen Markovkette von einem Zustand ¢ ausgehend irgendwann einmal einen ergodischen
(beziehungsweise absorbierenden) Zustand zu erreichen.

Die Ergebnisse dieses Unterabschnitts haben wir wieder [Rob76] und [TK98] entnommen.

Satz 5.23 Erreichen eines ergodischen Zustands
In einer endlichen Markovkette strebt fiir jeden Startzustand die Wahrscheinlichkeit, dass der
Prozess nach ¢ Schritten einen ergodischen Zustand erreicht, fiir ¢ — oo, gegen 1.

Vor dem Beweis zunachst ein Korollar fiir absorbierende Markovketten.

Korollar 5.24 Absorptionswahrscheinlichkeit
Die Wahrscheinlichkeit der Absorption in einer absorbierenden Markovkette ist 1.
Beweis von Satz 5.23: Da es nach Satz 5.17 fiir jeden Zustand p mindestens einen erreich-

baren ergodischen Zustand ¢ gibt, und da nur endlich viele Zusténde existieren, gibt es ein
t € INy, so dass fiir jeden transienten Zustand p € ) ein ergodischer Zustand ¢, € () und ein
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t, <t existiert, mit der Eigenschaft Ag’,}i > 0. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, unabhéngig
vom Startzustand, in hochstens ¢ Schritten einen ergodischen Zustand zu erreichen eine posi-
tive Zahl w. Die Wahrscheinlichkeit, nach hochstens ¢ Schritten keinen ergodischen Zustand
erreicht zu haben, ist damit 1 — w. Wegen der Markov-Eigenschaft ist die Wahrscheinlichkeit,
innerhalb der néchsten hochstens ¢ Schritten, keinen ergodischen Zustand zu erreichen, wieder
1 — w. Somit konnen wir schlieflen, dass die Wahrscheinlichkeit, nach héchstens kt Schritten
keinen ergodischen Zustand zu erreichen (1 — w)* ist. Da 0 < w < 1 gilt, ndhert sich diese
Wahrscheinlichkeit an 0 an. |

Definition 5.25 Kanonische Form fiir eine absorbierende Markovkette

A sei die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer endlichen homogenen absorbierenden Mar-
kovkette. Wenn wir die Zustinde der Markovkette so sortieren, dass alle absorbierenden
Zustéinde zuerst aufgezihlt werden, dann ist A in kanonischer Form und hat folgendes Ausse-

i

Die Einheitsmatrix I steht fiir die Uberginge der absorbierenden Zustéinde zu sich selbst,
die Nullmatrix besagt, dass keine Uberginge von einem absorbierenden zu einem transienten
Zustand existieren. R stellt die Ubergiinge von transienten zu absorbierenden Zustinden dar.
In der quadratischen Matrix S sind die Uberginge der transienten Zustinde untereinander
angegeben.

Es gilt nach Satz 5.23: S* — 0 komponentenweise fiir t — oo.

Lemma 5.26 Potenzen von A

A sei eine Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer absorbierenden Markovkette in kanoni-
scher Form. Dann hat A’ die Form
I |0
t__
4= < Ry | ' > ’

wobei Ry eine Matrix ist, fiir die Ry = (I+S+S*+...+S"!") x R gilt.

Beweis: B C (@ sei die Menge der absorbierenden Zustinde und C := @ \ B sei die Menge
der transienten Zustédnde. Dann gilt fiir ¢ € B:

A@:ZA@ VoA, =AY . 1=42 = =4

q,9
reqQ 1

Und da A? wieder eine stochastische Matrix ist, gilt falls p € B fiir alle ¢ # p: A](Dt)] =0
Wenn wir die Eintrige von A’ fiir zwei transiente (nichtnotwendig verschiedene) p,q € C
betrachten, also solche mit Eintrigen in der S-Teilmatrix, dann erhalten wir

A= S A g = S ALY A+ T Ay =04 TS0 -5, =S

rEQ reB O reC reC
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Fiir Zusténde p € C' und ¢ € B, also Eintrige in R, gilt:

R(t)p,q = ZAS;I) . Ar,q + ZA;(f,;l) 'Ar,q

reB ler=q reC
= AfTV 4y sV R,
reC

= R-1)pg T+ (St_l X R)pq
= Rp-opg+ (Sti2 X R)pq+ (Stil X R)pq

Rypq + (8" x R)pg+...+ (8! x R)p.q
= (I+S+8*+...+8V)xR),,.

Wir erhalten sofort den folgenden Satz:

Satz 5.27 Grenzmairiz einer absorbierenden Markovkette

A sei eine Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer absorbierenden Markovkette in kanoni-
scher Form. Dann hat der komponentenweise Grenzwert von A? die Form

I |0
. t_
t]lgloA_<Roo O)’

wobei R, eine nichtnegative Matrix mit Zeilensumme 1 ist.

Beweis: Zu zeigen ist nur noch, dass der komponentenweise Grenzwert

t
Ry = lim Ry = hm(ZOS ) xR

t—o00 4

existiert.

Wir wissen aus Satz 5.23 bereits, dass limy_,o, S — 0 komponentenweise gilt. Wir benétigen
auflerdem den Beweis zu den zwei folgenden Behauptungen:

e Die Matrix (I — S) hat eine Inverse.

o Esgilt I-S)'=I+S+S8°+...=37,S"

Zunichst erinnern wir uns an die Eigenschaft der Determinanten: det(Ax B) = det(A)-det(B),
det(I) = 1, A hat genau dann eine Inverse, wenn det(A) # 0 gilt. AuBerdem gilt:

I-S)x(I+S+S8°+...+8") = I-S)+(S—-8H)+...+(S"1 -8
= I-S)x (I+S+S*+...+S8"") = I-S" (2)

Also gilt I — S* — I. Da det(I) = 1 und die Determinante eine stetige Funktion ist, gilt fiir
geniigend groBe ¢: det(I — S*) # 0. Weil det(A x B) # 0 < det(A) # 0 A det(B) # 0, muss
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auch det(I—S) # 0 gelten. Das heifit die Inverse existiert. Multiplizieren wir beide Seiten von
(2) von links mit (I — S)~! dann erhalten wir

I+S+S*+...+S"'=T-8)"'x (I-8.

Und fiir ¢ — oo erhalten wir (I —S)~" =3 S"
Die beiden Behauptungen stimmen also und wir folgern, dass Ro, = (I — S)™' x R existiert.
]

Bemerkung: Fiir einen ausgezeichneten Startzustand ¢y € C, kénnen wir in der Zeile g
der Matrix R, die Wahrscheinlichkeit ablesen, von ¢, ausgehend in einem Zustand p € B
absorbiert zu werden.

5.3 Ergodische Markovketten

Wie bereits gesehen, konnen wir die ergodischen Komponenten einer allgemeinen Markov-
kette gut getrennt betrachten und fiir die asymptotische Analyse der Markovkette spéter die
Wabhrscheinlichkeiten der ergodischen Komponente mit der asymptotischen Absorptionswahr-
scheinlichkeit dieser ergodischen Komponente vom Startzustand aus multiplizieren.

Gehen wir also im Folgenden von ergodischen Markovketten (siehe Definition 5.18) aus. Das
Zustandsdiagramm ist somit stark zusammenhéngend.

Definition 5.28 Periode eines Zustands

Fiir eine Markovkette mit Ubergangswahrschelnhchkeltsmatrlx A bilden wir fiir Zusténde p, ¢
die Menge N, , := {t € IN|A{") > 0} = {t € IN|p kann ¢ in ¢ Schritten erreichen}. Die Periode
des Zustands q ist dann d(g) = ggt(N,,). Falls Ag’fz] = 0 fiir alle t € IN, dann definieren wir
d(q) := 0.

Wir haben jetzt die Periode eines Zustands einer ergodischen Markovkette eingefiihrt und
wollen auch die Periode einer ergodischen Markovkette definieren. Um zu zeigen, dass diese
Definition méglich ist und Sinn macht, bendtigen wir eine Folge von Lemmata. (Vergleiche
[KS60], Seite 51t.)

Lemma 5.29 N, , ist unter Addition abgeschlossen

Ny,q sei fiir einen Zustand ¢ wie oben definiert. Dann gilt fiir a,b € N4, dass auch a+b € N,
ist.

Beweis: Falls a € N, 4, dann gilt Ag’fg > 0 und fiir b gilt Entsprechendes. Es folgt wegen der
Nichtnegativitéit von A:
Z A(a) A (a) , 4®

v Agg >0

req

und a + b ist ein Element von N ,. ]
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Lemma 5.30 FEigenschaften einer unter Addition abgeschlossenen Menge

Sei N C IN eine unter Addition abgeschlossene Menge, dann enthilt NV, bis auf endlich viele
Ausnahmen, alle Vielfachen von ggt(N).

Beweis: Wir definieren d := ggt(N). Falls d > 1, teilen wir alle Elemnte von N durch d, so dass
wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass d = 1 gilt. Wir haben jetzt eine Menge ganzer Zahlen,
deren grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist und es gibt auch eine endliche Teilmenge {nq,...,n;}
mit dieser Eigenschaft. Dann gibt es also eine Linearkombination a1n; +asne + ...+ agng =1
mit ganzzahligen a;. Sammeln wir alle positiven Summanden zu m einerseits und alle negativen
Summanden zu —n, andererseits, dann erhalten wir zwei Zahlen m € IN und n € IN mit
m—n = 1, die wegen der Abgeschlossenheit unter Addition auch Elemente von N sein miissen.
Sei t > n(n — 1). Dann kénnen wir ¢ immer zusammensetzen aus t = an + b, wobei a > n — 1
und 0 < b < n —1 ist. Dann gilt aber auch t = an + (m — n)b = (a — b)n + bm und wegen
m,n € N und der Abgeschlossenheit unter Addition ist £ € N. Wenn jedes geniigend grofie ¢
in N liegt, gibt es nur endlich viele natiirliche Zahlen, die nicht in N liegen. ]

Wir wissen jetzt, dass fiir einen Zustand g mit Periode d(q) in der Menge N, , nur Vielfache
von d(q) liegen und sogar, dass jedes geniigend grofie Vielfache von d(¢) in N, , liegt.

Falls zwei Zustédnde in derselben kommunizierenden Klasse liegen, also p <+ ¢, dann ist N, ,
nicht leer. Auflerdem haben alle Zusténde in dieser kommunizierenden Klasse dieselbe Periode.

Lemma 5.31 Periode zweier Zustinde in derselben kommunizierenden Klasse

A sei die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer homogenen Markovkette mit Zustands-
menge (. Dann gilt fiir p,q € @Q falls p <> ¢, dass d(p) = d(q) =: d. Auerdem sind alle
Elemente aus N, , kongruent zueinander modulo d.

Beweis: Es gelte p <+ ¢. Angenommen a € N, 4, b € N, und c € N,

Zunichst einmal gilt a + ¢ € N, weil AY? > AL . AL) > 0. Wenn wir dies auf das Zu-
standsdiagramm iibersetzen heifit das, dass es einen Pfad der Lénge a von p nach ¢ und einen
Pfad der Linge ¢ wieder zuriick nach p gibt. Mit der gleichen Uberlegung lisst sich zeigen,
dass auch a + kd(q) + ¢ € N,, fiir jedes geniigend grofie k£ € IN gilt, denn es gibt den Pfad
von p nach ¢, man kann mehrfach einen Pfad der Lénge k - d(¢) € N,, von ¢ nach ¢ gehen
und dann wieder mit ¢ Schritten in p landen.

Da a+ ¢ Vielfaches von d(p) sein muss und fiir geniigend grofie k auch a+ c+ kd(q) Vielfaches
von d(p) sein muss, muss d(gq) Vielfaches von d(p) sein.

All diese Uberlegungen fithren andererseits auch dazu, dass d(p) ein Vielfaches von d(q) sein
muss, woraus d(q) = d(p) folgt.

Nun zeigen wir noch, dass fiir a,b € N, , gilt: @ = b(mod d). Fiir jedes ¢ € N,, gilt a+c € N,
und b+ ¢ € N, ,. Also sind sowohl a + ¢ als auch b + ¢ durch d teilbar und die Behauptung
muss gelten. [ |

Nach der Definition der Periode eines Zustands und den vorangegangenen Lemmata konnen
wir die Periode einer ergodische Markovkette definieren:

Definition 5.32 Periode einer ergodischen Markovkette

Fiir eine ergodische Markovkette und einen beliebigen Zustand ¢ sei d = d(q) die Periode der
Markovkette.
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Wir nennen eine Markovkette periodisch, wenn sie eine Periode d > 1 hat. Falls d = 1 ist,
dann wird die Markovkette aperiodisch genannt.

Abbildung 11: Beispiel zur Analyse der Periodizitit einer ergodischen Markovkette

Im Beispiel aus Abbildung 11 gilt Ny ; = {6,9,12,15,...} und wir erhalten somit die Periode
d=ggT(Nyy) = 3.

Definition 5.33 Periodischer Abstand zweier Zustinde
Fiir zwei Zustdnde p und ¢ in einer ergodischen Markovkette mit Periode d sei ¢, , eine ganze
Zahl mit der Eigenschaft 0 < ¢, , < d, so dass fiir jedes Element a € N, , gilt a = t, ,(mod d).

Man sieht leicht ein, dass N, , alle aufler endlich vielen Werten ¢, , + kd enthilt.
Insbesondere gilt t,, = 0 und ¢, , + t,, = 0(mod d), sowie t,, + t,, = t, ,(mod d).

Diese Uberlegung fiihrt uns zu einer neuen Aquivalenzrelation = fiir Zustéinde, die definiert ist
durch p = ¢ :& t, , = 0. Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitit sind wegen der Definition
von t,, und den Eigenschaften von N, , offensichtlich. Wir nennen die Aquivalenzklassen
beziiglich = periodische Klassen.

Wir driicken diese Tatsache noch einmal im folgenden Satz aus.

Satz 5.34 Periodische Klassen

Die Zustandsmenge () einer ergodischen Markovkette mit Periode d kann in d periodische
Klassen Cy, ..., Cy_1 C @ partitioniert werden, so dass ausgehend von einem Zustand p € C;
nach genau ¢ Schritten nur ein Zustand ¢ € Cjy mod ¢ erreicht werden kann.

Bemerkung: Ist Cy,...,Cy_; eine solche Partitionierung der Zustandsmenge, dann gilt:
VpeCit € Noyg € Q: Al >0=q € Citymoda-

Definition 5.35 Regelmdf$ige Markovkette

Eine Markovkette heifit regelmiifiig?, wenn sie eine ergodische Markovkette ist und Periode
d = 1 hat, also aperiodisch ist.

2Der englische Begriff regular wird hier wie in [Gan86] mit regelm#Big und nicht mit regulér {ibersetzt.
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Bemerkung: Falls eine Markovkette regelméflig ist, dann fallen alle Zusténde in eine einzige
periodische Klasse. Aus der Definition der Periode d und der Definition und den Eigenschaften
von N, , ergibt sich: Eine Markovkette ist genau dann regelméfig, wenn fiir ihre Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsmatrix A gilt: 3tVp,q € Q : AZ(,?J > 0.

Jede ergodische Markovkette, in der es einen Zustand ¢ gibt, fiir den A,, > 0 gilt, ist re-
gelméafBig. Dies folgt, weil 1 € N, , und damit d = d(q) = 1. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht.

Satz 5.36 Grenzverteilung einer regelmdafigen Markovkette

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer regelmifiigen Markovkette existiert der
(komponentenweise) Grenzwert

wy Wy ... Wy
. wy Wy ... Wy
W = lim A' = ] ] . ,
t—o00 : : .
wy Wy ... Wy

wobei alle Eintrége der Matrix W positiv sind.

Um den Beweis zu fithren, benttigen wir zunéichst folgendes Lemma.

Lemma 5.37 Kontraktion bei Matriz- Vektormultiplikation

Angenommen P ist eine stochastische n x n Matrix, dessen kleinster Eintrag e ist,® und es sei

T
T2

Tp

ein n-dimensionaler Spaltenvektor. Nehmen wir an, dass my der kleinste und M, der grofite
Eintrag von x ist. Gleichsam sei m; der kleinste und M; der groBte Eintrag des Spaltenvektors
Pzx.

Dann gilt M; < M,, sowie m; > mg und M; — my < (1 — 2¢)(My — my).

Beweis: Wir definieren z' von z ausgehend, indem wir alle Eintriige aufler einem mgy durch
M, ersetzen. Dann gilt komponentenweise ' > z. Da jede Zeile in P Zeilensumme 1 hat, ist
jede Komponente von Pz’ von der Form amg + (1 — a) My = My — a(My — myg), wobei a > e.
Somit gilt fiir jede Komponente von Px’, dass sie < My — (Mo —my) ist. Da z < 2, gilt auch
Pz < Pz’ komponentenweise und wir schlieflen, dass

Ml S M() - €(M0 — mo). (3)

Woraus wir wegen My — mg > 0 und € > 0 wiederum schliefen konnen, dass M; < M, gilt.
Wenden wir dieses Vorgehen auf den Vektor —z an, dann erhalten wir

—my < —my — 6(—m0 + M()) (4)

3¢ kann den Wert 0 annehmen.
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Und somit m; > mg. Wenn wir die Gleichungen (3) und (4) addieren, dann erhalten wir
M1 —my S MO — Mgy — 26(M0 — mo) = (1 — 26)(M0 — m()).

Beweis von Satz 5.36: A sei die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix der regelmifigen Mar-
kovkette mit Zustandsmenge @) = {1,2,...,n}. Falls wir nur einen Zustand haben, sind die
Ergebnisse trivial. Nehmen wir also n > 2 an. Ausserdem nehmen wir an, dass P = A fiir
ein geniigend grofles k eine stochastische Matrix mit positiven Eintrégen ist, was wegen der
RegelméBigkeit der Markovkette moglich ist. € sei der kleinste Eintrag in P. Da wir mindestens
zwei Eintrdge in jeder Zeile von P haben, muss 0 < € < % gelten. e, sei der Einheitsvektor,
der nur fiir ¢ den Eintrag 1 hat.
( 0

0
€q = 1
0

Lo

P'e, habe den maximalen Eintrag M, und den minimalen Eintrag m,. Da P'e, = PP''e,,
folgt aus dem Lemma, dass

und
Mt — My S (1 — 26)(Mt,1 — mt,l).

Als Kiirzel verwenden wir d; := M; — m; und es ergibt sich
dy < (1—2¢)" d.

Aus 0 < e < % folgt, dass d; — 0 fiir ¢ — co. Also auch M; — m; — 0 und somit strebt P'e,
gegen einen Spaltenvektor, dessen Eintrége alle gleich sind, wir nennen den Wert w,. Weil
P'e, die g-te Spalte von P’ ist, schlieflen wir, dass P* gegen ein Matrix W strebt mit

wy W2 ... Wy

wy W2 ... Wy
W =

wy W ... Wy

Auch W ist eine stochastische Matrix. Die Eintrige von W sind alle positiv, da fiir jedes ¢
und jedes ¢ gilt: 0 < m; < my; < w,.
Die gleichen Uberlegungen gelten fiir A*, wobei wir jedoch nur fiir jeden k-ten Schritt die
(1—2¢)-Kontraktion garantieren konnen, gleichzeitig ist aber M; —m; auch fiir A*e, zumindest
eine nicht aufsteigende Folge. Im Grenzwert erhalten wir

lim A" = lim P' = W.

t—00 t—o0
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Satz 5.38 Grenzverteilungen periodischer ergodischer Markovketten

Fiir eine ergodische Markovkette mit Periode d und Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix A
existieren fiir 0 < j < d die Grenzmatrizen
() . _ ot
A=A A® = lim A7F
t—00

wobei A% := lim;_, o, (A%)%.

Beweis: Fiir jeden Zustand ¢ der ergodischen Markovkette gilt d = d(q). Fiir 0 < i < d sei
C; eine periodische Klasse. Dann gilt fiir jedes feste C; fiir alle p,q € Cj, dass in N, 4, jedes
geniigend grofle Vielfache von d vorkommt, somit gilt fiir jedes geniigend grofle Vielfache kd
von d fiir alle p, q € C;: A](,lfg) > 0, wihrend fiir p, ¢ mit p € C; und ¢ € C; mit 7 # j Az(fg) =0
gilt.

Wir kénnen AF? jeweils eingeschriinkt auf eine periodische Klasse auch als Ubergangswahr-
scheinlichkeitsmatrix einer regelméfiigen Kette betrachten. Bei entsprechender Sortierung nach
periodischen Klassen hat die Matrix A*? folgendes Aussehen:

P, 0 - 0
Akd: 0 P2

()

0 --- 0 P

Mit P, > 0 fiir alle Eintriige. Nach diesen Uberlegungen existiert die Grenzmatrix fiir Potenzen
von A% Denn wie man leicht nachrechnen kann, haben die Potenzen von A*¢ die Form

plt 0O --- 0
(Akd)t: 0 Pzt

R |

0O --- 0 P;

Wir definieren die Grenzmatrix als

A% = lim (A%)".

t—00

Fiir 0 < j < d muss die Matrixmultiplikation nur entsprechend geklammert werden. [ ]

5.4 Allgemeine Markovketten

Allgemeine Markovketten bestehen aus ergodischen und transienten Zusténden, die sich noch
durch die Aquivalenzrelation <> in kommunizierende Klassen unterteilen lassen. Wir sprechen
im Folgenden von den transienten Komponenten und den ergodischen Komponenten.

Die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer allgemeinen Markovkette lisst sich durch Um-
sortierung der Zustinde in eine kanonische Form bringen. Zuerst werden die m vielen ergo-
dischen Komponenten aufgefiihrt, danach die transienten Komponenten in umgekehrter Rei-
henfolge ihrer topologischen Sortierung im Kondensationsgraphen. Die Matrix hat dann die
folgende Form:
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( Ay 0 o 0 0 .- 0 \
A=1]o0 0 e A 0 e 0
Am+1,1 Am+1,2 Tt Am+1,m Am+1 - 0

K An,l An,2 Tt An,m An,m—|—1 e An )

Fiir 1 < ¢ < m ist A; die Wahrscheinlichkeitsiibergangsmatrix der i-ten ergodischen Kom-
ponente. Eine Matrix A; fiir i > m beschreibt die Uberginge innerhalb einer transienten
Komponente, hier ist die Zeilensumme < 1. Eine doppelt indizierte Matrix A; ; mit ¢ > j steht
fiir die Ubergange von der i-ten Komponente zur j-ten Komponente. Hier ist die Zeilensumme
< 1. Fiir eine Potenz A?! gilt

(Atl 0O -+ 0 0O --- 0 \
t e LY
0 A 0 0 0
At=10 0 - A0 0
* ok * * 0

Dies folgt wie bei der Betrachtung in Lemma 5.26. Ebenso folgt, dass die Wahrscheinlichkeit
eines Ubergangs von einem transienten Zustand p zu einem anderen transienten Zustand ¢ fiir
t — oo gegen 0 geht, also A,S,f?, — 0.

Die Ergebnisse im Rest dieses Abschnitts haben wir zum Teil [TK98] und [Gan86] entnommen,
sie aber mit unseren Methoden selbst hergeleitet.

Satz 5.39 Absorptionswahrscheinlichkeit ergodischer Komponenten

Entsprechend der Sortierung in der kanonischen Form seien Fi, Es, ..., E,, die ergodischen
Komponenten. g, sei ein ausgezeichneter Startzustand. Dann existieren fiir 1 < ¢ < m die

Grenzwerte

r; := lim AD
t—00 q0,p
pEE;

Beweis: Wenn wir wie in Definition 5.21 die zu A gehoérige Absorptionsmatrix P betrachten,
die mit den transienten Zustédnden und den ergodischen Komponenten indiziert ist, dann
erhalten wir nach Satz 5.27, dass lim;_,o, P’ existiert. Nach Satz 5.22 gilt dann ZreEi A](f,)r =

Pp(,%,- und somit auch
lim Y AY = lim P”
t—o0

t—00 qo,T q0,E;"
rek;

Wir bezeichnen r; auch als Absorptionswahrscheinlichkeit der ergodischen Komponente E; von
qo aus. Der Startzustand ¢y kann transient oder ergodisch sein. Im ergodischen Fall ist r; dann
0 oder 1, je nachdem, ob ¢y € E;.
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Lemma 5.40 Grenzmatriz einer Markovkette mit regelmdfigen Komponenten
Sei A die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer Markovkette, deren ergodische Kompo-

nenten F., F,, ..., F,, alle die Periode di = d» = ... = d,, = 1 haben. Dann existiert die
Grenzmatrix
A% = lim A'.
t—00

Beweis: A sei in kanonischer Form. Dann ist jedes A; fiir 1 < i < m Ubergangswahrschein-
lichkeitsmatrix einer regelmifBigen Markovkette. Das heifit nach Satz 5.36 lim; o0 (AL),, = wy
fiir p,q € E;. Wir betrachten Potenzen A’ von A in kanonischer Form und deren komponen-
tenweisen Grenzwert fiir t — oo

e Fiir p, g transient folgt

()
Ay — 0
aus Satz 5.23.
e Fiir p ergodisch und ¢ transient:
AP = 0.

Dies 148t sich schon an der kanonischen Form der Matrix ablesen.
e Fiir p, q ergodisch, p € E;, g € E;

A(t){zo i F£J

POl —ww, 1=7
Dies ergibt sich aus den Uberlegungen am Anfang des Beweises.

e Fiir p transient und ¢ € E; ergodisch:
A — Z AWM A®)

D9 D,$” 78,4
SEQ
_ t t t t t t
= ) ANAL+ D ADAG+) AN AG
s transient v v~ sEQ\E; ~ s€E; ~
-0 <1 LY 0 —Wq
s ergodisch
—  w, lim A®
q t—00 p,s
sekE;
= ’LUq’f'Z'.

Hier ist r; die Absorptionswahrscheinlichkeit der ergodischen Menge F; von p aus.

Satz 5.41 ,Periodizitit“ allgemeiner Markovketten

Fiir eine Markovkette sei die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix A gegeben. Dann gibt es
eine ganze Zahl d, so dass der Grenzwert

lim (A%

t—o00

existiert.
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Beweis: A sei in kanonischer Form. Ey, F,, ..., E,, seien die ergodischen Komponenten der
Markovkette. dy,ds, ..., d,, seien die Perioden der ergodischen Komponenten, also d; = d(q)
fiir ein ¢ € F;. Die Zahl d definieren wir als d := kgV{d,do, ..., dn,}.

Die Matrix A? ist dann die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer Markovkette, die nur
ergodische Komponenten mit Periode 1 hat.

A0 -0 0 -0
0 Al ... 0 0 0

A= 0 0 -~ A2 0 -0
* ok * * 0

\ % % e x ok k)
So wie im Beweis zu Satz 5.38 werden im ergodischen Teil die periodischen Klassen der ur-
spriinglichen Markovkette zu ergodischen Komponenten der d-ten Potenz der Markovkette.
Die Ubergiinge von transienten zu ergodischen Zustinden, sowie von transienten zu transi-
enten Zustdnden in der d-ten Potenz sind nur von qualitativer Bedeutung, ihre tatsichliche
Wahrscheinlichkeit spielt fiir die Grenzwertbetrachtung keine Rolle.

Wir koénnen also Lemma, 5.40 auf A% anwenden und der Grenzwert muss existieren.

A% := lim A"

[ade]

Korollar 5.42 Grenzverteilungen allgemeiner Markovketten

Fiir eine Markovkette sei A die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix. Dann gibt es eine ganze
Zahl d, so dass fiir 0 < j < d die Grenzmatrizen

() , .
A=A A® = lim AT

t—00

existieren, wobei A% = lim;_,,(A%)%.

Beweis: Das Korollar ergibt sich direkt durch entsprechende Klammerung des Matrixprodukts
und Anwendung des Satzes 5.41. |

Definition 5.43 Landau-Funktion F(n)
F(n) sei die Landau-Funktion F'(n) := max{kgV{z1,...,zn}m € INAzy,..., 2, € INAz1+
oot Ty =n}

Bemerkung: Es gilt auch F'(n)) = max{kgV{z1,...,2n}m € NAzy,...,2, € IN Az +
..+ z;m < n}, da z; = 1 in der Definition auch zuldssig ist.

Landau hat die Funktion F(n) untersucht [Lan03] und gezeigt, dass die Abschitzung F(n) =
O(eVn"n) gilt,.

Satz 5.44 Grdfie der Periodizitdt einer allgemeinen Markovkette
Fiir eine Markovkette mit n Zustdnden und d aus Satz 5.41 gilt d < F'(n).
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Beweis: d kann als das kleinste gemeinsame Vielfache der Perioden aller ergodischen Kom-
ponenten der Markovkette gewihlt werden. Fiir die Periode d; einer ergodischen Komponente
E; gilt d; < |F;|, da in jeder der d; periodischen Klassen mindestens ein Zustand sein muss.
Ausserdem gilt wegen |J;-, E; € @ auch Y " d; < > |E;| < |Q] = n. Und somit folgt
d < F(n). n
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6 Markovketten und unire stochastische Automaten

Den Zusammenhang zwischen unéren PFAs und homogenen Markovketten herzustellen, ist
nicht schwer. In der Definition eines PFA gibt es im uniren Fall nur eine stochastische Uber-
gangsmatrix. Betrachten wir diese als Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix einer homogenen
Markovkette, dann kénnen wir sehr einfach unsere Ergebnisse zur Periodizitdt homogener
Markovketten auf stochastische Automaten iibertragen. Im Folgenden habe ein unérer PFA
M die vereinfachte Beschreibung M = (Q, A, 7, 7).

6.1 Die Arbeit von Milani und Pighizzini

Milani und Pighizzini ist es in ihrer Arbeit Tight bounds on the simulation of unary probabilistic
automata by deterministic automata [MPOO] gelungen, eine obere Schranke fiir die Grofle der
ultimativen Periodizitéit einer undren Sprache, die von einem PFA mit isoliertem Cutpoint
akzeptiert wird, zu zeigen.

Satz 6.1 Ultimative Periodizitit von T (M, \)

Gegeben sei ein unirer PFA M mit n Zustinden. T(M, ) sei die Sprache, die mit isoliertem
Cutpoint A von M akzeptiert wird. Dann gibt es eine ganze Zahl d = O(eV"™"), so dass fiir
jedes m, das geniigend grof ist, 1™ € T'(M, \) genau dann gilt, wenn 1™¢ € T'(M, \) gilt.
Das heifit T'(M, \) ist ultimativ d-periodisch.

Beweis: Der PFA sei M = (Q, A, 7, 7). Es existieren nach Korollar 5.42 fiir ein d < F(|Q|)
und 7 =0,1,...,d — 1 die Grenzmatrizen

) . .
A = ATA® = lim ATt%

t—00

mit A® = limy_,(A49)".
Also gibt es fiir jedes € > 0 eine ganze Zahl p, so dass fiir jedes m > pu gilt, dass

(m mod d)
ITA™p—m A n| <e

Wir nehmen an, dass der Cutpoint e-isoliert ist, also fiir jedes m € INg: [T A™n — A| > € gilt.
Daraus folgt fiir jedes m > u:

(m mod d)
TA"p >\ & 7 A n>A

Und somit folgt, da (m + d) mod d = m mod d, dass fiir jedes m > u
TA™) >\ & AT > ),
oder anders ausgedriickt:
1meT(M,\) & 1™eT(M,)N).

Somit ist die Sprache ultimativ d-periodisch. [ ]
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Korollar 6.2 Obere Schranke fiir den zyklischen Teil eines DFA
Zu jedem PFA der eine unire Sprache mit isoliertem Cutpoint akzeptiert, existiert ein dqui-
valenter DFA| der im zyklischen Teil hochstens F'(n) Zustéinde hat.

Beweis: Dies ist eine direkte Konsequenz aus Satz 6.1 und Satz 3.33. [ ]

Auflerdem ist diese Schranke scharf.

Satz 6.3 Untere Schranke fiir die ultimative Periodizitit
Fiir jedes n € IN gibt es einen uniren PFA mit isoliertem Cutpoint und n Zustédnden, der eine
Sprache mit minimaler ultimativer Periodizitdt F'(n) akzeptiert.

Beweis: Fiir gegebenes n sei die zu akzeptierende Sprache L, := (1¥(™)*. Die Sprache hat
die minimale ultimative Periodizitdt F'(n). Wire die ultimative Periodizitdt x < F'(n), dann
miisste es auch ein k € INy mit 1¥F(™ ¢ I, und 1¥F(+x ¢ I, geben, dies widerspricht aber
der Definition von L,.

Nach der Definition von F'(n) (Definition 5.43) muss es ein Tupel natiirlicher Zahlen (dy, . .., ds)
geben, fiir die F'(n) = kgv{dy,...,ds;} und dy + ... + ds = n gilt.

Wir beschreiben den PFA, der die Sprache (17()* akzeptiert, informell. Abbildung 12 zeigt
das Zustandsdiagramm des PFA.

Fiir jedes d; gibt es im PFA einen Zyklus F; der Lénge d;. Der Zyklus E; enthalte die Zustdnde
Qi 0,91, -5Gid;—1, S0 dass vom einen zum néchsten ein deterministischer Ubergang definiert
18t: Ay g (i41) mod o= 1 fiir 0 < j < d;. Die akzeptierenden Zustdnde seien fiir 1 < ¢ < k die
gio- Die Startverteilung sei so, dass m, = % fiir alle ¢ = ¢; o und 0 sonst. Betrachten wir ein

N— N—
- - - -

d1 Zustinde dj, Zustinde
WV

n Zustdnde

B
=

- i

Abbildung 12: Der unire PFA fiir den Beweis der unteren Schranke der ultimativen Periodizitét

Wort 1™ der Linge m. Falls m ein Vielfaches von F(n) ist, dann ist es auch Vielfaches von
jedem d; und das Wort wird mit Wahrscheinlichkeit 1 akzeptiert. Ist m kein Vielfaches von d,
dann gibt es mindestens einen ergodischen Zyklus, der das Wort 1™ nicht akzeptiert. Also ist
die Akzeptanzwahrscheinlichkeit < 1 — % Wahlen wir nun den Cutpoint A =1 — i, dann ist
dieser offensichtlich o isoliert und die akzeptierte Sprache ist wie gefordert (17(™))*, n

Korollar 6.4 Untere Schranke fiir den zyklischen Teil eines DFA
Fiir jedes n € IN gibt es einen unédren PFA mit isoliertem Cutpoint und n Zusténden, so dass
jeder dquivalente DFA mindestens F'(n) Zustidnde in seinem zyklischen Teil haben muss.
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Beweis: Der PFA sei wie im Beweis zu Satz 6.3 definiert. Dann ist L, = (1¥™)* die akzep-
tierte Sprache. Die Sprache ist minimal ultimativ F'(n) periodisch und nach Satz 3.33 muss
auch der zyklische Teil des minimalen DFA, der L, akzeptiert, F'(n) Zustéinde haben. [ |

6.2 Die Arbeit von Mereghetti, Palano und Pighizzini

Mereghetti, Palano und Pighizzini haben in ihrer Arbeit On the succinctness of determini-
stic, nondeterministic, probabilistic and quantum finite automata [MPPO01] unter anderem den
folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.5 Grofle eines undren PFA fiir Ly

Fiir jedes k = p*p3?---p%™ mit p; prim und «; € IN ist die notwendige und ausreichende
Zahl der Zustéinde eines PFA, der die Sprache L, = {1%|l € INy} mit isoliertem Cutpoint
akzeptiert, pi* + po? + ... + pom.

Aus dem Beweis zu Satz 6.3 wissen wir bereits, dass p" + p3> + ... + p&m Zusténde fiir den
PFA ausreichen. Die untere Schranke erhalten wir in dieser Arbeit als Satz 7.6.
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7 Eine obere Schranke fiir die Periodizitit, die von ¢
abhingt

Die Schranke ©(eV™"") fiir die Grofie des zyklischen Teils eines iquivalenten DFA von Milani
und Pighizzini beriicksichtigt nicht die Gréfle der e-Isolation, wie dies zum Beispiel die obere
Schranke von Rabin tut.

Wir werden zeigen, dass es auch im unéren Fall eine Schranke fiir die Grofle des zyklischen
Teils des DFA gibt, die wesentlich von der Gréfle von e abhingt.

7.1 Die Bedeutung der e-Liicke

An dem Beweis fiir die untere Schranke der ultimativen Periodizitéit (Satz 6.3) sieht man be-
reits, dass fiir grofe Zustandszahlen die Isolation deutlich kleiner wird. Jeder ergodische Zyklus
im konstruierten PFA hat eine Absorptionswahrscheinlichkeit von mindestens dem Doppelten
der Isolationsliicke.

Die Vermutung, dass dies auch nétig ist, wird sich bestdtigen. Das heifit, dass jede ergodische
Komponente, die etwas zur Gesamtperiode beitragt, mindestens Absorptionswahrscheinlich-
keit 2¢ hat und es somit andererseits hochstens 2% viele ergodischen Komponenten geben kann,
deren Periode etwas zur Gesamtperiode beitragen.

Intuitiv 148t sich dies dadurch erkldren, dass eine ergodische Komponente, die eine kleinere
Absorptionswahrscheinlichkeit als 2¢ hat, und deren Periode teilerfremd zu allen anderen Pe-
rioden ist, entweder gar keinen Einfluss auf die Akzeptanz des Wortes hat, oder aber bei dem
Versuch, die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zum Beispiel von einem Wert unter A\ — ¢, der sich
schon durch die anderen ergodischen Komponenten ergeben hat, auf einen Wert oberhalb des
Cutpoints zu heben, in den isolierten (verbotenen) Bereich kommt.

Zunichst bendtigen wir noch zwei Definitionen

Definition 7.1 Absorptionswahrscheinlichkeit einer ergodischen Komponente im PFA
M = (Q, A, m,n) sei ein unérer PFA. Wir betrachten die zur stochastischen Matrix A gehérige
Markovkette. Die Markovkette habe m viele ergodische Komponenten E; C (). Die Absorpti-
onswahrscheinlichkeit einer ergodischen Komponente E; im PFA sei

r; = lim T - AY = lim (mAY),.

t—o0 P t—00
q€Q,pEE; PEE;

Bemerkung: Der Grenzwert existiert nach denselben Uberlegungen wie in Satz 5.39. An
dieser Stelle gehen wir jedoch nicht von einem ausgezeichneten Startzustand aus, sondern von
der Anfangsverteilung 7.

Satz 7.2 Redundanz der Perioden unwahrscheinlicher ergodischer Komponenten

Gegeben sei ein unirer PFA M = (Q, A, 7, n). Die zugehorige Markovkette habe m ergodische
Komponenten E, ..., F,, mit jeweiliger Periodizitat d; und Absorptionswahrscheinlichkeit 7;.
Fiir eine Indexmenge I C {1,...,m} moge die folgende Eigenschaft gelten: Hat die Vereini-
gung ergodischer Komponenten | J,.; E; in der Markovkette eines stochastischen e-isolierten
Automaten eine Absorptionswahrscheinlichkeit » .., 7; < 2¢, dann ist die Sprache ultimativ
D-periodisch mit

D :=kgV({d;li € {1,...,m}\ I}).
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Beweis: Wir wissen, dass fiir d = kgV({dy,...,d,,}), der Grenzwert A% = lim; ., (A%)"
existiert und fiir j € {0,1,...,d — 1} ist

(9)

A= AVA® = lim A7T4

t—00

wobei der Grenzwert komponentenweise zu verstehen ist.
Daraus folgt, dass zu jedem ¢ > 0 ein u; € IN existiert, so dass

(z mod d)
Vo > Z|(7TA$)q —(m A )yl <d
q€eQ

gilt und wegen Satz 6.1 existiert auch ein ps € IV, so dass

V> ps: 1°eLe1*tel
= Vo > o 1°Rpauayl®t

gilt, wobei Rp(ar,) die Nerode-Relation ist. Wir wihlen

p = max{pu, po}- (5)
Fiir eine Indexmenge I C {1,...,m} gelte D oierTi < 2e.
E bezeichne die Vereinigung F := [

zEI

Wir behaupten, dass bereits D = kgV({di|z € {1,...,m}\I}) ultimative Periode der Sprache
sei.

Wenn ) .., 7; < 2¢ dann gibt es auch ein 6 > 0, so dass D .., 7 < 2 — 2§ und somit
auch > p(TA"), < 2e — 20 fiir jedes n € IN. Denn die Absorptionswahrscheinlichkeit der
ergodischen Komponenten ergibt sich als aufsteigender Limes.

Zu diesem ¢ wéhlen wir wie in (5) ein p.

Da D ein Vielfaches jedes d; fiir ¢ ¢ I ist, konvergieren die Eintriige der Matrizen A'? fiir die
Zustandspaare (p,q) € (Q \ E) x (Q \ E) nach den gleichen Uberlegungen wie im Beweis zu
Satz 5.41, diesmal jedoch eingeschrinkt auf die Zusténde, die nicht in F liegen. Auflerdem gilt
Az(fj,?) =0 firpe Fund g € @\ E. Und es folgt

(z mod D)
V$2N3Z|(7Am)q_(7r A )l <,

q¢E
wobei ¢ ¢ F natiirlich ¢ € @\ F bedeutet und im Folgenden Komplemente von Zustandsmen-
gen immer beziiglich () gemeint sind.

Hieraus ergibt sich mit (z+ D) mod D = z mod D und der Dreiecksungleichung, dass fiir alle
x > pogilt:

(z mod D ((z+D) mod D)
26> Y |(TAT)~(r A )+ |(m o~ (TATP)g| 2 ) (1 A7)y = (T ATHP),).
¢ E ¢ E q¢E
Und da a™ < |a| gilt, folgt
Vo >y ((TA%), — (mA™P),)" < 26. (6)

9¢E



52 7 FEINE OBERE SCHRANKE FUR DIE PERIODIZITAT, DIE VON ¢ ABHANGT

Nehmen wir nun an, dass d > D (und damit d Vielfaches von D) ist, und dass D nicht bereits
ultimative Periode der Sprache T'(M, ) ist. Dann gibt es ein y € IV, so dass

y>upu AN 1YeT(MN AN 1P gT(M, N

gilt. Fiir ein solches y muss wegen der e-Isoliertheit des Cutpoints A gelten:

TA > A4+e A TAYPp < A—e
= mAYp—TAYTPn > 2 (7)

Gleichzeitig gilt offensichtlich

TAVp—m AT Py = Z (TAY - AVTP), < Z (mAY—mAVP) ] < Z(WAy—ﬂAyJFD);.
feEQAns=1 feQAny=1 q€Q

Zusammen mit (7) folgt

Z(WA‘” — TAVTP)E > 2¢

q€Q
= Z(T('Ay — 7rAy+D); + Z(’ITAy — 7rAy+D); > 2¢
qeE g&E |
<26 mit (6)
= Z(WA‘” — TAVTP)F > 2¢ — 26. (8)
4B

Andererseits waren die Absorptionswahrscheinlichkeiten sowie § gerade so gewéhlt, dass

(TAY — T AVTD)T <\ “(n4Y), < r; < 2€—20
q

qeE geEE i€l

gilt, denn mAY und 7AY"P sind nichtnegative Zeilenvektoren. Das Ergebnis steht im direkten
Widerspruch zu (8). Es kann also kein solches y geben und die Sprache muss bereits ultimativ
D-periodisch sein. [ ]

Wir kénnen somit die Perioden d;, die zu den ergodischen Komponenten mit zu geringer
Wahrscheinlichkeit gehoren, aus der ultimativen Periode der Sprache herausnehmen. Wir kon-
kretisieren dieses Vorgehen in den folgenden Korollaren.

Korollar 7.3 Grifle der tatsdchlich bendtigten ultimativen Periode

Sind E; (i = 1,...,m) die ergodischen Komponenten in der Markovkette eines uniren stocha-
stischen e-isolierten endlichen Automaten und sind r; die entsprechenden Absorptionswahr-
scheinlichkeiten von der Startverteilung ausgehend, sowie d; die Perioden, dann ist die Sprache
ultimativ D-periodisch mit

D :=ggT({kgV({dili € IN|I C{L,...,m} A > i >1—2¢}).

el
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Beweis: Zuniichst benétigen wir die Uberlegung, dass wenn in einer Menge von Zahlen

{D,|j € J} jedes D; ultimative Periode der Sprache ist, dann ist jedes D; auch Vielfaches der

minimalen ultimativen Periode. Also muss auch max({n € IN|jedes D; ist Vielfaches von n}) =
ggT({D,|j € J}) Periode der Sprache, beziehungsweise Vielfaches der minimalen Periode der

Sprache sein.

Nun zéhlen wir als D; einfach die kgV({d;|i € I}) fiiralle I C {1,...,m} mit > , ., r; > 1—2¢

auf. Nach Satz 7.2 wissen wir, dass sie alle ultimative Perioden der Sprache sind. (Hier betrach-

ten wir Indexmengen I, die den Komplementen der Indexmengen in Satz 7.2 entsprechen.)

Das Korollar ist bewiesen. |

Wir wissen, dass eine Zahl n € IN eindeutig in ihre Primfaktoren zerlegt werden kann. Dies
gibt Anlass zur folgenden Definition.

Definition 7.4 Primpotenzen

IP sei die Menge der Primzahlen, a,(n) fiir p € IP und n € IN sei der Exponent der Primzahl
p in der Primfaktorzerlegung der Zahl n (a,(n) = 0, falls p kein Primfaktor von n ist). Es gilt
also

n = H pap(”)_

pelP

Bemerkung: Dann gilt fiir eine Primpotenz p* mit p € IP und o € IV und eine natiirliche
Zahl D: p*|D < a,(D) > «. Fiir eine endliche Menge M C IN gilt

ggT(M) — H pmin{ap(n)\neM}
pelP

kgV(M) — H pma.x{ap(n)\nEM}'
pEP

Satz 7.5 Mindestwahrscheinlichkeit fiir Primpotenzen in D

Sei D wie in Korollar 7.3 definiert, ferner sei p € IP und a € INy. Dann gibt es fiir jede
Primpotenz p®, die D teilt ein I C {1,...,m}, so dass >, ;r; > 2¢ und p® teilt jedes d; fiir
i € I. Auflerdem gilt die Umkehrung: Wenn es fiir eine Primpotenz p* ein I C {1,...,m}
gibt, so dass D ., r; > 2€ gilt und p® teilt jedes d; fiir i € I, dann teilt p* auch D.

Vpa:(pa|D — Ellg{l,...,m}:(Zr1226/\w€]:pa|di>)

i€l

Beweis: Nach den Uberlegungen zur Primpotenzzerlegung in Bezug auf den ggT und das
kgV, ergibt sich fiir D aus Korollar 7.3:

(D) = min{max{ay(d;)i € I} C{1,...,m} A Y ri>1—2€} (9)

el
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Im Folgenden seien I,J C {1,...,m}. AuBerdem sei J¢ = {1,...,m} \ J das Komplement
von J in der gesamten Indexmenge.

Wir miissen somit zeigen, dass eine Primpotenz p® die Zahl D genau dann teilt, wenn es ein
J gibt, so dass p® jedes d; fiir alle ¢ € J teilt und > ., r; > 2¢ gilt. Oder anders ausgedriickt:

Es ist zu zeigen, dass

icJ

VpeP,ae INy: op(D)>a <= EIJ:(ZTiEQGAViEJ:ap(di)za). (10)
icJ

»=": Wir folgern zunéchst eine Aussage (11) aus der linken Seite von (10), nehmen dann an,
dass die rechte Seite von (10) nicht gilt und fiithren dies zum Widerspruch zu Aussage (11).

Es gelte die linke Seite von (10) zusammen mit Gleichung (9).
ap(D) = min{max{ay(d;)[i € I} C{1,...,m}AY ri>1-2 >0
icl

Damit das Minimum > « wird, muss jedes der Maxima > « sein. Damit ein Maximum > «
wird, muss es ein Element geben, dass > « ist. Wir erhalten so

= VI: (D ri>1-2¢ = max{oy(dy)|i € I} > )
el
= VI: (ZT‘Z'>1—26 =Jiel:ad;) > a). (11)

el

Nehmen wir nun an, dass die rechte Seite von (10) nicht stimmt, dann hiefle das

-(3J : (z:rZ >2 AVi:(i€J= ap(di) > )))

= VJ: O ri<2 Vv 3i:(ieJAa(d)<a))
= VJ: (0@ (e JAap(d) <a) = Y ri<2e)
= VJ: (Vi€ J op(di) >a) = Y 1 <2e). (12)

i€J

Sei nun J eine maximale Indexmenge mit der Eigenschaft, dass Vi € J : a,(d;) > «, dann gilt
Vi € J°: ap(d;) < a. Es miisste nach Annahme, dass die rechte Seite von (10) nicht stimmt,
und somit (12) gilt, >, 7; < 2€ folgen. Da wegen Satz 5.23 Y, r; = 1 gilt, folgt auBerdem
Y icgeTi > 1 —2¢e. Was im Widerspruch zu (11) steht, wenn wir J¢ als eines der I betrachten.

’7<:“:
Es gelte die rechte Seite von (10):

1J (ZrZ >2 AVYiedJ:a(d) > a)

ieJ
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Nehmen wir nun ein solches J, dann gilt fiir jedes 7 mit >, ., 7; > 1 —2¢, dass INJ # @, denn
sonst wire ja die Gesamtwahrscheinlichkeit > 1. Es gibt also ein ¢ € I N J. Wir erhalten:

= VI: () ri>1-2 = Jiel:aqd)>a)

i€l

Da wir in (9) nur iiber solche I minimieren, ist bei der Maximierung immer mindestens ein
a,(d;) > « zu beriicksichtigen.

=  op(D) = min{max{a,(d;)|i € I} I C {1,...,m} A Zn >1—2¢} >«
icl
]

Bemerkung: Salopp ausgedriickt bedeutet Satz 7.5, dass eine Primpotenz nur dann in der
Zerlegung von D auftreten kann, wenn sie in so vielen d; auftritt, dass deren Gesamtwahr-
scheinlichkeit > 2e¢ ist.

Wir wissen jetzt bereits genug, um zu zeigen, dass die Primpotenzen der Periode wesentlich
die Grofle des PFA bestimmen und kénnen selbst eines der Ergebnisse aus [MPPO01] herleiten.

Satz 7.6 Untere Schranke der Zustinde eines PFA

L sei eine unire regulire Sprache mit minimaler ultimativer Periodizitdt D. D habe die Prim-
(a5 NeD)

potenzzerlegung D = pi"p5® - - - p%. Dann bendtigt jeder PFA, der L mit isoliertem Cutpoint
akzeptiert, mindestens p{* + p5® + ...+ p% Zusténde.

Beweis: M = (Q, A,m,n) sei der minimale PFA, der L mit isoliertem Cutpoint akzeptiert.
Die Perioden der ergodischen Komponenten seien d; fiir 1 = 1,...,m. Jedes pjo-‘j muss minde-
stens ein d; teilen, denn andernfalls wiirde diese Primpotenz nicht die Periode der Markovkette
teilen und D wire nicht minimale Periode der Sprache. Deshalb gilt

m

S
ddi > Y )
j=1

i=1

Die Zahl der Zusténde einer ergodischen Komponente ist mindestens so grofy wie ihre Periode.
Die Gesamtzahl der Zustinde ist mindestens so grofl wie die aller ergodischen Zustinde. Wir
erhalten das gewiinschte Ergebnis |Q| > pi" + p5? + ... + p%. [

Bevor wir zur Aussage iiber den Zusammenhang der Gréfle der ultimativen Periodizitdt der

Sprache und der Anzahl der Zustinde im e-isolierten PFA kommen, benétigen wir noch ein
Lemma.

Lemma 7.7 Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Fiir eine Folge reeller Zahlen (ry,...,7y,) mit r; > 0 und ) ;*, r; = 1 und fiir beliebige Zahlen

z; > 0 gilt:
m m
> o2 [



56 7 EINE OBERE SCHRANKE FUR DIE PERIODIZITAT, DIE VON ¢ ABHANGT

Beweis: Wenn die r; und x; so gewihlt sind, dann gilt fiir jede konkave Funktion f:

f(zrzﬂ?i) > ZT’z’f(x
i=1 i=1

Da der Logarithmus eine konkave Funktion ist, gilt.

log Zrzxz > Z i log(z;)
= log Zrzxz >

= 210g(2;’;1 TiTi) >

3

og(z})

\/
,’:]s £M3 H

210g(x:i)

1

sﬂ .
0

| \/

Satz 7.8 Maximale Grifie der ultimativen Periodizitdt

Die von einem undren PFA mit n Zustdnden und e-isoliertem Cutpoint A\ akzeptierte Sprache
C e e 1

T (M, \) hat ultimative Periodizitit D < no.

Beweis: Wir betrachten die Primpotenzzerlegung von D.
k
= Hp-7
7j=1

(p;); ist die Folge aller Primpotenzen, die D teilen, also {p;|j = 1,...,k} = {p®P)p €
IP A p|D}. Durch Gruppieren der Primpotenzen in allen d; und da ja fiir jedes p; wegen Satz
7.5 gelten muss: } -, 4. 7i > 2€, erhalten wir

m k
G
i=1 j=1
Insgesamt folgt

nzidlzimd 1—[d7‘7‘>1_[p26>l)26
=1 =1

Lernrna 7.7 =1

Wir kénnen die Aussage zunéchst so lesen, dass jeder unére PFA mit e-isoliertem Cutpoint
mindestens D?¢ Zustéinde benétigt, wenn die zu akzeptierende Sprache minimal ultimativ
D-periodisch ist. Andererseits folgt aus n > D% auch das gewiinschte Ergebnis.

D§n2_le
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7.1.1 Eine stirkere Vermutung
Wir haben sogar die Vermutung, dass fiir ein beliebiges, aber festes € und geniigend grofles n
gilt:

D < (’I’L2€)2L€
Die Vermutung griindet darauf, dass wir eine moglichst grofle Gesamtperiode D erhalten, die
sich ja als kleinstes gemeinsames Vielfaches der einzelnen Perioden der ergodischen Kompo-

nenten d; ergibt, wenn wir |5-| ergodische Komponenten haben und alle Perioden d; etwa
gleich grof} sind, also d; ~ n2¢, wobei alle d; paarweise teilerfremd sind.

Fiir einen Spezialfall kénnen wir die Vermutung beweisen:

Wir nehmen an, dass die Absorptionswahrscheinlichkeiten der m ergodischen Komponenten
gleichverteilt sind, also r; = = sind. Es gelte m > 5-. Dann miisste jede Primpotenz p;, die wie
im Beweis zu Satz 7.8 D teilt mindestens auch m - 2¢ viele der d; teilen, da andernfalls die Ge-
samtwahrscheinlichkeit } -, ;i < 2¢ wére und es gibe eine kleinere ultimative Periodizitét
als D. Offensichtlich muss also

m k
[T4> [T > o

gelten. Dies ergibt:
1 1 1 m2e\ L+ 2¢

Woraus mit m > 2_15

n>m-D¥*>_—
- — 2¢

folgt. Und damit ist D < (n2e)z gezeigt.

7.2 Obere Schranke fiir den dquivalenten DFA

Korollar 7.9 Obere Schranke fiir den dquivalenten DFA

Akzeptiert ein undrer PFA mit n Zustdnden eine Sprache L mit e-isoliertem Cutpoint, dann
braucht der minimale dquivalente DFA hochstens n3e Zustidnde in seinem zyklischen Teil.

Beweis: Das Korollar ergibt sich aus Satz 7.8 und Satz 3.33. [ |

7.3 Untere Schranke fiir den dquivalenten DFA

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass die obere Schranke n2 in dem Sinne scharf ist, dass man

den Exponenten fiir beliebige n nicht verkleinern kann. Es ist nicht moglich, die Schranke mit
1 .

einem konstanten Faktor im Exponenten, zum Beispiel auf n®2 mit ¢ < 1, zu verkleinern.
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Satz 7.10 Untere Schranke fiir die ultimative Periodizitdt

Es gibt eine unendliche Folge von reguldren Sprachen Ly ,,,, die jeweils von einem unéren PFA

mit n; Zustinden und e-isoliertem Cutpoint A\ akzeptiert werden, wobei m := [%ej > 2 gilt.
1

Fiir jedes ¢ < 1 gibt es eine Sprache Ly ,,, die die minimale ultimative Periodizitit D > nzz_
hat.

Zunichst bendtigen wir ein Lemma.

Lemma 7.11 Verhdltnis zweier Primzahlen py und pgim
Fir2< ke IN und 2 <m e IN gilt

Dirm < 4mPpy.

Beweis: Es sei (p;),_ gy die aufsteigende Folge aller Primzahlen. Aus der Primzahlforschung
ist bekannt (vergleiche [Cal]):

klnk <p, <2klnk fir £ > 2.

Seien m und k wie im Lemma angegeben.

224+ m)In(2+m) _ 2(k+m)In(k +m)

4m? > 4m - In(2m) > 2m In(2 > >

m” 2 4m - In(2m) > o= 2min(2m) - 2 2102 = kln k
2m>2+4+m

Die letzte Ungleichung gilt, da der letzte Term als Funktion von k fiir jedes m > 2 monoton

fallt.
2(k +m)In(k +m)

kElnk

<4m?

= Prim < 2(k+m)In(k+m) < klnk < dm’py

. S/

Beweis von Satz 7.10: Sei m := | -] > 2.

Fiir ein £ € IN sei
k+m—1

zr=[] »
1=k

und
k+m—1

ng ‘= Z Di-
i=k

Wir zeigen nun, dass es fiir jedes m > 2 und jedes 0 < ¢ =1 —§ < 1 ein ky gibt, so dass fiir
alle k > ky gilt: z, > ng™.

Sei ko so gewihlt, dass pg, > (4m®)5. Es gilt dann fiir alle & > kq:
ph > (4m*)° = p 70 - ) > (4m)° - pf = o > (m- 4m®py)° = p > (M- Prm)”

Sei also k > ko, dann gilt:

k+m—1 k+m—1

I pi> 0> (m pesm)™ > (D pi)™
i=k ;
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Und wir haben das gewiinschte Ergebnis.

Tk >y
Die Sprache
k+m—1
Ly = {17 |y, = H pi N z € Ny}
i=k

wird von einem PFA mit m ergodischen Komponenten, deren Perioden die Primzahlen von py
bis pxm_1 sind, akzeptiert. Der PFA wird so wie in Abbildung 12 konstruiert. Die Startvertei-
lung gewichtet den akzeptierenden Zustand jedes ergodischen Zyklus mit Wahrscheinlichkeit
L. Der Cutpoint sei 1 — 5= Die Isolation ist dann 7 > ¢,

1 N <1:> < 1
m=|— m< — e < —.
2€ — 2 — 2m

Der PFA hat ny viele Zustdnde. Andererseits ben6tigt der DFA mindestens so viele Zustédnde,
wie die minimale (ultimative) Periodizitit. Diese ist hier zy. n
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8 Eine untere Schranke fiir den Anfangspfad

Bisher haben wir uns nur mit dem ultimativ periodischen Verhalten der uniren Sprachen
beschéftigt und uns nicht um die Gréfle des Anfangspfads im DFA gekiimmert.

In Abschnitt 3.4.1 haben wir bereits eine unére Sprachfamilie kennengelernt, die jeweils von
einem PFA mit 2 Zustinden akzeptiert werden kann, wihrend der dquivalente DFA m + 2
Zustande bendtigt. Der Preis fiir den kleinen PFA ist allerdings auch eine kleine Isolationsliicke.
Denn es gilt e(m) = ©(1/m).

Bisher ist keine bessere obere Schranke fiir den Anfangspfad eines unidren DFA bekannt, als
die allgemeine obere Schranke von Rabin.

Wir konnen allerdings nachweisen, dass in unendlich vielen Fillen ein superpolynomieller

Blowup selbst bei einer Isolationsliicke von i notig ist.

8.1 Ein PFA fiir die Sprache {1}

Wir beschreiben eine unendliche Familie endlicher Sprachen, fiir die ein PFA mit i—isoliertem
Cutpoint ausreicht, dessen Gréfle polylogarithmisch in der Gréfle des Anfangspfads des dqui-
valenten DFA ist.

Satz 8.1 PFA fir die Sprache {1™}

Es gibt einen PFA mit O (
{1m}.

Beweis: Wir benotigen zunichst das folgende Lemma.

(Inm)?
Inlnm

) Zustanden und i—isoliertem Cutpoint fiir die Sprache L,, =

Lemma 8.2 Hoichstzahl tbereinstimmender Restklassen

Gegeben sei eine natiirliche Zahl m. Fiir P > 12h111}£”m seien pi,ps,...pp die ersten P Prim-

zahlen, die grofer als Inm sind. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl z # m mit z < m3: 2 =m
mod p; fiir hochstens % der Primzahlen p;.

Beweis des Lemmas: Die natiirliche Zahl m sei gegeben und py, ..., pp seien die Primzahlen.
Es gilt
Inm
P>12
Inlnm

P
= Zlnlnm > 3lnm

P
z 3

= (lnm)7 >m’.

Fiir eine Auswahl von Primzahlen p; ,...,p; und zwei beliebige natiirliche Zahlen z,y gilt
k
Vi<j<k:z=y modp;) < z=y mod Hpij.
7j=1

AuBerdem gilt fiir z,y < N: (z =y mod N) < (z =y). Nehmen wir an, dass z < m? gilt,
dann folgt fiir k > £ auch z,m < m® < (Inm)1 < Hle Di;-
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Nach der Wahl der P Primzahlen pq,...,pp folgt, dass fiir jede Auswahl der Primzahlen
Diss- - -, i, mit k> £ und fiir jedes z < m?® gilt:

k
r#m = xFm mod Hpij
=1

= Jj:x#m mod p;.

Somit haben wir gezeigt, dass fiir hdchstens f der Primzahlen py, . .., pp die Aquivalenz z = m

mod p; gelten kann. [ ]

Bemerkung: Falls andererseits fiir mehr als f der Primzahlen £ = m mod p;, dann gilt auch
x=m und £ =m mod p; fiir jedes p;.
Wir setzen P := 1+ [12 Inm J und h := # Die Primzahlen py,...,pp seien wie in Lemma

Inlnm

8.2 passend zu m gewéhlt.

Abbildung 13 zeigt eine Skizze des Zustandsdiagramms des PFA M.

Fiir jede Primzahl p; gibt es in M einen Zyklus E; der Linge p;. Der Zyklus E; enthalte
die Zusténde ¢;0, ¢ 1,---,¢ip,—1, S0 dass von einem Zustand zum néchsten ein Ubergang mit
Wahrscheinlichkeit 1 — A definiert ist: Aqi,j,qi,(jﬂ) mod p; = 1—hfir0<j<p.Firl<i<P
seien die Zustidnde g; ;, mod p; akzeptierend.

Zusatzlich existiert ein absorbierender nicht akzeptierender Zustand v. Jeder Zustand g; ; hat
einen Ubergang nach v mit Wahrscheinlichkeit h.

=
-

N— N—
- - - -’

p1 Zustidnde pp Zustinde

~

- -

P=1+ 12757 | Zyklen

Inlnm
Abbildung 13: Der unére PFA fiir den Beweis der unteren Schranke der Lange des Anfangspfads

Die Zahl der Zustdnde des PFA M kann nach oben als P - pp abgeschétzt werden.
Nach dem Primzahlsatz (vergleiche [Cal]) gibt es ungeféihr
b a

Inb Ina

Primzahlen im Intervall [a, b]. Wenn wir forden, dass es mindestens P Primzahlen im Intervall
[p1, pp] gibt, dann folgt daraus in der Néherung:

p < brp D1
~ Ilnpp Inp
pPp 19 Inm Inm
Inpp — Inlnm  Inlnm
P Inm

Inpp — Inlnm
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Setzen wir pp = ¢ - Inm, dann erfiillen wir unsere Forderung zum Beispiel mit ¢ = 100 fiir
alle m > 8. Wir konnen also pp = O(lnm) annehmen. Die Gesamtzahl der Zusténde ist somit

n=0 ((lnm)2>.

Inlnm
Bleibt noch zu zeigen, dass M nur das Wort 1™ akzeptiert, wenn wir A = % setzen.

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Worts 1™ ist (1 — &)™ > 2 fiir m > 3. Denn wir treffen
jeden akzeptierenden Zustand im Automaten, falls wir nicht vom Zustand v absorbiert werden.
Die Wahrscheinlichkeit, nicht absorbiert zu werden ist (1 — h)™.

Betrachten wir ein Wort 1% mit m # 2 < m?3, dann kénnen nach Lemma 8.2 hichstens £ 7 der
akzeptierenden Zustidnde erreicht werden. Das heifit, dass py(1%) < % . % < i gilt. Das Wort,
wird nicht akzeptiert.

Fiir ein Wort 1% mit z > m? spielt die Absorption die Hauptrolle: Selbst wenn alle Restklassen

m3 .
mit denen von m iibereinstimmen, gilt py(1°) < (1 — h)* < (1 — -5)™ . Der letzte Term ist
fiir jedes m > 1 hochstens i.

Der Cutpoint A = £ ist also ;-isoliert und Satz 8.1 ist bewiesen. n

8.2 Exponentieller Blowup bei konstanter Isolation

Wir haben folglich auch eine untere Schranke fiir den Anfangspfad gefunden:

Satz 8.3 Untere Schranke fiir den Anfangspfad
Es gibt eine unendliche Folge endlicher Sprachen, fiir die es jeweils einen PFA mlt -isoliertem

Cutpoint und n Zusténden gibt. Der minimale dquivalente DFA benétigt Jewells el vninn)

Zustande im Anfangspfad.

Beweis: Wir benutzen die Sprachfamilie L,, aus Satz 8.1. Offensichtlich ben&tigt der minimale
DFA, der L,, akzeptiert mindestens m Zustdnde im Anfangspfad. Der PFA kommt mit n =

(@] (%) Zusténden aus. Formen wir die asymptotische Abschitzung um, dann erhalten wir

fiir jedes geniigend grofle m:

(In m)?
n c-
- Inlnm
nlnlnm < (lnm)2
c
nipn
= 2 e < (Inm)? (13)
c
nlnn 9
1 < (Inm) (14)
nlnn
12 < Inm
=m 2 6% nlnn

Die Unglelchung (13) ergibt sich aus n < ¢- (llnlm) < ¢- (Inm)?, wihrend sich (14) ergibt, falls
n > ¢ gilt. Denn dann folgt Inn > 2Inc > 2%‘:0 und (2¢ — 1)Inn > 2¢Inc und somit auch

Inn—1Inec > h;—"
- C

Q(vnlnn)

Wir haben das gewiinschte Ergebnis von m =e bewiesen. |
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9 Folgerungen und offene Fragen

9.1 Fazit

Wir haben nachgewiesen, dass fiir unendliche unire Sprachen, also (ultimativ) periodische
uniire Sprachen ein superpolynomieller Blowup der Zustandszahl im Zyklus beim Ubergang
vom PFA auf den DFA nur erzwungen werden kann, wenn die Isolationsliicke € klein wird. Bei
konstanter Isolationsliicke erhalten wir fiir die Zustandszahl im Zyklus nur einen polynomiellen
Blowup.

Andererseits haben wir fiir endliche unére Sprachen nachgewiesen, dass hier auch bei einer
groflen konstanten Isolationsliicke ein superpolynomieller Blowup benétigt wird.

Dies wirft die Frage auf, ob allgemein gilt, dass ein grofler Blowup nur fiir endliche oder
co-endliche Sprachen zu erzielen ist, wenn wir eine konstante Isolation voraussetzen.

Das folgende Argument zeigt jedoch, dass dies nicht der Fall ist. Ein grofler Blowup des
Anfangspfads ist auch fiir Sprachen mit nicht-trivialer ultimativer Periode zu erzielen.

Die Sprache L,, := {1?™} U {1*|k ungerade} wird von einem PFA akzeptiert, der dhnlich dem
PFA in Abschnitt 8 konstruiert ist, mit dem Unterschied, dass statt des einen absorbierenden
Zustands zwei Zustdnde g und u, die einen deterministischen Zyklus bilden, eingesetzt werden.
Zustand u ist akzeptierend und kann nur von Wértern ungerader Liange erreicht werden, g ist
nicht akzeptierend und kann nur bei gerader Wortlénge erreicht werden. Die transienten ,,Zy-
klen“ bestehen jetzt nicht mehr aus p; Zustéinden, sondern aus 2p; Zustéinden. Die Uberginge
aus den transienten Zustidnden fithren immer abwechselnd nach g und u mit Wahrscheinlich-
keit h. Alle ungeraden Zustdnde in den transienten ,,Zyklen“ sind akzeptierend. Zusétzlich ist
noch der 2m mod 2p; Zustand akzeptierend. Die Analyse der akzeptierten Sprache und der
Grofle der Isolation erfolgt dhnlich wie in Abschnitt 8.

9.2 Eine obere Schranke fiir die Grofle des Anfangspfads des dqui-
valenten DFA

Uns ist es gelungen, eine scharfe obere Schranke fiir die ultimative Periodizitdt und somit
fiir die Anzahl der Zustinde im Zyklus eines undren DFA zu finden. Ebenso haben wir fiir
eine unendliche Folge von Sprachen eine untere Schranke fiir die Grofle des Anfangspfads
nachgewiesen.

Uns ist es nicht gelungen, eine scharfe obere Schranke fiir den Anfangspfad anzugeben. Die
einzige bekannte obere Schranke ist die von Rabin. Sie scheint jedoch gerade im Falle unirer
Sprachen nicht scharf zu sein.

9.3 Sequentiell unire Sprachen

Moéglicherweise lassen sich die hier gewonnenen Methoden auch auf sequentiell unére Sprachen
anwenden, also auf Sprachen der Form

L C{aa3?...a;%|a; € X,n; € INo}.

Hier gibt es im DFA eine baumartige Struktur: Erst ein Pfad fiir die a;, dann ein Zyklus fiir
die a;. Aus jedem bisher genannten Zustand kann es eine Kante fiir a; mit ¢ > 1 geben, die
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der Anfang eines neuen Pfades und Zyklus sein kann und so weiter. Wenn wir nacheinander
die Markovketten betrachten, die einem PFA, der L akzeptiert, fiir die einzelnen a; zugrunde
liegen, konnen wir eventuell ahnliche Ergebnisse fiir die Zyklen des DFA erhalten wie in dieser

Arbeit.
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