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Zusammenfassung

Im Gegensatz zur Minimierung von DFAs ist die exakte Minimierung von
NFAs oder regulidren Ausdriicken nachweislich schwierig, im allgemeinen Fall
PSPACE-schwer. Wir zeigen, dass selbst schwache Approximationen zur Mi-
nimierung von NFAs und reguldren Ausdriicken wahrscheinlich nicht effizient
moglich sind.

Falls als Eingabe ein NFA oder reguldrer Ausdruck der Griofle n gege-
ben ist, 16st ein Approximationsalgorithmus fiir das Minimierungsproblem
mit Approximationsfaktor o(n) bereits ein PSPACE-vollstédndiges Problem.
Wenn wir uns auf NFAs oder regulidre Ausdriicke {iber einem unéren — al-
so einelementigen — Alphabet beschrianken, so ist das Problem der exakten
Minimierung NP-vollstdndig. Wir weisen nach, dass effiziente Approxima-
tionen fiir das uniire Minimierungsproblem mit Approximationsfaktor n'—9
fiir jedes 6 > 0 nicht moglich sind, sofern P # NP gilt.

Liegt die Eingabe als DFA mit n Zustédnden vor, kann sie exponen-
tiell grofer sein als ein dquivalenter NFA oder regulidrer Ausdruck. Den-
noch bleibt das Minimierungsproblem PSPACE-schwer, wenn die Anzahl der
Ubergiinge oder Zusténde in einem dquivalenten NFA oder die Linge eines
dquivalenten reguldren Ausdrucks zu bestimmen ist. Wir zeigen, dass auch
hierfiir keine guten Approximationen zu erwarten sind. Unter der Annahme
der Existenz von Pseudozufallsfunktionen, die wiederum auf der Annahme
basiert, dass Faktorisierung schwierig ist, zeigen wir, dass kein effizienter Al-
gorithmus einen Approximationsfaktor m fiir die Zahl der Ubergiinge
im NFA oder die Linge des regulidren Ausdrucks garantieren kann. Fiir die
Zahl der Zustédnde im NFA weisen wir nach, dass effiziente Approximationen
mit Approximationsfaktor W\/{Zgn) ausgeschlossen sind.

Wir betrachten dann Lernprobleme fiir regulédre Sprachen als Konzept-
klasse. Mit den entwickelten Methoden, die auf der Annahme der Existenz
von Pseudozufallsfunktionen beruhen, zeigen wir auch, dass es fiir das Pro-
blem des minimalen konsistenten DFAs keine effizienten Approximationen
mit Approximationsfaktor m gibt. Fiir den unéren Fall hingegen wei-
sen wir nach, dass es einen effizienten Algorithmus gibt, der einen mini-
malen konsistenten DFA konstruiert und erhalten somit auch einen effizi-
enten PAC-Algorithmus fiir unére regulére Sprachen, die von DFAs mit n
Zustanden akzeptiert werden.

Fiir unire Beispielmengen weisen wir auflerdem nach, dass es keine effi-
zienten Algorithmen gibt, die minimale konsistente NFAs konstruieren, falls
nicht NP € DTIME (n©(°8m)) gilt. Andererseits geben wir einen effizienten
Algorithmus an, der zu unéren Beispielmengen einen konsistenten NFA mit
héchstens O(opt?) Zustidnden konstruiert, wenn ein minimaler konsistenter
NFA opt Zustinde hat.



AbschlieBend betrachten wir das Lernen von DFAs durch Aquivalenz-
fragen. Fiir den nicht-unéren Fall ist bekannt, dass exponentiell viele Fra-
gen fiir DFAs mit n Zustdnden benottigt werden. Fiir unére zyklische DFAs
mit primer Zykluslinge und héchstens n Zustinden zeigen wir, dass @(%)
Aquivalenzfragen hinreichend und notwendig sind. Erlauben wir gréflere zy-
klische DFAs als Hypothesen, kommen wir mit weniger Fragen aus: Um
zyklische DFAs mit héchstens n Zustinden durch Aquivalenzfragen mit zy-
klischen DFAs mit hochstens n¢ Zustinden fiir d < n als Hypothesen zu

lernen, sind O(%Q) Fragen hinreichend und Q((f&lil%g) Fragen notig.
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Kapitel 1

Einleitung

Deterministische und nichtdeterministische endliche Automaten (DFAs und
NFAs) sowie regulidre Ausdriicke gehoren zu den fundamentalen Berech-
nungsmodellen fiir die Beschreibung reguldrer Sprachen.

Insbesondere regulire Ausdriicke werden von den meisten Programmier-
sprachen unterstiitzt und unter anderem dazu genutzt, die syntaktische Kor-
rektheit einer Benutzereingabe zu iiberpriifen oder um nach Mustern in
einem Text zu suchen. Intern werden reguldre Ausdriicke meist in NFAs
iiberfiithrt. Die Grofle dieses Automaten hat einen direkten Einfluss auf die
Laufzeit der Algorithmen, die den Automaten auf zu untersuchende Texte
anwenden. Man ist also bemiiht, zu einer reguldren Sprache moglichst kur-
ze regulire Ausdriicke oder kleine Automaten zu finden, die diese Sprache
beschreiben. Konkret geht es darum, fiir einen gegebenen DFA, NFA oder
reguléren Ausdruck einen kleinsten DFA, NFA oder reguldren Ausdruck zu
bestimmen, der dieselbe Sprache beschreibt.

1.1 Minimierung endlicher Automaten und regu-
larer Ausdriicke

Das Problem der Minimierung endlicher Automaten wird bereits seit Einfiih-
rung der regulédren Sprachen betrachtet. Die Minimierung eines DFAs ist In-
halt der Grundvorlesungen des Informatik-Studiums. Bereits seit den 1960er
Jahren sind Minimierungsverfahren bekannt, die Laufzeit ©(|3|-n?) bei Ein-
gabe eines DFAs mit n Zustdnden {iber dem Alphabet ¥ benotigen. Hopcroft
stellt 1971 einen Minimierungsalgorithmus mit Laufzeit ©(|X| - nlogn) vor
[18].

Im Gegensatz dazu sind keine effizienten Algorithmen fiir die Minimie-
rung nichtdeterministischer endlicher Automaten (NFA) und regulirer Aus-
driicke bekannt. Anfang der 1970er Jahre erscheinen die ersten Arbeiten, die
die Schwierigkeit des Problems erkléren.



Meyer und Stockmeyer weisen in ihren Arbeiten [31, 38] die CSL-Voll-
stiandigkeit! fiir folgendes Problem nach: Gegeben seien zwei reguliire Aus-
driicke R; und Rs iiber einem Alphabet ¥ mit mindestens zwei Buchstaben.
Sind die von ihnen beschriebenen Sprachen L(R;), L(R2) verschieden? Das
Problem bleibt sogar CSL-vollstdndig, wenn wir Re = ¥* setzen.

Mit Hilfe einer Reduktionstechnik, die die Eingabelédnge durch angehéng-
te Leerzeichen polynomiell vergroflert [4], zeigen Hunt, Rosenkrantz und Szy-
manski [21], dass jedes CSL-vollstdndige Problem auch PSPACE-vollsténdig
ist. PSPACE ist die Klasse der Probleme, die von Turingmaschinen mit po-
lynomiellem Platz akzeptiert werden; siehe auch Abschnitt A.2. Als Kon-
sequenz der PSPACE-Vollsténdigkeit des Problems L(R) # ¥* bei gegebe-
nem reguliren Ausdruck R iiber X ergibt sich, dass die Bestimmung eines
kiirzesten dquivalenten reguldren Ausdrucks oder NFAs, ebenfalls PSPACE-
schwer ist. Durch ein Kodierungsargument folgt die Schwere des Problems
auch bei Einschréinkung des Alphabets auf {0,1}.

Stockmeyer und Meyer [38] zeigen auBerdem, dass das Problem der
Nicht-Aquivalenz zweier regulérer Ausdriicke iiber dem uniren Alphabet,
also einem Alphabet mit nur einem Buchstaben, NP-vollstindig ist. Auch
hier ist das eingeschrénkte Problem L(R) # {a}* weiter NP-vollsténdig.

Die Komplexitéit des Problems, zu einem gegebenen DFA einen klein-
sten dquivalenten NFA zu bestimmen, wurde erst Anfang der 1990er Jahre
von Jiang und Ravikumar [25] als PSPACE-vollstindig klassifiziert. Die Ein-
schrankung dieses Problems auf den unéren Fall betrachten Jiang, McDowell
und Ravikumar [24] und weisen nach, dass Polynomialzeitalgorithmen, die
zu einem uniren DFA einen kleinsten NFA konstruieren nur existieren, wenn
NP C DTIME(n©{gn)) gilt.

Alle diese Minimierungsprobleme sind also nachweislich schwierig und
vermutlich nicht in akzeptabler Rechenzeit 16sbar.

“Even if until now no proof is known that NP-hard problems cannot be
solved by means of algorithms that run in polynomial time, there is a
strong evidence that such algorithms may not exist and we have to make
use of approximation algorithms.”

Giorgio Ausiello et al. Complezity and Approzimation [2]

Wir miissen unsere Erwartungen also senken und uns beispielsweise mit
Algorithmen zufrieden geben, die auf vielen aber nicht allen Instanzen in
polynomieller Zeit laufen oder nicht die kleinsten NFAs oder reguldren Aus-
driicke berechnen. In einigen Féllen geniigt vielleicht als Losung ein kleiner
NFA oder reguldrer Ausdruck, der nicht genau die gegebene Sprache be-
schreibt, aber auf den meisten Wortern dasselbe Akzeptanzverhalten auf-
weist.

1CSL ist die Klasse der kontextsensitiven Sprachen, siche auch Abschnitt A.2.



In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit dem im Zitat von Ausiello
et al. beschriebenen Ansatz der effizienten Approximationsalgorithmen, der
fiir viele NP-schwere Optimierungsprobleme erfolgreich angewandt wird. Ein
effizienter Approximationsalgorithmus mit Approximationsfaktor a > 1 ga-
rantiert fiir ein Minimierungsproblem mit optimaler Losung der Gréfle opt,
dass eine Losung der Grofle hochstens o - opt in polynomieller Zeit gefunden
wird. Wir werden allerdings sehen, dass selbst Approximationen mit sehr
schlechten Approximationsfaktoren unter gingigen Komplexitdtsannahmen
wie P # NP oder der Existenz von Pseudozufallsfunktionen nicht effizient
moglich sind.

In der Literatur wurde das Problem der effizienten Approximation mi-
nimaler NFAs oder regulidrer Ausdriicke bis vor kurzem so gut wie nicht
behandelt. Jiang und Ravikumar [25] listen 1993 in ihrer Arbeit unter den
unbeantworteten Fragen das Problem auf, zu gegebenem k und gegebenem
DFA einen dquivalenten NFA zu bestimmen, der hdchstens opt* Zustinde
hat, wenn ein minimialer dquivalenter NFA opt Zusténde hat.

Desweiteren formuliert zum Beispiel 2002 Hromkovi¢ das Research Pro-
blem 6 in [20]: Zeige untere und obere Schranken fir die Polynomialzeit-
Approzimierbarkeit der Anzahl der Zustdinde eines minimalen NFAs fiir ei-
ne requldre Sprache L, die durch einen NFA oder DFA A gegeben ist. Die
Komplexitit wird gemessen in der Eingabelinge, die die Grifle von A ist.

In einem Tutorial-Vortrag weist Thomas Wilke 2003 [39] darauf hin,
dass effiziente Approximationen fiir die Minimierung von NFAs mit kon-
stanten Approximationsfaktoren ausgeschlossen sind, sofern P # PSPACE
gilt. Dies folgt daraus, dass es bereits PSPACE-schwer ist, zu entscheiden,
ob die von einem NFA A akzeptierte Sprache L(A) C ¥* gleich ¥* ist.
Hatte man einen Approximationsalgorithmus, der einen dquivalenten NFA
mit hochstens c- opt vielen Zustédnden konstruiert, wenn der minimale dqui-
valente NFA opt Zusténde hat, so konnte man zu gegebenem NFA A einen
dquivalenten NFA B berechnen, der fiir den Fall, dass L(A) = ¥* gilt,
hochstens ¢ Zustéinde hat, denn der kleinste NFA hat in diesem Fall ge-
nau einen Zustand. Hat B mehr als ¢ Zustédnde, wissen wir bereits, dass
L(A) # ¥* gilt. Hat hingegen B hochstens ¢ Zusténde, wenden wir auf B
die Potenzmengenkonstruktion an und erhalten einen DFA C mit hochstens
2¢ Zusténden. Fir C konnen wir effizient entscheiden, ob C' verwerfende
Zustdnde hat, die vom Startzustand aus erreichbar sind und wir kénnen
wiederum L(A) # X* effizient entscheiden. Dieses Argument kann iiber-
nommen werden, um effiziente Approximationen mit Approximationsfaktor
O(logn) fiir gegebenen NFA mit n Zusténden auszuschlielen.

Dass das Problem der Minimierung andererseits grofles Interesse hervor-
ruft, zeigt sich in vielen Arbeiten wie [5, 23, 22, 29], die sich mit Heuristiken
beschéiftigen, die keine Approximationsgarantien liefern oder im Worst Case
exponentielle Laufzeit haben. Diesen Ansétzen gehen wir jedoch nicht nach.

Ein erster Schritt zum Nachweis der Nicht-Approximierbarkeit gelingt



uns 2003 in der Arbeit [13], in der wir die Reduktion im Beweis von Stock-
meyer und Meyer [38] fiir die NP-Vollstindigkeit der Nicht-Aquivalenz re-
gulédrer Ausdriicke iiber einem unéren Alphabet daraufhin untersuchen, ob
sie Liicken schaffend ist. Existiert eine Liicken schaffende Reduktion mit
Liicke a von einem NP-vollstdndigen Problem auf ein Minimierungspro-
blem, so sind effiziente Approximationen mit Approximationsfaktor « aus-
geschlossen, falls P # NP gilt; sieche Abschnitt 2.7.1. Die Reduktion aus dem
urspriinglichen Beweis schafft tatséchlich eine Liicke, wenn wir einige Ein-
schrinkungen auf die Instanz fiir das 3-SAT Problem anwenden, von dem
aus reduziert wird, und die Ergebnisse von Jiang, McDowell und Ravikumar
[24] iiber die minimale Anzahl der Zustéinde von NFAs, die zyklische unire
Sprachen akzeptieren, nutzen.

Unser Ergebnis zeigt, dass es keinen effizienten Approximationsalgorith-
mus gibt, der zu einem gegebenen (unéren) NFA mit n Zustdnden die Anzahl
der Zustédnde eines minimalen #quivalenten NFAs, bestimmt und Approxi-
mationsfaktor hochstens % hat, falls P # NP gilt.

Wenn wir mehr fordern, ndmlich nicht nur dass eine obere Schranke
fiir die Zustandszahl angegeben wird, sondern dass sogar ein dquivalenter
NFA mit der besprochenen Zustandszahl konstruiert wird, dann kénnen wir
schérfere Schranken angeben. In der Arbeit [15] leiten wir das Korollar ab,
dass es fiir kein 6 > 0 moglich ist, zu einem (unéren) NFA mit n Zustédnden
effizient einen dquivalenten NFA mit hochstens opt -n'~® Zusténden zu kon-
struieren, falls ein kleinster dquivalenter NFA opt Zustéinde hat und P # NP
gilt. Der Beweis beruht darauf, dass wir — unter der Annahme, dass es einen
effizienten konstruktiven Algorithmus fiir das Minimierungsproblem gibt —
den erhaltenen NFA durch mehrfache Anwendung des Algorithmus iterativ
verbessern koénnen. Polynomiell viele Iterationen diirfen aber nicht ausrei-
chen, um unter den Approximationsfaktor % zu kommen.

Fiir allgemeine (nicht-unére) NFAs zeigen wir in [15] ein noch stérkeres
Ergebnis: Es ist nicht moglich, die Anzahl der Zustéinde eines minimalen
NFAs, der dquvialent ist zu einem gegebenen NFA mit n Zusténden, inner-
halb eines Approximationsfaktors o(n) effizient zu bestimmen, sofern nicht
P = PSPACE gilt. Auch fiir dieses Ergebnis orientieren wir uns an dem
urspriinglichen Beweis von Meyer und Stockmeyer [38] und erreichen durch
eine Einschriankung der Instanzen fiir die Reduktion eine grofie Approxima-
tionsliicke. Die genannten Ergebnisse gelten auch, wenn man statt der Zahl
der Zustinde der NFAs die Zahl der Ubergiinge der NFAs oder die Linge
dquivalenter regulérer Ausdriicke betrachtet.

Auch das Problem, zu einem gegebenen DFA die Anzahl der Zustidnde
eines dquivalenten minimalen NFAs oder die Anzahl der Zeichen eines mi-
nimalen reguldren Ausdrucks zu bestimmen, ist PSPACE-vollsténdig. Der
Nachweis der PSPACE-Schwere gelang erst 1993 [25]. Das Problem erscheint
etwas einfacher als das Minimierungsproblem fiir gegebene NFAs, da zum



einen DFAs bereits effizient minimiert werden kénnen und somit einfache
Eigenschaften wie die Aquivalenz zu ¥* auch einfach entschieden werden
konnen. Andererseits steht fiir effiziente Verfahren bei Sprachen mit NFAs
der Grofle n und DFAs der Grofie ©(2") eine Laufzeit zur Verfiigung, die
exponentiell in der Zielgrofle ist.

In der urspriinglichen Reduktion [25] wird durch die Transformation ein
DFA A und eine Zahl k generiert, so dass der kleinste zu A dquivalente NFA
entweder k oder k 4+ 1 Zusténde hat. Es ist PSPACE-schwer, diese beiden
Félle zu unterscheiden. Um die Nicht-Approximierbarkeit fiir die Minimie-
rungsprobleme bei gegebenem DFA zu zeigen, ist deshalb der Ansatz, nach
Liicken schaffenden Reduktionen suchen, wenig Erfolg versprechend.

Wir bedienen uns daher einer anderen Methode, die auf der Annah-
me der Existenz von Pseudozufallsfunktionen basiert. Naor und Reingold
[32, 36] zeigen unter der Annahme, dass die Faktorisierung von Blum-Zahlen
hinreichend schwierig ist, dass es Pseudozufallsfunktionen mit 7C°-Schalt-
kreisen? gibt. Blum-Zahlen sind Zahlen der Form p-q fiir Primzahlen p und g,
die kongruent zu 3 (mod 4) sind. Basierend auf einer Pseudozufallsfunktion
f:{0,1}™ — {0,1} definieren wir fiir ein geeignet gewihltes k = mPW) die
Sprache Li(f) = {z¥|f(x) = 1} der k-malig wiederholten Eingaben, die zu
1 evaluieren. Wir zeigen, dass das Komplement dieser Sprache durch einen
reguliren Ausdruck oder einen NFA mit nur m®®) vielen Zeichen bezie-
hungsweise Zustdnden beschrieben wird und nutzen dazu aus, dass f einen
TCO-Schaltkreis besitzt. Fiir die iiberwiegende Mehrheit zufillig gew#hlter
Funktionen r : {0,1}™ — {0,1} werden jedoch regulire Ausdriicke und
NFAs fiir Li(r) mit Q(2™) Zeichen beziehungsweise Zusténden bendotigt.

Die Angabe eines Eingabe-DFAs mit O(2™ - k) Zustédnden fiir L (h) ist
einfach fiir zufillige und pseudozufillige Funktionen h. Ein Approximations-
algorithmus, der eine gute Approximation fiir die Gréfle eines dquivalenten
minimalen reguldren Ausdrucks oder NFAs liefert, erlaubt somit die Unter-
scheidung einer Pseudozufallsfunktion von einer Zufallsfunktion. Somit ist
eine effiziente Approximation nicht moglich, wenn Pseudozufallsfunktionen
— wie allgemein erwartet — existieren.

Als Ergebnis erhalten wir, dass es keine effizienten Approximationsalgo-
rithmen gibt, die zu einem gegebenen DFA mit n Zustdnden die Anzahl der
Zeichen eines minimalen dquivalenten reguléren Ausdrucks oder die Anzahl
der Ubergiinge eines minimalen dquivalenten NFAs mit Approximationsfak-
tor besser als m berechnen, falls die Faktorisierung von Blum-Zahlen
nicht effizient moglich ist. Es wird also in aller Wahrscheinlichkeit zu je-
dem effizienten Approximationsalgorithmus DFAs der Gréfle n und &qui-
valente NFAs der Grofle poly(logn) geben, so dass nur dquivalente NFAs
mit 7 Ubergiingen berechnet werden. Ebenso wird die effiziente Ap-

poly(logn)
proximation der Anzahl der Zustinde eines minimalen &dquivalenten NFAs

2siche Abschnitt A.2
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innerhalb eines Faktors o Tom )
poly(logn)

ausgeschlossen.

1.2 Algorithmisches Lernen regulidrer Sprachen

Im zweiten Teil der Arbeit beschiftigen wir uns mit dem algorithmischen
Lernen regulérer Sprachen, insbesondere mit dem unéren Fall.

Im Modell des passiven algorithmischen Lernens ist ein Konzept anhand
von gegebenen positiv oder negativ klassifizierten Beispielen zu lernen, ohne
dass der Lernalgorithmus Einfluss auf die Wahl der Beispiele hat. Ein grund-
legender Ansatz ist hierfiir die Bestimmung von Hypothesen, die konsistent
sind mit der Klassifizierung der gegebenen Beispiele. Im Problem des mini-
malen konsistenten DFAs soll ein Lernalgorithmus die minimale Grofle eines
DFAs bestimmen, der alle positiven Beispiele akzeptiert und alle negativen
Beispiele verwirft.

Das zentrale passive Lernmodell ist das des probably approximately cor-
rect oder kurz PAC-Lernens. Hier erhélt der Lernalgorithmus eine zufillig
gezogene Menge klassifizierter Beispiele und soll eine Hypothese aufstellen,
die mit hoher Wahrscheinlichkeit nur einen kleinen Anteil aller Worter an-
ders klassifiziert als das zu lernende Konzept.

Im aktiven Lernen darf der Lernalgorithmus Anfragen an ein Orakel
stellen. Die einfachste Form der Anfrage ist die Elementfrage, bei der der
Lernalgorithmus um die Klassifizierung eines Beispiels bittet. Weitere Mo-
delle erlauben Anfragen in Form von Hypothesen an das Orakel zu stellen.
Eine der natiirlichsten Fragen ist die nach der Aquivalenz von Hypothese
und Konzept. Falls Hypothese und Konzept nicht dquivalent sind, gibt das
Orakel ein Beispiel zuriick, das von der Hypothese falsch klassifiziert wird.
Auch andere Anfrageformen wie Disjunktheits-, Ober- oder Teilmengenfra-
gen werden in der Literatur betrachtet.

Das Problem des minimalen konsistenten DFAs wurde bereits 1978 von
Gold [10] als NP-vollsténdig klassifiziert. Auch gute effiziente Approxima-
tionen sind unwahrscheinlich, da Pitt und Warmuth 1989 in der Konferenz-
version zu [35] zeigen, dass unter der Annahme P # NP fiir jede Konstante
k keine effizienten Algorithmen existieren, die zu gegebenen Beispielen kon-
sistente DFAs mit opt* Zustéinden konstruieren, wenn ein minimaler konsi-
stenter DFA opt Zustidnde hat. In derselben Konferenz zeigen Kearns und
Valiant [26] unter der Annahme, dass Einwegfunktionen existieren, dass bei
Eingabegrofie n kein effizienter Approximationsalgorithmus fiir das Problem
des minimalen konsistenten DFAs mit Approximationsfaktor opt® n? fiir be-
liebiges o > 0 und 0 < § < 1 existiert. Mit unseren auf der Existenz von
Pseudozufallsfunktionen basierenden Methoden weisen wir nach, dass effi-

ziente Approximationen mit Approximationsfaktor m ausgeschlossen

sind, auch wenn konsistente DFAs der Gréfe opt = (logn)?() existieren.
Wenn wir uns auf unére Beispielmengen beschrénken, kénnen wir einen



Algorithmus angeben, der einen minimalen konsistenten DFA in polynomi-
eller Zeit konstruiert, auch wenn die Langen der unéren Beispielsworter als
Binédrkodierung vorliegen. Fiir das Problem des uniren minimalen konsi-
stenten NFAs weisen wir nach, dass keine effizienten Algorithmen existie-
ren, falls nicht NP C DTIME(n®°8™)) gilt, kénnen aber einen effizienten
Algorithmus angeben, der einen konsistenten NFA mit O(opt?) Zustéinden
konstruiert, wenn der minimale konsistente NFA opt Zusténde hat.

Pitt und Valiant zeigen 1988 in [33], dass eine Konzeptklasse C nicht ef-
fizient PAC-lernbar ist, falls das Konsistenzproblem fiir C NP-schwer ist,
also die Entscheidung, ob eine Menge klassifizierter Beispiele ein konsi-
stentes Konzept in C besitzt. Diese Aussage gilt, falls RP # NP gilt, das
heifit solange nicht alle Probleme in NP durch randomisierte Polynomialzeit-
Algorithmen mit einseitigem Fehler entscheidbar sind.

Da das Problem des minimalen konsistenten DFAs NP-vollstdndig ist,
ist die Klasse der Sprachen, die durch DFAs der Grofle n akzeptiert werden,
nicht effizient durch DFAs der GroBle n PAC-lernbar, wenn RP # NP gilt.
Beschrianken wir die Konzeptklasse auf unére Sprachen mit DFAs der Grofle
n, so konnen wir diese im PAC-Modell effizient durch DFAs der Grofie n
lernen. Fiir undre NFAs der Grofle n folgern wir, dass diese nicht effizient
PAC-lernbar sind, sofern NFAs der Grofle n als Hypothesen verwandt werden
und es Probleme in NP gibt, die nicht durch randomisierte Algorithmen mit
einseitigem Fehler und Laufzeit n©(°8™) 15sbar sind. Erlauben wir NFAs mit
O(n?) Zusténden als Hypothesen, so sind unsire NFAs der GroBe n effizient
PAC-lernbar.

Fiir das aktive Lernen mit Aquivalenzfragen weist Angluin 1990 in [1]
nach, dass es keinen Lernalgorithmus gibt, der einen DFA mit n Zustdnden
durch polynomiell viele Aquivalenzfragen erlernen kann. Dabei beruht die-
ses Ergebnis auf keinen Komplexitéitsannahmen. Schrinken wir die zu ler-
nende Klasse auf zyklische DFAs mit primer Zyklusléinge und hochstens n
Zusténden ein, so kénnen wir zeigen, dass @(%) Aquivalenzfragen notig
und hinreichend sind. Erlauben wir als Hypothesen zyklische DFAs mit
héchstens n¢ Zustinden fiir d < n, so erhalten wir eine obere Schranke

von O(%Q) und eine untere Schranke von Q(d.’fmil%lg) fiir die Anzahl der

bendtigten Aquivalenzfragen.



Kapitel 2

Voraussetzungen und
Notationen

Mathematische Grundlagen und Notationen, sowie die Definition einiger
Komplexititsklassen finden sich in Kapitel A.

Wir stellen hier einige der grundlegenden Definitionen vor, die wir im Fol-
genden regelmiflig benttigen. Wer mit der Theorie der reguléren Sprachen
vertraut ist, kann Abschnitt 2.1 und Abschnitt 2.2 getrost {iberspringen.

Viele bekannte Sdtze werden hier nicht detailliert behandelt, wir versu-
chen in erster Linie Intuitionen (insbesondere im Abschnitt 2.6 {iber unére
regulére Sprachen) zu vermitteln.

2.1 Formale Sprachen

Die Notationen fiir formale Sprachen sowie fiir endliche Automaten und re-
guldre Ausdriicke orientieren sich am Standardwerk von Hopcroft und Ull-
man [19].

» Der Begriff Buchstabe, Symbol oder Zeichen wird synonym verwendet
und bezeichnet die kleinsten Einheiten, aus denen ein Wort besteht.

» Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Buchstaben und wird meist
mit ¥ bezeichnet.

» Ein Wort iiber einem Alphabet 3 ist eine endliche Konkatenation, also
das Hintereinanderschreiben von Buchstaben aus 3. Die Lénge eines Wor-
tes w ist die Anzahl der Buchstaben von w und wird mit |w| bezeichnet.
Fiir zwei Worter u und v bezeichnet u-v oder auch uv die Konkatenation

der beiden Worter mit Lénge |uv| = |u| + |v].
» Das leere Wort, das keinen Buchstaben enthilt, bezeichnen wir mit . Es
gilt |e| = 0.

» Eine formale Sprache ist eine Menge von Wortern iiber einem Alphabet.
» Sind L; und Ls formale Sprachen, so ist die Konkatenation L1 - Ly durch
die Konkatenationen der enthaltenen Worter definiert. Es ist also Lq-Lo =
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{u-v|ueLliANveE L}

» Ist L eine formale Sprache, so ist L0 = {¢}, L' = L und L**! = L*. L fiir
1> 1.

» L* = J,~o L ist der Kleenesche Abschluss einer formalen Sprache L. Des-
weiteren ist LT = |J,~; L* der positive Abschluss und LT unterscheidet
sich nur dann von L*, wenn € ¢ L gilt.

» Die Menge oder Sprache aller Worter iiber dem Alphabet 3 ist also >*.
Mit ¥<" = Uiso ¥’ bezeichnen wir die Menge aller Worter der Linge
hochstens n.

2.2 Regulidre Ausdriicke und Endliche Automaten

Mit Hilfe endlicher Automaten und reguldrer Ausdriicke koénnen die re-
guldren Sprachen beschrieben werden. Die Klasse der reguliren Sprachen
ist innerhalb der Chomsky-Hierarchie [6] die am stidrksten eingeschrink-
te Sprachklasse und wird von den Typ-3 Grammatiken erzeugt. Natiirlich
konnen wir unsere Aussagen iiber NFAs direkt als Aussagen iiber rechtslinea-
re Grammatiken umformulieren. Die Zahl der Variablen einer rechtslinearen
Grammatik entspricht der Zahl der Zusténde im zugehorigen NFA | die Zahl
der Produktionen enspricht der Zahl der Ubergéinge. Auf die Darstellung
durch Grammatiken werden wir deshalb in dieser Arbeit nicht weiter einge-
hen.

2.2.1 Regulire Ausdriicke

Ein reguldrer Ausdruck iiber einem Alphabet ¥ ist rekursiv definiert: Als
Basis dienen die Fille

() beschreibt die leere Sprache 0,

e beschreibt die Sprache {e¢}, die nur das leere Wort enthélt,

a beschreibt fiir einen Buchstaben a € ¥ die Sprache {a}.
Einige Autoren erlauben auch den Ausdruck ¥, der die Sprache ¥ beschreibt.

Wir verwenden L(R) als Bezeichnung fiir die Sprache, die vom reguléren
Ausdruck R beschrieben wird. Sind R; und Ry zwei regulidre Ausdriicke,
dann beschreibt (R; + R2) die Vereinigung L(R;) U L(R2) und (R - R2)
oder auch (R;R2) beschreibt die Konkatenation L(R;) - L(R2).

Fiir einen reguldren Ausdruck R beschreibt (R*) den Kleeneschen Ab-
schluss (L(R))*.

Klammern kénnen weggelassen werden, wir nehmen dann an, dass der
Kleenesche Abschluss die hochste Bindung hat, gefolgt von der Konkatena-
tion und schliefflich der Vereinigung.
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2.2.2 Deterministische endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) M = (Q, %, 6, qo, F') ist de-
finiert iiber dem Alphabet ¥ und besteht aus der Zustandsmenge @), der Zu-
standsiiberfiihrungsfunktion 4 : @@ x ¥ — @, dem Startzustand gy € ¢ und
der Menge der akzeptierenden Zustinde F' C Q. Die Uberfithrungsfunktion
wird in der gewohnten Weise auf Worter erweitert: Wir definieren (g, ¢) = ¢
und 0(q, wa) = 6(d(q, w),a) fiir a € ¥ und w € ¥*. Die von M akzeptierte
(oder beschriebene) Sprache ist L(M) = {w € ¥* | §(qo,w) € F'}.

2.2.3 Nichtdeterministische endliche Automaten

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA) M = (Q, X%, 9, qo, F)
besteht aus den gleichen Komponenten wie ein DFA, allerdings ist das Er-
gebnis der Zustandsiiberfithrungsfunktion 6 : @ x ¥ — P(Q) eine Men-
ge moglicher Folgezustinde. P(Q) bezeichnet die Potenzmenge von Q. Fiir
NFAs erweitern wir die Uberfithrungsfunktion § : P(Q) x ©* — P(Q) so,
dass sie auf Zustandsmengen und Wortern operiert. Wir definieren

6(a,e) = {d}
5(P,a) = |Jd(g,a)
qeP

0(P,wa) = 6(6(P,w),a)

flir Zustandsmengen P C @) und Worter w € ¥* sowie Buchstaben a € .
Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) = {w € X* | 6(qo, w) N F # 0}.

Alternativ kénnen auch e-Uberginge zugelassen werden, also die Uber-
génge 0(q,e) = P C @ definiert werden. Es finden sich auch Definitionen
von NFAs mit einer Menge Qg C @ von Startzustdnden, in diesem Fall ist
L(M) = {uw | 5(Qo,w) N F # 0). ,,

Wir beschrianken unsere Betrachtungen auf NFAs ohne e-Ubergénge mit
einem Startzustand.

2.2.4 Aquivalente regulire Ausdriicke und endliche Automa-
ten

Wir nennen zwei regulidre Ausdriicke oder endliche Automaten N, N’ dqui-
valent, wenn sie dieselbe Sprache beschreiben, also L(N) = L(N') gilt.

2.2.5 Diagramme fiir endliche Automaten

Es ist iiblich, einen endlichen Automaten durch einen Graphen — das Zu-
standsiibergangsdiagramm — darzustellen. Wir beschreiben die Darstellung
fiir NFAs und verweisen darauf, dass jeder DFA auch als NFA dargestellt
werden kann, indem die Funktion § statt Zustéinden einelementige Zustands-
mengen als Werte annimmt.
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Das Zustandsiibergangsdiagramm zu einem NFA M = (Q, %, 0, qo, F) ist
ein gerichteter (Multi-)Graph G = (V, E) mit Kanten und Knotenmarkie-
rungen. Als Knotenmenge V' := @ iibernehmen wir die Zustandsmenge. Wir
setzen eine mit a € ¥ markierte Kante von ¢ nach p ein, wenn p € §(q, a) gilt.
Akzeptierende Zustéinde ¢ € F werden durch einen Doppelkreis markiert,
der Startzustand gg wird durch einen eingehenden Pfeil markiert.

Jede Kante im Multigraphen bezeichnen wir als Ubergang des NFAs.
Gibt es fiir Zustéinde ¢, p mehrere Ubergiinge von ¢ nach p, so zeichnen wir
in der graphischen Darstellung nur eine Kante, die mit allen Buchstaben
der Uberginge markiert ist. Wenn wir von der Anzahl der Uberginge in
einem NFA sprechen, zidhlen wir jedoch alle Kanten des zugrunde liegenden
Multigraphen.

Abbildung 2.1: Zustandsiibergangsdiagramm eines NFAs

Abbildung 2.1 stellt das Zustandsiibergangsdiagramm eines NFAs N dar.
N hat Startzustand qg, die Menge der akzeptierenden Zusténde ist F' = {g2}
und die Zustandsiiberfithrungsfunktion ¢ ist wie folgt definiert:

0(90,0) = {qo,q1}
6(g0,1) = {a}
6(q1,0) = 0
6(q1,1) = {2}
6(g2,0) = {ao}
6(g2,1) = {ao}-

2.3 Groflenmafe fiir reguléire Ausdriicke und end-
liche Automaten

Fiir einen reguldren Ausdruck R iiber dem Alphabet X definieren wir die
Grofle sizer(R) als die Anzahl der Buchstaben aus X, die in R vorkom-
men. Andere sinnvolle Groflenmafle wie die Lidnge von R, interpretiert als
Wort iiber dem Alphabet {0,e,+,-*,(,)} UX, oder die Linge von R in

13



einer Prifix- oder Postfix-Notation beziehungsweise die Anzahl der Knoten
in einer Représentation als Baum sind bis auf einen konstanten Faktor mit
unserer Groflendefinition dquivalent, sofern nicht unnétige iterierte Kleene-
sche Abschliisse oder Konkatenationen oder Vereinigungen mit € enthalten
sind [23, 8§].

Fiir einen NFA N bezeichnen wir mit sizeg (V) die Zustandszahl und
mit size, (V) die Anzahl der Ubergéinge im Multigraphen des Zustandsiiber-
gangsdiagramms. Da wir einen DFA als NFA auffassen kénnen, kénnen wir
dieselben Groflen-Definitionen auch auf DFAs anwenden. Fiir einen DFA D
iiber dem Alphabet 3 gilt sizey, (D) = |X| - sizest (D), da aus jedem Zustand
genau ein Ubergang fiir jeden Buchstaben aus ¥ definiert ist.

2.4 Groflenmafle fiir regulédre Sprachen

Die GroBe eines reguldren Ausdrucks oder NFAs lisst sich also direkt aus sei-
ner Definition ablesen. Das Problem, das uns hier hauptséchlich beschéftigt,
ist die Bestimmung der Grofle kleinstmdoglicher reguldrer Ausdriicke oder
NFAs zu einer als reguldren Ausdruck, DFA oder NFA gegebenen reguléren
Sprache. Die genannten Groflenmafle sind Mafle fiir die Beschreibungskom-
plexitdt der Sprache.

Fiir eine regulidre Sprache L definieren wir die Grofle eines kleinsten
reguldren Ausdrucks R, der L beschreibt als

sizere(L) := min{size,e(R) | R ist ein regulérer Ausdruck mit L(R) = L}.
Entsprechend definieren wir die NFA-Ressourcen

sizegt (L) := min{sizes(N) | N ist ein NFA mit L(N) = L} und
sizey, (L) := min{sizey (V) | N ist ein NFA mit L(N) = L}.

Fakt 1. Fiir eine beliebige requlire Sprache L gelten die folgenden Bezie-
hungen zwischen den Grioflenmafien:

sizere(L) > sizeg (L) — 1
sizey (L) > sizeg(L) — 1

Die erste Ungleichung gilt, da sich ein kleinster regulérer Ausdruck fiir
L in einen NFA mit hochstens sizeye(L) + 1 Zustdnden umwandeln lésst [30].

Die zweite Ungleichung ergibt sich aus der Uberlegung, dass in einem
NFA mit sizey, (L) Ubergingen hochstens sizeq (L) + 1 Zustinde vom Start-
zustand aus durch Ubergéinge erreichbar sind.
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2.5 Minimierungsprobleme fiir regulire Sprachen

Die exakte Bestimmung dieser Ressourcen ist im Allgemeinen schwierig. In
dieser Arbeit weisen wir nach, dass auch approximative Losungen schwierig
sind.

Das Problem der Bestimmung der Grofle eines kleinsten reguldren Aus-
drucks oder NFAs zu einer (als reguldren Ausdruck, DFA oder NFA) gege-
benen Sprache wird auch als Minimierungsproblem bezeichnet.

Das zugehorige Entscheidungsproblem wird so formuliert: Gibt es einen
reguldren Ausdruck, beziehungsweise NFA fiir L, der Groflie hochstens k,
wenn L als regulérer Ausdruck, DFA oder NFA spezifiziert ist? Fine Losung
fiir das Minimierungsproblem, beziehungsweise die Bestimmung von size(L)
16st auch das Entscheidungsproblem. Ein effizienter Algorithmus fiir das Ent-
scheidungsproblem kann andererseits durch Anwendung von binérer Suche
auf dem Parameter k£ das Minimierungsproblem effizient 16sen.

Die Bestimmung eines kleinsten reguldren Ausdrucks oder NFAs zu einer
gegebenen reguldren Sprache bezeichnen wir als konstruktive Minimierung.
Das Problem der konstruktiven Minimierung ist mindestens so schwierig wie
das Minimierungsproblem, da eine optimale konstruktive Losung die Losung
des Minimierungsproblems liefert. Andererseits ist nicht offensichtlich, wie
aus der Losung des Minimierungsproblems — also der reinen Gréflenangabe —
ein reguldrer Ausdruck oder NFA konstruiert werden kann. Das konstruktive
Problem konnte also auch deutlich schwieriger sein als das Minimierungs-
problem.

2.6 Unére regulire Sprachen

Wir nennen eine Sprache, die iiber einem Alphabet mit nur einem Buchsta-
ben definiert ist, unér. Im Folgenden betrachten wir unére Sprachen stets
iiber dem unéren Alphabet ¥ = {a}.

Unére DFAs, also DFAs, die eine unére Sprache akzeptieren, haben fiir
jeden Zustand genau einen ausgehenden Ubergang. Daraus folgt, dass jeder
unire DFA vom Startzustand aus iiber einen moglicherweise leeren Pfad
von Ubergéngen in einem Zyklus endet. Die Anzahl der Ubergiinge im Pfad
bezeichnen wir als Pfadlinge, die Anzahl der Uberginge im Zyklus als Zy-
kluslénge.

Fiir jede regulédre unére Sprache L gibt es somit eine Konstante ¢, die
Pfadléinge, und eine Konstante d, die Zykluslinge, so dass Vi > c: a' € L <
aitd e L gilt.

Fiir eine reguldre Sprache L kann es verschiedene DFAs geben, aber
der minimale DFA, der L akzeptiert, ist bis auf Benennung der Zustidnde
eindeutig bestimmt.

Die Pfadliange eines beliebigen DFAs fiir L kann also auch beliebig langer
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Abbildung 2.2: Ein unérer DFA mit Pfadlange ¢ und Zyklusldnge d

sein. (Man kann sich vorstellen, den Zyklus nach hinten abzurollen.) Die
Pfadlénge ist aber stets mindestens so lang wie die des minimalen DFAs.
Ebenso ist die Zyklusldnge eines DFAs fiir L mindestens so grofl wie die Zy-
kluslénge des minimalen DFAs. Hier gilt zusétzlich, dass jede mogliche Zy-
klusldnge ein ganzzahliges Vielfaches der Zykluslinge des minimalen DFAs
ist.

Wir wenden im Folgenden die Begriffe minimale Pfadlinge und minima-
le Zyklusldnge nicht nur auf DFAs, sondern auch auf reguldre unire Spra-
chen an. Fiir eine Sprache L beziehen wir uns dann auf die Pfadléinge und
Zyklusldnge des minimalen DFAs fiir L. Anstelle des Begriffs Zykluslange
verwenden wir auch den Begriff ultimative Periode' der Sprache. Ist die mi-
nimale Pfadlédnge von L gleich 0, so nennen wir L zyklisch und bezeichnen
die ultimative Periode schlicht als Periode. Hat eine zyklische Sprache L die
Periode d, so bezeichnen wir L auch als d-periodisch.

Fiir unére NFAs gibt es eine von Chrobak beschriebene Normalform [7].
Ein NFA fiir eine unére Sprache L in Chrobak-Normalform startet mit einem
deterministischen Pfad, der dem Pfad eines minimalen DFAs fiir L bis zum
letzten Zustand auf dem Pfad gleicht. Vom letzten Zustand auf dem Pfad
verzweigt der NFA dann nichtdeterministisch in mehrere deterministische
Zyklen. Eine zyklische Sprache wird durch einen NFA dargestellt, der direkt
vom Startzustand aus nichtdeterministisch in die Zyklen verzweigt. (Erlaubt
unser NFA-Modell mehrere Startzustinde, dann kénnen wir auch den ver-
zweigenden Startzustand weglassen und in jedem Zyklus einen Startzustand
definieren.)

Fiir einen undren NFA N mit n = sizew(N) Zustdnden existiert stets
ein dquivalenter NFA N’ in Chrobak-Normalform mit hochstens n? + n
Zustédnden im Pfad und die Gesamtzahl der Zusténde in allen Zyklen von
N’ ist hochstens n [7]. Das kleinste gemeinsame Vielfache der einzelnen Zy-
klusldngen eines NFAs in Chrobak-Normalform ist eine ultimative Periode
der akzeptierten Sprache. Dies bedeutet sofort, dass der minimale NFA in
Chrobak-Normalform fiir eine unire Sprache L, deren ultimative Periode
eine Primpotenz ist, genau dem minimalen DFA fiir L gleicht.

Verallgemeinert wird diese Beobachtung durch Jiang, McDowell und Ra-
vikumar [24], die zeigen, dass jeder NFA, der eine zyklische unére Sprache

mit minimaler Periode D mit Primfaktorisierung D = [, p;"* akzeptiert,

Lenglisch: ultimate period, also letzte / endgiiltige Periode
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Abbildung 2.3: Ein undrer DFA und ein dquivalenter NFA in Chrobak-
Normalform

mindestens Y ;" | p’ Zustéinde haben muss.

2.7 Approximationen

Wie in der Einleitung beschrieben, weisen wir nach, dass nicht nur die von
uns betrachteten Minimierungsprobleme im Bereich der reguldren Sprachen
schwierig sind, sondern dass auch gute Approximationen fiir diese Minimie-
rungsprobleme schwierig sind.

Wir beschrénken unsere Betrachtung auf Minimierungsprobleme opt mit
Losungspridikat Losung und Zielfunktion size. Wir nennen y eine Losung
fir Instanz x, wenn das Pridikat Losung(z,y) wahr ist. Bei der nicht-
konstruktiven Minimierung bestimmen wir fiir die Eingabe x den optimalen
Wert opt(z) = min{size(y) | Losung(x,y)}. Bei der konstruktiven Mini-
mierung bestimmen wir eine Losung y* mit size(y*) = opt(x). Wir gehen
davon aus, dass die Zielfunktion effizient berechenbar ist. Kénnen wir das
konstruktive Minimierungsproblem effizient 16sen, so kénnen wir auch das
nicht-konstruktive Minimierungsproblem effizient 16sen. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht.

Ein Algorithmus App heifit Approximationsalgorithmus fiir ein Mini-
mierungsproblem opt mit Approximationsfaktor ;> 1, wenn seine Ausgabe
App(x) fiir jede Eingabe x hochstens um den Faktor p vom optimalen Wert
opt(x) abweicht, also

App(z) < - opt(x)

gilt. Eine Approximation mit Approximationsfaktor 1 bestimmt somit den
optimalen Wert.

Da wir nicht nur konstante Approximationsfaktoren betrachten, sondern
auch solche, die von der Eingabelidnge abhéingen, betrachten wir den Appro-
ximationsfaktor auch als Funktion y : N — R und verlangen dann

App(z) < p(|z]) - opt(z).
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Ein konstruktiver Approximationsalgorithmus App’ mit Approximati-
onsfaktor p berechnet eine Losung App’(z) mit der Eigenschaft, dass

size(App/(x)) < - opt(z)

gilt.

2.7.1 Liicken schaffende Reduktionen

Um Nicht-Approximierbarkeitsergebnisse zu erhalten, nutzen wir das Kon-
zept der Liicken schaffenden Reduktion.

Eine Reduktion von einem Entscheidungsproblem L auf ein Minimie-
rungsproblem opt schafft die Liicke o, wenn ein Wert ¢ sowie eine Transfor-
mation T existieren, so dass

re€L = opt(T(zr)) <cund
€L = opt(T(x)) >a-c

gilt. Lauft die Transformation 7' in polynomieller Zeit, sprechen wir von
einer Liicken schaffenden Polynomialzeit-Reduktion.

Fakt 2. Gibt es eine Polynomialzeit- Reduktion von L auf opt, die die Liicke
a schafft und ist L vollstindig fir eine Komplezitdtsklasse C mit P C C
beziiglich der Polynomialzeitreduktion <,, so gibt es keinen effizienten Ap-
prozimationsalgorithmus fiir opt mit Approximationsfaktor o.

Beweis. Wir zeigen, wie wir das C-vollstéindige Problem L mit Hilfe eines
effizienten Approximationsalgorithmus App mit Approximationsfaktor « in
polynomieller Zeit 16sen kénnen. Dies ist aber ein Widerspruch zu P # C.

Auf eine Instanz x fiir L wenden wir die Liicken schaffende Transforma-
tion 7" an und akzeptieren x genau dann, wenn App(7'(z)) < a-c gilt. Dieses
Vorgehen ist korrekt, weil

rel = opt(T(z)

T@)<e = App(T(x)<a-cund
¢ L = opt(T(x)) >a-

¢ = App(T(z)) >a-c

gilt. Die jeweils letzten Implikationen ergeben sich aus der Definition des Ap-
proximationsfaktors, beziehungsweise weil die Approximation nicht kleiner
als das Optimum sein kann. ]
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Kapitel 3

Minimierung regulirer
Ausdriicke und NFAs

In diesem Kapitel weisen wir die Nicht-Approximierbarkeit des Minimie-
rungsproblems bei gegebenem NFA oder reguldren Ausdruck nach. In Ab-
schnitt 3.1 betrachten wir den unéren Fall und in Abschnitt 3.2 betrachten
wir Alphabete mit mindestens zwei Buchstaben. Fiir die Ergebnisse in die-
sem Kapitel modifizieren wir die aus [38] und [31] bekannten Reduktionen
auf die Minimierungsprobleme so, dass diese Liicken schaffen.

3.1 Minimierung unirer regulirer Ausdriicke und
NFAs

Der erste Nachweis der Schwere der approximativen Minimierung von NFAs
und regulédren Ausdriicke zu gegebenen NFAs oder regulidren Ausdriicken ge-
lingt uns in [13]. Wir nutzen hier die Vorarbeit von Stockmeyer und Meyer
[38], die die NP-Vollstiandigkeit des Entscheidungsproblems der Nicht-Aqui-
valenz L(R) # {a}* fiir einen gegebenen reguldren Ausdruck oder NFA R
iiber dem Alphabet {a} beweisen. Wir zeigen, dass die im folgenden Be-
weis der NP-Schwere benutzte Reduktion von 3-SAT auf das Problem der
Nicht-Aquivalenz Liicken schaffend ist.

Fakt 3. [38] Es ist NP-schwer, zu entscheiden, ob ein gegebener NFA oder
requldrer Ausdruck iber dem Alphabet {a} nicht die Sprache {a}* beschreibt.

Beweis. Gegeben sei eine Formel @ in 3-CNF mit m Klauseln C4,...,C,,
iiber den Variablen {z1,...,x,}. Wir konstruieren einen NFA Ng, der genau
dann die Sprache {a}* akzeptiert, wenn ® nicht erfiillbar ist. Die Konstruk-
tion eines reguliren Ausdrucks erfolgt analog.

Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes (siehe Fakt 8 in Abschnitt A.3)
konnen wir eine {0, 1}-Belegung der Variablen als natiirliche Zahlen definie-
ren: Die Folge p1,. .., p, sei die Folge der ersten n Primzahlen. Wir definieren
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i : N — N” durch
w(z) = (z mod py, ...,z mod py,)

und nennen z die Kodierung einer Belegung, falls p(z) € {0,1}" gilt. Die
zugehorige Belegung belegt die Variable x; mit dem ¢-ten Eintrag des Vektors
().

Zu jeder Klausel C; iiber den Variablen x;, , x;,, x;, konstruieren wir einen
deterministischen zyklischen Teil-Automaten D;, der genau die Sprache

I € {iy,i9,i3} : (k mod py) > 2 oder (k) hat
L; == { a* | Eintrige aus {0, 1} fiir die Variablen z;,, z;,, Z:;,
aber diese Belegung erfiillt die Klausel C; nicht

akzeptiert. Wir konstruieren den Zyklus D; der Lénge d; := p;, - Diy - Dis
folgendermaflen: D; besitzt die Zusténde g; ; fir 0 < j < d; und ein Wort
ak erreicht den Zustand i,k mod d;- Nach dem chinesischen Restsatz besteht
eine eindeutige Beziehung zwischen dem Zustand ¢; 1 mod ¢; und den Ein-
trigen von pu(k) € N™ an den Stellen i1, i9,i3. Eingeschrinkt auf diese drei
Variablen gibt es genau sieben Belegungen, die C; erfiillen. Wir definieren
die zugehorigen sieben Zusténde als verwerfend und alle anderen Zustédnde
als akzeptierend.!

Den nichtdeterministischen Automaten Ng, der die Vereinigung der Teil-
sprachen L; akzeptiert, konstruieren wir, indem wir einen neuen Startzu-
stand qg einfiigen und von diesem nichtdeterministisch unter Lesen von a auf
die Zusténde ¢;1 (1 < i < m) der Teil-Automaten D; verzweigen. O.B.d.A.
komme jede Variable in mindestens einer der Klauseln vor und der Automat
akzeptiert die Sprache Lg :=

m
U Lz = {ak
1=1

Ist @ nicht erfiillbar, so gilt fiir jede Belegung b € {0,1}", dass es eine Klau-
sel gibt, die b nicht erfiillt und somit ist L(Ng) = {a}*. Ist & andererseits
erfiillbar, so gibt es eine Belegung b, die jede Klausel erfiillt. Die zugehori-
gen Worter af mit u(k) = b werden von keinem der Teil-Automaten D;
akzeptiert und somit gilt L(Ng) # {a}*. O

so dass die Belegung u(k) die Klausel C; nicht erfiillt

k ist keine Kodierung oder es gibt eine Klausel Cj, }

Da die Sprache {a}* von einem Automaten mit einem Zustand und ei-
nem Ubergang sowie von einem reguliiren Ausdruck mit einem a-Symbol be-
schrieben wird, folgt aus Fakt 3 sofort, dass es NP-schwer ist, zu entscheiden,
ob sizeg (L(R)) > 1 oder sizey, (L(R)) > 1, beziehungsweise sizeye(L(R)) > 1
fiir einen gegebenen NFA oder reguldren Ausdruck R gilt. Es ist somit aus-
geschlossen, dass man (unére) regulére Ausdriicke oder NFAs effizient mini-
mieren kann, falls P # NP gilt.

'Der reguliire Ausdruck fiir einen solchen Zyklus hat die Form (A;)(a%)*, wobei A; die
Menge der d; — 7 Worter der Liange < d; beschreibt, die vom Zyklus akzeptiert werden. A;
lasst sich mit Hilfe des Horner-Schemas mit weniger als d; vielen a-Buchstaben schreiben.
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3.1.1 Komplexitit der Approximation

Um nachzuweisen, dass auch effiziente Approximationen mit kleinem Appro-
ximationsfaktor fiir das Minimierungsproblem ausgeschlossen sind, zeigen
wir den folgenden Satz, dessen Beweis darauf basiert, dass die Reduktion
von Stockmeyer und Meyer Liicken schaffend ist.

Satz 1. Falls P # NP gilt, gibt es keinen effizienten Approximationsalgo-
rithmus, der zu einem gegebenen (undren) requliren Ausdruck oder NFA N
mit n Buchstaben, beziehungsweise Zustinden oder Ubergingen eines der
Grifenmape size,.(L(N)),sizess(L(N)) oder sizey(L(N)) mit Approzimati-

n . .
onsfaktor \- approzimiert.

Um den Satz zu beweisen, bestimmen wir zunéchst eine untere Schranke
fiir die Periode der Sprache Lg aus dem Beweis von Stockmeyer und Meyer.

Lemma 1. Fir jede erfillbare 3-CNF-Formel ® tber n Variablen ist die
manimale Periode von Le entweder D = [[!'_, p; oder 2D.

Beweis. Die Sprache Lg ist 2D-periodisch, da 2D das kleinste gemeinsame
Vielfache der Zykluslingen von Ng ist. Die minimale Periode muss ein Teiler
von 2D sein. Wir nehmen an, dass Lg eine kleinere Periode d als D hat und
fiihren diese Annahme zum Widerspruch. Wenn es eine kleinere Periode als
D gibt, dann gibt es ein ¢ > 2, so dass d = 1% eine Periode von Lg ist. Es
gilt a%i2? € Lg fiir jedes ¢ € N, da gp; + 2 = 2 (mod p;) keine Kodierung
ist. Da wir annehmen, dass L d-periodisch ist, gilt auch a9 +74+2 ¢ Lg fiir
jedes r € N.

Andererseits gibt es ein Wort a’, das nicht in Lg liegt, da ja ® erfiillbar
ist und somit Lg # {a}* gilt. Auch hier fithrt die Annahme, dass Lo d-
periodisch ist, zu a/™® ¢ Lg fiir t € N. Wir erhalten den gewiinschten
Widerspruch, wenn wir ¢, r,¢t € N finden, so dass gp; + rd + 2 = £ 4 td gilt,
da ein Wort mit dieser Linge geméfl der linken Seite der Gleichung in Lg
liegen muss, wihrend es geméfl der rechten Seite nicht in Lg liegen kann.

dg,rt: gpi+2+rd = (+1td
& dg,rt: gpi = =2+ (t—r)d
& Jq: qgpi = (-2 (mod d)
= dq : qg = ({—2)p;? (mod d)

Die letzte Aquivalenz gilt, da das multiplikative Inverse von p; (mod d) exi-
stiert, da d = pQ und somit ggT(p;,d) = 1 gilt. O

Wir moéchten nun eine untere Schranke fiir einen minimalen NFA fiir Lg
in Abh#ngigkeit von der Formelldnge herleiten und benétigen eine lineare

Beziehung zwischen der Anzahl der Klauseln m und der Anzahl der Varia-
blen n. Wir betrachten hierfiir das E3-SAT-E5-Problem. E3-SAT-E5 ist die
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Sprache der erfiillbaren booleschen Formeln in 3-CNF, in denen jede Va-
riable in genau fiinf Klauseln auftritt und jede Klausel genau drei Literale
hat. Das E3-SAT-E5-Problem ist NP-vollstédndig [9] und die Reduktion aus
dem Beweis zu Fakt 3, angewandt auf eine solche Formel @, liefert einen
NFA oder regulidren Ausdruck Ng, fiir den eine effiziente Losung des Mi-
nimierungsproblems eine effiziente Losung von E3-SAT-E5 impliziert. Wir
konnen eine untere Schranke fiir die Anzahl der Zustédnde eines minimalen
NFAs fiir die Sprache Lg fiir den Fall, dass ® erfiillbar ist, herleiten.

Lemma 2. FEs gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir jede Formel ® €
E3-SAT-E5 mit m Klauseln jeder NFA, der die Sprache Ly akzeptiert, min-
destens cm? Inm Zustinde hat.

Beweis. Aus Lemma 1 wissen wir, dass die minimale Periode von L entwe-
der D oder 2D ist, wobei D =[]}, p; gilt und n die Anzahl der Variablen
in @ ist. Jiang, McDowell und Ravikumar [24] haben gezeigt, dass jeder
NFA, der eine zyklische unéire Sprache mit minimaler Periode D mit Fak-
torisierung [[1, p; akzeptiert, mindestens > . , p; Zustinde haben muss.
Wir schitzen die i-te Primzahl wie in Abschnitt A.3.1 beschrieben durch
p; > ilni ab. Jeder NFA fiir Le muss also mindestens

2

n n n N
ZpiZZih’l’iZ/ a:lna:dxzilnn
=2 i=1 1

Zusténde haben. Es gilt 5n = 3m und somit kénnen wir die untere Schranke
auch durch die Anzahl der Klauseln von ® ausdriicken: Jeder NFA fiir Lg
hat mindestens ¢m? Inm Zustéinde fiir eine Konstante c. ]

Wir erhalten nach Fakt 1 mit der unteren Schranke fiir die Zustandszahl
auch eine untere Schranke fiir die Zahl der Ubergénge in einem Ubergangs-
minimalen NFA und fiir die Zahl der Buchstaben in einem minimalen re-
guldren Ausdruck fiir Lg.

Andererseits kénnen wir eine obere Schranke fiir die Anzahl der Zusténde
des NFAs Ng angeben, der aus der Reduktion entsteht.

Lemma 3. Fir eine Formel ® in 3-CNF mit m Klauseln und exakt fiinf
Vorkommen jeder Variable hat der NFA Ng hdichstens O(m?*(Inm)3) Zu-

stande.

Beweis. Die Anzahl der Zustinde in einem Zyklus D; ist hochstens p3.
Fir j > 3 koénnen wir die j-te Primzahl nach oben durch p; < 2jlnj
abschéitzen. Wir haben m Klauseln, zu denen jeweils ein Zyklus gehort. Mit
Hilfe der linearen Beziehung zwischen n und m koénnen wir die Gesamtzahl
der Zustinde durch O(m(mInm)3) abschiitzen. O
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Die gleiche Analyse lisst sich auch fiir die Anzahl der Uberginge in
Ng und fiir die Anzahl der Buchstaben im regulidren Ausdruck, der bei der
Reduktion zu Fakt 3 entsteht, durchfithren. Nun kénnen wir den Beweis zu
Satz 1 vollenden.

Beweis zu Satz 1. Wir nehmen an, dass es einen Polynomialzeitalgorithmus
App gibt, der zu einem gegebenen NFA oder reguldren Ausdruck mit Grofie
s die Grofle eines minimalen dquivalenten NFAs oder reguldren Ausdrucks
innerhalb des Approximationsfaktors % bestimmt.

Es sei @ eine Instanz fiir das E3-SAT-E5-Problem mit m Klauseln. Ng
sei der NFA aus dem Beweis zu Fakt 3. Falls ® nicht erfiillbar ist, dann
ist die Grofle 1 das Optimum und App gibt an, dass die minimale Grofie

hochstens % ist. Mit s = O(m*(Inm)?) aus Lemma 3 sowie s > m ergibt

sich
Vs O(m*(Inm)3)
s S~ olmtlom).

Nach Lemma 2 erzeugt andererseits jede erfiillbare Formel W eine zy-
klische unire Sprache Ly, fiir die jeder NFA mindestens GroSe Q(m?Inm)
bendétigt. Die von App angegebene Grofie ist asymptotisch kleiner und kann
somit genutzt werden, um eine erfiillbare Formel zu erkennen. Letztlich
konnen wir mit Hilfe der Reduktion und der Anwendung von App das NP-
vollstdndige Problem E3-SAT-E5 in polynomieller Zeit 16sen. 0

3.1.2 Komplexitiat der konstruktiven Approximation

In unserer Arbeit [15] zeigen wir, dass effiziente Approximationen mit noch
schwicheren Approximationsfaktoren fiir das konstruktive unére Minimie-
rungsproblem ausgeschlossen sind. Beim konstruktiven Minimierungspro-
blem fordern wir vom Approximationsalgorithmus nicht nur, dass die Grdfle
eines dquivalenten minimalen reguldren Ausdrucks oder NFAs angenéhert
wird, sondern dass ein dquivalenter approximativ minimaler regulérer Aus-
druck oder NFA konstruiert wird.

Satz 2. Falls P # NP gilt, dann gilt fiir jedes 6 > 0, dass es keinen effizi-
enten Algorithmus gibt, der zu einem undren reguldren Ausdruck oder NFA
der Grofle n einen dquivalenten reguldren Ausdruck oder NFA mit Grofle
opt -n' = konstruieren kann, wobei opt die Grife eines kleinsten dquivalen-
ten requliren Ausdrucks oder NFAs ist.

Als Griflenmaf8 kann an jeder Stelle entsprechend sizeg(-), sizey(-) oder
sizeye(-) gewdhlt werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis hier exemplarisch fiir die konstruktive NFA-
Minimierung beziiglich sizeg(-), fiir die anderen GroBenmafie und fiir re-
gulidre Ausdriicke ist der Beweis entsprechend zu modifizieren.
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Wir nehmen an, dass es eine Konstante § > 0 gibt, so dass ein Polyno-
mialzeitalgorithmus A existiert, der zu einem gegebenen NFA N mit n =
sizest (N) Zustinden einen #quivalenten NFA A(N) mit sizeg (L(N)) - n'—°
Zusténden berechnet.

Es sei N ein NFA mit n = sizes (N) Zusténden, der aus der Reduktion im
Beweis zu Fakt 3 aus einer Formel fiir das E3-SAT-E5-Problem entsteht. Die
minimale Grofle eines dquivalenten NFAs ist entweder opt = 1 oder opt >
%. Wir wenden A wiederholt auf seine eigene Ausgabe A(N) an. A(N) ist
ein zu N #quivalenter NFA der GroBe sizeg (A(N)) < opt -(sizegt (N))' 0.
Fiir A(A(N)) erhalten wir

sizegt (A(A(N))) < opt -(sizess (A(N))) % < opt? - (sizeg (N)) 19,
Wiederholen wir diesen Prozess k& mal, dann ergibt sich
sizegt (AF(N)) < opt” -(sizest(N))(l_‘s)k.

Fir & > —m gilt sizeg (A¥(N)) < optF -(sizest(N))% und somit folgt
sizegt (AF(N)) = o(ﬁ), falls opt = 1 gilt, beziehungsweise andernfalls gilt

Inn
sizegy(AF(N)) > opt > Y2 O
Damit haben wir die Approximationskomplexitéiit fiir den uniren Fall
weitgehend geklart. Die Frage, ob eine effiziente approximative Bestimmung
der minimalen Grofle mit besserem Approximationsfaktor als fiir die kon-
struktive Minimierung moglich ist, bleibt allerdings offen.
Wir wenden uns nun der Minimierung im nicht-unéren Fall zu.

3.2 Minimierung allgemeiner reguléirer Ausdriicke
und NFAs

In [15] zeigen wir, dass fiir NFAs und regulidre Ausdriicke N iiber einem
Alphabet mit mindestens zwei Buchstaben effiziente Approximationen mit
Approximationsfaktor o(size(/N)) sogar unter der schwécheren Annahme
P # PSPACE ausgeschlossen sind.

Auch hier weisen wir nach, dass die Reduktion im urspriinglichen Beweis
der PSPACE-Schwere von Meyer und Stockmeyer [31] Liicken schaffend ist,
indem wir die Instanz fiir die Reduktion so einschrinken, dass die Mindest-
groffe der zum Reduktionsergebnis dquivalenten reguldren Ausdriicke oder
NFAs leicht zu bestimmen ist.

Das folgende Lemma beschreibt die Einschrinkungen, die wir spéter nut-
zen.

Lemma 4. Es gibt eine PSPACE-vollstindige Sprache, die von einer de-
termanistischen Einband-Turingmaschine M akzeptiert wird, die nur Zellen
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innerhalb des Eingabebereichs besucht und auf Eingaben x € L mindestens
21zl Schritte liuft. Auferdem hat M nur einen akzeptierenden Zustand und
macht in jedem Rechenschritt eine Kopfbewegung.

Beweis. Wir nehmen an, L’ sei eine PSPACE-vollstindige Sprache, die von
einer deterministischen Turingmaschine M’ mit polynomieller Platzschran-
ke f(n) = n°M akzeptiert wird. Dass es nur einen akzeptierenden Zustand
gibt und jeder Rechenschritt auch den Kopf bewegt, kénnen wir mit Stan-
dardmethoden garantieren und wir nehmen an, dass dies bereits fiir M’ gilt.
Ebenso kénnen wir annehmen, dass M’ auf einem nach links beschrinkten
Band arbeitet.

Mit Hilfe einer Technik, die schon Book [4] anwendet, reduzieren wir L’
auf eine Sprache L, die von einer Turingmaschine M mit der geforderten
Platzschranke und der Mindest-Laufzeit akzeptiert wird.

Eine Eingabe w fiir M’ wird in polynomieller Zeit transformiert in die
Eingabe z := swB WD~ Hierbei sind B,>,< neue Symbole, die als
Blanksymbole und Begrenzer interpretiert werden. M soll also die Sprache
{pwB/ D=1l 4 | 4 € L'} akzeptieren. Hierzu priift die Turingmaschine M
zunéchst, ob die Eingabe mit > beginnt und mit < abgeschlossen ist und ob
die Anzahl der B-Zeichen stimmt. Danach fihrt sie wieder zum Anfang der
Eingabe und simuliert die Berechnung von M’ auf w, wobei B als das Blank-
Symbol interpretiert wird. M besucht nur Zellen auf dem Eingabebereich,
da fiir M’ die Platzbeschrinkung f(n) gilt.

Wenn die Simulation von M’ abgeschlossen ist und der akzeptierende
Zustand erreicht wird, miissen wir nur sicherstellen, dass M mindestens 2/*!
viele Schritte lduft. Dazu zihlen wir am Ende der Berechnung einen bindren
Zahler geeignet hoch. O

Die im Lemma beschriebene Einschrinkung auf Turingmaschinen, die
nur auf dem Eingabebereich arbeiten, erleichtert uns auch den Beweis des
Satzes in [31], den wir hier als Fakt 4 wiedergeben.

Fakt 4. [31] Es ist PSPACE-schwer, zu entscheiden, ob ein gegebener NFA
oder requldrer Ausdruck iber einem Alphabet ¥ mit |¥| > 2 nicht die Sprache
¥* beschreibt.

Beweis. M = (Qur, Y, Uar, 0,90, {qs}) sei eine wie in Lemma 4 beschrie-
bene Turingmaschine mit akzeptierendem Zustand ¢y, die die PSPACE-
vollsténdige Sprache L(M) akzeptiert. Unsere Transformation konstruiert
zu einer Eingabe w = w; ... w, einen reguldren Ausdruck R,, mit der Ei-
genschaft w € L(M) < L(R,) # ¥*. Genauer: R,, beschreibt alle Worter,
die keine Konkatenation aufeinander folgender legaler Konfigurationen von
M sind, die mit gow beginnen und zum akzeptierenden Zustand ¢y fiihren.

Das Alphabet? sei ¥ = (Qnr x I'ps) UT s U {#}, dies erlaubt es uns,

2Durch eine entsprechende Kodierung ist es moglich, das Alphabet {0,1} zu nutzen
wobei die Eingabe um einen konstanten Faktor verldngert wird.
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Folgen von Konfigurationen der Turingmaschine, die durch # getrennt sind,
zu beschreiben. Eine legale Konfiguration ist ein Wort der Linge n = |w|
aus I}, - (Qar x T'ar) - Iy, und beschreibt den Bandinhalt, die Position des
Kopfes sowie den Zustand. Das Zeichen [q, a] € Qas x I'ps steht hierbei fiir
die Zelle mit Inhalt a, auf der der Kopf steht, wihrend sich M im Zustand
q befindet. R,, definieren wir als die Vereinigung der reguléren Ausdriicke
Ri, Ry, R3 und Ry.

» R beschreibt alle Worter, die nicht mit #[qo, wi]ws . ..w,# beginnen,

also

Ri =Ny + #(N[qo,wﬂ + [qo, wl](Nwz + wg(Nw3 +ws(...
oo (N, +wpnNg) . .0))))

mit N, = ¢+ (X \ a)X*. Wir benutzen hierbei abkiirzend

E:ZUund (X\a)= Z o.

oex cex\{a}

» Ry beschreibt alle Worter, die nicht [gf,] fiir beliebige Buchstaben ~ €
I')s enthalten.

*

Ry = Z a
a€X\({gr}xTm)

» R3 = X*(X\ #) beschreibt alle Worter, die nicht mit # enden.

» R, beschreibt jede illegale Anderung des Bandinhalts zwischen zwei auf-

einanderfolgenden Konfigurationen: In einer legalen Folge y von Konfi-
gurationen ist fiir jedes Tripel y;_1v;yi—1 € X3 das neue mittlere Symbol
Yit+n+1 eindeutig durch y;—1y;y;4+1 bestimmt. Fiir eine illegale Folge x von
Konfigurationen gibt es also entweder eine Position ¢ mit z;4n11 # w4,
falls der Kopf sich nicht iiber x; befindet oder andernfalls ist x;ip41
nicht das Zeichen, das gemifi der Uberfithrungsfunktion ¢ auf das Band
geschrieben werden muss.
Wir decken zunéchst den Fall ab, dass sich der Kopf nicht in der Ndhe be-
findet: Generiere fiir alle a1, ag, as € T'pyU{#} jedes Wort x, welches nicht
as an der entsprechenden mittleren Position der Nachfolgekonfiguration
hat, durch den reguldren Ausdruck

¥* . aragas - ol (E \ a2) 3

Wenn sich der Kopf an einer der drei Stellen befindet, dann generieren wir
fiir alle a1,as € Ty und jedes [q,a] € Qp X Tpy mit 6(q,a) = (¢, b, —)
mit ¢’ € Qp und b € Ty alle illegalen Folgen durch

¥* - [g,alarag - 2" (BN [¢ar]) - 2+
Y- ay[g,alag - X" (2\b) - B¢+
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S arasfg,a) - 2V (2 an) -

Behandle die Linksbewegungen [q,a] € Qp x T'py mit 6(g,a) = (¢', b, <)
entsprechend. Ry ist schlieflich die Vereinigung aller eben beschriebenen
reguléren Ausdriicke.
Die Konstruktion von Ry, ist in polynomieller Zeit beziiglich |w| machbar.
Es gilt L(Ry) # ¥* & w € L(M). Ein Algorithmus, der zu gegebenem
reguldren Ausdruck R, entscheidet, ob die beschriebene Sprache X* ist, 16st
ein PSPACE-schweres Problem. O

Wenn wir die Grofie des im Beweis konstruierten reguldren Ausdrucks Ry,
und die Mindestgrofie von reguliren Ausdriicken fiir die von R, beschriebe-
nen Sprache analysieren, erkennen wir, dass die Transformation eine Liicke
schafft.

Satz 3. Fulls P# PSPACE gilt, dann gibt es keinen effizienten Approxima-
tionsalgorithmus, der zu einem reguldren Ausdruck oder NFA der Grifie n
iiber einem Alphabet X mit |X| > 2 die Grifie eines minimalen dquivalenten
requldren Ausdrucks oder NFAs mit Approzimationsfaktor o(n) bestimmit.

Als Griflenmaf8 kann an jeder Stelle entsprechend sizeg(-), sizey(-) oder
sizeye(-) gewdhlt werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis zu Fakt 4 fort und bestimmen zunéchst die
Lénge des reguliren Ausdrucks R,,. Die Liange des Ausdrucks R4 dominiert
die Gesamtlinge. Die vier Teilausdriicke von R4 haben jeweils die Lénge
IZ|+34+(n—1)- |2+ (|X]| —1) +|X| und miissen fiir alle Kombinationen der
drei Zeichen aufgeschrieben werden. Als obere Schranke fiir die Gesamtlange
von Ry kénnen wir [X[2 -4 - (|3 - (Jw| + 2) + 3) = O(|w|) angeben.

Wir bezeichnen die Lénge von R,, mit m := size(Ry) = O(|w]). Im
Anhang in Kapitel B findet sich die Beschreibung eines dquivalenten NFAs
mit O(|w|) Ubergingen und Zustinden. Die Existenz des NFAs mit O(|w|)
Zusténden folgt bereits aus der Linge von R,,. Fiir die Uberginge gilt im
Allgemeinen jedoch nur die obere Schranke O(n - 218" ™) fiir size, (L(R)) fiir
reguldre Ausdriicke R der Lénge n iiber konstant grofiem Alphabet [37].

Falls M die Eingabe w nicht akzeptiert, dann gibt es keine legale Folge
von Konfigurationen, die ¢¢ beinhaltet und es gilt L(R,,) = ¥*. Falls jedoch
w akzeptiert wird, dann gibt es eine legale Folge y von Konfigurationen, die
zu gy fithrt. Das Wort y ist das kiirzeste Wort, das nicht von R,, erzeugt
wird und umfasst mindestens 2/l Konfigurationen, da wir davon ausgehen,
dass die Turingmaschine diese Mindestlaufzeit hat.

Um eine Sprache I € ¥* mit L = X<F~1L/ fiir eine Sprache L' C ¥* zu
akzeptieren, benotigt der minimale DFA mindestens k Zusténde. Da wir mit
Hilfe der Potenzmengenkonstruktion aus jedem NFA mit n Zustdnden einen
DFA mit hochstens 2" Zustdnden konstruieren koénnen, hat ein minimaler
NFA fiir L also mindestens log & Zustdnde. Nach Fakt 1 gilt diese untere
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Schranke auch fiir die Anzahl der Ubergiinge in NFAs fiir L und fiir die
Lénge reguldrer Ausdriicke fiir L. Angewandt auf die Sprache L(R,,) fiir
Eingaben w € L(M) folgt, dass jeder NFA oder regulére Ausdruck fiir L(R,,)
mindestens die Grofle |w| hat.

Andererseits kann fiir w ¢ L(M) die Sprache L(R,,) = ¥* von einem
NFA mit einem Zustand beziehungsweise |¥| Ubergingen und von einem
reguldren Ausdruck der Grofie |X| beschrieben werden.

Ein Approximationsalgorithmus App mit Approximationsfaktor o(n) =
o(Jw|) gibt fir w ¢ L(M) also an, dass die Groe eines minimalen NFAs
oder reguldren Ausdrucks fiir L(R,,) durch o(Jw|) beschrénkt ist, wihrend
fiir den Fall w € L(M) nur eine Grofle mindestens |w| in Frage kommt.
App erlaubt uns also die Trennung der beiden Fille und 16st ein PSPACE-
schweres Problem. Ist App effizient, widerspricht dies der Annahme P #
PSPACE. ]
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Kapitel 4

Minimierung bei gegebenem
DFA

Wir weisen jetzt die Nicht-Approximierbarkeit der Grofie eines dquivalen-
ten NFAs oder reguléren Ausdrucks zu einem gegebenen DFA nach. Da die
Eingabe hier exponentiell grofier sein kann, als bei NFAs oder reguléren Aus-
driicken als Eingabe, steht fiir effiziente Algorithmen zwar deutlich mehr Re-
chenzeit zur Verfiigung, das Problem bleibt aber weiterhin schwierig. Fiir un-
sere Nicht-Approximierbarkeitsergebnisse miissen wir allerdings auf stérke-
re als die in Kapitel 4 genutzten Annahmen P # NP oder P # PSPACE
zuriickgreifen.

4.1 Pseudozufallsfunktionen

Fiir die Untersuchung der Approximierbarkeit minimaler NFAs und regu-
larer Ausdriicke, die zu einem gegebenem DFA #quivalent sind, nutzen wir
kyptografische Annahmen, namlich die Existenz von Pseudozufallsfunktio-
nen. Pseudozufallsfunktionen wurden von Goldreich et al. [11] eingefiihrt.
Wir orientieren uns an der Definition eines Pseudozufallsensembles und be-
schrinken unsere Betrachtung auf boolesche Funktionen.

Definition 1. Es sei B, die Menge aller booleschen n-Bit Funktionen g :
{0,1}™ — {0, 1}.

Ein Funktionenensemble ist eine Folge f = (f,)n, in der jedes Folgen-
glied f,, C B, eine Menge von Funktionen {fj|s € S,} fiir eine Menge
von Schliisseln 5, ist. Wir sagen, dass das Ensemble f effizient berechen-
bar ist, wenn aus der Angabe der Grofle n, eines Schliissels s € S, und der
Eingabe x € {0,1}" der Funktionswert f;(z) effizient — gemessen in n — be-
stimmt werden kann. Effizient kann in diesem Zusammenhang verschiedene
Bedeutungen haben. Fiir unsere Ergebnisse betrachten wir sowohl Funktio-
nenensembles, die durch (nicht-uniforme) TC%-Schaltkreise berechnet wer-
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den konnen [32], als auch Funktionenensembles, die in (nicht-uniformem)
LogSPACE berechnet werden kénnen. Abschnitt A.2 erklart die Komple-
xitdtsklassen und den Begriff der Uniformitét.

Fiir unsere Zwecke reicht folgende Definition eines starken Pseudozufall-
sensembles:

Definition 2. Sei f, = (f3)ses, ein Funktionenensemble mit Funktionen
f3 € B, fir einen Schlissel s € S,, und sei (Ta)ie{l,..ﬂ?"} das Ensemble
aller booleschen n-Bit Funktionen, das Zufallsensemble.

Ein randomisierter Algorithmus A heifit Unterscheider, wenn A in je-
dem Schritt einen Funktionswert hy(x) einer unbekannten Funktion h,, fir
ein Argument x erfragen kann, und am Ende seiner Berechnung eine 0/1-
Ausgabe erzeugt. Wir nennen |prob[A(f,) = 1] — prob[A(r,) = 1]| den
Vorteil, den A beim Unterscheiden von f, und r, erreicht. Hierbei sind die
Wahrscheinlichkeiten prob definiert diber die zufilligen Wahlen, die A vor-
nimmt, sowie iber die gleichverteilte Wahl der Schlissel s beziehungsweise
1 aus der jeweiligen Schlisselmenge.

Wir sagen, dass f = (fn)n ein starkes Pseudozufallsensemble mit Para-
meter ¢ ist, falls fiir jeden Unterscheider A

| problA(f,) = 1] — prob[A(r,) = 1]| < é

gilt, wenn A in Zeit 2°00°) luft.

Die iibliche Definition fiir starke Pseudozufallsensembles verlangt sogar,
dass der Vorteil fiir jedes ¢ und geniigend grofles n kleiner als n~¢ ist. Of-
fensichtlich impliziert die Existenz von starken Pseudozufallsensembles im
iiblichen Sinne die Existenz unserer starken Pseudozufallsensembles.

Es wird allgemein angenommen, dass es ein 0 < ¢ < 1 gibt, so dass
die Faktorisierung von (zuféllig gewéhlten) n-Bit Blum-Zahlen erwartete
Laufzeit 2°4) benotigt. Naor und Reingold [32] konstruieren ein Funktio-
nensemble, das durch nicht-uniforme T'C°-Schaltkreise berechnet wird und
ein starkes Pseudozufallsensemble mit Parameter ¢ ist, falls Faktorisierung
hinreichend schwierig ist: Sie zeigen, dass es einen randomisierten Algorith-
mus gibt, der n-Bit Blum-Zahlen in Zeit 20("") mit Wahrscheinlichkeit > -1
fiir ein ¢ > 0 faktorisieren kann, wenn ein Unterscheider mit Laufzeit 20(%)
zur Verfiigung steht, der die Pseudozufallsfunktionen aus [32] und Zufalls-

funktionen mit Vorteil > —L fiir ein ¢ > 0 unterscheidet.

nc’

4.2 Pseudozufallsfunktionen und Nicht-Approxi-
mierbarkeit

Wir nutzen die Annahme der Existenz von Pseudozufallsfunktionen, um
gute effiziente Approximationen fiir das Minimierungsproblem bei gegebe-
nem DFA auszuschlielen. Ziel ist die Darstellung von booleschen Funktionen

30



durch reguldre Ausdriicke oder NFAs, wobei Pseudozufallsfunktionen kurze
regulédre Ausdriicke und kleine NFAs haben, wihrend Zufallsfunktionen mit
hoher Wahrscheinlichkeit lange regulére Ausdriicke und grofie NFAs benoti-
gen.

Wir definieren zu einer Funktion h eine regulédre Sprache L(h), die durch
einen DFA einfach zu beschreiben ist und fithren ein Funktional G = (G,,),
mit G,, : B, — N ein, welches die Komplexitéit einer booleschen Funktion A
misst. Gy, (h) definieren wir als die minimale GroBe sizest(L(h)), sizei, (L(h))
beziehungsweise sizere(L(h)) von Automaten oder reguldren Ausdriicken fiir
L(h).

Wir bestimmen Schranken ¢;(-) und ¢3(-), so dass jede Funktion f; aus
einem Pseudozufallsensemble f,, eine niedrige Komplexitat Gy, (f;) < t1(n)
hat, wihrend fiir eine zufillig gew#hlte Funktion i die Komplexitit G, (r?)
mit hoher Wahrscheinlichkeit mindestens t2(n) ist. Da nach Definition eines
starken Pseudozufallsensembles kein Algorithmus die Unterscheidung der
beiden Fille in Zeit 2°("°) mit hoher Wahrscheinlichkeit vornehmen kann,

kann auch kein Algorithmus einen kleineren Approximationsfaktor als Egzg

erreichen. Die Schranke ¢;(n) liegt bei allen unseren Anwendungen im po-
lynomiellen Bereich, wihrend die Schranke t2(n) jeweils im exponentiellen
Bereich liegt.

Um einen DFA fiir die Sprache L(h) aufzubauen, benétigen wir aller-
dings den Zugriff auf alle Funktionswerte von h, was fiir n-stellige Funktio-
nen und € < 1 nicht in Zeit 20"°) maglich ist. Wir passen unser Vorgehen
deshalb noch an, indem wir den Orakelzugriff durch einen Zugriff auf alle
Funktionswerte einer Restriktion ersetzen und in die Analyse des Approxi-
mationsfaktors den Parameter ¢ miteinbeziehen.

Ein erster Kandidat fiir die Sprache L(h) ist die Sprache der Eingaben
mit Funktionswert 1, also L(h) = {x | h(xz) = 1}. Allerdings sind regulire
Ausdriicke und NFAs zu schwach, um T'C° oder LogSPACE-Funktionen in
dieser Weise nachzubilden. Wir orientieren uns an dem Ansatz von Pitt
und Warmuth [34] und wiederholen Eingaben. Fiir eine Funktion h € B,
betrachten wir das Komplement der Sprache

Lp(h) = {xp ’ x € {0, l}n A h((]}) = 1} C {0, 1}n-P

fiir eine geeignete Anzahl von Wiederholungen p.

Wir zeigen in Lemma 8, dass fiir diese Sprachen stets DFAs mit O(n -
p - 2™) Zustdnden existieren. Diese DFAs dienen als Eingabe-DFAs fiir die
Zustands- oder Ubergangsminimierung dquivalenter NFAs bezichungsweise
fiir die Langenminimierung dquivalenter reguldrer Ausdriicke.
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4.3 Separierende Funktionale und randomisierte
Approximationsalgorithmen

Wir definieren in diesem Abschnitt zunéichst abstrakt, wann ein Funktional
G eine Funktionenklasse C von der Klasse der zufilligen Funktionen separiert
und leiten ein allgemeines Nicht-Approximierbarkeitsergebnis fiir ein solches
Funktional G, fiir den Fall her, dass C ein starkes Pseudozufallsensemble
enthélt.

Definition 3. Wir definieren die Kompression ky, : B, — By, firn > m
angewandt auf eine Funktion f € By, als Restriktion von f mit (kn,(f))(x) =
for=mg) fir xz e {0,1}™.

Wir sagen, dass das Funktional G = (Gy)n, mit Gy, : B, — N eine
Funktionenklasse C von der Klasse des Zufallsensembles By, fiir monoton
wachsende Schranken t1(-) und ta(-) separiert, wenn Gy (f) < t1(n) fir jede
Funktion f € CN By, gilt, wihrend Gy, (hy) > ta(n) fir fast alle Funktionen
in B, gilt, also

iy [0 € Bl () S o)

folgt. Auferdem verlangen wir, dass Gu(km(f)) < ti(n) fir jede Funktion
f € CnN B, und jedes m < n gilt.

=0

Im Folgenden verwenden wir r,,, um eine zuféillige gleichverteilt gewéahlte
Funktion aus B,, zu bezeichnen, f,, um eine n-stellige Funktion aus einem
Pseudozufallsensemble mit zufillig gewahltem Schliissel zu bezeichnen und
hy, als eine konkrete n-stellige Funktion, fiir die der Wert Gy, (hy,) approxi-
mativ zu bestimmen ist, beziehungsweise fiir die entschieden werden soll, ob
sie pseudozufillig oder zufillig gewdhlt wurde.

Da wir randomisierte Unterscheider betrachten, fithren wir auch den
Begriff des randomisierten Approximationsalgorithmus, der Fehler machen
darf, ein. Wenn wir effiziente randomisierte Approximationsalgorithmen mit
kleinem Approximationsfaktor fiir ein Optimierungsproblem ausschlieflen
konnen, sind natiirlich auch effiziente deterministische Approximationen mit
kleinem Approximationsfaktor ausgeschlossen.

Definition 4. Wir nennen einen randomisierten Algorithmus App : X — N
einen Approximationsalgorithmus mit Approximationsfaktor u(-) und Uber-
schétzungsfehler e und Unterschdtzungsfehler e_ fiir ein Minimierungspro-
blem opt, falls
e+ = supprob[App(z) > pu(|z]) - opt(z)]  und
zeX
e_ > sup prob[App(z) < opt(z)]
zeX
gilt. Die Wahrscheinlichkeiten werden hierbei iber die zufilligen Wahlen des
randomisierten Algorithmus gemessen.
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Wir geben nun ein allgemeines Lemma fiir die Nicht- Approximierbarkeit
von Funktionalen an, die Pseudozufallsensembles von Zufallsensembles sepa-
rieren. Wir gehen bei der Eingabe fiir die Approximationsalgorithmen davon
aus, dass wir alle Funktionswerte der zu untersuchenden Funktion in einer
Wertetabelle zur Verfiigung gestellt bekommen. Dies ermdglicht uns spéter,
einen DFA fiir die Funktion zu spezifizieren. Um wieder den Bezug zum Ora-
kelzugriff des Unterscheiders auf eine Funktion h,, herzustellen, arbeitet der
Approximationsalgorithmus auf der Wertetabelle der Kompression ki, (hy,)-
Gelingt eine gute Approximation auf der Wertetabelle der Kompression,
die ja weniger Information iiber h,, zur Verfiigung stellt als durch beliebige
Orakelzugriffe auf h,,, dann kann diese Approximation auch genutzt werden,
um Pseudozufallsensembles von Zufallsensembles mit signifikantem Vorteil
zu unterscheiden.

Lemma 5. Das Funktional G separiere C von zufillig gewdhlten Funktionen
fiir Schranken t1 und ty. Wir nehmen an, dass C ein Pseudozufallsensemble
mit Parameter € enthdlt. App sei ein randomisierter Algorithmus, der den
Wert G, (hy) fiir eine gegebene Wertetabelle von hy, € By, der Grife 2™
approzrimiere.

Dann gilt fiir jedes | > 1: Falls App in Zeit 20(m?) lduft und einen Appro-

ximationsfaktor p(2™) < tlt(QmTln/)e) hat, dann muss App die Fehler e, +e_ > %

haben.

Die Lénge der Wertetabelle ist 2. Diese Eingabeldnge wird als Argu-
ment fiir den Approximationsfaktor verwendet.

Beweis. Nach Annahme enthilt C ein starkes Pseudozufallsensemble mit
Parameter . Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass
App bei gegebener Wertetabelle von h,, fir ein I > 1 den Wert Gy, (hy,)

mit Laufzeit 2°00™) und Approximationsfaktor 1 < p(2m) < tlt(2r(rT/)€)

Fehlern e +e_ < % approximiert. Wir konstruieren einen Unterscheider A,
der App als Unterprogramm nutzt und n-Bit Funktionen aus C von zufillig
gewihlten n-Bit Funktionen mit Vorteil mindestens % unterscheidet.

Wir setzen m = [n/!]. A hat Orakelzugriff auf die Eingabefunktion
hn, € B, und erzeugt die Wertetabelle fiir die Einschrinkung k,,(hy). A
lasst daraufhin App auf ky, (h,,) laufen und akzeptiert, also A(h,) = 1, wenn
App(km(hn)) < ta(m) gilt. Andernfalls verwirft A, also A(h,) = 0. Der
Vorteil ist

sowie

| prob[A(fy) = 1] — prob[A(ry,) = 1]|
= | prob[App(km(fn)) < t2(m)] — prob[App(kp,(ry)) < t2(m)]|,

wobei die Wahrscheinlichkeiten sowohl iiber die Zufallsentscheidungen von
App als auch iiber die zufdllige Wahl der Schliissel s € S, fir f, = f;,
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beziehungsweise die gleichverteilt zufillige Wahl der Zufallsfunktion r,, € B,,
definiert ist.

Da G die Klasse C von der Klasse der zufilligen Funktionen separiert,
gilt G (km(frn)) < ti(n) fiir f, € C. Nach Annahme gilt fiir den Approxi-
mationsfaktor ;4(27) - t1(m!/¢) < to(m). Weil m = [n°/!] gilt und t; gemB
Definition 3 monoton wichst, folgt u(2™) - t1(n) < ta(m). Wir erhalten

prob[App(km(fn)) < ta(m)]
> prob[App(km (fn)) < p(2™
= 1 — prob[App(km(fn)) >

1 — prob[App(km (frn)) >
1—eq,

) - t1(n)]
p(2™) - ta(n)]
p(2") - Gk (fn))]

ARV}

wobei die letzte Ungleichung aus der Definition des Uberschitzungsfehlers in
Definition 4 folgt. Wir méchten nun prob[App(knm,(ry)) < ta(m)] fiur gleich-
verteilt gewdhlte Funktionen r, € B, abschéitzen und bemerken zunéchst,
dass das gemeinsame Eintreffen der Ereignisse |Gy, (km (1)) > t2(m)] und
[App(km(rn)) > G (km(ry))] das Ereignis [App(km, (7)) > t2(m)] nach sich
zieht. Es folgt

prob[Go (km (1)) > ta(m) A App(km(rn)) > Gm(km(ra))]
< prob[App(km(rn)) > ta(m)]
= prob[App(km(ry)) < ta(m)]
< prob[Gum(km(rn)) < ta(m)] + prob[App(km(rn)) < Gum(km(rn))]
< prob[Gu (km(rn)) < ta(m)] + €_.

Auch hier folgt die letzte Ungleichung aus der Definition des Unterschét-
zungsfehlers in Definition 4. Da die Kompression einer gleichverteilt gewéhl-
ten Funktion r,, aus B,, zu einer gleichverteilt gewéhlten Funktion r,, aus
By, fiithrt, ergibt sich

prob[App (km (ry)) < t2(m)]
< prob[G (km(rn)) < ta(m)] + e
{7l Gon(rim) < ta(m)}]
| Bim|
= €_ + 0(1).

Fiir den Vorteil folgt

| prob[A(fn) = 1] — prob[A(r,,) = 1]|
| prob[App(kp,(fn)) < ta2(m)] — prob[App(km(rn)) < ta(m)|
> l—er—e_—o0(1)

1

3
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fiir geniigend grofle Werte von m. Der Unterscheider A hat Laufzeit O(2")+
20(m') — 20("°) " was aber der Annahme widerspricht, dass C ein starkes
Pseudozufallsensemble mit Parameter ¢ enthélt. ]

4.4 Regulire Ausdriicke und Formeln logarithmi-
scher Tiefe

Wir arbeiten spéter mit einem von Naor und Reingold in [32] beschriebenen
Pseudozufallsensemble Cq, dessen Funktionen sehr einfache Formeln besit-
zen.

Definition 5. Fine Formel mit Eingabe © = x1x9---xy € {0,1}" ist ein
bindrer Baum mit A\ und V Gattern als inneren Knoten. Die Blitter sind mit
Literalen aus {x1,T1,...,%n, Tn} beschriftet. Fiir eine Formel £ sei ((f) die
Ldnge der Formel, also die Anzahl der Bldtter von f. Die Tiefe der Formel
ist die Tiefe des Baumes.

Das Pseudozufallsensemble von Naor und Reingold liegt in nicht-uni-
formem TC° C NC!. Ein NC'-Schaltkreis lisst sich in eine Formel ver-
wandeln, indem man Gatter, deren Ausgaben mehrfach als Eingaben an-
derer Gatter verwendet werden, dupliziert. Fiir das Funktionenensemble
Ci C NC' gibt es eine Konstante ¢, so dass jede Funktion f,, € C; N By,
eine Formel f der Tiefe hochstens ¢ -logm hat. Die Linge ¢(f) einer solchen
Formel ist hochstens p;(m) := m°.

Wir konstruieren aus einer Formel f fiir f,,, € C; N By, der Lange ¢(f) <
p1(m) einen reguléren Ausdruck fiir das Komplement Ly, (,)(fm) der Spra-
che L, (m)(fm) = {aP(™) | f, () = 1}. Als KomplexititsmaB G%)(hm)
withlen wir sizere(Ly, (m)(hm)), also die Lénge eines kiirzesten reguléren Aus-
drucks fiir Ly, () (hm). Wir zeigen in Lemma 6, dass wir fiir Funktionen
fm € C1 N By, regulire Ausdriicke der Linge O(m?2*!) erhalten, wihrend
wir in Lemma 7 zeigen, dass fast alle Funktionen r,, € B, regulire Aus-
driicke der Lénge ©(2™) bendtigen.

Wir geben zunéchst die grundlegende Konstruktion eines reguléren Aus-
drucks R(f) an, fiir den L(R(f)) N W = Ly)(f) gilt, wobei f eine Formel
fir fist und W ={w | 3z € {0,1}" Aw € {z}*} die Menge aller Wieder-
holungen fiir Worter aus {0, 1} ist.

Definition 6. Es sei f eine Formel fir eine Funktion f :{0,1}" — {0,1}.
Wir definieren den reguliren Ausdruck R(f) folgendermajSen rekursiv:

» Fir f =x;, setze R(f) := (0+1)"11(0+1)m"

» Fiir f =7, setze R(f) := (0+ 1)~ 1O(O—Fl)m ‘

» Firf =1 ANfy, setze R(f) := R(f1) - R(fy).

> Fir f = £,V fy, setze R(f) := R(f;) - (0 + 1)™®) 1 (04 1)) . R(fy).
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Fir die Projektion auf eine Variable z; erzeugen wir also alle Worter,
die an der i-ten Stelle eine 1 haben. Das sind genau die Eingaben z, fiir die
f(x) = 1 gilt. Das Vorgehen fiir Z; ist das gleiche, nur dass wir hier die 0
an der i-ten Stelle erzwingen. Fiir die Konjunktion beschreibt der regulére
Ausdruck alle Worter, die in der ersten Héalfte Eingaben sind, die unter
f1 zu 1 evaluieren, wihrend in der zweiten Hilfte die 1-Eingaben von fo
erzeugt werden. Erzwingt man durch den Schnitt mit W, dass der erste und
zweite Teil gleich sind, erhalten wir die wiederholten Eingaben, die fiir beide
Funktionen den Funktionswert 1 haben. Fiir die Disjunktion erzwingen wir
in der ersten Hélfte eine 1-Eingabe fiir f1 und beschreiben beliebige Worter
fiir die zweite Hélfte oder wir erzwingen in der zweiten Hilfte die 1-Eingabe
fir fo und beschreiben beliebige Worter in der ersten Hélfte. Nach dem
Schnitt mit W erhalten wir die wiederholten Eingaben, die unter f; oder
unter fo zu 1 evaluieren.

Lemma 6. Es sei W = {w | 3z € {0,1}"" Aw € {z}*} die Sprache der

beliebig oft wiederholten Fingaben der Linge m. Es gilt:

(a) L(R(E)NW = {20 | f(z) =1} = Lye)(f)-

(b) Falls £ eine Formel der Tiefe hichstens k ist, hat der requlire Ausdruck
R(f) hochstens die Linge 2 - 4*m.

(c) Fiir eine Formel £ der Tiefe k gibt es einen reguliren Ausdruck Rg der
Linge O(4*m), der das Komplement von Ly (f) beschreibt.

(d) Insbesondere hat die Sprache Ly, () (fm) regulire Ausdriicke der Linge
hochstens tgl)(m) = O(m2t) fiir jede Funktion f.,, € C1 N By,.

Beweis. Teil (a) zeigen wir per Induktion iiber die Struktur der Formel
f: Fiir die Lidnge der beschriebenen Worter gilt offensichtlich L(R(f)) C
{0, 1} Falls f = 2;, dann ist R(f) = (0 + 1)*"* 1 (0 + 1)™* und somit

LIR(E) N W = {z|z € {0,1}™ Az; = 1} = {z|f(z) = 1}.

Der Fall f = 7; folgt analog. Falls f = f; A fo, dann gilt R(f) = R(f;) - R(f2)

und somit

L(R(E)NW

(L(R()) - LR(E:)) AW

= ((L(R(E) N W) - (L(RE) 1 W) AW
(1) =1} 2 pa(e) = 1) AW

= {o"WH®)|f(2) = 1A fo(a) = 1)

= Ol =1,

Falls f = f; V f5, dann gilt R(f) = R(fy) - (0 + 1)™*®) 4 (0 + 1)) . R(f,)
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und somit

LRE)NW = (L(R(f1)) - {0,1}™®) U {0, 1} . L(R(f))) "W
= ((L(R(£r)) - {0,1}™42)) q i)

U(({0,1}™15) - L(R(£5))) N W)

= {2 ®HE®) ) (z) = 1} U {20 £y () = 1)

= {2 EH®) 1) (2) =1V fo(2) = 1}

{z'O| f(2) = 1}.

(b) Wir bezeichnen die maximale Lénge eines reguléren Ausdrucks R(f)
fiir eine Formel f der Tiefe &k mit s(k) und zeigen induktiv, dass s(k) < 2-4¥m
gilt. Fiir k = 0 ergibt sich s(0) =2m — 1 < 2m =2 - 4*m.

Fiir Formeln f; und f5 der Tiefe hochstens k hat der regulédre Ausdruck
R(fy A fy) die Linge hochstens 2s(k) < 2-2-48m = 481 und der regulire
Ausdruck R(f; V f2) hat die Lidnge hochstens

2-2-4%m + 2m - (2F 4 2F)
o2m - (2L (28 + 1))
om - (2FH)2 < 2. 4kt

2-s(k) 4+ 2m(L(f1) + £(f2))

(VAN VAN VAN VAN

(c) Wir bendtigen einen kurzen reguldren Ausdruck fiir Lyg)(f) und
bemerken zunéchst, dass die Tiefe von f nicht wichst, wenn wir f mit De-

Morgan komplementieren. Somit hat L(R(f)) einen regulédren Ausdruck der
Linge hochstens 2 - 4¥m. Wenn wir annehmen, dass L(R(f)) N {0, 1}™4f) =

L(R(f)) gilt, was wir als néchstes per Induktion zeigen, dann erhalten wir
mit Teil (a)

Lyg)(f) = LR(E)NW
= LR(f))uw
= L(R()U{x € {0,1}*:|z| #m - L)} UW,

da L(R(f)) C {0,1}® gilt. Wir kénnen fiir W mit dem reguliren Aus-
druck

((0+D*1(O+1)™100+1)*) + (0+1)*0(0+1)"11(0+1))

priifen, ob die Eingabe nicht aus Wiederholungen besteht und decken alle
Worter falscher Lange mit (0 + 1+ ¢)™ =1 4+ (04 1) 4O+ (0 + 1)* ab.

Um L(R(f)) N {0, 1}™45) = L(R(f)) zu beweisen, bleibt zu zeigen, dass
fiir jedes Wort w € {0, 1}™*®) entweder w € L(R(f)) oder w € L(R(f))
gilt. Dies ist nicht offensichtlich, da w ein Wort sein kann, das nicht aus
Wiederholungen besteht.
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_ Falls f = z;, dann gilt R(f) = (0 + 1)"=11(0 4+ 1)™~%. Andererseits folgt
f = 7; und somit R(f) = (0 + 1)"7'0(0 + 1)™ *. Wir nehmen nun an,
dass wy ... wy, € {0,1}™ gilt und somit offensichtlich w € L(R(f)) & w ¢

L(R(f)), da w; entweder 0 oder 1 ist. Der Fall f = 7; folgt analog.
Die Annahme gelte fiir f; und f5 und es sei f = f; V f5. Somit gilt

R(f) = R(f)) - (04 1)™“®) 4 (0 + 1) E) . R(£y)

und

R(F) = R(F; ATs) = R(F) - R(By)
Es sei w € {0,1}™4®) dann folgt

w e L(R(f)) < Wi W) € L(R fl))
V Winp(gy) 41 - - Winee(e) € L(R(£2))
< wi.. - Wn0(£y) ¢ L(R(E)

V Winp(f) 11 - - - Winoa(g) € L(R(£2))
< Wi... Wn-p(fy) * Wm-(£1)41 - - - Win-0(£)
¢ L(R(f1)) - L(R(fy)).

Die letzte Aquivalenz folgt, da nach Konstruktion der reguléren Ausdriicke
R(f)) und R(fy) fiir die Linge der erzeugten Worter L(R(f;)) € {0, 1}™¢(%)
gilt. Wir fithren die Kette der Aquivalenzen fort und erhalten das gewiinschte
Ergebnis, dass fiir ein Wort w € {0,1}“®) entweder w € L(R(f)) oder

w € L(R(f)) gilt:

& w¢ L(R(f) - R(f2))
& wd LIR()).

Der Beweis fiir f = f; A f5 ergibt sich analog.

(d) Da alle Funktionen in C; N B,,, Formeltiefe héchstens c-log m haben,
konnen wir auch annehmen, dass alle diese Formeln exakt die Tiefe ¢-logm
und Lénge p1(m) = m¢ haben. Mit Teil (a) stimmt L, () (fm) mit L(R(f))N
W iiberein und mit Teil (c) hat Ly, () (fm) regulére Ausdriicke der Linge
O(4clogmm) —_ O(mQC-‘rl). 0

Wir wihlen als C; C NC' das von Naor und Reingold [32] vorgestellte
Funktionenensemble, das ein starkes Pseudozufallsensemble mit Parameter
¢ ist, wenn die Faktorisierung von Blum-Zahlen hinreichend schwierig ist.
Es gibt eine Konstante ¢, so dass alle Funktionen in C; N By, Formeln der
Tiefe ¢ - logm und Formeln der Lénge p;(m) = m¢ haben.

Wir wissen nach Lemma 6, dass fiir Funktionen f,, € C; € NC! re-
guldre Ausdriicke fiir L, () (fm) der Linge hochstens tgl)(m) = O(m2tl)
existieren. Im folgenden Lemma zeigen wir, dass fast alle m-Bit Funktionen
regulére Ausdriicke der Lénge mindestens €2(2"") benotigen.
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Lemma 7. Die Zahl der Sprachen, die von requldren Ausdriicken der Linge
héchstens tgl)(m) = % beschrieben werden, ist beschrinkt durch v22™ =
o(|Bml)-

Beweis. Wir wihlen eine sehr grobe Abschitzung mit Hilfe der Lénge eines
reguldren Ausdrucks R in umgekehrt polnischer Notation. Die rpn-Lange
eines regulidren Ausdrucks R iiber dem Alphabet X ist die Anzahl der Sym-
bole aus XU{+, -,* , ¢, 0}, die wir benstigen, wenn R in umgekehrt polnischer
Notation aufgeschrieben wird. Gilt fiir die Lénge size;e(R) < t, so hat R rpn-
Lénge hochstens 6t [23].

An jeder Position im reguléren Ausdruck kann eines der sieben Symbole
0,1,+,-*,e,0 stehen. Wir sind nur an einer oberen Schranke fiir die An-
zahl der verschiedenen reguldren Ausdriicke interessiert und ignorieren, dass
durch beliebige Symbol-Wahl auch ungiiltige Audriicke entstehen. Es gibt al-
so hochstens Y <6t 77 < 7™ < 220 yerschiedene regulire Ausdriicke mit rpn-

Lénge hochstens 6t. Die Behauptung folgt, da 220t(21)(m) = 220% = 22"

gilt. O

Das Funktional G(!) misst die Lénge kiirzester reguliirer Ausdriicke. Um
zu zeigen, dass G das Pseudozufallsensemble C; vom Zufallsensemble se-
pariert, miissen wir ebenfalls nachweisen, dass die Sprache Ly, ;) (km(fn))
fiir die Einschrinkung k,,(f,) keine lingeren regulidren Ausdriicke benotigt
als die Sprache Ly, (n)(fn). Es gilt Gg,ll)(km( fn) < tgl)(n) fiir Funktionen
fn € C1 N By, da eine Formel f fiir f,, in eine Formel fiir k,,(f,) derselben
Tiefe umgewandelt werden kann: Bei der Restriktion werden die Blétter der
Variablen z; fiir 1 < i < n —m in der Formel auf konstante Werte gesetzt.
Blatter miissen aber nach Definition 5 mit Literalen beschriftet sein. Wir
betrachten das Gatter des Elternknotens der konstanten Blétter und erset-
zen den entsprechenden Teilbaum. In Abbildung 4.1 werden die einzelnen
Ersetzungen dargestellt. Wenn der Wert des Gatters eine Konstante ist (zum
Beispiel 0Ax;), so ersetzen wir den Teilbaum durch x1 AZ7, beziehungsweise
x1 V T1. Falls der Wert des Gatters eine Variable ist (zum Beispiel 1 A z;),
so setzen wir beide Bldtter des Teilbaums auf diese Variable.

Wir wissen nach Lemma 6 und Lemma 7, dass G das Ensemble C;
vom Zufallsensemble fiir Schranken t(ll)(m) = O(m?**1) und tgl)(m) =2z
separiert. Wir konnen also Lemma 5 anwenden, um zu zeigen, dass fiir ei-
ne gegebene Funktion h keine effizienten Approximationsalgorithmen mit
kleinem Approximationsfaktor existieren, die die Lénge eines kiirzesten re-
guldren Ausdrucks fiir L, (,,)(h) approximieren. Wir miissen aber die Ein-
gabe fiir den Approximationsalgorithmus als Wertetabelle angeben. Unser
Ziel ist jedoch ein Ergebnis fiir die Minimierung von reguléren Ausdriicken
bei gegebenem DFA. Wir zeigen, dass wir zu einer gegebenen Wertetabelle
fiir h einen nicht zu groffen DFA fiir Ly, (,)(h) erzeugen kénnen.
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Abbildung 4.1: Ersetzen von konstanten Blattern in der Formel der Restrik-
tion

Lemma 8. Es sei h € B, und p eine Funktion mit p(m) = 290", Dann

gibt es einen DFA Dy(h), der Ly, (k) = {zP(™ | € {0,1}™ A h(x) = 1}
akzeptiert, ©(m - 2™ - p(m)) Zustinde hat und in Zeit poly(2™) fiir ein Po-
lynom poly(-) konstruiert werden kann.

Beweis. Der DFA D, (h) besteht aus einem binéren Baum der Tiefe m, des-
sen Wurzel der Startzustand ist. Ein Blatt des Baums, das von einem Wort
x mit h(z) = 0 erreicht wird, erhilt fiir jedes Bit einen Ubergang zu ei-
nem akzeptierenden Trap-Zustand. Ein Blatt, das von einem Wort x mit
h(z) = 1 erreicht wird, ist Startpunkt eines Pfades der Lange m - (p(m) —1),
der nur von der Eingabe 2P(™)~1 verfolgt werden kann. Der Pfad endet mit
einem verwerfenden Zustand. Ein falscher Buchstabe auf dem Pfad sowie je-
de lingere Eingabe fiihrt zum akzeptierenden Trap-Zustand. Jeder Zustand
aufler den beschriebenen Endpunkten der Pfade ist akzeptierend. (Siehe Ab-
bildung 4.2.) Der DFA hat O(m - 2" - p(m)) Zusténde. O

Da nach Lemma 5 Laufzeit 200" nicht ausreicht, um gute Approxima-
tionen zu liefern, erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4. Es existiere eine Konstante c und ein starkes Pseudozufallsensemble
C1 mit Parameter €, so dass jede Funktion f € C1N By, eine Formel der Tiefe
c-logm habe.

App sei ein randomisierter Algorithmus, der die Linge eines kiirzesten
dquivalenten requldren Ausdrucks fiir einen gegebenen DFA mit k Zustdnden
approzimiere. Dann gibt es ein Polynom poly, so dass fiir jedes | > 1 gilt:
Falls App in Zeit 20((log k)') lauft und einen Approzimationsfaktor p(k) <

W hat, dann muss App die Fehler ey +e_ > % haben.

Beweis. Wir betrachten einen randomisierten Algorithmus App mit Lauf-
zeit 20(10gk)") ynd Fehlern €f+e_ < %, der die Lange eines kiirzesten aqui-
valenten reguldren Ausdrucks fiir einen gegebenen DFA mit k& Zustinden
approximiert. Wir zeigen, wie wir mit Hilfe von App eine Approximation
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Abbildung 4.2: Ein DFA fiir Ly(z1 A —22)

fiir die Lénge eines reguldren Ausdrucks fiir die Sprache L, () (hm) zu ei-
ner gegebenen Funktion h,, erhalten. Nach Lemma 5 ist aber eine gute
Approximation fiir G%)(hm) nicht erreichbar und App kann nur schwach
approximieren.

Wir erinnern daran, dass alle Pseudozufallsfunktionen f,, € C1 N By,
Formeln der Tiefe ¢ -logm und der Lénge p;(m) = m® haben. Desweiteren
hat die Sprache L,, ;) (fm) nach Lemma 6 (d) einen reguléren Ausdruck der

Léange tgl)(m) = O(m2“*t1). Andererseits existieren fiir fast alle Funktionen

Tm € B nach Lemma 7 fiir die Sprache Ly, (,)(rm) nur regulére Ausdriicke
mit Mindestléinge tgl) (m) = %"

E.
Nach Lemma 5 sind Approximationen mit besserem Approximationsfak-
tor als —2™)_ nicht moglich. Allerdings approximieren wir nicht direkt den

tl(ml/s)
Wert des Funktionals G%)(hm), sondern transformieren zunéchst mit Lem-
ma 8 die zu untersuchende Funktion h,, in einen DFA D), (h,) als Eingabe
fir App.

G%) Approximation

T seN

ransformation DFA Dpl (hm) App

Fiir eine beliebige Funktion h,, € B, hat die Sprache Ly, () () nach
Lemma 8 einen DFA D, (hy,,) mit k = ©(2"™-m¢*1) Zustéinden und der DFA
ist in Zeit 29(™) konstruierbar. Als nichstes wenden wir App auf Dy, (h,,) an

und erhalten eine Approximation von G%)(hm) mit Approximationsfaktor

41



w(k). Wir wissen, dass

ta(m) B om
p(k) = ti(mi/e) Q (m(Qc—‘rl)-(l/a))

gelten muss. Nun erweitern wir den Bruch, um den Parameter m durch die
Zustandszahl k = ©(2™ - m¢*t1) ersetzen zu konnen, wodurch wir

2m o memtt k
mQe+1)-(l/e) — e+l (e+1)-(I/e) T metl . g (2c+1)-(1/e)

erhalten und haben somit fiir ein geeignet gewihltes Polynom , poly“ und
geniigend grofle Zustandszahl k

k
wlk) 2 oy (og IYV7F)

nachgewiesen. O

Bemerkung 1. Wir werden das Vorgehen im Beweis von Satz 4 noch mehr-
fach anwenden. Die einzigen Unterschiede, die sich ergeben, sind die ver-
schiedenen Werte der Schranken t1 und ty. Fs sind jeweils effiziente Appro-

xrimationen mit Approzimationsfaktor tltfgln/s) ausgeschlossen.

Fiir m-stellige Pseudozufallsfunktionen in C; gibt es also stets DFAs mit
k = O(m - 2™ - pi(m)) Zustdnden und kiirzesten Aquivalenten reguldren
Ausdriicken der Linge poly(logk), so dass ein effizienter Approximations-
algorithmus nur regulire Ausdriicke der Lénge m bestimmen kann.
Jiang und Ravikumar [25] stellen die Frage, ob sich zu gegebenem DFA D
ein dquivalenter NFA mit hochstens sizeg (L(D))¢ Zustidnden effizient finden
ldsst. Diese Frage, bezogen auf die Linge regulidrer Ausdriicke, konnen wir
jetzt verneinen unter der Annahme der Existenz von Pseudozufallsensem-
bles in NC'. Auch in Bezug auf die Anzahl der Zustinde oder Uberginge
von NFAs hat die Frage eine negative Antwort modulo kryptographischer
Annahmen.

4.5 Approximation der Anzahl der Zustinde und
Uberginge von NFAs

In diesem Abschnitt {ibertragen wir unsere Erkenntnisse iiber die Nicht-
Approximierbarkeit von reguldren Ausdriicken auf NFAs. Wir definieren die
Funktionale G® und G, wobei Gg,g)(hm) = sizest(Lyp, (m) (7)) die mini-
male Anzahl von Zustédnden und Gg)(hm) = sizew (L, (m)(hm)) die mini-

male Anzahl von Ubergéngen ist, die benétigt wird, um Ly, (m)(hm) durch
einen NFA zu akzeptieren. Wir verwenden weiterhin p;(m) = m® aus dem
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vorherigen Abschnitt als eine obere Schranke fiir die Lange kurzer Formeln
fiir Funktionen in C1 N B,, und erhalten obere Schranken th) fiir die Zahl
der Zusténde und tg?’) fiir die Zahl der Ubergiinge aus der oberen Schran-
ke tgl) = O(m?2*1) fiir die Linge eines kiirzesten reguliren Ausdrucks fiir
Lpl(m)(hm)'

Wir setzen tgz) = tgl) 4+ 1 und t§3) =1(2- tgl) +2 2, womit wir ausnut-
zen, dass nach Fakt 1 sizes (L) < sizep(L) + 1 gilt und size, (L) hochstens
quadratisch in (|X] - sizeg; (L)) ist. Somit haben alle Funktionen in C; NFAs

mit hochstens t§2) Zustidnden beziehungsweise tgg) Ubergiingen. Andererseits

werden fiir fast alle Funktionen h,, € B,, NFAs mit mindestens tg) (m) =

3) - 2"

2%~ Zustinden, beziehungsweise ty (m) = 55, Ubergiingen bendtigt, um

Ly, (m)(hm) zu akzeptieren:

Lemma 9. (a) Die Anzahl der Sprachen, die von NFAs mit héchstens
t§2)(m) = 227! Zustinden akzeptiert wird, ist durch V272" = o(|Bp|)
beschrdinkt.

: : I 3 m
) (b) Die Zahl der Sprachen, die von NFAs mit hochstens té )(m) =2
Ubergingen akzeptiert wird, ist hochstens V22" = o(|Bp,|).

Beweis. (a) N (k) sei die Zahl der verschiedenen Sprachen iiber einem Al-
phabet mit zwei Buchstaben, die von NFAs mit hochstens k Zustédnden
akzeptiert werden. Dann gilt nach Domaratzki, Kisman und Shallit [8]:
N(k) <2k - 22 und es folgt

m 2 )
Nt (m)) < ;2% 2 (2E2) _om 92(22)
_ 9% 9% _ Jfomirm

(b) Wir zeigen im Folgenden fiir k& > 4 die sehr grobe Abschétzung
M (k) = k'°% als obere Schranke fiir die Anzahl der Sprachen iiber einem
Alphabet mit zwei Buchstaben, die von NFAs mit hochstens k& Ubergéingen
akzeptiert werden. Diese Abschitzung geniigt uns, um die Behauptung zu

zeigen. Fiir tgg) (m) = % folgt

2m

, om N\ 1025 -
M (t5¥ (m)) = <20m> < 210 = V2P

Die Schranke M (k) ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: Fiir jeden NFA
N mit s Zustédnden und k& Ubergéngen gibt es einen dquivalenten NFA N’ mit
s+1 Zustianden und héchstens 2k Ubergiéingen, der genau einen akzeptieren-
den Zustand hat. Wir erhalten N’, indem wir einfach einen akzeptierenden
Zustand f hinzufiigen und alle anderen Zustinde nicht-akzeptierend ma-
chen, aber fiir jeden Ubergang, der in N zu einem akzeptierenden Zustand
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Abbildung 4.3: Konstruktion eines NFAs mit nur einem akzeptierenden Zu-
stand

fithrt, einen Ubergang nach f hinzufiigen. Alle anderen Ubergéinge behalten
wir bei. (Siehe Abbildung 4.3.)

Es gibt hochstens ((352)2)2 .82 < s8%+2 yerschiedene Sprachen iiber dem
Alphabet {0, 1}, die von NFAs mit s Zusténden und k Ubergéngen akzeptiert
werden, da dies eine obere Schranke fiir die Zahl der Moglichkeiten ist, 2k
Ubergénge fiir jeden der Buchstaben des Alphabets {0,1} zu setzen bei
gleichzeitiger Wahl eines Startzustands und eines akzeptierenden Zustands.

Wir wollen die Schranke M (k) nur in Abhéngigkeit der Zahl k der
Ubergiinge ausdriicken und schitzen gem#f Fakt 1 s < k + 1 ab. Es gibt
deshalb hochstens (k + 1)8+2 verschiedene Sprachen, was fiir k& > 4 durch
M (k) = k'% beschrinkt ist. O

Wir erinnern uns an Bemerkung 1 und nutzen das Vorgehen mit den

Schranken t§2) = O(m?**1) und téZ) = 2% fiir die Zustandsminimierung,
beziehungsweise tgg) = O(m**?) und tg?’) = % fiir die Ubergangsminimie-
rung.
Korollar 1. FEs existiere eine Konstante ¢ und ein starkes Pseudozufalls-
ensemble C1 mit Parameter ¢, so dass jede Funktion f € Cy N By, eine
Formel der Tiefe ¢ -logm habe. App sei ein randomisierter Algorithmus,
der fir einen gegebenen DFA D mit k Zustinden die Grifle sizes(L(D)),
beziehungsweise size,-(L(D)) approximiere.

Dann gibt es ein Polynom poly, so dass fiir jedes | > 1 gilt: Falls App in
Zeit 20((logk)") lduft und einen Approximationsfaktor u(k) <

k
poly((log k)!/¢)

vk
poly((logk)!/<)’

beziehungsweise pu(k) < hat, dann muss App die Fehler e, +

€. > % haben.

Bessere Schranken fiir die Nicht-Approximierbarkeit der Zustandszahl
sind mit unserem kryptographischen Ansatz nicht zu erwarten, da jede Funk-
tion h € By, immer einen NFA fiir L,(h) mit O(2% + p-m) Zustinden hat,
wie wir gleich sehen werden.
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Wir konstruieren zunéchst einen NFA N; mit e-Ubergiingen und we-
niger als 4 - 22 Zustéinden, der L;(h) akzeptiert. Unser NFA besteht aus
einem Zustand g, und p, fiir jedes Wort w € {0,1}* mit |w| < . Der
Startzustand ist ¢. und p. ist der einzige akzeptierende Zustand. Es gibt
Ubergiinge §(qu, o) = {quo} fiilr o € {0,1} und |w| < Z. Wir bauen al-
so zunéchst einen bindren Baum auf. Fiir |w| = %, fiigen wir e-Ubergénge
8(qw,€) = {pe |z € {0,1}2 A h(wz) = 0} zu den Blittern p, eines zweiten
bindren Baums ein, die den Suffixen x entsprechen, die zum Funktionswert
0 fiithren.

Die restlichen Ubergiinge sind 6(pgw, o) = {pw} fiir o € {0,1} und |w| <
. Es gibt keine Uberginge 0(pgw,o’) fiir o # o'. (Siehe Abbildung 4.4.)

Abbildung 4.4: Der NFA Ny fiir L1 (h) mit h(z) = zo V T3 V (T1 A 24)

Ein Wort y, welches von N7 akzeptiert wird, muss die Lénge m haben
und den Funktionswert h(y) = 0, andererseits gibt es fiir jede Eingabe y mit
h(y) = 0 einen Pfad vom Startzustand zum akzeptierenden Zustand.

Wir verwandeln N7 in einen Automaten fiir (L (h))", indem wir einen
e-Ubergang vom akzeptierenden Zustand zum Startzustand einsetzen.

Wir bauen auflerdem wie in Abbildung 4.5 dargestellt einen NFA mit
2(m+ 1) Zustanden auf, der jedes Wort akzeptiert, das keine Wiederholung
eines Wortes der Lange m ist.

Zusitzlich konstruieren wir einen NFA mit p - m + 2 Zustinden, der alle
Worter akzeptiert, die nicht die Lénge p-m haben. Die Vereinigung der drei
beschriebenen NFAs akzeptiert L,(h) mit O(2% + p - m) Zustinden. Das
Entfernen der e-Ubergiinge konnen wir nach der bekannten Methode [19]
vornehmen und erhéhen dabei die Zahl der Zusténde nicht.
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0,1 /\0’1 0,1
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Abbildung 4.5: Ein NFA fiir
(O+1)*1(0+1)™t0(0+1)*) + (0+1)*0(0+1)™ 11 (0+1)%)

4.6 NFAs und Zweiweg-DFAs polynomieller
Grofle

Anstelle der Annahme der Existenz starker Pseudozufallsensembles in nicht-
uniformem NC?, die in Korollar 1 verwendet wird, kénnen wir fiir die Nicht-
Approximierbarkeit der NFA-Grofie bei gegebenem DFA auch eine schwiche-
re Annahme nutzen, nimlich die der Existenz starker Pseudozufallsensem-
bles in nicht-uniformem LogSPACE.

Wir charakterisieren nicht-uniformen LogSPACE durch Zweiweg-DFAs
mit polynomiell vielen Zustdnden. Dies ist moglich, da eine Turingmaschi-
ne mit |Q| Zustdnden und Arbeitsbandalphabet I', die bei Eingaben der
Léange m hochstens c-log m Zellen auf dem Arbeitsband besucht, durch einen
Zweiweg-DFA mit hochstens |Q] - |T'[¢1°8™ vielen Zusténden akzeptiert wer-
den kann. Ein Zustand des DFAs gibt dabei den Inhalt des Arbeitsbandes
sowie den Zustand der Turingmaschine wieder.

Auch hier gehen wir wieder den Weg von Pitt und Warmuth [34] und
zeigen, dass jeder Zweiweg-DFA effizient von einem NFA simuliert werden
kann, wenn wir die Eingabe geniigend oft wiederholen.

Lemma 10. Es seien m und k natirliche Zahlen. Dann gibt es zu jedem
Zweiweg-DFA A, mit hichstens m* Zustinden einen NFA N, mit O(m*+1)
Zustinden und Ubergingen, der das Komplement von

L wi1(Ap) == {xmk+1 | z € {0,1}™ A Ay, akzeptiert x }
akzeptiert.

Beweis. Wir gehen davon aus, dass A,, als Zweiweg-DFA stets hilt. Dann
kann A, hochstens p(m) = m - m* Schritte auf Eingaben z € {0,1}™
machen, da keine Zelle zweimal im selben Zustand besucht werden kann.
Wie in [34] gezeigt, kann A, auf Eingabe z € {0,1}" durch einen Einweg-
DFA D,, mit p(m) Zustéinden, der auf der Eingabe ("™ arbeitet, simuliert
werden.
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Der NFA N,, entscheidet sich zunéchst nichtdeterministisch, ob er D,,
mit negiertem Akzeptanzverhalten laufen ldsst, oder ob er iiberpriift, dass
die Eingabe die falsche Linge hat oder nicht aus Wiederholungen besteht.
N, hat O(p(m)) Zustinde beziehungsweise Uberginge. O

Wir kénnen nun die Aussage von Korollar 1 unter der schwécheren Hy-
pothese beweisen, dass starke Pseudozufallsfunktionen in B,, existieren, die
von Zweiweg-DFAs mit hochstens m* Zustéinden fiir ein festes k akzeptiert
werden.

Um Lemma 5 anwenden zu kénnen, wihlen wir als Klasse Cs ein starkes
Pseudozufallsensemble, dessen Funktionen in CoNB,,, von Zweiweg-DFAs mit
hochstens m* Zustéinden berechnet werden. Das Funktional G,y (hy,) misst
nun fiir eine Funktion h,, € B,, die Zahl der Zustinde oder Uberginge,
die ein NFA fiir die Sprache L,,n)(hm) bendtigt, wobei wir als Zahl der
Wiederholungen py(m) := m*+1 wihlen.

Gemif Lemma 10 gilt Gy, (fm) = O(p2(m)) fir Funktionen f,, € C2 N
By, und wir kénnen die Schranke t1(m) = ©(p2(m)) entsprechend setzen.
Die Schranke t9 liegt weiter bei den in Lemma 9 beschriebenen exponentiell
grolen Werten.

Um zu zeigen, dass das Funktional G die Klasse C, vom Zufallsensemble
separiert, weisen wir noch nach, dass Gp,(kn(fn)) < ti(n) fiir m < n gilt.
Wir wandeln einen Zweiweg-DFA A, fiir Li(f,) = {z|z € {0, 1}"Af(z) = 1}
mit Zustandsmenge @ in einen Zweiweg-DFA A/ fir Li(ky,(fn)) = {yly €
{0,1}™ A £, (0" ™y) = 1} mit derselben Zustandsmenge @) um. Der neue
Startzustand ¢(, ist der Zustand, in dem A, die Position n — m + 1 zum
ersten Mal erreicht, wenn an den ersten n—m Stellen der Eingabe nur Nullen
stehen. Die Uberginge fiir A/, sind dieselben wie bei A,, auBer wenn A’
die linke Begrenzung des Eingabebereichs > liest. Wir definieren 6(q,>) :=
(¢',—), wenn A,, in Position n —m der Eingabe 0" "y startend zum ersten
Mal die Position n —m + 1 im Zustand ¢’ erreicht.

Somit erhalten wir im Wesentlichen die gleichen Nicht-Approximierbar-
keitsergebnisse wie in Korollar 1 unter der schwicheren Annahme der Exi-
stenz eines starken Pseudozufallsensembles in nicht-uniformem LogSPACE.
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Kapitel 5

Algorithmisches Lernen
regulidrer Sprachen

In diesem Kapitel erldutern wir Definitionen und Grundlagen des algorith-
mischen Lernens. In Kapitel 6 und Kapitel 7, stellen wir ab Abschnitt 6.2
Ergebnisse aus der Arbeit [14] vor. Die Arbeit entstand als Erweiterung der
Diplomarbeit [17] von Ralf Herrmann.

In Kapitel 6 gehen wir auf die Aspekte des passiven Lernens ein, bei
dem der Lernalgorithmus keinen Einfluss auf die angebotenen Beispiele neh-
men kann. Mit unseren Methoden aus Kapitel 4 untersuchen wir die Nicht-
Approximierbarkeit des Problems des kleinsten konsistenten DFAs. Fin DFA
ist konsistent mit gegebenen positiven und negativen Beispielen, wenn er al-
le positiven Beispiele akzeptiert und alle negativen Beispiele verwirft. Die
Frage nach konsistenten Hypothesen zu gegebenen klassifizierten Beispielen
ist grundlegend fiir das algorithmische Lernen. So existieren effiziente Ler-
nalgorithmen fiir das in Abschnitt 5.3 beschriebene PAC-Lernen, bei dem
zu zufillig gewahlten Beispielen eine moglichst gute Hypothese konstruiert
wird, nur, wenn effiziente randomisierte Algorithmen fiir das Konsistenzpro-
blem existieren.

Durch die Einschrinkung auf unére gegeniiber allgemeinen regulédren
Sprachen erzielen wir positive Ergebnisse fiir das Problem des minimalen
konsistenten DFAs und effizientes PAC-Lernen. Wir zeigen aber auch, dass
effiziente Algorithmen fiir die Bestimmung minimaler unérer konsistenter
NFAs ausgeschlossen sind, falls nicht NP € DTIME(nC°e™)) gilt.

In Abschnitt 6.4 bestimmen wir die VC-Dimension der unéren reguléren
Sprachen, die von DFAs mit héchstens n Zustéinden akzeptiert werden, als
n + logn + O(loglogn) und erhalten in Abschnitt 6.4 das Ergebnis, dass
unéire DFAs effizient PAC-lernbar sind.

In Kapitel 7 beschiiftigen wir uns mit dem aktiven Lernen durch Aqui-
valenzfragen, bei dem der Lernalgorithmus einem Orakel eine Hypothese
zur Begutachtung vorlegt und das Orakel mit einem Gegenbeispiel antwor-
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tet, falls die Hypothese nicht mit dem zu lernenden Konzept dquivalent ist.
Auch fiir das Lernen mit Aquivalenzfragen, spielen konsistente Hypothesen
ein wichtige Rolle, da der Lernalgorithmus nur dann neue Informationen
iiber das zu lernende Konzept erzwingen kann, wenn seine Hypothese mit
den bisher erhaltenen Beispielen konsistent ist.

Fiir das Lernen unérer zyklischer DFAs mit primer Zykluslinge und
hochstens n Zustanden durch Aquivalenzfragen erhalten wir als obere und

untere Schranke © (%) fiir die Anzahl der bené6tigten Gegenbeispiele. Er-

lauben wir als Hypothesen zyklische DFAs mit hochstens n Zustéinden fiir

d < n, so erhalten wir als obere Schranke O <"72) und als untere Schranke

Q (%%) fiir die Zahl der Gegenbeispiele.

5.1 Beispiele, Konzepte und Hypothesen

Fin grundlegendes Problem, mit dem sich das algorithmische Lernen be-
schéftigt, ist das Erlernen eines Konzeptes aus klassifizierten Beispielen.
Das Universum, aus dem die Beispiele stammen, heiffit Beispielraum und
ein Konzept c ist eine Menge von Beispielen. Wir sprechen von einem posi-
tiven oder positiv klassifizierten Beispiel z, wenn x € ¢ gilt und von einem
negativen oder negativ klassifizierten Beispiel x, wenn x ¢ ¢ gilt. Die folgen-
de Definition fithrt die Begriffe der Konzeptklasse und der Hypothesenklasse
ein.

Definition 7. FEine Konzeptklasse C iiber einem Beispielraum X ist eine
Menge von Konzepten ¢ C X, es gilt also C C P(X).

Fine Hypothese h C X ist ein Konzept. Eine Hypothesenklasse H C
P(X) ist eine Menge von Hypothesen.

In unserem Zusammenhang ist ein zu lernendes Konzept eine regulére
Sprache und der Beispielraum die Menge aller Worter aus ¥*. Eine Hypo-
these wird durch einen endlichen Automaten dargestellt.

Eine parametrisierte Konzeptklasse (Cy,), ist eine Folge von Konzept-
klassen. Wir parametrisieren die Konzeptklassen und Hypothesenklassen ge-
eignet, indem wir zum Beispiel fordern, dass die Konzepte durch endliche
Automaten mit héchstens n Zustdnden ausgedriickt werden kénnen.

5.2 Das Konsistenzproblem

Als Konsistenzproblem bezeichnen wir die Frage, ob ein konsistentes Kon-
zept aus einer Konzeptklasse C fiir eine gegebene Menge klassifizierter Bei-
spiele existiert.

49



Betrachten wir die parametrisierte Konzeptklasse der reguldren Spra-
chen, die von DFAs mit n Zustinden akzeptiert werden, so stimmt das Kon-
sistenzproblem mit dem Entscheidungsproblem iiberein, ob ein mit den Bei-
spielen konsistenter DFA mit n Zusténden existiert. Das Optimierungspro-
blem der Groflenbestimmung eines kleinsten konsistenten DFAs ist genau so
schwer wie das Entscheidungsproblem. Das Konstruktionsproblem, bei dem
ein minimaler konsistenter DFA ausgegeben werden soll, ist mindestens so
schwer.

5.3 PAC-Lernen

Im Modell des probably approrimately correct oder PAC-Lernens erhélt ein
Lernalgorithmus eine Menge von klassifizierten Beispielen, die zufillig geméf
einer Verteilung D aus dem Beispielraum gezogen werden. Der Algorithmus
stellt eine Hypothese auf, die mit hoher Wahrscheinlichkeit nur einen kleinen
Anteil von Beispielen — gemessen an der Verteilung D — falsch klassifiziert.
Die GroBe dieses Anteils bezeichnen wir als den Fehler der Hypothese.

Definition 8. Fiir ein Konzept ¢ € C, eine Hypothese h, € H und eine
Verteilung D auf dem Beispielraum ist

fehlerp(c, he) := Z D(x),
I€C®hc

wobei ¢ @ he = (cU he) \ (¢ N he) die symmetrische Differenz von ¢ und h,
beschreibt und D(x) die Wahrscheinlichkeit ist, dass x unter der Verteilung
D gezogen wird.

Wir kénnen nun festlegen, wann ein Lernalgorithmus ein PAC-Algorith-
mus ist und fithren den Fehlerparameter € und den Vertrauensparameter §
ein.

Definition 9. Ein Lernalgorithmus ist genau dann ein PAC-Algorithmus,
der die parametrisierte Konzeptklasse (Cp)n durch Hypothesen in (Hy)n
lernt, wenn fir alle € > 0 und 6 > 0, fir alle n, alle Konzepte ¢ € C,
und fiir alle Verteilungen D

probp[fehlerp(c,he) < €] >1-14§

gilt, wobei he € H, die vom Algorithmus bestimmte Hypothese ist. Der Al-
gorithmus erhdlt als Fingabe die Parameter € und § sowie den Parameter n,
der die zu lernende Konzeptklasse C,, spezifiziert. Der Algorithmus bestimmit
selbst, wie viele Beispiele anzufordern sind.

FEin PAC-Algorithmus, der polynomiell in n, 1/e und 1/ viele Beispie-
le anfordert und polynomielle Laufzeit beziiglich n, 1/e und 1/6 hat, wird
effizient genannt.

50



Ezistiert zu einer parametrisierten Konzeptklasse (Cy)n ein effizienter
PAC-Algorithmus, der (Cy,)yn durch Hypothesen in (Hy)n lernt, so sagen wir,
dass (Cp)n effizient durch (Hy)n PAC-lernbar ist.

Existiert ein effizienter PAC-Algorithmus fiir eine parametrisierte Kon-
zeptklasse, so ldsst sich das Konsistenzproblem durch einen randomisierten
Algorithmus l6sen.

Fakt 5. [33] Ist die parametrisierte Konzeptklasse (Cy)n effizient durch
(Hp)n PAC-lernbar, dann gibt es einen effizienten randomisierten Algorith-
mus mit einseitigem Fehler, der mit Wahrscheinlichkeit mindestens % ent-
scheidet, ob es zu gegebenem n und einer Menge klassifizierter Beispiele eine
konsistente Hypothese aus H,, gibt.

Beweis. Der effiziente PAC-Algorithmus, der (Cp,), durch (H,), lernt, sei
A. Es sei POS die Menge der positiven Beispiele und NEG die Menge der
negativen Beispiele. Wir setzen den Vertrauensparameter § = % und den
Fehlerparameter ¢ = m. Wir iibergeben A die Parameter ¢, 0
und n und erzeugen die von A geforderte Anzahl an Beispielen, indem wir
die einzelnen Beispiele gleichverteilt aus POS U NEG ziehen. Jedes Beispiel

erhélt somit die Wahrscheinlichkeit > € Der PAC-Algorithmus

1
[POS[+INEG
erzeugt mit Wahrscheinlichkeit mindestens % eine Hypothese h € H,, fiir
die der Fehler hochstens e ist. Aufgrund unserer Wahl € = m
kann der Fehler aber nur dann hochstens e sein, wenn kein Beispiel durch A
falsch klassifiziert wird, also wenn h konsistent ist. ]

Wir leiten das folgende Korollar ab.

Korollar 2. Hat die parametrisierte Konzeptklasse (Hy,)n ein NP-schweres
Konsistenzproblem und ist C, C H,, dann gibt es keinen effizienten PAC-
Algorithmus, der (Cpn)n durch Hypothesen in (Hy), lernt, falls RP # NP
gilt.

5.4 VC-Dimension

In unserem Kontext betrachten wir zum Beispiel die Konzeptklasse aller
reguléren Sprachen, die von einem endlichen Automaten mit n Zustdnden
akzeptiert werden. Fixiert man das Alphabet, so haben wir es mit einer
endlichen Konzeptklasse zu tun.

Fiir eine endliche Beispielmenge S C X gibt es genau 2/°! viele verschie-
dene Teilmengen s C S. Um also alle moglichen Klassifizierungen auf den
Beispielen aus S zu erzeugen, benétigen wir eine Konzeptklasse mit minde-
stens 21°! verschiedenen Konzepten. Die Grofe einer Beispielmenge, fiir die
jede Klassifizierung durch C erzeugt werden kann, ist also durch log|C| nach
oben beschrinkt.
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Die Grofle von Beispielmengen, fiir die jede Klassifizierung erzeugt wer-
den kann, wird durch die nach Vapnik und Chervonenkis benannte VC-
Dimension gemessen und ldsst auch eine Anwendung auf Konzeptklassen
mit unendlich vielen Konzepten zu.

Definition 10. Wir sagen, dass eine endliche Menge S C X durch die
Konzeptklasse C zerschmettert wird, falls es fiir jede Teilmenge s C S ein
Konzept c € C g¢ibt, so dass s = cNS gilt. Die VC-Dimension von C, die wir
mit VC(C) bezeichnen, ist die Kardinalitit der grifsten Menge S, die durch
C zerschmettert wird.

Wie beschrieben, kann eine endliche Konzeptklasse C nur Mengen S mit
|S| < log|C| zerschmettern. Es gilt fiir endliche Konzeptklassen also stets
VC(C) <log|C]|.

Die VC-Dimension liefert auflerdem eine obere Schranke fiir die Anzahl
der Beispiele, die aus einem Algorithmus, der eine konsistente Hypothese
fiir gegebene Beispiele ausgibt, einen PAC-Algorithmus macht [3, 27].

Fakt 6. C sei eine Konzeptklasse und H sei eine Hypothesenklasse mit V-
Dimension d. A sei ein beliebiger Algorithmus, der als Eingabe eine Menge S
von m klassifizierten Beispielen fiir ein Konzept in C erhdlt und als Ausgabe
eine Hypothese h € H erzeugt, die konsistent ist mit den Klassifikationen
fiir S. Dann gibt es eine Konstante cog > 0, so dass A ein PAC-Algorithmus
fiir C mit Hypothesen aus H ist, wenn A m zufillig aus dem Beispielraum
gewdhlte Beispiele erhdlt, wobei

1 1 d 1
mZCO Elogg—l—glogg

gilt.

Wenn die VC-Dimension einer parametrisierten Konzeptklasse (H,, ), po-
lynomiell in n ist, und ein effizienter Algorithmus fiir das Konsistenzproblem
mit Hypothesen aus (Hy,), existiert, dann sind Konzeptklassen C,, C H,, ef-
fizient durch H,, PAC-lernbar.

5.5 Lernen mit Aquivalenzfragen

Im Modell des Lernens mit Aquivalenzfragen stellt der Lernalgorithmus ein-
zelne Hypothesen als Fragen an ein Orakel. Das Orakel iiberpriift, ob die
angebotene Hypothese A mit dem zu lernenden Konzept ¢ {ibereinstimmt
und gibt im Falle einer Ubereinstimmung die Korrektheit der Hypothese
bekannt. Sind h und ¢ verschieden, so gibt das Orakel ein klassifiziertes
Gegenbeispiel aus h & ¢ zuriick.

Der Lernalgorithmus entwickelt eine neue Hypothese und stellt diese
wieder als Frage. Der Vorgang wiederholt sich so lange, bis das Orakel die
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Korrektheit einer Hypothese bestétigt. Wir gehen davon aus, dass ein Ler-
nalgorithmus stets Hypothesen erstellt, die mit den bisherigen Beispielen
konsistent sind. Tut er dies nicht, kann das Orakel mit einem schon genann-
ten Gegenbeispiel antworten.

Eine Kenngrofe fiir das Lernen mit Aquivalenzfragen ist die Anzahl der
Fragen und somit die Anzahl der Gegenbeispiele, die ein Lernalgorithmus
bendétigt, um beliebige Konzepte aus einer Konzeptklasse lernen zu kénnen.
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Kapitel 6

Das Konsistenzproblem fiir
endliche Automaten

Beim Problem des minimalen konsistenten DFAs sind als Eingabe die Men-
gen POS,NEG C X* mit POS N NEG = () gegeben. Das Ziel ist es, die
Grofle eines minimalen DFAs D zu bestimmen, fir den POS C L(D) und
NEG N L(D) = 0 gilt.

In Abschnitt 6.1 wenden wir unsere Methoden aus Kapitel 4 an, um die
Nicht-Approximierbarkeit der Groflie eines minimalen konsistenten DFAs im
Fall |¥| > 2 zu bestimmen. In Abschnitt 6.2 und Abschnitt 6.3 betrach-
ten wir das Konsistenzproblem fiir unére Beispielmengen und geben in Ab-
schnitt 6.4 die Konsequenzen fiir die PAC-Lernbarkeit an.

6.1 Minimale konsistente DFAs

Wir nehmen wie in Abschnitt 4.6 beschrieben an, dass die Klasse Cy der
Funktionen, die auf Eingaben der Linge m von Zweiweg-DFAs mit hichstens
m¥ Zustianden berechnet werden, ein starkes Pseudozufallsensemble enthiilt.
Wir wiederholen wiederum die Eingaben pa(m) = m**! mal und definieren

G%)(hm) als die Anzahl der Zusténde eines kleinsten DFAs, der jedes Bei-
spiel aus der Menge POS = {xP2(™) | h,, (z) = 1} akzeptiert und jedes
Beispiel aus NEG = {z72(™) | h,,(z) = 0} verwirft.

Fiir jede Pseudozufallsfunktion f,, € Co N B, gilt Gg‘{)(fm) < t§4)(m) =
p2(m), da der Zweiweg-DFA A, fir L1 (f,) = {z € {0,1}™ | f(z) = 1} mit
mF Zustinden durch einen Einweg-DFA D,,, mit pa(m) = m**! Zustéinden
simuliert werden kann, sofern die Eingabe x € {0,1}" des Zweiweg-DFAs als
wiederholte Eingabe 2P2(™) vorliegt [34]. Der DFA D,,, akzeptiert also eine
Sprache L(D,,) mit L(D,,)N{zP>™ | z € {0,1}™} = Ly, (m) (fm) und ist so-
mit konsistent mit POS und NEG. Also haben alle Pseudozufallsfunktionen
fm € C2 N By, einen Funktionalwert von hochstens pa(m) = m* !, withrend
fast alle Funktionen einen exponentiell groBen Funktionalwert G(¥)(-) haben.
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Lemma 11. G%)(hm) < tg4) (m) := g—; gilt fiir héchstens V22" = o(|Bp,|)
Funktionen in B,,.

Beweis. K (s) sei die Anzahl der verschiedenen Sprachen, die von DFAs mit
hochstens s Zusténden iiber einem Alphabet mit zwei Buchstaben akzeptiert
werden. Dann gilt K (s) < s3° [8] und somit folgt

m

322 .
K(t5" (m)) < (2) "< omin — VT,

6m

Die Behauptung folgt, da ein DFA nicht konsistent mit den Beispielmengen
zweier verschiedener Funktionen aus B, sein kann. O

Dass G (km(fn)) < t§4)(n) fiir jede Funktion f, € Co N B, und jedes
m < n gilt, folgt wiederum aus der Uberlegung, dass wir einen Zweiweg-
DFA A, fiir f, € C2N B, in einen Zweiweg-DFA A’ fiir k,,(f,,) umwandeln
konnen, ohne die Anzahl der Zustdnde zu erhdhen. Somit separiert Gg) die
Klasse Co vom Zufallsensemble fiir die Schranken t§4),tg4) und wir kénnen
wieder Bemerkung 1 anwenden. Diesmal erzeugen wir aus der gegebenen
Funktion h,, allerdings keinen DFA fiir L, (h,,), sondern die Beispielmengen
POS = {zP2(™|h,,(z) = 1} und NEG = {zP2("™)|h,,,(z) = 0}. Wir erhalten
den folgenden Satz.

Satz 5. Es existiere eine Konstante k und ein starkes Pseudozufallsensemble
Co mit Parameter ¢, so dass jede Funktion f € CoN By, einen Zweiweg-DFA
fiir {z € {0,1}™ | f(z) = 1} mit m* Zustinden habe.

App sei ein randomisierter Algorithmus, der fiir gegebene Beispielmen-
gen POS und NEG die Anzahl der Zustinde eines minimalen konsistenten
DFAs approzimiere. N = posunec || bezeichne die Linge der Eingabe.
Dann gibt es ein Polynom poly, so dass fiir jedes | > 1 gilt: Falls App in

Zeit 20108 N)Y) 160t und einen Approzimationsfaktor w(N) < m

hat, dann muss App die Fehler e +e_ > % haben.

Wir folgern somit, dass es Instanzen fiir das Problem des minimalen
konsistenten DFAs gibt, mit Instanzgroffe N und konsistenten DFAs opti-
maler Grole opt = poly(log N), so dass effiziente Approximationsalgorith-

1
men nur konsistente DFAs der Grofle mindestens m > goptl . B
garantieren konnen, fiir # < 1 und geniigend grofles [. Dieses Ergebnis ist
stiarker als das entsprechende Resultat von Kearns und Valiant [26], die
Nicht- Approximierbarkeit mit Approximationsfaktor mindestens opt® - N
fiir jedes konstante « zeigen. Unser stirkeres Ergebnis fithren wir auf die
starkere Annahme zuriick, dass Pseudozufallsensembles existieren, wiahrend
Kearns und Valiant nur von der Existenz von Einwegfunktionen ausgehen.
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6.2 Unire minimale konsistente DFAs

Wir betrachten nun das Problem des minimalen konsistenten DFAs fiir den
uniren Fall. Es seien wieder POS,NEG C {a}* die disjunkten Mengen der
positiven und negativen Beispiele. Gesucht ist die Grofie eines minimalen
DFAs D, so dass POS C L(D) und NEG N L(D) = () gilt.

Im nicht-unéren Fall ist das Konsistenzproblem NP-vollsténdig [10] und
auch effiziente Approximationsalgorithmen mit verniinftigen Approximati-
onsfaktoren sind unwahrscheinlich (vergleiche Satz 5 und [35, 26]). Im Ge-
gensatz dazu zeigen wir, dass wir einen minimalen konsistenten DFA zu
unéren Beispielmengen effizient finden kénnen, auch wenn die Eingabe kom-
pakt dargestellt wird.

Wir nehmen an, dass ein Beispiel w = a™ nicht in ausgeschriebener
Form aa . ..a vorliegt, sondern, dass die Lange bindr kodiert wird und so-
mit etwa log|w| Bits als Eingabelidnge in Anspruch nimmt. Die gesamte
Eingabeldnge fiir das Konsistenzproblem ist also ungeféhr ¢/(POS,NEG) =
Y wePOSUNEG 10g |w| und ist mindestens so gro§ wie die Anzahl aller Bei-
spiele [POS| + [NEG]|.

Fiir jedes geniigend lange Wort w, das den Zyklus des DFAs erreicht,
entscheidet allein die Restklasse modulo der Zyklusldnge dariiber, ob w zu
akzeptieren oder zu verwerfen ist. Die folgende Definition gruppiert Worter
einer Menge S geméf} ihrer Restklassenzugehorigkeit und wir bestimmen mit
A die Lange des ldngsten Worts in der Menge.

Definition 11. Fir eine endliche Menge S C {a}* sei S, , ={w:w e SA
|lw| =r (mod z)} die Restklassen-Teilmenge von S fir den Rest 0 <r < z
und es sei A\(S) = maz{|w| : w € S}, beziehungsweise \(()) = —1.

Fiir eine festgelegte Zykluslinge z ist es einfach, die Gréfle eines mini-
malen konsistenten DFAs mit Zyklusldnge z zu bestimmen.

Lemma 12. [17] Die Grifle eines minimalen DFAs mit fester vorgegebener
Zykluslinge z € N, der konsistent ist mit den Beispielmengen POS, NEG C

{a}*, ist
s.(POS, NEG) := z + 1 + max {min{A\(POS, ), \(NEG, )} : 0 <r < z}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes feste 0 < r < z ein minimaler
DFA mit Zyklusldnge z, der konsistent ist mit POS, , und NEG, . genau
1+ min{A(POS;..), A\(NEG, .)} Zustidnde in seinem Pfad und z Zusténde in
seinem Zyklus benétigt.

Falls eine der Mengen POS,. ., NEG,. . leer ist, besteht der minimale mit
(POS;.., NEG, ) konsistente DFA mit Zykluslinge z nur aus dem Zyklus
und hat einen leeren Pfad.

Wir gehen also davon aus, dass beide Mengen Beispiele enthalten und
nehmen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit an, dass 0 < A(POS,.,) <
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ANEG,; ;) gilt und fiihren einen Widerspruchsbeweis unter der Annahme,
dass der Pfad weniger als 14+ A(POS,.,) Zusténde hat. Die ldngsten Beispiele
wpos € POS,. ;. und wngg € NEG, . erreichen somit beide den Zyklus und
enden im selben Zustand. Also werden entweder beide — wpog und wngg —
akzeptiert oder beide werden verworfen und der DFA ist somit nicht konsi-
stent mit den Beispielmengen.

Andererseits sind 1+ A(POS, ) auch ausreichend, da kein positives Bei-
spiel den Zyklus erreicht und wegen der Disjunktheit von POS und NEG die
akzeptierenden und verwerfenden Zusténde auf dem Pfad konsistent gewéhlt
werden konnen.

Ein DFA, der konsistent mit POS und NEG ist, muss fiir alle Restklassen
konsistent sein und benétigt somit als Pfadlange die lidngste, die fiir einen
Rest r berechnet wird. Aulerdem benétigen wir nicht mehr als das beschrie-
bene Maximum als Pfadldnge, da die Restklassen-Teilmengen paarweise dis-
junkt sind und zu paarweise disjunkten Mengen von erreichbaren Zusténden
in einem DFA mit 14+max {min{A\(POS, .), A(NEG, )} : 0 <r < z} Zustén-
den im Pfad und z Zustidnden im Zyklus fiihren. O

Wir folgern, dass die Grofle eines minimalen konsistenten DFAs einfach
beschrieben werden kann und zeigen, dass die Gréfle nur polynomiell in der
Eingabelidnge ¢(POS,NEG) ist.

Lemma 13. Wir bezeichnen die Grifie eines minimalen DFAs, der kon-
sistent mit (POS, NEG) ist, als s(POS, NEG). Dann gilt s(POS, NEG) =
min{s,(POS, NEG) : z € N} und s(POS, NEG) < (¢(POS, NEG))? gilt fiir
hinreichend lange Eingaben.

Beweis. Dass die Behauptung s(POS,NEG) = min{s,(POS,NEG) : z € N}
gilt, ist offensichtlich, da wir die entsprechende Zykluslédnge wéihlen kénnen.
Um die Behauptung s(POS,NEG) < (¢(POS,NEG))? zu beweisen, setzen
wir zunéchst n := s(POS,NEG) sowie ¢ := ¢/(POS,NEG) und beobachten,
dass fiir jede Zykluslénge z < n ein konsistenter DFA einen nicht-leeren Pfad
haben muss. Andernfalls bestiinde der DFA nur aus den z < n Zustdnden des
Zyklus, was im Widerspruch zur Definition von n steht. Fiir jedes z < n gibt
es also ein Paar positiver und negativer Beispiele derselben Linge modulo
z, da der minimale konsistente DFA sicherstellen muss, dass nicht beide
Beispiele durch ihre Linge den Zyklus erreichen. Es gilt also

Vz <n 3(a”,a’) € POSXxNEG:z =y (mod z).

Fiir nicht-triviale Beispielmengen kénnen wir voraussetzen, dass |[POS| +
INEG| < ¢ gilt und somit die Anzahl der Paare |POS x NEG| durch ¢?/4
beschrankt ist. Um einen Widerspruchsbeweis zu fithren, nehmen wir nun
an, dass n > 3 gilt. Somit gibt es fiir jedes z < £3 < n ein Paar (a%,a¥) €
POS x NEG, so dass z = y (mod z) gilt. Wir beschrinken uns fiir unse-
re Abschiitzungen auf prime Zykluslingen z < ¢3 und setzen ¢ = 7(¢{3 —
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1) =~ #}ié als die Anzahl dieser Primzahlen. Da es hochstens ¢2/4 Paa-
re in POS x NEG gibt, folgt aus dem Schubfachprinzip, dass es ein Paar
(a®,a¥) € POS x NEG geben muss, so dass 4q/¢* verschiedene Primzah-
len z1,..., 24972 mit ¥ = y (mod z;) fiir jedes 1 < 7 < 4q/¢* existieren.
Aufgrund der Teilerfremdheit gilt nach Fakt 8 in Abschnitt A.3 =z = y
(mod [] 2;) und aus = # y folgt |x — y| > [z > (4q/¢?)..

Daraus folgt, dass es mindestens ein Beispiel ¢ € POS U NEG mit
logz > log((4q/¢%)!) geben muss. Wir wenden Stirlings Approximation auf
4q/0% ~ 3?—& an und erhalten logx > ¢ fiir hinreichend grofle Werte von /.

Dies widerspricht aber der Definition von £ = Y pos neg 10g |w|. Eine
GroBe n > ¢3 fiir einen minimalen konsistenten DFA ist somit unmoglich.

O

In [17] wird der Algorithmus 1 vorgestellt, der das Ergebnis aus Lem-
ma 12 implementiert und zu gegebenen unéiren Beispielmengen einen mini-
malen konsistenten DFA berechnet. Die Laufzeit von Algorithmus 1 wird in
[17] in Abhéngigkeit von der Anzahl der Beispiele und der Grofle des kon-
struierten DFAs analysiert, es bleibt allerdings offen, wie die DFA-Grofie
abgeschéitzt werden kann. Lemma 13 erlaubt es uns nun nachzuweisen, dass
der Algorithmus polynomielle Laufzeit in der Eingabeldnge hat.

Algorithmus 1 Unérer minimaler konsistenter DFA
Eingabe: Beispielmengen POS,NEG C {a}*.
z:=1;

n 1= oo;
while n > z do
if s,(POS,NEG) < n then
n := s,(POS,NEG);
2=z
end if
z:=z+1
end while
Ausgabe: DFA mit Zykluslinge 2’ und Pfadléinge n — 2/, der konsistent
mit den Beispielen aus POS und NEG ist.

Satz 6. Es sei ¢ = ((POS, NEG) die Linge der Eingabe fiir die Mengen
POS, NEG C {a}*. Dann berechnet Algorithmus 1 einen minimalen konsi-
stenten DFA mit n Zustinden fiir POS, NEG in der Zeit O(n - £) = O({%).

Beweis. Der Algorithmus berechnet die korrekte GroBe, da er fiir jede Zy-
klusldnge z = 1,2, ... die korrekte Automatengréfle berechnet, bis ein DFA
mit n < z Zustdnden gefunden wird. Groflere Zyklusldngen miissen nicht
betrachtet werden, da sie zu grofleren DFAs als dem bereits gefundenen
fiihren.
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Offensichtlich benétigen wir n Iterationen der While-Schleife. Die Zeit
fiir jeden Schleifendurchlauf wird durch die Zeit dominiert, die notig ist,
s,(POS,NEG) zu bestimmen. Die Berechnung von s,(POS,NEG) gelingt
nach Lemma 12 in O(¢) Schritten, indem wir die Lénge des langsten Beispiels
fiir jede Restklasse speichern. O

6.3 Unire minimale konsistente NFAs

Als néchstes betrachten wir das Problem des undren minimalen konsistenten
NFAs: Gegeben sind die Beispielmengen POS, NEG sowie einen Schwellen-
wert k, gibt es einen NFA mit k Zustdnden, der alle Beispiele aus POS
akzeptiert und alle Beispiele aus NEG verwirft?

Das folgende Lemma zeigt, dass fiir eine unére Sprache L mit minima-
ler Periode d die Angabe aller klassifizierten Beispiele aus {a}<2d2+d =
Ui<oq24q{a’} garantiert, dass ein minimaler konsistenter NFA genau L ak-
zeptiert.

Wir wissen, dass die Bestimmung der Grofle eines minimalen NFAs, der
zu einem gegebenen unéren zyklischen DFA #dquivalent ist, nur dann effizi-
ent moglich ist, falls NP € DTIME(nC°e™) gilt [24]. Zusammen mit dem
Ergebnis aus Lemma 14, dass ein minimaler konsistenter NFA bei hinrei-
chender Anzahl an Beispielen aus einer zyklischen Sprache L sogar genau
L akzeptiert und somit dquivalent zu einem zyklischen DFA fiir L ist, folgt
die Schwere des Problems der exakten Bestimmung eines undren minimalen
konsistenten NFAs.

Lemma 14. L C {a}* sei eine zyklische Sprache mit minimaler Periode d.
Falls M ein minimaler NFA ist, der konsistent mit POS = L N {a}<24*+d
und NEG = {a}<2+d\ POS ist, dann gilt L(M) = L.

Fiir den Beweis des Lemmas benttigen wir noch ein zahlentheoretisches
Ergebnis.

Fakt 7. Fira,b € N\ {0} ist die Menge {ma+nb | m € N,n € Z} gleich
der Menge {m - ggT(a,b) | m € Z}.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes x gilt: Es gibt genau dann m € N,n € Z
mit z = ma + nb, wenn x ein Vielfaches von ggT(a,b) ist.
»=“ Wir kénnen den ggT(a,b) ausklammern und erhalten

a b
a:zggTa,b-(m +n >
(a:0) geT(a,b)  geT(a,b)

Somit ist x ein ganzzahliges Vielfaches von ggT(a,b).

,<%“ Nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus gibt es m' €
N,n' € Z, so dass ggT(a, b) = m’a+n'b gilt. Durch Multipliktion mit gg%(a,b)
erhalten die gewiinschte Darstellung, falls z ein Vielfaches von ggT(a,b)

ist. O
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Nun fiithren wir den Beweis zu Lemma 14 aus.

Beweis zu Lemma 14. A sei ein minimaler NFA mit L(A) = L und |Q 4|
Zustinden. Offensichtlich ist A dann konsistent mit (POS, NEG) und es gilt
|Qa| < d. Um einen Widerspruchsbeweis zu fithren, nehmen wir also an,
dass es einen NFA M mit |Qu| < [Qa| Zusténden gibt, der konsistent ist
mit (POS,NEG), aber nicht die Sprache L akzeptiert.

Wir kénnen M in einen dquivalenten NFA M’ in Chrobak-Normalform
mit héchstens |Qps|? + Q| < d? + d Zustéinden im Pfad umwandeln. Der
letzte Zustand des Pfades hat Uberginge zu disjunkten deterministischen
Zyklen mit Zykluslidngen ¢y, ..., ¢p. Die Sprache L(M') hat eine ultimative
Periode ¢ := kgV(ei,...,¢y) und es gilt > ¢ < [Qum| < d. Fiir jedes
j>d*+dgilt also o/ € L(M') & a/T¢ € L(M").

Wir zeigen zuerst, dass ¢ < d nicht gelten kann, also die ultimative
Periode von L(M') mindestens so grof§ ist, wie die Periode von L. Da L
zyklisch mit minimaler Periode d ist, gibt es fiir jede potenziell kleinere
Periode ¢ ein Zeugenpaar, dass c¢ als Periode ausschlief3t:

Ve<d3i: a' e Lea™ ¢ L.

Aus dieser Aussage alleine kénnen wir noch nicht schlieffen, dass M’ nicht
konsistent mit den gegebenen Beispielen ist, aber wir kénnen die Wortlénge
i+ c auf den durch die Beispielmengen abgedeckten Bereich eingrenzen. Die
Aussage gilt insbesondere fiir ein ¢ mit d?> +d < i’ < d? + 2d: Es gelte
ot € L & a't¢ ¢ L, dann gilt fiir jedes € Z mit i +ad > 0 : a+%¢ €
L < a't*dte ¢ [ Offensichtlich kénnen wir i/ = i + zd aus dem Intervall
[d?+d, d*+2d—1] wihlen. Somit kann M’ nicht konsistent mit (POS, NEG)
sein, falls ¢ < d gilt.

Falls ¢ = d gilt, dann folgt L = L(M’') = L(M) im Widerspruch zu
unserer Annahme, dass L(M) # L gilt.

Wir nehmen schliellich an, dass ¢ > d gilt. Wir zeigen im néchsten
Absatz, wie wir M’ durch einen kleineren mit (POS, NEG) konsistenten NFA
M" ersetzen konnen. Dieser ist im Allgemeinen nicht dquivalent zu M’ und
wir zeigen, dass M" eine zyklische Sprache mit Periode d akzeptiert. Deshalb
gibt es einen konsistenten NFA in Chrobak-Normalform, dessen Anfangspfad
nur den Startzustand enthélt und der im Widerspruch zur Annahme weniger
Zusténde als M hat.

Fiir jede Zykluslinge ¢; der Zyklen von M’ gilt ¢; < |Qu| < d. Da
¢ = kgV(er,...,em) > d gilt, muss es insbesondere in M’ einen Zyklus
C} mit Lange ¢, < d geben, so dass ¢ kein Teiler der Periode d ist. Wir
konnen annehmen, dass es mindestens einen akzeptierenden Zustand in Cj
gibt. Andernfalls entfernen wir C} komplett. Da C) einen akzeptierenden
Zustand hat, gibt es auch eine Wortlinge i mit d> +d < i < d?> + d + ¢y,
so dass fiir jedes x € N : 't ¢ L(M’) gilt. Da L d-periodisch ist und M’
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mit (POS, NEG) konsistent ist, folgt, dass jedes Beispiel der Form a’*®c+vd,
dass mindestens die Linge d? + d hat, in der Sprache liegen muss:

VeeNyeZ: d+d<i+zc+yd<2d*+d = at*atvdc[,

Aus Fakt 7 folgt fiir jedes € N mit i + = - ggT(cp,d) < 2d* + d, dass
aitrecdlend) ¢ [ gilt. Fiir jedes Wort a’, das einen akzeptierenden Zustand
in Cy, erreicht, werden also die Wérter @/ mit j =4 (mod ggT(cx,d)) und
d>+d < j < 2d%+d ebenfalls von M’ akzeptiert. Wir kénnen Cj, durch einen
Zyklus der Lénge ggT (¢, d) ersetzen und der neue NFA bleibt konsistent mit
(POS,NEG). Durch dieses Verfahren kénnen wir jeden Zyklus, dessen Lénge
nicht d teilt durch einen Zyklus mit einer Lange, die d teilt, ersetzen und der
NFA M" bleibt konsistent mit (POS,NEG). Da M" die ultimative Periode
d hat und sich auf dem Pfad d-periodisch verhéilt, konnen wir den Pfad ganz
entfernen. Dies widerspricht der Annahme, dass M ein minimaler konsisten-
ter NFA ist, da wir einen NFA mit 1+, ggT(ck, d) < >y e < |Quml
Zustdnden sowie disjunkten Zyklen und einem Startzustand konstruieren
kénnen, der mit (POS, NEG) konsistent ist und L akzeptiert. O

Wir erhalten nun das Resultat iiber die Schwere des Problems des unéren
minimalen konsistenten NFAs. Mit MinNFA-UCL (minimum NFA for a un-
ary cyclic language [24]) bezeichnen wir folgendes Problem: Gegeben sei ein
unéirer zyklischer DFA M und eine Zahl k£ € N in Binédrnotation. Gibt es
einen NFA mit hochstens k Zusténden, der L(M) akzeptiert? Es ist bekannt,
dass MinNFA-UCL nur dann in P liegt, wenn NP C DTIME(n?(08™) gilt.

Satz 7. (a) Es gibt eine Polynomialzeitreduktion von MinNFA-UCL auf das
Problem des undren minimalen konsistenten NFAs.

(b) Das Problem des undiren minimalen konsistenten NFAs liegt in NP,
aber nicht in P, sofern nicht NP C DTIME(nC°8m)) gilt.

Beweis. (a) Zu einem gegebenen unéren zyklischen DFA M mit d Zustédnden
konstruieren wir POS = L(M) N {a}<2¥*+¢ und NEG = {a}<2**+d\ POS in
polynomieller Zeit. Geméfl Lemma 14 gibt es einen NFA mit k Zusténden,
der genau dann konsistent mit (POS,NEG) ist, wenn es einen NFA mit &k
Zustanden gibt, der L(M) akzeptiert.

(b) Das Problem liegt in NP, da wir einen unéiren NFA A mit hochsten
k Zustinden raten und effizient iiberpriifen konnen, ob N konsistent mit
(POS,NEG) ist. Jiang, McDowell und Ravikumar [24] zeigen eine Reduk-
tion vom Problem der Knoteniiberdeckung auf MinNFA-UCL, die in Zeit
O(n®0°8™)) Tguft. Wir fithren diese Reduktion mit Hilfe von Teil (a) auf
das Konsistenzproblem fiir unire NFAs fort und erhalten das gewiinschte
Ergebnis. O

Da eine exakte effiziente Losung fiir das Problem des undren minimalen
konsistenten NFAs nicht zu erwarten ist, miissen wir uns mit einer approxi-
mativen Losung zufrieden geben. Aus Abschnitt 6.1 wissen wir, dass fiir das
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allgemeine (nicht-unére) Problem des minimalen konsistenten DFAs auch
gute effiziente approximative Losungen nicht zu erwarten sind. Die Situa-
tion sieht aber fiir das unédre Problem des minimalen konsistenten NFAs
bedeutend besser aus. Mit Algorithmus 2 auf Seite 67 haben wir ein Ver-
fahren, das einen konsistenten NFA zu gegebenen Beispielmengen effizient
konstruiert. Dieser NFA hat hochstens O(opt?) Zustéinde, wenn ein minima-
ler konsistenter NFA opt Zusténde hat.

Fir & = 1,2,... konstruiert Algorithmus 2 einen NFA in Chrobak-
Normalform mit k(k + 1) Zusténden im Pfad und k Zyklen mit allen mogli-
chen Zyklusldngen 1,...,k. Der Algorithmus markiert jeden Zustand, der
nicht von einem Beispiel aus NEG erreicht wird, als akzeptierend und priift
danach, ob jedes Beispiel aus POS von einem akzeptierenden Zustand iiber-
deckt wird. Ist dies der Fall, gibt der Algorithmus den Automaten M mit
O(k?) Zusténden aus, andernfalls startet die nichste Iteration mit &k := k+1.
M ist konsistent mit (POS,NEG), da der Konstruktionsprozess sicherstellt,
dass kein Beispiel aus NEG akzeptiert wird und dass jedes Beispiel aus POS
einen akzeptierenden Zustand erreicht. Wir zeigen, dass kein Automat mit
weniger als k Zustédnden konsistent mit (POS, NEG) ist.

Satz 8. Es seiopt die Zahl der Zustinde eines minimalen NFAs, der konsi-
stent mit POS, NEG C {a}* ist und ¢ = {(POS, NEG) sei die Eingabelinge.
Algorithmus 2 berechnet dann in Zeit O(opt® -(|[POS| + |NEG|)) = O(¢'9)
einen NFA M mit O(opt?) Zustinden, der mit (POS, NEG) konsistent ist.

Beweis. Wir zeigen, dass der Algorithmus nach k < opt Iterationen termi-
niert. Somit ist die Zahl der Zustinde von M offensichtlich durch O(opt?)
und die Laufzeit durch O(opt? -(|POS| + [NEG|)) beschriinkt, da wir fiir je-
den Zustand ¢ und jedes Beispiel w priifen, ob w den Zustand ¢ erreicht.
Aus Lemma 13 folgt O(opt?® -(|POS| + [NEG])) = O(£19).

Sei Mypt ein minimaler mit (POS,NEG) konsistenter NFA mit opt Zu-
standen. Zu My existiert ein NFA M " in Chrobak Normalform mit hochs-
tens opt(opt +1) Zustéinden im Pfad und Zyklen mit Léngen aus {1,...,k}.
In Iteration k£ = opt konstruieren wir einen NFA M mit opt(opt +1) Zustén-
den im Pfad und allen Zykluslingen aus {1, ..., k}. Das Akzeptanzverhalten
des Automats M’ kann somit durch M nachgebildet werden. Spitestens in
Iteration k& = opt erhalten wir also einen Automaten, der konsistent mit
(POS,NEG) ist. O

6.4 Die VC-Dimension und PAC-Algorithmen fiir

unire reguldre Sprachen

Die Vapnik Chervonenkis Dimension (VC-Dimension) fiihrt zu einer oberen
Schranke fiir die Anzahl der Beispiele, die von einem erfolgreichen PAC-
Lernalgorithmus benétigt werden.

62



Fiir die Klasse der unédren Sprachen, die von DFAs mit hochstens n
Zusténden akzeptiert werden, konnen wir die VC-Dimension fast exakt be-
stimmen. Der Nachweis der unteren Schranke verwendet DFAs mit primer
Zyklusldnge, so dass die Anzahl w(n) der Primzahlen der Gréfie hochstens n
in die Schranke eingeht. Der folgende Satz wurde bereits in [17] vorgestellt.

Satz 9. [17] Es sei L, C P({a}*) die Konzeptklasse der undren reguliren
Sprachen, die von DFAs mit héchstens n Zustinden akzeptiert werden. Dann
gilt firn € N

n—1+ [log(m(n)+1)] < VC(L,) < n+log(n).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werde jede Sprache L € L,
von einem DFA mit genau n Zusténden qo,...q,—1 akzeptiert. Bei DFAs
mit weniger als n Zusténden verldngern wir einfach den Pfad, indem wir den
Zyklus entsprechend weit ,abrollen“. Es gibt hochstens n - 2" verschiedene
Sprachen in £,,, da es n verschiedene Pfadlangen gibt und 2™ Moglichkeiten,
die akzeptierenden Zustidnde zu setzen. Die obere Schranke n + logn folgt
aus dem in Abschnitt 5.4 beschriebenen Fakt, dass VC(C) < log(|C|) fiir
endliche Konzeptklassen C gilt.

Fiir n > 5 geben wir eine Menge S = S1USe mit n— 1+ |log(w(n)+1)]
Elementen an, die durch £, zerschmettert wird. Wir zeigen also, dass es
fiir jede Teilmenge s C S ein Konzept L € L, gibt, welches durch einen
DFA mit n Zustdnden dargestellt wird, so dass s = L NS gilt. Wir setzen
einfach S; = {a’,...,a"3}. Fiir Sy wihlen wir u = |1 + log(w(n) + 1)
Worter wy, ..., w,, die wir mit Hilfe des chinesischen Restsatzes, Fakt 8 in
Abschnitt A.3, konstruieren.

Die Teilmengen s C S, stellen wir durch ihre Inzidenzvektoren aus
{0,1}* dar. Wir wihlen r := 2%~! — 1 Inzidenzvektoren si,...,s, so aus,
dass sich alle nichtleeren Teilmengen von Sy darstellen lassen, die nicht w;
enthalten. Die Menge der Vektoren ist somit ({0} x {0,1}*~1)\ {0}* und
hat die Miichtigkeit r = 241 — 1 = 2llos(r(M+1)] _1 < 7(n). Wir nutzen die
ersten r Primzahlen pq, ..., p, als mogliche Zykluslangen der unidren DFAs
mit n Zustdnden und definieren eine Kodierung p : N — N” durch

w(k) = (k—n+2mod py,...,k—n+2mod p,).

Fiir einen Wert k& > n, dessen Kodierung nur Komponenten aus {0, 1} hat,
also p(k) € {0,1}", erreicht das Wort a* wie in Abbildung 6.1 dargestellt
entweder den letzten oder vorletzten Zustand ¢,_1 oder g,_o eines unéren
DFAs mit n Zustinden und Zykluslange p; fiir ein beliebiges 1 < ¢ < r.
Die Inzidenzvektoren sy, ..., s, € ({0} x{0,1}*71)\{0}“ seien als Spalten
einer Matrix (m;;)1<j<u1<i<r angeordnet. Die u paarweise verschiedenen
Zeilen der Matrix (m;;) fassen wir jetzt als Kodierung der Worter w; fir
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pi Zusténde

an72+m»pi anfler-pl

Abbildung 6.1: Unérer DFA mit n Zusténden und Zykluslange p;

1 < j < w auf, die die Menge Sz = {w1,...,w,} bilden. Fir 1 < j < u

setzen wir also w; = a® mit

n<k<n-+ Hpi N p(k) = (mji,mye,...,mj,).
i
Da jeder der Vektoren sy, ..., s, einen O-Eintrag an erster Stelle hat, ist das
Wort wy = a* mit pu(k) = 0.

w; || |w;| —3mod 2 | |wj| —3 mod 3 | [w;| — 3 mod5 |

a’3 0 0 0
al? 0 1 1
at 1 0 1

Tabelle 6.1: Die Matrix zur Bestimmung der Menge So fiir n = 5

Um eine beliebige Teilmenge () # s C Sy zu zerschmettern, betrachten
wir den Inzidenzvektor v(s) von s. Falls wy ¢ s gilt, dann kommt v(s) als
Spaltenvektor s;« fiir ein 1 < ¢* < r vor. Andernfalls gibt es ein ¢*, so
dass fiir die negierte Version v(S2 \ s) = s;+ gilt. Wir withlen M als unéiren
DFA mit n Zustinden und Zykluslinge p;«. Fiir wi; € s wéhlen wir g,_1
akzeptierend und ¢,_o verwerfend, beziehungsweise fiir w; € s wiahlen wir
dn—1 verwerfend und g, o akzeptierend. Somit gilt s = L(M)N .Sy als direkte
Konsequenz der Konstruktion von Sy. Um ) zu akzeptieren, setzen wir alle
Zustande verwerfend und fiir s = Sy setzen wir ¢,,—1 und g, _2 akzeptierend.

Fiir beliebige Teilmengen s C S = 51 U.Ss stellen wir fiir den DFA M mit
n Zusténden zuniichst durch die Wahl der Zyklusléinge und des Akzeptanz-
verhaltens von ¢,_1 und q,_o wie eben beschrieben das richtige Verhalten
fiir Worter aus Sy sicher. Auflerdem setzen wir das Akzeptanzverhalten der
Zustinde qo, . .., qn_3 so, dass M auch die Worter aus S1 = {a,...,a" 3}
richtig klassifiziert. Somit gilt s = L(M) N S.

Die Grofie von S = S1USs ist n—24u = n—1+|log(m(n)+1) | und ist eine
untere Schranke fiir VC(£,). Fir n < 5 wird S = {0,1,...,n — 1} bereits
durch das Setzen des Akzeptanzverhaltens eines DFAs mit n Zustédnden und
beliebiger Zyklusldnge zerschmettert. O
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Da w(n) ~ n/lnn gilt, unterscheiden sich die untere und die obere
Schranke fiir die VC-Dimension nur um einen additiven Term der Grofien-
ordnung O(loglnn).

Abbildung 6.2 zeigt eine Familie von DFAs mit 5 Zustdnden und primen
Zykluslingen 2,3, 5, die S = {a", a',a?,a'?,a?*, a33} zerschmettert. Die Ab-
bildung zeigt auch, welche Zusténde die Worter erreichen. Die zugehdrigen
Kodierungen sind p(33) = (0,0,0), ©(19) = (0,1,1), u(24) = (1,0,1).

aO al a2 a24, a33 alg
q0 q1 q2 qs3 q4
~(0 (1) —(1)—()
CLO al a2 a197 a24 CL33
NN b
q0 q1 q2 qs3 q4
”é (@ )—(2)—(5)
CLO al a2 (119, a33 CL24

Abbildung 6.2: Eine Familie von DFAs mit 5 Zustdnden, die S =
{a®,a',a?,a'?,a?*, a®3} zerschmettert

Die VC-Dimension liefert geméfl Fakt 6 eine obere Schranke fiir die An-
zahl der Beispiele, die benotigt werden, um einen Algorithmus fiir das Konsi-
stenzproblem als PAC-Algorithmus zu verwenden. Wir erhalten das folgende
Korollar

Korollar 3. L, sei die Klasse aller undren reguldren Sprachen, die von
DFAs mit héchstens n Zustinden akzeptiert werden. Dann ist (L), mit
O(Llog} + n“# log 1) Beispielen effizient PAC-lernbar.

Beweis. Algorithmus 1 berechnet effizient eine minimale konsistente Hypo-
these fiir gegebenen Beispiele. Die VC-Dimension von £, ist héchstens n +
log n. Somit ist Algorithmus 1 gemaf Fakt 6 ein effizienter PAC-Algorithmus,
wenn er @(% log % + "H# log %) Beispiele anfordert. O

Betrachten wir die parametrisierte Konzeptklasse N, der uniren re-
guldren Sprachen, die von NFAs mit héchstens n Zusténden akzeptiert wer-
den, dann ergibt sich aus der Schwere des Problems des uniren minimalen
konsistenten NFAs, dass vermutlich keine effizienten PAC-Algorithmen exi-
stieren, die N, lernen, wenn nur Hypothesen aus N, verwendet werden.
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Allerdings ist effizientes PAC-Lernen moglich, wenn als Hypothesen NFAs
mit O(n?) Zustéinden zugelassen sind. Mit QRP bezeichnen wir die Klas-
se aller Sprachen, die von randomisierten Turingmaschinen mit einseitigem
Fehler in Quasipolynomialzeit n®1°8™) akzeptiert werden kénnen.

Korollar 4. N, sei die Klasse der undren requliren Sprachen, die von NFAs
mit hdchstens n Zustinden akzeptiert werden. Dann ist (Ny,), nicht effizi-
ent PAC-lernbar, wenn Hypothesen aus N, fir Konzepte aus N, benutzt

werden und NP & QRP gilt. Andererseits ist (Ny)n effizient PAC-lernbar,
wenn Hypothesen aus ./\/O(nz) fiir Konzepte aus N,, verwandt werden und

O(Llog} + "21% log 1) Beispiele angefordert werden.

Beweis. Aus Satz 7 folgt, dass das Konsistenzproblem nicht zu QRP gehort,
falls nicht NP C QRP gilt. Wenn das Problem der minimalen konsistenten
Hypothese nicht in QRP liegt, kann geméf Fakt 5 auch (NV,), nicht in Qua-
sipolynomialzeit PAC-lernbar sein, wenn Hypothesen aus N, fiir Konzepte
aus N,, verwendet werden.

Das positive Ergebnis erhalten wir wie in Korollar 3 durch die effiziente
Bestimmung eines approximativ minimalen konsistenten NFAs mittels Al-
gorithmus 2 und der Abschitzung VC(Np,2)) < log|Nom2y| = O(n?logn)
fiir hinreichend grofles n: Die Anzahl der Sprachen, die durch unire NFAs
mit k Zustéinden akzeptiert werden, ist hochstens k¥ fiir geniigend groBes k
8] O
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Algorithmus 2 Approximation eines minimalen konsistenten NFAs

123

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:

22:
23:
24:
25:
26:

27:
28:
29:
30:
31:

Eingabe: Beispielmengen POS, NEG C {a}*.
k= 0;

1
2
3: repeat
4:
5
6
7

k=k+1;

Konsistent[M]:= true;

/*Konstruiere den NFA M in Chrobak-Normalform wie folgt.*/

Es sei p ein Pfad mit k(k + 1) der konsistent mit (POS, NEG) ist fiir

Beispiele der Linge < k(k + 1).

for i :=1to k do
C; sei ein Zyklus mit i Zustéinden, der durch einen Ubergang vom
letzten Zustand des Pfades p erreicht wird.
Initialisiere jeden Zustand von C; als akzeptierend.
end for
for all @ € NEGAj > k(k+1) do
for : :=1to k do
Definiere den Zustand in Cj, der durch o’ erreicht wird als
verwerfend.
end for
end for
/*7Zu diesem Zeitpunkt akzeptiert der NFA so viele Worter der Lange
> k(k + 1) wie moglich, ohne der Klassifizierung durch NEG zu wider-
sprechen. Wir priifen nun, ob auch jedes Wort in POS von irgendeinem
akzeptierenden Zustand in einem der Zyklen abgedeckt wird.*/
for alla’ € PAj > k(k+1) do
Abgedeckt|[j]:=false;
for : :=1to k do
if Der Zustand in C;, der von a? erreicht wird, ist akzeptierend
then
Abgedeckt[j]:=true;
end if
end for
if = Abgedeckt[j] then
/*Ist ein einziges Beispiel aus POS nicht abgedeckt, so ist M
nicht konsistent.*/
Konsistent[M]:=false;
end if
end for
until Konsistent[M]
Gib NFA M mit k(k + 1) + k(k + 1)/2 Zusténden aus, der konsistent
mit (POS, NEG) ist.
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Kapitel 7

Lernen unirer zyklischer
DFAs mit Aquivalenzfragen

Wir beschéftigen uns nun mit dem Modell des Lernens mit Hilfe von Aqui-
valenzfragen. In diesem Modell stellt der Lernende eine Hypothese aus der
Hypothesenklasse auf und bittet um Bewertung. Ein Orakel bestéitigt ent-
weder die Korrektheit der Hypothese oder gibt ein Gegenbeispiel aus der
symmetrischen Differenz.

Fiir den Fall der unéren zyklischen DFAs zeigen wir in Satz 10 aus [17],
dass @(%) Gegenbeispiele notig und hinreichend sind, wenn wir Konzept-
klasse und Hypothesenklasse auf Zyklen mit p < n Zustédnden fiir eine Prim-
zahl p einschrénken. Satz 11 zeigt, dass die Zahl der bendtigten Aquivalenz-
fragen abnimmt, wenn wir groflere DFAs mit nicht-primen Zykluslidngen als
Hypothesen zulassen. Welchen Einfluss eine solche VergréfSerung der Hypo-
thesenklasse hat, lie Herrmann in [17] noch offen.

Satz 10. [17] Es sei C,, = H,, die Menge der undren zyklischen DFAs mit
p < n Zustinden fiir eine Primzahl p.

(a) Es gibt einen Lernalgorithmus, der DFAs aus H, als Hypothesen
erzeugt und hdéchstens O(%) Gegenbeispiele bendtigt, um ein Konzept L(C)
fir C € Cy, zu lernen.

(b) Fiir jeden Lernalgorithmus, der DFAs aus H,, als Hypothesen erzeugt,
gibt es ein Orakel mit dazugehirigem Konzept L(C) fiir C € Cy, so dass der
Algorithmus mindestens Q(%) Gegenbeispiele bendtigt, um L(C') zu lernen.

Beweis. (a) Unser Algorithmus geht wie folgt vor. Fiir jede prime Zyklus-
linge p < n erzeugt der Algorithmus zyklische DFAs mit p Zustédnden und
benétigt hochstens p Gegenbeispiele, um zu erkennen, dass kein zyklischer
DFA mit p Zustinden das Konzept L(C') akzeptieren kann: Der Algorithmus
erzeugt zunéchst einen DFA fiir die leere Sprache, indem kein Zustand als
akzeptierend markiert wird. Wenn das Orakel ein positives Gegenbeispiel
a® € L(C) zuriickgibt, passt der Algorithmus die Hypothese so an, dass alle
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a¥ mit y = x (mod p) akzeptiert werden. Er fiigt also den entsprechenden
Zustand zu der Menge der akzeptierenden Zusténde hinzu und legt die neue
Hypothese wiederum dem Orakel vor. Solange das Orakel nur mit positiven
Gegenbeispielen a® € L(C) antwortet, fiigt der Algorithmus akzeptierende
Zusténde hinzu. Erhélt der Algorithmus sein erstes negatives Gegenbeispiel
a® ¢ L(C) schlieBt er daraus, dass p nicht die richtige Zykluslénge ist, da der
akzeptierende Zustand, in dem o landet, durch ein positives Gegenbeispiel
a® € L(C) mit x =T (mod p) erzwungen wurde. Der Algorithmus wechselt
zur néchsten Primzahl und wiederholt sein Vorgehen bis das Orakel die
Korrektheit der Hypothese bescheinigt.

Die Gesamtzahl der Gegenbeispiele ist somit durch Zpgn,p prim P be-
schréinkt. Fiir die i-te Primzahl p; gilt gemé&fl Abschnitt A.3.1 ilni < p; <
2iIni fiir 4 > 3 und die Anzahl der Primzahlen, iiber die wir summieren ist
m(n) = n/Inn. Wir erhalten als obere Schranke fiir die Zahl der Gegenbei-
spiele

2

w(n) w(n) n_

Inn n
E Z-<2§ jIni ~ 2 Inzdr=0(—].
¢:1p > i:1z ni /1 rlnrdx <lnn>

(b) Wir beschreiben eine Orakelstrategie, um einen beliebigen Lernalgo-
rithmus zu zwingen, Q(%) Aquivalenzfragen zu stellen. Das Orakel spei-
chert fiir jede Primzahl p < n eine Liste der Restklassen (mod p), die
bestétigt wurden. Wir nennen eine Restklasse mit Représentanten y besté-
tigt fiir eine Primzahl p, falls das Orakel ein Gegenbeispiel a® mit x = y
(mod p) vorgelegt hat. Beachte, dass ein Gegenbeispiel fiir jede Primzahl
eine Restklasse bestéitigt. Wir nennen eine Primzahl vollstdndig bestétigt,
wenn jede ihrer Restklassen bestétigt ist. Wir gehen davon aus, dass das Ora-
kel von vornherein die Beispiele a° ¢ L(C) und a € L(C) angibt und somit
die Restklassen mit Représentanten 0 und 1 fiir alle Primzahlen bestétigt.

Das Orakel antwortet generell mit alten Gegenbeispielen, falls es eine
Hypothese beurteilen soll, die zu den bisherigen Gegenbeispielen inkonsistent
ist. Wir konnen also annehmen, dass das Orakel nur konsistente Hypothesen
zur Begutachtung erhilt.

Fiir eine Hypothese mit primer Zyklusldnge p* kann das Orakel mit Hilfe
des chinesischen Restsatzes ein Gegenbeispiel wie folgt konstruieren, dass nur
eine neue Restklasse (mod p*) bestétigt, aber fiir alle anderen Primzahlen
nur die bereits bestétigten Reste 0 und 1 liefert. Fiir einen zyklischen DFA
D mit Zykluslange p*, die noch nicht vollstdndig bestéitigt wurde, wéhlt
das Orakel einen noch nicht bestitigten Rest r (mod p*). Falls a” € L(D)
gilt, dann antwortet das Orakel mit a” ¢ L(C), wobei ' = r (mod p*)
und 7/ = 0 (mod p) fiir jede Primzahl p # p*, p < n gilt. Falls a” ¢ L(D)
gilt, dann antwortet das Orakel entsprechend mit o™ € L(C), wobei ' = r
(mod p*) und ' =1 (mod p) fiir jede Primzahl p # p* gilt.

Ist p* bereits vollstindig bestatigt und D konsistent mit den bisherigen
Gegenbeispielen, dann gibt das Orakel das Gegenbeispiel a” € L(C) mit
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r =0 (mod p*) und » = 1 (mod p) fiir jede Primzahl p # p*. Somit kann
kein DFA mit Zyklusldnge p* mit den gegebenen Gegenbeispielen konsistent
sein.

Das Orakel bestétigt schlieflich die Korrektheit der Hypothese L(D),
wenn jede Primzahl vollstindig bestétigt ist und der zu beurteilende DFA D
konsistent mit den bisherigen Beispielen ist. (Ein konsistenter DFA D kann
so gewahlt werden, dass er als Zykluslénge p* die letzte vollstéindig bestétigte
Primzahl hat und die akzeptierenden Zustéinde gemafl den Gegenbeispielen
der Bestétigungen fiir die Primzahl p* gesetzt sind.) Der Lernalgorithmus
benstigt somit stets

m(n) ﬁ nQ
Z(pil)Z/ xlnxdsz()
im1 1 Inn
Gegenbeispiele. O

Die Situation #ndert sich, wenn wir Hypothesen mit nicht-primen Zy-
kluslédngen, die grofler als n sind, zulassen. Insbesondere benétigen wir nur
O(n) Gegenbeispiele, wenn wir zyklische DFAs mit n! Zustéinden zulassen.
Fiir die obere Schranke der Zahl der Gegenbeispiele erlauben wir als Kon-
zeptklasse Sprachen, die von zyklischen DFAs mit beliebiger Zykluslinge
< n akzeptiert werden, wihrend wir uns fiir die untere Schranke auf Orakel
beschrianken, die nur prime Zyklusldngen fiir die Konzepte verwenden.

Satz 11. FEs sei C,, die Menge der undren zyklischen DFAs mit hochstens
n Zustinden und C,, C C, enthalte nur DFAs mit primer Zykluslinge. Hy, 4
sei die Menge der undren zyklischen DFAs mit hichstens n® Zustinden fir
d<n.

(a) Es gibt einen Lernalgorithmus, der DFAs aus H,q als Hypothesen
erzeugt und hochstens O(%) Gegenbeispiele bendtigt, um ein Konzept L(C')
fir C € Cy, zu lernen.

(b) Fir jeden Lernalgorithmus, der DFAs aus H, q als Hypothesen er-
zeugt, gibt es ein Orakel mit dazugehirigem Konzept L(C) fir C € C;,
so dass der Algorithmus mindestens Q(%) Gegenbeispiele bendtigt, um
L(C) zu lernen.

Beweis. (a) Unser Algorithmus teilt die Faktoren der Fakultdt n! in [4]
Blocke, die bis auf den letzten Block jeweils d Faktoren haben. Konkret

setzen wir n;, = % fir i <[] und nay = W{_l))!. Fiir jeden

Block gilt offensichtlich n; < n?.! Der Einfachheit halber nennen wir d - (i —
1)+1,...,d- 1 die Faktoren von n;, beziehungsweise d - ([4 —1]) +1,...,n
die Faktoren von nxny.

!Wir kénnen die Faktoren besser auf die Blocke verteilen, um etwas weniger Blocke mit
ausgeglichener Grofle zu erhalten, aber das dndert nichts am asymptotischen Verhalten.
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Der Algorithmus betrachtet jeden Block n; fiir i = 1,...,[%] einzeln
und konstruiert so lange Hypothesen der Zyklusldnge n;, bis er jeden Faktor
von n; als Zykluslingen des Konzepts ausschlieflen kann. Wir zeigen, wie der
Algorithmus alle Faktoren von n; als potenzielle Zyklusliange des Konzepts
C mit k; + d Gegenbeispielen ausschlielen kann, wobei k; der grofite Faktor
von n; ist.

Fiir jeden Faktor z von n; speichert der Algorithmus fiir jede Restklasse
modulo z, ob der entsprechende Zustand in einem zyklischen DFA mit z
Zusténden akzeptierend sein soll oder unbestimmt ist. Wenn der Lernalgo-
rithmus ein positives Gegenbeispiel a® erhélt, dann markiert sich der Algo-
rithmus die Restklasse z (mod z) als akzeptierend fiir alle Faktoren z von n;,.
Erhélt der Algorithmus ein negatives Gegenbeispiel a® ¢ L(C), dann kann
er bereits die Faktoren z als Zyklusldngen ausschlieen, fiir die  (mod z)
als akzeptierend markiert wurde.

Der erste DFA, den der Lernalgorithmus als Hypothese konstruiert, ak-
zeptiert die leere Sprache. Von da ab konstruiert der Algorithmus fiir i =
1,...,[%] zyklische DFAs mit n; Zustdnden als Hypothesen. Ein Zustand
fiir eine Restklasse 2/ (mod n;) in diesem DFA, der von einem Wort a®
erreicht wird, ist genau dann akzeptierend, wenn es einen noch nicht als
Zyklusldnge ausgeschlossenen Faktor z von n; gibt, fiir den die Restklasse
2’ (mod z) als akzeptierend markiert ist.

Um die Anzahl der Gegenbeispiele abzuschétzen, die bendtigt werden,
um alle Faktoren von n; als Zykluslidngen auszuschlielen, betrachten wir die
Konsequenzen, die jedes Gegenbeispiel nach sich zieht: Erhélt der Lernal-
gorithmus ein positives Gegenbeispiel, wird genau eine Restklasse fiir jeden
Faktor als akzeptierend markiert. Jedes negative Gegenbeispiel fithrt zum
Ausschluss eines Faktors als potenzielle Zyklusldnge. Fiir Block n; benétigt
der Algorithmus hochstens k; + d Gegenbeispiele, wobei k; der grofite Fak-
tor von n; ist und somit die Anzahl der Restklassen des grofiten Faktors,
wihrend d eine obere Schranke fiir die Anzahl der Faktoren von n; ist. Der
Algorithmus beno6tigt also insgesamt héchstens

(7] n 2
(ki +d) < 5] (n+d) = O(")
1

als

(2
Gegenbeispiele.

(b) Wie im Beweis von Satz 10 (b) speichert das Orakel ein Liste der
bestétigten Restklassen fiir jede Primzahl p < n. Die Bestétigung ist dabei
genau so definiert wie in diesem Beweis.

Wir nehmen zunéchst an, dass der Lernalgorithmus nur DFAs mit Zy-
kluslangen konstruiert, die sich als Produkt von s Primzahlen ergeben. Wir
zeigen spéter, wie wir s und d miteinander in Verbindung bringen und wie
wir mit zusammengesetzten Zykluslingen mit Primpotenzen als Faktoren
umgehen.
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Das Orakel bestétigt 0 und 1 fiir jede Primzahl. Danach bestétigt das
Orakel hochstens s neue Restklassen fiir jeden DFA, den es als Hypothese
erhalt.

D sei nun ein zyklischer DFA, der mit den vorangegangenen Beispielen
konsistent ist und Zyklusldnge z hat, die das Produkt der Faktoren p;, - - - p;,
ist. ' C {i;]j =1,...,s} sei die Menge der Indizes der vollstandig bestétig-
ten Primzahlen und N = {i;[j =1,...,s} \ F sei die Menge der Indizes der
Primteiler von z, die nicht bestétigte Restklassen haben — F' kann auch leer
sein. Das Orakel wihlt eine noch nicht bestétigte Restklasse r;; (mod p;;)
fiir jeden Index i; € N und berechnet ein x mit x = r;; (mod p;;) fiir jedes
ij € N und =0 (mod p;,) fiir jedes i; € F.2

Falls a® € L(D) gilt, dann berechnet das Orakel ein z’, so dass 2’ = «
(mod z) und 2’ = 0 (mod p) fiir jede Primzahl p < n gilt, die z nicht teilt.
Das Orakel gibt das Gegenbeispiel a* ¢ L(C). Entsprechend berechnet das
Orakel fiir a® ¢ L(D) ein 2/, so dass 2/ = z (mod 2) und 2/ = 1 (mod p)
fiir jede Primzahl p < n gilt, die z nicht teilt, und antwortet mit dem
Gegenbeispiel a*’ € L(C).

Wiederum bestétigt das Orakel die Korrektheit einer Hypothese, die
durch einen DFA D dargestellt wird, erst dann, wenn alle Primzahlen voll-
stdndig bestétigt sind und wenn D € H konsistent mit den gegebenen Bei-
spielen ist. Auch hier ist es stets moglich, einen solchen konsistenten DFA zu
konstruieren, da seine Zykluslédnge als eine der Primzahlen p gewéhlt werden
kann, die erst im letzten Schritt vollstdndig bestitigt wurden, und die ak-
zeptierenden Zusténde entsprechend der bestétigenden Beispiele (mod p)
gewihlt werden konnen.

Um die Anzahl der benétigten Gegenbeispiele abzuschétzen, beobachten
wir zunéchst, dass die Zahl der nicht bestédtigten Restklassen zu Beginn
Q( i) ist und dass das Orakel fiir jeden zu beurteilenden DFA héochstens s

Inn
n2

Restklassen bestétigt. Insgesamt werden also Q( 7

tigt.

Wir schatzen nun die Zahl s der verschiedenen Primfaktoren fiir Zahlen
der Grofe hochstens nd ab. Das Produkt [[;_, p; ist die kleinste Zahl mit s
verschiedenen Primfaktoren. Wir konnen diese Zahl nach unten abschatzen

durch
u S s s s\ 3
HpiZHzln12H§1n§2 (§> .
=1 =1 i=3

2dlnn fo]ot falls der groBte zulissige DFA aus

Ind
n? Zustinden besteht. Um dies zu beweisen, nehmen wir an, dass s > 2‘115‘2!”

) Gegenbeispiele beno-

Wir zeigen, dass daraus s <

2Die Wahl der Restklasse fiir die vollstéindig bestéitigten Primzahlen spielt eigentlich
keine Rolle, der Einfachheit halber setzen wir sie auf 0.
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gilt. Dann folgt

lng > dinn -In (dlnn) > dInn . <lnd+ln (hﬂn)) >dlnn

s
2 Ind Ind Ind

fir d < n und somit [[7_, p; > (%) 2 = ¢33 > pd. was der oberen Schranke
fiir die Zyklusléinge widerspricht. Die Anzahl der Gegenbeispiele ist somit

. n2 n?Ind
mindestens () (m> >Q d(Inn)Z )

Wenn der Lernalgorithmus einen DFA als Hypothese konstruiert, dessen
Zykluslange durch eine Primpotenz p® fiir 1 < o € N teilbar ist, kénnen wir
diesen DFA einfach so behandeln, als ob nur der Primfaktor p' vorlige. [
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Kapitel 8

Offene Fragen

Unsere Nicht-Approximierbarkeitsergebnisse bei gegebenem DFA basieren
auf der Annahme der Existenz von Pseudozufallsfunktionen in NC! bezie-
hungsweise LogSPACE. Welche Approximationsfaktoren lassen sich unter
einer schwicheren Annahme wie P # NP ausschliefflen? Gruber und Holzer
[16] bereiten eine Arbeit vor, die zeigt, dass unter der Annahme P # NP
flir jedes € > 0 effiziente Approximationen mit Approximationsfaktor ns—¢
fiir die Bestimmung der Anzahl der Zusténde eines minimalen dquivalen-
ten NFAs zu gegebenem DFA mit n Zusténden ausgeschlossen sind. Fiir 1die
Minimierung der Ubergénge schlieflen sie unter derselben Annahme n3~*°
aus.

Fiir die Nicht-Approximierbarkeit bei gegebenem DFA mit n Zustdnden
konnten wir in Korollar 1 nur einen Approximationsfaktor W\/lign)
schlieflen, wenn wir dquivalente NFAs mit wenig Zustdnden fordern. Wir
haben im Anschluss an Korollar 1 gezeigt, dass NFAs, die m-stellige boo-
lesche Funktionen berechnen, mit O(y/2™) Zustéinden auskommen. Gibt es
andere Ansétze, durch die effiziente Approximationsalgorithmen zu groBeren
Approximationsfaktoren als y/n gezwungen werden?

Welche Komplexitit hat die approximative Minimierung, wenn wir NFAs
mit beschrinktem Nichtdeterminismus oder eindeutige NFAs als Eingabe
der Approximation betrachten? Ebenso stellt sich die Frage nach der Ap-
proximationskomplexitéit bei eingeschrinktem Nichtdeterminismus fiir die
Ausgabe. In [25] weisen Jiang und Ravikumar nach, dass die Bestimmung
der Anzahl der Zustdnde eines minimalen eindeutigen NFAs zu einem ge-
gebenen eindeutigen NFA NP-vollsténdig ist. Malcher zeigt in [28], dass
auch die Minimierung von endlichen Automaten mit DFA Struktur, bei de-
nen nichtdeterministisch einer von konstant vielen Startzustdnden gewéhlt
werden darf, ebenso wie die Minimierung von NFAs, die bei jeder akzeptie-
renden Berechnung nur eine konstante Anzahl von nichtdeterministischen
Entscheidungen treffen, NP-vollsténdig ist.

In Satz 7 zeigen wir, dass das Problem des minimalen unéren konsisten-

aus-
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ten NFAs unter der Annahme NP ¢ DTIME (n©(°8™) nicht effizient 1osbar
ist, allerdings koénnen mit Algorithmus 2 konsistente NFAs mit O(opt?)
Zusténden effizient gefunden werden. Welche untere Schranken kann man
fiir die Approximationskomplexitit dieses Problems angeben?

Beim Lernen unérer regulirer Sprachen mit Aquivalenzfragen fillt auf,
dass das Orakel fiir Satz 10 (b) Gegenbeispiele mit Linge 2" fiir das Ler-
nen zyklischer DFAs mit hochstens n Zustdnden und primer Zykluslinge
verwendet. Da es sich um unére Gegenbeispiele handelt, kénnen diese mit
O(n) Bits dargestellt werden und die Auswerung des Akzeptanzverhaltens
eines zyklischen DFAs auf dem Beispiel ist durch die modulo-Rechnung ef-
fizient moglich. Dennoch stellt sich beispielsweise die Frage, ob es zu jeder
zyklischen un#ren Sprache ein ,gutmiitiges“ Orakel gibt, welches nur Ge-
genbeispiele polynomieller Lange ausgibt und falls dies der Fall ist, gibt es
dann Lernalgorithmen, die weniger Gegenbeispiele benttigen als in Satz 10
angegeben?
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Anhang A

Mathematische Grundlagen,
Notationen und Definitionen

A.1 Notationen

Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...}.

Die ganzen Zahlen Z = {0,1,—1,2,-2,...}.

A ist Teilmenge von B.

A ist echte Teilmenge von B.

Die Potenzmenge von B: P(B) ={A | A C B}.
Grofiter gemeinsamer Teiler von m und n.

Kleinstes gemeinsames Vielfaches von m und n.

Der Logarithmus zur Basis 2 von n.

Der natiirliche Logarithmus von n.

Der i-fach angewandte Logarithmus von n: log(o) n =n und
logW n = log(log(i_l) n).

Der iterierte Logarithmus zur Basis 2 von n:

log*n = min{i > 0 | log® n < 1}.

Die Anzahl der Primzahlen < n, siche Abschnitt A.3.1.

A.1.1 Asymptotische Notationen

Fiir Funktionen f, g : N — N schreiben wir

f(n) =0(g(n)) <= 3Fc>0,n0eN, ¥n>ng: f(n) <c-gn),

f(n) =Qg(n)) <= g(n)=O0(f(n)),

fn) =©(g(n)) <= [f(n)=0(g(n)) A f(n) =Qg(n)),
=o(g(n im (—n) =

fn) =olgm)) = lim T 0,

fn) =w(g(n)) <= g(n)=o(f(n)).
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A.2 Komplexitiatsklassen

TCO

NC!

DSPACE(f(n))

NSPACE(f(n))

DTIME(f(n))
NTIME(f(n))
LogSPACE

CSL

PSPACE

NP

RP

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von Schalt-
kreisen polynomieller Grofle und konstanter Tiefe mit
Negationsgattern sowie Mehrheitsgattern mit unbe-
schranktem Fan-In akzeptiert werden. Ein Mehrheits-
gatter gibt 1 zuriick, falls mindestens die Hélfte seiner
Eingaben 1 ist und 0 sonst.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von Schalt-
kreisen polynomieller Gréfie und Tiefe O(logn) mit Ne-
gationsgattern sowie A und V Gattern mit Fan-In 2 ak-
zeptiert werden. NC' enthélt T'CO.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von deter-
ministischen Turingmaschinen mit Eingabeband und
Arbeitsband mit Platz O(f(n)) auf dem Arbeitsband
akzeptiert werden.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von nichtde-
terministischen Turingmaschinen mit Eingabeband und
Arbeitsband mit Platz O(f(n)) auf dem Arbeitsband
akzeptiert werden.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von deter-
ministischen Turingmaschinen in Zeit O(f(n)) akzep-
tiert werden.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von nicht-
deterministischen Turingmaschinen in Zeit O(f(n)) ak-
zeptiert werden.

Die Klasse DSPACE(logn). LogSPACE enthiilt NC1.

Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Entschei-
dungsprobleme). Sie stimmt mit NSPACE(n) tiberein.
Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von Tu-
ringmaschinen mit polynomiellem Platz akzeptiert
werden. Es gilt PSPACE = DSPACE(RM) =
NSPACE(n?(M).

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von deter-
ministischen Turingmaschinen in polynomieller Zeit ak-
zeptiert werden, also P = DTIME(nO(l)). Wir bezeich-
nen die Probleme in P als effizient 16sbar.

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von nichtde-
terministischen Turingmaschinen in polynomieller Zeit
akzeptiert werden, also NP = NTIME(n°W).

Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von ran-
domisierten Turingmaschinen mit einseitigem Fehler in
polynomieller Zeit akzeptiert werden.
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Um die Schwierigkeit von Entscheidungsproblemen miteinander verglei-
chen zu konnen, fiihren wir den Begriff der Reduktion ein. Ein Problem L,
ist nicht wesentlich schwieriger als ein Problem Lo, wenn sich L; mit Hilfe
eines Algorithmus fiir Ly 16sen ldsst.

Definition 12. Wir sagen, dass ein Entscheidungsproblem Li polynomiell
auf Lo reduzierbar ist und schreiben Ly <, Lo, wenn es eine deterministi-
sche Turingmaschine T mit Ausgabe T'(-) gibt, die in polynomieller Zeit eine
FEingabe-Instanz x fir Ly in eine Fingabe-Instanz T (x) fiir Lo transformiert,
so dass x € Ly < T(x) € Ly gilt.

Wir nennen ein Entscheidungsproblem L schwer fiir eine Komplexitits-
klasse C, falls VL' € C : L' <, L gilt. Wir nennen L vollstindig fir C, falls
L schwer fiir C ist und L € C gilt.

Die Pseudozufallsfunktionen, deren Existenz wir in Kapitel 4 vorausset-
zen, werden durch nicht-uniforme Schaltkreisfamilien oder nicht-uniformen
LogSPACE berechnet. Nicht-uniformen LogSPACE definieren wir hier durch
Zweiweg-DFAs polynomieller Grofle.

Definition 13. Fine Schaltkreisfamilie S, besitzt fiir jede Eingabeldnge n
einen Schaltkreis Sp. S heifft uniform, wenn es eine Turingmaschine gibt,
die fiir jede Fingabelinge n die Beschreibung von S, ausgibt. Die Turing-
maschine muss dabei mit Speicherplatz O(log s,,) auskommen, wobei s, die
Anzahl der Gatter von S, ist.

Bei einer nicht-uniformen Schaltkreisfamilie kann fiir jede Eingabeléinge
ein eigener Schaltkreis angegeben werden, ohne eine allgemeine Konstrukti-
onsvorschrift zu beachten.

A.3 Grundlagen aus der diskreten Mathematik

Wir bendtigen einige Grundlagen aus der diskreten Mathematik, die insbe-
sondere bei den unéren reguldren Sprachen Anwendung finden.
A.3.1 Groflenabschitzungen fiir Primzahlen

Fiir die Anzahl der Primzahlen < n gilt der Primzahlsatz

m(n)

oo 11 /Inn -
Wir verwenden als Abschéitzung 7(n) ~ n/Inn. Als Konsequenz ergibt sich
fiir die GroBe der i-ten Primzahl p;

lim P

lim —— = 1.
z—»ooZ'hlZ

Fiir jedes ¢ > 1 gilt p; > 7In4 und als grobe obere Schranke gentigt uns, dass
pi < 2ilnq fiir ¢ > 3 gilt [12].
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A.3.2 Modulo Rechnung und Chinesischer Restsatz

Es gelte k,n,m € N, mit m > 2. Notationen:
n mod m bezeichnet den ganzzahligen Rest der Division
von n durch m: n mod m=mn— > | -m.
k=n (mod m) < (kmodm)= (nmodm), wir nennen k kon-
gruent zu n (modulo m).
Der chinesische Restsatz erlaubt es, eine Zahl als die Folge ihrer Reste
modulo verschiedener primer Moduln zu représentieren. Eine Version des
Satzes lautet:

Fakt 8 (Chinesischer Restsatz). Es seien my,ma,. .., my paarweise tei-
lerfremde natiirliche Zahlen und M = Hle m;. Ferner seien ay,as,...,a
natirliche Zahlen. Dann bildet die Menge aller x mit

a;  (mod my)

= ag (mod mg)

r = a (modmyg)

genau eine Restklasse modulo M .
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Anhang B

NFA-Konstruktionen

Wir konstruieren hier einen NFA N,,, der dquivalent zum reguléren Aus-
druck R, aus dem Beweis zu Fakt 4 auf Seite 25 ist. IV, akzeptiert alle
Worter, die keine legale Folge von Konfigurationen fiir eine akzeptierende
Berechnung einer Turingmaschine auf Eingabe w kodieren.

Der Automat wird aus Teilautomaten aufgebaut, die anschlieend zu ei-
nem Automaten zusammengefithrt werden, der die Vereinigung der Teilspra-
chen akzeptiert. Hierbei wird ein neuer Startzustand eingefiigt. Die Anzahl
der Zusténde erhoht sich also um 1 gegeniiber der Gesamtzahl der Zusténde
der Teilautomaten. Betrachten wir die Anzahl der Uberginge, so sehen wir,
dass bei der Konstruktion des NFAs fiir die Vereinigung fiir jeden Ubergang
aus den Startzustinden der Teilautomaten ein neuer Ubergang eingefiigt
wird und sich somit die Gesamtzahl der Ubergiinge hochstens verdoppelt.

e Wir akzeptieren jedes Wort, das nicht mit #[qo, w1]ws . .. w,# beginnt.

# [QO7 wl]

w2

Q0—0

Ein Ubergang, der mit ¥ beschriftet ist, beschreibt Uberginge fiir
jedes Zeichen aus . Ein Ubergang, der mit @ beschriftet ist, beschreibt
Ubergiinge fiir jedes Zeichen aus X\ {a}. Der Automat verwirft nur,
wenn im Zustand ganz rechts ein # gelesen wird.

e Wir akzeptieren jedes Wort, welches nicht [qy,~] fiir irgendein v € 'y
enthélt.
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—COD (o]

Hier ist der Ubergang [qf,-] als ein Ubergang fiir jedes Symbol aus
Y\ ({gr} x Tar) zu lesen.

Akzeptiere jedes Wort, welches nicht mit # endet.

#
_80
by

Schliellich priifen wir, ob zwei aufeinander folgende Konfigurationen
mit der Uberfiihrungsfunktion ¢ konsistent sind. Befindet sich der Kopf
der Turingmaschine nicht in der Nihe, darf sich keine Anderung des
Bandinhalts ergeben. Wir akzeptieren illegale Folgen, indem wir fiir
alle ay, ag,az € I'yf U{#} priifen, ob das mittlere Symbol ay verédndert
wird.

>
ay az as ¥ b)) az
— @), U @), U @QE

Befindet sich der Kopf in der Nihe, so ergeben sich Anderungen gemis
der Uberfithrungsfunktion 6. Wir akzeptieren ,falsche aufeinander fol-
gende“ Konfigurationen. Fiir alle a1,a2 € T'yy und [g,a] € Qur X Ty
mit §(q,a) = (¢’,b,—) fiir ein ¢ € Qs und b € T'ys konstruiere die
drei Teilautomaten:

)
lq,a] a1 as ) » ld', a1]
LN RINGRINGE I o (Ao P
n—1
)
al lq,a] as D) D) b
_’8 U U @), U @)Q )
n—1
¥
aj ag [qaa’] 2 E GE
) ) ) )
n—1

81



Fiir Linksbewegungen (¢, a) = (¢’,b,«) werden die Automaten ent-
sprechend modifiziert.

Insgesamt hat der Automat N,,, der aus der Vereinigung der Teilauto-
maten entsteht hochstens 2-|w|-|2[? = O(Jw|) Zustéinde und héchstens
4+ |w|-|X|* = O(Jw|) Ubergiinge.

82



Literaturverzeichnis

[1]

2]

[10]

[11]

D. Angluin. Negative Results for Equivalence Queries. Mach. Learn.,
5(2) 121-150, 1990.

G. Ausiello, M. Protasi, A. Marchetti-Spaccamela, G. Gambosi, P. Cre-
scenzi, V. Kann. Complezity and Approximation: Combinatorial Op-

timization Problems and Their Approximability Properties. Springer-
Verlag New York, Inc., Secaucus, NJ, USA, 1999.

A. Blumer, A. Ehrenfeucht, D. Haussler, M. K. Warmuth. Learnability
and the Vapnik-Chervonenkis dimension. J. ACM, 36(4) 929-965, 1989.

R. V. Book. On Languages Accepted in Polynomial Time. SIAM J.
Comput., 1(4) 281-287, 1972.

J.-M. Champarnaud, F. Coulon. NFA reduction algorithms by means
of regular inequalities. Theor. Comput. Sci., 327(3) 241-253, 2004.

N. Chomsky. Three models for the description of language. IRE Tran-
sactions on Information Theory, 2(3) 113-124, 1956.

M. Chrobak. Finite automata and unary languages. Theor. Comput.
Sci., 47(2) 149-158, 1986.

M. Domaratzki, D. Kisman, J. Shallit. On the Number of Distinct
Languages Accepted by Finite Automata with n States. Journal of
Automata, Languages and Combinatorics, 7(4) 469-486, 2002.

M. R. Garey, D. S. Johnson. Computers and Intractability : A Guide to
the Theory of NP-Completeness (Series of Books in the Mathematical
Sciences). W. H. Freeman, 1979.

E. M. Gold. Complexity of Automaton Identification from Given Data.
Information and Control, 37(3) 302-320, 1978.

O. Goldreich, S. Goldwasser, S. Micali. How to construct random func-
tions. J. ACM, 33(4) 792-807, 1986.

83



[12]

[13]

[14]

[15]

[20]

[21]

[22]

23]
[24]

R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik. Concrete mathematics: a
foundation for computer science. Addison-Wesley Longman Publishing
Co., Inc., Boston, MA, USA, 1989.

G. Gramlich. Probabilistic and Nondeterministic Unary Automata.

In B. Rovan, P. Vojtds (Herausgeber), MFCS, Band 2747 von Lecture
Notes in Computer Science, 460-469. Springer-Verlag, 2003.

G. Gramlich, R. Herrmann. Learning Unary Automata. In C. Mereghet-
ti, B. Palano, G. Pighizzini, D. Wotschke (Herausgeber), DCFS05, 122—
133. 2005.

G. Gramlich, G. Schnitger. Minimizing NFA’s and Regular Expressions.
In V. Diekert, B. Durand (Herausgeber), STACS05, Band 3404 von
Lecture Notes in Computer Science, 399-411. Springer-Verlag, 2005.

H. Gruber, M. Holzer. Perstnliche Kommunikation, 2006.

R. Herrmann. Lernen reguldrer undrer Sprachen. Diplomarbeit, Johann
Wolfgang Goethe—Universitéit, Institut fiir Informatik, 2004.

J. Hopcroft. An nlogn Algorithm for Minimizing States in a Finite
Automaton. Theory of Machines and Computations, 189-196, 1971.

J. E. Hopcroft, J. D. Ullman. Introduction to Automata Theory, Lan-
guages, and Computation. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts,
1979.

J. Hromkovi¢. Descriptional Complexity of Finite Automata: Concepts
and Open Problems. Journal of Automata, Languages and Combinato-
rics, 7(4) 519-531, 2002.

H. B. Hunt III, D. J. Rosenkrantz, T. G. Szymanski. On the Equi-
valence, Containment, and Covering Problems for the Regular and
Context-Free Languages. J. Comput. Syst. Sci., 12(2) 222-268, 1976.

L. Ilie, G. Navarro, S. Yu. On NFA Reductions. In J. Karhumiki,
H. A. Maurer, G. Paun, G. Rozenberg (Herausgeber), Theory Is Fo-
rever, Band 3113 von Lecture Notes in Computer Science, 112—-124.
Springer-Verlag, 2004.

L. Llie, S. Yu. Follow automata. Inf. Comput., 186(1) 140-162, 2003.

T. Jiang, E. McDowell, B. Ravikumar. The Structure and Complexity
of Minimal NFA’s over a Unary Alphabet. Int. J. Found. Comput. Sci.,
2(2) 163-182, 1991.

T. Jiang, B. Ravikumar. Minimal NFA Problems are Hard. SIAM J.
Comput., 22(6) 1117-1141, 1993.

84



[26]

[27]

[28]

[29]

[33]

[34]

[35]

[36]

M. J. Kearns, L. G. Valiant. Cryptographic Limitations on Learning
Boolean Formulae and Finite Automata. J. ACM, 41(1) 67-95, 1994.

M. J. Kearns, U. V. Vazirani. An introduction to computational learning
theory. MIT Press, Cambridge, MA, 1994.

A. Malcher. Minimizing finite automata is computationally hard. The-
or. Comput. Sci., 327(3) 375-390, 2004.

O. Matz, A. Potthoff. Computing small nondeterministic finite auto-
mata. In Proc. of the Workshop on Tools and Algorithms for the Con-
struction and Analysis of Systems, 74-88. Dpt. of CS., Univ. of Aarhus,
1995.

R. McNaughton, H. Yamada. Regular Expressions and State Graphs
for Automata. IEEE Transactions on Electronic Computers, 9 39-47,
1960.

A. R. Meyer, L. J. Stockmeyer. The Equivalence Problem for Regular
Expressions with Squaring Requires Exponential Space. In Proc. 13th
Ann. IEEE Symp. on Switching and Automata Theory, 125-129. 1972.

M. Naor, O. Reingold. Number-theoretic constructions of efficient
pseudo-random functions. J. ACM, 51(2) 231-262, 2004.

L. Pitt, L. G. Valiant. Computational limitations on learning from
examples. J. ACM, 35(4) 965-984, 1988.

L. Pitt, M. K. Warmuth. Prediction-Preserving Reducibility. J. Com-
put. Syst. Sci., 41(3) 430-467, 1990.

L. Pitt, M. K. Warmuth. The Minimum Consistent DFA Problem Can-
not be Approximated within any Polynomial. J. ACM, 40(1) 95-142,
1993.

O. Reingold. Pseudo-Random Synthesizers, Functions and Permutati-
ons. Dissertation, Weizmann Institute of Science, Department of App-
lied Mathematics and Computer Science, 1998.

G. Schnitger. Regular Expressions and NFAs Without e-Transitions. In
B. Durand, W. Thomas (Herausgeber), STACS, Band 3884 von Lecture
Notes in Computer Science, 432—443. Springer, 2006.

L. J. Stockmeyer, A. R. Meyer. Word Problems Requiring Exponential
Time: Preliminary Report. In Proc. of the 5th Annual ACM Symposium
on Theory of Computing, 1-9. 1973.

85



[39] T. Wilke. Minimizing Automata on Infinite Words. http://www.
ti.informatik.uni-kiel.de/ wilke/Vortraege/Minimizing_
Automata.pdf, 2003.

86



Lebenslauf

Personliche Daten

Name: Gregor Gramlich

Familienstand: unverheiratet, keine Kinder
Geburtsdatum: 19.09.1973

Nationalitat: deutsch

Schulausbildung

1980 - 1984 Grundschule: Beethovenschule in Offenbach am Main
1984 - 1986 Forderstufe: Edith-Stein-Schule in Offenbach am Main
1986 - 1993 Gymnasium: Leibnizschule in Offenbach am Main
— Abschluss: Abitur 1993
— Note: 1,3
— Leistungskurse: Mathematik und Physik
— Fremdsprachen: Englisch (9 Jahre), Latein (6 Jahre), Franzosisch (2
Jahre)

Studium

April 1994 - Juli 2002
Studium im Diplomstudiengang der Informatik an der Johann Wolfgang
Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main

Vordiplom

Abschluss: Vordiplom (12.09.1996)
Gesamtnote: gut
Einzelpriifungen:
— Praktische Informatik: gut
— Theoretische Informatik: gut
— Mathematik A: gut
— Mathematik B: sehr gut
— Nebenfach Linguistik: gut

87



Spéterer Wechsel des Nebenfachs zur Mathematik, Diplomvorpriifung Ma-
thematik: sehr gut

Hauptstudium

Gesamtnote: mit Auszeichnung
Priifungen:
— Praktische/Technische Informatik: 1,0
Datenbanken (1 & 2)
— Theoretische Informatik: 1,0
Beschreibungskomplexitét (1 & 2)
— Vertiefungsfach: 1,0
Effiziente Algorithmen und Kommunikationskomplexitét
— Nebenfach: 1,0
Hohere Stochastik und Analysis IV
Diplomarbeit ,,Unére stochastische Automaten®: 1,0

Derzeitige Téatigkeit

Seit September 2002 als Wissenschaftlicher Mitarbeiter angestellt am Lehr-
stuhl Theoretische Informatik bei Prof. Dr. G. Schnitger im Institut fiir
Informatik der Johann Wolfgang Goethe-Universitdt Frankfurt am Main.

Erfahrungen in der Lehre

Okt. 1997 - Jul. 1998: Tutorentitigkeit — Betreuung von Ubungsgruppen
zu den Veranstaltungen

— Theoretische Informatik 1; WS 97/98

— Theoretische Informatik 2; SS 98
seit September 2002: Organisation und Betreuung von Ubungsbetrieben
als Wissenschaftlicher Mitarbeiter. Die Veranstaltungen:

— Approximationsalgorithmen; WS 02/03

— Effiziente Algorithmen; SS 03
Internet Algorithmen; WS 03/04

— Komplexitétstheorie; SS 04

— Theoretische Informatik 2; SS 05

— Theoretische Informatik 1; WS 05/06

— Theoretische Informatik 2; SS 06

— Algorithmentheorie; WS 06,/07

— Datenstrukturen; SS 07
Parallel dazu: Betreuungen im Rahmen von Seminaren, Proseminaren und
Diplomarbeiten.

88



Publikationen

Probabilistic and Nondeterministic Unary Automata — Mathematical Foun-
dations of Computer Science (MFCS), August 2003

mit Georg Schnitger: Minimizing NFA’s and Regular Expressions — Sym-
posium on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS), Februar
2005

mit Ralf Herrmann: Learning Unary Automata — Descriptional Comple-
xity of Formal Systems (DCFS), Juni/Juli 2005

mit Georg Schnitger: Minimizing NFA’s and Regular Expressions — Jour-
nal of Computer and System Sciences Vol. 73(6), 2007

Vortrige

26.08.2003 - Probabilistic and Nondeterministic Unary Automata (MFCS,
Bratislava, Slowakei)

12.01.2005 - Minimierung von NFAs und Reguléren Ausdriicken (AG-Treffen)
25.02.2005 - Minimizing NFA’s and Regular Expressions (STACS, Stutt-
gart)

01.06.2005 - Lernen unérer Automaten (AG-Treffen)

30.06.2005 - Learning Unary Automata (DCFS, Como, Italien)
18.01.2007 - Uber die algorithmische Komplexitit regulirer Sprachen (Dok-
torandenkollquium des Instituts fiir Informatik)

2004-2007 Mehrere Vorstellungen der Informatik-Studiengénge anlésslich
der Infotage und des Tags der Naturwissenschaften

Erfahrungen in der Selbstverwaltung

Studienberatung
Berufungskommissionen
Arbeitskreis Naturwissenschaften

89



