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Kapitel 1

Vorwort

Zunéchst mochte ich einige Bemerkungen iiber den Aufbau der Arbeit und tiber die verwendeten Hilf-
mittel machen, denn diese ermdglichten ihr Zustandekommen erst.

Aufgrund der Linge der in dieser Arbeit vorkommenden Tensorgleichungen und ihrer teils kom-
plizierten Symmetrieeigenschaften verwendete ich bei allen Rechnungen das Mathematica Zusatz-
packet ”MathTensor”. Um einerseits eine Uberpriifbarkeit der Richtigkeit der Rechnungen auf die-
sem Niveau moglich zu machen und andererseits Interessierten einen Einblick zu geben, habe ich
die von mir geschriebenen Programme im Internet unter "http: //kaluza.physik.uni-konstanz.de
/DE/MH /MathTensor/” abgelegt.

Da meine Arbeit einen Vergleich zweier grundsitzlich unterschiedlicher Theorien darstellt, und ich
bestrebt war, diese durch ihre Nomenklatur strickt voneinander zu trennen, entstanden eine Vielzahl
von Symbolen, die am Ende dieser Arbeit zusammengefafit sind.

Beim Aufbau meiner Diplomarbeit stand ich vor der Frage, ob ich die von mir als Verallgemeine-
rung der Higgsfeldlagrangedichte zunédchst noch offenen eingefiihrten Parameter — die im Laufe der
Arbeit festgelegt werden — schon von Beginn an festlege. Das hétte den Vorteil gehabt, daf3 die langen
Gleichungen der zweiten Ordnung iibersichtlicher geworden wiren. Ich entschied mich jedoch gegen
eine Festlegung von Anfang an, da man durch die Art und Weise der nétigen Festlegung einen tieferen
Einblick in das physikalische Geschehen gewinnt.

Obwohl die der Spin—Eichtheorie zugrundeliegende Symmetrie nur in der chiralen Darstellung der
Gleichungen moglich ist, wurde der Hauptteil der Arbeit in der 4-Spinor—Schreibweise formuliert,
denn der dann angestrebte makroskopische Vergleich mit der Einsteinschen Theorie ist nur in dieser
machbar.

Um schon am Anfang Verwirrungen vorzubeugen, moéchte ich hier erwdhnen, dafl die der Spin—
Eichtheorie zugrundeliegende Metrik die Minkowskimetrik der flachen Raumzeit ist, und alle Ten-
sorindizes der Gleichungen der Spin—Eichtheorie mit dieser Metrik gehoben und gesenkt werden.
Auf der Seite der Einsteinschen Theorie dagegen wird mit der Riemann—Metrik gehoben und gesenkt
— ihr liegt die im allgemeinen gekriimmte Raumzeit des Riemann—-Raums zugrunde.

Besonders mochte ich hier Herrn Dr. Eckhard Hitzer danken, mit dem ich ein Jahr iiber — obwohl
er sich in Japan befindet — einen regen Austausch von Forschungsergebnissen via e-mail hatte, und
Herrn Prof. Dr. Heinz Dehnen fiir seine sehr gute Betreuung.



Kapitel 2

Einleitung

Man kann die von Newton 1687 veroffentlichte Arbeit mit dem Titel ” Philosophiae naturalis principia
mathematica” als Ursprungswerk der Gravitationstheorie ansehen. Bis zu diesem Zeitpunkt hatte
man die Fallgesetze und die Kepplergesetze als getrennt voneinander betrachtet und nicht erkannt,
daf ihre Ursache in der Gravitation liegt. Newtons Gravitationstheorie war demnach ein wichtiger
Schritt zur Vereinheitlichung der Physik.

Nach dem Erscheinen der Arbeit von Einstein zur speziellen Relativitéitstheorie mit dem Titel ” Zur
Elektrodynamik bewegter Korper” ([17], 1905) erkannte man jedoch, dafl die nichtrelativistische Form
der Newtonschen Feldgleichungen und die Eigenschaft der Fernwechselwirkung der Newtonschen Theo-
rie einer Verallgemeinerung bediirfen. Das von Einstein 1916 verdffentlichte Werk mit dem Titel ”Die
Grundlagen der allgemeinen Relativititstheorie”[18] verallgemeinerte die Newtonsche Feldgleichung
zu einer kovarianten Tensorgleichung, die im Grenzfall schwacher Gravitationsfelder in die Newtonsche
Theorie iibergeht. Nach Einsteins Auffassung liegt die Ursache jeglicher gravitativer Erscheinungen
darin, daf} alle Energieformen die Raumzeit kriimmen und alle freien Teilchen sich auf Geodéten in
diesem vierdimensionalen Riemann-Raum bewegen; diese Geodéten sind dann z.B. der Weg des zur
Erde fallende Apfels oder die Bewegung der Erde um die Sonne.

Durch die Geburt der Quantenmechanik, die gelungene Beschreibung der drei anderen Wechselwir-
kungen durch quantisierbare Eichtheorien und die Frage was an singuldren Punkten der Raumzeit
geschehe, wurde im Laufe der Zeit die Forderung nach einer Quantentheorie der Gravitation immer
dringlicher. Da man desweiteren eine vereinheitlichte Formulierung der drei anderen Wechselwirkun-
gen in der GUT (Grand Unified Theorie) gefunden hatte, stellte man sich die Frage, wie man die
Gravitationswechselwirkung zu formulieren habe, um alle vier bekannten Wechselwirkungen zu ver-
einheitlichen. Beide Vorhaben — Quantengravitation und totale Vereinheitlichung — sind bis heute
noch nicht realisiert. Die zur Zeit populdren Vorhaben sind z.B. die Klein—-Kaluza Theorien, die alle
Wechselwirkungen in einem hoher dimensionalen Raum vereinheitlichen und dadurch eine vollkom-
mene Geometrisierung aller Wechselwirkungen vorhaben oder die Superstring-Theorien.

Die in dieser Arbeit betrachtete Gravitationstheorie ist eine Spin—Eichtheorie, deren fundamentale
Symmetrieforderung darin besteht, daf§ sich Teilchen und Antiteilchen in bezug auf die Gravitation
wie identische Teilchen verhalten, bzw. dafl es nur Geoditen aber keine Antigeoditen gibt. Die erste
Arbeit zu diesem Thema wurde 1995 von E. Hitzer und H. Dehnen veroffentlicht [10] und die weiteren
Vorhaben liegen mafigeblich auf den Themen der Quantisierung und Vereinheitlichung dieser Gravi-
tationstheorie mit den anderen Wechselwirkungen.

Ein wichtiger Punkt wurde jedoch bisher bei der Betrachtung der Spin—Eichtheorie iibergangen,
némlich der, daf} sie im klassischen (makroskopischen) Limes in die Einsteinsche Theorie — zumindest
mit all ihren bisher experimentell iiberpriifbaren Aussagen — iibergehen sollte. Die Ubereinstimmung
beider Theorien im makroskopischen Limes wurde jedoch bisher nur in linearer Ndherung gezeigt.



Diese Diplomarbeit befafit sich deshalb mit einer Betrachtung der zweiten Ordnung der Higgsfeld-
gleichung und 148t sich inhaltlich wie folgt gliedern:

Um eine gravitationsidhnliche Selbstwechselwirkung (maflgeblich zweite Ordnung) der Higgsfel-
der zu erlangen, ist es erforderlich, die Lagrangedichte des Higgsfeldes abzuindern. In dieser
verallgemeinerten Higgsfeldlagrangedichte werden zuniichst noch offene Parameter eingefiihrt,
die jedoch im Laufe der Arbeit festlegt werden.

Um die Higgsfeldgleichung auch in zweiter Ordnung mit der Einsteingleichung iibereinstimmen
zu lassen, ist es erforderlich einen in den hinteren Indizes antisymmetrischen Divergenzterm
"per Hand” zur Higgsfeldgleichung hinzuzufiigen, von dem man jedoch zeigen kann, daf er den
Energie-Impuls—Erhaltungssatz des Higgs— bzw. Gravitationsfeldes nicht &ndert.

Es wird gezeigt werden, dafl man die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung so umformulieren
kann, daf§ die Quelle der Dynamik der angeregten Higgsfelder der symmetrisierte kanonische
Energie-Impulstensor des Higgsfeldes ist, und dafl somit eine konsistente gravitationsihnliche
Selbstwechselwirkung des Higgsfeldes vorliegt.

Gravitations— und Higgsfeldwellen sind in ihrer Dynamik bis zur zweiten Ordnung identisch,
falls man {iber kleine Raumzeitbereiche mittelt und somit die stark raumzeitlich fluktuierenden
Groflen vernachliaBigt.

Der nach Mittelung entstehende grobkoérnige Energie-Impuls des Higgs— und klassischen Gravi-
tationsfeldes unterscheiden sich in zweiter Ordnung nicht voneinander.

Betrachtet man die Ankopplung des Higgs— und klassischen Gravitationsfeldes an fermionische
Materie, so unterscheiden sich diese in linearer N&herung nicht voneinander. In quadratischer
Niherung koppelt das Higgsfeld gerade halb so stark an die fermionische Materie an.



Kapitel 3

Spin—Eichtheorie der Gravitation

3.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Formalien und Prinzipien der Spin—FEichtheorie zusam-
menfafit, da diese zum Verstéindnis der dann folgenden Kapitel notwendig sind. Die folgenden Dar-
legungen werden der grundlegenden Arbeit von Dehnen und Hitzer [10], der Dissertation von Hitzer
[5] und den Diplomarbeiten von Fibich [3], Ketterer [4] und Geitner [11] entnommen. In dieser
Einfithrung wird zunichst die chirale Formulierung benutzt, da sie die zugrundeliegende Symmetrie
der Spin-Eichtheorie veranschaulicht.

3.2 Das Eichprinzip

Die Bewegungsgleichung eines freien, masselosen, fermionischen Teilchens erhiilt man, durch Bildung
der Euler-Lagrangegleichungen in bezug auf den 4-Spinor ¢, aus seiner Lagrangedichte:!

) = T )

[N

Die Dirac—Matrizen * erfiillen die folgende Antikommutator—Beziehung:

V== (4% +7aPY) = v aaS =L

N | =

7(u N

Die Lagrangedichte £y des fermionischen Teilchens wird nun vom 4-Spinor Formalismus in die chirale
Darstellung umformuliert. Der 4-Spinor ¥ und die Dirac—Matrizen v* werden nun wie folgt zerlegt

(siehe [12], S:362):
_ (xr w_ (0 o1
b= (w)’ T (ffé 0)

Die Ug/RfMatrizen setzen sich im wesentlichen aus den Pauli-Matrizen ¢* zusammen ¢ = 1,2, 3:

0 =0%=1 , ol =—0" , oh=0

'Im folgenden wird h =1, ¢ = 1 gesetzt.
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In der so definierten chiralen Formulierung steht in dem 2-Spinor yr das rechtshindige Teilchen
und das linkshéindige Antiteilchen, wihrend in ¢ das linkshiindige Teilchen und das rechtshindige
Antiteilchen stehen. Diese Aufteilung in Teilchen— Antiteilchen Dubletten des 4—Spinors ist notwendig,
um nun die der Spin—Eichtheorie zugrundeliegende Symmetrie — nimlich die Teilchen—Antiteilchen
Symmetrie — formal zu fassen. Gedankenexperimenten zufolge ([13],[14]) verhalten sich Teilchen und
Antiteilchen in bezug auf die Gravitation so, als ob sie identische Teilchen wéren. Falls man die
Aussage, daf} es keine ” Antigravitation” gibt, ernst nimmt, so sollte die fermionische Lagrangedichte

L

Lag(Xrywr) = =(xhotduxr +¢lohduer) +he. (3.1)

N | =

in chiraler Darstellung invariant unter Teilchen—Antiteilchen Transformationen sein.
Die Invarianz der Lagrangedichte (3.1) unter globaler SU(2) x U (1)-Transformation ist gewé#hrleistet,
falls man folgendes bertiicksichtigt:

Xr = Uxgr, ¢ =Uer

07{' = UU%UA, Uﬁ' = UJZU71 (3.2)
mit: U = ™7 eSU@)xU(), (a=0,1,2,3)

¢ = 50“ : Generatoren der Gruppe

c® = (1,0') , ¢°: Pauli-Matrizen, (1=1,2,3)

Die Eichung der Gruppe erfolgt, indem man den Gruppenparameter A nun als eine reelle raumzeit-
abhingige Funktion A(z*) ansieht und demnach eine lokale Invarianz der Lagrangedichte £j; an
jedem betrachteten Raumzeit—Punkt fordert. Um diese lokale Invarianz der Lagrangedichte Ly, zu
erreichen, ist es erforderlich, zu kovarianten Ableitungen

)
D, =0, +igw, mit: Wy, = Uw, U™t + ; U|#U_1, Wy = WyaT®

iiberzugehen. Durch die Eichung der Gruppe entstehen also vier reellwertige Eichpotentiale w,,, mit
inhomogenem Transformationsverhalten unter SU(2) x U(1)-Transformation.

Aufgrund des kovarianten Transformationsverhaltens der o/ /r-Matrizen (3.2) werden diese bei Ei-
chung der Gruppe ebenfalls raumzeitabhéingig, und werden im folgenden mit 5% /R gekennzeichnet.
Die modifizierte Lagrangedichte £y, die invariant unter lokaler SU(2) x U(1)-Transformation der
Teilchen—Antiteilchen Dubletten ist, lautet in chiraler Darstellung wie folgt:

~ 7 . .
Ly (XR, L) = i(xkoéDuxa+¢EoﬁDqu) +hec. . (3.3)

3.3 Die gesamte Lagrangedichte £ des Systems

Zunéchst wird hier wiederum ein System betrachtet, indem sich ein freies, masseloses, fermionisches
Teilchen befinden soll. Beriicksichtigt man — wie im vorigen Kapitel dargestellt — die Invarianz des
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Systems unter SU(2) x U(1)-Transformation, so muff man zu der verallgemeinerten Lagrangedichte
Ly, libergehen (3.3) und zusétzlich in der gesamten Lagrangedichte £ des Systems folgendes beriick-
sichtigen:

e Die kinetische Energie der sich nach Eichung im System befindenden Eichfelder

1
a
f/.u/ = ._[D/.HDV]:F/.LV(LT
tg
— be
F,uua = Wyalp — Wyaly — 9 Ca WpbWue

ist durch einen Beitrag £ (w) der Gesamtlagrangedichte £ zuzufiigen.

e Die Energiebeitriige der durch das Eichprinzip entstandenen raumzeitabhéngigen &% / r-Matrizen
miissen ebenfalls zur Gesamtlagrangedichte £ beitragen; ihr Beitrag zur Lagrangedichte wird im
folgenden mit Ly (5) bezeichnet.

e Um auch massive fermionische Teilchen beschreiben zu kénnen, sollte man durch die Einfiihrung
eines Higgsfeldes den zunichst masselosen Fermionen nach Symmetriebrechung Masse verleihen.

e Verallgemeinert man das gew#hlte System und betrachtet neben den fermionischen Teilchen und
den Eichbosonen der Spin—Eichtheorie noch andersartige bosonische Teilchen (z.B.: Photonen
oder nichtabelsche Eichbosonen), so hat man deren Lagrangedichte ebenfalls zu beriicksichtigen.

Die Lagrangedichte der Eichbosonen der Spin-Eichtheorie setzt man durch folgenden Ausdruck an?:

1

Lrlw) = -5

F;Ll/aFl“lb Sab

Die Gruppenmetrik 52 der SU(2) x U(1) Gruppe kann man zu 6*® withlen.

Da die raumzeitabhéingigen &% / p~Matrizen den natiirlichen nichttrivialen Grundzustand

J(L” o]"%) ="l U%L oz) =" (3.4)

besitzen, liegt es nahe, sie als tensorielle Higgsfelder aufzufassen. Ihre Lagrangedichte Ly (6) wird
daher mit den folgenden kinetischen *"£z(5) und potentiellen V (7) Beitrigen angesetzt:

L) = MLu(5) -V (5)
Mg (6) = tr(Da Gur)(D*64) —tr(Dy 6ur)(D* 67 —
—tr(Do 65)(Dp 67)
V(e) = pPtr(6Y Gur) + %(tr &% 6,r)° wobei: A>0,u°<0 €R

In dem kinetischen Beitrag zur Higgsfeld-Lagrangedichte £ () sind alle Permutationen der Ablei-
tungen der Higgsfelder 6/ /g berticksichtigt.

Da bei der hier gewéhlten Formulierung die Spinoren y g und ¢, Skalare im Isospinraum sind (Iso-
skalare Theorie), ist es uns moglich, durch Symmetriebrechung der ¢/ / r-Higgsfelder die Fermionen

massiv zu machen®. Erweitert man die eichinvariante, fermionische Lagrangedichte £); um einen

2Eine Ankopplung der §-Felder an die Eichbosonen der SU(2) x U(1)-Gruppe wird hier zunéchst nicht betrachtet.

3Tm Iso-vektoriellen Fall, d.h. bei Vereinheitlichung der durch die Spin-Eichtheorie vermittelten Wechselwirkung mit
anderen fundamentalen Wechselwirkungen (siehe [4],[11]), ist es bisher nicht gelungen die unterschiedlichen Massen der

Teilchen allein durch die 5Z/R—Higgsfelder Zu erzeugen.
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Yukawa—Kopplungsterm, so werden die betrachteten fermionischen Teilchen nach Symmetriebrechung
der 6% ,r-Higgsfelder massiv:

Lar(xrowr) = La() — koL 64 Gurxr + X 6% GureL]

Die Einbeziehung weiterer Bosonen in die Theorie und deren Ankopplung an die ¢/ / r-Higgsfelder
wurde in der Diplomarbeit von Fibich (siehe [3], S:30) behandelt. Die aus dieser Arbeit resultierende
Lagrangedichte, die die kinetischen Beitrége der zusétzlichen Eichpotentiale A,, und deren Ankopp-
lung an die 6% ,r-Higgsfelder korrekt beschreibt, lautet:

1 tr(6964) tr(575Y
EF()\;La) — __FaﬂF#u (~QL~ R) (N)\L~ R)
T tr(G70Re) tr(67 0 R)

F,, : Eichfeldstirken durch Eichpotentiale \,, gebildet

Beschriankt man sich auf Photonen, d.h. auf diejenigen Eichbosonen, die aus einem Eichprinzip mit
abelscher U (1)-Gruppe folgen, so lautet die Lagrangedichte (siehe [3], S:24):

1 tr(6%61) tr(575%)
Lr(A)) = —FapFurgrtn ot
T tr(G7 0 Rre) tr(670RA)
F,, : Eichfeldstdrken durch Eichpotentiale 4, gebildet

Unsere gesamte Lagrangedichte des erweiterten Systems

e Massive Fermionen

e Eichfelder der Spin—Eichtheorie

e Zusitzliche Eichfelder anderer fundamentaler Wechselwirkungen (speziell Photonen)
. &Z/R—Higgsfelder

lautet demnach:

L = Lu(xr er)+Lr(w)+Lr(AL) +Lu(5) . (3.5)

3.4 Die Feldgleichungen im 4-Spinor—Formalismus

Im folgenden wird nun die aus der Lagrangedichte £ folgenden Feldgleichungen berechnet und der
Ubersichtlichkeit halber im 4-Spinor—Formalismus geschrieben, wobei die verallgemeinerte raumzeit-
abhéngige 5—Matrix (5—Higgsfeld) wie folgt definiert wird:

0 &"
= Ly 3.6
= (%) &0

Die Bewegungsgleichung des fermionischen Teilchen—Antiteilchen—Spinors % ergibt sich indem man
die Lagrangedichte (3.5) dem folgenden Variationsprinzip unterwirft:
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by /c dz = 0 . (3.7)
Man erhilt eine Bewegungsgleichung, die der Dirac-Gleichung &hnlich ist:

. 1 5 -
iY* Dyt + i(D“ AV — kA Fup =0 . (3.8)

In gleicher Weise erhélt man die adjungierte Dirac—Gleichung.

Variiert man beim Variationsprinzip (3.7) nach den Eichpotentialen w,® der Spin—Eichtheorie, so
gelangt man zur inhomogenen Yang—Mills—Gleichung:

O, F"",+g €a S F " pwye = dmg#,

Die Eichstromdichte j#, 1483t sich in zwei Bestandteile zerlegen; die Stromdichte der Fermionen j*, (¢))
und die Stromdichte des Higgsfeldes j*,(7):

e = jua(w)"kjﬂa(’?)
a) = SUGN T
3#a®) = igtr {[Fas lD* 3 = [ 7] D" 5 = [3*, 7] Da 3}

Wendet man die Jakobi-Identitdt auf die kovarianten Ableitungen D, an, so erhélt man die homogene
Yang—Mills—Gleichung:

a[/.LFI/)\]a + geabcwb [/.LFV)\]C =0

Berechnet man die Feldgleichungen des elektromagnetischen Feldes A,,, so gelangt man zur verallge-
meinerten inhomogenen Maxwellgleichung (siehe [3], S:25)

16 <Fa5 r(~ gl = 4dmgj*. (3.9)

Entwickelt man die 4—Matrizen um ihren Grundzustand (siehe (3.15)) und linearisiert Gleichung
(3.9), so erhilt man einen Ausdruck, der mit der linearen Niherung der allgemein-relativistischen
Maxwellgleichungen (siehe [2], S:568)

FHVHV = 47ng’u
iibereinstimmt.

SchlieBlich erhiilt man durch Variation nach 3* 42 die Bewegungsgleichung des 5-Higgsfeldes:



3.5. SPONTANE SYMMETRIEBRECHUNG 11

ax ~a ~ ~ A S0~ \x
0a(D*3u)" B = 0a(Du3™) B = 04(Ds7") g + 13, b + 5t0(3730) T B = (3.10)
i—

= 55" Duvs — S0 vn — h@ Fuo s + 05,5 0) +

4 tr(ﬁﬂ%\) kA 4 tr(y®
——F,gF ) ————2 A%y 4+ —F 3F,
p i A[ = Y B - BL kA [t

tr('yaﬁ/o')]Q

%)tr(ﬁﬁ%) ’? AB
r(779.))F

Der kanonische Energie-Impulstensor (EIST) T,,” des Gesamtsystems 148t sich in vier verschiedene
Teile aufspalten:*

TV = T'0) + T +T.(4)+ T,°() (3.11)

Fermionen  Eichbosonen Photonen Higgsfeld

T'W) = 303D - D)7yl

1 1
T, (w) = —E[FuAaF”A“—Z wpa P70,
v _ 1 P P (79, )tr (5 9,)
T/J (AIJ) - ir FN}\FOéliéﬁ 46/~L OéﬁFNA [tr(ﬁ’[f’?o— ]2
X X vV xo 1 a v X 1 el vV X v
T,(%) = tr(Dpya)(D" 5 )—5tr(D YN DpAa) — §tr(Da7 Y Dud") = Lu(7) 6,
x 1 x a x 1 ~ S 1 ~ o X ~
Lu(¥) = Ftr(Dau)(D*F*) = Str(DaFu) (D" 37) = Str(Da %) (Ds ) -V(H)
2
. - AL
VE) = G5 + g )

Der Energie-Impuls—Erhaltungssatz (bzw. die Energie-Impuls—Bilanzgleichung) besitzt die folgende
Form:

T,’, = 0 . (3.12)

3.5 Spontane Symmetriebrechung

Der niedrigste Energiezustand (Vakuum) des Gesamtsystems ergibt sich aus dem Minimum des ka-
nonischen Energie-Impulstensors (3.11); dieser Zustand fillt mit dem Minimum des Higgs—Potentials
V(¢) zusammen:

oV () oV (7) (0) (o) 6> 02
— = — =0 — tr(é¥Lo = =— . 3.13
80'#}:5 (;) (0) 80'#[1 (;)MR7(;)”L ( L HR) A\ 9 ( )

(0)
Wiht man die Grundzusténde & , g/, proportional zu den urspriinglichen o, r/;,—Matrizen, fiir die die
Antikommutator—Relation (3.4) gilt, erhilt man unter Verwendung von Gleichung (3.13) die folgenden
Grundzusténde:

4Die hier angegebenen Energie-Tmpulstensoren T),” (w) und T},” (A,,) sind die symmetrischen, spurfreien und eichinva-
rianten kanonischen EIST’s, die sich aus den gewohnlichen kanonischen EIST’s durch Streichung von antisymmetrischen
Divergenztermen ergeben (siehe [3], S:51).



12 KAPITEL 3. SPIN-EICHTHEORIE DER GRAVITATION

(f) v (f) v
0 urR= Z OurR > O uL= 7 0puL

4

Da die 6, /1, hermitesch sind, lassen sie sich folgendermaflen um ihren Grundzustand entwickeln:

(o)
*rR=k*r6"r , k'.r= (0", +€"LR) (3.14)

&#L = k“l/L &VL ) kul/L = (6#1/ + 6lU‘I/L)

Die Groflen €, g/, stellen die angeregten “rechts und linkshéndigen” Zusténde des Higgsfeldes dar.

Damit die Dimension der Lagrangedichte auch nach Symmetriebrechung gleich Lwi—ceék bleibt, ist es
erforderlich, die rechts- und linkshéndigen chiralen Zusténde y g, ¢ umzunormieren:

_2 _2 op = (XED
XR ﬁXRD y YL ﬁ@LD s D

YLD

Der Yukawa—Kopplungsterm liefert im Higgsfeld—Grundzustand die Masse m der Fermionen:

m = kv

Die SU(2)-Eichbosonen (a=1,2,3) bekommen durch die spontane Symmetriebrechung eine Masse in
GroBenordnung der Plank-Masse Mpr, = % ~ 109GeV.

Das U(1)-Eichboson (a=0) bleibt auch nach Symmetriebrechung masselos und kann als masseloses
Eichboson der schwachen Hyperladung w,, = B,, identifiziert werden (siehe [5], S:50).

3.6 Der mikroskopische und makroskopische Limes

Da es der Spin—Eichtheorie eigen ist, auf extrem verschiedenen Raumzeit— bzw. Energie—Skalen un-
terschiedliche physikalische Erscheinungsformen zu besitzen, kann man bei den Grenzfiillen der mikro-
skopischen und makroskopischen Betrachtungsweise einige Einschrinkungen und Vernachldfigungen
vornehmen; bei den jeweiligen Grenzfillen werden gewisse Wechselwirkungen wichtig und andere da-
gegen unwichtig. Die Vernachliigungen, die im makroskopischen Grenzfall vorgenommen werden,
sind insofern besonders wichtig, da sie im Hauptteil dieser Arbeit stindig vorausgesetzt werden.

3.6.1 Der mikroskopische Grenzfall

Betrachtet man mikroskopische Raumzeitbereiche, so erhilt man durch die Bewegungsgleichungen
in chiraler Darstellung Aussagen iiber das physikalische Verhalten unserer im System befindlichen
Felder und Teilchen. Bei solchen Raumzeit—Skalen hat man prinzipiell alle Wechselwirkungen zu
beachten und darf keine pauschalen N&iherungen machen. Da die Wechselwirkung, die durch die
SU(2)-Eichbosonen vermittelt wird, aufgrund ihrer enormen Masse sehr kurzreichweitig ist, kann
man — falls man auf diese ” Kontaktwechselwirkungen” verzichtet — auch auf mikroskopischen Skalen,
die Eichbosonen w,, (a=1,2,3) vernachliffigen. Nimmt man zusétzlich noch an, daf man keine elek-
troschwachen Wechselwirkungen betrachtet — und vernachlédfigt somit das Hyperladungs—Eichboson
—, so kann man die kovarianten Ableitungen D, in partielle Ableitungen 9,, umschreiben. Die mikro-
skopischen Aussagen, die man dann iiber die Bewegungsgleichung des Higgsfeldes treffen kann, sind
in ([5], Kapitel 5) nachlesbar.
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3.6.2 Der makroskopische Grenzfall

Geht man zu makroskopischen Raumzeitbereichen iiber, so kann man die SU(2)-Eichbosonen auf-
grund der groflen Distanzen vernachlifligen. Wie im mikroskopischen Grenzfall betrachtet man das
Hyperladungs—FEichboson nicht und verwendet partielle Ableitungen. Ein mafgeblicher Unterschied
zur mikroskopischen Beschreibung besteht darin, dafl man Eigenschaften, die ihre Ursache im Spin
der Teilchen haben, zu vernachldfiigen hat, da sie quantenmechanische Effekte darstellen. Aufgrund
dieser Tatsache sollten die unterschiedlichen angeregten Higgsfelder €, g/, im makroskopischen Limes
in ein einheitliches angeregtes Higgsfeld e*, iibergehen:

e op=¢€", =€, bzw: kt,p=Fk!, =k",

Fafit man die G,/ —Matrizen in die verallgemeinerten Dirac-Matrix (3.6) zusammen, so kann man
deren Grundzustand im makroskopischen Limes wie folgt formulieren:

© (©
0 k*,r "L mﬁlﬁfsk- 0 "t (0)
= ( ©) ) = K ((0) > =k "
kt, R OYR 0 g 0
(0)
Grundzustand: Ak = 27“ . (3.15)

Man kann auflerdem zeigen (siehe [5], S:70), dal die antisymmetrischen Anteile der angeregten Higgs-
felder e, nur an die Spin-Eigenschaften koppeln. Im makroskopischen Limes kann man deshalb
davon ausgehen, daf§ die Tensoren €, und k*, symmetrische Tensoren sind.

3.7 Das angeregte Higgsfeld als gravitative Wechselwirkung

In diesem Kapitel wird der makroskopische Grenzfall (3.6.2) der Higgsfeldgleichung (3.10) diskutiert.
Multipliziert man die Gleichung (3.10) mit der konstanten =, 4 ®~Matrix und spurt iiber die Spinorin-
dizes 47 ab, so erhilt man eine Gleichung, die die freien Raumzeitindizes uv besitzt. Um eine sinnvolle
Storungsentwicklung zu gewiérleisten, nimmt man an, dafl das Higgsfeld nur wenig von seinem Grund-
zustand abweicht (|e,, | < 1). Man entwickelt nun die 4—Matrizen um ihren Grundzustand und trennt
die entstehende Gleichung — die wir im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung nennen werden — nach
Ordnungen in €, .

In linearer Ndherung erh&lt man:

2

0o 0%€ 1y — 20006, — %emnu, -

4 ) — —_—
= = {5@00Dubo - Wavpinwnl -
1
E[

[ED'Y;L'YVwD + ED'VV'VM#D] -

1
F,LL)\FI/)\ - Z aﬁFQﬁnuu]}

Symmetrisiert man diese Gleichung in ihren freien Indizes ,,, und verwendet die Definitionen der elek-
tromagnetischen und fermionischen Energie-Impulstensoren (3.11) im Grundzustand des Higgsfeldes,
so gelangt man zu folgender Gleichung:

2

aaaaqw - aaa/.tfau - aaaufa;t - %fﬁnn;w = (316)
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4 (0) (0) 1 { (o (0)
= v_g T(;w) (wD)"‘ Tw/ (Au) - 5 T (wD) +T (Au) Nuv
N—_——

=0
, (o) i _
mit: T(/.u/) (wD) = E[wD’Y(VDu)wD - (D(p?ﬁD)’Yu)wD]
(0) 1 1
T/.w (A/.L) = _E[FMAFVA - ZFaﬁF ﬂnw/]

T () = mTpvn

In ([5], S:65) wird mithilfe des Energie-Impuls—Erhaltungssatzes T(u,,)"’ die Spurfreiheit der angereg-
ten Higgsfelder €, gezeigt. Im Anhang A wird diese und weitere Einschrdnkungen der angeregten
Higgsfelder auf eine andere Weise begriindet, die die Moglichkeit der Definition einer effektiven Metrik
¢g*” durch eine Clifford-Algebra der verallgemeinerten ¥—Matrizen benutzt (siehe A.3).

Unter der Eigenschaft e, = 0 schreibt sich Gleichung (3.16) wie folgt:

aaaafuu - aaa/,teay - aaayfap = (317)

4 (0) (0) 1 { (0 (0)
= - T(uu) (Yp)+ Tpv (A#) -s| T @Wp)+T (A#) Nuv
v 2 N——

=0

Wir betrachten nun unser Gesamtsystem ohne den Formalismus der Spin—Eichtheorie, was im fol-
genden stehts durch den Begriff klassische bzw. Einsteinsche Formulierung bezeichnet wird. Das
System in dieser klassischen Formulierung besteht aus fermionischen, massiven Teilchen und elektro-
magnetischen Feldern, die sich in einem vierdimensionalen Riemann-Raum der Metrik g,, befinden.
Die vermittelte gravitative Wechselwirkung wird hier anschaulich durch die Kriimmung des Riemann—
Raumes erreicht, die ihrerseits durch die Metrik g,, und deren Differentiale beschrieben wird.

Falls die angeregten Higgsfelder €,, im makroskopischen Limes fiir eine Gravitationskraft der klassi-
schen Art verantwortlich sein sollten, miifite deren Differentialgleichung gleich der Differentialgleichung
fiir die Metrik g, sein. Die Differentialgleichung fiir die Metrik g, ist die Einsteingleichung

1
R,, = -167G (T#,, — §T g#,,> (3.18)
T., = Metrischer EIST des Gesamtsystems

die anschaulich besagt, dafl die Quelle der Raumzeit—Kriimmung der ”Energieimpuls” des Systems ist.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dafl die lineare Niherung der Bewegungsgleichung der angereg-
ten Higgsfelder €,, (3.17) gleich der linearisierten Einsteingleichung in Einsteineichung (det(g) = —1)
ist, und somit der makroskopische Limes beider Arten der Beschreibung der gravitativen Wechselwir-
kung in linearer Ndherung dquivalent ist.

Entwickelt man die Riemann-Metrik g,, um die flache Minkowski-Metrik 7,,,

Guv = Nuw + Iy =Ny + Bepw (3.19)

und berechnet unter Verwendung der Folgerungen aus der Einsteineichung (sieche Anhang A) die
lineare Ndherung der Einsteingleichung (3.18), so erhilt man:
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| o

(0a0%€uy — 0a0u€e®, — 0a0,%,) = —167G {Tw/ — %Tgu,,} . (3.20)

Vergleicht man die linearisierte Higgsfeldgleichung (3.17) mit Gleichung (3.20), so sind beide gleich,
falls folgendes erfiillt ist:

e Es muf ein Zusammenhang zwischen dem Parameter v der Symmetriebrechung und der Gravi-
tationskonstanten G' bestehen:
—8nG 4

= — . 3.21
B v2 ( )

Spéter (siehe Anhang B) wird durch die Definition einer effektiven Metrik ¢g*” der Parameter
B festlegt (B=-2)°, so daf sich der Zusammenhang (3.21) wie folgt vereinfacht:

1

206G = (3.22)

e Die in der klassischen Theorie definierten metrischen Energie-Impulstensoren der Fermionen
und Photonen — Zusammengefafit in 7}, — miissen den kanonischen symmetrischen EIST’s der
Spin-Eichtheorie entsprechen. Zur Diskussion dieser Behauptung siehe Kapitel 8 und [3].

Unter Voraussetzung dieser beiden Punkte ist demnach die im makroskopischen Limes durch das
angeregte Higgsfeld vermittelte Kraft in linearer Ndherung eine gravitative Kraft.

3.8 Notwendigkeit einer Ubereinstimmung in zweiter Ord-
nung

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dal die lineare Ordnung der Higgsfeldgleichung (3.17) mit der
linearisierten Einsteingleichung bei speziell gewahlter Eichung {ibereinstimmt. Betrachtet man jedoch
die zweiten Ordnungen beider Gleichungen®, so weichen diese enorm voneinander ab. Auf Seite der
Higgsfeldgleichung entstehen nur zwei Terme, die man der quadratischen Ordnung zuordnen kann:

—u? (2 €MV €0 + €qp €YF 17“”)
4

Diese Terme stammen vom Higgspotential V' (5) und sind aufgrund gewisser Eigenschaften der ange-
regten Higgsfelder (siehe 4.10) gleich Null.

Die quadratische Ordnung der Einsteingleichung setzt sich dagegen aus vielen nichttrivialen Termen
zusammen (siehe 4.18), die eine grofe physikalische Relevanz besitzen:

e Die Periheldrehung, die bei Planetenbewegungen auftritt, wird nachweifilich von der zweiten
Ordnung beeinflufit.

e Die Eigenschaft des Gravitationsfeldes seine eigene Quelle zu sein (Selbstgravitative Wechsel-
wirkung), wird durch die zweiten und htheren Ordnungen der Einsteingleichung bestimmt.

e Die Definition des Pseudo—Energie-Impulstensors des Gravitationsfeldes hiingt eng mit den zwei-
ten und hoheren Ordnungen zusammen.

5Bei der Definition der effektiven Metrik durch den klassischen Limes der iterierten Diracgleichung wird man zunéchst
nur auf den Koeffizient A = 2 der kontravarianten effektiven Metrik gefithrt. Aus diesem ist dann der Wert B = —2 der
zugehorigen kovarianten Metrik jedoch leicht zu berechnen.

SHier speziell in einer Raumzeit ohne fermionische Materie und Photonen.
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e Physikalisch observable Grofen, wie z.B. der Energiestrom einer Gravitationswelle (siehe [1],
S:412) setzen sich aus zweiten und hoheren Ordnungen zusammen.

Mochte man zeigen, daf die Higgsfeldgleichung wirklich eine gravitative Wechselwirkung der Einstein-
schen Art vermittelt, ist es notig, auch in den zweiten Ordnungen Ubereinstimmung zu erhalten, da
man sonst wichtige physikalische Eigenschaften der Gravitation vernachléfligt hétte.

Im folgenden wird deshalb die Spin—Eichtheorie so verallgemeinert, daf§ die Higgsfeldgleichung mit
der Einsteingleichung auch in quadratischer Ordnung weitgehend iibereinstimmt.



Kapitel 4

Nichtlineare Erweiterung
(materiefreier Fall)

4.1 Vorbemerkungen

Im vorigen Kapitel wurden die grundlegenden Prinzipien und den Formalismus der Spin—Eichtheorie
dargestellt.

Man hat gesehen, dafl das Higgsfeld einerseits durch die Wahl seines Grundzustandes die Massen der
Fermionen erzeugt und andererseits die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in linearer
Niherung eine Gravitationskraft der Einsteinschen Art widerspiegelt. Im letzten Unterkapitel sa-
hen wir jedoch, daB diese lineare Ubereinstimmung noch nicht ausreichend ist, wenn man, die durch
das Higgsfeld vermittelte Kraft als eine Gravitationskraft interpretieren méchte, da ein wesentlicher
Aspekt der Gravitation — ndmlich der der Selbstwechselwirkung — erst bei quadratischen und héheren
Ordnungen auftritt.

In diesem Kapitel wird nun die Higgsfeldlagrangedichte £y () in einer Weise verallgemeinert, daf die
quadratischen Ordnungen der Higgsfeld — und Einsteingleichung weitgehend miteinander iibereinstim-
men. Um Komplikationen, die bei der Ankopplung des Higgsfeldes an fermionische— oder bosonischer
Materie entstehen kénnten aus dem Wege zu gehen, betrachten wir in diesem Kapitel ein materiefreies
System ohne weitere Wechselwirkungen.

4.2 Verallgemeinerung der Higgsfeldlagrangedichte Ly (%)

Es stellt sich zuniichst die Frage, wie die Lagrangedichte des Higgsfeldes

= 1 = oz 1 = e 1 ~ o = =
Lr(3) = Fr(DaFu)(D*F") = tr(Da3u) (D" 57) = 5tr(Da 3")(Ds57) V() - (4.1)
A B c
2
5 B s A us
V) = St ) + 5t A’

abzuindern ist, damit die Higgsfeldgleichung auch in quadratischer Ordnung gleich der Einsteinglei-
chung ist.

Physikalisch betrachtet, bestehen die zu korrigierenden Unterschiede der Spin—Eichtheorie mit der
Einsteinschen Theorie darin, dafl die den Theorien jeweils eigenen Felder (Higgsfelder < Metrik)
unterschiedlich an sich selbst koppelt, d.h. unterschiedlich selbstwechselwirken. Um den richtigen
makroskopischen Limes der Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung zu erhalten, mufl man demnach,
die in der Lagrangedichte (4.1) auftretenden ¥—Higgsfelder in anderer Weise als bisher an sich selbst
koppeln. Wir werden spiter (Anhang B) sehen, dafl man mit Hilfe der 4—Higgsfelder eine effektive
Metrik “g"” definieren kann, die die Struktur einer Clifford—Algebra besitzt:

17
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Egp,l/ ]4 — Cg}“/ 14 [ — ﬁ,(ﬂﬁ,")) . (42)

Da fiir sehr schwache Gravitationsfelder die Riemannsche Metrik ¢*” in nullter Ndherung gleich der
Minkowski-Metrik 7*” ist und man sich bei der Einsteingleichung allein auf die erste Ordnung be-
schranken kann — und diese sich von der linearen Ordnung der Spin—Eichtheorie nicht unterscheidet —
kann man vermuten, daf§ in der Lagrangedichte (4.1) an einigen Stellen lediglich die Grundzustéinde
der 5—Higgsfelder stehen, wo bei korrekter Ankopplung die verallgemeinerten raumzeitabhingigen 5—
Higgsfelder stehen sollten, da die effektive Metrik im Grundzustand der 7—Higgsfelder in die flache
Minkowski-Metrik tibergeht:

Grund- 1
gt zustand Nt = Ztr(’y“’y")

Bei der Verallgemeinerung der Lagrangedichte (4.1) wird nun so vorgegangen, dafl man die Lagrange-
dichtenterme (A, B,C) zunéchst umformuliert, indem man durch Heben und Senken der Indizes freie
Minkowski—Metriken schaffen, und diese dann in effektive Metriken iibergehen l&t:

() () — (...)eg‘“’(...):(...)%tr(’?“’y”) ()

Daraus ergeben sich folgenden Variationsmoglichkeiten, die mit, im allgemeinen unterschiedlichen
Faktoren (aq, s, ...,74) gewichtet werden:

( 1 5 o S 2 5 SOz S
5 [(Da 7u)n™ (D 7)) — Ly, = %tr[(Da 3t (7% 371 (D %))
1 X ne az 2 a2 X Sz 0 a
5 8[(Da 3)0"" (D 75)] —La, = U—Qtr[(Da Yu)tr[7* 771 (D )]
1 ~ a o ~ 8 ~ ~ax ~ RO ~

A= 3D ) "t (Dpde)]  — La, = %tr[(Da F)te[7% 3715 571 (Dp 35)] - (4.3)

1 =\ B (D 24 < \ip[5. 50 o
3 ttl(Da G )ns” (D* 74)] = La, = — 7 tt((Da 30276 771 (Da 7))
1 ~ - a ~ 8 ~ ~ o~ ~ ~O a
5l(Da 3u)ns” ns" (D* 5] = Lag = %tr[(l?a Fu)tr[Fs 771 tr[36 771(D™ 74)]

¢ 1 . 25

—5 (DoA™ (D" 4p)] = L, = ==Frtrl(Da 7)tel3% 37 (D¥ 7))
_lt (Do 7, ) 0P nhe 5 __ 85 5 ca 207 7 M 50 5
5T o YN0 (Dy 9p)]  — L, = i tr[(Do Fu)tr[3* 7] tr[7* 5] (Do 73)]
b= (4.4)
—%tr[(Da Tung®(D*3™)] = Lp, = —zv—f%r[(Da Fu)trlis 771 (D" 57)]
y —%tr[(Da Fu)ns” 0 (D' 7)) — Lp, = —i—f“tr[(Da Fu)tr s 77] trl3e 471D 5)]
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( 1 < 2m

S0l (D3] = Loy =~ al(Da Fs)tal5* 37 (Do 37)
(DA (D3]~ Lo, = 2 tr{(De 5o )inf5* 37 1157 34 (D 3]
¢ = (4.5)
—S(Da i (Du3)] = Loy =~ (D 3)ixfia 7] (D7)
[ SulDaAs T (DR 3] = Lo, =~ (D, 3,)rl5 37 xf5 37D )

4.3 Erste und zweite Ordnung der Higgsfeld— und Einstein-
gleichung

Im folgenden wird der makroskopische Limes einer Raumzeit betrachtet, in der sich keine Fermionen
Lar(¢) = 0 und keine Photonen L£r(A,) = 0 befinden. Die Lagrangedichte des Gesamtsystems setzt
sich deshalb nur aus der erweiterten Higgsfeld-Lagrangedichte

5 4 4
EHC = Z E.Ai + Z ﬁBi + Z ﬁCi - V(’?) (4'6)
=1 =1 =1

zZusamimen.

Die Higgsfeldgleichung H,“ 5 = 0 ergibt sich wieder aus dem Variationsprinzip (3.7) in bezug auf die
7-Higgsfelder, bzw. durch die Euler-Lagrangegleichungen nach den verallgemeinerten 4+ , B-Matrizen.
Multiliziert man diese Gleichung mit 7, 4 und spurt {iber die Spinor-Indizes ab, erhilt man eine Glei-
chung der Form H,, = 0, die im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung genannt wird.

Wegen des makroskopischen Grenzfalles (siehe (3.6.2)) sind die partiellen Ableitungen 0, den ko-
varianten Ableitungen D,, gleich:

niederenergetische Niherung : wy — 0 D, — 9, . (4.7)

Durchgefiihrt wird nun wieder die spontane Symmetriebrechung (siehe (3.5)) und die Entwicklung der
4-Higgsfelder um ihren Grundzustand. Diese Entwicklung wird jedoch im Unterschied zur Entwick-
lung (3.14) bis zu Termen zweiter Ordnung erstreckt:

6D (2)

1 2
~AH , kM, = (6", 4 €+ e R (4.8)

Das angeregte Higgsfeld soll nur wenig von seinem Grundzustand abweichen, was zur Folge hat, daf die

1 2
linear voneinander unabhéngigen Anregungsfelder (e) k., (e) #, kleine Groflen sind. Es soll folgendes

gelten:

(2)

TS B

du, e (4.9)

o=

Sortiert man nun die Higgsfeldgleichung nach Ordnungen der Anregungsfelder so ist, wegen den For-
derungen (4.9) jede Groenordnung fiir sich Null:

(0) (1) (2) (1) (2)
Huw= Huy +*HuwtHup+...=0 — Huw=0 , Hupw=0,
~——

trivial =0
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Wie im Anhang A gezeigt wird, gelten fiir die angeregten Higgsfelder die folgenden Einschrankungen:

(1) (2) 1 @
e =0 et=0 €uve’=0 (4.10)

1 1) a1 1 @

vV i — v — v — 14
= €uva€ =0 €pve€ ' 1a=0 €pvia€ " 1p=—€uvialpe’t

Mit den Forderungen (4.10) lautet die Higgsfeldgleichung in erster Ordnung:

(1) (1) lo
Hupw = v(a1+a2+a3+4a4+16a5) Cpv o —

(1)
v (Bi+Pe+4B3+ 1681+ +12+473+167) €7 51, =0

Im folgenden wird der symmetrische Anteil der Higgsfeldgleichung in erster Ordnung betrachtet:

o) o
Hw = v(ar+axt+az+das+16as) €, o7 —

(1)
(Bi+B2+4B5+ 1681+ +72+473+167) €7 |ou — (4.11)

(1)
v
—5(51 +B2+4B3+ 1681 +71 +72+473+167) €47 5y =0

v
2

Dies stellt den symmetrischen Anteil die Feldgleichung der angeregten Higgsfelder in erster Ordnung
dar.

Wir behandeln nun wieder die klassische Formulierung:

Da das betrachtete System keine Materie und andere Energieformen beinhaltet, vereinfacht sich die
Feldgleichung (3.18) zur Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit: R,, = 0.

Um die einzelnen Ordnungen der beiden Theorien miteinander zu vergleichen, entwickelt man wieder
die Riemann Metrik g, um die Minkowski-Metrik 7,,:

0 07 (lt)u ) w

g = P+ A 4 p F
(1) (2)

N+ b oyt b o

Juv

Zunichst werden die einzelnen Ordnungen der Abweichungen von der Minkowski—Metrik in folgenden
allgemeinen Zusammenhang mit den angeregten Higgsfeldern gesetzt:

L %) (1)

1)
MY=A

(2) 2) 1), 1)y, ) Ly Dy

v v 1 (2)04 v (1)ﬂa(1 v 1 7
h*=C ¢e¢"*™4+D €+, € + G € “yn'" +H € € ga +1 € %y € 7gn'4.12)

Wegen (4.10) =0
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(2)
ho=E (2) WA F (é) e (é) a4 (J (2) o + K€ (1 )ga (6) satlw + L (6) o (é) ﬂﬁ"w)

~ v
~~

Wegen (4.10) =0

Da der kovariante metrische Tensor g,, der zu g"” reziproke Tensor ist, gelten die folgenden Relatio-
nemn:

9w 9"’ =06," — A=-B (4.13)
1 @) (2)
— (AB+D+F) €aue* = —(C+E) ¢,

Berechnet man die Einsteingleichung und spaltet diese in ihre verschiedenen Ordnungen auf, so erhélt
man in linearer Niherung in Einsteineichung (sieche Anhang A):

(1) SO 1) (1)
Ruv==€uwic" =€ oy =€ |oju=0 . (4.14)

2

B
Damit nun in linearer Niherung die Einsteingleichung (4.14) gleich der Higgsfeldgleichung (4.11) ist,
muf} man die folgende Forderung an die Parameterwerte (aq, as, ..., 7v4) stellen:

1
(a1+a2+a3+4a4+16a5) = E(ﬁl+ﬁ2+4ﬁ3+16ﬁ4+’}/1+’72+4’73+16’y4) (415)

Betrachtet man nun den symmetrischen Teil der quadratischen Ordnung der Higgsfelgleichung un-
ter Verwendung der Forderungen (4.10)?:

(2) m W @
Hw) = (mv—2%0) %o e, g+ (2v+azv) €% 5 €ap 16 4
¢9) (1)
o« (D v v g D
(_ﬂlv_2ﬂ27)) fuﬁ ! €av \,6’+ (ﬂl +ﬂ2 - 717_72’0) 9% 1 €ap “l,+

(1 ) (1)
<B121) + f2v — 71271 72 U) € 18 G(a)ﬁ v+ 2arv+2azv) 6(;3/ e |6+
(1) (1)
v (1) > (1) o
< b —Bav +—+v2v> €ap v €7 |5+ (ﬁT—@ +71_+721,> €av |u €7 5+

2 2
(1,)8 (Olt) (1) (Olt) E
(130 +8740) Nuw €0’ |5 €7 |y + (B30 +8P4v) Nuw €ap |y €717 + (4.16)
(1) 1) ()
ap () a
(2a1v +2a3v) €*Fe,, a|g+<ﬂ—— —7—721)> e’ € 18lv +
Brv v (1) (1) —Biv v (1) (1)
<—1 — P2 —17—721) € € Jajs + ——5 —7—70 €o” €% |plu +
) @) v v ), O
(a2v+agv) eaueu \ﬁ‘ﬁ + ( b — fav — ’YIT - 72 v) €u 61/6 \a|ﬁ+

!Die Forderungen (4.10) sind auf der Seite der Spin-Eichtheorie als Forderungen an die angeregten Higgsfelder
aufzufassen. Auf der Seite der ART hingegen ergeben sie sich aus der Einsteineichung (siehe Anhang A).
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0, @ | O o RO
(av+azv) €,%€ap 18”7 + (1 v +azv) €7 eap |y + (av +8asv) €7 nuy €ap 5,7 +

2
(crv+azv+asv+4dasv+ 16asv) e(uz, |a‘°‘

—fiv Bav Nv v @),
( -2 280 - B -2 2050 -85,0) 6% g +
— (2)
( 6211)_%_2ﬁ3v_8ﬁ4v_%_%—2731)—8’}/4v> GVala“LZO

Zu dieser Higgsfeldgleichung wird ein Divergenzterm mit den folgenden Symmetrieeigenschaften addiert?:

(2) (2)

Hyw = Hyy +Auwe!” (4.17)
Ape = —Ve€ppeu”1o] = Veup €1, 10] =V Nl €017 |y — V€ [op Muu) €774
wobei: A/.L[Va'] = A,uuo' ) A(/.u/)a'la = Auuala ) A(/.u/)a # A,uuo'

Man kann zeigen (siehe Kapitel 7), dal dieser Divergenzterm den Energie-Impuls—Erhaltungssatz
nicht dndert und daf} bei einer Beschrankung auf Gravitations— bzw. Higgsfeldwellen der Divergenz-
term trivial Null ist, falls man eine Mittelung iiber "kleine”® Raumzeit—Bereiche vornimmt. Obwohl
es nach diesen Eigenschaften den Anschein hat, dafl der Divergenzterm A,,, zu vernachléssigende

physikalische Auswirkungen hat, dndert er die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder, was
(2) (2)
bedeutet, daf} die Differentialgleichungen H(,,) und H,, sich unterscheiden.

(2)
Es wird nun gezeigt, daf sich die Gleichung H,, , die im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung
genannt wird, bei geeigneter Parameterwahl gleich der zweiten Ordnung der Einsteingleichung in Ein-
steineichung ist.

Die Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit in zweiter Ordnung mit Einsteineichung lautet:

O e @ O O

B (BN we Bel s Féavp P Foeangp +
v 2 v 1B Con 2 2 2
o W (1) (1)
AB € |a eaﬂ 8 AB F (1) oB AB F (1) e9¢}
2 Nty e e s Tty ) Cavp €T p
1) M, ) ), ) “)
wg (1) o a W e
AB € ’Bfuu a8 AB e, Cu 1Blv AB caley 181w + E Capcy lﬂ‘ﬁ + (4.18)

2 2 2 2
(1) (1) (1) 1) (1) 1) (1) (1)
F e,%€apn ‘5‘5 3 B? P ey ulv F e*Peg, aly F P eg, alu
2 4 2 2
o b Gh D o O )
F €av € |54 3 Feane 5 E €uyja 3 E €. |av 3 E e,% |a|u —0
2 2 2 2 2

(2)
Um die Gleichheit der mit v dividierten Higgsfeldgleichung % H ., = 0 mit der Einsteingleichung

2Zur Interpretation des Divergensterms A,“,g|" siehe (Anhang 7, Kapitel 5.3 und Kapitel 5.4).
3Zur Definition dieser ”Kleinheit” siehe Kapitel 5.4.
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)
R,,= 0 zu veranschaulichen, subtrahiert man beide Gleichungen voneinander und fafit Terme von

gleicher Struktur zusammen.

1 (@ (2) (1) (1) _B2 (1) (1)

o Huw = Ry = (=7 —272) €% o €& 5+< —51—2ﬁ2> €7 1% €ar 15+
1+——F+a2 +a3> e(;) 6 sy <—ATB+2a1 +2a3> 6(;3, loc e(:)ﬁ 5+
% ATB g—%—ﬂz +%+’Y2> 6(;)0‘\./ 6(:’)6|g+
% ATB g—%—@ +%+72> e(jgym 6(01/)6|,3+
% g %+ﬂ2—%—72> faulﬂ()m"‘
% g %+ﬁ2—%—72> D18 ggn v+

(1) (1) 1 (1) (1)
+ 33 +854> Nuv éaﬂ v € 13+ (5 + 73 +8’74> Nuw eaﬂ 18 € Iy

AB S 1 (1 @
—+2m +2a3> e“ﬁew, lag + (5 6—1 — B2 — iR —72> e.,ae,f’) la|g T

N —

(1) (1)

@ @) 1 ),
+ apy +Oé3> €ap € \/8"84— i—ﬂ—l—ﬂz —7—1—’72 € 6,,’8 lalp + (4.19)
———

(
-
-
-
-
(
(3
-
-

MI"H Ml'ij

S B2 W4
+ Qo +043> 6,,a E(QL ‘g‘ﬁﬂ— <T + o +Oé3> 604,6 E(Q)ﬁ % +
N——

(1) (1 (1) (1)
(4 +8a5) €’ Ny €ap |7|7+ €7 Ny €a” Bly +
———

| AB F ﬂ 0 (1)
(1)
(1)
1 AB F 4 o pee! F €ay e 15
(‘5+T+5‘7‘ 2Ty TR ) et
)
F ey, e v E 2
#2 18] + <_5+a1 +ay +az +4ay +160&5> 6(,,3/ ‘a|a+
E B B )
(2—71—72—2%—854—%—772—273—8’74> €u Jaly +
5 )
(5_%—%—253—8@—%—%—273_874> v Jalu =0

In den unterstrichenen Termen der Gleichung (4.19) benutzt man nun den sich aus der Differential-
(1)
gleichung der ersten Ordnung (siehe (4.14)) ergeben Zusammenhang: 6(:),, | v = 9 (1 |v) |

1 (@ (2) (1) (1) B2 (1)
; H/.u/ - R/.u/ = (_’71 - 272) Eua | 61//8 1B + <_7 _ﬂl - 2ﬂ2> Bl fau 1B +
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(
(2
(2
(2
(2
(
-
(&~
(&~
(2
(2
(7

(a2 +as) €. €a” g +

—-F
— 4 a1 +as +azg +4as + 1605

(
(2

Die einzelnen Terme dieser Gleichung sind trivial Null, falls man an die Parameterwerte (g, as, ...

].-|———F-|-042 +a3>
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@, m

@
€u |6 €av

D) |

AB
5 4 <_T+2a1 +2a3> €

)
)

M 5 <1>

Cav |

€]

v €a

(1)
+771+’72 GHO‘ 13+

©)

(1)
P e+

71
€,

o5 T

)

1
v et <§+73 +874>

lp €a

+

(1),
€3 1%

(1)

€an |3

_|_

mm wm w\@} w\@}

ml»—* NJID—‘ MI»—‘

©)

(1) (1)
Nuv eaﬂ v

v €a” 15 €7 |y +

+ B3 +8B4>

AB
—+20£1 +2063>

(1) (1)
€, fu || T
(1) (1)

€’ e’

B
+ a2 +ag ——1—62 ———72

2 |a|B +

(1)
_’72> € /Bfoz,u |,6|1/+
(1)
ap (D
> €7 ol 8w+
(1) (1)
-f—(Oéz +Oé3) 6,,a€a

“eap uw 18l T

(1) (1)

(1)
(14+2a4 +1605) P

Nuv €
(2) |
> €pv |a‘ +

(1)
18y +

2
(2)

(o3
€ Jaly T

7’74)

die folgenden Forderungen stellt:

Qas

P

Mnm=-27 ,

—_B?

—4+B?*+4a3+2E
8

—40[3
—
8 —B?—4a3—2E
o 64

~B2 45,
2 )

= Qp = —a3 , Q4=

1—16 84
2

B3 = (4.21)

—6+B2+23,+32B3, +2E+ 27
4

V3 =

(4.20)
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8—B2—2B2—32ﬂ4—2E—2’}’2
32

Y4 =

Bemerkenswert ist, dafl man aufer diesen Forderungen weitere Forderungen an die Metrik—Koeffizienten
(A,B,F) zu stellen hat

B=-A 2F = -2+ B? (4.22)

)

und diese einerseits mit der spéter definierten effektiven Metrik °g"*” und andererseits mit den Eigen-
schaften (4.13) in Einklang stehen.

Es wurde demnach gezeigt, dafl bei geeigneter Parameterwahl (4.21) und (4.22) die Higgsfeldgleichung
(2)
H,,, mit der zweiten Ordnung der Einsteingleichung in Einsteineichung tibereinstimmt. Die eigentliche

(2
Higgsfeldgleichung H(,,), die den symmetrischen Teil der zweiten Ordnung der Bewegungsgleichung
der Higgsfelder darstellt, unterscheidet sich demnach von der Einsteingleichung in zweiter Ordnung
gerade durch den Divergenzterm AW,,“’.

4.4 Moglicher Satz von Parameterwerten

Da die im vorigen Kapitel betrachteten Gleichungen der zweiten Ordnung aufgrund der grofien An-
zahl der Parameterwerte (aq, as, ..., v4,A,B,F E) sehr lang und uniibersichtlich erschienen, werden in
diesem Kapitel die Parameterwerte unter den Bedingungen (4.21) fest gewéhlt, um die Gleicheit der
zweiten Ordnungen explizit zu zeigen.

Wihlt man z.B. im Einklang mit (4.21) den folgenden Satz von Parameterwerten

a=-1, a=1/2 , ph=-2, B=1/2 , y3=1/2

w=az=as=[r=F1=n=7=7=0,
und betrachtet nun die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung und wendet nacheinander das folgende
arn:
e Symmetrisierung in den freien Indizes
e Folgerungen (4.10)
e Addition des Divergenzterms (4.17)
e Verwendung der Differentialgleichung erster Ordnung

so erhilt man:

(1) (1) (1) (1)

1 (@ (1) 1 (1) 1 1 ) 3 €,% |, €a 3 €%, €a
; H#V = 2e¢ B e 6(04)11 18— e,ua B e(az/ 15 _ 2 6(#2, | €aﬂ 18 + - |2 1 “2 15 —
We Lo We O 1) . M
€av €8 | €ap €3 |v g (1) v € |a|p €u € |a|p
5 — 5 =2 Py jap + 5 5 + (423
1 4 W (1
3P ean gy 3 €*Peay pu (;23 (1) @ (2) (2)

(3 (3
— € €ap |p.|1/+ Cuv la — € |alvT € |alp = 0

2 2
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Auf der anderen Seite berechnet man die Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit.
Benutzt man die Parameterwerte (A,B) der effektiven Metrik

die sich durch Bildung des WKB-Limes der iterierten Diracgleichung ergeben (siehe Anhang B) und
die mit den Forderungen (4.22) iibereinstimmen, und wéhlt im Einklang mit den Forderungen (4.22)
F=1

E=2 (4.24)

) )

so erhélt man fiir die Einsteingleichung in Einsteineichung in zweiter Ordnung :

(1) (1)
. ey, e My 3 6(;2‘ v €’ g 3 o u €’ |5
R, = 2¢€, €av |~ €u" |8 €av T — 2 €4y ¥ €7 g+ 5 + 5 _
W 5 @ 1) . @) ) 1 M 1 @

€av €3 |n €ap 15 eﬁa |v € € |a|p e;ta 61/,6 la|B

o (D
5 5 =2 €€y japt+ 5 5 + (4.25)
1 4 M q
3 e’ eaL Bl 3 € av Bl Wk @) @ . o 0
5 + 5 — € " €ap |u|,/+ Cuv a0 — € |alv™ €v alp =

Ein Vergleich der Higgsfeldgleichung (4.23) mit der Einsteingleichung (4.25) zeigt folglich, dafl beide
Gleichungen identisch sind.



Kapitel 5

Der Energie—-Impulstensor des
Gravitationsfeldes

5.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden zunichst einige klassischen Definitionen des Energie-Impulstensors des Gra-
vitationsfeldes vorstellt und deren Unterschiede und Gemeinsamkeiten aufzeigt.

Anschlieflend wird der symmetrische, kanonische Energie-Impulstensor des Higgsfeldes berechnet und
dieser um den Grundzustand des Higgsfeldes entwickelt. Mit Hilfe dieses Energie-Impulstensors des
Higgsfeldes wird gezeigt, dafl man die Higgsfeldgleichung so umformulieren kann, daf§ die zweite Ord-
nung des kanonischen Energie-Impulstensors des Higgsfeldes als Quelle einer Dynamik der angeregten
Higgsfelder auftritt. Um diese Eigenschaft der Higgsfeldgleichung moéglich zu machen, werden die
schon leicht eingeschréinkten Parameterwerte (aq, o, ...,v4) (siehe (4.21)) noch weiter einschriinkt
werden miissen.

Im letzten Unterkapitel beschrinken wir uns auf Gravitationswellen (bzw. Higgsfeldwellen). Aufgrund
dieser Einschrinkung werden durch einen Mittelungsprozefl die zweiten Ordnungen der Higgsfeldglei-
chung und des Energie-Impulstensor des Higgsfeldes enorm vereinfacht. Man wird sehen, daf} die
nach der Mittelung entstehenden Differentialgleichungen fiir die Metrik und das Higgsfeldes identisch
sind und daf sich der Energie-Impulstensor der Gravitations— bzw. Higgsfeldwelle nicht voneinander
unterscheiden.

5.2 Klassische Formulierungen des Energie-Impulstensor

Die Feldgleichung und der EIST-Erhaltungssatz der ART lauten:

1
R., = -81G <TW -3 Tgw> , T =0

In der Einsteinschen Gravitationstheorie ist die Quelle des Gravitationsfeldes der EIST T}, der sich
aus jeglichen Energieformen zusammensetzt, mit Ausnahme der Gravitationsenergie selbst. Den Er-
haltungssatz des EIST kann man bei Anwesenheit des Gravitationsfeldes in differentieller Formulierung
durch TH,,H" = 0 darstellen, wobei /" die kovariante Ableitung mit denen durch die Metrik gebilde-
ten Cristoffel-Symbolen darstellt. Man kann nun die Einsteingleichungen so umformulieren, dafl man

durch Definition eines Pseudo-Energie-Impulstensor t,, des Gravitationsfeldes', zu einem Gesamt-
EIST ETW := Ty + tu (Einstein-Komplex) gelangt, fiir den der Erhaltungssatz ETW"’ = 0 gilt.

IDie Bezeichnung ”Pseudo” kommt daher, dafl tu. kein echter Tensor ist, d.h. er transformiert sich unter Koordi-
natentransformation nicht tensoriell (siehe [2], S:465).

27
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In der Standard-Literatur existieren unterschiedliche Definitionen des Pseudo-Energie-Impulstensor
t,, die jedoch alle die Gemeinsamkeit ©T,,* = 0 besitzen.

Im Landau/Lifschitz (siehe [1], S:362) erscheint z.B. folgende Definition:

LHive = (—g) (T +7) (5.1)

1

mit: LH"“’O‘ = 167G ((_g) (g#thOéﬁ _ g/.tozgu,ﬁ))‘ﬁ

LH;L[I/a] :LH;LVa , LH(;LI/)a o :LH;LI/a o

Der so definierte Pseudo-EIST Ltu,, des Gravitationsfeldes ist symmetrisch, und besitzt die Eigenschaft
bei Entwicklung der Metrik um die Minkowski-Metrik nach (3.19) von mindestens quadratischer Ord-
nung in h,, zu sein. Desweiteren hat diese Definition die Eigenschaft, keine zweiten Differentiale in
huw zu enthalten.

Entwickelt man die Metrik ¢g"” um die Minkowski-Metrik 7,, (3.19) und fafit die unterschiedlichen
Ordnungen in der Einsteingleichung zusammen so ist fiir diesen Fall eine geeignete Definition des
Pseudo-EIST im Misner/Thorne/Wheeler (siehe [2], S:465)? zu finden:

MH”O‘Vﬁla\B = 167 (T/-W +%NV) (5.2)
wobei : MprpavB —  _ (ﬁﬂ"naﬁ 4 ReBypr _ poawgub _ }_L,u.ﬂnoa/)
MppavB —  Mprlpal[vB] , MprulavB] _ , R =R — %nwﬁatr

Bei dieser Aufteilung der Einsteingleichung ist es ersichtlich, dafl die quadratische Ordnung der Higgs-
feldgleichung die maBgeblich bestimmenden Terme des Pseudo-EIST des Gravitationsfeldes widerspie-
gelt.

T. Fliessbach [19] formuliert diese Eigenschaft des Pseudo—EIST, sich hauptséchlich aus zweiten Ord-

nungen zusammenzusetzen noch direkter, indem er den Energie-Impulstensor des Gravitationsfeldes
den zweiten Ordnungen der Einsteingleichung gleichsetzt und hohere Terme vernachléssigt:

W1

Ruy _5 R 77/,”/ = _Sﬂ—G (T/JV +Flt/~“’)
1 2 1@
WObei : FLLL,,”, = % (R/.u/ _5 R guu)

Diese Definition hat jedoch den Nachteil, dafl der angestrebte Erhaltungssatz (T, +t,,) ¥ — 0 nur
in Niherung erfiillt ist.

A. Einstein definiert in [18] den folgenden Energie-Impulstensor des Gravitationsfeldes in Einsteinei-
chung (y/—¢g = 1) fiir den materiefreien Fall:

2Man beachte hier die Wahl des Mafsystems, die in diesem Buch durchgingig gewihlt wird.
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o, o o ]' o
(97T5s) . K <tu - §t6N> . J=g=1
o 1 o v ¥el 172 ale
> = iéag“ | RN R

o 7

Eine interessante Definition des Pseudo-EIST findet man im De Felice/Clarke (siehe [6], S:202):

;:ala = —87TG\/ —g (T;: +Ftuu) (53)

. va v oL / v @ @
mit: Sl-‘ = -2 gﬁ 8g“f8‘a ) ERO = - _ggﬂ (Fgu Fﬁa - Fga FVﬁ)

1 BER

F, v __ v Ba o
t,) =——|Lgr,0,"—g _—

F 167 G\/_g < fto l 6gﬁa|u>

glu)e — guve , S(l“’)a‘a £ S, e Fy(uv) £ P

Die Lagrangedichte L, ergibt sich aus der Lagrangedichte Lr = /—¢ R, indem man zu L Divergen-
zen addiert, da solche Terme die Feldgleichungen nicht verédndern (siehe [7], S:88). Diese Definition des
Pseudo-EIST ist insofern interessant, da sie eine gewisse Konsistenz der Einsteingleichung aufzeigt.
Fafit man die linke Seite der Gleichung (5.3) als eigentliche Dynamik des Gravitationsfeldes auf, so
ist die rechte Seite die gesamte Quelle dieser Dynamik; diese Quelle setzt sich zusammen aus dem
metrischen EIST der Materie und dem kanonischen EIST des Gravitationsfeldes. Es treten also im
Gegensatz zu den anderen Definitionen keine willkiirlich festgelegten t,,’s auf, sondern es erscheint
der kanonische EIST des Gravitationsfeldes als selbstwechselwirkende Quelle der Bewegungsgleichung
der Metrik. Der Pseudo-Energie-Impulstensor “t*" besitzt jedoch die Eigenschaft, nicht symmetrisch
zu sein, so dafl ihm nicht der gleiche Stellenwert wie den anderen in der Einsteingleichung auftretenden
metrischen Energie-Impulstensoren zukommt.

Im nichsten Unterkapitel wird gezeigt werden, dafl die Konsistenzeigenschaft die in der Formulierung
der Einsteingleichungen nach Art von De Felice/Clarke erscheint ebenfalls fiir den symmetrischen

Teil der Higgsfeldgleichung erfiillt ist. Als Quelle der Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder
erscheint hier der symmetrisierte kanonische Energie-Impulstensor des Higgsfeldes.

5.3 Der kanonische EIST des Higgsfeldes

Der kanonische Energie-Impulstensor des Higgsfeldes T}, (7) berechnet sich aus der verallgemeinerten
Lagrangedichte Lp, durch folgenden Ausdruck:

v~ ILH. \ +a v
(%) = <W>7 ABI;L—EHe o

Entwickelt man in diesem EIST die verallgemeinerten y—Matrizen um ihren Grundzustand (4.8) und
trennt die verschiedenen Ordnungen, so erhélt man:

© 3
Tw () = — e (5.4)

T#V (ﬁ/) = 0
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(1) (1)

KAPITEL 5. DER ENERGIE-IMPULSTENSOR DES GRAVITATIONSFELDES

Tpy < Wiv ’Y2 v? . v? — 4y v2> €, " faﬁ o+
<ﬁ1 v 52 v? 5321;2 Y vg) Mo f(i;' Iy 6(71%" o
< iv2 ﬁzv _ Byv? — 48, v2> S 6(01123 et (55)
<a14v + a34v2 bano® +das v2> 6(023 ) 6(;% -
< _ az 2 B a38v2 B a42v2 e v2> T 6(23 N e(olé)ﬂ -
(B 22 0 ) s P

Wie man an Gleichung (5.4) sieht, verschwindet die nullte Ordnung des kanonischen EIST’s des Higgs-
feldes nicht, sondern wird durch eine raumzeitlich konstante Gréfle bestimmt, die ihren Ursprung im
Higgspotential hat. Man kann diesen konstanten Energie-Impulsbetrag durch Umnormierung des
Higgspotentials zum Verschwinden bringen (siehe [5], S:44). Falls man jedoch wie in Gleichung (5.4)
keine Umnormierung vornimmt, so ist dieser konstante Term als kosmologische Konstante zu inter-
pretieren.

Da# die erste Ordnung des kanonischen EIST’s verschwindet und die zweite nicht, ist bei Betrachtung
der Higgsfeld-Lagrangedichte Ly, leicht einsehbar und ist typisch fiir gravitationsdhnliche Wechsel-
wirkungen.

Spurt man die freien Indizes ,, der Gleichung (5.5) ab, so erhilt man den Energie-Impuls-Skalar
T:

0 12t
@) = -
(1
T@#H =0
(2) 2 2 (1)
T (ﬁ) = ( 1 v? — Oéz’l) — a34v —a4v2—4a5v2> e(;)g Iy P "’4—
1) (1)
( 4 2) €a’ g €7 |yt
1 (1)
(ne ﬂz; s By, B
Daraus ergiebt sich die folgende Grofe:
@ 1 (z) —Brv? Bav? SR
Ty (7)—5 N = ( i - 24 —5302—4ﬁ4vz> e, 1 €ap |u T+
2 2 2 (1)
<a14v 0@41) a34v + ay v? +40z51)2> €l |u P v+ (5.6)

(1)
(1)
€av |p € of 13

_ 2 2

Symmetrisiert man die Gleichung (5.6) in ihren freien Indizes ,, so folgt:
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—B1 v? _ B v? _ Ps v?
8 8 2
—fiv? Bav® B3P 23, v2> ), )

(
( 8 8 2 w " CaB vt
(
(

(1) 1
=20 U2> e, f(a)ﬂ ln +

2 2 (1)
a1 v (e SN a3 v 1
14 + 24 + 34 + Qy ’02 14 Qs ,02> €ap M eaﬁ v

2 2 2 (1)
-7V Y2 U Y3 v (1) o
3 3 5 —2741)2) €ap |v € A B+
2 2 2 (1)
—MNv Y2V Y3V 2\ (1) @
( s 8 2 _2’Y4v>€aylu€ﬂlﬁ

Ahnlich® wie in der Definition des Pseudo-EIST’s von De Felice/Clarke (5.3), sollte es auch bei der
Higgsfeldgleichung moglich sein, sie auf folgende Form zu bringen:*

K

(15} 10 = 25 (T ) = 3 T ) 5.7)

02

Der symmetrische, kanonische EIST des Higgsfeldes wére somit Quelle einer Bewegungsgleichung des
Higgsfeldes.

Schreibt man die Gleichung (4.16) um, so lautet die symmetrisierte Higgsfeldgleichung in zweiter
Ordnung:

(1) (1) @

(=110 —=2%v) €% |a €, 18+ (2v+azv) €% |3 €ap 16 4

e @ ORI
E—ﬁlv—2521)) GHB [ €av ‘€+(2alv+2a3v) €uv | eaﬁ |,3+

v~

2 {1y
(1)5 (1) (1) (1) 5
(73’”"'874”) Nuv €a |8 € 7‘7+(B31)+8ﬂ4’0) Nuv €ap |y € TP

£2a1 v+ 2asv) e(al)ﬁ 6(;3, jals, <_g1 - B2v — % — 72 U) 6(01}3 é:L 18lv +
{1} ) 3} i
<_B21v —fBav— % 72 v) 6(52" 6(:23 |3 + (— (21 v) —fBav— % —72v> 6(;236(53 [
) (2} i (3}
(e v+ azv) e(i)u e(j)o‘ ‘gl’g + (% — fv— % — 72 v) 6(;)04 6(;23 la|g +
2)
(e v+ azv) 6(52“ e(iL ‘5"6 + (g v+ 8av) 6(;?(3 Nuw e(i)g h"’ + (5.8)

3Zu den formalen Unterschieden dieser Gleichung mit der klassischen Formulierung von De Felice/Clarke siehe
Diskussion am Ende des Kapitels.

4Der Parameter & stellt einen noch offenen Kopplungsparameter dar.
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2
(a1v+a2v+a3v+4a4v+16a5v) 6(113’ ‘a|a+
(2)

—_ v v v v
( gl __5‘; _2530_8541)—“7—”27—2%1)—8%1)) & Jaly +

(2)

—Biv  Bav nv- v o
(T‘7‘253”‘854”‘7‘7‘2%‘”‘87‘*” @ e =

(1)
= —(apv+azv) eh €l |ulv —

Brv no <> (1) Brv no <> (1)
—<T+52 —7—721) 1 €af |u — T+B2U—T—V2U 1 €aB v —
(1)

1)
— B v v (1) o — (1) o
—< ﬂ; —ﬁgv+%7+'ygv> Ea#,,é’gw—( fro +T+’YQ’U> éa,,‘NGﬁ‘ﬁ

Damit diese Gleichung plus dem Divergenzterm AH,,J|" gleich der Einsteingleichung in zweiter Ord-
nung (4.18) ist, mufite man unter anderem die Forderungen as = —as3 , 71 = —27» an die Parameter-
werte verwenden (siehe (4.21)); dies benutzen wir auch hier. Die unterstrichenen Terme ({1}, {2}, {3})
der Gleichung (5.8) kann man, wie wir in der folgenden Gleichung sehen werden, direkt als Divergenzen

schreiben:

(1% (;) (1) (al) 3
(V30 + 871 0) Muw €a" 15 €7 |y + (B30 +8B4v) v €ap |y €717 +

(1)

(gv +8azv) P Nyw e(i)g Ivh +
) 1) ’
Qarv+2a30) f(i)ﬁ & s+ (—ﬂ;v ) 6(512“6(;)5 v+ <_ (gl ), v) é;& e(,i)ﬁ w
W ) (3} i (3}
(222 ) H8 e (2220 B
) {2} ” {2}

2
(rv+asv+asv+4asv+ 16a;v) e(uz, o 4

—Byv v v v
(%—%—2530—8540—717—727—2730—8741)) € v+

_ﬁlv ﬁQ’U Y1 v Y2 U o
( S L e N Y N

1)
= —(mv+agv) P eag luly —

v (1) v SR
_<612——|-ﬁ2 ) o |B eaﬁm_(ﬁlT‘FﬁQ’l)) €u |6 €af v —
(1)
1
< ﬁﬂ)_ﬁﬂ;) ea#|,,e ( 6“}_621)> G(azflu eaﬂlﬁ_'_

v O} 1 (B v (1) (1)
+< B1 _ﬂ2v> [ 6# V_|_< (gl )_ﬂ2v> 650‘ 6 e,,ﬂ |

~

3 3}

w—*
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Die letzten vier Terme dieser Gleichung heben sich gegeneinander auf.

Verwendet man in dem Term, der mit {4} gekennzeichnet ist, die erste Ordnung, so kann man die
ersten drei Terme ebenfalls als Divergenz schreiben, falls man folgende zusitzliche Forderung an die
Parameterwerte stellt: (a4 4+ 8as = 75 + 8v4 = f5 + 804)

1) (@) (1) (1)
(s +8a50) My € eg” |y + (v +80as50) Nuw € 5€%3 |4+

-y _ (1 @ _ (1 @

2 2
(‘521“ _627’) 6(5236(;% BT <_(§lv) —ﬁw) 6(;236(,}2“ 5+ (5.9)
(crv+azv+asv+4dasv+ 16asv) 6(32/ lo 4
<_B2w_%_253”_854”_%—%—27371—8741;) e(jL v+
(T Bt s 02 aosa) o) =

(1)
= —(ayv+asv) P €ap |ulv —
————

v (1) (1) v (1) (1)
- <ﬁ17 + B2 v) eV éap ju — <617 + B2 v) eV ap

Dividiert man diese Gleichung durch —v und verwendet in dem markierten Term der Gleichung (5.9)
die Eigenschaften (4.10) der angeregten Higgsfelder, so 1if3t sich (5.9) wie folgt schreiben:

2) (1) (1)
<H(S nv a>| = - (al + a3) faﬁ v €aB |u +

(1) 1 (1) 1
+ (% +ﬂ2> €% 18 f(a)ﬁ o+ (% +ﬂ2> fua 16 €(a)ﬁ |v

Damit nun diese Gleichung sich wie (5.7) schreiben ldfit mufl man weitere Forderungen an die Para-
meterwerte stellen

7 V2 V3 !
A2 B = 0
8+8+2+ Y4
ar oy« |
W (TrEr T ratte) £ —@ira)
Br B2 B3 L B
- == _9 = —
f“”v( 3 3 5 B4 2+ﬁ2 ,

die dann mit den alten Forderungen (4.21) in die folgende Losung resultieren:

0 B2 -B? -2+ E N 4—E
= = — « = [0 = [ —
Qap ) a2 4 ) 3 4 ) 4 4 ) 5 32
—B2_43 —2+ B24+203, +2E 4-B®>—2B,—2E
ﬂlzﬁ2 ) ﬂ3: 4 2 ) ﬂ4: 39 2 (510)
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_ 9 =14y 2=
Y1 = Y2 o, 73—72 ) 74——16

wobei: B=-A , 2F=-2+B%> |, kE=2B

Da die Parameterwerte (A,B,C,D...) der Metrik g,, nach Definition der effektiven Metrik ‘g*" festge-
legt sind, ist es bemerkenswert, dafl man bei den Bestimmungsgleichungen (5.10) der Parameterwerte
(a1, aa, ..., v4) lediglich noch zwei Freiheitsgrade besitzt.

Weiter ist es bemerkenswert, daf3 der Parameter E nun ebenfalls durch B und den Kopplungspara-
meter x festgelegt ist.

Es wurde also gezeigt, daf}, falls man die Parameter (a;, as, ...,74) wie in (5.10) angegeben wéhlt, sich
die zweiten Ordnungen der Higgsfeld— und Einsteingleichung nur durch den Divergenzterm AW,,|"
voneinander unterscheiden und, dafl man aulerdem den symmetrischen, kanonischen EIST des Higgs-
feldes als Quelle einer Dynamik der angeregten Higgsfelder interpretieren kann und deshalb eine
konsistente Selbstwechselwirkung des Higgsfeldes gegeben ist:

2) K (2) 5 1 (@
<H(S % a>| = ﬁ (T(,uu) (’Y) - 5 T (’Y) 17#“’) : (511)

Vergleicht man diese Gleichung mit der klassischen Schreibweise von De Felice/Clarke (5.3), so erkennt
man einige Unterschiede und Gemeinsamkeiten:

e Bei (5.3) erscheint auf der rechten Seite der nicht symmetrische Energie-Impulstensor des Gra-
vitationsfeldes, wobei in Gleichung (5.11) der folgende symmetrische Ausdruck auftritt:

02

e In (5.11) tritt der Faktor ‘3 als Kopplungskonstante zwischen der Dynamik und Quelle der
angeregten Higgsfelder auf. Dieser Faktor ist proportiaonal zur Kopplungskonstanten G.

o Interessant ist desweiteren eine Betrachtung der Symmetrieeigenschaften der Divergenzterme:®

, 2) 2) ) R
nggS: H(S (,uu)oz:H(S pro H(S (pv)a | :HS nra |

(2) (2) (2) (2)
De Felice/Clarke: S (u)a=S wa > S (e ® #S uva

Diese Unterschiede lassen darauf schlieflen, dafl es bei dem Higgsfeld im Gegensatz zur klassischen For-
mulierung des Gravitationsfeldes strukturell keinen Unterschied macht, um welche Arten von Energie—
Impulstensoren es sich handelt, auch wenn es sich um den Energie-Impulstensor des Higgsfeldes selbst
handelt.

(2)
®Die Symmetrieeigenschaften des Higgsfeld-Divergenzterms #'§',,o werden ersichtlicher, wenn die Parameter
(a1, @2, ...,7a) festgelegt sind (siehe Kapitel 6.5).
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5.4 Die Bedeutung des EIST bei Gravitationswellen

Betrachtet wird zunichst der klassische Fall. Man sieht das Gravitationsfeld als eine Gravitationswelle
an, die sich auf einer Hintergrunds—Metrik ausbreitet, wobei das System die folgenden charakteristische
Groflen besitzt.

R : Kriimmungslinge des Hintergrunds, A : Wellenléinge der Gravitationswelle

A
Q : Amplitude der Welle, Mit: 0k1, = <1

Entwickelt man die Metrik g, um die Hintergrund—Metrik %,,,, schréinkt sich zunéchst auf die mate-
riefreie Raumzeit ein und trennt die Einsteingleichung nach Potenzen in h,,, so kann man die ersten
zwei Ordnungen wie folgt aufteilen (siehe [2], S:964-966).

(1) (1)

Ry, (h) = 0 (5.12)

(B) (2) (1)
Ry, + <Ry, (h)> = 0 (5.13)

(1) (2 (2 (1) (2) (1)
R'Lu/ (h)+ R/,u/ (h)_ <Ruy (h) > - 0 . (514)

Die Mittelwertbildungen < ... >, die in Gleichung (5.13) und (5.14) auftreten stellen Integrale dar,
die sich iiber ein Raumzeit-Volumen erstrecken, das grofi gegeniiber A, jedoch klein in bezug auf die
typische Kriimmungsléinge R der Hintergrundsmetrik ist.®

e Gleichung (5.12) stellt die Wellengleichung der Welle dar, die fiir die Propagation verantwortlich
ist.

e Gleichung (5.13) beriicksichtigt die Eigenschaft des Pseudo-EIST des Gravitationsfeldes keine
wirkliche lokale Definition zu besitzen, und formuliert ihn durch die Mittelwertbildung in einem
ausgeschmierten Sinne (coarse-grain viewpoint).

e Gleichung (5.14) stellt den in den Volumenbereichen stark fluktuierenden Teil der Welle dar.

Man kann nun zeigen ([15],[16]), daf falls % < 1 gilt, die Mittelwertbildung folgende niitzliche
Eigenschaften besitzt:

(1 (1)
Divergenz-Terme verschwinden : < (h%, h#'/w)la >=0 (5.15)

1 (@ L @
= <h%o hpyg>= = <h%oja huw g>

Interessant ist nun eine Betrachtung des Mittelungsprozesses angewandt auf die Feldgleichungen in
der Form (5.3) fiir den materiefreien Fall:

oL
<8 e > = 167G < V=gt," > = < <£R05u”—gﬁ“uﬁ> g
1 OLp
v = — L, sv—gfe o Lrn = —/—agd™ (TP T —_T8 T2
" 167G /—_g< ROp = 9" |u agﬂau> J Ro 99 ( ny - Bo ho Vﬂ)

6Wihlt man als Hintergrundsmetrik die Minkowski-Metrik, ist die Kriimmungslinge R unendlich gro und man
kann die Mittelungsvolumen unendlich klein wahlen.
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Entwickelt man die Riemann Metrik um die Hintergrund—Metrik 4, und trennt die Ordnungen der
dann entstehenden Gleichung, so folgt:

(1 (@

<Su"%a> = <Ru (h)>=0 : Gravitationswelle in erster Ordnung  (5.16)
(B) (2) (B) (2) (2) (2) (1 (W)
Ry +<8,"%a> = RN,,+§Su”“|a(h)>+<5u”“|a(h h)i:

Wegen (5.15) =0

(2)
OLR,

= < <£R06#V - gﬁaw W) > . (517)

Der hintere Term der Gleichung (5.17) stellt die Mittelung der zweiten Ordnung des kanonischen

GON¢)
EIST’s des Gravitationsfeldes dar und beinhaltet seinerseits nur Terme, die von der Struktur (4 &)
sind.
Man kann Gleichung (5.17) nun wie folgt interpretieren:

(2)

(5) oL
R, = < (Lg,6," — g ) > . 5.18
N~ ( Fofu =0 89“‘”) (19
Kriimmung des Hintergrunds h —
Energieimpuls von (5.16)

Der Energieimpuls der Gravitationswelle (5.16) erzeugt demnach selbst die Hintergrundskriimmung.

Man kann diese Eigenschaft von Gravitationswellen ohne weitere Einschrinkungen auf Higgsfeld-
wellen iibertragen, wenn man sich die Mittelung der zweiten Ordnung der Higgsfeldgleichung (5.11)
betrachtet und die Hintergrundsmetrik als ein Hintergrunds—Higgsfeld interpretiert, auf dem sich eine
Higgsfeldwelle ausbreitet:

® . s ® 1
TS i o = = <<Tw () > ~3 <T (%) > 77#,,> . (5.19)

Der Energieimpuls des Higgsfeldes ist demnach selbst Quelle eines Higgsfeldes.

Da bei der Mittelung der Divergenzterm A, , 7 herausfillt, sind die Differentialgleichungen der Higgs-
feldwelle (5.19) und der Gravitationswelle (5.18) identisch, falls man von stark fluktuierenden Termen
— die bei der Mittelung wegfallen — absieht.



Kapitel 6

Festlegung der Parameter

6.1 Vorbemerkungen

In den letzten beiden Kapiteln wurden die Parameter (ay, as, ..., v4) der Higgsfeldlagrangedichte £y,
durch Vergleich mit der zweiten Ordnung der Einsteingleichung und einer Konsistenz—Forderung der
Higgsfeldgleichung soweit eingeschrénkt, dafl lediglich noch zwei Freiheitsgrade in der Wahl iibrig blie-
ben.

In diesem Kapitel soll nun nacheinander die Lagrangedichte des Higgsfeldes Ly , die Higgsfeldglei-
chung H,,) und den kanonischen EIST des Higgsfeldes 7)., (7) bei festgelegten Parametern angegeben
werden.

6.2 Explizites Aussehen der Parameter

Die Gleichung (5.10) legt die Parameter der Higgsfeldlagrangedichte (4.6) weitgehend fest, wenn man
die durch die effektive Metrik g,, bestimmten Koeffizienten (A,B)

benutzt. Legt man durch die willkiirlichen Bedingungen

ﬁ4:0 74:0 K=2

die drei noch offenen Freiheitsgrade fest, so sind alle Parameter (a1, as, ..., 74) wie folgt festgelegt:

1
a1:0 y Oézzl y CM3:—]. y CM4:§ y CM5:0
1
Blzﬁ ) B2:_4 ) B3:§ ) 54:0 (61)
1
n=-4, w=2, =5, N=0

6.3 Die Lagrangedichte des Higgsfeldes

Mit den Parameterwerten (6.1) schreibt sich die Higgsfeldlagrangedichte (4.6) wie folgt:

37
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£ o= ul(Da " 77 (D% 35)) = rl(Da )3 313 37 (Do 3ol +
o tal(Da 300 7] (Da 7)) = 3 ta{(Da ) 0T37 77] (D 35)] +

F22t2](Da 35 3°) a3 371 (D F)] — 5 trl(Da 3 7] (D 3] +

o tr{(Da Fo)tal3* 3] (Do 37)] = 130l(Da 30)ul3® 3763 3] (D )] -

Diese Lagrangedichte ist also die Verallgemeinerung der Lagrangedichte

_ 1 _ - 1 5 a 1 o - -
Lu(®) = F8(Day)(D*F) = Str(Da3u) (D" 37) = 5tr(Da7*)(Dg 77) = V(3)
fiir einem Higgsfeld mit gravitationsidhnlicher Selbstwechselwirkung.

6.4 Die Higgsfeldgleichung

(6.2)

Berechnet man mit Hilfe der Lagrangedichte (6.2) die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung (analog

zu Kapitel 4.3) und wendet nacheinander das Folgende an:
e Symmetrisierung in den freien Indizes
e Folgerungen (4.10)

so erhilt man:

(2) M@ Mm@ et o W
= €av |3~ €v 16 €afB |u— €u 18 €af v — 2 € loe,0 18t €ap |v €

S RNCY (1)
) oy |8 PR

— 9 2P €uv a)g +

o 4 v &’ 15 €7}, L ew €ap y €

t €av [ € |3 2 2
1) (1) (1) @) 1) () (1) (1) g

+ €0’ €, 18yt € €n” la|gt €’ €,” 1Blut € e’ a3~ P e(a,)g luly T
(1) (1)

ofB Iy (2) (2)
€ Nuv €ap (2) o o a
r ) v +2 €pv |a‘ —2 €u |a\u_2 € lalp =0

_|_

Dies stellt die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in zweiter Ordnung dar.

9 5+

(6.3)

Benutzt man nun bei dem 6(;,)3 thTerm die erste Ordnung der Higgsfeldgleichung und addiert den

Divergenzterm Au,,,,“’, so erhélt man die zweite Ordnung des Ricci-Tensor in Einsteineichung und

somit die Einsteingleichung des materiefreien Fall in zweiter Ordnung;:

@ @ Y @
H nv =H (pv) + A;u/a' = v Rp.u: 0

(6.4)
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6.5 Der kanonische EIST des Higgsfeldes

Der symmetrisierte kanonische EIST des Higgsfeldes besitzt bei unserer Parameterwahl (6.1) folgende
Gestalt:

(2 02 o ol €517
T(HV) (7) = ? (—6,,045 €apB|p _Eualﬁ €afBlv +€a,3|# gaﬁly _ % +77/-H/6aﬁ|7 Ea’YW
Daraus ergibt sich die folgende Grofe:

2 1 @2 v2
Towy D=5 T @ = 5 (=6 cantu =™ caply + canlu e’

Um diesen Ausdruck als Quelle der Dynamik der angeregten Higgsfelder in zweiter Ordnung zu erhal-
ten, schreiben wir die Gleichung (6.4) um, benutzen die erste Ordnung und die Forderungen (4.10):

S RN ny

(1) (1) i oy ay |8
o (1) (1) 1o Nuv €a"7 |3 €7 Muv €af |y €
?euﬁ\ eal’lﬁl‘i'? fuvl 50/8|,61+ [z ] v 4 e 27 _
2} i 4} 4}
(1) 1) () (1) (@) 1) (@)
_? € ﬂGHV \QWJ_'_EO‘ €p ‘Bll;_'_fu GN/B ‘D‘WJ_'_EO‘ﬂ €, Wl‘i_'_ (6.5)
{1} {3} {2} {3}

(1) (1)5 (123 () @ o (2) (2) 1 o
6" 6 jagpt€a” Muv €7 g1yt € ol = 6" faly = € Jaju + o Aue T =

{2} {4}
(1) (1) (1) (1) (1)
1) o (1) o 1) (1) o (1) o
=€qp € s ||vt €Ev 16 €af |ut €p 16 €af v €ap |v € s B~ €av |u € A I

Die markierten Terme kann man als Divergenzen schreiben, wobei beim Term {3} ein Zusatzterm
auftritt, der die beiden letzten Terme der rechten Seite der Gleichung (6.5) kompensiert. Beim Term
{4} wird die Symmetrie der Tensoren ausgenutzt:

1) (1) 1 @ (1) (1)
o €My =5 e’ | €T it T apy

Die Gleichung (6.5) schreibt sich somit:

2) (1) 1) @ 1) () (1) (1) (1) (@)
<H(S v “) = |2 P e(;l la — €’ €,% n— €’ € — " €#ﬂ la — € e’ la —
| _— Y\ Y Y
{1} {3} {3} {2} {2}
1 (i) (1) O] (;) 2) (2) (2) 1
_5 € g Nuv fa'y Iy — 5 €’ Nuv € o v = €pv ‘/8"' f/.L/B \u'f‘ 61//8 I + ;A/,wﬁ = (66)
{4} {4} 15

_ o
=€ap |u € lv— €v €ap |u— €n €af v = v

(1) (1);,) 1), S ), B L2 ( (=) () 1. >
2 2
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Definiert man sich die Grofle

1)) (1)5 (1) (1 @) (1)5 (1) 1 (@

- BN,,ﬁ = 2 ¢P P S e I Il T e’ la — (6.7)
v
1 (i) (1) 1 (1)04 (;)
5 € 7 Nuv fa’y 2 5 €’ Nuv € 7 Iy
so schreibt sich Gleichung (6.6) wie folgt:
(2) (2)
(2) 1 2 @ 1@
<€NV 1B _ fuﬁ lv— 6,/6 e — ; (AMV/B + Bﬂllﬁ)> = v—2 (T(I“’) (’7) — 5 T (’}/) Nuv (68)
]
wobei: A/-“’ﬁ = A#[,,g] N B,,Wﬁ = B(#u)ﬁ ; A/,w,ﬁ‘ﬁ = A(;w)ﬂ‘ﬁ

Aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften 148t der Divergenzterm B, 3 —im Gegensatz zu A,,3 — den
Energie-Erhaltungssatz nicht unbeeinflufit.

Betrachtet man, wie schon in Kapitel (5.4), Gravitations— bzw. Higgsfeldwellen und mittelt die
Feldgleichung (6.8) iiber kleine Raumzeitbereiche, so erhiilt man mit den Eigenschaften (5.15):

4 @ I CI I 2 (& 1@
1)_2 <<T(uu) (’7) > _5 <T (’Y) > 77;“/> = 3 (T(uu) (’7) - 5 T (’7) 77;“/) . (69)

Energieimpuls der Higgs feldwelle

Betrachtet man sich den durch die rechte Seite der Gleichung (6.9) gemittelten Energieimpuls der
Higgsfeldwelle und vergleicht ihn mit den Literaturwerten (siehe [2], S:969) des Energieimpuls von
Gravitationswellen, so sind diese identisch.

Der symmetrische Teil des Energie-Impulstensors des Higgsfeldes ist demnach dem ”grobkérnigem”
EIST des klassischen Gravitationsfeldes gleich und besitzt einen definierten lokalen Wert.



Kapitel 7

Eigenschaften des Divergenzterms

Aol®

7.1 Vorbemerkungen

Wir haben im Kapitel 4 gesehen, daf sich bei geeigneter Parameterwahl (4.21) die Higgsfeldgleichung
(4.16) von der Einsteingleichung (4.18) nur durch den Divergenzterm A,,,!” unterscheiden. In diesem
Kapitel mochte zunéchst zeigen, dafl der Energie-Erhaltungssatz der Higgsfeldgleichung H,, = 0

durch die Addition dieses Divergenzterms nicht verdndert wird.
Im zweiten Unterkapitel werde ich einige mogliche Interpretationen des Divergenzterms diskutieren.

7.2 Invarianz des Energie-Impuls-Erhaltungssatzes unter Ad-
dition des Divergenzterms

Die Higgsfeldgleichung H,, lautet:

H;U/ = H,uu + Auuala
wobei: A},L[I/U] = A;U/cr

Der Divergenzterm besitzt desweiteren die folgenden Eigenschaften:

AHW“"” = AH,,Ul"“’ :Partielle Ableitungen kommutieren

A,“,,,‘”"’ = —AW,,lal" :Eigenschaft der Antisymmetrie ausgeniitzt

- A/.walaly =0
Somit gilt fiir den Erhaltungssatz:

H," = Mo+ A,
———r-

Der Divergenzterm hat demnach keine Auswirkungen auf den Energie-Impuls-Erhaltungssatzes.
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7.3 Interpretation des Divergenzterms

In diesem Unterkapitel werden mogliche Erklarungsversuche der durch den Divergenzterm auftreten-
den Unterschiede der Einsteingleichung mit der Higgsfeldgleichung diskutiert. Welche der im folgenden
skizierten Effekte fiir das Auftreten des Divergenzterms verantwortlich ist, konnte leider aufgrund der
begrenzten Dauer der Diplomarbeit nicht entschieden werden. Die im folgenden auftretenden Punkte
besitzen deshalb spekulativen Charakter und sollten in weiteren Arbeiten niher betrachtet werden.

7.3.1 Torsionseffekte

Verallgemeinert man die Riemannsche Geometrie, indem man mogliche Torsionseffekte der Raumzeit—
Struktur beriicksichtigt (siehe: [21]) so mufl man zu allgemeinen Konnektionen

Th, = Ih, —Ku®
Ty, : Verallgemeinerte Konnektionen
I, + Christoffel Symbole
K,,* : Kontorsionstensor KH[,,“] =K,.°

iibergehen.

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Kontorsionstensors gelten die folgenden Folgerungen:
K.*=0 , Ku",=0 . (7.1)
Betrachtet man sich nun den mit den verallgemeinerten Konnektionen 1", gebildeten Riccitensor

*RI“/ — *Fa

pv o

* * 6] * e
— T+ T, Tog —"T0,Tos (7.2)

paclv

und benutzt die Eigenschaft (7.1), so schreibt sich die Einsteingleichung fiir den materiefreien Fall mit
Torsion wie folgt:

* _ a a - lov a s * 3 a
R/-W = FHV‘Q —Fua‘y - IXH,,Q +THV Taﬂ_ F#a *]‘—‘V,B =0
Glied ohne Torsion  Torsionsbeitrag Gemischte Glieder

Betrachtet man sich nun nochmals die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung

(2) (2) @ 3
H(p.t/) = H;.w _A/.u/al :R;.w _A/.u/al =0 )

so ist folgendes zu bemerken.

Da der Divergenzterm Au,,a‘o‘ von seiner Struktur und Symmetrie her die gleichen Eigenschaften wie
die in "Ry, auftretende Divergenz des Kontorsionstensors K, hat, kann man vermuten, daf die
Higgsfeldgleichung H,,) anscheinend eine Raumzeit—Struktur bildet, die einen nicht Riemannschen
Torsionsanteil beinhaltet. Der Divergenzterm AWCJ“ wire demnach als eine torsionsbedingte Ab-
weichung der Higgsfeldgleichung von einer rein Riemannschen Raumzeit—Stuktur zu deuten. Diese
Vermutung kénnte man formal wie folgt schreiben:

* =
R/,w = H/,w ) A/.Wa = IX/,wa
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7.3.2 Quantentheoretische Formulierung der SET

Wir hatten in Kapitel 5.4 gesehen, dafl wenn man das Gravitationsfeld in Wellenform beschreibt man
auf eine physikalische Interpretation der in den Feldgleichungen auftretenden Divergenzterme gefiihrt
wird: Der Divergenzterm AWQ‘O‘ stellt Fluktuationen der Gravitationswelle in kleinen Raumzeit—
Gebieten dar, die zum Energie-Erhaltungssatz nicht beitragen.

Es wire nun interessant zu betrachten, welchen Stellenwert den Divergenztermen bei einer quanten-
theoretischen Formulierung der SET zukommt, und wie sie sich unter quantenmechanischer Mittelung
verhalten bzw. ob sie Einflul auf definierte Erwartungswerte haben.

7.3.3 Korrekturen zum EIST des Higgsfeldes durch Superpotentiale

Der kanonische EIST des elektromagnetischen Feldes ist nicht symmetrisch und unvollstindig, da er
Spin—Einfliile des Fedes nicht beriicksichtigt. Durch das Hinzufiigen eines antisymmetrischen Super-
potentials EH,,QM ist es jedoch moglich ihn zu symmetrisieren und fehlende Spinanteile zu beriick-
sichtigen. Der durch diesen Vorgang entstehende EIST tritt als Quelle des Gravitationsfeldes in der
Einsteingleichung auf und man nennt ihn den metrischen EIST des elektromagnetischen Feldes.

Man kénnte nun die Higgsfeldgleichung #,,,, nicht durch direkte Symmetriesierung (H,,) symmetrie-
sieren, sondern ihr ein Superpotential der Struktur des A#,,a‘afTerm hinzufiigen. Physikalisch wiirde
das nun — in Analogie zum elektromagnetischen Fall — bedeuten, daf} als selbstwechselwirkende Quelle
des Higgsfeldes nicht der direkt symmetrisierte kanonische EIST des Higgsfeldes erscheint, sondern
der durch ein Superpotential symmetriesierte ”metrische” EIST. Dies wiirde nun bedeuten, dafl im
kanonischen EIST des Higgsfeldes gewisse ”Spin—#ihnliche” Anteile der angeregten Higgsfelder fehlen,
die man ”per Hand” hinzufiigen mu8.



Kapitel 8

Nichtlineare Erweiterung
(Raumzeit mit Materie)

8.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wird die Einschrinkung ein System ohne Materie zu betrachten aufgeben. Exem-
plarisch werden massive Fermionen in einem System mit Gravitations— bzw. Higgsfeld betrachtet.
Dabei wird ein Blick auf die klassische Formulierung der Gravitationsankopplung an fermionische
Materie geworfen. Da die klassische Formulierung — um Inkonsistenzen zu vermeiden — ebenfalls zu
raumzeitabhiingigen Diracmatrizen iibergehen muf}, ist eine strenge Nomenklatur erforderlich, denn
sonst wird eine formale Trennung beider Theorien unmoglich. Die zusétzlich erforderlichen Symbole
sind im ”Verzeichnis der verwendeten Symbole” zusammengefafit.

Nach Behandlung der ersten und zweiten Ordnung der klassischen Gleichungen werden die beiden
Ordnungen der Higgsfeldgleichung berechnet.

Ein Vergleich wird zeigen, dafl die linearen Gleichungen beider Theorien identisch sind. Die quadra-
tischen Ordnungen sind von ihrer Struktur her gleich, koppeln jedoch mit unterschiedlichen Gewich-
tungsfaktoren an die fermionische Materie an.

8.2 Klassische Formulierung mit fermionischer Materie

Zunichst soll dargelegt werden, wie man bei einer ”klassischen® ” Betrachtung des Systems die Wech-
selwirkung der fermionischen Felder mit einer gekriimmten Raumzeit zu beschreiben hat.

Wir sind also einerseits an der Bewegungsgleichung der Fermionen (Diracgleichung) in gekriimm-
ter Raumzeit interessiert und andererseits wird quantitativ die durch die Fermionen hervorgerufene
Raumzeit—Kriimmung beschrieben werden.

Die Lagrangedichte eines massiven fermionischen Teilchens in einer flachen Raumzeit ist gegeben
durch:

Ly =

{E T — Py v“w} — myp

N | =

Mochte man diese Lagrangedichte in einer gekriimmten Raumzeit, allgemein-relativistisch kovariant
formulieren, so sind die folgenden Korrekturen nétig (siehe [9]):

IKlassisch hier wieder im Sinne von ”nicht Spin-Eichtheoretisch”.
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e Durch den Ubergang von einer flachen Minkowski-Metrik Nuv = Y(u"Vv) Zu einer gekriimmten Me-
trik g, ist es auch in der Einsteinschen Theorie nétig, zu verallgemeinerten, raumzeitabhéngigen
4-Matrizen iiberzugehen, die die Antikommutatorbeziehung g,., = 9,9, erfiillen.

e Man muf} die spinoriellen, partiellen Ableitungen in allgemein-relativistische kovariante Ablei-
tungen umschreiben:

Vi = VY = Y+ Tt

1 . . -
Tp=Tua” = Ze)" a1 a% 1”747 =) 7 a"
Ak LB Veralgemeinerte y-Matrizen in der klassischen Gravitationstheorie
', : Ricci-Rotationskoeffizienten

e’ : Tetradenfelder
(¢) : Indizes im lokalen Minkowski-Tangentialraum
e)||la = Mit Christoffel-Symbolen gebildete
kovariante Ableitung der Tetrade

e Zur Bildung der adjungierten Spinoren 1) ist es erforderlich eine raumzeitabhiingige hermitesie-
rende Matrix ( einzufiihren:

Y oi= (g
Die allgemein-relativistisch kovariant formulierte fermionische Lagrangedichte schreibt sich somit:

K‘CM —

(P30 =B 0} =i (8.1)

N | =

Die Bewegungsgleichungen der Fermionen ergeben sich wie gewohnlich durch die Euler-Lagrangegleichungen
in bezug auf den Spinor ¢ bzw. adjungierten Spinor ):

Z"Ay“d)HH—mi/JZO wobei: ’WNHHZO . (8.2)

Bildet man den kanonischen EIST dieser Lagrangedichte und symmetrisiert diesen, so entspricht er
dem metrischen EIST, der als fermionische Gravitationsquelle in der Einsteingleichung erscheint; er
lautet:

KT, (0) = %{Mywm—%m@w} : (8.3)

Mit Hilfe der Diracgleichung (8.2) kann man zeigen, daf die fermionische Lagrangedichte (8.1) gleich
Null ist, so daf} sich der folgende Ausdruck fiir den Energie-Impuls—Skalar ergibt:

T(@w) = myd . (8.4)

Die Einsteingleichung eines Systems mit fermionischer Materie lautet somit:

K
RF”’ = —87I'G <KT/,W (1/)) - Tz(w) 77/.u/> . (85)
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Wie bei den j5-Higgsfeldern kann man aufgrund der Hermitezitét/Antihermitezitit der 4—Matrizen
diese nach den gewohnlichen Diracmatrizen v* entwickeln:

L L (1) L (2) 13 o
e = <77(a>‘+ o) "+ 1 (o) “) , At = e

Berechnet man die einzelnen Ordnungen des fermionischen Energie-Impulstensors (8.3), so erhilt

man:2

(0) L (— —
“Tuv@) = 5 {P90%m — v}

(1) | (— — 1)
KT ,() = % {¢ Y — V(ju V(J)w} [ () v)

(2) | (— — 2)
“Tu@) = {70 =} Ty

Entwickelt man die Einsteingleichung (8.5) nach Ordnungen, so erhilt man in linearer Niherung:

(1) (o) KT 1/}
R;“/ = 871G KTH V(w) _ % Nuw . (86)
Die zweite Ordnung besitzt folgende Gestalt:
@ £ 1 W P I R CUR
Ruw = —81G | T, ,() - S| T W) M+ T @) by +5T* (V) B op M 8.7)

(8.4)— =0

Benutzt man in dieser Gleichung auf der linken Seite (siehe 4.19) die erste Ordnung

GO (1) (1) (0) &7 ()

€uv |o 7 = fuo— lo|v +e° |o|p +8nG KTu V(w) - B Nuv ) (88)

so entsteht formal ein zusétzlicher Energie-Impulsbeitrag, der, wenn man ihn auf die rechte Seite
bringt wie folgt aussieht:

(2) (1) 1 (0) (1) (0) (1)
Rp.ll = —8rG (KTH V(w) - 5 (K T (w) huu +KTCY5 (w) Ea,@ Npv _689)
——

Erste Ordnung verwandt

(o) (1)
- ?WG KT(;L (1/}) € av)

v

Durch erste Ordnung entstanden

2Da hier der klassische Limes interessiert, und die Ricci-Rotationskoeffizienten nur an die Spin-Freiheitsgrade der Fer-
mionen koppeln kann man die kovarianten spinoriellen Ableitungen in diesem Fall in partielle Ableitungen umschreiben.
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Um Widerspriiche in der Definition der Tetrade zu vermeiden, mufl man auf der klassischen Seite den
folgenden Zusammenhang beachten:

(1) (1) l((;;“_

loyn== €@ u

Verwendet man diese Eigenschaft in Gleichung (8.9), so heben sich einige Terme auf:?

(2) 1 /(. (1) © (1)
R/.U/ = 8rG (5 (K T (1/1) hul/ +I6I' § (w) haﬂ Nuv . (810)

Erste Ordnung verwandt

Setzt man die Koeffizienten der Metrik (B = —2) ein, so erhélt man
(2) (0) (1) © (1)
R = -81G (K T (%) €y +5T° (V) €ap nuw | - (8.11)
~—

Erste Ordnung verwandt

8.3 Higgsfeldgleichung im materiebehafteten Raum

Zu der verallgemeinerten Higgsfeld-Lagrangedichte (6.2) wird nun die fermionische Lagrangedichte
Ly addiert, und somit das betrachtete System um diese erweitert,

Lo = L+Ly
L = 5{03"Dub - (D) 70} - k7" 3

Wieder ergibt sich die Higgsfeldgleichung HHA B = 0 durch die Euler-Lagrangegleichungen nach den
verallgemeinerten 7* 4 Z-Matrizen. Durch Multiplikation mit 7, 4” und Spurbildung erhilt man die
Higgsfeldgleichung in der Form H,, = 0.

Der fermionische symmetrisch—kanonische Energie-Impulstensor lautet wie folgt:

HTuu(w) = % (E ”?(V D/.L) Y+ (D(/.L ?ﬁ) ”?I/) w)

Mit Hilfe der Diracgleichung (3.8) erhélt man den zugehorigen Energie-Impuls Skalar:

A =PT, ) = ko = mipy

3Man beachte, daf in nullter Niherung beide Arten von Indizes ((0), w) gleich zu behandeln sind, und somit Unter-
schiede, die durch Heben und Senken der Indizes entstehen, immer eine Ordnung hoher rutschen.
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8.3.1 Linearisierte Feldgleichungen

Nach Bildung des Niederenergie-Limes und Symmetriebrechung ordnet man die Gleichung nach Ord-
nungen in den Anregungsfeldern.

(1)
Die linearisierte, symmetrisierte Higgsfeldgleichung H (,,)(7,%) = 0 ist von der folgenden Struktur:

(N 2
siehe (4.11)

(o)
(1) (1) (o) H
H (pv) (5/7"/)) = H (pv) (’?) - (HT 1% I/(w) - M n/“’) =0

(o) P -
HT# u(¢) = % (¢ Yw ?ﬁm) + (w(W) Tv) ?ﬁ) =
, [(— —_— (o)
= % <% (wD V(v (?/)D)m) + (wD)(ht Yv) Yp )) = % (HT/.L I/(/(/)D)>
M W) = kB =2 minen) = 2 (M (wn)

(1)
Multipliziert man die Higgsfeldgleichung H (,,)(5,%) = 0 mit 1 und bringt die fermionische Quelle
des Higgsfeldes auf die rechte Seite der Gleichung, so ergibt sich:

(o)
1@ 4 (o) H
“Hum® = (Hm (D) wn) . (s.12)

8.3.2 Feldgleichungen zweiter Ordnung

(2)
Der symmetrische Teil der quadratischen Ordnung der Higgsfeldgleichung H (,,)(7,%) = 0 lautet:

@ @ 4 (1H) 1)
H (pv) (’Yﬂﬁ) = H (pv) ('7) +- <§ T (wD)) Cuv= 0
—_——

siehe (6.3)

Wie im materiefreien Fall wird nun zu dieser Gleichung der antisymmetrische Divergenzterm AW,,|"
(siehe (4.17)) addiert. Dadurch erhiilt man eine Higgsfeldgleichung der folgenden Form:

(2) 4 (1H()
Huw®) = - <5 T (%)) e(i)u : (8.13)

Benutzt man in dieser Gleichung die erste Ordnung

(o)
W, (1), (1) 4 | o T ()
€pv |a| = € lolv T €& ot 02 HT;L v(¥) = —5— Npv ) (8.14)

so erhilt man auf der rechten Seite der Gleichung (8.13) Zusatzterme. Die Gleichung (8.13) schreibt
sich dann:

@ 1@ 41 (40 1) (o) @)
Fom s Bl = =53 (HT (D) b +7T0p (@) | . (815)

[\ ~
v

stehe (4.20)
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8.4 Vergleich

Im folgenden vergleichen wir die berechnete Higgsfeldgleichung mit der Einsteingleichung in erster
und zweiter Ordnung fiir ein System mit fermionischer Materie.

8.4.1 Linearisierte Feldgleichungen

Vergleicht man die linearen Gleichungen (8.6) und (8.12) miteinander, so sind diese gleich, falls man
folgendes beriicksichtigt:

e Zwischen der Gravitationskonstante G und dem symmetriebrechenden Parameter v muf} der
folgende Zusammenhang bestehen:* 27G = vl
(0)
e Die definierte Grofie 7, ,(¢) muB der nullten Ordnung des fermionischen, metrischen EIST’s
KT, () der Einsteinschen Gravitationstheorie entsprechen.

(o) (o)
e Die Spur von 7, , (1)) muB gleich der definierten Grofe #7 (¢) sein.

Betrachtet man sich die nullten Ordnungen der Energie-Impulstensoren, so sind alle drei Punkte
erfiillt

8.4.2 Feldgleichungen zweiter Ordnung

Vergleicht man die Feldgleichungen (8.11) und (8.15) der zweiten Ordnung und verwendet den Zu-
sammenhang des Parameters v mit der Gravitationskonstanten G so erkennt man, daf3 die beiden
Gleichungen von ihrer Struktur her identisch sind; Abweichungen bestehen jedoch in der Stirke der
Ankopplung an die fermionische Materie. Die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft koppelt im Ver-
gleich mit dem klassischen Gravitationsfeld in zweiter Ordnung nur halb so stark an die Fermionen.
Die Ursache dieser Abweichung konnte in einer Torsionseigenschaft des Higgsfeldes liegen.

4Man beachte bei dem positiven Vorzeichen, daf in R, der Parameter B = —2 eingeht.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde in dieser Arbeit gezeigt, dafl es moglich ist, die der Spin—Eichtheorie zugrundeliegende
Lagrangedichte so zu verallgemeinern, daf die aus ihr folgende Higgsfeldgleichung eine gravitati-
onsdhnliche Wechselwirkung enthélt. Der symmetrische Teil des kanonische Energie-Impulstensors
des Higgsfeldes tritt als Quelle der symmetrischen Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in
Erscheinung.

Ein Vergleich der zweiten Ordnung des symmetrischen Teils der Higgsfeldgleichung mit der zweiten
Ordnung der Einsteingleichung im materiefreien Fall zeigt, daf$ beide bis auf einen antisymmetrischen
Divergenzterm Au,,a‘o‘, der den Energie-Impuls—Erhaltungssatz nicht beeinflufit, {ibereinstimmen.
Geht man, wegen der Nichtlokalitit des EIST’s des Gravitationsfeldes, auf der Seite der klassischen
Beschreibung zu einem grobkoérnigen EIST iiber, so stimmt dieser mit dem EIST des Higgsfeldes
iiberein. Sieht man von in kleinen Raumzeitvolumen stark fluktuierenden Termen ab, so sind die
Differentialgleichungen von Gravitations— und Higgsfeldwellen bis zur zweiten Ordnung identisch.
Betrachtet man eine Raumzeit mit fermionischer Materie, so stimmt die erste Ordnung der Feldglei-
chungen ebenfalls iiberein. Die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung koppelt halb so stark an die
fermionische Materie wie es die klassische Gleichung in zweiter Ordnung tut, was auf zusétzliche Spi-
nanteile der Higgsfelder zuriickzufiihren ist.

Die Arbeit hat damit gezeigt, daf§ die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft die Eigenschaften ei-
ner gravitativen Wechselwirkung besitzt. Daraus ergibt sich, daB nun folgende Punkte interessant
sind:

e Die in dieser Arbeit nicht betrachteten antisymmetrischen Anteile der Higgsfeldgleichung soll-
ten auf ihre physikalische Relevanz untersucht werden, um eventuell entstehende Torsions- und
Nichtmetrizitéitsanteile aufzuzeigen.

e Die durch den Divergenzterm auftretenden Unterschiede der zweiten Ordnung der Spin—Eichtheorie
mit der klassischen Theorie sollten genauer untersucht werden, um mégliche mefbare Unter-
schiede offen zu legen und die Interpretation des AH,,U“LTerms zu klédren.

e Die in der Spin—Eichtheorie mégliche mikroskopische Betrachtungsweise sollte man quantentheo-
retisch formulieren und alle der Spin—Eichtheorie eigenen Felder quantisieren.

e Der in dieser Arbeit betrachtete Iso—skalare Fall sollte Iso—vektoriell verallgemeinert werden, um
so eine Vereinheitlichung mit den anderen drei Wechselwirkungen zu ermoglichen.
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Anhang A

Forderungen an die
Higgs- Anregungsfelder und die
Metrik

A.1 Vorbemerkungen

In diesem Anhang werden die Forderungen (4.10), die an die ersten und zweiten Ordnungen der
angeregten Higgsfelder bzw. an die ersten und zweiten Abweichungen von der flachen Minkowski—
Metrik gestellt werden, begriindet.

Auf der Seite der klassischen Formulierung wird gezeigt werden, dafl diese Forderungen durch die
Einsteineichung mit einer weiteren Zusatzbedingung erhalten werden.

Bei den Einschréankungen der angeregten Higgsfelder soll eine Begriindung vorstellt werden, die sich
aus einer Konsistenzforderung der Eigenschaften der effektiven Metrik ¢g#* ergibt. Es bleibt jedoch
zu hoffen, daf sich die Forderungen der zweiten Ordnung — wie im linearen Fall — aus dem Energie—
Impuls-Erhaltungssatz angewandt auf die Higgsfeldgleichung ergeben und somit direkt mittels der
Feldgleichungen ableitbar sind.

A.2 Folgerungen aus der Einsteinschen Eichbedingung

Da die Feldgleichungen der allgemeinen Relativitédtstheorie sich invariant unter Koordinatentransfor-
mationen verhalten ist es moglich, weitere Forderungen an die Metrik g"*” zu stellen, ohne daf sich der
physikalische Gehalt der Feldgleichungen #ndert. Benutzt man die Einsteineichung det(¢g"”) = —1, so
gelten die folgenden Forderungen an die Metrik:

(1) (2)
det(g") = —1 mit: g*¥ = "+ A" + h*Y

© @ @
— det(¢")=f + f+ f +..=-1
(0)
f=-1
v O oMo (1)
f:_hll +h22 +h33 +h44—> hMMZO
@) O T ¢ S ¢ S ¢ DR ¢D R ¢ N ¢V S ¢ N €D RN D RN €D RN A
f: _(hlz)z_(h13)z_(h14)2+h11 hZZ +(h23)2+(h24)2+h11 h33 _hZZ h33 +(h34)2+

n (1 (@) (1 (1) (2) (2) (2) (2)
+h11h44—h22h44—h33h44 + _hll +h22 +h33 +h44

ol
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1 (1) 1 @) ()

2
— 5 (hli M) - h/,tozhl'ta + h/,t k=0

(1) (1) (2)
Fordert man nun als weitere Eichbedingung h,qh**= 0, oder nimmt an, daf sich h,#* nur aus Pro-

(2 (1) (1
dukten der ersten Ordnung zusammensetzt h” #~h" .h*® 1, so vereinfachen sich die Forderungen der

Einsteineichung in zweiter Ordnung:

Durch Differentiation der ersten Folgerung kann man zwei weitere Bedingungen erhalten:

1 (@ 1y @ (EORNNEY! 1y @ 1 @
hu,,h‘“/ :hﬂ,,|ahy'u+hﬂ,,hy’u|a:2 hH,,|ahV’u:0—> hu,,‘ah”“zo (AZ)
|e
1 @ (1) (1) (1) (1)
huviah”" ) =0—=" huyjah"" 5= = huyja g h""
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A.3 Forderungen an die Higgs—Anregungsfelder

In der Arbeit von Hitzer (siehe [5], S:65) werden die linearen Forderungen an die angeregten Higgsfelder
aus dem Energie-Impuls—Erhaltungssatz abgeleitet. Hier soll eine weitere Begriindung vorschlagen
werden, bei der die Forderungen an die angeregten Higgsfelder durch Nebenbedingungen aus der
effektiven Metrik folgen. Wir nehmen an, daf die effektive Metrik g#" in folgender Weise durch die
J—Matrizen ausdriickbar sei:

e_ v : c v 4 ~~U
¢ = 9= S u() (A.3)

Obwohl in der Spin—Eichtheorie alle Indizes mit der Minkowski-Metrik gehoben und gesenkt werden,
wirkt die Raumzeit durch die Wechselwirkung der angeregten Higgsfelder so, als ob sie gekriimmt sei.
Da diese anscheinend gekriimmte Raumzeit durch die effektive Metrik ¢g*” beschrieben werden soll,
muf diese auch gewisse Eigenschaften einer Metrik besitzen, die man durch Nebenbedingungen in die
Theorie einbringen kénnte. Die effektive Metrik sollte die folgende Eigenschaft besitzen:

e uv e !

9" g = 4 . (A.4)

Man kann diese Eigenschaft der effektiven Metrik einerseits dadurch gewihrleisten, dafl man sich eine
kontravariante Metrik definiert, deren einzelne Ordnungen sich von ihrer kovarianten Form in einer
solchen Weise unterscheiden, dafl diese Forderung erfiillt ist. Geht man nach dieser Weise vor, so
impliziert man, dafl Indizes mit der effektiven Metrik gehoben und gesenkt werden. Mo&chte man
die Beschreibung jedoch weiter in der flachen Raumzeit formulieren, so hat man — wie im folgenden
gezeigt wird — Einschrédnkungen an die angeregten Higgsfelder zu formulieren.

Setzt man (A.3) in Gleichung (A.4) ein, entwickelt die ¥—Matrizen um ihren Grundzustand und gliedert
die einzelnen Ordnungen, so erhélt man:

IDiese weitere Forderung wird ebenfalls durch die Bedingungen (4.13) und (4.9) nahegelegt.
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I (VRN ) :

GG = 4+4 e +6 e +4 e+ =4

(1) 1) (1) (2)
— =0, 6 eun +4¢€,'=0

Fordert man nun desweiteren, daf} folgendes gilt:

(2) (1) (1)

ev P’nyafua ,

so erhiilt man die Forderungen (4.10).
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Anhang B

Definition einer effektiven Metrik

In diesem Anhang wird die in [5] formulierte Definition einer effektiven Metrik auf nichtlineare Ordnun-
gen verallgemeinert. Wie in dieser Arbeit wird die effektive Metrik iiber die Massenschalenbedingung
definiert, die man aus der iterierten Dirac-Gleichung im niedersten WKB-Limes erhilt.

Betrachtet man den klassischen Limes und vernachlifligt die Eichbosonen, so lautet die Dirac-Gleichung;:
- i mo_, .
l"Y" 1/)‘”+§’7u|#1/)— Z’V”’V/.L"/’ZO . (B].)

0)
Nun wird die Symmetrie gebrochen, indem den y-Matrizen der Grundzustand 7, zugewiesen wird.
Man kann die Dirac-Gleichung dann wie folgt umformulieren:

(1 @ (1)
1
o ane® | g =0 (B2)

~ v

bis 2.0rdnung

) (1) 1 (D (2) 1 (2 OS]
mit: D, =0+ €, 0, + B € ply + € 0y + 5 € uly 5 €=t

~

YDy —m [ 1+

bis 2.0rdnung

Iteriert man die verallgemeinerte Dirac-Gleichung (B.2) und verwendet den folgenden WKB-Ansatz
des fermionischen Dirac-Spinors:

- = (n) = (n)
Y o= O mit: 0= OK , W=Y Wi,
n=0 n=0
so erhélt man im niedrigsten WKB-Limes die folgende Gleichung:
() 1o 4 DO
HY 2 W) 42 el Hoeyr (0) (0)
Nt +2e +2€ + et're W B —m2=0 (B.3)

2 (1) ‘H
1 O 00

Korrekt bis 2.0rdnung

(0)
Interpretiert man 17|, als den klassischen Limes des kanonischen Vierer-Impulses p, unseres betrach-
teten quantenmechanischen Teilchens, so hat die Gleichung (B.3) die Struktur einer Massenschalen-
bedingung:
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i

G pupy —m® =0

() 4o ) 4 D

N oY + 2 e\ 42 W) + et e

o= L @ 0 o8 o 4
I+ € + €+ ¢ +3e€a

Korrekt bis 2.0rdnung

Man kann Gleichung (B.4) als die Definition einer fiir alle Teilchen erscheinenden effektiven Metrik
€g"” ansehen. Die angeregten Higgsfelder wirken, im klassischen Limes in einer solchen Weise auf das
Teilchen ein, dafl es einem Beobachter erscheint, als ob die Raumzeit gekriimmt wére.

Stellen wir einige weitere Forderungen an die angeregten Higgsfelder, nidmlich die Forderungen, die
aus Anhang A folgen, so vereinfacht sich die effektive Metrik %*":

(1) (2) (1) (1)
dg;u/ — 77}“’ +2 e(l“’) +2 6(“") + EHTGVT - (BS)

Es 148t sich nun folgendes bemerken:

e Verallgemeinert man Gleichung (B.5) auf hohere Ordnungen, so kann man die effektive Metrik
als Antikommutator der Higgsfelder schreiben:

4 SRV
dguv  —  cquv ::U_Qtr(’yﬁ,y) . (B.6)

e Der Vergleich einer Metrik g*¥ des Riemann-Raums mit der effektiven Metrik %* ist machbar,
falls man die Metrik ¢g"” um die Minkowski-Metrik n*” entwickelt (siehe (4.12)). Man findet
dann einen Zusammenhang zwischen angeregten Higgsfeldern e*” und den Abweichungen von
der Minkowski-Metrik:

(1) (2)
g/.u/ — n/.u/+ hHv + hHv

L ! (1) (1) (2) 2) ) )
g/.u/ = g/.u/ _ =19 6(/.u/) , =19 6(/.u/) +e /.L evT

= A:2 y 022 y D:].

e Am anschaulichsten wird der Vergleich der Riemann-Metrik g/ mit der effektiven Metrik %",
wenn man die Tetraden-Formulierung der Metrik ¢# im Riemann-Raum benutzt (siehe [1]):
g = e“(”)e(,,)" = e elP)v No)(p) - e*?) : Tetrade

und die effektive Metrik %" wie folgt formuliert:

dg/.w — cg/.u/ — % tr(ﬁ/uﬁ/u) — % kuakuﬁ ’Ya’}/ﬁ — ]'_S kuakuﬁ naﬁ — ]'_S k/.takua

v v v v
(1) (2)

mit: Kty =0 o+ €'e +e'a +...
Die so definierten Groflen k*, sind den Tetradenfeldern e () der klassischen Gravitationstheorie
dquivalent, wobei ein wichtiger Unterschied hier noch angemerkt sei:
Die Tetraden e*(?) beschreiben anschaulich den Ubergang von einer flachen Raumzeit 7(?)(®)
in eine gekriimmte Raumzeit g*”, und halten sich doch selbst eigentlich zwischen diesen beiden
Raumzeiten auf, was dadurch zum Ausdruck kommt, daf§ der Index () mit 7)) rauf gezogen

wird, der Index , dagegen mit g"”. Die Grofle k*, hilt sich jedoch voll im flachen Raum auf,
da es in der Spin-Eichtheorie nur diesen gibt.



Anhang C

Graphischer Vergleich:
Spin-Eichtheorie<»Einsteinschen
Theorie

C.1 Vorwort

In diesem Anhang wird eine graphische Veranschaulichung der klassischen Gravitationstheorie mit der
Spin—Eichtheorie vorgestellt. Es sollen hierbei keine neuen Ergebnisse erzielt werden, sondern ledig-
lich eine mogliche Sichtweise der Unterschiede beider Theorien aufgezeigt werden. Da das Folgende
moglichst allgemeinverstidndlich gehalten ist, treten an einigen stellen beabsichtigte Vereinfachungen
auf.

C.2 Die klassische Gravitation

Die klassische Gravitation, beschrieben durch die Einsteinsche Theorie, ist eine geometrische Theorie
der Raumzeit. Betrachtet man z.B. eine materie und gravitationsfeldfreie Raumzeit, so ist diese flach
und kann durch die Minkowski-Metrik 7,, beschrieben werden. Die Flachheit der Raumzeit wird
einem Beobachter eines massiven Probeteilchens dadurch sichtbar, dafl keine Gravitationskraft auf
dieses Teilchen einwirkt, d.h. daf} seine Raumzeit-Kurve bleibt unbeeinfluflt.

Raumzeit-Kurve
eines massiven
Probeteilchens

flache Raumzeit
Nypv

Formal ist die Minkowski-Metrik 17,,,, eine mogliche Losung der Einsteingleichung R,,,, = 0 des materie-
freien Raumes. Die Einsteingleichung ergibt sich ihrerseits aus einer Variation des Wirkungsintegrals
der Lagrangedichte £ = \/—g R.

Bringt man nun ein massives Objekt in das System ein, so mufl man zur Lagrangedichte £ einen
Zusatzterm Lps addieren, der sich dann in der Einsteingleichung als Energie-Impuls-Tensor T},,, der
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Materie niederschligt. Dieser Energie-Impuls-Tensor des Materieteilchens tritt nun als Quelle einer
Raumzeit-Kriimmung in Erscheinung. Diese gekriimmte Raumzeit beschreibt man durch eine raum-
zeitabhidngige Riemann-Metrik g,,,,, die man als Losung der Einsteingleichung erhélt. Fragt man sich,
wie sich ein Probeteilchen in dieser gekriimmten Raumzeit verhilt, so wird man auf die Geodétenglei-
chung gefiihrt, die besagt, daf sich Teilchen stets auf den kiirzesten Verbindungsstrecken (extremale
Weltlinie) in dieser gekriimmten vierdimensionalen Raumzeit bewegen.

Geodite des
Probeteilchens

§fV=9(E£R+Luy)d'z=0

— Ry, — %ng =—kTy,

Losung:— gw

Kriimmung erzeugende
asse

Einem Beobachter, der das physikalische Geschehen allein im dreidimensionalen Raum zu beobachten
vermag, erscheint demnach die Wirkung der gekriimmten Raumzeit wie eine effektive Kraft im flachen
Raum.

ININENN| L1

| = ||

Im Raum beobachtete Ll },_
Trajektorie eines Ll | NN |
Probeteilchens

| =
e

C.3 Die Spin-Eichtheorie der Gravitation

Die Spin-FEichtheorie ist, im Gegensatz zur klassischen Formulierung der Gravitation, keine geometri-
sche Theorie. Wie bei allen Eichtheorien liegt auch der Spin-Eichtheorie eine Symmetrieeigenschaft
des betrachteten Systems zugrunde: Teilchen und Antiteilchen verhalten sich in bezug auf eine gravi-
tative Wechselwirkung wie identische Teilchen. Durch diese Invarianzforderung wird man auf raum-
zeitabhéngige Felder 4, gefiihrt, die im folgenden Higgsfelder genannt werden.

Betrachtet man wieder wieder ein materiefreies System, so ist die Lagrangedichte allein gegeben durch
die kinetischen und potentiellen Energiebeitrige des Higgsfeldes. Die Variation des Wirkungsintegrals
ergibt nun die Higgsfeldgleichung H,, = 0, die als Bewegungsgleichung des Higgsfeldes anzusehen
ist. Zeichnet man nun den niedrigsten Energiewert des Higgsfeldes aus und entwickelt das Higgsfeld
um ihn, so bricht man die Symmetrie des Systems. Man kann zeigen, dafl der symmetrische Teil der
spontan gebrochene Higgsfeldgleichung in gewisser Ndherung gleich der Einsteingleichung R,, = 0
ist, wobei die angeregten Higgsfelder den ersten Korrekturen der Metrik entsprechen. Sieht man von

Higgsfeld-Wellen ab und betrachtet nur den Grundzustand 7, des Higgsfeldes, so kénnte man formal

[ [
sagen, dafl durch die spontane Symmetriebrechung die Metrik 7,, =Y(u Vv) der flachen Raumzeit
erzeugt wird.
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Probeteilchen

6 [ Lyde=0

Symmetriebrechung
—

- H,, =0
flache Raumzeit
Nuv =T (1 Vv)

Wie auch zuvor in der Einsteinschen Theorie wiirde sich ein Probeteilchen auf einer geraden Raumzeit-
Linie kréftefrei bewegen.

Mochte man nun ein System mit einem massiven Teilchen beschreiben, so besitzt das Higgsfeld eine
weitere Aufgabe, ndmlich die der Massenerzeugung. Der Grundzustand des Higgsfeldes nach Symme-
triebrechung legt nun nicht nur die flache Struktur der Raumzeit fest, sondern erzeugt desweiteren die
Massen der Teilchen, die in unserem betrachteten System massiv sind. Den angeregten Higgsfeldern

SPIN-EICHTHEORIE—EINSTEINSCHEN THEORIE

kommt dagegen die Aufgabe der Vermittlung der Gravitationskraft zu.

6f(£H+£M)d4CB:0

- H/.u/ = —kK (T/.w - % g/.u/)

Symmetriebrechung Symmetriebrechung

I ¢
ST
NN § |17 /%
angeregte N\ \ | 1,17 A
Higgsfelder i:i §\§§\ § \ ” ;/ ;/5;55//;;;; a-ekt(_)lriﬁ eines
e e

2
"
Z-2
—_——— N LY L gi Al 7=
X D =7 Ay oy,

Die angeregten Higgsfelder vermitteln eine attraktive Kraft auf ein Probeteilchen, dessen Bewegung
dann auf eine gekriimmte Bahn gezwungen wird.

Wie in der klassischen Theorie dargestellt wurde, kann man sich die kriftefreie Bewegung eines Teil-
chens in einer gekriimmten Raumzeit als effektive Kraftwirkung im flachen Raum vorstellen. In der
Spin-Eich-Theorie kann man nun umgekehrt argumentieren: Die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft
erscheint einem vierdimensionalen Beobachter als eine Kriimmung der Raumzeit, die man durch eine
effektive Metrik °g,,, = tr(5,%.) beschreiben kann. Die in der vierdimensionalen Raumzeit beobachtete
Bewegung eines Probeteilchens ist wieder eine Geodéte in dieser gekriimmt erscheinenden Raumzeit.
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Symbole der Spin-Eichtheorie (SET)

Lagrangedichten

L, (1)

L, (XRryoL)

Ly(Xr,¥L)

Matrizen und Higgsfelder

=k aP

I
°L/R

()
Y o

Spinoren

¥,

Gewohnliche fermionische Lagrangedichte

Eichinvariante fermionische Lagrangedichte

Eichinvariante fermionische Lagrangedichte mit Massenterm
Lagrangedichte der Eichfelder der SET

Lagrangedichte des Higgsfeldes ohne Selbstwechselwirkung
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Verallgemeinerte Higgsfeldlagrangedichte mit Selbstwechselwirkung
Lagrangedichte allgemeiner nichtabelscher Eichpotentiale

Fibische Formulierung der Lagrangedichte des elektromagnetischen

Feldes
Gesamte Lagrangedichte des betrachteten Systems
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Pauli-Matrizen
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Grundzustand der 5—Higgsfelder
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Umnormierter Dirac—Spinor

WKB-Ansatz des Dirac—Spinors
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Metrik des Riemann Raums
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Gruppenmetrik der SET

Fermionischer EIST

EIST der Eichbosonen der SET
Elektromagnetischer EIST
EIST des Higgsfeldes

EIST des betrachteten Gesamtsystems

i-te Ordnung des EIST’s nach Symmetriebrechung

Felder, Potentiale und Stréme
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Fuw = £[Dy, D, ]
J— a
Wy = WyaT

Wpo = B/.L
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Eichfelder der SET
Eichpotentiale der SET
Eichboson der schwachen Hyperladung

Allgemeine abelsche oder nichtabelsche Eichpotentiale
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Rechts- und linkshéndige Entwicklung der Higgsfelder um ihren
Grundzustand
k", g/ im makroskopischen Limes

i-te Ordnung der rechts- und linkshiindigen angeregten Higgsfelder
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Symmetrischer Divergenzterm der SET
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Lagrangedichte der ART

Lagrangedichte, die sich aus Lr durch Streichung von Divergenzter-
men ergiebt

Lagrangedichte massiver Fermionen in flacher Raumzeit
Allgemeinrelativistisch kovariant formulierte Lagrangedichte fiir mas-

sive Fermionen
Ricci—Tensor

i-te Ordnung des Ricci—Tensors

Ricci-Tensor gebildet durch eine allgemeine Hintergrundsmetrik
Hintergrundsmetrik

Metrik des Riemann—Raums
i-te Korrektur zur kontravarianten Minkowski—Metrik

i-te Korrektur zur kovarianten Minkowski—-Metrik
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Einstein—-Komplex
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Fermionischer EIST, der sich aus XL, ergibt

EIST-Skalar

i-te Ordnung von T}, (¢)
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Kovariante Ableitung des Dirac—Spinors
Ricci-Rotationskoeffizienten

Verallgemeinerte Raumzeitabhingige y—Matrix der ART
Tetradenfelder

Verallgemeinerte hermitesierende Matrix der ART
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i-ter Entwicklungstensor der Tetradenfelder
Gravitationskonstante

Metrikkoeffizienten des Zusammenhangs (Metrik < angeregtes
Higgsfeld)

Verallgemeinerte Konnektionen mit Torsionsanteilen
Kontorsionstensor

Ricci-Tensor mit Torsionsanteilen

Ko— und kontravariante Indizes der Raumzeit (1...4)

Ko— und kontravariante Indizes der Generatoren der SU(2) x U(1)
(0...3)

Ko— und kontravariante Indizes des Spinorraumes (1...4)

Ko- und kontravariante Indizes im lokalen
Minkowski-Tangentialraum (1...4)

Symmetrischer Teil des Tensors Iy, : (L) = 5(Luw + Lup))
Antisymmetrischer Teil des Tensors Ly © (Iju) = 3 (Luw — L))



