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Kapitel �

Vorwort

Zun�achst m�ochte ich einige Bemerkungen �uber den Aufbau der Arbeit und �uber die verwendeten Hilf�
mittel machen� denn diese erm�oglichten ihr Zustandekommen erst�

Aufgrund der L�ange der in dieser Arbeit vorkommenden Tensorgleichungen und ihrer teils kom�
plizierten Symmetrieeigenschaften verwendete ich bei allen Rechnungen das Mathematica Zusatz�
packet �MathTensor�� Um einerseits eine �Uberpr�ufbarkeit der Richtigkeit der Rechnungen auf die�
sem Niveau m�oglich zu machen und andererseits Interessierten einen Einblick zu geben� habe ich
die von mir geschriebenen Programme im Internet unter �http� ��kaluza�physik�uni�konstanz�de
�DE�MH�MathTensor�� abgelegt�

Da meine Arbeit einen Vergleich zweier grunds�atzlich unterschiedlicher Theorien darstellt� und ich
bestrebt war� diese durch ihre Nomenklatur strickt voneinander zu trennen� entstanden eine Vielzahl
von Symbolen� die am Ende dieser Arbeit zusammengefa�t sind�

Beim Aufbau meiner Diplomarbeit stand ich vor der Frage� ob ich die von mir als Verallgemeine�
rung der Higgsfeldlagrangedichte zun�achst noch o�enen eingef�uhrten Parameter � die im Laufe der
Arbeit festgelegt werden � schon von Beginn an festlege� Das h�atte den Vorteil gehabt� da� die langen
Gleichungen der zweiten Ordnung �ubersichtlicher geworden w�aren� Ich entschied mich jedoch gegen
eine Festlegung von Anfang an� da man durch die Art und Weise der n�otigen Festlegung einen tieferen
Einblick in das physikalische Geschehen gewinnt�

Obwohl die der Spin�Eichtheorie zugrundeliegende Symmetrie nur in der chiralen Darstellung der
Gleichungen m�oglich ist� wurde der Hauptteil der Arbeit in der ��Spinor�Schreibweise formuliert�
denn der dann angestrebte makroskopische Vergleich mit der Einsteinschen Theorie ist nur in dieser
machbar�

Um schon am Anfang Verwirrungen vorzubeugen� m�ochte ich hier erw�ahnen� da� die der Spin�
Eichtheorie zugrundeliegende Metrik die Minkowskimetrik der �achen Raumzeit ist� und alle Ten�
sorindizes der Gleichungen der Spin�Eichtheorie mit dieser Metrik gehoben und gesenkt werden�
Auf der Seite der Einsteinschen Theorie dagegen wird mit der Riemann�Metrik gehoben und gesenkt
� ihr liegt die im allgemeinen gekr�ummte Raumzeit des Riemann�Raums zugrunde�

Besonders m�ochte ich hier Herrn Dr� Eckhard Hitzer danken� mit dem ich ein Jahr �uber � obwohl
er sich in Japan be�ndet � einen regen Austausch von Forschungsergebnissen via e�mail hatte� und
Herrn Prof� Dr� Heinz Dehnen f�ur seine sehr gute Betreuung�
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Kapitel �

Einleitung

Man kann die von Newton ��
� ver�o�entlichte Arbeit mit dem Titel �Philosophiae naturalis principia
mathematica� als Ursprungswerk der Gravitationstheorie ansehen� Bis zu diesem Zeitpunkt hatte
man die Fallgesetze und die Kepplergesetze als getrennt voneinander betrachtet und nicht erkannt�
da� ihre Ursache in der Gravitation liegt� Newtons Gravitationstheorie war demnach ein wichtiger
Schritt zur Vereinheitlichung der Physik�

Nach dem Erscheinen der Arbeit von Einstein zur speziellen Relativit�atstheorie mit dem Titel �Zur
Elektrodynamik bewegter K�orper� ������ ���	� erkannte man jedoch� da� die nichtrelativistische Form
der Newtonschen Feldgleichungen und die Eigenschaft der Fernwechselwirkung der Newtonschen Theo�
rie einer Verallgemeinerung bed�urfen� Das von Einstein ���� ver�o�entlichte Werk mit dem Titel �Die
Grundlagen der allgemeinen Relativit�atstheorie���
� verallgemeinerte die Newtonsche Feldgleichung
zu einer kovarianten Tensorgleichung� die im Grenzfall schwacher Gravitationsfelder in die Newtonsche
Theorie �ubergeht� Nach Einsteins Au�assung liegt die Ursache jeglicher gravitativer Erscheinungen
darin� da� alle Energieformen die Raumzeit kr�ummen und alle freien Teilchen sich auf Geod�aten in
diesem vierdimensionalen Riemann�Raum bewegen� diese Geod�aten sind dann z�B� der Weg des zur
Erde fallende Apfels oder die Bewegung der Erde um die Sonne�

Durch die Geburt der Quantenmechanik� die gelungene Beschreibung der drei anderen Wechselwir�
kungen durch quantisierbare Eichtheorien und die Frage was an singul�aren Punkten der Raumzeit
geschehe� wurde im Laufe der Zeit die Forderung nach einer Quantentheorie der Gravitation immer
dringlicher� Da man desweiteren eine vereinheitlichte Formulierung der drei anderen Wechselwirkun�
gen in der GUT �Grand Uni�ed Theorie� gefunden hatte� stellte man sich die Frage� wie man die
Gravitationswechselwirkung zu formulieren habe� um alle vier bekannten Wechselwirkungen zu ver�
einheitlichen� Beide Vorhaben � Quantengravitation und totale Vereinheitlichung � sind bis heute
noch nicht realisiert� Die zur Zeit popul�aren Vorhaben sind z�B� die Klein�Kaluza Theorien� die alle
Wechselwirkungen in einem h�oher dimensionalen Raum vereinheitlichen und dadurch eine vollkom�
mene Geometrisierung aller Wechselwirkungen vorhaben oder die Superstring�Theorien�

Die in dieser Arbeit betrachtete Gravitationstheorie ist eine Spin�Eichtheorie� deren fundamentale
Symmetrieforderung darin besteht� da� sich Teilchen und Antiteilchen in bezug auf die Gravitation
wie identische Teilchen verhalten� bzw� da� es nur Geod�aten aber keine Antigeod�aten gibt� Die erste
Arbeit zu diesem Thema wurde ���	 von E� Hitzer und H� Dehnen ver�o�entlicht ���� und die weiteren
Vorhaben liegen ma�geblich auf den Themen der Quantisierung und Vereinheitlichung dieser Gravi�
tationstheorie mit den anderen Wechselwirkungen�
Ein wichtiger Punkt wurde jedoch bisher bei der Betrachtung der Spin�Eichtheorie �ubergangen�
n�amlich der� da� sie im klassischen �makroskopischen� Limes in die Einsteinsche Theorie � zumindest
mit all ihren bisher experimentell �uberpr�ufbaren Aussagen � �ubergehen sollte� Die �Ubereinstimmung
beider Theorien im makroskopischen Limes wurde jedoch bisher nur in linearer N�aherung gezeigt�

�



	

Diese Diplomarbeit befa�t sich deshalb mit einer Betrachtung der zweiten Ordnung der Higgsfeld�
gleichung und l�a�t sich inhaltlich wie folgt gliedern�

� Um eine gravitations�ahnliche Selbstwechselwirkung �ma�geblich zweite Ordnung� der Higgsfel�
der zu erlangen� ist es erforderlich� die Lagrangedichte des Higgsfeldes abzu�andern� In dieser
verallgemeinerten Higgsfeldlagrangedichte werden zun�achst noch o�ene Parameter eingef�uhrt�
die jedoch im Laufe der Arbeit festlegt werden�

� Um die Higgsfeldgleichung auch in zweiter Ordnung mit der Einsteingleichung �ubereinstimmen
zu lassen� ist es erforderlich einen in den hinteren Indizes antisymmetrischen Divergenzterm
�per Hand� zur Higgsfeldgleichung hinzuzuf�ugen� von dem man jedoch zeigen kann� da� er den
Energie�Impuls�Erhaltungssatz des Higgs� bzw� Gravitationsfeldes nicht �andert�

� Es wird gezeigt werden� da� man die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung so umformulieren
kann� da� die Quelle der Dynamik der angeregten Higgsfelder der symmetrisierte kanonische
Energie�Impulstensor des Higgsfeldes ist� und da� somit eine konsistente gravitations�ahnliche
Selbstwechselwirkung des Higgsfeldes vorliegt�

� Gravitations� und Higgsfeldwellen sind in ihrer Dynamik bis zur zweiten Ordnung identisch�
falls man �uber kleine Raumzeitbereiche mittelt und somit die stark raumzeitlich �uktuierenden
Gr�o�en vernachl�a�igt�

� Der nach Mittelung entstehende grobk�ornige Energie�Impuls des Higgs� und klassischen Gravi�
tationsfeldes unterscheiden sich in zweiter Ordnung nicht voneinander�

� Betrachtet man die Ankopplung des Higgs� und klassischen Gravitationsfeldes an fermionische
Materie� so unterscheiden sich diese in linearer N�aherung nicht voneinander� In quadratischer
N�aherung koppelt das Higgsfeld gerade halb so stark an die fermionische Materie an�



Kapitel �

Spin�Eichtheorie der Gravitation

��� Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Formalien und Prinzipien der Spin�Eichtheorie zusam�
menfa�t� da diese zum Verst�andnis der dann folgenden Kapitel notwendig sind� Die folgenden Dar�
legungen werden der grundlegenden Arbeit von Dehnen und Hitzer ����� der Dissertation von Hitzer
�	� und den Diplomarbeiten von Fibich ���� Ketterer ��� und Geitner ���� entnommen� In dieser
Einf�uhrung wird zun�achst die chirale Formulierung benutzt� da sie die zugrundeliegende Symmetrie
der Spin�Eichtheorie veranschaulicht�

��� Das Eichprinzip

Die Bewegungsgleichung eines freien� masselosen� fermionischen Teilchens erh�alt man� durch Bildung
der Euler�Lagrangegleichungen in bezug auf den ��Spinor �� aus seiner Lagrangedichte��

LMo��� �
i

�

n
� ���j� � �j� �

��
o

�

Die Dirac�Matrizen �� erf�ullen die folgende Antikommutator�Beziehung�

��� ��� �
�

�

�
��A

B ��B
C � ��A

B ��B
C
�

� ��� �A
C � ��� �� �

Die LagrangedichteLMo des fermionischen Teilchens wird nun vom ��Spinor Formalismus in die chirale
Darstellung umformuliert� Der ��Spinor � und die Dirac�Matrizen �� werden nun wie folgt zerlegt
�siehe ����� S������

� �

�
�R
�L

�
� �� �

�
� ��L
��R �

�
�

Die ��L�R�Matrizen setzen sich im wesentlichen aus den Pauli�Matrizen �i zusammen i � �� �� ��

��L � ��R � �� � �iL � ��i � �iR � �i �

�Im folgenden wird �h � � � c � � gesetzt�

�



���� DIE GESAMTE LAGRANGEDICHTE L DES SYSTEMS �

In der so de�nierten chiralen Formulierung steht in dem ��Spinor �R das rechtsh�andige Teilchen
und das linksh�andige Antiteilchen� w�ahrend in �L das linksh�andige Teilchen und das rechtsh�andige
Antiteilchen stehen� Diese Aufteilung in Teilchen� Antiteilchen Dubletten des ��Spinors ist notwendig�
um nun die der Spin�Eichtheorie zugrundeliegende Symmetrie � n�amlich die Teilchen�Antiteilchen
Symmetrie � formal zu fassen� Gedankenexperimenten zufolge ����������� verhalten sich Teilchen und
Antiteilchen in bezug auf die Gravitation so� als ob sie identische Teilchen w�aren� Falls man die
Aussage� da� es keine �Antigravitation� gibt� ernst nimmt� so sollte die fermionische Lagrangedichte
LMo

LMo��R� �L� �
i

�
��yR�

�
R	��R � �yL�

�
L	��L� � h�c� �����

in chiraler Darstellung invariant unter Teilchen�Antiteilchen Transformationen sein�
Die Invarianz der Lagrangedichte ����� unter globaler SU����U����Transformation ist gew�ahrleistet�
falls man folgendes ber�ucksichtigt�

��R � U�R� ��L � U�L

���R � U��RU
��� ���L � U��LU

�� �����

mit� U � ei�a�
a � SU���� U���� �a � �� �� �� ��


a �
�

�
�a � Generatoren der Gruppe

�a � ��� �i� � �i� Pauli�Matrizen� �i � �� �� �� �

Die Eichung der Gruppe erfolgt� indem man den Gruppenparameter � nun als eine reelle raumzeit�
abh�angige Funktion ��x�� ansieht und demnach eine lokale Invarianz der Lagrangedichte LMo an
jedem betrachteten Raumzeit�Punkt fordert� Um diese lokale Invarianz der Lagrangedichte LMo zu
erreichen� ist es erforderlich� zu kovarianten Ableitungen

D� � 	� � ig�� � mit� ��� � U��U
�� �

i

g
Uj�U

��� �� � ��a

a

�uberzugehen� Durch die Eichung der Gruppe entstehen also vier reellwertige Eichpotentiale ��a mit
inhomogenem Transformationsverhalten unter SU���� U����Transformation�
Aufgrund des kovarianten Transformationsverhaltens der ��L�R�Matrizen ����� werden diese bei Ei�

chung der Gruppe ebenfalls raumzeitabh�angig� und werden im folgenden mit ��L�R gekennzeichnet�

Die modi�zierte Lagrangedichte LMo � die invariant unter lokaler SU��� � U����Transformation der
Teilchen�Antiteilchen Dubletten ist� lautet in chiraler Darstellung wie folgt�

LMo��R� �L� �
i

�
��yR�

�
RD��R � �yL�

�
LD��L� � h�c� � �����

��� Die gesamte Lagrangedichte L des Systems

Zun�achst wird hier wiederum ein System betrachtet� indem sich ein freies� masseloses� fermionisches
Teilchen be�nden soll� Ber�ucksichtigt man � wie im vorigen Kapitel dargestellt � die Invarianz des
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Systems unter SU��� � U����Transformation� so mu� man zu der verallgemeinerten Lagrangedichte
LMo �ubergehen ����� und zus�atzlich in der gesamten Lagrangedichte L des Systems folgendes ber�uck�
sichtigen�

� Die kinetische Energie der sich nach Eichung im System be�ndenden Eichfelder

F�� �
�

ig
�D�� D� � � F��a


a

F��a � ��aj� � ��aj� � g a
bc��b��c

ist durch einen Beitrag LF ��� der Gesamtlagrangedichte L zuzuf�ugen�

� Die Energiebeitr�age der durch das Eichprinzip entstandenen raumzeitabh�angigen ��L�R�Matrizen

m�ussen ebenfalls zur Gesamtlagrangedichte L beitragen� ihr Beitrag zur Lagrangedichte wird im
folgenden mit LH��� bezeichnet�

� Um auch massive fermionische Teilchen beschreiben zu k�onnen� sollte man durch die Einf�uhrung
eines Higgsfeldes den zun�achst masselosen Fermionen nach Symmetriebrechung Masse verleihen�

� Verallgemeinert man das gew�ahlte System und betrachtet neben den fermionischen Teilchen und
den Eichbosonen der Spin�Eichtheorie noch andersartige bosonische Teilchen �z�B�� Photonen
oder nichtabelsche Eichbosonen�� so hat man deren Lagrangedichte ebenfalls zu ber�ucksichtigen�

Die Lagrangedichte der Eichbosonen der Spin�Eichtheorie setzt man durch folgenden Ausdruck an��

LF ��� � � �

���
F��aF

��
b s

ab �

Die Gruppenmetrik sab der SU���� U��� Gruppe kann man zu �ab w�ahlen�

Da die raumzeitabh�angigen ��L�R�Matrizen den nat�urlichen nichttrivialen Grundzustand

�
��
L �

��
R � ����� � �

��
R �

��
L � ����� �����

besitzen� liegt es nahe� sie als tensorielle Higgsfelder aufzufassen� Ihre Lagrangedichte LH��� wird
daher mit den folgenden kinetischen kinLH��� und potentiellen V ��� Beitr�agen angesetzt�

LH��� � kinLH ���� V ���
kinLH��� � tr�D� ��R��D

� ��L�� tr�D� ��R��D
� ��L��

�tr�D� ��R��D� ��L�

V ��� � ��tr� ��L ��R� �
�

��
�tr ��L ��R�

� wobei� � � � � �� � � � IR �

In dem kinetischen Beitrag zur Higgsfeld�Lagrangedichte LH��� sind alle Permutationen der Ablei�
tungen der Higgsfelder ��L�R ber�ucksichtigt�

Da bei der hier gew�ahlten Formulierung die Spinoren �R und �L Skalare im Isospinraum sind �Iso�
skalare Theorie�� ist es uns m�oglich� durch Symmetriebrechung der ��L�R�Higgsfelder die Fermionen

massiv zu machen�� Erweitert man die eichinvariante� fermionische Lagrangedichte LMo um einen

�Eine Ankopplung der ���Felder an die Eichbosonen der SU��	 � U��	�Gruppe wird hier zun
achst nicht betrachtet�
�Im Iso�vektoriellen Fall� d�h� bei Vereinheitlichung der durch die Spin�Eichtheorie vermittelten Wechselwirkung mit

anderen fundamentalen Wechselwirkungen �siehe �������	� ist es bisher nicht gelungen die unterschiedlichen Massen der
Teilchen allein durch die ���

L�R
�Higgsfelder zu erzeugen�
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Yukawa�Kopplungsterm� so werden die betrachteten fermionischen Teilchen nach Symmetriebrechung
der ��L�R�Higgsfelder massiv�

LM ��R� �L� �� LMo���� k ��yL ��L ��R�R � �yR ��R ��L�L� �

Die Einbeziehung weiterer Bosonen in die Theorie und deren Ankopplung an die ��L�R�Higgsfelder

wurde in der Diplomarbeit von Fibich �siehe ���� S���� behandelt� Die aus dieser Arbeit resultierende
Lagrangedichte� die die kinetischen Beitr�age der zus�atzlichen Eichpotentiale ��a und deren Ankopp�
lung an die ��L�R�Higgsfelder korrekt beschreibt� lautet�

LF ���a� � � �

�
F��F��

tr���L�
�
R�

tr���L�R��

tr���L�
�
R�

tr���L�R��

F�� � Eichfeldst�arken durch Eichpotentiale ��a gebildet �

Beschr�ankt man sich auf Photonen� d�h� auf diejenigen Eichbosonen� die aus einem Eichprinzip mit
abelscher U����Gruppe folgen� so lautet die Lagrangedichte �siehe ���� S�����

LF �A�� � � �

�
F��F��

tr���L�
�
R�

tr���L�R��

tr���L�
�
R�

tr���L�R��

F�� � Eichfeldst�arken durch Eichpotentiale A� gebildet �

Unsere gesamte Lagrangedichte des erweiterten Systems

� Massive Fermionen

� Eichfelder der Spin�Eichtheorie

� Zus�atzliche Eichfelder anderer fundamentaler Wechselwirkungen �speziell Photonen�

� ��L�R�Higgsfelder

lautet demnach�

L � LM ��R� �L� � LF ��� � LF �A�� � LH ��� � ���	�

��� Die Feldgleichungen im ��Spinor�Formalismus

Im folgenden wird nun die aus der Lagrangedichte L folgenden Feldgleichungen berechnet und der
�Ubersichtlichkeit halber im ��Spinor�Formalismus geschrieben� wobei die verallgemeinerte raumzeit�
abh�angige ��Matrix ���Higgsfeld� wie folgt de�niert wird�

�� ��

�
� ��L
��R �

�
� �����

Die Bewegungsgleichung des fermionischen Teilchen�Antiteilchen�Spinors � ergibt sich indem man
die Lagrangedichte ���	� dem folgenden Variationsprinzip unterwirft�
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�	

Z
�
L d�x � � � �����

Man erh�alt eine Bewegungsgleichung� die der Dirac�Gleichung �ahnlich ist�

i ��D�� �
i

�
�D� �

��� � k �� ��� � � � ���
�

In gleicher Weise erh�alt man die adjungierte Dirac�Gleichung�

Variiert man beim Variationsprinzip ����� nach den Eichpotentialen ��
a der Spin�Eichtheorie� so

gelangt man zur inhomogenen Yang�Mills�Gleichung�

	�F
��

a � g �a
bcF ��

b��c � ��j�a �

Die Eichstromdichte j�a l�a�t sich in zwei Bestandteile zerlegen� die Stromdichte der Fermionen j�a���

und die Stromdichte des Higgsfeldes j�a� ���

j�a � j�a��� � j�a���

j�a��� �
g

�
� f��� 
ag�

j�a��� � ig tr
n
���� 
a�D

� �� � ���� 
a�D
� �� � ���� 
a�D� ��

o
�

Wendet man die Jakobi�Identit�at auf die kovarianten Ableitungen D� an� so erh�alt man die homogene
Yang�Mills�Gleichung�

	��F���a � g �a
bc�b ��F���c � � �

Berechnet man die Feldgleichungen des elektromagnetischen Feldes A�� so gelangt man zur verallge�
meinerten inhomogenen Maxwellgleichung �siehe ���� S��	�

��

�
F��

tr������ tr������

tr��
�
� tr������

�
j�
� ��gj�� �����

Entwickelt man die ��Matrizen um ihren Grundzustand �siehe ����	�� und linearisiert Gleichung
������ so erh�alt man einen Ausdruck� der mit der linearen N�aherung der allgemein�relativistischen
Maxwellgleichungen �siehe ���� S�	�
�

F��
jj� � ��gj�

�ubereinstimmt�

Schlie�lich erh�alt man durch Variation nach ��A
B die Bewegungsgleichung des ��Higgsfeldes�
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Der kanonische Energie�Impulstensor �EIST� T�
� des Gesamtsystems l�a�t sich in vier verschiedene

Teile aufspalten��

T�
� � T�

����� �z �
Fermionen

� T�
����� �z �

Eichbosonen

�T�
��A��� �z �

Photonen

� T�
����� �z �

Higgsfeld

������

T�
���� �

i

�
����D�� � �D����

���
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���� � � �
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�F��aF

��a � �
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tr�D� ����D� ���� �

�
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��� V ���
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�

�

�tr �� ���

� �

Der Energie�Impuls�Erhaltungssatz �bzw� die Energie�Impuls�Bilanzgleichung� besitzt die folgende
Form�

T�
� j� � � � ������

��� Spontane Symmetriebrechung

Der niedrigste Energiezustand �Vakuum� des Gesamtsystems ergibt sich aus dem Minimum des ka�
nonischen Energie�Impulstensors ������� dieser Zustand f�allt mit dem Minimum des Higgs�Potentials
V ��� zusammen�

	V ���

	��R

				�o�
	� �R�

�o�

	� �L

�
	V ���

	��L

				�o�
	� �R�

�o�

	� �L

� � � tr�
�o�

��L
�o�

� �R� � ����

�
�
v�

�
� ������

W�aht man die Grundzust�ande
�o�

� �R�L proportional zu den urspr�unglichen ��R�L�Matrizen� f�ur die die
Antikommutator�Relation ����� gilt� erh�alt man unter Verwendung von Gleichung ������ die folgenden
Grundzust�ande�

�Die hier angegebenen Energie�Impulstensoren T����	 und T���A�	 sind die symmetrischen� spurfreien und eichinva�
rianten kanonischen EIST�s� die sich aus den gew
ohnlichen kanonischen EIST�s durch Streichung von antisymmetrischen
Divergenztermen ergeben �siehe ���� S���	�
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Da die ��R�L hermitesch sind� lassen sie sich folgenderma�en um ihren Grundzustand entwickeln�

��R � k��R
�o�

��R � k��R � ���� � ���R� ������

��L � k��L
�o�

��L � k��L � ���� � ���L� �

Die Gr�o�en ���R�L stellen die angeregten �rechts und linksh�andigen� Zust�ande des Higgsfeldes dar�

Damit die Dimension der Lagrangedichte auch nach Symmetriebrechung gleich �
L
ange�

bleibt� ist es
erforderlich� die rechts� und linksh�andigen chiralen Zust�ande �R� �L umzunormieren�

�R �
�p
v
�RD � �L �

�p
v
�LD � �D �

�
�RD
�LD

�
�

Der Yukawa�Kopplungsterm liefert im Higgsfeld�Grundzustand die Masse m der Fermionen�

m � k v �

Die SU����Eichbosonen �a������� bekommen durch die spontane Symmetriebrechung eine Masse in
Gr�o�enordnung der Plank�Masse MPL � �p

G
� ����GeV �

Das U����Eichboson �a��� bleibt auch nach Symmetriebrechung masselos und kann als masseloses
Eichboson der schwachen Hyperladung ��o � B� identi�ziert werden �siehe �	�� S�	���

��� Der mikroskopische und makroskopische Limes

Da es der Spin�Eichtheorie eigen ist� auf extrem verschiedenen Raumzeit� bzw� Energie�Skalen un�
terschiedliche physikalische Erscheinungsformen zu besitzen� kann man bei den Grenzf�allen der mikro�
skopischen und makroskopischen Betrachtungsweise einige Einschr�ankungen und Vernachl�a�igungen
vornehmen� bei den jeweiligen Grenzf�allen werden gewisse Wechselwirkungen wichtig und andere da�
gegen unwichtig� Die Vernachl�a�igungen� die im makroskopischen Grenzfall vorgenommen werden�
sind insofern besonders wichtig� da sie im Hauptteil dieser Arbeit st�andig vorausgesetzt werden�

����� Der mikroskopische Grenzfall

Betrachtet man mikroskopische Raumzeitbereiche� so erh�alt man durch die Bewegungsgleichungen
in chiraler Darstellung Aussagen �uber das physikalische Verhalten unserer im System be�ndlichen
Felder und Teilchen� Bei solchen Raumzeit�Skalen hat man prinzipiell alle Wechselwirkungen zu
beachten und darf keine pauschalen N�aherungen machen� Da die Wechselwirkung� die durch die
SU����Eichbosonen vermittelt wird� aufgrund ihrer enormen Masse sehr kurzreichweitig ist� kann
man � falls man auf diese �Kontaktwechselwirkungen� verzichtet � auch auf mikroskopischen Skalen�
die Eichbosonen ��a �a������� vernachl�a�igen� Nimmt man zus�atzlich noch an� da� man keine elek�
troschwachen Wechselwirkungen betrachtet � und vernachl�a�igt somit das Hyperladungs�Eichboson
� � so kann man die kovarianten Ableitungen D� in partielle Ableitungen 	� umschreiben� Die mikro�
skopischen Aussagen� die man dann �uber die Bewegungsgleichung des Higgsfeldes tre�en kann� sind
in ��	�� Kapitel 	� nachlesbar�
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����� Der makroskopische Grenzfall

Geht man zu makroskopischen Raumzeitbereichen �uber� so kann man die SU����Eichbosonen auf�
grund der gro�en Distanzen vernachl�a�igen� Wie im mikroskopischen Grenzfall betrachtet man das
Hyperladungs�Eichboson nicht und verwendet partielle Ableitungen� Ein ma�geblicher Unterschied
zur mikroskopischen Beschreibung besteht darin� da� man Eigenschaften� die ihre Ursache im Spin
der Teilchen haben� zu vernachl�a�igen hat� da sie quantenmechanische E�ekte darstellen� Aufgrund
dieser Tatsache sollten die unterschiedlichen angeregten Higgsfelder ���R�L im makroskopischen Limes
in ein einheitliches angeregtes Higgsfeld ��� �ubergehen�

���R � ���L � ��� bzw� k��R � k��L � k�� �

Fa�t man die ��R�L�Matrizen in die verallgemeinerten Dirac�Matrix ����� zusammen� so kann man
deren Grundzustand im makroskopischen Limes wie folgt formulieren�

�� �

� � k��L
���

��L

k��R
���

��R �
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� �
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��L
���

��R �

�
� k��

���

��

Grundzustand�
���

���
v

�
�� � ����	�

Man kann au�erdem zeigen �siehe �	�� S����� da� die antisymmetrischen Anteile der angeregten Higgs�
felder ��� nur an die Spin�Eigenschaften koppeln� Im makroskopischen Limes kann man deshalb
davon ausgehen� da� die Tensoren ��� und k�� symmetrische Tensoren sind�

��� Das angeregte Higgsfeld als gravitative Wechselwirkung

In diesem Kapitel wird der makroskopische Grenzfall ������� der Higgsfeldgleichung ������ diskutiert�
Multipliziert man die Gleichung ������ mit der konstanten ��A

B�Matrix und spurt �uber die Spinorin�
dizes A

B ab� so erh�alt man eine Gleichung� die die freien Raumzeitindizes �� besitzt� Um eine sinnvolle
St�orungsentwicklung zu gew�arleisten� nimmt man an� da� das Higgsfeld nur wenig von seinem Grund�
zustand abweicht �j��� j � ��� Man entwickelt nun die ��Matrizen um ihren Grundzustand und trennt
die entstehende Gleichung � die wir im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung nennen werden � nach
Ordnungen in ��� �
In linearer N�aherung erh�alt man�

	�	
���� � �	�	��

�
� � ��

�
������ �

�
�

v�

n i
�
��D��D��D � �D��D����D�� m

�
��D�����D � �D�����D��

� �

��
�F��F�

� � �

�
F��F

����� �
o

�

Symmetrisiert man diese Gleichung in ihren freien Indizes �� und verwendet die De�nitionen der elek�
tromagnetischen und fermionischen Energie�Impulstensoren ������ im Grundzustand des Higgsfeldes�
so gelangt man zu folgender Gleichung�
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In ��	�� S��	� wird mithilfe des Energie�Impuls�Erhaltungssatzes T����
j� die Spurfreiheit der angereg�

ten Higgsfelder ��� gezeigt� Im Anhang A wird diese und weitere Einschr�ankungen der angeregten
Higgsfelder auf eine andere Weise begr�undet� die die M�oglichkeit der De�nition einer e�ektiven Metrik
eg�� durch eine Cli�ord�Algebra der verallgemeinerten ��Matrizen benutzt �siehe A����
Unter der Eigenschaft ��� � � schreibt sich Gleichung ������ wie folgt�
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Wir betrachten nun unser Gesamtsystem ohne den Formalismus der Spin�Eichtheorie� was im fol�
genden stehts durch den Begri� klassische bzw� Einsteinsche Formulierung bezeichnet wird� Das
System in dieser klassischen Formulierung besteht aus fermionischen� massiven Teilchen und elektro�
magnetischen Feldern� die sich in einem vierdimensionalen Riemann�Raum der Metrik g�� be�nden�
Die vermittelte gravitative Wechselwirkung wird hier anschaulich durch die Kr�ummung des Riemann�
Raumes erreicht� die ihrerseits durch die Metrik g�� und deren Di�erentiale beschrieben wird�
Falls die angeregten Higgsfelder ��� im makroskopischen Limes f�ur eine Gravitationskraft der klassi�
schen Art verantwortlich sein sollten� m�u�te deren Di�erentialgleichung gleich der Di�erentialgleichung
f�ur die Metrik g�� sein� Die Di�erentialgleichung f�ur die Metrik g�� ist die Einsteingleichung

R�� � ����G
�
T�� � �

�
T g��

�
����
�

T�� � Metrischer EIST des Gesamtsystems �

die anschaulich besagt� da� die Quelle der Raumzeit�Kr�ummung der �Energieimpuls� des Systems ist�

Im folgenden soll nun gezeigt werden� da� die lineare N�aherung der Bewegungsgleichung der angereg�
ten Higgsfelder ��� ������ gleich der linearisierten Einsteingleichung in Einsteineichung �det�g� � ���
ist� und somit der makroskopische Limes beider Arten der Beschreibung der gravitativen Wechselwir�
kung in linearer N�aherung �aquivalent ist�
Entwickelt man die Riemann�Metrik g�� um die �ache Minkowski�Metrik ���

g�� � ��� � h�� � ��� �B ��� ������

und berechnet unter Verwendung der Folgerungen aus der Einsteineichung �siehe Anhang A� die
lineare N�aherung der Einsteingleichung ����
�� so erh�alt man�
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Vergleicht man die linearisierte Higgsfeldgleichung ������ mit Gleichung ������� so sind beide gleich�
falls folgendes erf�ullt ist�

� Es mu� ein Zusammenhang zwischen dem Parameter v der Symmetriebrechung und der Gravi�
tationskonstanten G bestehen�

�
�G
B

�
�

v�
� ������

Sp�ater �siehe Anhang B� wird durch die De�nition einer e�ektiven Metrik eg�� der Parameter
B festlegt �B������ so da� sich der Zusammenhang ������ wie folgt vereinfacht�

��G �
�

v�
� ������

� Die in der klassischen Theorie de�nierten metrischen Energie�Impulstensoren der Fermionen
und Photonen � Zusammengefa�t in T�� � m�ussen den kanonischen symmetrischen EIST�s der
Spin�Eichtheorie entsprechen� Zur Diskussion dieser Behauptung siehe Kapitel 
 und ����

Unter Voraussetzung dieser beiden Punkte ist demnach die im makroskopischen Limes durch das
angeregte Higgsfeld vermittelte Kraft in linearer N�aherung eine gravitative Kraft�

��	 Notwendigkeit einer 
Ubereinstimmung in zweiter Ord�

nung

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt� da� die lineare Ordnung der Higgsfeldgleichung ������ mit der
linearisierten Einsteingleichung bei speziell gew�ahlter Eichung �ubereinstimmt� Betrachtet man jedoch
die zweiten Ordnungen beider Gleichungen�� so weichen diese enorm voneinander ab� Auf Seite der
Higgsfeldgleichung entstehen nur zwei Terme� die man der quadratischen Ordnung zuordnen kann�

��� �� ��� ��� � ��� �
�� ���

�
�

� � �

Diese Terme stammen vom Higgspotential V ��� und sind aufgrund gewisser Eigenschaften der ange�
regten Higgsfelder �siehe ����� gleich Null�
Die quadratische Ordnung der Einsteingleichung setzt sich dagegen aus vielen nichttrivialen Termen
zusammen �siehe ���
�� die eine gro�e physikalische Relevanz besitzen�

� Die Periheldrehung� die bei Planetenbewegungen auftritt� wird nachwei�lich von der zweiten
Ordnung beein�u�t�

� Die Eigenschaft des Gravitationsfeldes seine eigene Quelle zu sein �Selbstgravitative Wechsel�
wirkung�� wird durch die zweiten und h�oheren Ordnungen der Einsteingleichung bestimmt�

� Die De�nition des Pseudo�Energie�Impulstensors des Gravitationsfeldes h�angt eng mit den zwei�
ten und h�oheren Ordnungen zusammen�

�Bei der De�nition der e�ektiven Metrik durch den klassischen Limes der iterierten Diracgleichung wird man zun
achst
nur auf den Koe�zient A � � der kontravarianten e�ektiven Metrik gef
uhrt� Aus diesem ist dann der Wert B � �� der
zugehorigen kovarianten Metrik jedoch leicht zu berechnen�

�Hier speziell in einer Raumzeit ohne fermionische Materie und Photonen�
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� Physikalisch observable Gr�o�en� wie z�B� der Energiestrom einer Gravitationswelle �siehe ����
S����� setzen sich aus zweiten und h�oheren Ordnungen zusammen�

M�ochte man zeigen� da� die Higgsfeldgleichung wirklich eine gravitative Wechselwirkung der Einstein�
schen Art vermittelt� ist es n�otig� auch in den zweiten Ordnungen �Ubereinstimmung zu erhalten� da
man sonst wichtige physikalische Eigenschaften der Gravitation vernachl�a�igt h�atte�
Im folgenden wird deshalb die Spin�Eichtheorie so verallgemeinert� da� die Higgsfeldgleichung mit
der Einsteingleichung auch in quadratischer Ordnung weitgehend �ubereinstimmt�



Kapitel �

Nichtlineare Erweiterung
�materiefreier Fall�

��� Vorbemerkungen

Im vorigen Kapitel wurden die grundlegenden Prinzipien und den Formalismus der Spin�Eichtheorie
dargestellt�
Man hat gesehen� da� das Higgsfeld einerseits durch die Wahl seines Grundzustandes die Massen der
Fermionen erzeugt und andererseits die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in linearer
N�aherung eine Gravitationskraft der Einsteinschen Art widerspiegelt� Im letzten Unterkapitel sa�
hen wir jedoch� da� diese lineare �Ubereinstimmung noch nicht ausreichend ist� wenn man� die durch
das Higgsfeld vermittelte Kraft als eine Gravitationskraft interpretieren m�ochte� da ein wesentlicher
Aspekt der Gravitation � n�amlich der der Selbstwechselwirkung � erst bei quadratischen und h�oheren
Ordnungen auftritt�
In diesem Kapitel wird nun die Higgsfeldlagrangedichte LH��� in einer Weise verallgemeinert� da� die
quadratischen Ordnungen der Higgsfeld � und Einsteingleichung weitgehend miteinander �ubereinstim�
men� Um Komplikationen� die bei der Ankopplung des Higgsfeldes an fermionische� oder bosonischer
Materie entstehen k�onnten aus dem Wege zu gehen� betrachten wir in diesem Kapitel ein materiefreies
System ohne weitere Wechselwirkungen�

��� Verallgemeinerung der Higgsfeldlagrangedichte LH����

Es stellt sich zun�achst die Frage� wie die Lagrangedichte des Higgsfeldes

LH ��� �
�

�
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abzu�andern ist� damit die Higgsfeldgleichung auch in quadratischer Ordnung gleich der Einsteinglei�
chung ist�
Physikalisch betrachtet� bestehen die zu korrigierenden Unterschiede der Spin�Eichtheorie mit der
Einsteinschen Theorie darin� da� die den Theorien jeweils eigenen Felder �Higgsfelder 	 Metrik�
unterschiedlich an sich selbst koppelt� d�h� unterschiedlich selbstwechselwirken� Um den richtigen
makroskopischen Limes der Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung zu erhalten� mu� man demnach�
die in der Lagrangedichte ����� auftretenden ��Higgsfelder in anderer Weise als bisher an sich selbst
koppeln� Wir werden sp�ater �Anhang B� sehen� da� man mit Hilfe der ��Higgsfelder eine e�ektive
Metrik eg�� de�nieren kann� die die Struktur einer Cli�ord�Algebra besitzt�

��
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eg�� �� � cg�� �� ��
�

v�
������� � �����

Da f�ur sehr schwache Gravitationsfelder die Riemannsche Metrik g�� in nullter N�aherung gleich der
Minkowski�Metrik ��� ist und man sich bei der Einsteingleichung allein auf die erste Ordnung be�
schr�anken kann � und diese sich von der linearen Ordnung der Spin�Eichtheorie nicht unterscheidet �
kann man vermuten� da� in der Lagrangedichte ����� an einigen Stellen lediglich die Grundzust�ande
der ��Higgsfelder stehen� wo bei korrekter Ankopplung die verallgemeinerten raumzeitabh�angigen ��
Higgsfelder stehen sollten� da die e�ektive Metrik im Grundzustand der ��Higgsfelder in die �ache
Minkowski�Metrik �ubergeht�

eg��
Grund�
zustand
�
 ��� ��

�

�
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Bei der Verallgemeinerung der Lagrangedichte ����� wird nun so vorgegangen� da� man die Lagrange�
dichtenterme �A�B� C� zun�achst umformuliert� indem man durch Heben und Senken der Indizes freie
Minkowski�Metriken scha�en� und diese dann in e�ektive Metriken �ubergehen l�a�t�
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Daraus ergeben sich folgenden Variationsm�oglichkeiten� die mit� im allgemeinen unterschiedlichen
Faktoren ���� ��� ���� ��� gewichtet werden�
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��� Erste und zweite Ordnung der Higgsfeld� und Einstein�

gleichung

Im folgenden wird der makroskopische Limes einer Raumzeit betrachtet� in der sich keine Fermionen
LM ��� � � und keine Photonen LF �A�� � � be�nden� Die Lagrangedichte des Gesamtsystems setzt
sich deshalb nur aus der erweiterten Higgsfeld�Lagrangedichte

LHe
�

�X
i�

LAi �
�X
i�

LBi �
�X
i�

LCi � V ��� �����

zusammen�

Die Higgsfeldgleichung H�
A
B � � ergibt sich wieder aus dem Variationsprinzip ����� in bezug auf die

��Higgsfelder� bzw� durch die Euler�Lagrangegleichungen nach den verallgemeinerten ��A
B�Matrizen�

Multiliziert man diese Gleichung mit ��A
B und spurt �uber die Spinor�Indizes ab� erh�alt man eine Glei�

chung der Form H�� � �� die im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung genannt wird�

Wegen des makroskopischen Grenzfalles �siehe �������� sind die partiellen Ableitungen 	� den ko�
varianten Ableitungen D� gleich�

niederenergetische N�aherung � �� � � D� � 	� � �����

Durchgef�uhrt wird nun wieder die spontane Symmetriebrechung �siehe ���	�� und die Entwicklung der
��Higgsfelder um ihren Grundzustand� Diese Entwicklung wird jedoch im Unterschied zur Entwick�
lung ������ bis zu Termen zweiter Ordnung erstreckt�
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Das angeregte Higgsfeld soll nur wenig von seinem Grundzustand abweichen� was zur Folge hat� da� die

linear voneinander unabh�angigen Anregungsfelder
���
� �

� �
���
� �

� kleine Gr�o�en sind� Es soll folgendes
gelten�
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Sortiert man nun die Higgsfeldgleichung nach Ordnungen der Anregungsfelder so ist� wegen den For�
derungen ����� jede Gr�o�enordnung f�ur sich Null�
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Wie im Anhang A gezeigt wird� gelten f�ur die angeregten Higgsfelder die folgenden Einschr�ankungen�
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Mit den Forderungen ������ lautet die Higgsfeldgleichung in erster Ordnung�
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Im folgenden wird der symmetrische Anteil der Higgsfeldgleichung in erster Ordnung betrachtet�
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Dies stellt den symmetrischen Anteil die Feldgleichung der angeregten Higgsfelder in erster Ordnung
dar�

Wir behandeln nun wieder die klassische Formulierung�

Da das betrachtete System keine Materie und andere Energieformen beinhaltet� vereinfacht sich die
Feldgleichung ����
� zur Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit� R�� � ��
Um die einzelnen Ordnungen der beiden Theorien miteinander zu vergleichen� entwickelt man wieder
die Riemann Metrik g�� um die Minkowski�Metrik ��� �
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Zun�achst werden die einzelnen Ordnungen der Abweichungen von der Minkowski�Metrik in folgenden
allgemeinen Zusammenhang mit den angeregten Higgsfeldern gesetzt�
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Da der kovariante metrische Tensor g�� der zu g�� reziproke Tensor ist� gelten die folgenden Relatio�
nen�
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Berechnet man die Einsteingleichung und spaltet diese in ihre verschiedenen Ordnungen auf� so erh�alt
man in linearer N�aherung in Einsteineichung �siehe Anhang A��
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Damit nun in linearer N�aherung die Einsteingleichung ������ gleich der Higgsfeldgleichung ������ ist�
mu� man die folgende Forderung an die Parameterwerte ���� ��� ���� ��� stellen�
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Betrachtet man nun den symmetrischen Teil der quadratischen Ordnung der Higgsfelgleichung un�
ter Verwendung der Forderungen ��������
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�Die Forderungen ����	 sind auf der Seite der Spin�Eichtheorie als Forderungen an die angeregten Higgsfelder
aufzufassen� Auf der Seite der ART hingegen ergeben sie sich aus der Einsteineichung �siehe Anhang A	�
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Zu dieser Higgsfeldgleichung wird ein Divergenztermmit den folgenden Symmetrieeigenschaften addiert��
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Man kann zeigen �siehe Kapitel ��� da� dieser Divergenzterm den Energie�Impuls�Erhaltungssatz
nicht �andert und da� bei einer Beschr�ankung auf Gravitations� bzw� Higgsfeldwellen der Divergenz�
term trivial Null ist� falls man eine Mittelung �uber �kleine�� Raumzeit�Bereiche vornimmt� Obwohl
es nach diesen Eigenschaften den Anschein hat� da� der Divergenzterm A��� zu vernachl�assigende
physikalische Auswirkungen hat� �andert er die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder� was

bedeutet� da� die Di�erentialgleichungen
���

H���� und
���

H�� sich unterscheiden�

Es wird nun gezeigt� da� sich die Gleichung
���

H�� � die im folgenden ebenfalls Higgsfeldgleichung
genannt wird� bei geeigneter Parameterwahl gleich der zweiten Ordnung der Einsteingleichung in Ein�
steineichung ist�

Die Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit in zweiter Ordnung mit Einsteineichung lautet�
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Um die Gleichheit der mit v dividierten Higgsfeldgleichung �
v

���

H �� � � mit der Einsteingleichung

�Zur Interpretation des Divergenzterms A��� j� siehe �Anhang �� Kapitel ��� und Kapitel ��	�
�Zur De�nition dieser �Kleinheit� siehe Kapitel ���
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R��� � zu veranschaulichen� subtrahiert man beide Gleichungen voneinander und fa�t Terme von
gleicher Struktur zusammen�
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In den unterstrichenen Termen der Gleichung ������ benutzt man nun den sich aus der Di�erential�

gleichung der ersten Ordnung �siehe ������� ergeben Zusammenhang�
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Die einzelnen Terme dieser Gleichung sind trivial Null� falls man an die Parameterwerte ���� ��� ���� ���
die folgenden Forderungen stellt�
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���� M�OGLICHER SATZ VON PARAMETERWERTEN �	

�� �

�B� � ��� � ���� � �E � � ��

��
�

Bemerkenswert ist� da� man au�er diesen Forderungen weitere Forderungen an die Metrik�Koe�zienten
�A�B�F� zu stellen hat

B � �A � �F � �� �B� ������

und diese einerseits mit der sp�ater de�nierten e�ektiven Metrik eg�� und andererseits mit den Eigen�
schaften ������ in Einklang stehen�

Es wurde demnach gezeigt� da� bei geeigneter Parameterwahl ������ und ������ die Higgsfeldgleichung
���

H�� mit der zweiten Ordnung der Einsteingleichung in Einsteineichung �ubereinstimmt� Die eigentliche

Higgsfeldgleichung
���

H����� die den symmetrischen Teil der zweiten Ordnung der Bewegungsgleichung
der Higgsfelder darstellt� unterscheidet sich demnach von der Einsteingleichung in zweiter Ordnung
gerade durch den Divergenzterm A���

j� �

��� M
oglicher Satz von Parameterwerten

Da die im vorigen Kapitel betrachteten Gleichungen der zweiten Ordnung aufgrund der gro�en An�
zahl der Parameterwerte ���� ��� ���� ���A�B�F�E� sehr lang und un�ubersichtlich erschienen� werden in
diesem Kapitel die Parameterwerte unter den Bedingungen ������ fest gew�ahlt� um die Gleicheit der
zweiten Ordnungen explizit zu zeigen�

W�ahlt man z�B� im Einklang mit ������ den folgenden Satz von Parameterwerten

�� � �� � �� � ��� � �� � �� � �� � ��� � �� � ���

�� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � �

und betrachtet nun die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung und wendet nacheinander das folgende
an�

� Symmetrisierung in den freien Indizes

� Folgerungen ������

� Addition des Divergenzterms ������

� Verwendung der Di�erentialgleichung erster Ordnung

so erh�alt man�
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Auf der anderen Seite berechnet man die Einsteingleichung der materiefreien Raumzeit�
Benutzt man die Parameterwerte �A�B� der e�ektiven Metrik

A � � � B � �� �

die sich durch Bildung des WKB�Limes der iterierten Diracgleichung ergeben �siehe Anhang B� und
die mit den Forderungen ������ �ubereinstimmen� und w�ahlt im Einklang mit den Forderungen ������

E � � � F � � � ������

so erh�alt man f�ur die Einsteingleichung in Einsteineichung in zweiter Ordnung �
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Ein Vergleich der Higgsfeldgleichung ������ mit der Einsteingleichung ����	� zeigt folglich� da� beide
Gleichungen identisch sind�



Kapitel �

Der Energie�Impulstensor des
Gravitationsfeldes

��� Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden zun�achst einige klassischen De�nitionen des Energie�Impulstensors des Gra�
vitationsfeldes vorstellt und deren Unterschiede und Gemeinsamkeiten aufzeigt�
Anschlie�end wird der symmetrische� kanonische Energie�Impulstensor des Higgsfeldes berechnet und
dieser um den Grundzustand des Higgsfeldes entwickelt� Mit Hilfe dieses Energie�Impulstensors des
Higgsfeldes wird gezeigt� da� man die Higgsfeldgleichung so umformulieren kann� da� die zweite Ord�
nung des kanonischen Energie�Impulstensors des Higgsfeldes als Quelle einer Dynamik der angeregten
Higgsfelder auftritt� Um diese Eigenschaft der Higgsfeldgleichung m�oglich zu machen� werden die
schon leicht eingeschr�ankten Parameterwerte ���� ��� ���� ��� �siehe ������� noch weiter einschr�ankt
werden m�ussen�
Im letzten Unterkapitel beschr�anken wir uns auf Gravitationswellen �bzw� Higgsfeldwellen�� Aufgrund
dieser Einschr�ankung werden durch einen Mittelungsproze� die zweiten Ordnungen der Higgsfeldglei�
chung und des Energie�Impulstensor des Higgsfeldes enorm vereinfacht� Man wird sehen� da� die
nach der Mittelung entstehenden Di�erentialgleichungen f�ur die Metrik und das Higgsfeldes identisch
sind und da� sich der Energie�Impulstensor der Gravitations� bzw� Higgsfeldwelle nicht voneinander
unterscheiden�

��� Klassische Formulierungen des Energie�Impulstensor

Die Feldgleichung und der EIST�Erhaltungssatz der ART lauten�

R�� � �
�G
�
T�� � �

�
T g��

�
� T��

jj� � � �

In der Einsteinschen Gravitationstheorie ist die Quelle des Gravitationsfeldes der EIST T�� � der sich
aus jeglichen Energieformen zusammensetzt� mit Ausnahme der Gravitationsenergie selbst� Den Er�
haltungssatz des EIST kann man bei Anwesenheit des Gravitationsfeldes in di�erentieller Formulierung
durch T��

jj� � � darstellen� wobei jj� die kovariante Ableitung mit denen durch die Metrik gebilde�
ten Cristo�el�Symbolen darstellt� Man kann nun die Einsteingleichungen so umformulieren� da� man
durch De�nition eines Pseudo�Energie�Impulstensor t�� des Gravitationsfeldes�� zu einem Gesamt�
EIST ET�� �� T�� � t�� �Einstein�Komplex� gelangt� f�ur den der Erhaltungssatz ET��

j� � � gilt�

�Die Bezeichnung �Pseudo� kommt daher� da� t�� kein echter Tensor ist� d�h� er transformiert sich unter Koordi�
natentransformation nicht tensoriell �siehe ���� S���	�

��
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In der Standard�Literatur existieren unterschiedliche De�nitionen des Pseudo�Energie�Impulstensor
t�� � die jedoch alle die Gemeinsamkeit ET��

j� � � besitzen�

Im Landau�Lifschitz �siehe ���� S����� erscheint z�B� folgende De�nition�

LH���j� � ��g� �T�� �Lt��
�

�	���

mit� LH��� �
�

���G

�
��g� �g��g�� � g��g���

�
j�

LH����� �LH��� � LH����� j� �LH��� j� �

Der so de�nierte Pseudo�EIST Lt�� des Gravitationsfeldes ist symmetrisch� und besitzt die Eigenschaft
bei Entwicklung der Metrik um die Minkowski�Metrik nach ������ von mindestens quadratischer Ord�
nung in h�� zu sein� Desweiteren hat diese De�nition die Eigenschaft� keine zweiten Di�erentiale in
h�� zu enthalten�

Entwickelt man die Metrik g�� um die Minkowski�Metrik ��� ������ und fa�t die unterschiedlichen
Ordnungen in der Einsteingleichung zusammen so ist f�ur diesen Fall eine geeignete De�nition des
Pseudo�EIST im Misner�Thorne�Wheeler �siehe ���� S���	�� zu �nden�

MH���� j�j� � ���
�
T�� �

Mt��
�

�	���

wobei � MH���� � � � h����� �  h����� �  h����� �  h�����
�

MH���� � MH �������� � MH������ � � �  h�� � h�� � �

�
��� h�

� �

Bei dieser Aufteilung der Einsteingleichung ist es ersichtlich� da� die quadratische Ordnung der Higgs�
feldgleichung die ma�geblich bestimmenden Terme des Pseudo�EIST des Gravitationsfeldes widerspie�
gelt�

T� Fliessbach ���� formuliert diese Eigenschaft des Pseudo�EIST� sich haupts�achlich aus zweiten Ord�
nungen zusammenzusetzen noch direkter� indem er den Energie�Impulstensor des Gravitationsfeldes
den zweiten Ordnungen der Einsteingleichung gleichsetzt und h�ohere Terme vernachl�assigt�

���

R�� ��

�

���

R ��� � �
�G �T�� �FLt��
�

wobei � FLt�� �
�


�G


���

R�� ��

�

���

R g��

�
�

Diese De�nition hat jedoch den Nachteil� da� der angestrebte Erhaltungssatz
�
T�� �

FLt��
�j�

� � nur
in N�aherung erf�ullt ist�

A� Einstein de�niert in ��
� den folgenden Energie�Impulstensor des Gravitationsfeldes in Einsteinei�
chung �

p�g � �� f�ur den materiefreien Fall�

�Man beachte hier die Wahl des Ma�systems� die in diesem Buch durchg
angig gew
ahlt wird�
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Eine interessante De�nition des Pseudo�EIST �ndet man im De Felice�Clarke �siehe ���� S������

S��� j� � �
�Gp�g �T �� �Ft�
�
�

�	���

mit� S��� � �� g�� 	L
	g��j�

� LRo � �
p�g g�� �!��� !��� � !��� !

�
��

�
Ft�

� �
�

���G
p�g

�
LRo��� � g��j�

	LRo
	g��j�

�

S����� � S��� � S�����j� �� S���j� � Ft���� ��Ft�� �

Die Lagrangedichte LRo ergibt sich aus der Lagrangedichte LR �
p�gR� indem man zu LR Divergen�

zen addiert� da solche Terme die Feldgleichungen nicht ver�andern �siehe ���� S�

�� Diese De�nition des
Pseudo�EIST ist insofern interessant� da sie eine gewisse Konsistenz der Einsteingleichung aufzeigt�
Fa�t man die linke Seite der Gleichung �	��� als eigentliche Dynamik des Gravitationsfeldes auf� so
ist die rechte Seite die gesamte Quelle dieser Dynamik� diese Quelle setzt sich zusammen aus dem
metrischen EIST der Materie und dem kanonischen EIST des Gravitationsfeldes� Es treten also im
Gegensatz zu den anderen De�nitionen keine willk�urlich festgelegten t�� �s auf� sondern es erscheint
der kanonische EIST des Gravitationsfeldes als selbstwechselwirkende Quelle der Bewegungsgleichung
der Metrik� Der Pseudo�Energie�Impulstensor Ft�� besitzt jedoch die Eigenschaft� nicht symmetrisch
zu sein� so da� ihm nicht der gleiche Stellenwert wie den anderen in der Einsteingleichung auftretenden
metrischen Energie�Impulstensoren zukommt�

Im n�achsten Unterkapitel wird gezeigt werden� da� die Konsistenzeigenschaft die in der Formulierung
der Einsteingleichungen nach Art von De Felice�Clarke erscheint ebenfalls f�ur den symmetrischen
Teil der Higgsfeldgleichung erf�ullt ist� Als Quelle der Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder
erscheint hier der symmetrisierte kanonische Energie�Impulstensor des Higgsfeldes�

��� Der kanonische EIST des Higgsfeldes

Der kanonische Energie�Impulstensor des Higgsfeldes T����� berechnet sich aus der verallgemeinerten
Lagrangedichte LHe

durch folgenden Ausdruck�

T�
���� �

�
	LHe

	��AB j�

�
��A

B
j� �LHe

��
� �

Entwickelt man in diesem EIST die verallgemeinerten ��Matrizen um ihren Grundzustand ���
� und
trennt die verschiedenen Ordnungen� so erh�alt man�
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Wie man an Gleichung �	��� sieht� verschwindet die nullte Ordnung des kanonischen EIST�s des Higgs�
feldes nicht� sondern wird durch eine raumzeitlich konstante Gr�o�e bestimmt� die ihren Ursprung im
Higgspotential hat� Man kann diesen konstanten Energie�Impulsbetrag durch Umnormierung des
Higgspotentials zum Verschwinden bringen �siehe �	�� S����� Falls man jedoch wie in Gleichung �	���
keine Umnormierung vornimmt� so ist dieser konstante Term als kosmologische Konstante zu inter�
pretieren�
Da� die erste Ordnung des kanonischen EIST�s verschwindet und die zweite nicht� ist bei Betrachtung
der Higgsfeld�Lagrangedichte LHe

leicht einsehbar und ist typisch f�ur gravitations�ahnliche Wechsel�
wirkungen�

Spurt man die freien Indizes �� der Gleichung �	�	� ab� so erh�alt man den Energie�Impuls�Skalar
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Daraus ergiebt sich die folgende Gr�o�e�

���

T�� ���� �

�

���

T ��� ��� �

���� v�
�

� �� v
�

�
� �� v

� � ��� v
�

�
���

��
� j� ���

��� j� �

�
�� v

�

�
�
�� v

�

�
�
�� v

�

�
� �� v

� � ��� v
�

�
���
��� j�

���

��� j� � �	���

���� v�
�

� �� v
�

�
� �� v

� � � �� v
�

�
���
��� j�

���

��� j� �

Symmetrisiert man die Gleichung �	��� in ihren freien Indizes �� so folgt�
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�Ahnlich� wie in der De�nition des Pseudo�EIST�s von De Felice�Clarke �	���� sollte es auch bei der
Higgsfeldgleichung m�oglich sein� sie auf folgende Form zu bringen��
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Der symmetrische� kanonische EIST des Higgsfeldes w�are somit Quelle einer Bewegungsgleichung des
Higgsfeldes�

Schreibt man die Gleichung ������ um� so lautet die symmetrisierte Higgsfeldgleichung in zweiter
Ordnung�
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�Zu den formalen Unterschieden dieser Gleichung mit der klassischen Formulierung von De Felice�Clarke siehe
Diskussion am Ende des Kapitels�

�Der Parameter � stellt einen noch o�enen Kopplungsparameter dar�
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Damit diese Gleichung plus dem Divergenzterm A���
j� gleich der Einsteingleichung in zweiter Ord�

nung ����
� ist� mu�te man unter anderem die Forderungen �� � ��� � �� � ���� an die Parameter�
werte verwenden �siehe �������� dies benutzen wir auch hier� Die unterstrichenen Terme �f�g� f�g� f�g�
der Gleichung �	�
� kann man� wie wir in der folgenden Gleichung sehen werden� direkt als Divergenzen
schreiben�
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Die letzten vier Terme dieser Gleichung heben sich gegeneinander auf�
Verwendet man in dem Term� der mit f�g gekennzeichnet ist� die erste Ordnung� so kann man die
ersten drei Terme ebenfalls als Divergenz schreiben� falls man folgende zus�atzliche Forderung an die
Parameterwerte stellt� ��� � 
�� � �� � 
�� � �� � 
���


��� v � 
�� v� ���

���

���
���

��
� j� � ��� v � 
�� v� ���

���

���
���

��� j��

���� v � ��� v�
���

���
���
��� j� �

���� v
�

� �� v

�
���

��
�

���

��
�
j� �

�� ��� v�

�
� �� v

�
���

��
�

���

��
�
j� ����� v

�
� �� v

� ���

��
�

���

��
� j� �

�� ��� v�

�
� �� v

� ���

��
�

���

��
� j� � �	���

��� v � �� v � �� v � ��� v � ���� v�
���
���

j� ����� v
�

� �� v

�
� ��� v � 
�� v � �� v

�
� �� v

�
� � �� v � 
 �� v

�
���

��
� j� ����� v

�
� �� v

�
� ��� v � 
�� v � �� v

�
� �� v

�
� � �� v � 
 �� v

�
���

��
� j�

�
j�

�

� � ��� v � �� v�
���

���
���
��� j�j�� �z ��

�
�
�� v

�
� �� v

�
���

��
� j� ���

��� j� �
�
�� v

�
� �� v

�
���

��
� j� ���

��� j� �

Dividiert man diese Gleichung durch �v und verwendet in dem markierten Term der Gleichung �	���
die Eigenschaften ������ der angeregten Higgsfelder� so l�a�t sich �	��� wie folgt schreiben�
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Damit nun diese Gleichung sich wie �	��� schreiben l�a�t mu� man weitere Forderungen an die Para�
meterwerte stellen
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die dann mit den alten Forderungen ������ in die folgende L�osung resultieren�
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wobei� B � �A � �F � �� �B� � �E � �B� �

Da die Parameterwerte �A�B�C�D���� der Metrik g�� nach De�nition der e�ektiven Metrik eg�� festge�
legt sind� ist es bemerkenswert� da� man bei den Bestimmungsgleichungen �	���� der Parameterwerte
���� ��� ���� ��� lediglich noch zwei Freiheitsgrade besitzt�
Weiter ist es bemerkenswert� da� der Parameter E nun ebenfalls durch B und den Kopplungspara�
meter � festgelegt ist�

Es wurde also gezeigt� da�� falls man die Parameter ���� ��� ���� ��� wie in �	���� angegeben w�ahlt� sich
die zweiten Ordnungen der Higgsfeld� und Einsteingleichung nur durch den Divergenzterm A���

j�

voneinander unterscheiden und� da� man au�erdem den symmetrischen� kanonischen EIST des Higgs�
feldes als Quelle einer Dynamik der angeregten Higgsfelder interpretieren kann und deshalb eine
konsistente Selbstwechselwirkung des Higgsfeldes gegeben ist�
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Vergleicht man diese Gleichung mit der klassischen Schreibweise von De Felice�Clarke �	���� so erkennt
man einige Unterschiede und Gemeinsamkeiten�

� Bei �	��� erscheint auf der rechten Seite der nicht symmetrische Energie�Impulstensor des Gra�
vitationsfeldes� wobei in Gleichung �	���� der folgende symmetrische Ausdruck auftritt�
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� In �	���� tritt der Faktor �
v� als Kopplungskonstante zwischen der Dynamik und Quelle der

angeregten Higgsfelder auf� Dieser Faktor ist proportiaonal zur Kopplungskonstanten G�

� Interessant ist desweiteren eine Betrachtung der Symmetrieeigenschaften der Divergenzterme��
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Diese Unterschiede lassen darauf schlie�en� da� es bei dem Higgsfeld im Gegensatz zur klassischen For�
mulierung des Gravitationsfeldes strukturell keinen Unterschied macht� um welche Arten von Energie�
Impulstensoren es sich handelt� auch wenn es sich um den Energie�Impulstensor des Higgsfeldes selbst
handelt�

�Die Symmetrieeigenschaften des Higgsfeld�Divergenzterms H
���

S ��� werden ersichtlicher� wenn die Parameter
���� ��� ���� ��	 festgelegt sind �siehe Kapitel ���	�



���� DIE BEDEUTUNG DES EIST BEI GRAVITATIONSWELLEN �	

��� Die Bedeutung des EIST bei Gravitationswellen

Betrachtet wird zun�achst der klassische Fall� Man sieht das Gravitationsfeld als eine Gravitationswelle
an� die sich auf einer Hintergrunds�Metrik ausbreitet� wobei das System die folgenden charakteristische
Gr�o�en besitzt�

R � Kr�ummungsl�ange des Hintergrunds� " � Wellenl�ange der Gravitationswelle

Q � Amplitude der Welle� Mit� Q � ��
"

R � �

Entwickelt man die Metrik g�� um die Hintergrund�Metrik Bg�� � schr�ankt sich zun�achst auf die mate�
riefreie Raumzeit ein und trennt die Einsteingleichung nach Potenzen in h�� � so kann man die ersten
zwei Ordnungen wie folgt aufteilen �siehe ���� S����������

���

R�� �
���

h � � � �	����

�B�

R�� � �
���

R�� �
���

h � � � � �	����

���

R�� �
���

h ��
���

R�� �
���

h �� �
���

R�� �
���

h � � � � � �	����

Die Mittelwertbildungen � ��� �� die in Gleichung �	���� und �	���� auftreten stellen Integrale dar�
die sich �uber ein Raumzeit�Volumen erstrecken� das gro� gegen�uber "� jedoch klein in bezug auf die
typische Kr�ummungsl�ange R der Hintergrundsmetrik ist��

� Gleichung �	���� stellt die Wellengleichung der Welle dar� die f�ur die Propagation verantwortlich
ist�

� Gleichung �	���� ber�ucksichtigt die Eigenschaft des Pseudo�EIST des Gravitationsfeldes keine
wirkliche lokale De�nition zu besitzen� und formuliert ihn durch die Mittelwertbildung in einem
ausgeschmierten Sinne �coarse�grain viewpoint��

� Gleichung �	���� stellt den in den Volumenbereichen stark �uktuierenden Teil der Welle dar�

Man kann nun zeigen ���	�������� da� falls �
R � � gilt� die Mittelwertbildung folgende n�utzliche

Eigenschaften besitzt�

Divergenz�Terme verschwinden � � �
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Interessant ist nun eine Betrachtung des Mittelungsprozesses angewandt auf die Feldgleichungen in
der Form �	��� f�ur den materiefreien Fall�
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�W
ahlt man als Hintergrundsmetrik die Minkowski�Metrik� ist die Kr
ummungsl
ange R unendlich gro� und man
kann die Mittelungsvolumen unendlich klein w
ahlen�
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Entwickelt man die Riemann Metrik um die Hintergrund�Metrik Bg�� und trennt die Ordnungen der
dann entstehenden Gleichung� so folgt�
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Der hintere Term der Gleichung �	���� stellt die Mittelung der zweiten Ordnung des kanonischen

EIST�s des Gravitationsfeldes dar und beinhaltet seinerseits nur Terme� die von der Struktur �
���

h
���

h �
sind�
Man kann Gleichung �	���� nun wie folgt interpretieren�
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R����z�
Kr�ummung des Hintergrunds
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Energieimpuls von �����
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Der Energieimpuls der Gravitationswelle �	���� erzeugt demnach selbst die Hintergrundskr�ummung�

Man kann diese Eigenschaft von Gravitationswellen ohne weitere Einschr�ankungen auf Higgsfeld�
wellen �ubertragen� wenn man sich die Mittelung der zweiten Ordnung der Higgsfeldgleichung �	����
betrachtet und die Hintergrundsmetrik als ein Hintergrunds�Higgsfeld interpretiert� auf dem sich eine
Higgsfeldwelle ausbreitet�
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Der Energieimpuls des Higgsfeldes ist demnach selbst Quelle eines Higgsfeldes�

Da bei der Mittelung der Divergenzterm A���
j� herausf�allt� sind die Di�erentialgleichungen der Higgs�

feldwelle �	���� und der Gravitationswelle �	��
� identisch� falls man von stark �uktuierenden Termen
� die bei der Mittelung wegfallen � absieht�



Kapitel �

Festlegung der Parameter

��� Vorbemerkungen

In den letzten beiden Kapiteln wurden die Parameter ���� ��� ���� ��� der Higgsfeldlagrangedichte LHe

durch Vergleich mit der zweiten Ordnung der Einsteingleichung und einer Konsistenz�Forderung der
Higgsfeldgleichung soweit eingeschr�ankt� da� lediglich noch zwei Freiheitsgrade in der Wahl �ubrig blie�
ben�
In diesem Kapitel soll nun nacheinander die Lagrangedichte des Higgsfeldes LHe

� die Higgsfeldglei�
chungH���� und den kanonischen EIST des Higgsfeldes T����� bei festgelegten Parametern angegeben
werden�

��� Explizites Aussehen der Parameter

Die Gleichung �	���� legt die Parameter der Higgsfeldlagrangedichte ����� weitgehend fest� wenn man
die durch die e�ektive Metrik eg�� bestimmten Koe�zienten �A�B�

A � � � B � �� mit ������ F � �

benutzt� Legt man durch die willk�urlichen Bedingungen

�� � � �� � � � � �

die drei noch o�enen Freiheitsgrade fest� so sind alle Parameter ���� ��� ���� ��� wie folgt festgelegt�

�� � � � �� � � � �� � �� � �� �
�

�
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�
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�
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��� Die Lagrangedichte des Higgsfeldes

Mit den Parameterwerten ����� schreibt sich die Higgsfeldlagrangedichte ����� wie folgt�

��



�
 KAPITEL 
� FESTLEGUNG DER PARAMETER

L �
�

v�
tr��D� ���tr��

� ��� �D� ����� 


v�
tr��D� ���tr��

� ��� tr��� ��� �D� ���� �

�
�

v�
tr��D� ���tr��� �

�� �D� ����� ��

v�
tr��D� ���tr��

� ��� �D� ���� � �����

�
��

v�
tr��D� ���tr��

� ��� tr��� ��� �D� ����� �

v�
tr��D� ���tr��� �

�� �D� ���� �

�



v�
tr��D� ���tr��

� �� � �D� �
���� ��

v�
tr��D� ���tr��

� ��� tr��� ��� �D� �����

� �

v�
tr��D� ���tr��� �

� � �D� �
��� �

Diese Lagrangedichte ist also die Verallgemeinerung der Lagrangedichte
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f�ur einem Higgsfeld mit gravitations�ahnlicher Selbstwechselwirkung�

��� Die Higgsfeldgleichung

Berechnet man mit Hilfe der Lagrangedichte ����� die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung �analog
zu Kapitel ���� und wendet nacheinander das Folgende an�

� Symmetrisierung in den freien Indizes

� Folgerungen ������

so erh�alt man�
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Dies stellt die Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in zweiter Ordnung dar�

Benutzt man nun bei dem
���
��� j� j��Term die erste Ordnung der Higgsfeldgleichung und addiert den

Divergenzterm A���
j�� so erh�alt man die zweite Ordnung des Ricci�Tensor in Einsteineichung und

somit die Einsteingleichung des materiefreien Fall in zweiter Ordnung�
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��� Der kanonische EIST des Higgsfeldes

Der symmetrisierte kanonische EIST des Higgsfeldes besitzt bei unserer Parameterwahl ����� folgende
Gestalt�
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Daraus ergibt sich die folgende Gr�o�e�

���

T���� ����
�

�

���

T ��� ��� �
v�

�

�
����j� ��� j� � ��

�j� ��� j� � ��� j� ��� j�
�

�

Um diesen Ausdruck als Quelle der Dynamik der angeregten Higgsfelder in zweiter Ordnung zu erhal�
ten� schreiben wir die Gleichung ����� um� benutzen die erste Ordnung und die Forderungen �������
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Die markierten Terme kann man als Divergenzen schreiben� wobei beim Term f�g ein Zusatzterm
auftritt� der die beiden letzten Terme der rechten Seite der Gleichung ���	� kompensiert� Beim Term
f�g wird die Symmetrie der Tensoren ausgenutzt�
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Die Gleichung ���	� schreibt sich somit�
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De�niert man sich die Gr�o�e
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so schreibt sich Gleichung ����� wie folgt�
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Aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften l�a�t der Divergenzterm B��� � im Gegensatz zu A��� � den
Energie�Erhaltungssatz nicht unbeein�u�t�

Betrachtet man� wie schon in Kapitel �	���� Gravitations� bzw� Higgsfeldwellen und mittelt die
Feldgleichung ���
� �uber kleine Raumzeitbereiche� so erh�alt man mit den Eigenschaften �	��	��
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Energieimpuls der Higgsfeldwelle
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Betrachtet man sich den durch die rechte Seite der Gleichung ����� gemittelten Energieimpuls der
Higgsfeldwelle und vergleicht ihn mit den Literaturwerten �siehe ���� S����� des Energieimpuls von
Gravitationswellen� so sind diese identisch�
Der symmetrische Teil des Energie�Impulstensors des Higgsfeldes ist demnach dem �grobk�ornigem�
EIST des klassischen Gravitationsfeldes gleich und besitzt einen de�nierten lokalen Wert�



Kapitel �

Eigenschaften des Divergenzterms
A���

j�

��� Vorbemerkungen

Wir haben im Kapitel � gesehen� da� sich bei geeigneter Parameterwahl ������ die Higgsfeldgleichung
������ von der Einsteingleichung ����
� nur durch den Divergenzterm A���

j� unterscheiden� In diesem
Kapitel m�ochte zun�achst zeigen� da� der Energie�Erhaltungssatz der Higgsfeldgleichung H�� � �
durch die Addition dieses Divergenzterms nicht ver�andert wird�
Im zweiten Unterkapitel werde ich einige m�ogliche Interpretationen des Divergenzterms diskutieren�

��� Invarianz des Energie�Impuls�Erhaltungssatzes unter Ad�

dition des Divergenzterms

Die Higgsfeldgleichung H�� lautet�

H�� � H�� �A���
j�

wobei� A����� � A��� �

Der Divergenzterm besitzt desweiteren die folgenden Eigenschaften�

A���
j�j� � A���

j�j� �Partielle Ableitungen kommutieren

A���
j�j� � �A���

j�j� �Eigenschaft der Antisymmetrie ausgen�utzt

� A���
j�j� � � �

Somit gilt f�ur den Erhaltungssatz�

H��
j� � H��

j� �A���
j�j�� �z �

�

� H��
j� � � �

Der Divergenzterm hat demnach keine Auswirkungen auf den Energie�Impuls�Erhaltungssatzes�

��



�� KAPITEL �� EIGENSCHAFTEN DES DIVERGENZTERMS A���
j�

��� Interpretation des Divergenzterms

In diesem Unterkapitel werden m�ogliche Erkl�arungsversuche der durch den Divergenzterm auftreten�
den Unterschiede der Einsteingleichung mit der Higgsfeldgleichung diskutiert� Welche der im folgenden
skizierten E�ekte f�ur das Auftreten des Divergenzterms verantwortlich ist� konnte leider aufgrund der
begrenzten Dauer der Diplomarbeit nicht entschieden werden� Die im folgenden auftretenden Punkte
besitzen deshalb spekulativen Charakter und sollten in weiteren Arbeiten n�aher betrachtet werden�

����� Torsionse�ekte

Verallgemeinert man die Riemannsche Geometrie� indem man m�ogliche Torsionse�ekte der Raumzeit�
Struktur ber�ucksichtigt �siehe� ����� so mu� man zu allgemeinen Konnektionen

�!��� � !��� �K��
�

�!��� � Verallgemeinerte Konnektionen

!��� � Christo�el Symbole

K��
� � Kontorsionstensor � K���

�� � K��
�

�ubergehen�

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Kontorsionstensors gelten die folgenden Folgerungen�

K��
� � � � K��

�
j� � � � �����

Betrachtet man sich nun den mit den verallgemeinerten Konnektionen �!��� gebildeten Riccitensor

�R�� � �!��� j� ��!���j� ��!���
�!��� ��!��� �!��� � �����

und benutzt die Eigenschaft ������ so schreibt sich die Einsteingleichung f�ur den materiefreien Fall mit
Torsion wie folgt�

�R�� � !��� j� � !���j�� �z �
Glied ohne Torsion

� K���
j�� �z �

Torsionsbeitrag

� �!���
�!��� ��!��� �!���� �z �

GemischteGlieder

� � �

Betrachtet man sich nun nochmals die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung

���

H���� �
���

H�� �A���
j� �

�
���

R�� �A���
j� � � �

so ist folgendes zu bemerken�
Da der Divergenzterm A���

j� von seiner Struktur und Symmetrie her die gleichen Eigenschaften wie
die in �R�� auftretende Divergenz des Kontorsionstensors K��� hat� kann man vermuten� da� die
Higgsfeldgleichung H���� anscheinend eine Raumzeit�Struktur bildet� die einen nicht Riemannschen

Torsionsanteil beinhaltet� Der Divergenzterm A���
j� w�are demnach als eine torsionsbedingte Ab�

weichung der Higgsfeldgleichung von einer rein Riemannschen Raumzeit�Stuktur zu deuten� Diese
Vermutung k�onnte man formal wie folgt schreiben�

�R��
�� H�� � A���

�� K��� �



���� INTERPRETATION DES DIVERGENZTERMS ��

����� Quantentheoretische Formulierung der SET

Wir hatten in Kapitel 	�� gesehen� da� wenn man das Gravitationsfeld in Wellenform beschreibt man
auf eine physikalische Interpretation der in den Feldgleichungen auftretenden Divergenzterme gef�uhrt
wird� Der Divergenzterm A���

j� stellt Fluktuationen der Gravitationswelle in kleinen Raumzeit�
Gebieten dar� die zum Energie�Erhaltungssatz nicht beitragen�
Es w�are nun interessant zu betrachten� welchen Stellenwert den Divergenztermen bei einer quanten�
theoretischen Formulierung der SET zukommt� und wie sie sich unter quantenmechanischer Mittelung
verhalten bzw� ob sie Ein�u� auf de�nierte Erwartungswerte haben�

����� Korrekturen zum EIST des Higgsfeldes durch Superpotentiale

Der kanonische EIST des elektromagnetischen Feldes ist nicht symmetrisch und unvollst�andig� da er
Spin�Ein��u�e des Fedes nicht ber�ucksichtigt� Durch das Hinzuf�ugen eines antisymmetrischen Super�
potentials E���

j� ist es jedoch m�oglich ihn zu symmetrisieren und fehlende Spinanteile zu ber�uck�
sichtigen� Der durch diesen Vorgang entstehende EIST tritt als Quelle des Gravitationsfeldes in der
Einsteingleichung auf und man nennt ihn den metrischen EIST des elektromagnetischen Feldes�

Man k�onnte nun die HiggsfeldgleichungH�� nicht durch direkte Symmetriesierung �H����� symmetrie�

sieren� sondern ihr ein Superpotential der Struktur des A���
j��Term hinzuf�ugen� Physikalisch w�urde

das nun � in Analogie zum elektromagnetischen Fall � bedeuten� da� als selbstwechselwirkende Quelle
des Higgsfeldes nicht der direkt symmetrisierte kanonische EIST des Higgsfeldes erscheint� sondern
der durch ein Superpotential symmetriesierte �metrische� EIST� Dies w�urde nun bedeuten� da� im
kanonischen EIST des Higgsfeldes gewisse �Spin��ahnliche� Anteile der angeregten Higgsfelder fehlen�
die man �per Hand� hinzuf�ugen mu��



Kapitel �

Nichtlineare Erweiterung
�Raumzeit mit Materie�

	�� Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wird die Einschr�ankung ein System ohne Materie zu betrachten aufgeben� Exem�
plarisch werden massive Fermionen in einem System mit Gravitations� bzw� Higgsfeld betrachtet�
Dabei wird ein Blick auf die klassische Formulierung der Gravitationsankopplung an fermionische
Materie geworfen� Da die klassische Formulierung � um Inkonsistenzen zu vermeiden � ebenfalls zu
raumzeitabh�angigen Diracmatrizen �ubergehen mu�� ist eine strenge Nomenklatur erforderlich� denn
sonst wird eine formale Trennung beider Theorien unm�oglich� Die zus�atzlich erforderlichen Symbole
sind im �Verzeichnis der verwendeten Symbole� zusammengefa�t�
Nach Behandlung der ersten und zweiten Ordnung der klassischen Gleichungen werden die beiden
Ordnungen der Higgsfeldgleichung berechnet�
Ein Vergleich wird zeigen� da� die linearen Gleichungen beider Theorien identisch sind� Die quadra�
tischen Ordnungen sind von ihrer Struktur her gleich� koppeln jedoch mit unterschiedlichen Gewich�
tungsfaktoren an die fermionische Materie an�

	�� Klassische Formulierung mit fermionischer Materie

Zun�achst soll dargelegt werden� wie man bei einer �klassischen� � Betrachtung des Systems die Wech�
selwirkung der fermionischen Felder mit einer gekr�ummten Raumzeit zu beschreiben hat�
Wir sind also einerseits an der Bewegungsgleichung der Fermionen �Diracgleichung� in gekr�umm�
ter Raumzeit interessiert und andererseits wird quantitativ die durch die Fermionen hervorgerufene
Raumzeit�Kr�ummung beschrieben werden�

Die Lagrangedichte eines massiven fermionischen Teilchens in einer �achen Raumzeit ist gegeben
durch�

KoLM �
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n
� ���j� � �j� �

��
o
�m�� �

M�ochte man diese Lagrangedichte in einer gekr�ummten Raumzeit� allgemein�relativistisch kovariant
formulieren� so sind die folgenden Korrekturen n�otig �siehe �����

�Klassisch hier wieder im Sinne von �nicht Spin�Eichtheoretisch��

��



���� KLASSISCHE FORMULIERUNG MIT FERMIONISCHER MATERIE �	

� Durch den �Ubergang von einer �achen Minkowski�Metrik ��� � ������ zu einer gekr�ummten Me�
trik g�� ist es auch in der Einsteinschen Theorie n�otig� zu verallgemeinerten� raumzeitabh�angigen
#��Matrizen �uberzugehen� die die Antikommutatorbeziehung g�� � #���#��� erf�ullen�

� Man mu� die spinoriellen� partiellen Ableitungen in allgemein�relativistische kovariante Ablei�
tungen umschreiben�

�j� � �jj� � �j� � !��

!� � !�A
B �

�

�
e���

�jj� e���
 �
AB ��B
D � #��A

B � e���
� ����A

B

#��A
B � Veralgemeinerte ��Matrizen in der klassischen Gravitationstheorie

!� � Ricci�Rotationskoe�zienten

e���
� � Tetradenfelder

��� � Indizes im lokalen Minkowski�Tangentialraum

e���
�
jj� � Mit Christo�el�Symbolen gebildete

kovariante Ableitung der Tetrade �

� Zur Bildung der adjungierten Spinoren � ist es erforderlich eine raumzeitabh�angige hermitesie�
rende Matrix #� einzuf�uhren�

� �� � #� �

Die allgemein�relativistisch kovariant formulierte fermionische Lagrangedichte schreibt sich somit�
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Die Bewegungsgleichungen der Fermionen ergeben sich wie gew�ohnlich durch die Euler�Lagrangegleichungen
in bezug auf den Spinor � bzw� adjungierten Spinor ��

i #���jj� �m� � � wobei� #��jj� � � � �
���

Bildet man den kanonischen EIST dieser Lagrangedichte und symmetrisiert diesen� so entspricht er
dem metrischen EIST� der als fermionische Gravitationsquelle in der Einsteingleichung erscheint� er
lautet�

KT����� �
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� #����jj�� � ��jj� #����
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Mit Hilfe der Diracgleichung �
��� kann man zeigen� da� die fermionische Lagrangedichte �
��� gleich
Null ist� so da� sich der folgende Ausdruck f�ur den Energie�Impuls�Skalar ergibt�

KT ��� � m�� � �
���

Die Einsteingleichung eines Systems mit fermionischer Materie lautet somit�
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�� KAPITEL �� NICHTLINEARE ERWEITERUNG �RAUMZEIT MIT MATERIE	

Wie bei den ��Higgsfeldern kann man aufgrund der Hermitezit�at�Antihermitezit�at der #��Matrizen
diese nach den gew�ohnlichen Diracmatrizen �� entwickeln�
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Berechnet man die einzelnen Ordnungen des fermionischen Energie�Impulstensors �
���� so erh�alt
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Entwickelt man die Einsteingleichung �
�	� nach Ordnungen� so erh�alt man in linearer N�aherung�
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Die zweite Ordnung besitzt folgende Gestalt�
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Benutzt man in dieser Gleichung auf der linken Seite �siehe ����� die erste Ordnung
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so entsteht formal ein zus�atzlicher Energie�Impulsbeitrag� der� wenn man ihn auf die rechte Seite
bringt wie folgt aussieht�
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Durcherste Ordnung entstanden

�

�Da hier der klassische Limes interessiert� und die Ricci�Rotationskoe�zienten nur an die Spin�Freiheitsgrade der Fer�
mionen koppeln kann man die kovarianten spinoriellen Ableitungen in diesem Fall in partielle Ableitungen umschreiben�



���� HIGGSFELDGLEICHUNG IM MATERIEBEHAFTETEN RAUM ��

Um Widerspr�uche in der De�nition der Tetrade zu vermeiden� mu� man auf der klassischen Seite den
folgenden Zusammenhang beachten�
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Verwendet man diese Eigenschaft in Gleichung �
���� so heben sich einige Terme auf��
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Setzt man die Koe�zienten der Metrik �B � ��� ein� so erh�alt man
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	�� Higgsfeldgleichung im materiebehafteten Raum

Zu der verallgemeinerten Higgsfeld�Lagrangedichte ����� wird nun die fermionische Lagrangedichte
LM addiert� und somit das betrachtete System um diese erweitert

LG � L� LM
LM �

i

�

�
� ��D�� � �D��� �

��
�� k� �� ��� �

Wieder ergibt sich die Higgsfeldgleichung H�
A
B � � durch die Euler�Lagrangegleichungen nach den

verallgemeinerten ��A
B�Matrizen� Durch Multiplikation mit ��A

B und Spurbildung erh�alt man die
Higgsfeldgleichung in der Form H�� � ��

Der fermionische symmetrisch�kanonische Energie�Impulstensor lautet wie folgt�

HT����� �
i

�

�
� ��� D�� � � �D�� �� ��� �

�
�

Mit Hilfe der Diracgleichung ���
� erh�alt man den zugeh�origen Energie�Impuls Skalar�

HT ��H T�
���� � k v �� � m�� �

�Man beachte� da� in nullter N
aherung beide Arten von Indizes ����� �	 gleich zu behandeln sind� und somit Unter�

schiede� die durch Heben und Senken der Indizes entstehen� immer eine Ordnung h
oher rutschen�
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����� Linearisierte Feldgleichungen

Nach Bildung des Niederenergie�Limes und Symmetriebrechung ordnet man die Gleichung nach Ord�
nungen in den Anregungsfeldern�

Die linearisierte� symmetrisierte Higgsfeldgleichung
���

H ������� �� � � ist von der folgenden Struktur�
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Multipliziert man die Higgsfeldgleichung
���

H ������� �� � � mit �
v und bringt die fermionische Quelle

des Higgsfeldes auf die rechte Seite der Gleichung� so ergibt sich�
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����� Feldgleichungen zweiter Ordnung

Der symmetrische Teil der quadratischen Ordnung der Higgsfeldgleichung
���

H ������� �� � � lautet�
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Wie im materiefreien Fall wird nun zu dieser Gleichung der antisymmetrische Divergenzterm A���
j�

�siehe ������� addiert� Dadurch erh�alt man eine Higgsfeldgleichung der folgenden Form�
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Benutzt man in dieser Gleichung die erste Ordnung
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so erh�alt man auf der rechten Seite der Gleichung �
���� Zusatzterme� Die Gleichung �
���� schreibt
sich dann�
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���� VERGLEICH ��

	�� Vergleich

Im folgenden vergleichen wir die berechnete Higgsfeldgleichung mit der Einsteingleichung in erster
und zweiter Ordnung f�ur ein System mit fermionischer Materie�

����� Linearisierte Feldgleichungen

Vergleicht man die linearen Gleichungen �
��� und �
���� miteinander� so sind diese gleich� falls man
folgendes ber�ucksichtigt�

� Zwischen der Gravitationskonstante G und dem symmetriebrechenden Parameter v mu� der
folgende Zusammenhang bestehen�� ��G � �

v�

� Die de�nierte Gr�o�e H
�o�

T � ���� mu� der nullten Ordnung des fermionischen� metrischen EIST�s
KT����� der Einsteinschen Gravitationstheorie entsprechen�

� Die Spur von H
�o�

T � ���� mu� gleich der de�nierten Gr�o�e H
�o�

T ��� sein�

Betrachtet man sich die nullten Ordnungen der Energie�Impulstensoren� so sind alle drei Punkte
erf�ullt

����� Feldgleichungen zweiter Ordnung

Vergleicht man die Feldgleichungen �
���� und �
��	� der zweiten Ordnung und verwendet den Zu�
sammenhang des Parameters v mit der Gravitationskonstanten G so erkennt man� da� die beiden
Gleichungen von ihrer Struktur her identisch sind� Abweichungen bestehen jedoch in der St�arke der
Ankopplung an die fermionische Materie� Die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft koppelt im Ver�
gleich mit dem klassischen Gravitationsfeld in zweiter Ordnung nur halb so stark an die Fermionen�
Die Ursache dieser Abweichung k�onnte in einer Torsionseigenschaft des Higgsfeldes liegen�

�Man beachte bei dem positiven Vorzeichen� da� in R�� der Parameter B � �� eingeht�



Kapitel �

Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde in dieser Arbeit gezeigt� da� es m�oglich ist� die der Spin�Eichtheorie zugrundeliegende
Lagrangedichte so zu verallgemeinern� da� die aus ihr folgende Higgsfeldgleichung eine gravitati�
ons�ahnliche Wechselwirkung enth�alt� Der symmetrische Teil des kanonische Energie�Impulstensors
des Higgsfeldes tritt als Quelle der symmetrischen Bewegungsgleichung der angeregten Higgsfelder in
Erscheinung�
Ein Vergleich der zweiten Ordnung des symmetrischen Teils der Higgsfeldgleichung mit der zweiten
Ordnung der Einsteingleichung im materiefreien Fall zeigt� da� beide bis auf einen antisymmetrischen
Divergenzterm A���

j�� der den Energie�Impuls�Erhaltungssatz nicht beein�u�t� �ubereinstimmen�
Geht man� wegen der Nichtlokalit�at des EIST�s des Gravitationsfeldes� auf der Seite der klassischen
Beschreibung zu einem grobk�ornigen EIST �uber� so stimmt dieser mit dem EIST des Higgsfeldes

�uberein� Sieht man von in kleinen Raumzeitvolumen stark �uktuierenden Termen ab� so sind die
Di�erentialgleichungen von Gravitations� und Higgsfeldwellen bis zur zweiten Ordnung identisch�
Betrachtet man eine Raumzeit mit fermionischer Materie� so stimmt die erste Ordnung der Feldglei�
chungen ebenfalls �uberein� Die Higgsfeldgleichung in zweiter Ordnung koppelt halb so stark an die
fermionische Materie wie es die klassische Gleichung in zweiter Ordnung tut� was auf zus�atzliche Spi�
nanteile der Higgsfelder zur�uckzuf�uhren ist�

Die Arbeit hat damit gezeigt� da� die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft die Eigenschaften ei�
ner gravitativen Wechselwirkung besitzt� Daraus ergibt sich� da� nun folgende Punkte interessant
sind�

� Die in dieser Arbeit nicht betrachteten antisymmetrischen Anteile der Higgsfeldgleichung soll�
ten auf ihre physikalische Relevanz untersucht werden� um eventuell entstehende Torsions� und
Nichtmetrizit�atsanteile aufzuzeigen�

� Die durch den Divergenzterm auftretenden Unterschiede der zweiten Ordnung der Spin�Eichtheorie
mit der klassischen Theorie sollten genauer untersucht werden� um m�ogliche me�bare Unter�
schiede o�en zu legen und die Interpretation des A���

j��Terms zu kl�aren�

� Die in der Spin�Eichtheorie m�ogliche mikroskopische Betrachtungsweise sollte man quantentheo�
retisch formulieren und alle der Spin�Eichtheorie eigenen Felder quantisieren�

� Der in dieser Arbeit betrachtete Iso�skalare Fall sollte Iso�vektoriell verallgemeinert werden� um
so eine Vereinheitlichung mit den anderen drei Wechselwirkungen zu erm�oglichen�

	�



Anhang A

Forderungen an die
Higgs�Anregungsfelder und die
Metrik

A�� Vorbemerkungen

In diesem Anhang werden die Forderungen ������� die an die ersten und zweiten Ordnungen der
angeregten Higgsfelder bzw� an die ersten und zweiten Abweichungen von der �achen Minkowski�
Metrik gestellt werden� begr�undet�
Auf der Seite der klassischen Formulierung wird gezeigt werden� da� diese Forderungen durch die
Einsteineichung mit einer weiteren Zusatzbedingung erhalten werden�
Bei den Einschr�ankungen der angeregten Higgsfelder soll eine Begr�undung vorstellt werden� die sich
aus einer Konsistenzforderung der Eigenschaften der e�ektiven Metrik eg�� ergibt� Es bleibt jedoch
zu ho�en� da� sich die Forderungen der zweiten Ordnung � wie im linearen Fall � aus dem Energie�
Impuls�Erhaltungssatz angewandt auf die Higgsfeldgleichung ergeben und somit direkt mittels der
Feldgleichungen ableitbar sind�

A�� Folgerungen aus der Einsteinschen Eichbedingung

Da die Feldgleichungen der allgemeinen Relativit�atstheorie sich invariant unter Koordinatentransfor�
mationen verhalten ist es m�oglich� weitere Forderungen an die Metrik g�� zu stellen� ohne da� sich der
physikalische Gehalt der Feldgleichungen �andert� Benutzt man die Einsteineichung det�g��� � ��� so
gelten die folgenden Forderungen an die Metrik�
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	� ANHANG A� FORDERUNGEN AN DIE HIGGS�ANREGUNGSFELDER UND DIE METRIK
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Fordert man nun als weitere Eichbedingung
���

h��
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h��� �� oder nimmt an� da� sich
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� nur aus Pro�

dukten der ersten Ordnung zusammensetzt
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���

h��
���

h�� �� so vereinfachen sich die Forderungen der
Einsteineichung in zweiter Ordnung�

���

h��
���

h��� � �
���

h�
�� � �

Durch Di�erentiation der ersten Folgerung kann man zwei weitere Bedingungen erhalten�
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A�� Forderungen an die Higgs�Anregungsfelder

In der Arbeit von Hitzer �siehe �	�� S��	� werden die linearen Forderungen an die angeregten Higgsfelder
aus dem Energie�Impuls�Erhaltungssatz abgeleitet� Hier soll eine weitere Begr�undung vorschlagen
werden� bei der die Forderungen an die angeregten Higgsfelder durch Nebenbedingungen aus der
e�ektiven Metrik folgen� Wir nehmen an� da� die e�ektive Metrik eg�� in folgender Weise durch die
��Matrizen ausdr�uckbar sei�

eg��
�
� cg�� ��

�

v�
tr������ � �A���

Obwohl in der Spin�Eichtheorie alle Indizes mit der Minkowski�Metrik gehoben und gesenkt werden�
wirkt die Raumzeit durch die Wechselwirkung der angeregten Higgsfelder so� als ob sie gekr�ummt sei�
Da diese anscheinend gekr�ummte Raumzeit durch die e�ektive Metrik eg�� beschrieben werden soll�
mu� diese auch gewisse Eigenschaften einer Metrik besitzen� die man durch Nebenbedingungen in die
Theorie einbringen k�onnte� Die e�ektive Metrik sollte die folgende Eigenschaft besitzen�

eg�� eg��
�
� � � �A���

Man kann diese Eigenschaft der e�ektiven Metrik einerseits dadurch gew�ahrleisten� da� man sich eine
kontravariante Metrik de�niert� deren einzelne Ordnungen sich von ihrer kovarianten Form in einer
solchen Weise unterscheiden� da� diese Forderung erf�ullt ist� Geht man nach dieser Weise vor� so
impliziert man� da� Indizes mit der e�ektiven Metrik gehoben und gesenkt werden� M�ochte man
die Beschreibung jedoch weiter in der �achen Raumzeit formulieren� so hat man � wie im folgenden
gezeigt wird � Einschr�ankungen an die angeregten Higgsfelder zu formulieren�
Setzt man �A��� in Gleichung �A��� ein� entwickelt die ��Matrizen um ihren Grundzustand und gliedert
die einzelnen Ordnungen� so erh�alt man�

�Diese weitere Forderung wird ebenfalls durch die Bedingungen ����	 und ���	 nahegelegt�
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Fordert man nun desweiteren� da� folgendes gilt�
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so erh�alt man die Forderungen �������



Anhang B

De�nition einer e�ektiven Metrik

In diesem Anhang wird die in �	� formulierte De�nition einer e�ektiven Metrik auf nichtlineare Ordnun�
gen verallgemeinert� Wie in dieser Arbeit wird die e�ektive Metrik �uber die Massenschalenbedingung
de�niert� die man aus der iterierten Dirac�Gleichung im niedersten WKB�Limes erh�alt�

Betrachtet man den klassischen Limes und vernachl�a�igt die Eichbosonen� so lautet die Dirac�Gleichung�

i ���j� �
i

�
��j�� � m

�
����� � � � �B���

Nun wird die Symmetrie gebrochen� indem den ��Matrizen der Grundzustand
���
� � zugewiesen wird�

Man kann die Dirac�Gleichung dann wie folgt umformulieren�
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Iteriert man die verallgemeinerte Dirac�Gleichung �B��� und verwendet den folgenden WKB�Ansatz
des fermionischen Dirac�Spinors�
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so erh�alt man im niedrigsten WKB�Limes die folgende Gleichung�
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Korrekt bis �Ordnung
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W j�
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Interpretiert man
���

W j� als den klassischen Limes des kanonischen Vierer�Impulses p� unseres betrach�
teten quantenmechanischen Teilchens� so hat die Gleichung �B��� die Struktur einer Massenschalen�
bedingung�
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Man kann Gleichung �B��� als die De�nition einer f�ur alle Teilchen erscheinenden e�ektiven Metrik
eg�� ansehen� Die angeregten Higgsfelder wirken� im klassischen Limes in einer solchen Weise auf das
Teilchen ein� da� es einem Beobachter erscheint� als ob die Raumzeit gekr�ummt w�are�

Stellen wir einige weitere Forderungen an die angeregten Higgsfelder� n�amlich die Forderungen� die
aus Anhang A folgen� so vereinfacht sich die e�ektive Metrik dg�� �
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Es l�a�t sich nun folgendes bemerken�

� Verallgemeinert man Gleichung �B�	� auf h�ohere Ordnungen� so kann man die e�ektive Metrik
als Antikommutator der Higgsfelder schreiben�

dg�� � cg�� ��
�

v�
tr������ � �B���

� Der Vergleich einer Metrik g�� des Riemann�Raums mit der e�ektiven Metrik dg�� ist machbar�
falls man die Metrik g�� um die Minkowski�Metrik ��� entwickelt �siehe �������� Man �ndet
dann einen Zusammenhang zwischen angeregten Higgsfeldern ��� und den Abweichungen von
der Minkowski�Metrik�
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� Am anschaulichsten wird der Vergleich der Riemann�Metrik g�� mit der e�ektiven Metrik dg�� �
wenn man die Tetraden�Formulierung der Metrik g�� im Riemann�Raum benutzt �siehe �����

g�� � e����e���
� � e����e�
�� �����
� � e���� � Tetrade

und die e�ektive Metrik dg�� wie folgt formuliert�
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Die so de�nierten Gr�o�en k�� sind den Tetradenfeldern e���� der klassischen Gravitationstheorie

�aquivalent� wobei ein wichtiger Unterschied hier noch angemerkt sei�
Die Tetraden e���� beschreiben anschaulich den �Ubergang von einer �achen Raumzeit �����
�

in eine gekr�ummte Raumzeit g�� � und halten sich doch selbst eigentlich zwischen diesen beiden
Raumzeiten auf� was dadurch zum Ausdruck kommt� da� der Index ��� mit �����
� rauf gezogen
wird� der Index � dagegen mit g�� � Die Gr�o�e k�� h�alt sich jedoch voll im �achen Raum auf�
da es in der Spin�Eichtheorie nur diesen gibt�



Anhang C

Graphischer Vergleich�
Spin�Eichtheorie�Einsteinschen
Theorie

C�� Vorwort

In diesem Anhang wird eine graphische Veranschaulichung der klassischen Gravitationstheorie mit der
Spin�Eichtheorie vorgestellt� Es sollen hierbei keine neuen Ergebnisse erzielt werden� sondern ledig�
lich eine m�ogliche Sichtweise der Unterschiede beider Theorien aufgezeigt werden� Da das Folgende
m�oglichst allgemeinverst�andlich gehalten ist� treten an einigen stellen beabsichtigte Vereinfachungen
auf�

C�� Die klassische Gravitation

Die klassische Gravitation� beschrieben durch die Einsteinsche Theorie� ist eine geometrische Theorie
der Raumzeit� Betrachtet man z�B� eine materie und gravitationsfeldfreie Raumzeit� so ist diese �ach
und kann durch die Minkowski�Metrik ��� beschrieben werden� Die Flachheit der Raumzeit wird
einem Beobachter eines massiven Probeteilchens dadurch sichtbar� da� keine Gravitationskraft auf
dieses Teilchen einwirkt� d�h� da� seine Raumzeit�Kurve bleibt unbeein�u�t�

Raumzeit�Kurve
eines massiven
ProbeteilchensHH

H
Hj

�ache Raumzeit
���
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R p�g R d�x � �

� R�� � �
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Formal ist die Minkowski�Metrik ��� eine m�ogliche L�osung der Einsteingleichung R�� � � des materie�
freien Raumes� Die Einsteingleichung ergibt sich ihrerseits aus einer Variation des Wirkungsintegrals
der Lagrangedichte L �

p�g R�
Bringt man nun ein massives Objekt in das System ein� so mu� man zur Lagrangedichte L einen
Zusatzterm LM addieren� der sich dann in der Einsteingleichung als Energie�Impuls�Tensor T�� der

	�



C��� DIE SPIN�EICHTHEORIE DER GRAVITATION 	�

Materie niederschl�agt� Dieser Energie�Impuls�Tensor des Materieteilchens tritt nun als Quelle einer
Raumzeit�Kr�ummung in Erscheinung� Diese gekr�ummte Raumzeit beschreibt man durch eine raum�
zeitabh�angige Riemann�Metrik g�� � die man als L�osung der Einsteingleichung erh�alt� Fragt man sich�
wie sich ein Probeteilchen in dieser gekr�ummten Raumzeit verh�alt� so wird man auf die Geod�atenglei�
chung gef�uhrt� die besagt� da� sich Teilchen stets auf den k�urzesten Verbindungsstrecken �extremale
Weltlinie� in dieser gekr�ummten vierdimensionalen Raumzeit bewegen�

Geod�ate des
ProbeteilchensH
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H
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Kr�ummung erzeugende
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Einem Beobachter� der das physikalische Geschehen allein im dreidimensionalen Raum zu beobachten
vermag� erscheint demnach die Wirkung der gekr�ummten Raumzeit wie eine e�ektive Kraft im �achen
Raum�

s

Im Raum beobachtete
Trajektorie eines
Probeteilchens

�

C�� Die Spin�Eichtheorie der Gravitation

Die Spin�Eichtheorie ist� im Gegensatz zur klassischen Formulierung der Gravitation� keine geometri�
sche Theorie� Wie bei allen Eichtheorien liegt auch der Spin�Eichtheorie eine Symmetrieeigenschaft
des betrachteten Systems zugrunde� Teilchen und Antiteilchen verhalten sich in bezug auf eine gravi�
tative Wechselwirkung wie identische Teilchen� Durch diese Invarianzforderung wird man auf raum�
zeitabh�angige Felder �� gef�uhrt� die im folgenden Higgsfelder genannt werden�
Betrachtet man wieder wieder ein materiefreies System� so ist die Lagrangedichte allein gegeben durch
die kinetischen und potentiellen Energiebeitr�age des Higgsfeldes� Die Variation des Wirkungsintegrals
ergibt nun die Higgsfeldgleichung H�� � �� die als Bewegungsgleichung des Higgsfeldes anzusehen
ist� Zeichnet man nun den niedrigsten Energiewert des Higgsfeldes aus und entwickelt das Higgsfeld
um ihn� so bricht man die Symmetrie des Systems� Man kann zeigen� da� der symmetrische Teil der
spontan gebrochene Higgsfeldgleichung in gewisser N�aherung gleich der Einsteingleichung R�� � �
ist� wobei die angeregten Higgsfelder den ersten Korrekturen der Metrik entsprechen� Sieht man von

Higgsfeld�Wellen ab und betrachtet nur den Grundzustand
o
�� des Higgsfeldes� so k�onnte man formal

sagen� da� durch die spontane Symmetriebrechung die Metrik ��� �
o
���

o
��� der �achen Raumzeit

erzeugt wird�
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Wie auch zuvor in der Einsteinschen Theorie w�urde sich ein Probeteilchen auf einer geraden Raumzeit�
Linie kr�aftefrei bewegen�
M�ochte man nun ein System mit einem massiven Teilchen beschreiben� so besitzt das Higgsfeld eine
weitere Aufgabe� n�amlich die der Massenerzeugung� Der Grundzustand des Higgsfeldes nach Symme�
triebrechung legt nun nicht nur die �ache Struktur der Raumzeit fest� sondern erzeugt desweiteren die
Massen der Teilchen� die in unserem betrachteten System massiv sind� Den angeregten Higgsfeldern
kommt dagegen die Aufgabe der Vermittlung der Gravitationskraft zu�
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Die angeregten Higgsfelder vermitteln eine attraktive Kraft auf ein Probeteilchen� dessen Bewegung
dann auf eine gekr�ummte Bahn gezwungen wird�
Wie in der klassischen Theorie dargestellt wurde� kann man sich die kr�aftefreie Bewegung eines Teil�
chens in einer gekr�ummten Raumzeit als e�ektive Kraftwirkung im �achen Raum vorstellen� In der
Spin�Eich�Theorie kann man nun umgekehrt argumentieren� Die durch das Higgsfeld vermittelte Kraft
erscheint einem vierdimensionalen Beobachter als eine Kr�ummung der Raumzeit� die man durch eine
e�ektive Metrik eg�� � tr������ beschreiben kann� Die in der vierdimensionalen Raumzeit beobachtete
Bewegung eines Probeteilchens ist wieder eine Geod�ate in dieser gekr�ummt erscheinenden Raumzeit�
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Verallgemeinerte Higgsfeldlagrangedichte mit Selbstwechselwirkung
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dg�� Durch denWKB�Limes der Diracgleichung de�nierte e�ektive Metrik
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g�� Metrik des Riemann�Raums
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�i�
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