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Einleitung

I. EINLEITUNG

Bedenke doch, dafS Leute, die nie miindig
werden, thren Vorbildern erstens auf einem
Gebiet folgen, worin noch jeder von seinem
Vorginger abgewichen 1ist, dann aber auch
in Fragen, tiber die das Forschen kein En-
de nimmt. Denn sie werden niemals zu lésen
sein, wenn wir uns stets mit dem Erforsch-
ten zufrieden geben. Dazu kommt noch: Wer
in den Spuren eines anderen geht, der findet
nichts, er sucht ja nicht einmal. [...] Die vor
uns jene Ideen entwickelt haben, sind nicht
unsere Herren, sondern unsere Fiihrer. Die
Wahrheit steht allen offen. Sie ist noch von
keinem in Beschlag genommen. FEin grofler
Teil von thr bleibt auch noch kinftigen Ge-

schlechtern aufgespart.

SENECA

In der Natur haben die auf den kiirzesten Zeit- und hochsten Energieskalen ablaufenden
Prozesse im frithen Universum stattgefunden. Heute ist man in der Lage, mit Beschleuniger-
experimenten im Labor bis in die nur Bruchteile von Sekunden alte Welt vorzudringen (oder
besser ,,zuriickzudringen*). Soweit das Standardmodell noch auf diesen Skalen anwendbar ist,
dominiert dort die in ihm enthaltene starke Wechselwirkung. Die GesetzméfBigkeiten dieser
fundamentalen Kraft werden in der nicht-abelschen Quanteneichfeldtheorie der Quanten-
chromodynamik (QCD) formuliert. Die Eigenschaften dieser Feldtheorie stehen im Einklang
mit den Beobachtungen in der Natur. Die Klassifizierung der Hadronen deutete auf einen
Aufbau aus Quarks, den fundamentalen fermionischen Freiheitsgraden dieser Theorie, hin

[1]. Der zusitzliche Freiheitsgrad der QCD, die Farbe, tritt bei niedrigen Energien niemals
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in Erscheinung. Dieses sogenannte ,,Confinement* verlangt, dafl die gebundenen Zustéinde,
die Hadronen, Farbsingletts sind. Farbneutralitdt wird fiir die zugrundeliegende Eichgrup-
pe — SU(3) — gerade fiir drei Quarks beziehungsweise Antiquarks oder ein Quark und ein
Antiquark erreicht. Die so gebildeten Objekte entsprechen den Baryonen respektive Antiba-
ryonen sowie den Mesonen. Weiterhin beschreibt die QCD die asymptotische Freiheit: die
Wechselwirkung zwischen den Partonen nimmt mit abnehmenden Lingenskalen immer mehr
ab [2]. Diese ist notwendig, um zu erkldren, warum bei Streuprozessen an Hadronen diese in
bestimmten Energiebereichen aussehen wie eine Ansammlung von fast freien punktférmigen
Partonen.

Im Zusammenhang mit dem friihen Universum und Beschleunigerexperimenten findet oft
die Vokabel ,,Quark-Gluon-Plasma“ fiir diejenige Phase der QCD Verwendung, bei der die
Partonen als farbige Freiheitsgrade in Erscheinung treten. Das Bild, dafl es sich bei den
elementaren Freiheitsgraden um die Partonen handelt, mag zu einfach und das thermody-
namisches Gleichgewicht suggerierende Wort ,Plasma“ irrefiihrend sein. Was auch immer
der Name und die tatsédchlichen Eigenschaften dieser hochdichten, hochenergetischen QCD-
Materie sind, so wird heute viel Energie in das Studium ihrer Produktion und Aquilibrierung
in Situationen gesteckt, wie sie fiir Beschleunigerexperimente im Relativistic Heavy-Ion Col-
lider (RHIC) am Brookhaven National Laboratory (BNL) und fiir den Large Hadron Collider
(LHC), der sich zur Zeit am CERN im Bau befindet, erwartet werden [3, 4]. Unter der An-
nahme thermischen Gleichgewichts sagen Rechnungen im Rahmen der Gitter-QCD fiir hohe
Temperaturen die Existenz einer solchen Phase der Materie vorher [5].

Ausgehend von den in der QCD formulierten grundlegenden Prinzipien 148t sich her-
leiten, dafl kleinere Bjorken-z héheren Teilchendichten entsprechen. Bjorken-z steht dabei
fiir den von einem Parton getragenen Teil des Gesamtimpulses des hadronischen Projektils.
Kleinere Werte von x werden in hadronischen Kollisionen mit héherer Schwerpunktsenergie
erkundet. Mit abnehmenden Werten von z beginnen nichtlineare Effekte bei der Evolution
der Verteilungsfunktion der Teilchen eine Rolle zu spielen. Die Beschreibung des linearen
Regimes ist einer der grofiten Erfolge der QCD. Sie wurde in den letzten 30 Jahren mit hoher
Genauigkeit getestet. Bisher hat man mit dem HERA-Experiment (Kollision von Elektronen

oder Positronen mit Protonen) versucht, in das nichtlineare Regime vorzudringen. Allerdings
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stellten sich die Schwerpunktenergien als zu niedrig heraus, um eine eindeutige Identifizie-
rung vornehmen zu kénnen. Schwerionenkollisionen am LHC haben zwei Vorteile: Erstens
wird der LHC die hochsten jemals untersuchten Schwerpunktsenergien erreichen und zwei-
tens werden dort im Gegensatz zu HERA (am Deutschen Elektronen Synchrotron, DESY)
Schwerionen aufeinander geschossen, was zu einer nuklearen geometrischen Erhohung der
Dichten fiihrt. Aus diesen beiden Griinden liegt die Vermutung nahe, dafl man mit dem
LHC in der Lage sein wird, das qualitativ neuartige Regime hoher Partonendichten zu er-
kunden, in dem die nichtlineare Evolution der Partonenverteilungen eine bedeutende Rolle
spielt. Darum ist es wichtig, eine theoretische Basis zu schaffen, die es ermdoglicht, experi-
mentelle Signale fiir die nichtlineare Entwicklung zu identifizieren und zu charakterisieren.
Mégliche Kandidaten in Form schwerer oder hochenergetischer (,harter”) Signaturen sind
neben direkten Photonen, Drell-Yan-Dileptonen, offenen Charm- und Beautyquarks sowie
schweren Quarkonia, die Jets und Minijets.

Ohne die Beachtung nuklearer Modifikationen sollten in einer zentralen Schwerionenkol-
lision am LHC 30 Jets von mehr als 10 GeV an transversaler Energie und 3x1073 Jets
von mehr als 100 GeV an transversaler Energie produziert werden [6]. Diese tragen die
Informationen von der frithen Hochdichtephase der Kollision zu den Detektoren.

Um jenen Bereich nichtlinearer Evolution zu verstehen, bieten sich prinzipiell zwei Heran-
gehensweisen an. Ausgehend vom Regime linearer Entwicklung kann man fortfahren, nicht-
lineare Effekte als Storungen miteinzubeziehen. Ein Start beim zweiten Grenzfall mit ma-
ximal saturierten Partonendichten erlaubt zunichst eine klassische Beschreibung. In ande-
ren Worten: Fiir hinreichend grofle Besetzungszahlen im gluonischen Sektor ist es moglich,
Quantenfluktuationen als Korrekturen anzusehen. Bevor man letztere miteinbezieht, konnen
Phénomene wie klassische Strahlung benutzt werden, um den Inhalt des Feldes an Gluonen
zu ermitteln [7, 8] (siehe auch Kapitel II).

Ein klassisches Feld nahert lediglich den hochbesetzten niederenergetischen Teil der Gluo-
nenverteilung gut an. Im schwécher besetzten Hochenergie-Sektor spielen Quanteneffekte
eine wichtige Rolle. Auf Grund der Vorhersagen fiir die Feldstéirke des klassischen Eichfel-
des in der Groflenordnung der inversen Kopplungskonstanten, die extrem hohe anfingliche

Energiedichte und die lange Lebensdauer, miissen die Berechnungen alle Ordnungen des
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klassischen Hintergrundfeldes abdecken. Somit werden die Jets nicht nur auf eine einfa-
che perturbative Art und Weise durch Vakuumpolarisation produziert, sondern tragen auch
Informationen iiber dieses vermeintlich saturierte Regime zum Beobachter. In dem darge-
stellten Zusammenhang wiren die gluonischen Quantenfluktuationen auch unterhalb einer
transversalen Energie von 10 GeV wichtig fiir die Dynamik des Systems, selbst wenn sie
nicht von unmittelbarer Bedeutung als Indikatoren wiren. Zieht man die Teilchen oberhalb
dieses Schwellenwerts in Betracht, so ist es fiir eine konsistente Beschreibung unabdingbar,
ebenfalls die fiir niedrigere Energie miteinzubeziehen, da sie eine viel groflere Gesamtenergie
tragen. Diese ist voraussichtlich auch nicht vernachlissigbar, verglichen mit der im klassi-
chen Feld enthaltenen. Aus diesem Grund beeinflult die Riickreaktion der Produktion von
Quantenteilchen auf das klassische Feld dessen Teilcheninhalt.

Uber die rein klassische Behandlung hinaus sind den bosonischen Quantenfluktuationen
die Quarks und Antiquarks parametrisch gleichgestellt. Somit mufi man sie gleichberech-
tigt behandeln, wodurch diese Partikel auch als Jets und Minijets auftreten kénnen. Die
Anwesenheit sdmtlicher Quanten fiihrt zu Modifikationen der klassischen Entwicklungsglei-
chungen.

Wie bereits erwihnt, besteht, komplementar zur Betrachtungsweise der maximalen Sa-
turierung, diejenige der nicht-linear erweiterten zuvor linearen Entwicklungsgleichungen.
Ein Hauptunterschied ist, dal man hier nicht zwischen quantisierten und klassischen
Gluonen unterscheidet. Unterschiedliche Ansétze stellen zum Beispiel die Balitsky-Fadin-
Kuraev-Lipatov- (BFKL) [9] oder die Dokshitser-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi-Gleichung
(DGLAP) [10] dar.

Die BFKL-Methode beschreibt eine nukleare Kollision als die Streuung zweier Verteilun-
gen von Farbdipolen aneinander. Ab einer bestimmten Dipoldichte miissen den Gleichungen
jedoch Korrekturen wegen Doppelzidhlungen hinzugefiigt werden. Ergénzt man die entspre-
chenden Terme, die nichtlinear in den Streuwahrscheinlichkeiten der Dipole aneinander sind,
ergibt sich die Balitsky-Kovchegov-Gleichung (BK) [11]. Diese Gleichung ist allerdings nur
in einem Bereich intermedidrer Dichte in Kern-Kern-Sto6fen relevant: Die hohen Dichten
fithren zusétzlich zu einer Saturierung der Wellenfunktion.

Das DGLAP-Verfahren benutzt eine Skalenevolutionsgleichung fiir die Partonenvertei-
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lungsfunktion, die auf perturbativer QCD beruht und bei der Korrekturterme, die héherer
Ordnung in den Verteilungsfunktionen sind, vernachléssigt werden. Die ersten Modifikatio-
nen bestehen in diesem Fall in der Hinzunahme dieser Terme. Dann fehlt allerdings immer
noch die Behandlung des Einflusses von Vielteilchenverteilungsfunktionen [12].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird das beschriebene Regime ausgehend vom Grenz-
fall maximaler Saturierung beschrieben. Die Betonung liegt hierbei auf der Behandlung der
Produktion von Quantenpartikeln durch Vakuumpolarisation in Anwesenheit bosonischer
Felder.

Wie bereits erwahnt, ist die Physik in Anwesenheit klassischer bosonischer Felder rele-
vant in Bezug auf ultrarelativistische Schwerionenkollisionen und das frithe Universum [13].
Auf diesen Gebieten werden nicht nur Untersuchungen im Rahmen der QCD [14] sondern
auch der Quantenelektrodynamik (QED) ausgefiihrt. Hier seien als Beispiel Rechnungen zu
Coulombkorrekturen bei der Elektron-Positron-Paar-Erzeugung erwihnt [15, 16]. Bei der
Quarkphotoproduktion handelt es sich um einen kombinierten Effekt der QCD und der
QED.

Ein Szenario, wie man sich die Bildung eines klassischen Hintergrundfeldes vorstellen
kann, ist folgendes: Bei ultrarelativistischen Energien in einem Beschleuniger sind die beiden
kollidierenden Atomkerne stark Lorentz-kontrahiert. Sobald sie sich gegenseitig durchdrin-
gen, bildet sich durch den Austausch niederenergetischer Gluonen ein farbelektrisches Feld
[17]. Dies ist eine natiirliche Erweiterung des Farbfluischlauch- oder Stringmodells, wie sie
héufig bei der Beschreibung von hochenergetischen Proton-Proton-, Elektron-Positron- und
Proton-Kern-Kollisionen Anwendung finden [18]. Auch andere Versffentlichungen [8, 19-22]
scheinen zu zeigen, dafl die hochgradig gluonendominierte Situation in Schwerionenkollisio-
nen von Skalen regiert wird, die von der Anwesenheit starker Hintergrundfelder herriihren.

Je grofler die Besetzungszahl <c£ck> des bosonischen Sektors eines physikalischen Systems
ist, umso besser 148t sich dieses durch ein klassisches Feld beschreiben. Hierbei sind ¢; und
CL bosonische Feld-Vernichtungs- beziehungsweise -Erzeugungsoperatoren fiir Teilchen des
Impulses k. Sollte die Besetzungszahl deutlich gréfer als eins sein, kann der Kommutator des
Erzeugungs- mit dem Vernichtungsoperator vernachlissigt werden: [c};,ck] =1L <c};ck>.

Die Feldoperatoren kann man durch komplexe Zahlen ausdriicken, was einer klassischen
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Beschreibung entspricht.

In einer Schwerionenkollision am RHIC mit einer Schwerpunktsenergie von
/s =130 GeV ergibt sich eine anfiingliche Besetzungszahl der Gluonen im Bereich
des mittleren transversalen Impulses |kr|~ 1 GeV von grob 1.5 [23]. Obwohl diese Zahl
nicht viel grofler als eins ist, stellt das klassische Feld als Erwartungswert des Eichfeldes im
Gegensatz zu den iiberlagerten Quantenfluktuationen immer noch den Hauptbeitrag dar.
Die Besetzungszahl fiir niedrigere transversale Impulse ist noch héher und das klassische
Konzept stellt dort eine noch bessere Naherung dar. Fiir groflere transversale Impulse ist die
Besetzungszahl kleiner und somit sind an dieser Stelle die Quantenfluktuationen relevanter.
Da obiger Wert fiir die Besetzungszahl im Bereich des mittleren transversalen Impulses
immerhin gréfer ist als eins, ist es zunéchst gerechtfertigt, besonders im Hinblick auf die
gesamte Dynamik des Systems nur klassische Bosonen miteinzubeziehen. Es ist moglich,
Quantenfluktuationen in einem nachfolgenden Schritt hinzuzunehmen.

Die fiir eine zentrale Schwerionenkollision am LHC (Pb-Pb bei /s = 5.5 TeV) erwartete
Energiedichte liegt bei ¢ ~ 1000 GeV/fm?® [19-21]. Als Kopplungskonstante der starken
Wechselwirkung ist dort «s ~ 0.15 [21] zu vermuten. Mit der gesamten Energiedichte im
Feldsektor ergibt sich eine anfingliche Stirke des Eichfeldes von: A;, ~ 1/¢v/2e ~ 2 GeV.
Fiir RHIC (Au-Au bei y/s= 200 GeV) ist die typische Kopplungskonstante im Bereich von
o, ~ 0.33 und die anfiingliche Energiedichte liegt bei ¢ ~ 50 GeV/fm?, was gemif den
gleichen Uberlegungen wie zuvor auf A;, ~ 1GeV fiihrt.

Wegen der hohen Feldstédrken werden Prozesse mit mehrfachen Kopplungen an das klas-
sische Feld A nicht parametrisch durch Potenzen der Kopplungskonstante g unterdriickt.
Unter der Voraussetzung schwacher Kopplung beruhen die wichtigsten Quantenprozesse nur
auf solchen Termen der klassischen Wirkung, die von zweiter Ordnung in den Quantenfeldern
sind. Dies sind in der QCD die fermionischen und die antifermionischen Felder sowie das
Feld der bosonischen Quantenfluktuationen. Die Gesamtheit aller Terme zweiter Ordnung
fiir ein gegebenes Quant stellt die Bewegungsgleichung fiir dessen Zweipunktgreensfunktion
dar. Losungen dieser Gleichungen mit ausgewihlten Randbedingungen ergeben Propagato-
ren fiir diese Anregungen. Sie beinhalten bis zur niedrigsten nichtverschwindenden Ordnung

in der Kopplungskonstante g siamtliche Informationen iiber Zweiteilchenreaktionen in der

18



Einleitung

Anwesenheit klassischer Felder, zu denen die Streuung am Feld und Teilchenproduktion
durch Vakuumpolarisation gehéren.

Im Mittelpunkt der weiteren Untersuchungen soll das Phinomen der Teilchenproduktion
stehen. In der QED beinhaltet dies die Produktion von Elektron-Positron-Paaren. Direkt
analog dazu existiert in der QCD die Erzeugung von Quark-Antiquark-Paaren. Dort besteht
wegen der Nichtlinearitdt des Feldtensors beziiglich der Eichfelder auch die Moglichkeit der
direkten Produktion gluonischer Quantenfluktuationen. Ausgehend von der Lagrangedichte
der QCD ist die Produktion keiner der beiden Arten von Paaren bevorzugt. Ein detaillierter
Vergleich ist fiir jede gegebene Situation notwendig.

Das Konzept eines klassischen Feldes existiert nicht fiir den sonst dem gluonischen pa-
rametrisch gleichgestellten fermionischen Sektor. Dort mufi die Besetzungszahl wegen des
Pauliprinzips immer kleiner als eins sein. Eine rein stérungstheoretische Behandlung konnte
lediglich den Bereich grofler Impulse und Massen beschreiben. Die Erfassung des Bereichs
niedrigerer Energien kann so nie konsistent gelingen.

Alternativ zum stérungstheoretischen Ansatz fiir die Erzeugung von Teilchen existiert
die Konstantfeldmethode nach Schwinger [24], welche eine exakte nichtstorungstheoretische
Einschleifenbehandlung des Phinomens der Paarerzeugung darstellt. Genannte Methode
entspricht auch dem semiklassischen Tunneln iiber die Massenliicke hinweg [25]. Das Schwin-
gersche Schema basiert allerdings auf der Annahme eines langsam in Raum und Zeit variie-
renden klassischen Feldes. Sollte sich in der zu untersuchenden Situation das Feld zu schnell
dndern, kann die Produktion von Fermionen wiederum nicht hinreichend gut beschrieben
werden. Es wird ein Konzept bendtigt, das moglichst unabhéngig von Energie- und Zeit-
skalen ist. Diese Eigenschaften sind besonders dann wichtig, wenn im umgekehrten Fall eine
Zeitskala fiir einen Prozefl mit Hilfe einer selbstkonsistenten Rechnung bestimmt werden
soll. Verwendet man fiir eine derartige Rechnung einen Ansatz, der seinerseits bereits auf ei-
ner Annahme fiir die Zeitskala basiert, so wird ihr Resultat wahrscheinlich irrefithrend sein.
Wenn in einer Situation der Effekt der Teilchenproduktion eine wichtige Rolle spielt und
fiir ihre Beschreibung ein perturbatives Verfahren Verwendung findet, so prognostiziert dies
héchstwahrscheinlich eine zu schnelle Entwicklung des Systems. Das Gegenteil gilt fiir den

Schwingerschen Ansatz. Fiir eine umfassende Behandlung sind andere Methoden notwendig.
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v

Abbildung 1: Abhéngigkeit von der kinematischen Zeit ¢ als Niherung
fiir eine Situation, wie sie im zentralen Bereich eines boost-invarianten
Systems vorgefunden wird. Die Hyperbeln geben Linien konstanter Ei-

genzeit T an.

Exakte Losungen fiir vollstdndig beliebige Felder sind wiinschenswert, aber nur schwer oder

gar nicht zu ermitteln und handzuhaben.

Aus diesem Grund gilt es zu iiberlegen, ob sich Klassen von Feldern finden lassen, in
denen die gewiinschten Rechnungen gelingen und die trotzdem allgemein genug sind, um
physikalisch relevant zu sein. Nach Bjorken [26] wird in einer Schwerionenkollision die Re-
gion um die Rapiditéit null von boost-invarianten Groéflen beschrieben, also von Groflen, die
invariant unter Lorentztransformationen entlang der Strahlrichtung sind. Man betrachte nun
eine zentrale Kollision gleicher Kerne im Schwerpunktsystem. Fiir Werte der longitudinalen
Koordinate z, die in diesem Bezugssystem betragsméflig kleiner als die kinematische Zeit ¢

sind, wird die Abhéngigkeit von der Eigenzeit 7 = v/t? — 22 gut durch eine Abhéngigkeit von
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der kinematischen Zeit ¢ angenidhert (betrachte hierzu auch Abbildung 1). Der grofite Teil der
Energie, die von den kollidierenden Ionen in Form von Feldenergie deponiert wird, findet sich
anfinglich um z = 0 herum. Der Energietransfer ist nach einer Zeit ¢;, abgeschlossen. Damit
148t sich die Eigenzeitabhiangigkeit der Energiedichte fiir ¢ > ¢;, und |z| < ¢;;, gut durch eine
Abhéngigkeit von der kinematischen Zeit anndhern. Vorausgesetzt, dafl die gesamte Energie
anfinglich in Form eines farbelektrischen Feldes mit der Komponente E, (7) (entlang der Hy-
perbeln in Abbildung 1), vorliegt, so wird dieses in der hier verfolgten N#herung konsistent
durch ein Feld E,(t) erfafit. In temporaler Eichung (Ao = 0) oder auch in Lorentzeichung
ist dieses dquivalent zu einem Eichfeld A,(t). In Anwesenheit derartiger Felder soll hier das

Phéanomen der Partonproduktion untersucht werden.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: In Kapitel II wird die Feldtheorie
der Chromodynamik eingefiihrt, ohne diese jedoch zu quantisieren. Abschnitt I1I beinhaltet
die Beschreibung der Pfadintegralquantisierung am Beispiel der QCD. Das Verfahren der
Standardstorungstheorie wird hergeleitet und der Spezialfall eines quantisierten fermioni-
schen Feldes in Anwesenheit nur eines klassischen Feldes im stabilen Vakuum diskutiert. In
Kapitel IV folgt die Behandlung der QCD im instabilen Vakuum unter vorrangiger Behand-
lung des gleichen Spezialfalles wie zuvor. Hierbei wird besonders auf den Unterschied zwi-
schen der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten hingewiesen. Daran
anschlieflend folgt die Behandlung von gluonischen Quantenfluktuationen im Rahmen der
Hintergrundfeldmethode der Quantenchromodynamik. In Sektion V werden die Produkti-
onsraten in niedrigster Ordnung der klassischen Wirkung sowohl fiir Quark-Antiquark-Paare
als auch fiir Paare von Gluonen hergeleitet und miteinander verglichen. Das in Kapitel
VI vorgestellte Material beinhaltet die Impulsspektren fiir die Produktion von Fermion-
Antifermion-Paaren, exakt zu allen Ordnungen im klassischen Hintergrundfeld. Dort werden
auch diverse Ndherungsschemata hergeleitet und miteinander verglichen. Die Arbeit schlief§t
in Kapitel VII mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und einem kurzen Ausblick auf

weitere Anwendungs- und Ausbaumoglichkeiten der abgeleiteten Methoden.
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II. KLASSISCHE CHROMODYNAMIK

Im Rahmen des Standardmodells werden die elementaren Wechselwirkungen — die schwa-
che und die starke — durch Quanteneichfeldtheorien beschrieben. Hier soll hauptséchlich die
auf den hochsten Energie- und kleinsten Zeitskalen dominierende starke Wechselwirkung
und ihre Beschreibung in Form der Quantenchromodynamik betrachtet werden.

Eine Feldtheorie wird durch ihre Lagrangedichte £ charakterisiert. Zur Konstruktion der
Eichfeldtheorien der Chromodynamik kann man von der freien Lagrangedichte fiir die zu
betrachtenden Fermionen ausgehen [27]. Von frei spricht man hier, da sie noch nicht die
Kopplung an andere Felder enthilt. Die freie Lagrangedichte fiir Fermionen mit Spin 1/2 ist
gegeben durch:

Ly = P(iy -8 —m)y. (2.1)

0y ist der Vierervektor der partiellen Ableitungen: 9, = ( 0. 9. 0 9 ) Das Ska-

00 9zl 9x2 93

11

larprodukt ,,-“ zwischen Vierervektoren, die hier ohne Vektorpfeil dargestellt werden,
ist definiert als a-b=a"b, = ¢"a,b, , mit dem hier verwendeten metrischen Tensor
g = g, = diag(l,—1,—1,—1) . v, ist der Vierervektor der 4 x 4-Dirac- oder einfach ~-
Matrizen, mit deren Hilfe es moglich ist, eine Basis fiir die Cliffordalgebra zu konstruieren.
Diese Algebra dient der Beschreibung der Lorentzstruktur des fermionischen Teils der Theo-
rie. Fiir die Antikommutatoren der Matrizen gilt {y*,+"} = 2¢"”. Thre Darstellung beruht
auf den Paulimatrizen (siche Anhang A).

Die y-Matrizen werden mit den vierkomponentigen Spinoren ¢ der Fermionenfelder ma-
trixmultipliziert. 9 steht fiir 1/f7°, ¥ bedeutet hermitische Adjunktion. Wegen der verschie-
denen Flavours von Quarks findet hier eine Summation iiber die unterschiedlichen Beitréige
der gleichen Form aber im allgemeinen mit unterschiedlichen Massen statt.

In Eichtheorien wie der QCD fordert man die Invarianz der Lagrangedichte unter lokalen

Eichtransformationen. Diese Transformationen sind unitéir U~! = U'. Damit die Darstellung
U = exp{—iT"c"} (2.2)

mit dem Vektor reeller Eintrige ¢® dieser Forderung geniigt, miissen ihre Generatoren

T hermitesch sein: (T%)" = T Wegen des Zusammenhangs (2.2) sagt man auch, daf
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deren Algebra den Logarithmus der Eichgruppe darstellt. Bei globalen Symmetrietransfor-
mationen hingt der Eichparameter ¢ nicht von der Raumzeit ab. Ist dies jedoch der Fall,
0 = o(z), handelt es sich um eine lokale Symmetrie. Quanteneichfeldtheorien bauen auf lo-
kaler Eichinvarianz ihrer Lagrangedichte unter Transformationen einer bestimmten Gruppe
auf. Das bedeutet, dafl die Theorie nicht davon abhingen darf, wie an einem bestimmten
Punkt ein entsprechender Freiheitsgrad beziffert oder benannt wird. Die Observablen diirfen
nicht von lokalen Umeichungen abhéingen. Fiir die QED ist die Eichgruppe die unitire Grup-
pe U(1), eine Abelsche (kommutative) Symmetriegruppe, deren Generator eine reelle Zahl
@ ist. Dort stellt sich die Eichtransformation als U = exp{—iQo} dar. Die der Isospinsym-
metrie der elektroschwachen Wechselwirkung entsprechenden Transformationen bilden die
zweidimensionale spezielle unitéire Gruppe SU(2). Das Wort ,speziell* steht hierbei dafiir,
dafl die Determinante der Eichtransformationen immer gleich eins ist. Dies bedingt iiber
den Zusammenhang det U = exptrlnU, dal die Generatoren spurfrei sein miissen. Eine
iibliche Darstellung der Generatoren sind die im Anhang A angegebenen drei Paulimatri-
zen, multipliziert mit 1/2. Eine spezielle unitire Gruppe SU(N) benétigt immer N? — 1
Generatoren fiir ihre Darstellung. Fiir die Farbsymmetrie der QCD wird die Invarianz un-
ter SU(3)-Eichtransformationen gefordert. Bei der SU(3) sowie der SU(2) handelt es sich
um nicht-abelsche Gruppen. Die acht Generatoren der SU(3) werden hiufig in Form der
Gell-Mann-Matrizen A* (multipliziert mit 1/2) gewéhlt, welche eine dreidimensionale Ver-
allgemeinerung der Paulimatrizen sind (sieche Anhang A).

Fiir die Spinoren 1 soll die Transformationsvorschrift ¢ — ¢’ = Ut gelten. Wihrend die
freie Lagrangedichte beziiglich einer globalen Eichtransformation noch invariant wére, da
dann die Ableitungen von U verschwinden, ist dies fiir eine lokale nicht mehr der Fall. Um

diesen Mangel zu beheben, muf} die partielle Ableitung durch die kovariante ersetzt werden
Oy =+ D, =0, —1iA,. (2.3)

Das sogenannte Eichfeld A folgt dabei der Transformationsvorschrift
A, — A =UAU ' —i(0,U)U . (2.4)

und 148t sich in der Basis der Generatoren zerlegen: A, = gAjT“. Bei Abelschen Eich-
theorien wie der QED ist der Term UA,U~! gleich A,. Mit der kovarianten, anstelle der
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partiellen Ableitung, ergibt sich der eichinvariante fermionische Anteil an der Lagrangedich-

te:

Lp=10(y-0+v-A—m)p. (2.5)

Die gesamte Lagrangedichte muf} jetzt durch den kinematischen Teil der Eichfelder

ergénzt werden. Dieser 148t sich mit Hilfe des Feldtensors

[D,, D] = —iFu, = —igl"F¢, (2.6)
oder explizit
Fu =0, A, —0,A, —i[A,, Al (2.7)
ausdriicken als
1 a prauv
EA = _ZFP’VF . (28)

T sind die Generatoren in der adjungierten Darstellung. Deren Matrixstruktur definiert
sich aus der vollstindig antisymmetrischen Strukturkonstante f3¢ der Algebra der Eichgrup-
pe als (T“)bc = —if%. Diese ergibt sich implizit aus den Kommutatoren der Generatoren:
[T, T°] = if%eTe. Die Lagrangedichte der klassischen, d.h. unquantisierten Eichfeldtheorie
beinhaltet den vollen Anteil fiir die Fermionen (2.5) und denjenigen fiir die Eichfelder (2.8)

Lo=Lp+ La. (2.9)

Mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen kann man die klassischen Feldgleichungen aus

der klassischen Wirkung S¢c = [ d*zL¢ ableiten:

5SC 550 5SC 5SC
_ — - =. 2.1
6“5(3,“4,,) S 0 und aufs(a,ﬂ/)a) 5 0 (2.10)

Hieraus resultieren zum einen die Yang-Mills-Gleichungen mit der Stromdichte der Fer-

mionen J, als Inhomogenitét
oM Fu — i[A* Fu = J,, (2.11)
und zum anderen die Diracgleichung:
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(iy-04+~v-A—m)y =0. (2.12)

Fiir eine Abelsche Theorie verschwindet der Kommutator in den Yang-Mills-Gleichungen,
und die Maxwellgleichungen bleiben zuriick.

Da die Bewegungsgleichung des Eichfeldes (2.11) in nicht-abelschen Theorien nichtlinear
ist, sind ebene Wellen, die die asymptotischen Teilchen repésentieren, keine Eigenfunktionen
mehr. Die deswegen vorhandene Dynamik fiihrt zu Phinomenen wie der klassischen Strah-
lung. Diese wird untersucht, wenn das Feld weit genug abgefallen ist, damit der nichtlineare
Term der Bewegungsgleichung unterdriickt ist. Zusétzlich zu den bekannten Problemen des
Einteilchenbildes, wie der Zitterbewegung, ist auf diesem Niveau auch keine Paarerzeugung
(weder von Fermionen und Antifermionen noch von quantisierten gluonischen Fluktuatio-
nen) enthalten. Dabei sind Quanteneffekte besonders wichtig fiir die Beschreibung von harten

Signaturen.
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III. QUANTENCHROMODYNAMIK IM STABILEN VAKUUM

Hier soll die Quantisierung mit Hilfe des Pfadintegralformalismus [28] durchgefiihrt wer-
den. Seine Formulierung erlaubt die direkte Verfolgung des Verbleibs der klassischen Felder
und ihrer Symmetrien. Alternativ stiinden der kanonische [29] und der stochastische [30]
Ansatz zur Verfiigung.

Vorerst wird die Quantisierung fiir den Fall des stabilen Vakuums demonstriert. Fiir die-
ses ist das Betragsquadrat des Skalarprodukts der asymptotischen Vakua | (0py|0in) |2 = 1.
Somit findet keine Teilchenproduktion statt. Aus diesem Grund koénnen zunéchst auch die
Indices an den Vacua entfallen.

Begonnen wird mit der Quantisierung des kinetischen Terms des Eichfeldes. Die entspre-
chenden zeitgeordneten n-Punkt-Greensfunktionen lassen sich durch Funktionalableitungen

des erzeugenden Funktionals ausdriicken

(0| T[A(z1).. A(z)] 0y = S " 2L

Z[0] 6J(z1)...00(z0)|,_,’

(3.1)

mit dem Zeitordnungsoperator T. Am Beispiel zweier beliebiger Felder, ergibt sich fiir

ihn folgende Defininiton:

T (t1)p2(te) = 0(t1 — t2)d1(t1)Pa(ta) + O(ts — t1)da(t2) P (t1)- (3.2)

Dabei ist 0(t) die Heaviside-Stufenfunktion. Das erzeugende Funktional aus Gleichung
(3.1) 148t sich als Pfadintegral darstellen:

217 = [laA)exp {2 [ e+ A J)} . (3.3)

Das Funktionalintegrationsmaf} [dA] setzt sich aus Beitrigen der einzelnen Feldkompo-
nenten [dA] =TI, ,[dA}] und der Felder an verschiedenen Punkten [dAf] =[], dAf(z)
zusammen. Pfadintegrale konnen als Mittelungen iiber alle Feldkonfigurationen, gewichtet
mit einem durch die klassische Wirkung S, = [d*zL, bestimmten Phasenfaktor, inter-
pretiert werden. Hinzu kommt noch die Quelle A-J = A7J*  um die Greensfunktionen
in Form von Gleichung (3.1) ausdriicken zu kénnen. Ohne diese ist das Funktionalintegral

eichinvariant:
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Z[0) = / [dA] exp{iSa}. (3.4)

Die gesamte Funktionalintegration [dA] 148t sich in eine Integration {iber die Eichgruppe
[do] und alle Feldkonfigurationen in der jeweiligen Eichung [dA[c]] aufteilen:

710] = [1do] [laAlo])exp{iSalo]}, (3.5)

mit der Parametrisierung der Eichgruppe nach den Gruppenparametern: [do| = [],[do?] .
Wihrend nun jede Pfadintegration fiir die Feldkonfigurationen in einer bestimmten Eichung
immer dasselbe endliche Ergebnis liefert, divergiert die Integration iiber die kontinuierli-
che Gruppe der Eichungen. Auf diese Art manifestiert sich im Pfadintegralformalismus das
bekannte Problem bei der Quantisierung einer Eichtheorie. In der kanonischen Quantisie-
rung stellt es sich so dar, dafi der zu A}, konjugierte kanonische Impuls ITf; gegeben ist durch

I, = oL/ AW = —Fg,, - Somit verschwindet er fiir y = 0 identisch. Dadurch kann die kano-
nische Vertauschungsrelation [A%(x),1I%(y)]sg=yo = 10as9u0® (& — ) nicht erfiillt werden.
In beiden Fillen wird dies durch Einfithrung einer Eichfixierung G®*#A’ = B* behoben.
G ist ein auf das Eichfeld wirkender Operator und B® eine Funktion der Raumzeit. Die
Wahl G = §*9* und B® = 0 entspricht der sogenannten Lorentzeichung. Eine derar-
tige Eichfixierung soll den Unterraum von Feldkonfigurationen AZ[O’] auszeichnen, der die
durch diese gegebene Eichbedingung erfiillt: G“b“AZ [c] = B®. Eine solche Vorgehensweise
fiihrt wegen der nicht-trivialen Topologie des QCD-Vakuums nicht notwendigerweise zu ei-
ner eindeutigen Losung. Dieser Sachverhalt ist unter dem Namen Gribov-Vieldeutigkeit [31]
bekannt, spielt in perturbativen Rechnungen allerdings keine Rolle. Um die Eichfixierung im
Fall der Pfadintegralquantisierung geschickt miteinbeziehen zu kénnen, fiigt man durch die
implizite Definition des Operators Ag[A] die Eichbedingung in Form einer Eins in Gleichung
(3.4) ein. Die Eichbedingung wird in der Definition als Argument einer Funktionaldeltadis-

tribution verwendet:
1= AglA] / [T1do")6™ (G A1 [0] — B, (3.6)
Das Einsetzen der vorhergehenden in Gleichung (3.4) ergibt:
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Z[0] = / [dA] [[[do]6™ (G A1 [0] — B*|Ac[A] exp{iS4}. (3.7)

Alle im letzten Ausdruck auftretenden Faktoren sind bis auf die Deltadistribution eichin-
variant. Deshalb kann man in dieser fiir das spezielle, durch die Eichbedingung ausgezeich-

nete Feld Af[o] das allgemeine Af, substituieren:

700] = [la41aql4] [ T] [T{do®(@)s(G™ AL (@) ~ B*(z))}exp{iSa}.  (3.8)

Das Pfadintegral und die Deltadistribution sind hier vollstindig ausgeschrieben, um
die jeweils zueinander gehérenden Faktoren umsortieren zu konnen. Der unendliche Fak-
tor [[I,II;do*(x) kann nun aus dem obigen Ausdruck herausgezogen werden. Geméfi der
Berechnungsvorschrift (3.1) kiirzt er sich stets wegen der Normierung mit Z[0] heraus. Daher
bietet sich eine modifizierte Definition fiir das erzeugende Funktional an:

Z[0] = / [dAJAG[A] [ 6(G* A%, — B*) exp{iS4}. (3.9)

3

Die direkte Auswertung der Definition (3.6) zeigt, dafl sich der Operator Ag[A] als De-

terminante einer Matrix Mg schreiben 1af3t, mit:

G Al [o(x)]
Mg = - 3.10
G ('7"’ y) 60b(y) ( )
Fiir die Lorentzeichung ergibt sich beispielsweise die Matrix:
M (z,y) = (60 — g f*0" A)6W (z — y). (3.11)

In axialer oder temporaler Eichung ist die entsprechende Determinante unabhéngig vom
Eichfeld und somit von keiner weiteren Bedeutung.

Mit Hilfe einer auf der Basis von antikommutierenden Zahlen x und x* — sogenannten
Grassmann-Zahlen — aufgezogenen Algebra (siehe zum Beispiel [32]), 148t sich diese Deter-

minante als Exponential darstellen:

det Mg = /[dﬁ][d{f*] exp {z’/d% d'y € (z)* M2 (z, y)f”(y)} . (3.12)
Damit ergibt sich ein Beitrag zu der klassischen Wirkung:
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Srp = /d4.’L‘,CFP = /d4xd4y§“(x)*Mgb(:r,y)fb(y). (3.13)

Fiir die Lorentzeichung findet man zum Beispiel nach einer partiellen Integration:
Lpp = —(0"€(x))" Dye"(w). (3.14)

Das Feld ¢ ist das sogenannte Faddeev-Popov-Geistfeld [33]. Es handelt sich hierbei um
Hilfsfelder, die fiir die Korrektur spurioser Freiheitsgrade im gluonischen Sektor wichtig sind.
In Gleichung (3.9) sind lediglich die Deltadistributionen noch nicht exponentiert. Da die
B®(x) beliebig sind, ist es moglich, um dies zu erreichen, nach Multiplikation mit einer

Wichtung

exp{—i / d4x[B“(x)]2} (3.15)
iiber die B%(x) zu integrieren. Daraus ergibt sich ein weiterer Summand

Lop = ——— (G AL)? (3.16)

1
2ae
im Integral des Exponenten.
Zuletzt sollen noch die Fermionen quantisiert werden. Um dem Pauliprinzip und der damit
verbundenen antikommutativen Natur der Feldoperatoren Rechnung zu tragen, benétigt
man erneut das Konzept der Grassmannzahlen. Das vollstédndige erzeugende Funktional ist

dann:

Z[J’ 6’ 6*’/’7’ ,f]] =
= /[dA][dﬁ][df*][dw][dﬁ] exp {i/d4év(ﬁ + A J+XE+E X+ o+ w)} :
(3.17)

Die Lagrangedichte £ stellt sich dar als die Summe aus dem kinematischen Anteil fiir
die Eichfelder £4 in Gleichung (2.8), dem Eichfixierungsterm Lgp in Gleichung (3.16), dem
Faddeev-Popov-Geist-Beitrag Lyp, gegeben in Gleichung (3.13) und der Lagrangedichte fiir
die Fermionen Lp aus Gleichung (2.5): £L = L4 + Lgr + Lrp + Lr. Die Felder ¢ und
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1 sind Grassmann-wertig. Aus diesem Grund ist auch bei der Benutzung des erzeugenden
Funktionals auf zusétzliche Vorzeichen zu achten. Deshalb gilt zum Beispiel fiir die Zwei-
punktgreensfunktion:

(=i)? 0*Z[J,n, ]

O Ta(@)¥s010) = 555 5 @) @)

(3.18)

o
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A. Standardstérungstheorie

Das erzeugende Funktional (3.17) 148t sich zerlegen in einen freien und einen wechsel-
wirkenden Anteil. Der freie Anteil Z; enthélt alle Terme zweiter Ordnung in den Feldern.
Damit eine vollstindige Separierung moglich wird, werden im wechselwirkenden Anteil die

Felder durch Funktionalableitungen nach den Strémen ersetzt:

R VS A S B BT . .
Z[J"Saf anan] = exp {Z/d xﬁ’mt <Z5Ja'u‘,7,5€a*,7,5(—€a)’1577}’25(—77)>}Z0[J’§,£ a77;77]-
(3.19)

Der freie Anteil faktorisiert weiter in Anteile fiir das Eichfeld, inklusive dem Beitrag der

Eichfixierung Z§, die Fadeev-Popov-Geister Z['* und die Fermionen Z{":

ZolJ, &, €\ n, 1) = Z5 [ 25 (€, €71 24 [n, ) (3.20)

mit den erzeugenden Funktionalen fiir die verschiedenen freien Felder

7810 = [ldA]exp {z [dto(eg + A J)} (3.21)
77716 € = [ladlax)exp {i [ d'a(cf” +x -6+ € 0} (3:22)
Z§n i = [ lay][ay] exp {z [ dia(cs +w-n+ﬁ-w)} (3.23)
und den dazugehorigen Lagrangedichten in der Lorentzeichung:
1
LS = —EAZK(?”"”AZ (3.24)
mit
0L 1
Koo (o — =~ = §ob [_ w0 ( ——) H "] )
0 (x) AT o g"O+ (1 ” o*o (3.25)
und
FP ax 7~ab. b . ab 62[’ ab
Ly =—x""Kyx" mit K§’(z) = e =0%0 (3.26)
axa 8X Xa*:Xb:“':O
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sowie

0*L

L£F = 4uA mit  Ag(z) = =
0 Yoy ol2) OOV |y, 5 s g

=+iy-0 —m. (3.27)

Zu den durch Funktionalableitungen definierten Operatoren lassen sich Inverse definieren.

Diese sind die freien Propagatoren der Teilchen:

K (2)g5, D (x — y) = 6°g (3-28)
Kgc(.I)DSb(.T _ y) — (Sab5(4) (iE — y) (329)
Ao()Go(z — y) = 69 (z — y). (3.30)

Die Literatur gibt teilweise Integralgleichungen fiir die Definition der Propagatoren an.
In allen hier untersuchten Féllen beinhalten die inversen Propagatoren eine Diracdeltadis-
tribution 5™ (z —y), die die Integralgleichungen wieder in die oben angegebene Form bringt.
Die Bewegungsgleichungen fiir die freien Propagatoren lassen sich durch Fouriertransforma-

tionen 16sen:

d'k e %
abuv __ cab v
DE (z) = § / TR lg" ~(1-a)7; (3.31)
d4k' _e—ik-zc
ab __ sab
DY) =8 | G (3:32)
Tl ety p—m ) (2n)t p? —m? +ie '

Mit Hilfe der Grofle €, die am Ende der Rechnungen gegen 0+ gefiihrt wird, werden die
Pole des Integranden so in der komplexen ko-Ebene verschoben, dafl die freien Feynman
Propagatoren entstehen (sieche Abbildung 2). Fiir positive Zeiten werden Losungen positi-
ver Energie propagiert, fiir negative Zeiten diejenigen mit negativer. Alternative Losungen

unterscheiden sich durch homogene Lisungen der Bewegungsgleichungen (3.28) bis (3.30).
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Imk,

Rek,

Abbildung 2: Konturintegration in der komplexen k¢-Ebene zur Bestim-
mung der Greensfunktion mit dem richtigen asymptotischen Verhalten.
Die Kreise zeigen die Positionen an, zu denen die Pole durch die entspre-
chende e-Priskription fiir den retardierten (schwarz) und den avancier-
ten Propagator (weifl) verschoben werden. Die Quadrate befinden sich
an den entsprechenden Positionen fiir den Feynman (weifl) und den anti-
zeitgeordneten Feynmanpropagator (schwarz). Fiir den retardierten und
avancierten Propagator befinden sich entweder zwei Singularitdten oder
gar keine innerhalb einer geschlossenen Kontur. Fiir den Feynman- und

den umgekehrten Feynmanpropagator ist es immer ein einzelner Pol.

Nach einer Verschiebung der Funktionalintegrationsvariablen in (3.21) bis (3.23), die sich
durch eine quadratische Ergéinzung in den Exponenten ergibt, kann man die Funktionalinte-
grale ausfiihren und findet unter Vernachlissigung eines irrelevanten numerischen Faktors,

der aus Gaussintegralen hervorgeht:
‘ a .\ yabuv
2810 = exp {5 [ d'ad'y I @) D™ (@ = ) J(w)} (3:34)
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7571661 = exp {i [ d'ad'ye (@)D — €W} (3.35)

2811 = exp {i [ dtsatyn@)Gole — yintw) } (3.36)

Die Storungstheorie entsteht durch Entwicklung der Exponentialfunktion in Gleichung

(3.19) nach Potenzen der Wechselwirkungslagrangedichte:

Z[J’ f’ 6*’ /,7’ 77’] =

5§ 8§ 8§ &
_ . 4, o * _
- {1 i Z/d Pt (iéjau’ i6g°"" i6(—€2)” o7’ 7:5(—77)) ! } Zal &€
(3.37)

In der Wechselwirkungslagrangedichte L;,; sind Terme dritter und vierter Ordnung in
den Feldern enthalten. Daher bietet es sich an, diese in ihre elementaren Bestandteile zu
zerlegen, um das Werkzeug fiir eine systematische Behandlung der Stérungsreihe zu erhal-
ten. Hieraus resultieren die sogenannten Feynmanregeln fiir die Wechselwirkungsvertices, die
durch freie Propagatoren zu komplexeren Diagrammen verbunden werden. Die relevanten
Beitriage werden in Anhang B 1 zusammen mit ihren diagrammatischen Darstellung wieder-
gegeben. In Ortsraumdarstellung ist die Zerlegung in die Vertices weniger praktisch, da dort
die Zusammensetzung nicht multiplikativ sondern durch Faltungen erfolgt. In der Theorie
enthalten sind die direkte Kopplung von zwei Fermionen mit einem Boson sowie von drei
beziehungsweise vier Bosonen untereinander.

Z ist das erzeugende Funktional fiir alle Greensfunktionen. Es beinhaltet zusam-
menhéngende und nicht-zusammenhéngende Beitrége. Ersteres bedeutet, dafl jeder Punkt
eines Diagramms von jedem anderen aus erreichbar ist. Sollte dies nicht moglich sein, tragt
das entsprechende Diagramm nicht zur S-Matrix bei. Aus diesem Grund definiert man ein
erzeugendes Funktional W fiir die zusammenhingenden Greensfunktionen. Es steht mit

demjenigen fiir alle Korrelatoren in Verbindung durch:

Z = exp{iW}. (3.38)
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Diese Definitionsgleichung 148t sich derart verstehen, dafl alle méglichen Kombinationen
von zusammenhéngenden (rechte Seite) die Gesamtheit aller Greensfunktionen (linke Seite)
ergeben. In Situationen, in denen der Vakuumserwartungswert der Felder verschwindet, sind
die durch beide Funktionale erzeugten Funktionen bis zur Dreipunktgreensfunktion gleich.
Anderenfalls unterscheiden sie sich bereits fiir zwei Punkte.

Bei der storungstheoretischen Behandlung fiihrt man hohere Niherungen fiir die
n-Punktfunktionen iterativ auf niedrigere Naherungen zuriick und sortiert schliefllich nach
einem Entwicklungsparameter, der iiblicherweise die Kopplungskonstante g ist. Um Dop-
pelzdhlungen zu vermeiden, ist ein geeignetes Konstruktionsschema zu schaffen. Versuchte
man beispielsweise aus einer beliebigen Menge an zusammenhingenden Greensfunktionen
alle weiteren durch Aneinanderhingen der ersteren mit freien Propagatoren zu erreichen,
so fiihrte das fast unweigerlich zu Doppelzdhlungen. Dies verhindert das Konzept der ein-
teilchenirreduziblen Greensfunktionen, welche dadurch gekennzeichnet sind, dafl sie nach
Entfernen eines einzelnen freien Propagators immer noch eine zusammenhingende Greens-
funktion darstellen. Hinzu kommt, daf} sie auch keine dufleren freien Propagatoren enthal-
ten. Solche Greensfunktionen werden trunkiert oder amputiert genannt. Hingt man Ketten
genannter Klasse von Korrelatoren, die auch veréstelt sein kénnen, aber keine zusétzlichen
Schleifen enthalten diirfen, aneinander, so erhélt man alle zusammenhéngenden Greensfunk-
tionen, ohne Gefahr zu laufen, eine mehrfach zu konstruieren. Dieses Konstruktionsprinzip
erklart auch den Namen ,effektive Wirkung® fiir das entsprechende erzeugende Funktional
I', welches durch eine Legendretransformation von J nach a = §W/6J aus dem erzeugenden
Funktional fiir die zusammenhéngenden Greensfunktionen W hervorgeht. Fiir den Eichfeld-

sektor stellt sie sich dar als:
T = W[J[a]] - / d'z J - a. (3.39)

Fiir die anderen Felder verlaufen die Transformationen analog.

Im stabilen Vakuum ergibt sich der Vakuumerwartungswert des Eichfeldes A als Extre-
mum der effektiven Wirkung: 6I'[a]/da = 0. Im instabilen ist die Losung dieser Gleichung
im allgemeinen komplex und kann schon aus diesem Grund nicht das klassische Feld re-

prasentieren.
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B. Klassisches Feld und Fermionen im stabilen Vakuum

In Situationen, in denen das Vakuum trotz Kondensats, also bei nicht verschwindendem
Vakuumserwartungswert des Eichfeldes, stabil ist, ist es mdglich, mit Berechnungen auf
Basis des oben angegebenen erzeugenden Funktionals fortzufahren. Das Vektorpotential ist
hier nicht quantisiert, wodurch die Eichfixierung und damit auch die Faddeev-Popov-Geist-

Terme im erzeugenden Funktional nicht mehr notwendig sind:

Zn,) = [lavliddlexp {i [a'a(Ce+Catd-n+7-v)]. (3.40

Im vorliegenden Fall ergibt die Auswertung der Euler-Lagrange-Gleichungen die Yang-

Mills-Gleichungen mit dem fermionischen Stromterm (J,):
aufuu - i[Auafuu] = <Ju> . (341)

Im Gegensatz zum nichtquantisierten Fall (2.11) handelt es sich hier um seinen Vakuu-
merwartungswert.

Zur Berechnung des Korrelators auf der rechten Seite kénnte die im vorigen Abschnitt
angegebene Storungsentwicklung benutzt werden. Alternativ wihlt man von vornherein an-
stelle des freien inversen fermionischen Propagators (3.27) den mit Hintergrundfeld:

oL
N 81&81/1 Yp=1=...=0,A#0

Mit ihm stellt sich die gesamte Lagrangedichte fiir die Fermionen im klassischen Feld

=+4iy-0—v-A—m. (3.42)

dar als: Lr = +9Avy . Analog zu Gleichung (3.30) befolgt dann der volle Propagator im
klassischen Feld die Bewegungsgleichung:

A(z)G(z,y) = 6@ (z —y). (3.43)

Dies ist die Bewegungsgleichung fiir die volle Dirac-Greensfunktion im dufleren Feld. Sie
ist wegen der Symmetriebrechung durch das klassische Feld nicht mehr translationsinvariant
in der Raumzeit und hingt damit nicht mehr nur vom Abstand der Punkte z und y ab.
Wegen der Farbstruktur des Feldes (QCD) besitzt der volle Propagator nun im allgemeinen
auch keine triviale Farbstruktur mehr. Die Gleichung wird fiir die oben diskutierten Rand-

bedingungen, die fiir Greensfunktionen von zeitgeordneten Feldoperatoren (hier im stabilen
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Vakuum) notwendig sind, gelost, was wiederum auf den Feynmanpropagator Gr(z,y) fiihrt.
Mit der Losung von Gleichung (3.43) 148t sich der fermionische Anteil des erzeugenden

Funktionals nach Ausfiihrung aller Funktionalintegrationen schreiben als:

Zelno) = exp {i [ d'ad'yn()Gr(e, pn(w)}. (344

Dieses erzeugende Funktional wird hier nicht mehr bené6tigt, da im vollstéandig zweitquan-
tisierten Bild, in Ermangelung von bosonischen Quanten, die (fermionischen) Greensfunktio-
nen mit mehr als zwei Punkten keinen Beitrag mehr liefern, da sie nicht zusammenhingend
sein konnen. Man stellt fest, daf} die effektive Wirkung dieses Sektors der Theorie beziiglich
des vollen fermionischen Propagators verschwindet.

Als einzige relevante Greensfunktion tritt daher der volle fermionische Propagator im
Hintergrundfeld G(z,y) auf. Die Wechselwirkung zwischen den Fermionen wird durch das
klassische Feld A vermittelt. Der Term fiir den fermionischen Strom 148t sich mit Hilfe des

vollen Feynmanpropagators ausdriicken:

(L) = g tr{7"Gr(z, )}, (3.45)

wobei die Spurbildung iiber die Lorentzstruktur erfolgt. Entsprechend der Darstellung
des Feldes muf} die Farbstruktur des Propagators in der adjungierten Darstellung gewéhlt

werden. Das doppelte Argument der Greensfunktion bedeutet:
Gp(z,z) = IE%[GF(x + ne, x) + Gp(z, z + ne)|/2 (3.46)

mit n? > 0. Durch die unterschiedlichen Vorzeichen des zeitartigen Abstandes werden die
Beitrige der Fermionen und der Antifermionen zum Strom miteinbezogen. Dieser Strom
entspricht einer einzelnen Vakuumschleife des vollen Propagators (siehe Abbildung 3). Es
handelt sich dabei um die einzige Art von Schleifendiagramm, die im hier vorliegenden
Fall auftreten kann. Allerdings wird dabei nur der Beitrag behandelt, der von induzierten
Stromen geliefert wird. Sollten bereits zu Anfang (externe) fermionische Stréme vorhanden
sein, so ergibt sich ein weiterer additiver Beitrag. Bei allen dementsprechenden Ausdriicken,
die noch im weiteren Verlauf dieser Arbeit auftreten, wird hierauf nicht mehr explizit hin-

gewiesen.
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Abbildung 3: Diagramm fiir den durch die Fermionen und Antifermionen

induzierten Strom, an den das klassische Feld ankoppelt.

Im hier vorliegenden Bild werden keine radiativen Korrekturen bedacht, da die Bosonen
nicht quantisiert sind. Im Zusammenhang mit dem in der Einleitung diskutierten starken
bosonischen Feld, 148t sich dies so interpretieren, dafl die bosonischen Quanteneffekte in
dieser Ndherung nicht bedacht werden, da ihr Einflu} schwicher als der des klassischen
Feldes ist.

Als néichstes kdnnten sich hier die Diskussion der Quantenfluktuationen des gluonischen
Feldes anschlieBen. Um die Modifikationen, die sich beim Ubergang zum instabilen Vakuum
im fermionischen Fall ergeben, klarer verfolgen zu konnen, wird diese Diskussion aber auf
Kapitel IV B verschoben, in welchem die genannten Fluktuationen im instabilen Vakuum
behandelt werden. Die dort erhaltenen Aussagen lassen sich weitgehend auch auf den Fall

eines stabilen Vakuums anwenden.
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IV. QUANTENCHROMODYNAMIK IM INSTABILEN VAKUUM
A. Klassisches Feld und Fermionen im instabilen Vakuum

Unter Beschrinkung auf den fermionischen Sektor soll dargestellt werden, welche Modi-
fikationen sich in Anwesenheit eines instabilen Vakuums ergeben. Derartige Vacua zeichnen
sich dadurch aus, daf} sich das eingehende und das ausgehende Vakuum voneinander un-
terscheiden, |(0pyu¢|0:) [* < 1. Nur in solchen Situationen kénnen auch reale Teilchen ent-
stehen. Dieses Skalarprodukt enthilt alle zusammenhéngenden Diagramme ohne ein- oder
auslaufende Teilchen. In der Pfadintegraldarstellung ist es demnach genau gleich dem er-
zeugenden Funktional ohne duflere Quellen Z[0...], mit dem bisher alle Greensfunktionen
normiert worden sind. Man hat nun die Wahl, die Vakuumerwartungswerte zwischen dem
In- und Out-Vakuum {0y ... [0,) oder zwei In-Vakuumzustinden (0;,] ... |0;,) zu bilden.
Das erste Matrixelement enthélt Informationen iiber Wahrscheinlichkeiten, das zweite iiber

Erwartungswerte.
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1. Wahrscheinlichkeiten

Die Amplitude fiir die Produktion genau eines Fermion-Antifermion-Paares 148t sich mit
Hilfe von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Felder als Vakuumserwartungswert

ausdriicken:

M (ﬁa i) = (Q(@Q@\Um = <Oout‘ dout(@bout((y) ‘Om> (4-1)

Diese Operatoren sind implizit als operatorwertige Fermionenamplituden der Fermionfel-

der v (z) und 9 (z) = ¥'(z)y° definiert:

(2m)° ko
P(z) = / (j:;k@o (b (k)a(k)e ™™ + d(k)o(k)e ] . (4.2)
Explizit findet man:
bou(@) = [ (@)1 (1, ) (43)
und
dout(7) = [ boualt, )7 0 (e (44)

mit Massenschalenviererimpulsen. Eine Reduktionsformel fiihrt die Paarerzeugungsam-

plitude auf einen Zweipunktfeldkorrelator zuriick:

<Oout| dout(p)bout((ﬂ ‘Om> =
2

= l \/Z] / d 2 d y i) iy - 3(3:) — ] {Oguz| To(y) () |03 [iry - 5 (y) + m]v(p)eP™.
(4.5)

Die Summationen iiber die Spinfreiheitsgrade werden hier im allgemeinen nicht explizit
notiert. Die Herleitung der Reduktionsformel benétigt neben den Bewegungsgleichungen der
asymptotischen Felder die Fourierdarstellungen der Feldoperatoren. Sie ist nur giiltig, wenn

die Eichfelder fiir ¢ — 400 schnell genug verschwinden. Anderenfalls werden Konstruktionen
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wie das sogenannte ,adiabatic switching” bendtigt. Teilweise kommt man auch mit Umei-
chungen zum Ziel, wie zum Beispiel, um den langreichweitigen Teil des Coulombpotentials
zu kompensieren. Der Zusammenhang zwischen dem Heisenbergfeld (z) und dem Feld in

Wechselwirkungsreprésentation ;,;(z) ist gegeben durch:

Y(x) = Ulting, °)Vine(2)U (2°, ting), (4.6)

mit dem Zeitpunkt ¢;,;, zu dem das Heisenberg- und das Wechselwirkungsbild

iibereinstimmen, und dem Entwicklungsoperator

Ults, 11) = P exp {z /t t d4xcm[¢mt(x)]} , (4.7)

der den Wechselwirkungsteil der fermionischen Lagrangedichte

Liny = —0(z)y - A(z)(2) (4.8)
beinhaltet; P steht dabei fiir Pfadordnung. Die letzten Formeln ermd&glichen es, die Zwei-

punktgreensfunktion umzuschreiben in:

<00ut‘ T'&(y)w(x) |Om> =
— (Ogut] U (=00, 400) T () thsn () exp {z / : d4x£mt[wm(x)]} 0,).  (4.9)

Unter Ausnutzung des Zusammenhangs (0yy:| U(—00, +00) = (04| folgt:

Ouut] TG 0)9(2) 0 = (Ol Tin()in @) ex0 {1 [ @ Lialin(2)]}0m) . (4.10)

Dieser gesamte Ausdruck basiert nun auf In-Zustédnden und In-Operatoren und erschlief3t
sich somit den bereits weiter oben beschriebenen Verfahren.

Um dem nichterhaltenen Vakuum Rechnung zu tragen, mufl der Korrelator beziiglich der
Vakuum-zu-Vakuum-Amplitude normiert werden. Daraus resultiert ein Ausdruck fiir den
vollen Feynmanpropagator:

(Oout] TP () () [03n) _ (O] Tthin (Y)in (@) exp {i [ A2 Ling[tin ()]} [0in)

) = 0 00 (Oin] U400, ~00) [0in)

(4.11)
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Abbildung 4: Diagramm fiir die Vakuum-zu-Vakuum-Amplitude.

In die Vakuum-zu-Vakuum-Amplitude gehen alle Diagramme ohne duflere Quantenlinien
ein. Unter Vernachlassigung weitere Strahlungskorrekturen tragt hier nur ein einfacher Loop

des fermionischen Propagators bei (siehe Abbildung 4).

Beschreibt man den Propagator im Impulsraum durch:

Glan) = [ Giaagse " Glap (4.2

und entsprechend auch das Eichfeld:
A (k) = / d'ze*7 A (z), (4.13)

definiert sich der wechselwirkende Anteil 7z des Feynmanpropagators — auch Einteilchen-

streuoperator genannt — geméf:

Gr(p,q) = 2m)'6™ (p — ¢)G%(p) + G () Tr (4. P) G (D). (4.14)

Fiir die Wahrscheinlichkeit, genau ein Paar zu erzeugen, findet man [16]:
3

d°p
Ooul00)* | 55 32% Gy, M@ T @ —p)o(@)” (4.15)

)32w,

Hierbei werden Schritte ausgefiihrt, die analog zu denjenigen sind, die von Gleichung
(4.31) zum Ausdruck (4.34) fithren. Im Rahmen der Rechnungen fiir die Wahrscheinlichkeiten
kann man hier noch immer von dem bisherigen erzeugenden Funktional der Greensfunktionen

ausgehen und dieses mit dem vollen fermionischen Propagator umschreiben.
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2.  Erwartungswerte

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der produzierten Paare (n) ist beziiglich der Wahr-
scheinlichkeiten genau n Paare zu erzeugen P, definiert als:
Z nP, = Z +1)Pyys. (4.16)
n=0
Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen mit (4.3) und (4.4) wieder in Erwartungswerte von

Felderzeugungs und -vernichtungsoperatoren umgeschrieben werden:

= n + 1 il d3pz QZ
(m) = z )12 / H (2m)32w, (27)32w, X
X |< out |dout( )b (q_‘) dout(pn—}—l)bout(q’n—kl)' Ozn) |2 ) (417)

mit der Massenschalenenergie: w, = +/|p]? + m?.

Das Ausfiihren des Betragsquadrates und Herausziehen einer Impulsintegration in Glei-

chung (4.17) ergibt:

d3
(n) = /ﬁ< in Bt (@)
n+1 d?,pZ
On' /H (27 32wp/H 2m) 32wq

X dout (pn+1 ) bout (Qn ) dout (pn) bout (ql ) duut (pl ) | Ovut)

X <Oout| dout(ﬁl)bout(q—‘l)---dout(ﬁn)bout(q—‘n)dout(ﬁn—i—l) X
Xbout(@ |0m) - (418)

Die drei mittleren Zeilen im vorangegangenen Ausdruck sind identisch zum Einheits-
operator des Unterraumes der Zustinde mit der zu bout((j') entgegengesetzten Ladung. Also
gilt:

0 = [ 0 B (BB [0 (4.19)
(27)32wy,

Sollte der Anfangszustand das Vakuum sein, reicht es somit aus, die Anzahl der Fermionen
im Endzustand zu zdhlen, um die Zahl der produzierten Paare zu bestimmen. Separierte man
an Stelle eines Fermionoperators einen Antifermionenoperator ab, so ergéibe sich das analoge

Ergebnis:
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Abbildung 5: Integrationskontur fiir den Schwinger-Keldysch-

Formalismus

(1) = [ 5 Ol Ao F ) 0. (1.20)

Fiir die hier vorliegenden Korrelatoren existieren ebenfalls Reduktionsformeln. Die hier

benotigte lautet:

&k i 1P
n) = / (2732w, l\/zl / dody
e 2u(F) [iy - 3 (2) = m] (Oinl D)) 10:n) [i7 - T () = m] u(R)e*2. (4.21)

Z, ist der Wellenfunktionsrenormalisierungsfaktor fiir die Fermionen. Mit der hier ver-
wendeten Lagrangedichte ist dieser Faktor gleich eins.

Der benétigte Korrelator wird im Schwinger-Keldysch-Formalismus als G, _(z,y) be-
zeichnet [34-36]. Die Vorzeichen geben dabei an, auf welchem Ast der Integrationskontur C
die Zeiten xy und yy jeweils zu finden sind. Der Integrationsweg verlduft in der komplexen
Zeitebene von —oo nach +o0o unterhalb der rellen Achse (,,-“-Ast) und anschliefiend von +oo

nach —oo oberhalb der reellen Achse (,+“-Ast) (siehe Abbildung 5).

Diese Kontur wird eingefiihrt, um den Zeitentwicklungsoperator U:

Ulta, 1) = P exp {z / ® e Lol (3:)]} (4.22)

mit der Wechselwirkungslagrangedichte L, = it(z)y - A(z)y(z) in der folgenden For-
mel fiir den Erwartungswert des zeitgeordneten Produkts der fermionischen Feldoperatoren

zwischen Anfangszustidnden miteinzubeziehen:
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(0in] T(y)0(2) 0im) =
= (0 V(00,00 Phin()in(@)exp {i [ doLinilvin(@)]

Piin(y)in(@) exp {i [ d'aLonliin(2)]}

(4.23)

Bei der Berechung von Erwartungswerten zwischen dem Anfangs- und dem Endvaku-
um, wie zum Beispiel (0pys| T (y)%(z) |0s) , ist diese Manipulation wegen der Identitit
(Oput| U(—00,+00) = (0;n| nicht notwendig. Allgemein ist die Wechselwirkungslagrange-
dichte L;,; in dem Ausdruck fiir den Zeitentwicklungsoperator U in Gleichung (4.22) ein
Funktional des fermionischen Feldoperators ¢, an jenem Punkt, an welchem das Heisenberg-
und das Wechselwirkungsbild iibereinstimmen. Hier wurde dieser auf den anfinglichen Zeit-
punkt gelegt, wodurch die Wechselwirkungslagrangedichte ein Funktional von 1);, ist. Die

unterschiedlichen Propagatoren, die so behandelt werden kénnen, sind:

Gii(2,y) = + (0in| Tin (y)Yin () [0in)

G (,y) = + (0in| T™"Din(y)in(7) |0in)

Gio(2,y) = + (0in| in(y)in() |0in)

G_i(2,y) = — (0| Yin(2)Pin(y) [Oin) - (4.24)

Der Operator T~! steht fiir umgekehrte Zeitordnung. Im Falle zweier Felder entspricht

dies:

T~ 1 (t1)da(ta) = O(ta — t1)P1(t1) ba(t2) + 0t — ta)Pa(ta) i (tr), (4.25)

(vergleiche dazu Gleichung (3.2)). G,_(z,y) 148t sich auch als Linearkombination des
avancierten Ga(z,y), retardierten Gg(z,y) und des Massenschalen-Propagators Gg(z,y)

ausdriicken [37-39]:

Gi-(z,y) = [Galz,y) — Gr(z,y) + Gs(z,y)] /2. (4.26)
Allgemein gilt:
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0 G +1 -1\ [ Giy G4 1 +1
A e AR (4.27)
Gr Gs 2\+1+1 )\ 6.\ -1+

Der Massenschalen-Propagator Gs(¢,p) kann durch den retardierten G(g,p) und den

avancierten Propagator G 4(q, p) ausgedriickt werden:

d*k _ -
Gs(a:9) = [ (ryi2n(K = m)Grla G ()0 +m)Gh " (R)Galhp). (429
Aufeinanderfolgendes Einsetzen der Gleichungen (4.26) und (4.28) in den Ausdruck fiir

den Erwartungswert (4.21) ergibt:

1 dq
(m) = 5/ @), @)
[ﬁ(q, q) — Tr(g,9) + / %%5@2 — m?)Tr(q, k) (v - k +m)Ta(k, q) | u(q).
(4.29)

Die wechselwirkenden Anteile (Einteilchenstreuoperatoren) des avancierten und retardier-
ten Propagators sind analog zu dem des Feynmanpropagators in Gleichung (4.14) definiert.
Unter Verwendung der Lippmann-Schwinger-Gleichungen fiir den retardierten Gz(q, p) und
den avancierten Propagator G 4(g¢, p) kann man zeigen, daf} sich deren wechselwirkende Teile

durch folgenden Ausdruck unterscheiden:

Tala:9) = Ta(a.0) = [ ss2m0(0 = msgan(ke) Tala, Do -+ m)Ta(kop). (430

Setzt man anschlieffend diese Gleichungen in den letzten Ausdruck fiir den Erwartungs-

wert ein, ergibt sich:

= [ (27?6;3;12% (j;; 20— ko)3(k? — m?)a(@)Ta(g, k) (v - k + m)Ta(k, qyu(@). (4.31)

Eine Anderung des Vorzeichens des Viererimpulses k, Integration iiber dessen Energie-

komponente ky und Ausnutzung der folgenden Relationen:
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und
vok—m=Y vk)ok), (4.33)

fiihrt auf [16]:

=+ | ( Y 4 Tl (434)

2m)32w, J (27)32w,
Die implizite Definition des Einteilchenstreuoperators in Gleichung (4.14) fiihrt zu folgen-
dem expliziten Ausdruck fiir den wechselwirkenden Anteil als Funktional des dazugehérigen

Propagators:

Tn) =7 A=)+ [ (ot 0 A= DG D (- AU-p). (439
Der Term niedrigster Ordnung im Eichfeld A — der erste Summand in der vorangegan-
genen Gleichung — hingt nicht von der speziellen Wahl des Propagators ab. Somit ist in
dieser Niherung (Bornniherung) der Erwartungswert der Anzahl der produzierten Paare
gleich der Wahrscheinlichkeit fiir die Produktion genau eines Paares. Dabei handelt es sich
um eine Niherung, bei der die Eichfeldstirke klein gegeniiber dem Impuls der produzierten
Partikel sein muf. Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Produktion mehrerer
Paare stark unterdriickt: (n) = >, nP, ~ 1 x P.
Das klassische Feld folgt wiederum den Yang-Mills-Gleichungen (3.41) mit einem durch

die Fermionen induzierten externen Strom .J, (siehe Abbildung 3). Dessen Erwartungswert

(J,) 188t sich hier aus dem kausalen Propagator G¢(z,y) = G4 (x,y) berechnen:

(J) =g tr{"Ge(z, 2)} . (4.36)

In der obigen Gleichung wird die Spur nur iiber die Matrizen der Cliffordalgebra be-
rechnet. Die Definition fiir das diagonale Raum-Zeit-Matrixelement der Greensfunktion er-
folgt analog zu Gleichung (3.46). Strahlungskorrekturen, also weitere Quanteneffekte, werden
durch héhere, nicht durch das Auftreten von Faktoren des klassischen Feldes kompensierten
Potenzen der Kopplungskonstante unterdriickt.

Im Fall eines instabilen Vakuums ist es nicht praktikabel, den Erwartungswert des Stroms

im In-Out-Formalismus auszudriicken. Da er Wahrscheinlichkeiten liefert, miifite man dort
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im Prinzip unendlich viele Terme ermitteln, wihrend im In-In-Formalismus ein einziger
geniigt.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl sich das erzeugende Funktional der fiir die
Berechnung der Erwartungswerte bendtigten Greensfunktionen strukturell von dem vorher-
gegangenen unterscheidet. Es ist nun matrixwertig (iiber Farb- und Gammamatrizen hinaus)
und hingt von zwei Quellen je quantisiertem Feld ab. Dies kann auch mit der Kontur in der
Abbildung 2 in Verbindung gebracht werden. Je eine der zwei Quellen pro Feld entspricht
jeweils einer Kopplung an den unteren beziehungsweise oberen Ast der Integrationskontur.
Die meisten Umformungsschritte laufen analog zu denen ab, die fiir das bisher beschriebene
erzeugende Funktional durchgefiihrt worden sind. Da es im weiteren Verlauf dieser Arbeit
keine Verwendung findet, ist es an dieser Stelle nicht notwendig, seine explizite Form zu

diskutieren.
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B. Bosonische Quantenfluktuationen: Die Hintergrundfeldmethode

In diesem Kapitel wird ausschliellich der gluonische Teil der Theorie behandelt, da sich
in ihm die wesentlichen Anderungen ergeben. Der fermionische Sektor kann am Ende wieder
direkt miteinbezogen werden. Die hier vorgestellte Hintergrundfeldmethode hat bereits im
stabilen Vakuum ihre Berechtigung. Auch dort treten gluonische Quantenfluktuationen auf,
die zwar keine realen Teilchen darstellen, aber dennoch die Dynamik des Systems beeinflus-
sen. Die bosonischen Quantenfluktuationen sind nicht an entsprechender Stelle diskutiert
worden, um die Anderungen, die sich im fermionischen Sektor ergeben, klarer verfolgen
zu konnen. Der Inhalt dieses Kapitels 148t sich direkt auf den Fall des stabilen Vakuums
anwenden.

Die Hintergrundfeldmethode [40, 41] beruht auf einer Aufspaltung des quantisierten Eich-
feldes A in seinen Erwartungswert (A) und die superponierten Fluktuationen @ = A — (A).
Der Erwartungswert — das klassische Feld — soll ab dieser Stelle wiederum mit dem Buchsta-
ben A bezeichnet werden: A — A + (). Die Gesamtheit aller Quanteneffekte wird von dem
Fluktuationsfeld @) getragen. Das klassische Feld transformiert sich unter Eichtransforma-

tionen, wie zuvor das gesamte Feld (2.4):
A= A =UAU ' —i(0,U)U . (4.37)

Damit sich die Summe des klassischen Feldes und der Quantenfluktuationen ebenfalls so

transformiert wie zuvor:
(Ap+Qu) = (A, + Q) =U(A, + QU ' —i(8,U)U ', (4.38)
miissen sich die Quantenfluktuationen transformieren geméf:

Qu — Q; = UQuU_l- (439)

Das Maf} der Funktionalintegration [d(A + Q)] reduziert sich auf die Variation des Quan-
tenfeldes [dQ)], da der Erwartungswert A = (A) des Feldes keine Fluktuationen mehr beinhal-
tet. Der externe Strom J koppelt nach dem Ubergang A — A + @ an die Summe der beiden

neuen Felder an. Da die Funktionalintegration nur noch iiber die Fluktuationen ) 1auft, kann
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die Kopplung der externen Quelle J an das klassische Feld in Form eines Exponentialfaktors
aus dem Funktionalintegral herausgezogen werden. Anschliefend wird er in eine Redefiniti-
on des erzeugenden Funktionals absorbiert, denn dieses wird bei seiner Auswertung ohnehin
immer mit Z[0...] normiert. Um, wie bereits zuvor beschrieben, den unendlichen Faktor, der
bei der Pfadintegralquantisierung auftritt, abseparieren zu kénnen, ist eine Eichung fiir das
Quantenfeld notwendig. Die sogenannte Hintergrundfeldeichung stellt sich dar als die kova-
riante Divergenz des Quantenfeldes, wobei die kovariante Ableitung hier nur ein Funktional

des klassischen Feldes sein soll:
Gor — D“’"‘[A]QZ = [8“5“” + gf“CbAc”]QZ. (4.40)

Dieser Ausdruck ist eichkovariant unter gleichzeitiger Eichtransformation von A und @. Er
fixiert dennoch eine Eichung fiir das Feld der Quantenfluktuationen (), da er nicht kovariant
unter alleiniger Transformation von @ ist. Fiir diese Eichbedingung kénnen anschlieend
die Schritte, die zuvor von Gleichung (3.4) zum Ausdruck (3.17) gefiihrt haben, wiederholt
werden. Hierbei beziehen sich die analogen Uberlegungen nur noch auf Eichtransformationen
von Q).

Der zum Eichfeldsektor gehérende Teil des erzeugenden Funktionals fiir die Greensfunk-

tionen (3.17) wird zu:

Z[A; ], 6,87 = /[dQ] exp {i/d4:v[£A+Q +Ler+Lrp+J-Q+x-&+ X' -g]} .(4.41)

Im Funktionalintegralmaf ist lediglich noch das Quantenfeld enthalten und der Strom J
koppelt ausschliefilich an das Fluktuationsfeld an.
Der kinematische Term fiir das aufgespaltene Eichfeld setzt sich aus dem Feldtensor, der

in diesem Fall ein Funktional der Summe der Felder A und @ ist, zusammen:
1 auv a
Larg= _ZF A+ QIF,,[A+ Q). (4.42)
Diese sind wie zuvor durch den Kommutator der kovarianten Ableitungen definiert:
DA+ Q], DA+ Q] = —iFL[A+ Q] (4.43)

Es existiert eine Zerlegung des Feldtensors geméf:
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Fy,[A+ Q] = Fj,[A] + D’ [A]Q,, — D[AQ), + 9f*"*Q, Q5 (4.44)

Der Beitrag zur Lagrangedichte durch die Eichfixierung ist:
1

20

Lap = ——(D™[A]Q4). (4.45)

Schliefilich fehlt noch der Beitrag der Faddeev-Popov-Geister zur Lagrangedichte:
Lrp = —(DPAN) (D[4 + Q)x). (4.46)
Die Geistfelder folgen der gleichen Eichtransformationsvorschrift wie das Quantenfeld:
x—=x =UxU. (4.47)

Nun kann man nachpriifen, daf§ das erzeugende Funktional der Greensfunktionen Z[A4; J|

in dieser Eichung invariant ist, unter den gleichzeitig ausgefiihrten Transformationen (4.37),

(4.39), (4.47) und
J—=J =UJU". (4.48)

Analog zu Gleichung (3.38) kann das erzeugende Funktional fiir die zusammenhéngenden

Greensfunktionen W[A; J] im Hintergrundfeldformalismus konstruiert werden:
Z[A; J] = exp{iW[A; J]}. (4.49)

Dabei iibertragt sich die Invarianz unter den beschriebenen Eichtransformationen. Aus
dem erzeugenden Funktional der zusammenhéngenden Greensfunktionen folgt das der ein-

teilchenirreduziblen durch eine Legendretransformation von J nach ¢ = §W[A; J]/0J:
P[4;q] = WA; Jlgll - [d's T -q. (4.50)

Es handelt sich um die gleiche Legendretransformation wie in Gleichung (3.39), aufier dafl
diese hier nicht mit dem gesamten Feld (A + @), sondern lediglich mit dem quantisierten (Q)
ausgefiihrt wird. Die Invarianz des letztgenannten erzeugenden Funktionals gilt ebenfalls fiir

die obigen Transformationen, nur, daf§ die Transformation von J durch die von ¢ geméf
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q—q =UqUu™* (4.51)

ersetzt werden mufl. Daf§ Gleichung (4.50) die gleiche Theorie beschreibt wie die iibliche
Darstellung (3.39), wird ersichtlich, wenn man in dem Ausdruck (4.41) fiir das erzeugende
Funktional Z[A; J] das Integrationsmafl wieder in seiner alten Form [d(A + Q)] ausdriickt
und bei der Standardmanipulation zum Einbau der Eichfixierung in die klassische Wirkung

(3.15) das Maximum der Gaussschen Glocke um B® = 9" A% verschiebt. Dann gilt:
Z[A; J] = Z]J] X exp {—i / d'z J - A} . (4.52)
Daraus folgt fiir die erzeugenden Funktionale der zusammenhéngenden Greensfunktionen:
WA J] = W[J] / d'z J - A. (4.53)
Damit ergibt sich aus einer sich anschlieBenden Legendretransformation:
I'[A4;q] =T[a — Al (4.54)

Die beiden Variablen ¢ und ¢ unterscheiden sich durch den Erwartungswert des Feldes
A: a = g+ A. Dieser Versatz beruht auf der erwidhnten Redefinition des erzeugenden Funk-
tionals durch die Abspaltung des Faktors exp{i [ d*z J - A}. Alle Feynmandiagramme der
Theorie lassen sich auf eine beliebige der beiden Varianten der erzeugenden Funktionale der
einteilchenirreduziblen Greensfunktionen zuriickfithren. Es gilt nun, die elementaren Feyn-
manregeln in der Hintergrundfeldmethode zu bestimmen. Vertices mit nur einer auslaufenden
Quantenlinie tragen nicht zu der effektiven Wirkung bei und spielen fiir den Quantensektor
somit keine direkte Rolle. Entsprechende Diagramme gehen in die Wechselwirkung des klassi-
schen Feldes mit induzierten Stromen ein, wie es im nichsten Unterkapitel beschrieben wird.
Auch hier verhindert das Konzept der effektiven Wirkung Doppelzdhlungen. Zusétzlich zu
den {iblichen Feynmanregeln gibt es im Eichfeldsektor die einfache Kopplung zweier Quan-
ten, die einfache Kopplung dreier Quanten und die zweifache Kopplung zweier Quanten
an das klassische Feld. Zusitzlich dazu exisitieren die entsprechenden Geistbeitrige. Die
vollsténdige Auflistung und die Darstellung in Form von elementaren Diagrammen findet

sich in Anhang B 2.
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1. Modifizierte Yang-Mills-Gleichungen

Die Quantenfluktuationen fiihren zu Modifikationen der Bewegungsgleichungen des klassi-
schen Feldes. Der Anteil der Lagrangedichte fiir das Eichfeld in der Hintergrundfeldmethode
ist gegeniiber dem Fall unquantisierter Bosonen von einem Funktional nur des klassischen
Feldes L£4[A], in eines von der Summe desselben und der Quantenfluktuationen £4,g[A+ Q)]
iibergegangen. Will man die Bewegungsgleichungen des klassischen Feldes A herleiten, so
kann man in den Euler-Lagrange-Gleichungen die Ableitungen nach dem klassischen Feld
durch solche nach der Summe A + () ersetzen. Thre Anwendung ergibt Yang-Mills-artige
Gleichungen in A + Q:

(P Fu[A+ Q] —i[A* + Q" FL[A+Q])) =0. (4.55)

Das Ausmultiplizieren und Sortieren nach den Potenzen der beiden Feldkomponenten re-
produziert die Yang-Mills-Gleichungen fiir das klassische Feld. Hinzu kommen verschiedene
Zusatzterme. Die Forderung nach dem verschwindenden Mittelwert des Feldes der boso-
nischen Quantenfluktuationen @) fiihrt zum Verschwinden aller Terme, die erster Ordnung
in  und beliebiger Ordnung in A sind. Im eingangs erwéhnten Fall von durch die Kopp-
lungskonstante unterdriickten Quantenfluktuationen, kann der Term dritter Ordnung in ) —
— ([Q",[Qu, Qu]]) — fiir die erste, iiber den rein klassischen Fall hinausgehende Niherung
vernachlissigt werden. Darauthin bleiben Terme zweiter Ordnung im quantisierten Feld
iibrig, die keine oder eine Potenz des klassischen Feldes beinhalten. Der rein quantische
Term entspricht einem Strom analog zu den zuvor diskutierten fermionischen Strémen. Der
Summand, der zusitzlich erster Ordnung im klassischen Feld ist, stellt nicht einfach eine
Inhomogenitit der Gleichung dar, sondern eine tatsichliche Modifikation der Yang-Mills-
Gleichungen. Die Beitriage zweiter Ordnung in den Quantenfeldern hingen nach Mittelung

von den Zweipunktgreensfunktionen ab. Es verbleibt somit:

O Fun[A] = il A", Fu[Al] = i0" ([Qu, Qu]) — i ([Q", (8,Qv) = (8,Q)]) —
—2[A*, ([Qu, QD] = ([Qu, [Ap, Q4T = ([Q" [, All) = 0. (4.56)

Die auftretenden Erwartungswerte lassen sich auf die kausale Zweipunktgreensfunktion
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A, (z,y) der Fluktuationen im klassischen Hintergrundfeld zuriickfiihren. Sie geniigt der

Bewegungsgleichung:

(D[A(ﬂﬁ)] - D[A(z)]g"* — 2D"[A(z)] D*[A(z)] — 27"“A[A($)]) DA™ (7,y) =
= g"6W(z - y).

(4.57)

Wird die Wechselwirkung mit den Stromen der gluonischen Fluktuationen in Gleichung
(4.56) perturbativ behandelt, so ist dies die Stelle, an der die Feynmandiagramme mit nur
einer Quantenlinie Verwendung finden. In héheren Ordnungen der Stérungstheorie tragt
ebenfalls der terndre Korrelator, der hier vernachléssigt worden ist, zu gleicher Ordnung
in der Kopplungskonstante bei wie die Strome der Fluktuationen. Abschlielend kommt als
rechte Seite von Gleichung (4.56) noch der Erwartungswert des fermionischen Stromes (.J,)

hinzu.
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V. PERTURBATIVE BESCHREIBUNG DER PRODUKTION VON PARTONEN

In diesem und dem nachfolgenden Kapitel werden Rechnungen zur Produktion von
Quarks und Antiquarks sowie gluonischer Quantenfluktuationen durch Vakuumpolarisati-
on durchgefiihrt. Es sind verschiedene Interpretationen fiir die so ermittelten Ergebnisse
moglich.

Zum einen konnte es sich bei dem Feld, beziiglich der Produktion von Teilchen durch
Vakuumpolarisation, um ein externes Feld im engeren Sinne handeln, welches ausschlie3-
lich durch die Dynamik des {ibrigen physikalischen Systems bestimmt wird, ohne die
Riickreaktion auf das Feld zu beriicksichtigen. In diesem Fall wird das so bestimmte Feld be-
nutzt, um zu ermitteln, wieviele Partikel auf Grund seiner Anwesenheit produziert wiirden.
Dieser Ansatz wire gerechtfertigt, wenn das Phinomen der Teilchenerzeugung in der gege-
benen Situation nur eine kleine Stérung darstellte. Ob diese Bedingung erfiillt ist, muf} in
einem konkreten Fall nachtréiglich iiberpriift werden.

Zum anderen koénnte das Feld bereits die selbstkonsistente Losung eines Gleichungssy-
stems darstellen. Fiir diese Form des klassischen Feldes wiire es wissenswert, wieviele Teilchen
im Laufe der Entwicklung des physikalischen Systems erzeugt werden. Im vorliegenden Sze-
nario beinhaltet dieses Gleichungssystem die Yang-Mills-Gleichungen, modifiziert durch die
Erwartungswerte fiir die von den Fermionen und Antifermionen beziehungsweise gluonischen
Quantenfluktuationen induzierten Strome. Strahlungskorrekturen héherer Ordnung werden
durch hohere Potenzen der Kopplungskonstante, die nicht durch das Auftreten von Faktoren

des klassischen Feldes kompensiert werden, unterdriickt.
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Abbildung 6: Niherung der exakten Produktionsrate fiir Fermion-
Antifermion-Paare durch den Term niedrigster Ordnung in der klassi-

schen Wirkung.

A. Produktionsrate fiir Quark-Antiquark-Paare

Zunichst wird hier untersucht, welche Ergebnisse zur Produktion von Quark-Antiquark-
Paaren und von Paaren gluonischer Quantenfluktuationen sich im Rahmen der gewhnlichen
Storungstheorie ergeben [42]. Dabei soll ausschliefllich die niedrigste Ordnung in der klassi-
schen Wirkung betrachtet werden. In dieser Ndherung sind der Erwartungswert und die
Wabhrscheinlichkeit der Produktion von Paaren gleich (siche Kapitel IV A). Wie zuvor
erwiahnt, haben diese Rechnungen hauptséchlich fiir Partonen hoher Energie Bedeutung.
Es stellt sich also die Frage, wie sich deren Produktionsraten im allgemeinen verhalten. Von
besonderem Interesse ist auch das Verhéltnis der Raten fiir die verschiedenen Teilchenspezies
zueinander.

Die Amplitude fiir den Prozef niedrigster Ordnung A — q(k1)@(k2) (siehe Abbildung 6),
der zur Produktion eines Quark-Antiquark-Paares durch Vakuumpolarisation in Anwesen-

heit eines klassischen nicht-abelschen Feldes A* beitrégt, ist gegeben durch:

M = (q(k1)q(k2)|SV10) = @ (k) (ViE)) 5, A (K ) (k) (5.1)

gy
mit dem Wechselwirkungsvertex (B9):

(V) = 97T (5.2)

ijp ij
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Hierbei stehen k; und k, fiir den Energieimpulsvektor des auslaufenden Quarks bezie-
hungsweise Antiquarks. A**(K) ist die Fouriertransformierte des Farbfeldes A% (x) mit dem

Argument K = ky + ko:

AY(K) = / diz A% (z) et (5.3)

1
(2m)?

@’ und v’ stehen fiir die Diraceinheitsspinoren des auslaufenden Quarks beziehungswei-
se Antiquarks. Am Ende mufl die K-Integration fiir die Produktion realer Quarks {iber
die richtige kinematische Region durchgefiihrt werden. Dieser Bereich ist definiert durch
(K)? > 4m? und K° > 0. Diese Einschriinkung wird nicht explizit in den Formeln notiert,
aber vorausgesetzt.

Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich durch Integration des Absolutquadrats der Amplitude
iiber den Phasenraum der ausgehenden Partikel:

3
W= Z/ dkl de

apin )22k9 (27)2k3

M*. (5.4)

Einsetzen der Definition der Amplitude, Ausfiihren der Spinsumme und der d*k-

Integration ergibt [43]:

3
wh = /d4 /&%5 (K = ky — k) A%(K)A%(—K) %

2(,()1 2(,02

K2
X [kfkg + kbkY — 79’“’] , (5.5)

wobei wy o definiert ist als wy o = 1/|k12/? }

mierten (5.3) des klassischen Feldes in Gleichung (5.5) findet man:

By &R
—1%;5 (K — k1 — k») /d4x1d4x2 X

. K2
x e K (@1722) A% (1) A (z,) [k’fké + kyky — 79“"] : (56)

Es ist moglich, aus dem resultierenden Ausdruck (5.6) die differentielle Produktionsrate
fiir die Produktion von gg-Paaren zu extrahieren. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Produk-
tion eines Paares Wq%) ist eine reelle Grofle, da M AM™ reell ist (siehe Gleichung (5.4)). Zur

Vereinfachung wird hier immer der im allgemeinen komplexe Integrand im Ausdruck (5.6)
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beibehalten. Am Ende wird aber nur der Realteil betrachtet. Dies wird ebenfalls nicht in
den Formel notiert.
Beginnend mit Gleichung (5.6) findet man fiir die Produktionsrate der Quark-Antiquark-

Paare:
d qq 92 4 d3E2
= Ac / Aq /_/4K W (K _
d*zd®k  2(27)Sw ul@) [ dz Ay(2) 2wy dK k= ky)

. K?
XezK-(:waz) lkﬂkg + kgk-'/ — 79“” . (57)

Diese Grofle wird als Wahrscheinlichkeit fiir die Produktion eines Quark-Antiquark-
Paares pro Phasenraumvolumen d3zd3k und Zeitintervall dz, interpretiert. Quantenmecha-
nisch, gem&f der Heisenbergschen Unschirferelation, ist dies keine observable Grofle. Es
ist aber genau die Zutat, die fiir semiklassische Transportrechnungen basierend auf klassi-
schen Verteilungsfunktionen der Teilchen benétigt wird, um die Produktion von Partikeln
in Anwesenheit klassischer Felder miteinzubeziehen. Hiermit verbundene Phénomene wie
die periodische Vernichtung und Erzeugung von Teilchen werden noch in dem Spezialfall
rein zeitabhingiger Vektorpotentiale diskutiert. Quantentransportrechnungen auf Basis von
Wigneroperatoren benoétigen die hier aufgefithrte Produktionsrate nicht. Weiterhin lassen
sich aus ihr aber scharf mefibare Gréfien wie dW/d3k oder dW/d*x durch Ausintegrieren
ermitteln. Der erstgenannte Ausdruck wird im weiteren Verlauf der Arbeit ebenfalls fiir ein
rein zeitabhédngiges Feld untersucht.

Nach Ausfiihren der d*K-Integration in Gleichung (5.7) erhilt man:

D g2 " by [ BFs
— Al % m/ 4 Al ik a:z/
dizd3k  2(27)bw uwe 4wy Ay(2) € 2w
x PR + KERY — (m? + k- k2)g™)- (5-8)

Die Faktoren des Impulses ko in Gleichung (5.8) kénnen durch Differentiationen nach

i(x1 — mo) ersetzt werden:
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qu%) g9’ a ik-x 4 a —ik-x
Fade ~ 20mype #)e / 'y Ay(wz) e T X

0 0 0
u v _ 2 L - 1224
% lk i0(x — z3), + i0(x — xg)uk (m T i0(x — 352)) g ] 8

3—’
% / d k2 eik2-(m—z2)

2&)2
(5.9)
Die d®ko-Integration liefert: (siehe Kapitel 9 in [44]):
37 (1 — 15)2
d’ky pike(z1—m2) _ 47rmK1(m (1 — 22) ) (5.10)
2wy — (21 — 25)2

Hier steht Ki(z) fiir die modifizierte Besselfunktion der dritten Art und ersten Ordnung.
Durch Substitution des Ausdrucks (5.10) in Gleichung (5.9) und Ausfiihren der Differentia-

tionen (siehe [44]) erhélt man das Ergebnis:

qu(%) g2m a ik-x 4 a —ik-x
dadh ~ (e @) e / d'wy Ay(wp) €77 X

X {z (k" (x — x9)” + (x — 2)"K” + k - (x — x2)g"") X
y K, (m —(a:—x2)2) my/—(z — x2)? + 2K, (m —(.’17—372)2) B
[y — (@ — 22)?P

K, (m —(z — 162)2)

—(x — z9)?

—m?2 g

(5.11)

Dies ist die Produktionsrate fiir Quark-Antiquark-Paare in Anwesenheit eines allgemeinen

Farbfeldes.
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Abbildung 7: Ndherung der exakten Produktionsrate fiir Gluonenpaare

durch den Term niedrigster Ordnung in der klassischen Wirkung.

B. Produktionsrate fiir Paare gluonischer Quantenfluktuationen

Fiir die Produktion von Gluonenpaaren durch ein Farbfeld in niedrigster Ordnung der
klassischen Wirkung S ergibt sich die Vakuumpolarisationsamplitude M aus denjenigen
Termen der Wechselwirkungslagrangedichte L;,,;, die zweiter Ordnung in den Fluktuationen
Q sind:

1 174 1 a a aoc cv cv
Lt = —5Fi[Algf*Q"Q% — 5(0,Q5 — 0,Qp)g (A" Q" + Q™ A™) -
]_ ) / U / U
=0 P (ALQE + QLAD) (AT QT + Q)
1 7 ) / !
_a)‘Qa)\gfabcAchn . 592]00,bcjca.b c Alj\QC/\Az QC K (512)
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Ausgehend von diesen Termen kann man die notwendigen Feynmanregeln bestimmen und
erhilt fiir die Produktion zweier Gluonen durch die einmalige Kopplung an das Feld (siehe

Abbildung 7 oben, erster Summand), geméf Gleichung (B10) den Vertex:

wobei K = k; + ko. Wenn zwei Kopplungen mit dem Feld an einem Vertex stattfinden

(sieche Abbildung 7 oben, zweiter Summand) erhélt man nach Gleichung (B11):

(%Qj))z?jc/{ip = _7;92[ fabzfmcd (gu)\gup - gupgu)\ + g;wg/\p) +
+ fadszbc (guug)\p — 9urGvp — g,upgu)\) +

+ facmfwbd (guug)\p - gupgu)\)]- (514)

Die vollstdndige Amplitude fiir die Produktion von Gluonenpaaren ist nun die Summe der
Einzelbeitrage: M = M;4 + My,. Werden die richtigen Wichtungsfaktoren miteinbezogen,
so daf} die urspriingliche Lagrangedichte wieder reproduziert wird, findet man fiir den ersten
Term:

(2m)*
2

Mia =200 [ A KOO (K — by — ko) A (K)e (k) (ko) (V)i (5.15)

wvp:

Die kinematisch erlaubte Region fiir die Integration umfafit dabei wie bisher den durch

(K)? > 0 und K° > 0 charakterisierten Bereich. Der zweite Term ist gegeben durch:

HVAp?

M2A = i/d4k3d4k45(4)(1€1 + kQ — k3 — k4)Aau(kg)AC)‘(k4)6bu(k1)€dp(k2) (‘/221462)“0(1 (516)

mit den Einschrinkungen fiir den Integrationsbereich: (k3 + k4)® > 0 und k3 + k9 > 0.
Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion ergibt sich wiederum durch Anwendung von
Gleichung (5.4). Um die physikalische Polarisation der Gluonen zu erhalten, soll hier die

folgende Spinsumme benutzt:

Y (ke (k) = 3 € (ko)™ (kz) = =g, (5.17)
spin spin

und nachfolgend die Wahrscheinlichkeiten fiir die Prozesse abgezogen werden, die anstelle

der Gluonen Geister tragen (siehe die zweite Zeile von Abbildung 7). Vorliegender Fall zeigt,

61



Perturbative Beschreibung der Produktion von Partonen

daf} die nicht durch Abzug der Geister korrigierte Wahrscheinlichkeit fiir die Produktion von

Gluonen durch vier additive Terme gegeben ist:
w4 = Wiana+Wiaga + Was1a + Wana. (5.18)

Die Summanden sind definiert gemaf:

By Ak, .
Wiaja = Z/ )52k g i Mia (5.19)

spm

mit 7, j € {1, 2}. Fiir die Integration iiber den Phasenraum gibt es noch einen zusitzlichen
Faktor von 1/2, da die Teilchen im Endzustand identisch sind. Die Einfiihrung der Fourier-
transformation (6.1) und die Anwendung der Relation fo4 't = 359" ergibt fiir den ersten
Term in Gleichung (5.18):
39? d3ky dPks
8(2m)6 ./ kY K
X [2guy (k1 + ka)® — 2(ky + ko) (k1 + ko) + (b — ko) (k1 — ko) ). (5.20)

WIA,IA — d4$d4.’£,€i(kl+k2)'($7w’)Aa“(x)AaN' (xl) x

Auch hier mufl wieder nur der Realteil dieses Ausdrucks betrachtet werden. Wie im Fall

der Quark-Antiquark-Paare erhilt man den ersten Beitrag zur Gluonpaarproduktionsrate:
dWiaga  3¢°

/d4 1 ik-(z— a:’)Aau( )Aau( )lk k 4guu,kui(x_x)u +

dizd3k — 2(2m)5k0 (x — 2)?
(r — xl)u’ (r — xl)u Gup' (z — x')u(x - xl)u’
3| kyi—— + kyi——= 2 —4
(“’ @—o)7 " a-or)  Ta-op @-oy7 |~
1
X m’ (5.21)
wobei die folgende Relation ausgenutzt worden ist:
|k2| (x — ')

Nun werden die gleichen Schritte fiir die verbleibenden Beitrige ausgefiihrt. Nachdem
man die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe von Fouriertransformationen des Eichfeldes A ausge-

driickt hat, liefern die beiden gemischten Terme in Gleichung (5.18):

WIA,QA = WQA,IA =
. 3 3 3
9 ki d°ky 4 oy ugea a ow
T o6a(2m0 ) KDk d ksd kad" Kd z3d z4d"x X

XSO (K — ks — k)8 (K — ky — ky)ellkoaathaas—Keal

X A% (23) AN (2) A7 ()24 F 7K\ g (5.23)
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Daraus folgt fiir die Produktionsrate:

/d4x’eik-(z1_I)AC/\(x’)(Aa(x/) . Aa’ (x))fa'ac (x, k_:)\x)Q npy ((x’ _ -T))\

dWZA,lA N 3i93
dizd3k — 2(2m)5k

Fiir den letzten Term erhilt man:

g4 d?’kl d3k2
64(2m) 4 ) k) kS
X6 (ky + ko — ks — kg)6™ (ks + ky — Ky — k) A% (25) A (24) AYH () AN () x

X [Qqu\g,u’)\'(fabw‘fECd + fadwfzcb) (fa'b;c'fwlcld + fa'dw’fz/c/b) + 24gu“’g)\/\’facwfa/c/$].

l - . — ,. ! ’. !
d*kyd*kyd* Kyd' Ky d* z3d* w4d alyd ol e'Fs o thesahaas -kl

Waosona =

(5.25)
Ausgehend davon ergibt sich die Produktionsrate:
dW?A,QA 4 tk-(z—x 1 a cA a'py N
e e / Ao s A (@) A (@) AT () AN ()
[guAgu’A’ (fab:cfwcd + fadwfxcb) (fa bz’ fw 'dd + fa’dw’fx’c’b) + 12guu’g>\>\’faczfa’c'w].
(5.26)

Wie bereits zuvor bemerkt, mufl auch der entsprechende Term fiir die Geister berechnet
werden, um die Beitrdge durch die unphysikalischen Polarisationen der Gluonen entfernen
zu kénnen. Zu dem Geistmatrixelement tragen in niedrigster Ordnung die beiden Feynman-
diagramme in der zweiten Zeile der Abbildung (7) bei. Die dazugehérigen Vertexfunktionen

lauten:
(VFP)abd g f(ky — ky),, (5.27)
und
(VFP)Zbcd —ig2gua(fabe fred 4. fods poch) (5.28)
Diese Vertices erhilt man aus dem Geistanteil der Lagrangedichte:
Lrp = _(auXaT)fabcAZXC - (fabcAZ[A] ) (fabcAb Ct)fadeA X° (5.29)
Unter Einbeziehung der richtigen Wichtungen erhilt man die Amplitude:
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(MFP)bd — (Mﬂp)bd + (MQI;‘P)bd (5_30)

mit
(M) = (2m)” K6 (ky + ky — K)A™(K) (V)b (5.31)

und
(MEL / d k3 d* k0™ (ky + ko — ks — ka) A (k) A (k) (VD )o5. (5.32)

Die Definition fiir die Wahrscheinlichkeit ist, bis auf einen Faktor 1/2 fiir den Phasenraum,

identisch zu der im gluonischen Fall:

P A
FP __ FPy\bd FPy\xbd
W = [ Gy g MM, (5.33)

Es ergeben sich an dieser Stelle nur zwei Beitréige, da der Mischterm verschwindet:

wr? =wil 1414 T WQ}XDQA- (5.34)

Beginnend mit der Definition der Teilamplituden:

&k d’ky FP\bd( 3 7FP\*bd
Wikia=| @)k (amypag VA ) )™ (5-35)

mit j € {1,2} kann man die bereits bekannten Schritte ausfithren. Fiir den ersten Sum-

manden in Gleichung (5.34) ergibt sich aus dem Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit

WEP = 3° ks d*, d K6 (ky + ky — K)A™(K)A** (K) (k1 — ko) u(k1 — k)
A4 622 ) KO k9 " "

(5.36)

der fiir die Produktionsrate

dWﬁfm N 39°
dizxd3k — 4(2m)5k0

/d4 ! ik-(z— w)Aa/A(x)Aap,’(xl) >

(x—a) (x—2), G (x—2")u(z —2)p
— -+ ki ———5 — Kk kg —2 4
R R R s
1
Xm. (5-37)
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Analog erhélt man den zweiten Beitrag gemifl seiner Definition in Gleichung (5.35) und

findet die Wahrscheinlichkeit:
4

g adxr £xc aar £xc a CE .’L‘C a’ axr (EC
W2A2A = 64(27 )GgHAgH,\(fbf ¢y folf b)(f b f d+f e f b)
Bk, d*k s ;o
kol k02d4k3d4k4d4k A8 (kg + ko — Ky — ka)0W (ky + ko — Ky — K})

X A% (k) A () A™H (k3) AN (k)
(5.38)

sowie die Produktionsrate:

AWy 2
dzdk

! ]_ 1,1 /Iy
— 4,1 ik-(z—x}) ap cA a'u (1 N, 1
16( 27r 550 /d x5€ 3 CEEAE $g)2A () A () ATH (x5) A (25) %

X GunGurn (fabmfxcd fadmfa:bc) (fa’bz’fx’c’d + fa’dx’ fa:’bc’)' (539)

Am Ende ergibt sich die gewiinschte Rate fiir die Produktion von Gluonenpaaren aus

einem Farbfeld durch Vakuumpolarisation, indem man alle Beitrége wie folgt kombiniert:
W = Wiana — Wffm + 2Wou 14 + Wosoa — W21j4F’)2A' (5.40)

Somit erhilt man:

dWeg
dixd3k
7 1 3 a a ( x,)u
= 5k_0/d4 etk ( (x_x,)Q {492,4 ") A" (z )lSk- K — 8Guuk” zi(x_ I
(7 — ") (z — ')y G (= 2z —a),
k / — 12
+5<“Z(aj—x’)? +k“2(3:—x’)2 +6(:r—x’) (x —z)*

/
_3,L'g3Aau(xl)Ac)\(x/)Aa’u’ (x)fa’ac lkA +9i Ex, ]
X

19" A% (@) AN @) A7 (a) A¥ ()
[gu)\g“,)\,(fabszcd 4 fadzfxcb) (fa'bx'f;glc/d + fa’dw’ fxlclb) 4 24gu'u/g)\,\/famfalclz]} .
(5.41)

Dies ist die Produktionsrate zur niedrigsten Ordnung in der klassischen Wirkung S, fiir

Gluonenpaare durch Vakuumpolarisation, in Anwesenheit eines Farbfeldes. Es konnte hier
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der Eindruck entstehen, da8 die Pole in (z — z')? dazu fiihren, daf§ diese Formel kein endliches
Ergebnis liefert. Tatséichlich lassen sich alle Singularitidten durch Differentiation unter dem
Integral auf einen Pol der Ordnung (z — z')? zuriickfiihren. Aufgrund der Minkowskimetrik
erhilt man nach einer Partialbruchzerlegung nur Pole erster Ordnung in (zo — zj). Das
entsprechende Integral ist als Hauptwertintegral zu verstehen und ist damit im allgemeinen

— abhéingig von der Form des Eichfeldes A** — endlich.

66



Perturbative Beschreibung der Produktion von Partonen

C. Produktionsraten fiir ein rein zeitabhingiges Eichfeld

Fiir die in der Einleitung besprochene Situation wird nun das Verhalten der Produktions-
rate in einem zeitabhdngigen Farbfeld A untersucht. In dessen Anwesenheit reduziert sich

Gleichung (5.7) zu:

quq _ 92 a a k2 4 (4) 7
T = s A0 / dty A%(t5) / / K 6D (K — k — ky) 6@ (K) x

. K?
% eiKo(t—t2) [k“k;’ + kbEY — TQW] . (5.42)

Nach Integrationen iiber d*K und d®k» unter Beachtung der Dirac §-Faktoren findet man:

2zw(t t2)

AW g

d*zd3k - 2 27T 3w /dt2 [2@2{14'“@) ) A’a(tQ)} - Q{A’a(t) : E}{A’a(tz) . E}] (5.43)

Hier wird Gleichung (5.43) in Form skalarer Produkte von Dreiervektoren dargestellt. Die
letzte verbleibende Zeitintegration stellt eine Fouriertransformation von ¢, nach 2w, dar.

Der endgiiltige Ausdruck fiir die Produktionsrate in Anwesenheit eines rein zeitabhéngigen

Farbfeldes ist:

quq _ 92\/ 2w
dizd3k  2(27)3w?

W A%(t) - A (2w)} — {A%(t) - KA (2w) - kY. (5.44)
In direkter Analogie vereinfachen sich die Gleichungen (5.21), (5.24) und (5.26) fiir die
Gluonen sowie (5.37) und (5.39) fiir die Geister zu:

dWia14 _ 3g°v2m o2ikot
drzd3k 2(2m)3

(ff“(t) :0> (A*“(Qko) ,5) — 2{A"(t) - A7 (2k0)} | ,

0

dw: A1A _3Zg 7 a c a a ac
d4a:2d31k - 4(27) 3k0 /dt 2blta1) A% (£3) A0 (85) A (8) f Ipui' >
dWaa24

_ dtl 2iko(t— t’)Aau ¢ Ac)\ t Aa’u' t Ac’/\’ ¢
dzdk 32(27r Voky? / HAT() AT AT (1) A (1)

X [guagun (FOFet 4 foo frev)(fo0e fred 4 fO fEE0) £ 192G, gan fOU L7,

dWAlA _ 3g2V 27T ZZkOt ra E 1*a lz

dWQA 2A 2 k'O t tl 2 ' N
= ! e Aau A€ AYH (41) AC /
dizd’k 64(27T )3ko” / dtse (£) A () AT (t5) AT (t3) %

X Gundp N (fab;cf:ccd fadch;ccb) (fa'bw’ f:c’c’d + fa’dw’fx’c’b)_ (545)
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Durch Summieren der Beitrdge fiir die Gluonen- und das Abziehen der Geistbeitrige

erhilt man:

dWeg

dizd3k
.27 | 3¢? - k 7 k 1 A

_ | 2ikot A = | A*(2k) - — | — 4{ A%(t) - A*(2k

e (27T)3 1 () ko ( 0) ko { () ( 0)} +
67;93 ap c0\ * a'p! a'ac

+4—k0(A * AT (2ko) A“H () f* G +

g4 1,7 AV
AT AR AN A7) (ko) X

X [gu/\gu,)\l(fabmfwcd + fadwfwcb) (fa'bz’f;clcld + fa'd;c’fg;/clb) + 24gwfg>\,\ffacwf“'d””]
(5.46)

Der Realteil dieses Ausdrucks ist die allgemeine Rate fiir die Produktion von Paaren
gluonischer Quantenfluktuationen in Anwesenheit eines zeitabhingigen Farbfeldes.

Die Wahl einer speziellen Form des Eichfeldes bietet die Mdéglichkeit, einen Einblick in
die Produktionsraten fiir Quarks und gluonische Quantenfluktuationen zu erhalten. Das

Eichfeld soll hier gegeben sein durch:
AB(t) = Ape W0 1050, a=1,...,8, (5.47)

mit allen anderen Komponenten gleich null. Viele andere Formen héitten verwendet wer-
den konnen. Diese spezielle Wahl ist jedoch getroffen worden, um ein Gefiihl fiir die Produkti-
onsrate zu bekommen und wurde zudem auch noch durch eine numerische Studie beeinflufit
[45], welche zeigt, dal der Zerfall des Feldes sich &hnlich verhélt. In jedem Fall kann die
wirkliche Form nur durch eine selbstkonsistente Rechnung erhalten werden.

Die Fouriertransformierte von Gleichung (5.47) ist gegeben durch:

2 to
"V2m 1 + 4]k 2t

Einsetzen der Ausdriicke (5.47) und (5.48) in Gleichung (5.44) und anschlieBende Sum-

A®(—2k]) = A

(5.48)

mation iiber den Farbraum ergibt:
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dWeq as 2 2wt _— to mr?
=16 A2ttt 5.49
d*xd3k (2m)? ©c 1+ dw?tg? w?’ (5:49)

mit der transversalen Masse m;? = m? + k;2 und dem transversalen Impuls k7. Die Be-
nutzung der Ausdriicke (5.47) und (5.48) auf die gleiche Weise wie zuvor, jedoch in Gleichung
(5.46), ergibt:

deg _ 24045A_ 2,,2ikot o, —|t|/to lo (_ _k_T2> +

dirzd3k — (2m)? 1+ 4kg*ty? ko?
2 , t 1
36a5 Ain4621k0te—2‘t|/t0 0 5 (550)
271' 1 —+ k'() t() k()

Der Beitrag des gemischten Terms (5.24) verschwindet fiir alle Felder der Art
A% (z) = A7) f(z). Bei der hier getroffenen Wahl ist der letzte Term in Gleichung (5.26)
gleich null.

Zur weiteren Analyse bringt man die Energie ky mit der Rapiditét y in Verbindung durch:

ko = kg coshy. (5.51)

Falls nicht anders erwéhnt, liegen den Rechnungen folgende Parameter zu Grunde:
as = 0.15, A;, = 1.5GeV, kr = 1.5GeV, y = 0 und t, = 0.5fm und masselose Quarks.
Diese Wahl der Parameter mag nicht unbedingt einer konkreten Kombination bei einer ul-
trarelativistischen Schwerionenkollision entsprechen und soll nur als Beispiel dienen, um die
Eigenschaften der Produktionsrate zu demonstrieren. In Abbildung 8 werden die Raten

- (5.52)

fiir Quarks (5.49) und fiir Gluonen (5.50) als Funktion der Zeit fiir die oben angegebenen
Parameter dargestellt. Der exponentielle Abfall riihrt im wesentlichen vom Abfall des Mo-
dellfeldes her. Jedes zerfallende Feld iibertrigt diese Eigenschaft auf die Produktionsrate.
Es muf} sich dabei aber nicht um einen exponentiellen Zerfall handeln. Das oszillatorische
Verhalten wird durch den Imaginérteil des Exponenten erzeugt, der bereits in der allgemei-

nen Formel vorhanden ist. Hier wechseln sich Phasen der Teilchenerzeugung mit solchen der

Teilchenvernichtung periodisch ab. Zusétzlich variiert die Frequenz der Oszillationen linear
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mit der Energie der produzierten Teilchen. Dieses Verhalten kann als eine Manifestierung
der Heisenbergschen Unschérferelation gesehen werden: Wegen der rdumlichen Homogenitét
des Feldes entspricht der Faktor d®z nur einem Normierungsvolumen. Damit verbleiben als
Variablen die Zeit zy und der Dreierimpuls k. Diese wiiren im Prinzip gleichzeitig mef3-
bar, jedoch ist der Dreierimpuls durch die Massenschalenbedingung k? = m? direkt mit der
Energie ky verbunden. Hierdurch kommt es zu dem beschriebenen Phinomen.

Um einen besseren Uberblick iiber die letztendlich erzeugten Teilchen zu erhalten, wird
in den Abbildungen 9 und 10 die iiber positive Zeiten integrierte Rate

e (5.53)

prasentiert. Diese integrierte Rate kann als Maf fiir die im Netto in einem bestimmten
infinitesimalen Volumen des Phasenraums produzierten Paare dienen. Hier ist kein oszil-
latorisches Verhalten als Funktion des transversalen Impulses zu erkennen. Fiir die hier

getroffenen Wahl der Form des Feldes (5.47) wird 7T":

2
Wa_ _ 1 O‘SQAZ-ﬁ( fo ) ! (5.54)

2d3zd3k (27) 1+ 4k;*to? cosh?y / cosh?y
beziehungsweise
AWy Qg 9 to ? 1
=3 Ain© ¢ —16 3+ ———
2d3xd3k (2m)* 1 + 4kp’ty? cosh? y T cosh?y

9 2
g to
+3Ain2 ’ 5.55
kr? cosh?y <1 + kr’to® cosh® y) } (5:55)

Fiir den hier untersuchten Parametersatz iiberwiegt die Produktion von Gluonen. Die
spezielle Form des Abfalls mit dem transversalen Impuls in Abbildung 9 ergibt sich
hauptséchlich aus der Form des Feldes. Lediglich im zweiten Beitrag zur Produktionsra-
te der Gluonen tritt schon in der allgemeinen Formel ein zusitzlicher Faktor 1/k¢® auf.
So hitte die Wahl eines Gaussschen Feldverlaufs mit der Zeit auch zu einem Gaussschen
Abfall der Produktionsrate mit dem transversalen Impuls gefiihrt. Da die allgemeinen For-
meln hauptséchlich von der ky-Komponente des Impulses abhéingen, ist der Ursprung des
typischen Verhaltens bei sich dndernder Rapiditét y auf Grund von Gleichung (5.51) im we-
sentlichen der gleiche wie der bei sich &nderndem transversalem Impuls kr (siehe Abbildung

10).
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Zusitzlich kann man sich noch die Abhénigkeit der Produktionsraten von der Emissions-
richtung betrachten. Dazu fiihrt man den Winkel # zwischen der Richtung des Feldes und
dem Teilchenimpuls ein. Dann gilt: |kz| = |k||sinf|. In Abbildung 11 zeigt sich, daB Fer-
mionen {iberhaupt nicht in Richtung des Feldes oder ihm entgegengesetzt emittiert werden.
Die maximale Intensitét ist transversal zum Feld. Die gluonischen Fluktuationen werden in
allen Impulsrichtungen erzeugt aber ebenfalls nicht isotrop. Im Gegensatz zu den Fermio-
nen, werden sie vorzugsweise parallel oder antiparallel zum Feld ausgesandt. In transversaler
Richtung ist die Erzeugungsrate minimal.

Schlieflich zeigt Abbildung 12 das Verhéltnis der beiden Produktionsraten fiir Quarks
beziehungsweise Gluonen:

o W AWy,
2Bxdk’ Padk

(5.56)

Wie bereits erwihnt, werden fiir den hier verwendeten Parametersatz weniger Quarks
als Gluonen produziert. Zusétzlich kann man beobachten, daf fiir eine stirkere Kopplung,
ein stirkeres anfingliches Feld oder eines, das langsamer zerfillt, die Produktion von Gluo-
nenpaaren gegeniiber der Produktion von Quark-Antiquark-Paaren weiter betont wird. Das
Gegenteil gilt fiir eine schwichere Kopplung, ein schwécheres anfingliches Feld oder eines,
das schneller abfillt. Im Bereich der denkbaren Parameter, fiir Zerfallszeiten zwischen 0.1
und 1.0 fm, tritt auch der Fall auf, dal die Anzahl der produzierten Fermion-Antifermion-
Paare iiberwiegt [46].

Im Bereich niedriger Impulse beziehungsweise Energien dominiert die Produktion von
Bosonen klar iiber die der Fermionen. Der Grund hierfiir ist der zusitzliche Faktor 1/kg>
im zweiten Term von Gleichung (5.55). Stellt man den Quotienten der produzierten Paare
als Funktion der Abklingzeit ¢y fiir einen hoheren transversalen Impuls von k7 ~ 2GeV
dar (siehe Abbildung 13 fiir A;,=1.5GeV und ag=0.15), so sind alle moglichen Szenarien
vertreten. Fiir die grofleren Werte der Zerfallszeit ¢y werden mehr Gluonenpaare als Quark-
Antiquark-Paare produziert, bei kleineren Werten wesentlich mehr Quark-Antiquark-Paare
als Gluonenpaare. Letztendlich muf hier eine selbstkonsistente Rechnung, die die Zerfallszeit

liefert, zwischen den verschiedenen Szenarien unterscheiden.
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D. Ergebnis

In diesem Kapitel ist die Produktionsrate fiir Quark-Antiquark- und Quantengluonen-
Paare durch Vakuumpolarisation zur ersten Ordnung der klassischen Wirkung S berechnet
worden. Die Produktionsrate von Quark-Antiquark-Paaren aus einem Yang-Mills-Feld her-
aus dhnelt stark derjenigen fiir Elektron-Positron-Paare in einem Maxwellfeld der QED. In
der Ordnung S besteht die Produktionsrate fiir die Quantengluonenpaare aus drei Termen,
die sich in der Ordnung der Kopplungskonstante unterscheiden.

Um einen Einblick in die Produktionsraten zu erhalten, werden diese fiir ein rein
zeitabhingiges, exponentiell zerfallendes Feld ausgewertet. Schon die allgemeine Formel
im Falle eines rein zeitabhéngigen Feldes ist wesentlich leichter versténdlich als fiir ein
vollstindig beliebiges Feld, aber dennoch zu kompliziert, um direkt Schliisse ziehen zu
kénnen. Aus diesem Grund und nicht, um eine realistisch quantitative Vorhersage zu ma-
chen, wird hier die Produktionsrate fiir dieses spezielle Feld angegeben.

Es ist zu beobachten, dafl nicht nur Teilchen aus dem Feld produziert, sondern auch Paare
vernichtet werden, was zum Feld beitrigt. Diese Tatsache duflert sich auch in periodischen
Fluktuationen der Produktionsrate als Funktion der Zeit. Diese Oszillationen werden fiir
héhere Paarenergien immer stérker. Ein solches Verhalten ist allen allgemein zeitabhéingigen
Formeln gemein, weitgehend unabhéngig von der Auswahl des Feldes. Die beschriebene
Eigenschaft konnte eine wichtige Rolle in selbstkonsistenten Rechnungen spielen.

Im Rahmen der perturbativen Ndherung kann lediglich die Produktion von Partonen mit
Impulsen p, die viel gréfer als die Eichfeldstirke A multipliziert mit der Kopplungskonstante
g sind, beschrieben werden. Ist das Feld sehr stark, hat also das Produkt gA einen grofien
Wert, besitzt die storungstheoretische Rechnung keine Giiltigkeit, selbst fiir den Fall, dafl
die Kopplung g schwach sein sollte.

Zusitzlich, wenn die Produktion harter Quanten wesentlich beitragen soll, mufl gA
grofler als die zweite nichtperturbative Skala der QCD, Aqcp sein. Anderenfalls wiirden
hauptséchlich weiche Quanten produziert, die hier nicht richtig erfafit sind.

Unter Beachtung der genannten Punkte 148t sich der Bereich, in dem der perturbative

Ansatz funktionieren sollte, charakterisieren durch: p > gA > Aqcp.
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Somit konnte fiir eine am LHC zu erwartende Situation die storungstheroretische Behand-
lung fiir Partonen, deren Impuls gréfler als 2 GeV ist, moglich sein. Am RHIC rechnet man
in etwa mit gA ~ 1 GeV. Es ist bemerkenswert, daf} diese Zahlen annihernd den Schwel-
lenwerten entsprechen, mit denen man bei der perturbativen Beschreibung von Minijets

arbeitet.
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Abbildung 8: Produktionsrate in MeV fiir die Produktion von Gluo-
nenpaaren (durchgezogen) und Quark-Antiquark-Paare (gestrichelt) als
Funktion der Zeit in fm/c bei mittlerer Rapiditit y = 0 fiir eine
anfingliche Eichfeldstirke A4;, = 1.5GeV, eine Kopplungskonstante
ag = 0.15, einen transversalen Impuls k7 = 1.5GeV und eine Zerfallszeit

von ¢y = 0.5fm/c.
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Abbildung 9: Die dimensionslose zeitintegrierte Produktionsrate 7" fiir
Gluonenpaare (durchgezogen) und Quark-Antiquark-Paare (gestrichelt)
als Funktion des transversalen Impulses k7 in MeV bei mittlerer Ra-
piditdt y = 0 fiir eine anfingliche Eichfeldstirke A;, = 1.5GeV, eine

Kopplungskonstante ag = 0.15 und eine Zerfallszeit von ¢ty = 0.5fm/c.
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Abbildung 10: Die dimensionslose zeitintegrierte Produktionsrate T fiir

Gluonenpaare (durchgezogen) und Quark-Antiquark-Paare (gestrichelt)
als Funktion der Rapiditat y fiir eine anfingliche Eichfeldstirke A;, =
1.5GeV, eine Kopplungskonstante ag = 0.15, einen transversalen Impuls

kr = 1.5GeV und eine Zerfallszeit von ty = 0.5fm/c
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Abbildung 11: Die dimensionslose zeitintegrierte Produktionsrate T fiir
Gluonenpaare (durchgezogen) und Quark-Antiquark-Paare (gestrichelt)
als Funktion des Winkels 6 zur Feldrichtung fiir eine anfingliche Eich-
feldstiarke A;, = 1.5GeV, eine Kopplungskonstante ag = 0.15, eine Teil-

chenenergie k) = 1.5GeV und eine Zerfallszeit von ¢y = 0.5fm/c
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Abbildung 12: Verhéltnis R der zeitintegrierten Produktionsrate fiir
Quark-Antiquark-Paare und Gluonenpaare als Funktion des transversa-
len Impulses k7 in MeV. Von oben nach unten erkennt man zunéchst den
Graphen fiir die Standardparameter: Kopplungskonstante ag = 0.15,
anfingliche Eichfeldstirke A4;, = 1.5GeV und die Zerfallszeit tg = 0.5fm.
In den nachfolgenden Graphen wird die Kopplungskonstante zu ag =
0.3, die anfingliche Eichfeldstirke nach A;, = 3GeV beziehungsweise

die Zerfallszeit auf {y = 1fm verdndert.
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Abbildung 13: Verhiltnis der zeitintegrierten Produktionsraten fiir
Gluonenpaare und Quark-Antiquark-Paare jeweils bei mittlerer Rapi-
ditdt y = 0 als Funktion der Abklingzeit des Feldes ty in fm/c fiir eine
anfingliche Eichfeldstirke A;,=1.5GeV und eine Kopplungskonstante

ag=0.15.
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VI. EXAKTE BESCHREIBUNG DER PRODUKTION VON FERMION-
ANTIFERMION-PAAREN

Im Fall der Fermionen existiert kein Konzept in Form eines klassischen Feldes, weshalb
man fiir die niederenergetischen Quarks und Antiquarks ein nichtstérungstheoretisches Ver-
fahren benétigt. Die notwendigen Informationen fiir die Erwartungswerte finden sich im
vollen retardierten Propagator. Diesen mufl man entweder genau ermitteln oder eine geeig-
nete nicht-storungstheoretische Nidherung fiir ihn herleiten.

Besagte Zweipunktfunktion ergibt sich als exakte Losung der Bewegungsgleichung (3.43)
fiir die Dirac-Greensfunktionen G(z,y). Alternativ zu dieser Vorgehensweise konnte man
zum Beispiel versuchen, alle Terme der Storungsreihe zu resummieren oder einen zu allen
Zeitpunkten vollstindigen Satz von Wellenfunktionslésungen der Diracgleichung aufzuad-
dieren.

Hier soll die Diracgleichung gelést werden. Bei diesem Verfahren kénnte das Resultat ei-
ne beliebige Greensfunktion sein, die nicht notwendigerweise auch ein Propagator ist. Sollte
aus diesem Verfahren ein Propagator resultieren, so bestimmen die aufgeprégten Randbe-
dingungen, ob er einen retardierten, einen Feynmanpropagator oder eine andere singulire
Funktion darstellt.

In bestimmten Situationen sind einige Ndherungsverfahren zur Bestimmung des Propaga-
tors durch Losen der Diracgleichung bekannt. Vernachlassigt man das Feld in der Bewegungs-
gleichung, so wird diese durch die freie Greensfunktion G°(z — y) erfiillt. Die Stérungsreihe
basiert auf dem Aufsummieren von Termen bis zu einer endlichen Anzahl von Kopplun-
gen an das externe Feld A zwischen freien Propagatoren. Es handelt sich dabei um die
bereits erwihnte perturbative Naherung. Fin weiterer Ansatz ist der statische, bei dem die
rdumlichen kovarianten Ableitungen in der Bewegungsgleichung vernachlissigt werden. Ein
weiteres Schema ist Gegenstand von [47].

In dieser Arbeit wird der Fall untersucht, bei dem sich das Feld im wesentlichen in Rich-
tung einer geradlinigen Koordinate &ndert: A = A(n-z). Dabei ist n ein zunéichst beliebiger,

aber fester Vektor.
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A. Herleitung des retardierten Propagators

Zur exakten Beschreibung der Produktion von Fermion-Antifermion-Paaren in Anwesen-
heit eines klassischen bosonischen Feldes wird geméfi den Gleichungen (4.34) und (4.35)
der volle retardierte Propagator bendtigt. Hierzu betrachtet man eine homogene Losung
Gpg(z,y) der Diracgleichung (3.43). Der Herleitung in [48] folgend kann in einer speziellen
Klasse von Feldern, die nur von einer geradlinigen Koordinate n - x abhéngen, diese partielle
Differentialgleichung dreifach in eine gewohnliche Differentialgleichung fouriertransformiert

werden:

i(v-n)ﬁ+’y-m+7u‘1(n-x)—m Gg(n-z,n-y,k)=0. (6.1)

Dabei reprisentiert « die generische dreidimensionale Impulskoordinate, die senkrecht auf
n steht, und zu welcher hintransformiert wird. Dieser Klasse von Feldern gehéren auch die
in den zu untersuchenden, rein zeitabhingigen Situationen an. Als weiterer Ansatz soll die
Matrixfunktion Gz (n-x, n-y, k) ein Funktional einer weiteren Matrixfunktion gy (n-z,n-y, )

sein, so daf sich bei Differentiation ein Verhalten &hnlich einer Exponentialfunktion ergibt:

d d
WGH[QH(H “z,n -y, k)] = (mgH(” T, Y, ’i)) Gulga(n-z,n-y,k)|.

(6.2)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist im allgemeinen keine Exponentialfunktion,
da gH(:vo,yo,l;) an verschiedenen Punkten wegen seiner Matrixstruktur nicht unbedingt
vertauscht. Die Form des Funktionals Gglgy(n-z,n -y, k)] mul bestimmt werden, nachdem
sein Argument gy (n - x,n - y, k) ermittelt worden ist. Das Einsetzen der beiden letzten

Gleichungen ineinander fiihrt zu einer Faktorisierung:

. d
l(’Y'n)mgH(n-x,n'y,ff)+’Y"€+7'A(n'$)—m X Gulgu(n-z,n -y, k)] = 0.

(6.3)
In dem Fall, dafl eine andere als die triviale Losung fiir diese Gleichung existiert, ist

deren Matrixstruktur umkehrbar. Multiplikation mit der Inversen der L&ésung von rechts

liefert eine Differentialgleichung fiir die Argumentfunktion:
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d
i(fy-n)d(n_x)gg(n-x,n-y,m) +v-k+v-An-z)—m=0. (6.4)
Diese gewoOhnliche Differentialgleichung kann durch direkte Integration gelost werden,
wobei die Anfangsbedingung gg(n -z =n-y,n-y, k) = 0 verwendet wird:

7-n
n2

ga(n-z,n-y,k) =1

[ - o)y nty- Aln- )~ ml. (65)

Spétestens hier mufl man fordern, dal n? # 0 ist, da sonst die Matrix ~ - n singulir
wiire, denn es ist: det{y - n} = (n?)?. Fiir Fille, bei denen n? = 0 gilt, ist eine alternative
Behandlung notwendig.

Wie zuvor erwéhnt, vertauscht die Argumentfunktion gy im allgemeinen an unterschiedli-
chen Punkten n-x nicht mit sich selbst. Dies liegt nicht nur an nichtabelschen Ladungen, die
in dem Vektorfeld A enthalten sein konnten, sondern auch an der nichtkommutativen Natur
der Elemente der Cliffordalgebra. Daher ist die Losung der Gleichung (6.2) nicht immer eine

Exponentialfunktion. Unter Differentiation verhielte sich diese folgendermafien:

dexp{g} = d[l+g+¢*/2+..] = (dg) + (dg)g/2+ g(dg)/2+ ... #
£ (dg)[1+ g+ ..] = (dg) exp{g}, (6.6)

was nicht Gleichung (6.2) entspricht. Thr geniigt ein pfadgeordnetes Exponential:
x &1
dPexp{g} = d [1 +g+/ dg(&)/ dg(&) + ] =
Y Y
= (dg) + (dg)/y dg(&) + ... =

= (dg) [1 +/ym dg(&) +] =
= (dg)[1+ g + ..] = (dg)P exp{g}. 6.7)

Dies geht fiir ein kommutatives Argument in eine Exponentialfunktion iiber. Die homo-

gene Losung der Diracgleichung ist somit gegeben durch:

Gglgg(n-z,n-y,k)] = Pexp{gu(n-z,n-y,k)}. (6.8)

Eine hinreichende aber nicht notwendige Bedingung fiir die Existenz dieses Exponentials

ist die Beschrinktheit der Norm des Integranden. Es sollte hier festgehalten werden, dafl
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die Invarianz eines Integrals unter gleichzeitiger Vertauschung der Integrationsgrenzen und
des Vorzeichens nicht in Gleichung (6.5) benutzt werden kann, da sonst die Pfadordnung

umgekehrt wiirde:

'Pexp{/jdf}:”P1exp{—/wyd§}7é’Pexp{—/:d§}. (6.9)

Hier steht P! fiir umgekehrte Pfadordnung, was nicht die inverse Operation zur Pfad-
ordnung darstellt oder iiberhaupt darstellen kann, da diese singulir ist: P~*P # 1, sondern
P-ip =P L

Es miissen nur die Fille n2 > 0 und n? < 0 unterschieden werden, da jedes Feld

A = A(n - z) durch eine Lorentztransformation mit jedem anderen A = A(n’

- x), fiir
das sgn(n?) = sgn(n'?) gilt, verbunden ist. Neudefinitionen der funktionellen Abhingigkeit
des Vektorpotentials kénnen Vorfaktoren vor den Normalenvektoren absorbieren. Somit
geniigt es, einen Spezialfall fiir jede Feldklasse zu untersuchen. Diese sollen hier die Félle
n* = (1,0,0,0) und n* = (0,0,0,1) sein. In Situationen mit n? = 0 fiihren dreidimen-
sionale Drehungen im Ortsraum jeden Normalenvektor in n* = (1,0, 0, —1)/1/2 iiber. Alle

Resultate fiir diese speziellen Richtungsabhéngigkeiten gelten gleichermaflen fiir alle anderen

Parameter im betreffenden Bereich.
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B. Zeitartige Koordinaten

Fiir ein rein zeitabhingiges Feld ist, gemafl Gleichung (6.5), die Losung fiir das Argument
des pfadgeordneten Exponentials gegeben durch:

gH(iEo; Yo, E) = i’YO dfo[’Yj/fj + - A(fo) - m], (6-10)

Yo

=

wobei j € {1,2, 3} ist. Die gesamte homogene Lisung Gy (o, Yo, k) 188t sich konstruieren,
indem man Gleichung (6.10) in den Ausdruck (6.8) einsetzt:

G (0,50, k) = Pexp {in® [ déolryik; + - A(&) —m]}. (6.11)
Y

0
1. Ultraviolettndherung

Um mehr {iber obige Lésung zu erfahren, bietet es sich an, sie fiir ein verschwindendes
Eichfeld A = 0 zu betrachten. In diesem Fall kommutiert das Argument g% (zo — o, k) an
unterschiedlichen Punkten mit sich selbst, wodurch das pfadgeordnete Exponential in eine
Exponentialfunktion iibergeht. Eine solche mit matrizenwertigem Argument kann in Expo-
nentialfunktionen skalaren Arguments, multipliziert mit Matrizen umgewandelt werden:

0 j 0 j
oY w+ Yk — meﬂw(zo_yo) n 707 w—"7k;+ me

—iw(zo—yo)
2w 2w ’

GOH('TO — Yo, E) =7
(6.12)

mit der Massenschalenenergie w = 4/ \E |2 + m2. Zu sehen ist das direkt durch die Auswer-
tung der Taylorexponentialreihe. Einen direkteren Zugang liefert jedoch die Zerlegung des

Exponenten mit Hilfe der beiden Projektoren

_ 707% + 97k Fm

P+ 5 (6.13)
Wegen pip= = 0 und (p+)? = 0 folgt:
exp {in"[7/k; — m)(zo — v0) } = exp {iw(zo — yo)(ps — p-)} =
— p+e+iw(z07y0) + piefiw(wofyo). (6_14)
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Die Entwicklung der vollen Lésung nach Potenzen des Eichfeldes A liefert die Stan-
dardstorungstheorie. Zuvor muf} diese aber derart umgeschrieben werden, daf} sie alle Po-
tenzen der Impulse und der Masse mit jedem einzelnen Faktor des Feldes enthélt. Das pfad-
geordnete Exponential 148t sich als unendliches Produkt von Linearfaktoren ausdriicken:

N-1

Gu(o,y0, k) = lim T[ (1+ 0 AG ks +7- AE") —ml) . (6.15)
n=0

Das Intervall [zg, o] wird in N disjunkte Teilintervalle mit den Breiten Af(()"), die nicht
konstant sein miissen, und mit jeweils einem inneren Punkt f(()n), zerlegt. Der so entstandene
Ausdruck kann nach Potenzen des Vektorpotentials A sortiert werden:

. N N-1 N-1

N—-1
GH(xO,yO,k) = lim Z Z Z
=ni+

N
70120 ni=0na 1 m=n_i+1

ny—1
IT (1+0°A&" [k —m]) x [iny - A(E™)A&™] x
L=0
no—1

x I (1+0°AgP ks —m]) x [iv*y - AE™)Ag™)] x
L=ni1+1

X .. X
nl—l .
x ]I (1 +’L"}/0A€(()L)[’}/]kj — m]) X [WO’Y ‘ A(f(() l))Af(() l)] X
L=n;_1+1
N-1

II (1+1°Ag" Wk —ml). (6.16)

L:nl+1

X

Ist der Index [ gleich null, kommen keine weiteren Summationen iiber die n; vor. Summen
oder Produkte werden nicht ausgefiihrt, sobald der Startindex gréfer als der Endindex ist. In
der nachfolgenden Tabelle wird fiir N = 3 die Umordnung der Terme im Rahmen der Resum-
mation skizziert. Das Zeichen ,,—“ symbolisiert dabei die infinitesimalen freien Propagatoren
und ,,x“ die Kopplungen an das Feld. Im Fall groflerer N, also feinerer Unterteilungen, 14t

sich dieses Schema direkt verallgemeinern.
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N=3]0 1 2
=0 |- - -
X — —|n =0
=1 |- x —|m=1
- - X |ng =2
X X —|n =0 n=1
=2 | X = X |n=0 n,=2
- X X |n=1 ny=2
[=3 | X X X|n=0mn=1 n3=2

Im Grenzfall von N — oo wird in Gleichung (6.16) die duflere Summe iiber die Potenz [
des Eichfeldes A eine unendliche Reihe. Die intermedidren Summationen werden zu Integra-
len iiber Simplices und die Produkte werden zu pfadgeordneten Exponentialen. Tatséchlich
kommutieren deren Argumente aber an jedem Punkt, weshalb die Pfadordnung dort aufler

Betracht gelassen werden kann. Man erhélt:

- gl*l

X o &
Gl w0 F) = Y [ der [ o [ de
1=0 Y Y0 Yo Y

exp {1717 k; — m(wo — &)} x [y - A(€)] x
X exp {i’yo['yjkj —m](& — 62)} X [i’)’o’)’ : A(&Z)] X

x exp {iy° [y k; — m](& 1 — &)} x [i7y - A&)] x
X exp {ivo[fyjkj —m|(§ — yo)} . (6.17)

Dieser Ausdruck stellt eine gleichmiflig und absolut konvergente Reihendarstellung eines

pfadgeordneten Exponentials dar. Somit ergibt sich:

G (o, Yo, E) = G?q(l"o — Yo, E)P eXP{ ywo dfoG?q(yo — &o, E)[WO’Y ) A(fo)]G?q(fo — Yo, E)} .
(6.18)

Die hier angefiihrte Herleitung ist ein Spezialfall einer allgemeineren Identitét fiir diesen
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Typ von pfadgeordneten Exponentialen (siehe Kapitel VIE). Die Entwicklung der letzten
Formel nach dem Feld A ergibt:

GH(-xO: Yo, E) = G(}I(‘/EO — Yo, E) +

+ [ dgaGY (w0 — &, F)in®y - A€0)IG% (€0 — w0, K) +

Yo

o o o -
+ d&o [ dnoGy(zo — &0, k)i - A(&)]GY (&0 — o, k) ¥

Yo Yo

x[17°y - A(0)]G% (o — vo, k) +
4o (6.19)

=

Bisher wurde lediglich die Losung G g (2o, ¥o, k) der homogenen Diracgleichung in gemisch-
ter Darstellung untersucht. Die entsprechende Greensfunktion muf eine Anschluibedingung
mit einer Stufe der ,,Hohe“ —in® an der Stelle GG(xO,yO,E) erfiillen. Da bereits fiir das
Argument die Randbedingung g (zo = o, Yo, E) = 0 gefordert wird, gilt bisher fiir die ho-
mogene Lésung Gy (zo = Yo, Y0, k) = 1. Damit ist die Verbindung zwischen letzterer und

dem retardierten Propagator gegeben durch:

i7°G (0, Yo, k) = 0(z0 — y0)G 1 (0, Yo, k). (6.20)

Alle fiir die homogene Losung der Diracgleichung in gemischter Darstellung gefun-
denen Ergebnisse stehen durch diese Gleichung direkt mit dem retardierten Propagator
GR(xo,yo,E) in Verbindung. Der avancierte Propagator kann ebenfalls auf die homogene

Losung Gy (zo, Yo, k) der Bewegungsgleichung fiir die Dirac-Greensfunktion zuriickgefiihrt

werden:

7;’Y()G'A(ib'o,yoa E) = —0(yo — 20)G (20, Yo, E) (6.21)

Nach dem Einsetzen der Gleichung (6.19) in den vorangegangenen Ausdruck kann man

die Heavisidefunktion zu jeder freien homogenen Lésung hinzumultiplizieren:
i G r(xo, Yo, k) = 0(z0 — %0) Gy (o — vo, k) +
Yo -
+ [ degd(amn — )Gy (w — &, F)lin®y - A()] X
zo
x0(&0 — 10) G (&0 — yo, k) +
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[y [ dmblzo — )Gy (ro — &, Fliny - A(6)]
x0(& — 10)G% (S0 — Mo, k)[i7"y - A(np)] x
x6(110 — y0) G (0 — o, ) +
+ o (6.22)

Dies ist auf Grund der Idempotenz der Stufenfunktion und der Identitét 6(zq — &y)8(& —
yo) = B(zo — yo) fiir & € [xo,yo] moglich. Anschlieflend 148t sich das Resultat, in

Ubereinstimmung mit Gleichung (6.20), mit Hilfe von freien Greensfunktionen ausdriicken:

V" Gr(wo, Yo, k) = i7°G(z0 — y0, k) +
Y0 - -
+ | d&in G(wo — &, K)[in®y - A(&0)]iV°GR(& — yo, k) +
Zo
vo v 00 A - 00 7
+ [ dey [ dmin® Gl — &, Fin®y - A Gl — o, F) x
Zo 0
X[y - A(mo)lir° G (o — vo, k) +
. (6.23)
In der Literatur existieren mehrere, leicht unterschiedliche Definitionen fiir die Propaga-

toren, was das verschieden h#ufige Auftreten von imaginiren Einheiten 7 und ~°-Matrizen

erklart. Der freie Feynmanpropagator

- 0, ,_ Jk )
’LG%(?EO — Yo, k) = 0(:1;0 — yo)’Y w ;/ J + mef’bw(wgfyo) +
w
0 ik, — .
+ B(yo — 20) = ha ;w 1M g tieo(@o—yo) (6.24)

besitzt dagegen zu allen Zeiten eine singuldre Matrixstruktur. Dies wird durch Betrach-
tung von Abbildung 2 versténdlich. Sie skizziert die Konturintegrationen in der komplexen
ko-Ebene, die ausgefiihrt werden miissen, um die Beitréige der beiden Pole zu den verschiede-
nen Propagatoren bei der Fouriertransformation von der Impuls- zur gemischten Darstellung
zu bestimmen. Jeder innerhalb einer Kontur befindliche Pol fiihrt zu einem additiven Beitrag
zum freien Propagator, proportional zu einer der Matrizen ~ - kK &+ m. Auf der Massenschale,
das heif}t fiir k2 = m?, sind diese singulér. In Abbildung 2 gehéren die Kreise zu dem retar-

dierten (schwarz) beziehungsweise avancierten Propagator (weif}). Es fillt auf, daf entweder
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gar kein Pol oder beide Pole von der Integrationskontur umschlossen werden. Das bedeu-
tet, sollte einer dieser beiden Propagatoren an einem gegebenen Punkt nicht verschwinden,
so treten diese zwei singuldren Matrizen in einer nichttrivialen Linearkombination auf und
erzeugen so ein Objekt mit invertierbarer Matrixstruktur. Dieser Sachverhalt stellt sich je-
doch fiir den Feynman- und den antipfadgeordneten Feynmanpropagator anders dar. Fiir sie
ist jeweils genau ein Pol von einer Kontur umgeben. Somit ist ihre Matrixstruktur niemals
umkehrbar. Daher ist es unmoglich, ihn zu logarithmieren und ihn als Exponentialfunkti-
on darzustellen, womit er auch unméglich als pfadgeordnetes Exponential der Form (6.11)

ausgedriickt werden kann.

2. Infrarotndherung

Die zuvor demonstrierte Ultraviolettentwicklung sollte fiir A(t) < w gute Néherungen
liefern. Dementsprechend miifite fiir eine Infrarotniherung A(t) > w gelten. Diese kann
wiederum durch die Anwendung der Resummationsformel aus Kapitel VI E ermittelt werden.
Benutzt man sie, um alle Streuprozesse der Fermionen und Antifermionen am Feld fiir jede

Potenz des Impulses und der Masse zusammenzufassen, so findet man:

-

G (Zo, Y0, k) = Pexp {Z/y:O dfovov-A(fo)} X

o [0 0 . 0r
X P exp [ d&y P exp {z/’5 dfoy"y - A(&O)} x 7 [V kj — m] x
0

Yo

% P exp {z “ 10 - A(@O)H . (6.25)

Yo

Ausgehend von dieser Gleichung kénnte man anfangen, das duflere pfadgeordnete Expo-
nential nach Potenzen des Impulsterms zu entwickeln, was einer Entwicklung in der Mas-

senschalenenergie w entspricht:

— o
Gu (w0, Yo, k) = Pexp {1/ dﬁovov-A(ﬁo)} +
Yo
To [y 0 o
+ [ azPexp{i [ by A@) | {in" DKy - ml} x
0

Yo

o
XP exp {z/ dfy - A(Ho)} +
To
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To o Yo .
; 0. i~ k. —
+ /y dfo/ dnoP exp {Z/fo dBoy"y A(Oo)} {7’ [v'k; — m]} x

0 Yo

& .
<P exp { * By - Awo)} [k, — m]}

70
7o
P exp {z/ 6o - A(ao)} +
To
b (6.26)

3. Abelsche Ndiherung

Alle der bisher angefiihrten Nidherungen in Form von Entwicklungen nach Potenzen ei-
nes Teils des Exponenten basieren auf Gleichung (6.45). Dies gilt nicht fiir das abelsche
Nitherungsschema. Die niedrigste Ordnung G‘a° (0, Yo, E) im Rahmen dieses Ansatzes erhilt

man durch Vernachlissigen der Pfadordnung in Gleichung (6.11):

G (20, Yo, E) = exp {i’yo /wo déo[y k; + v - A(&) — m]} ) (6.27)
Yo

Hohere Ordnungen dieses Schemas werden nicht durch additive Terme gegeben, sondern
durch Aufspalten der Exponentialfunktion in Gleichung (6.27) an einer geordneten Menge
von Punkten:

- N 3% .
G (2o, Yo, k) = UHO exp {i'yo /&H d€o[y'k; + 7 - A(éo) — m]} (6.28)
mit xg =& < & < ... < &€y < Eny1 =y fiir xg < yp oder xg =& > & > ... > &y >
Eni1 = yo fiir zyp > yo. Die Auswahl der Zwischenpunkte &, ist nicht eindeutig. Allerdings
wird das Ergebnis im Grenzfall unendlich schmaler Intervalle exakt:

hm G?IN (l‘o,yo, E) =

N—oo

13

N

= i Hew{or [
o N , j (SUO - ZUO)2 _
= hmH 1+2’Y(fu—§u+1)[’Y]fj+’Y'A(§0)_m]+0 a2 -

2
N—o00 0 N

1 déo[y k; + v - A(éo) — m]} =

= Pexp {WO /y:o d&oly'kj + v - A(&) — m]} =
= GH(xO:ymE)' (629)

90



Exakte Beschreibung der Produktion von Fermion-Antifermion-Paaren

Um den Fehler fiir eine Intervallbreite von yy — xo = 2A abzuschitzen, wird das Ergeb-
nis niedrigster Ordnung mit dem der darauffolgenden verglichen. Hierzu halbiert man das

Intervall genau:

AGH = Gp(0,2A,k) — G (0,24, k) =
= GH(0,2A,F) — G0 (0, A, )G (A, 20, k). (6.30)

Mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel:

AGy = exp{gn(0,2A,k)} — exp {gu(0,24, ) + [gz(0, A, k), grr(A, 21, F)] + O(AY) } =
= —[gu(0,A k), gu (A, 2A, )] + O(AY) =
= —[gu(0,A,k), g (0,24, F)] + O(AY) =
= —[gu(0, A, k), dgr (0, A, k) JdA]A + O(AY). (6.31)

Das erste Auftreten des Restterms O(A*) resultiert aus einer Taylorentwicklung se-
kundérer und hoherer Kommutatoren. Im nachfolgenden Schritt werden die Exponential-
funktionen bis zur linearen Ordnung entwickelt, daraufhin eine Null in Form des Kommuta-
tors von gy (0, A, k) mit sich selbst addiert und dessen Linearitiit ausgenutzt. Letztendlich
ndhert man sein zweites Argument bis zur linearen Ordnung an der Stelle A. Der Kommu-
tator von g (0, A, k) mit sich selbst entfillt hierbei wieder.

Obige Formel sagt aus, dal der Fehler in fiihrender Ordnung der Intervallbreite A pro-
portional zum Kommutator des Exponenten gy und dessen erster Ableitung an einem in-
termedidren Punkt des Intervalls ist. Fiir einen konstanten Integranden — gleichbedeutend
mit einem konstanten Eichfeld — ist die niedrigste Ordnung exakt. Terme hoéherer Ord-
nung werden notwendig, falls der Kommutator [gy (0, A, k), dgy (0, A, k)/A]A im Vergleich
zZu GgO(O, 2A, /;) nicht vernachlissigt werden kann. Dieser Vergleich mufl auf einer entspre-

chend definierten Norm beruhen. Fiir die Darstellung eines pfadgeordneten Exponentials als

Produkt linearer Faktoren (siehe Gleichung (6.15)) liefert die Fehlerabschétzung:

AGy = 1+2Adgy(0,A,k)/dA —
—[1+ Adgy (0, A/2,k)/d(A/2)][1 + Adgr (0,3A/2,k)/d(3A/2)] =
= 14294(0,A,k) — [1 4 gu(0, A/2, K)][1 + g1 (0,3A/2, k)] + O(A?) =
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= [2g1(0, A, k) — gu(0,A/2,k) — gu(0,3A/2, k)] —
—gu(0,A/2,k)gu(0,3A/2, k) + O(A?) =
= —gu(0,A, k) + [gu(0, A, k), g (0, A, K)|A/2 + O(A?). (6.32)

Zunichst wird ausgenutzt, daB dgg (0, A, k)/dA bis auf Fehler der Ordnung O(A?) kon-
stant ist. Nach dem Ausmultiplizieren im nachfolgenden Schritt werden im letzten alle Terme
bis zur linearen Ordnung um den Punkt A entwickelt und jene, die linear in der Intervall-
breite A sind, beibehalten. Im Gegensatz zu AG4 wird AGy fiir ein konstantes Eichfeld
nicht gleich null. In fiihrender Ordnung héngt der Fehler vom Wert des Exponenten gy ab.
Damit wird die Konvergenz nicht nur fiir sich schnell &ndernde Eichfelder unzureichend,
sondern bereits fiir grofe Werte der Energie und des Feldes. In diesem Fall bedarf es bereits

fiir eine hinreichend gute Naherung des freien Propagators einer groflen Zahl von Termen.
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C. Raumartige Koordinaten

Das allgemeine Losungsschema in Anwesenheit eines klassischen Feldes, welches von einer
beliebigen geradlinigen Koordinate n - x abhingt und Gleichung (6.8) inklusive dem Argu-
ment (6.5) ergibt, fiihrt immer zu einer Greensfunktion, deren Randbedingungen auf einer zu
n senkrechten Ebene definiert sind. Propagatoren haben ihre Randbedingungen immer auf
Ebenen mit zeitartigen Normalenvektoren n? > 0. Damit liefert das allgemeine Ergebnis —
Gleichungen (6.8) und (6.5) — im Falle eines Feldes, das ausschliefllich von der z3-Koordinate
abhéngt (n* = (0,0,0,1)), zwar eine Greensfunktion aber keinen Propagator. Mittels des in
dieser Arbeit vorgestellten Losungsverfahren sieht man dies auch explizit. Die Lésung fiir
das Argument gem#fl Gleichung (6.5) ist:

gu(z3, y3; ko, ET) = —ir’ " &3 ko + v ks + 7y - A(&) — m] (6.33)

Y3

wobei J € {0,1,2}. Wiederholen der Schritte, die im Fall n? > 0 zur freien homogenen

Losung der Diracgleichung in Gleichung (6.12) fiihrten, ergibt:

A3 2 _ 2 0 Ty —
— (ko) mz + Y ko + 7'k me—im(%—y:&) 4

GY (w3 — ys; ko, kr) = v
. N
3 2 0 4
. 73 —y \/m — ko — ks + me_H' (k0)2—m%($3—y3)_
N

(6.34)

Die transversale Masse my ist definiert als: mq = \/|kp|? + m2. Dieser Ausdruck (6.34),
multipliziert mit einer Heavisidefunktion #(z3 — y3), um eine Greensfunktion aus der homo-
genen Losung zu erzeugen, ist nicht proportional zu dem freien retardierten Propagator in

dieser gemischten Darstellung.
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D. Lichtartige Koordinaten

Wie bereits erwdhnt, kann der hier vorgestellte Weg eine homogene Losung anzugeben,
nicht fiir lichtartige Vierervektoren n verfolgt werden, da in diesem Falle die Matrix v-n keine
Inverse besitzt. Allerdings gibt es fiir die Abhéngigkeit von einer lichtartigen Koordinate eine
alternative Losung fiir G

In dem Fall des Normalenvektors n* = (1,0,0,—1)/2, wird Gleichung (6.1) zu:

. d o — —
21%% + 742k + A (z-)) = Fr- (kr + Ap(z-)) + 7-As(z-) —m

Gul(a_,y—sk_,kr) = 0.
(6.35)

Die Definition der Lichtkegelzerlegung vektorieller ~Groflen erfolgt gemif
ve = [vo £ vs]/v2 und vy =vF mit v € {y,z2,k, A(z_)}. Beachtet man, daf ~v,v_
und v_v,; zwei Projektionsoperatoren darstellen, die in disjunkte Teilrdume der Cliffordal-
gebra projizieren und die Vollstindigkeitsrelation y,v_ + v_7v, = 1 erfiillen, 148t sich die

Matrixfunktion Gg(z_,y—; k_, /;T) aufteilen in:
Gu(z_,y_;k_, ET) =v,G_(v_,y_; k_, ET) +v Gz, y_;k_, ET) (6.36)

mit Ge(x_,y_;k_, ET) =v:Gy(r_,y_; k_, ET) Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wer-
den die Argumente der Funktionen unterdriickt. Bis zu seinem Ende ist immer diese spezielle
gemischte Darstellung gemeint. Wird diese Zerlegung in Gleichung (6.35) verwendet, so fiihrt

dies auf:

. d L "
227,7+7G, +y:v- 2k +A )Gy —{3r- (kr+ Ar) + m}Gy +v v, ALG_ = 0.
(6.37)

Ausgehend von diesem Ausdruck kann man durch Anwendung der Projektionsoperatoren

zwel Gleichungen gewinnen:

d L
2i —G-+AG- - {¥r - (kr + A7) + m}y-G4 = 0

(2k_ + A )Gy — {Fr - (kr + A7) + m}y,.G_ = 0. (6.38)
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Fiir weitere Vereinfachungen wird dabei von der Idempotenz der Projekoren (y1v:)? =
17+ sowie ihren Projektionseigenschaften (yivs)y: = 0 und (y17y£)y+ = v+ Gebrauch
gemacht. Die zweite, rein algebraische Gleichung kann benutzt werden, um G in der ersten
Zu ersetzen:

|ET + /YT|2 +m?
2k_ + A_

2@%0 +AG — G_=0. (6.39)

In der Anwesenheit nicht-abelscher Ladungen mufl man die Division durch A wegen
der Matrixstruktur als Multiplikation mit dem Inversen verstehen. Wird ein Zusammenhang
zwischen der Matrixfunktion G_ und einer anderen g_ in direkter Analogie zu (6.2) gefordert,

ist die resultierende Differentialgleichung gegeben durch:

2ii _ |ET+A’T|2+m2_
dr_ T %+ A

A, (6.40)

Die Losung dieser Gleichung ergibt sich durch direkte Integration. Wie bereits zuvor
erliutert, ist das Funktional G_[g_] im allgemeinen ein pfadgeordnetes Exponential des Ar-
guments ¢g_. In der vorliegenden Situation geniigt bereits die Abwesenheit nichtkommutati-
ver Ladungen, um es in eine einfache Exponentialfunktion umzuwandeln, da das Argument
keine Elemente der Cliffordalgebra enthilt. Die zweite Komponente der homogenen Lsung
ist durch die zweite der Gleichungen (6.38) gegeben. Schliellich hat eine homogene Lisung
der urspriinglichen Differentialgleichung (6.35) die Form:

r - [kr + Ap(z_)] —m

Gu(r_,y_;k_,kr) = [7+—7—7+ % T A (@) X
i o |k + Ap(E))P +m?
x 'Pexp{a/_ S T W —A+(§)]}.

(6.41)

Versucht man einen Propagator mit Hilfe dieser homogenen Losung zu konstruieren,
so ergibt sich einer, der retardiert oder avanciert in der lichtartigen Koordinate z_ ist.

Alternative Losungswege finden sich in [49].
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E. Die allgemeine Resummationsformel

Dieses Kapitel soll das Zustandekommen der zuvor benutzten, allgemeinen Resummati-
onsformel erldutern. Die Rechnungen zur Produktion von Fermion-Antifermion-Paaren fin-
den im néchsten Kapitel ihre Fortsetzung.

Ein pfadgeordnetes Exponential, dessen Integrand nur von einer einzelnen Variable &,

abhingt, kann allgemein folgendermaflen ausgedriickt werden:

Pexp{ [ aciB) +C@)} = 3 [ e [ [ dg
Pexp/ Ao B(&) } C (&) x

{
x P exp {/ dé&,B 50}0
e

X

X Pexp "deyB } C(&) x

X 'Pexp{ dgoB(gO)}. (6.42)

Yo
Unter Ausnutzung der fiir die vorliegenden pfadgeordneten Exponentiale giiltigen Grup-
peneigenschaft

K dfoB(fo)} = Pexp {

Yo

CdeoBl&) ), (643

Yo

P exp {/:0 dgoB(go)} x P exp {

148t sich die obige Gleichung umschreiben in:

Pexp { [ delBle) + (6]} =

= Pexp { [ deaBlca)} i [Faa | 5 dto.. | 5 dé, x

< Pexp { [ aB(&) } Pexp { [ dgoB(io)}C(&)Pexp{ A dgoB(so)} x
Yo &2

x Pexp { ’ d&)B(&))}Pexp { /g dgoB(go)}C(§2)Pexp{ i ngB(go)} «
Yo To &

x P exp { ’ dgoB(go)}Pexp { / | d&)B(&))}C(fl)Pexp{ A dgoB(gO)} _
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_ pew { o dﬁoB(&))} X P exp [Pexp{/gjo dfoB(fo)} X

Yo

X /::0 d&oP exp {/E:O dzoB(zo)} C(&)Pexp { N dZoB(Zo)H ) (6.44)

Y0
Benutzt man die genannte Gruppeneigenschaft erneut, so ist die kompakteste Form dieses
Ausdrucks gegeben durch:
o
e { [* dalB(&) +C(&)] | =
y

0

= Pexp { [ dsaB(&)} x

Yo

X Pexp [ " deoP exp { /&‘Z’ dzOB(zo)}C(go)Pexp{ 6(’czzoB(zo)H. (6.45)

Yo Yo
Diese Gleichung 148t allgemeine Resummationen zu, bei denen die dominierende Grofie
beliebig wihlbar ist. Auflerdem ist es moglich, die angegebenen Schritte zu wiederholen, um
den Ausdruck mehrfach zu resummieren, was beispielsweise nach Aufteilung von C(&) in
einen dominanten Teil und eine Abweichung hilfreich sein koénnte.
Obiges Ergebnis 148t sich auch auf einem anderen Weg herleiten. Hierzu schreibe man die
fouriertransformierte Diracgleichung in einer generischen Form, wobei hier die Abhéingigkeit

von k im weiteren nicht mehr notiert wird:

d
dzo + B(z9) + C(x0) | Ga(zo, y0) = 0. (6.46)
Mit dem Ansatz:
G (zo,%0) = Ulzo, Y0)Gr (2o, o) (6.47)

und der Produktregel der Differentiation ergibt sich:

d

R d -
(d—xoU(ﬂCo,yo)> Gu(zo,y0) + U(on,yo)d—%Gﬂ(ﬂﬁoa Yo) +

+ [B(z0) + C(20)] U0, yo)éH(on, Yo) = 0. (6.48)
Mit der Forderung, dafl U(zo,yo) die Differentialgleichung

dixOU(.’Eo, y()) -+ B(J?)U(.’L'(), y()) =0 (649)
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erfiillt, reduziert sich der obige Ausdruck zu:

d A

U(xo, yo)d—%éH(%, yo) + C(xo)U(%, yO)GH(an yo) =0. (6-50)

Durch eine Multiplikation mit U !(zg, o) von links transformiert sich dieser Ausdruck

Zu:

N

d -
%GH(iL'Oa Yo) + U™ (20, 40)C(20)U (20, o) G 1 (20, o) = 0. (6.51)
0

Wie zuvor diskutiert, sind die Losungen letztgenannter Gleichung und des Ausdrucks
(6.49) gegeben durch:
N Zo
Gl yo) = Pexp { [ d&oU ! (€, w)C(60)U (0, 0) | (6.52)
Yo
beziehungsweise
Zo
U(zo,90) = P exp { dfoB(fo)} ‘ (6.53)
Yo
Die Verwendung der Gruppeneigenschaft (6.43) reproduziert die letzte Zeile von Glei-
chung (6.44). Die hier aufgefiihrten Herleitungen kann man fiir jede Variable n - z wiederho-

len. Nur im Fall n? = 0 existiert keine Umschreibung der Diracgleichung in der generischen

Form (6.46).
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F. Fermion-Antifermion-Produktion

Da nun der retardierte Propagator in einem Feld, das von einer geradlinigen, zeitartigen
Koordinate abhéngt, bekannt ist, kann man den Erwartungswert fiir die Anzahl der durch
Vakuumpolarisation produzierten Fermion-Antifermion-Paare berechnen. Den zuvor erar-
beiteten Resultaten entsprechend hingt das externe Feld von einer geradlinigen zeitartigen
Koordinate ab. Die unterschiedlichen Ndherungsschemata werden mit der exakten Losung
fiir ein gegebenes Modellfeld verglichen.

Die durch

T5(¢,p) =7-Alg—p) (6.54)

gegebene Bornndherung des Einteilchenstreuoperators (4.35) — die N#herung zu nied-
rigster Ordnung im Feld — ist immer im Streuoperator enthalten. Die unterschiedlichen
Niherungsschemata fithren nur zu Anderungen im verbleibenden nicht-bornschen Summan-
den in Gleichung (4.35). In Anwesenheit eines rein zeitabhiingigen Feldes vereinfacht sich

der Einteilchenstreuoperator zu:

T(q,p) = (2m)*6®)(7 - p) x
X |v-Algo — po) + /dﬂﬁody06+iq°$°€_ip°y°7'A(xo)G(on,yoaﬁ)’Y'A(Z/o)] =

= (2m)*6®(7 = )T (g0, po) = (2m)°5% (7 — 7) [T* (a0, p0) + T (0, 70)] ,
(6.55)

mit dem nicht-bornschen Anteil 75 gy, py).

Beitriage hoherer Ordnung beziiglich Potenzen des Eichfeldes — die sogenannte Ultravio-
lettentwicklung — ergeben sich durch Ersetzung des vollen Propagators in dem Streuoperator
mit Termen aus Gleichung (6.23). In Analogie hierzu fiihrt das Ersetzen des vollen Propa-
gators durch andere Néiherungen zu den entsprechenden Niherungen des Einteilchenstreu-
operators. Aus diesem wechselwirkenden Teil des retardierten Propagators 7z berechnet
sich der Erwartungswert der produzierten Paare gemifi Gleichung (4.34). Fiir diese rein
zeitabhingige Situation ergeben sich noch einige Vereinfachungen:

(n) = (272 4 / 'k a(w,—ﬁ)ﬁ(w,—w)v(w,+ﬁ)

2

, (6.56)

w2
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2
unter Benutzung der Relation [(5(3) (p— cj)] = (27)*V 6O (5 — ¢) mit dem Integrationsvo-
lumen V. Ausfiihren der Spinsumme fiihrt zu:

e

(2m)3V d3k

(6.57)

Um etwas iiber das Verhalten des differentiellen Erwartungswertes und der verschiede-
nen Niherungen zu erfahren, ohne dafiir zuvor die Yang-Mills-Gleichungen (3.41) 16sen zu
miissen, wird bei der Auswertung der verschiedenen Formeln eine spezielle Wahl fiir das Feld

getroffen:
A,(t) = gsuAime 100(2). (6.58)

Man hitte zahlreiche andere Formen verwenden konnen. Die hier getroffene Auswahl ist
von einer numerischen Studie [45] inspiriert, die einen dhnlichen Zerfall des Feldes ergab. In
jedem Fall miifite der korrekte Verlauf des klassischen Feldes im Rahmen einer selbstkonsi-

stenten Rechnung ermittelt werden.

1. Bornsche Néherung

Im folgenden bezeichnet 7 immer den retardierten Einteilchenstreuoperator, auch wenn
kein Index g angefiigt ist. In Bornndherung (6.54) ist dieser gegeben durch:

3A-
TB(QCL)) _ 7 into

1+ 2itgw’ (6.59)

2.  Ultraviolettniherung

Im Rahmen der niedrigsten Ordnung der Ultraviolettentwicklung, wird der volle Propa-
gator durch den freien (Gleichung (6.20) zusammen mit dem Ausdruck (6.12)) approximiert.
Daher nimmt hier der nicht-bornsche Anteil des Einteilchenstreuoperators die folgende Form

an:

0 Il 0 Jfe..
Y w+ Yk —m v w—vk;+m
TUV iy ; J 737-J£JV i® ; J 3TV (6.60)
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mit

(A% 2 o o iw(z Tiw(zo— —xzo/to ,—Yo/t (Amto)Q
= A- / d / d (zo+yo) (zo—yo) o/to,—Yo/to _ )
T in Jo 00 Jo @€ ¢ ‘ ¢ [1 —dwto][l — i(w £ w)to]

(6.61)

3. Infrarotniherung

Fiir ein allgemeines rein zeitabhingiges Feld ist der generelle Ausdruck fiir die niedrigste
Ordnung der Infrarotndherung der homogenen Losung:
GAE(z0, Yo, E) = Pexp {z y:o déoyPy - A(ﬁo)} (6.62)
bei seiner Auswertung nicht wesentlich unkomplizierter zu berechnen als die exakte
Losung. Jedoch kann fiir ein Feld konstanter Richtung A,(t) = A, x f(t) die Pfadord-
nung fallengelassen werden. Fiir den nicht-bornschen Term des wechselwirkenden Anteils
des Propagators findet man in diesem N#herungsschema:
0 3

_ 0 3
TIR _ 7 5 v 7;1}2 _0 ;"Y TIR (6.63)

mit:

7;:IR = A;,° /oo dzo /zo dyoeiw(wo-l-yo)e—wo/toe—yo/to exp {:FiAmtO[e—wo/to _ e—yo/to]} —
0 0
e (:FZAmto)“ 1 s (:l:ZAmto)V 1

= (Ato)* 3 2

= ! p+1—idwty = ! VA p+ 2 — 2wty

(6.64)

Hierbei ist die gleichméflige Konvergenz der Exponentialreihe fiir beschrinkte Exponenten
als Voraussetzung fiir die gliedweise Integration von Bedeutung. Mit der Formel 6.5.29 aus

[44] fiir beschrinkte Betrige von A;,t, ergibt sich:

® (Fidinho)* 1
TIR — Aznt 2 ( :
* ( 0) /;) u! w41 —wit

Y (p + 2 — 2iwty, Fidinto)T (1 + 2 — 2iwty).

(6.65)

Anschlieflend benutzt man Gleichung 6.5.4 aus [44] um die Form
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IR _ _ At 2iwto il ) in
Ts (FAinto) /;1 ! 1 —iwty/p

zu erhalten. Im Fall mehrfacher Ladungen kann A;, geméfl A;, = A? T zerlegt werden,

(6.66)

wobei die T* wieder die Generatoren der Algebra der Ladungsgruppe sind. Diese miissen
auf Grund der Anforderung der Unitaritidt hermitesch sein, was folglich auch fiir jede Line-
arkombination dieser Generatoren mit reellen Koeffizienten zutrifft. Somit existiert fiir jede

Matrix A§ T* mit reellen A} eine Diagonalform:
N
AL T =" A |n) (n|. (6.67)

Hierbei sind A, die Eigenwerte zu den N orthonormalen Eigenvektoren |n). Die Kombi-

nationen |n) (n| stellen Projektoren dar. Somit erhélt man:

N e 1 oy(p 41— 2iwty, Fidnto)
IR 2iwt 0y 0
T = Fnl 0 .
* ngl In) {nl (FAnto) E ! 1 —iwty/ 1

(6.68)

4. Modifizierte Infrarotndherung

Durch seine spezielle Form 148t das gewihlte Feld eine Modifikation der Infrarotndherung
zu. Bei dieser wird die Komponente des Impulses, die parallel zum Feld liegt — dies ist hier

ks —, mit in den Exponenten der Niherung niedrigster Ordnung einbezogen A3 — As + k3:

G[R (iﬂoa Yo, ) P exp { v dfo’YOWS[I% + As(fo)]} . (6-69)

Yo

In dieser erweiterten niedrigsten Ordnung der Infrarotndherung ergibt sich fiir den Anteil

des Einteilchenstreuoperators, der iiber die Bornndherung hinausgeht:

0_ .3 , 0 3 ,
TR = —i%ﬁm - i%TIR (6.70)

mit:
TIR’ - Ain2 /oo dx /wo dyoei(Wik3)($0+y0)e*$0/t06*y0/t0 exp {q:iAmtO[efwo/to _ e*yo/to]} )
0 0
(6.71)

Wiederholung der obigen Schritte fiihrt zu:

, 1 y(p+ 1 — 2iwty, Filuto)
IR 21wt ’
/ = — E A t 0 E — . 6.72
* = 1|n nl — u! 1 —i(wEks)te/p (6.72)
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5. Abelsche Naherung

Zu niedrigster Ordnung in der Abelschen Niherung findet man:
T4 = w78 +4iT4 (6.73)
mit

Q£ [vks =V K3 +m
20

7;:A — Ain2 /oo dl’o /zo dyoeiw(mo-l-yo)e:I:iQ(zo—yo)e—zo/toe—yo/to
0 0
(6.74)
und der verallgemeinerten Energie Q = \/ms2 + K32 sowie dem verallgemeinerten Impuls
Ky =k + Amto(e_wo/to — C_yo/to)/(.’bo — yo).
Eine Zerlegung in Bezug auf mehrere Ladungen ergibt hier:
N
T =3 In) (nf A x

n=1

YQ, + [V ks — 7 (K3)n +m]
200,

o0 xo . .
X/ dxo/ dyoelw(ﬂUO'f—yO)eiZQn(Eo—yo)6—$0/toe—y0/to
0 0

(6.75)

mit den verallgemeinerten Energien €, = {/ms? + (Kg)n2 und den verallgemeinerten
Impulsen (K3), = ks + Ato(e"%0/t — e~%/t) /(x5 — ), die zu den jeweiligen Eigenwerten
An gehoren. Diese Losung erscheint so, als wiirde der longitudinale Impuls um das arith-
metische Mittel des Eichfeldes iiber das Intervall [zg, o] verschoben. Damit kann man die
Abelsche Niherung als die Propagation der Fermionen mit deren arithmetisch gemittelten
kanonischen Impuls interpretieren. In der Ultraviolettndherung werden sie immer mit ihrem
asymptotischen kinematischen Impuls propagiert. Hohere Ordnungen stellen im abelschen
Approximationsschema eine Verfeinerung der Beschreibung, dhnlich einer Fourierreihe, dar:
Uber jedes Teilstiick einer Trajektorie wird das Teilchen mit seinem kanonischen Impuls, der
iiber eben dieses Teilstiick gemittelt wird, propagiert. Je feiner die Unterteilung des gesam-
ten Weges wird, umso néher ist der gemittelte kanonische Impuls seinem Wert {iberall in
dem jeweiligen Teilintervall. In der ultravioletten Storungsreihe wird auch in héheren Ord-
nungen das Fermion immer noch mit seinem kinematischen Impuls propagiert; es interagiert

lediglich haufiger mit dem Feld.
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tA =10

(d<n>/dk)/(2TV)

2
KA.

Abbildung 14: Exaktes Impulsspektrum der produzierten masselosen
Fermion-Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses
kr/A;, mit der Zerfallszeit tgA;, = 1.0 fiir unterschiedliche Werte des

longitudinalen Impulses k3 = 0.14;, und k3 = 0.54;,.

6. Ergebnis

In den Infrarot- und erweiterten Infrarotniherungsschemata ist die Ersetzung des pfad-
geordneten Exponentials durch eine Exponentialfunktion nur fiir spezielle Felder moglich.
Im Gegensatz dazu ist dies in der abelschen Niherung gerade der Kern der Nidherung.

Die Zerlegung mit Bezug auf die Ladungsprojektoren ist hier auch fiir den ungenéherten
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(d<n>/d’k)/(2T1°V)

2
KA.

Abbildung 15: Impulsspektrum der produzierten masselosen Fermion-
Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses kr/A;, mit
der Zerfallszeit tgA;, = 1.0 und dem longitudinalen Impuls k3 = 0.14;,.
Vergleich des exakten Spektrums (durchgezogene Linie) mit der Born-
schen Niherung (gestrichelte Linie) und der Ultraviolettndherung (graue

Linie).

nicht-bornschen Anteil und fiir den immer vorhandenen Bornschen Anteil des Einteilchen-
streuoperators moglich, 72 = Y1 |n) (n| TB. Somit kann man den gesamten wechselwir-
kenden Teil beziiglich dieser Projektoren zerlegen: 7 = XN [n) (n|[T,Z + T,¥E]. In dem
quadrierten Ausdruck, der in die Berechnung des Erwartungswertes eingeht, mischen die
Beitrige zu den einzelnen Projektoren nicht, sondern fiihren zu einer Summe iiber die Er-

wartungswerte fiir die einzelnen Ladungsunterrdume
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(d<n>/d°k)/(2T1°V)

Abbildung 16: Impulsspektrum der produzierten masselosen Fermion-
Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses kr/A;, mit
der Zerfallszeit tgA;, = 1.0 und dem longitudinalen Impuls k3 = 0.1A4;,.
Vergleich des exakten Spektrums (durchgezogene Linie) mit der Infra-
rotndherung (gestrichelte Linie) und der modifizierten Infrarotniherung

(graue Linie).

tre {0y ) (0| Tor Sy [n") 0| Ty} = S | Tow e {0} ('} = Sy [T,

wobei tr. die Spurbildung iiber die Generatoren der Ladungsgruppe bezeichnet. Sollten
die Eigenvektoren normiert sein, ist die verbleibende Spur gleich eins. Daher reicht es aus, die
Beitréige in den einzelnen Nédherungsschemata nach Unterrdumen getrennt zu untersuchen.

Es ist immer moglich, alle Impulse, Energien und Stirken des Eichfeldes in Einheiten eines

Skalenparameters der Dimension Impuls auszudriicken. Alle Lingen und Zeiten miissen dann
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A =1.0
k,JA, =0.1

(d<n>/d’k)/(2TTV)

Abbildung 17: ITmpulsspektrum der produzierten masselosen Fermion-
Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses kr/A;, mit
der Zerfallszeit tgA;, = 1.0 und dem longitudinalen Impuls k3 = 0.1A4;,.
Vergleich des exakten Spektrums (durchgezogene Linie) mit der Abel-

schen Niherung (gestrichelte Linie).

als Vielfaches des inversen Skalenparameters angegeben werden. Ab dieser Stelle wird der zu
dem jeweiligen Unterraum gehérende Eigenwert ), als Skalenparameter benutzt und wieder
mit A;, bezeichnet. Die Berechnungen basieren auf der Annahme, dafl simtliche Energie in
einem der Unterrdume gespeichert ist.

Wie in der Einleitung diskutiert, sind anféingliche Eichfeldstirken zwischen 1GeV (RHIC)
und 2GeV (LHC) zu erwarten. Mit Zerfallszeiten im Bereich von 0.1fm/c bis 0.5fm/c fiihrt

dies auf A;,to zwischen 0.5 und 5.0. Es sollen nur masselose Fermionen betrachtet werden.
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Abbildung 18: Impulsspektrum der produzierten masselosen Fermion-
Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses kr/A;, mit
der Zerfallszeit tyA;, = 0.5 und dem longitudinalen Impuls k3 = 0.14;,.
Vergleich des exakten Spektrums (durchgezogene Linie) mit der Born-
schen Niherung (gestrichelte Linie) und der Abelschen Néherung (graue

Linie).

Die Ausdriicke fiir die Bornsche (6.59) und die Ultraviolettniherung (6.60) kann man
direkt auswerten. Fiir die Infrarot (6.63) und die modifizierte Infrarotniherung (6.70) reichen
die ersten Summanden der unendlichen Reihendarstellung aus, um ein genaues Ergebnis zu
ermitteln. Die Integrale im Ausdruck (6.73) fiir die Abelsche Niherung sind numerischen
Standardverfahren zuginglich. Um die exakte Losung zu erlangen, bedarf es der Auswertung

von pfadgeordneten Exponentialen und der anschliefenden Integration iiber dieselben. Diese
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Abbildung 19: Impulsspektrum der produzierten masselosen Fermion-

Antifermion-Paare als Funktion des transversalen Impulses kr/A;, mit
der Zerfallszeit tgA;, = 0.5 und dem longitudinalen Impuls k3 = 0.1A4;,.
Vergleich des exakten Spektrums (durchgezogene Linie) mit der Born-
schen Niherung (gestrichelte Linie) und der Abelschen Niherung (graue

Linie).

kann wahlweise basierend auf Gleichung (6.15) oder dem Ausdruck (6.28) ausgefiihrt werden.
Im vorliegenden Fall wurden beide Methoden verwendet und die Resultate zur Uberpiifung
der wechselseitigen Konsistenz miteinander verglichen.

Die allgemeinen Eigenschaften des differentiellen Erwartungswertes kénnen am besten
in den Abbildungen 14 sowie 18 und 19 abgelesen werden. Als Funktion des transversalen

Impulses zeigt sich eine unimodale Funktion, die im Bereich niedriger Impulse kulminiert.
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Fiir zunehmende Werte des Parameters A;,ty (von Abbildung 18 iiber 14 zu 19) wird das
Maximum als Funktion des transversalen Impulses bei gleichzeitig festgehaltenem longitudi-
nalem Impuls k3 immer ausgeprigter. Anders ausgedriickt, nimmt es an Hohe zu und in der
Breite ab (man beachte die unterschiedliche Impulsskala in Abbildung 19). Fiir Felder, die
einer zu der hier gewéhlten dhnlichen funktionalen Form folgen, scheint der differentielle Er-
wartungswert eine streng monoton fallende Funktion des longitudinalen Impulses k3 zu sein,
was sich in Abbildung 14 abzeichnet. Auflerdem werden keine Partikel bei verschwindendem
transversalem Impuls produziert.

Ein Vergleich der verschiedenen N#herungen zeigt, dafl alle fiir grole Impulse auf die
Bornnéherung zustreben, was auf der allgemeinen Form des Einteilchenstreuoperators (4.35)
beruht. Zusammen mit dieser gehen dann sdmtliche Ndherungen gegen null. Wie in Ab-
bildung 15 zu sehen, unterschétzt die Bornsche Niherung die exakte Losung fiir niedrige
Impulse und iiberschiitzt sie fiir grofle. Die Ultraviolettnidherung stellt eine Verbesserung
gegeniiber letzterer dar. Abbildung 16 148t erkennen, dafl die Infrarot- und die erweiterte
Infrarotnéherung allgemein noch dichter an dem exakten Ergebnis liegen. Somit sind bei-
de Ansitze fiir allgemeinere als das hier angenommene Feld nicht wesentlich vorteilhafter
bei der Auswertung als der exakte Ausdruck. Die erweiterte Version der Infrarotndherung
kann sogar ihre Bedeutung verlieren, da ein longitudinaler Impuls in Bezug auf das Feld
nicht mehr definiert sein muf}. Das Abelsche Schema liegt fiir alle Impulse dem exakten Er-
wartungswert am néichsten (siehe Abbildung 17). Die grofiten Abweichungen finden sich fiir
kleine Energien und fiir grofle Betréige des Parameters A;,ty (vergleiche hierzu die Abbildun-
gen 17, 18, and 19). Der Grund hierfiir ist, dal dort der maximal nicht-abelsche Bereich ist.
Wihrend fiir kleine Zerfallszeiten in Vielfachen der Inversen der anfinglichen Eichfeldstérke
Ainto die Bornndherung annidhernd dem exakten Wert entspricht (Abbildung 18), trifft dies
fiir groe Werte des besagten Parameters nicht zu (Abbildung 19).
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VII. ZUSAMMENFASSUNG

In ultrarelativistischen Schwerionenkollisionen entstehen nach heutigem Versténdnis star-
ke Farbfelder von der Gréflenordnung der inversen Kopplungskonstante. Diese bedingen
unter anderem eine Polarisierung des Vakuums, was wiederum zur Produktion von weite-
ren Partonen fiihrt. Parametrisch gleichberechtigt entstehen hierbei Quarks und Antiquarks
sowie gluonische Quantenfluktuationen. Um bestétigen zu konnen, dafl eine solche Vorstel-
lung korrekt ist, miissen auf theoretischer Basis Signaturen identifiziert werden. Es bedarf
quantitativen Vorhersagen fiir die zu erwartenden Partonenverteilungen im Rahmen der

zugrundeliegenden Theorie, der Quantenchromodynamik (QCD).

Die notwendigen theoretischen Grundlagen fiir diese Arbeit werden in den drei auf die
Einleitung folgenden Kapiteln vorgestellt. Kapitel II fiihrt in die Chromodynamik als klas-
sische Feldtheorie ein. Abschnitt III dient der Demonstration der Quantisierung der Theorie
im Rahmen des Pfadintegralformalismus unter Beschriankung auf ein stabiles Vakuum. Dabei
wird der Spezialfall eines unquantisierten bosonischen Feldes aber quantisierter fermionischer
und antifermionischer Felder gesondert behandelt. Genannter Fall dient der Uberleitung in
das Kapitel IV, das sich mit den Anderungen, die sich beim Ubergang vom stabilen zum
instabilen Vakuum ergeben, beschiftigt. Eine weitere Untersektion enthilt die Diskussion
der Hintergrundfeldmethode der QCD. Im Rahmen dieser Methode wird das quantisierte
gluonische Eichfeld in seinen Erwartungswert — das klassische Feld — und quantische Fluk-
tuationen zerlegt. Diese werden wegen der nicht-linearen Natur der Theorie bei Anwesenheit
eines klassischen Feldes, das das Vakuum polarisiert, in niedrigster Ordnung der Kopplungs-

konstante paarweise produziert.

Kapitel V erldutert die Berechnung der Produktionsraten fiir Quark-Antiquark-Paare so-
wie Paare von gluonischen Quantenfluktuationen in Anwesenheit eines beliebig in der Raum-

zeit variierenden Eichfeldes zur ersten Ordnung in der klassischen Wirkung. Fiir die Gluonen
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findet die Hintergrundfeldmethode der QCD Verwendung. Die Formeln im Zusammenhang
mit der Produktion von Quarks und Antiquarks in Anwesenheit eines Yang-Mills-Feldes sind
direkt analog zu jenen fiir Elektronen und Positronen durch ein Maxwellfeld.

Um einen Einblick in das Verhalten der Produktionsraten zu gewinnen, werden diese auf
den Fall eines rein zeitabhéngigen Vektorpotentials spezialisiert. Im Vergleich zum allge-
meinen Ausdruck sind die so erhaltenen Formeln wesentlich kiirzer, aber immer noch zu
kompliziert, um sie auf den ersten Blick interpretieren zu kénnen. Aus diesem Grund erfolgt
ihre Auswertung fiir ein exponentiell in der Zeit zerfallendes Eichfeld. Die spezielle Wahl
des Feldes ist von unabhingigen numerischen Rechnungen inspiriert. Es schliefit sich die
Diskussion der so erhaltenen Ergebnisse an.

Man beobachtet, daf nicht nur Partonen produziert, sondern auch vernichtet werden und
so wieder zum Feld beitragen. Dieses Verhalten duflert sich in periodischen Fluktuationen des
Vektorpotentials, die mit zunehmender Teilchenenergie eine hohere Frequenz besitzen. Es
ist den allgemeinen zeitabhéngigen Ausdriicken inhérent und héngt nicht von der speziellen
Wahl des Farbfeldes ab. Als Ma8 fiir die im Netto produzierten Teilchen dient die iiber alle
Zeiten integrierte Rate. Im untersuchten Bereich ergibt sich daraus eine streng monoton
fallende Funktion des transversalen Impulses, beziehungsweise eine bei der Rapiditéit y = 0
kulminierende. Vergleicht man die relative Haufigkeit der beiden Partikelspezies, so erkennt
man, dafl sich das Verhéltnis zwischen ihnen fiir hohe anfingliche Eichfeldstirken, grofle
Kopplungskonstanten und langsam abfallende Felder zugunsten der Gluonen verschiebt und
umgekehrt. Dabei gibt es Situationen, in denen mehr bosonische Quantenfluktuationen als
Fermionen entstehen, aber auch solche, bei denen die Quarks und Antiquarks iiber die

Gluonen dominieren.

Das Fehlen einer klassischen Beschreibung fiir den niederenergetischen Sektor der Fer-
mionen und Antifermionen macht eine nicht-storungstheoretische Beschreibung desselben
notwendig. In Kapitel VI wird eine exakte homogene Losung der Diracgleichung in einem
Eichfeld, das beliebig von einer geradlinigen Koordinate abhéngt, vorgestellt. Ein alterna-

tiver Weg muf} dabei fiir den Fall einer lichtartigen Variablen beschritten werden. Fiir eine
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zeitartige Koordinate kann man aus der homogenen Lésung den retardierten oder auch den
avancierten Propagator konstruieren. Das analoge Ergebnis in Anwesenheit eines Vektor-
potentials, das von einer raumartigen Koordinate abhéngt, stellt eine Greensfunktion, aber
keinen Propagator dar.

In Situationen mit zeitartigen Variablen beschreibt Kapitel VI verschiedene Ndherungen
an die exakte Losung. Diese sind die Ultraviolett- (perturbative), die Infrarot- und die
Abelsche Niherung. Zusétzlich liefert eine allgemeine Resummationsformel beliebige wei-
tere Ndherungen.

Die unterschiedlichen Resultate fiir den retardierten Fermionpropagator — das exakte
Ergebnis und jeweils die niedrigsten Ordnungen der verschiedenen Niherungsschemata —
finden Verwendung bei der Berechnung des Erwartungswerts fiir die Anzahl der in An-
wesenheit eines Feldes durch Vakuumpolarisation produzierten Fermion-Antifermion-Paare.
Das hierfiir gewéhlte spezielle Feld erlaubt zusétzlich eine erweiterte Infrarotndherung, die
in den Vergleich miteinbezogen wird. Die resultierenden Ausdriicke werden fiir ein expo-
nentiell zerfallendes Modellfeld ausgewertet und fiir Parameter, wie sie typischerweise in
ultrarelativistischen Schwerionenkollisionen vorkommen sollten, miteinander verglichen.

In der untersuchten Situation handelt es sich bei dem Impulsspektrum um eine unimodale
Funktion des transversalen Impulses, die sonst keine weiteren charakteristischen Strukturen
aufweist. Die Qualitdt der Ndherungen nimmt von der Born- iiber die Ultraviolett-, die
Infrarot-, die erweiterte Infrarot- zur Abelschen Ndherung hin zu. In allgemeineren Situa-
tionen als der hier untersuchten sind der normale und erweiterte Infrarotansatz jedoch nicht
wesentlich einfacher auszuwerten als der Ausdruck fiir das volle Ergebnis.

Der Modellparameter ist A;,tyo. Er ist das Produkt der anfinglichen Eichfeldstirke A;,
und der Skala der Zerfallszeit des Feldes. Fiir ihre kleinsten vermuteten Werte ist die
Bornndherung noch annehmbar. Dies ist fiir die groten Werte des Parameters nicht mehr
der Fall. Dort liegt lediglich die Abelsche Ndherung noch in der Umgebung des exakten
Ergebnisses. Die maximal mogliche Unabhéngigkeit vom Skalenparameter A;, %y, ohne dafiir
die volle Losung in selbstkonsistenten Rechnungen auswerten zu miissen, ist durch den Abel-

schen Ansatz gewéhrleistet.
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Die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen betreffen Quanteneffekte erster Ordnung
in der unkompensierten Kopplungskonstante. Die iiber das rein klassische gluonische Feld
hinausgehenden Quanteneffekte beinhalten dabei die Produktion von Fermionen und Anti-
fermionen sowie bosonischer Fluktuationen. In h6heren, nicht durch Potenzen des klassischen
Feldes kompensierten Ordnungen der Kopplungskonstante ergeben sich weitere Terme in den
diversen Gleichungen, deren Einfluf} im Detail studiert werden konnte. Fiir die untersuchte
Situation sind sie jedoch durch eine weitere Potenz der Kopplungskonstante unterdriickt.
Damit wéiren diese Modifikationen lediglich von Bedeutung, wenn sie zu vorher nicht auf-
tretenden, qualitativ neuartigen Effekten fiihrten.

Das klassische Feld stellt den grofiten Teil der Gluonen. Die in dieser Arbeit durch-
gefiihrten Rechnungen —insbesondere jene in Kapitel VI — beschreiben exakt den dominanten
Beitrag zur Produktion von Fermionen und Antifermionen in Anwesenheit zeitabhingiger
Felder. Zusétzlich zu den explizit diskutierten Ndherungsverfahren liefert die allgemeine Re-

summationsformel die Basis fiir die Herleitung beliebiger neuer Approximationen.

In Anbetracht der Tatsache, dafl im Lauf der Herleitungen der volle fermionische Pro-
pagator in einem beliebigen zeitabhéingigen Feld bestimmt wird, handelt es sich bei der
Beschreibung der Produktion von Quark-Antiquark-Paaren wihrend einer ultrarelativisti-
schen Schwerionenkollision um eine sehr spezielle Anwendung. Dabei ist jedoch die Produk-
tion alleine im Rahmen der QCD und als kombinierter Effekt dieser Quantenfeldtheorie und
der QED (Quarkphotoproduktion) abgedeckt. Auch die Produktion von Elektron-Positron-
Paaren im Rahmen der QED alleine ergibt sich als Spezialfall. Fiir den beschriebenen Korre-
lator ergeben sich vielfiltige weitere Verwendungsmdoglichkeiten: Mit den Erérterungen aus
Kapitel III B wird deutlich, dafl im Falle eines unquantisierten zeitabhingigen Eichfeldes
hierdurch das gesamte erzeugende Funktional gelost ist; sowohl im stabilen als auch im in-
stabilen Vakuum. Das ist gleichbedeutend damit, daf§ alle Observablen des fermionischen
Quantensektors in Abhéingigkeit vom klassischen gluonischen Feld bekannt sind. Mit diesem

vollen Propagator lassen sich ebenfalls Groflen wie die Erwartungswerte fiir die von den
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Fermionen induzierten Strome, die skalaren Quarkkondensate oder Streuprozesse am Feld
exakt beschreiben, um nur einige Beispiele zu nennen. Die induzierten Stréme berechnen
sich gem#f Gleichung (4.36). Sie zu ermitteln ist der erste Schritt zur Einbeziehung der
Riickreaktion der Dynamik der quantisierten Teilchen auf das klassische Feld. Die Werte
fiir die skalaren Quarkkondensate geben ein Maf fiir die Brechung der chiralen Symme-
trien und folgen aus einem zu den induzierten Stromen analogen Ausdruck, jedoch ohne
die zusétzliche v-Matrix in der Spur. Fiir die Betrachtungen zu Streuprozessen am Feld
miissen die Untersuchungen zu auslaufenden Fermionen und Antifermionen auf solche mit
ein- und auslaufenden Teilchen ausgedehnt werden, was beispielsweise auf dem Niveau der

Einheitsspinore geschehen kann.
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Anhang A: DEFINITIONEN

1. Die Paulimatrizen

. 0+1) 0—i) , [+1 0

+1 0 +: 0 0 —1

2. Die Diracschen Gammamatrizen

+1 0 0 +o
70 = und 7= (A2)
0 -1 - 0

Hierfiir sind die Paulimatrizen in einem dreikomponentigen Vektor zusammengefafit wor-

den. 1 steht fiir die 2 x 2-Einheitsmatrix und O fiir die 2 x 2-Nullmatrix.

3. Die Gell-Mann-Matrizen

0+1 0 0 0 +1 0 0 0
AM=|4+1 0 0 M= 0 0 0 N=| 0 0+1
0 0 0 +1 0 0 0+1 0
0—i 0 0 0 —i 0 0 0
N=|4+i 0 0 N=| 0 0 0 AN=| 0 0 —i
0 0 0 +i 0 0 0+i 0

+1 0 0 +1 0 0

M= 0-1 0| A= % 0+1 0 (A3)
0 0 0 0 0 -2
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Anhang B: FEYNMANREGELN
1. Standardstérungstheorie

Der Index |q symbolisiert, daf}, nach Berechnung der Ableitungen, alle Felder gleich null
gesetzt werden. Die hier aufgefiihrten Definitionen sind nur bis auf Potenzen der imaginiren
Einheit angegeben. Die in der Literatur existierenden unterscheiden sich zwischen den di-
versen Veroffentlichungen. Im Abschnitt B1b sind die Vertexfunktionen aufgelistet, wie sie
im Buch von Itzykson und Zuber [43] (runde Klammern) beziehungsweise im Werk von
Muta [27] (eckige Klammern) Verwendung finden. Alle Feynmanregeln sind fiir die Lorentz-
Eichung angegeben. Zusitzlich miissen, falls Schleifen in den Gluonenpropagatoren auftre-

ten, Symmetriefaktoren bedacht werden (sieche Abbildung 22).

a. Definitionen

Fermionvertex:
ey - OLm (B1)
R QA ;0 0
Dreigluonvertex:
L,
3G a1a2a3 __ wnt
{V }muzuss o OAair Aoz Aasps 0 (B2)
Viergluonvertex:
0L,
4G a1a2a3a4 __ ant
{V }ulluzwgaﬁzlz; - 0Ae1H1 () Adzu2 ) Aasis ) AGakia 0 (B3)
Geistvertex:
0L,
VFP abe _ wnt B4
{ }IJ aAa,uaxaax*c 0 ( )

b. Vertezfunktionen

Fermionvertex:
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(VF)?ju = z’g’yu'ﬂ-‘;- = i[VF]?ju (B5)
Dreigluonvertex:
(V39 = 9™ gun(@ = 7)v + 9ua(r — @ + g (g — P)al = i[VZL05 (B6)
Viergluonvertex:
(V4G)Z?/c;\jp = _iQQ[fabxfmCd(gu)\gup - gupgu)\) +
+fadwfzbc(gw/g)\p - gu/\gup) +
+facwf$bd(guug/\p - g/.tpgu/\)] - i[V4G]Z?/c)(\1p (B7)
Geistvertex:
(VFP)ZI)C — gfabcp“ — i[VFP]ZbC (B8)

c. Diagramme

An dieser Stelle werden nur die Diagramme fiir die Propagatoren angegeben. Die Defini-

tion und funktionale Form sind in Kapitel B1 zu finden.

k

Abbildung 20: Feynmandiagramme: Freie Propagatoren
von oben nach unten:

Gluonpropagator, Ghostpropagator und Fermionpropagator
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Fermionvertex

Gluonvertex Geistvertex

Viergluonvertex

a,| b,v

c,\ d,p

Abbildung 21: Feynmandiagramme: Vertices
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Abbildung 22: Symmetriefaktoren fiir Feynmangraphen mit Gluonenschleifen; von oben nach unten:

1/2!,1/2! und 1/3!
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2. Hintergrundfeldmethode

Hier werden die Feynmanregeln der Hintergrundfeldmethode der QCD in Hintergrund-
feldeichung angegeben. Die Definitionen sind wiederum als generisch zu verstehen. Die im
Abschnitt B2b aufgefiihrten Vertexfunktionen entsprechen jenen bei Abbott [41]. Es sind

nur die Vertices aufgefiihrt, die zusétzlich zu denen der Standardstorungstheorie auftreten.

a. Definitionen

Kopplung der Fermionen an das Hintergrundfeld:

O Li[A+ Q]
VA, = B9
{ lA} I aAa“aqbZaw] . ( )
Einfache Kopplung zweier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:
. P Lint|A+ Q]
ViRV = Agermmwane (B10)
K QA®IQM OQN |,
Zweifache Kopplung zweier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:
. O3 Lins[A + Q]
(VY ier = Hiaaionrm (B11)
nave OAMIAAIQ QW |,
Einfache Kopplung dreier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:
: O*Lim[A + Q]
3Qasbed int
{VlA }/.L;I/)\p - aAa“aQbanC)‘anp . (B12)
Einfache Kopplung zweier Geister an das Hintergrundfeld:
. O Lim[A+ Q]
FPyc;ab int
jab te T =) B13
{VlA w aAcuaxaax*b . ( )
Einfache Kopplung zweier Geister und einer Fluktuation an das Hintergrundfeld:
0 M Lint[A+ Q]
VFP,IQ c,.d’a,b — wnt B14
{Via }u,u DAHIQW Iy Dy *® . ( )
Zweifache Kopplung zweier Geister an das Hintergrundfeld:
. O* Lint[A + Q]
F P cd;ab int
jab B15
{V2A Iz 3AC“8Ad”8X“(9x*b . ( )
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b. Vertexfunktionen und Diagramme

Kopplung der Fermionen an das Hintergrundfeld:

(Vi) = (V)i (B16)

g

1>

siehe Gleichung (B5).

d,p
Abbildung 23: Feynmandiagramm: Kopplung der Fermionen an das Feld

Einfache Kopplung zweier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:

(Ve = gf*lgua(p — 1 — ¢/@)y + ga(r — @)u + gu(a —p+7r/a))]  (B17)
Zweifache Kopplung zweier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:
(‘/'2222)26)‘,7175[) = _iQQ [fabwfw(:d(gu)\gup — GupGux + guug)\p/a’) +

+fadwfwbc(g;wg)\p — 9u Gvp — g,upgl/)\/a’) +

+facxfmbd(9uug/\p - gupguA)] (B18)

Einfache Kopplung dreier Fluktuationen an das Hintergrundfeld:

(ij})a;bcd _ (V4G)abcd (Blg)

wivAp T UVAp?
siche Gleichung (B7). Einfache Kopplung zweier Geister an das Hintergrundfeld:
(VED)E® = —gf*" (0 + ¢, (B20)
Einfache Kopplung zweier Geister und einer Fluktuation an das Hintergrundfeld:

127



Feynmanregeln

(VIFAP,lQ)Z;;dV;ab — _iQQfacszdbglw (B21)

Zweifache Kopplung zweier Geister an das Hintergrundfeld:

(VQZXP)Zd;ab — _Z-g2glw(facxfmdb + fadacfmcb) (BQZ)

Abbildung 24: Kopplung der Gluonen an das Feld und entsprechende Geistvertices
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RESUME

Des collisions ultra-relativistes d’ions lourds a la plus haute énergie dans le centre de masse
jamais obtenue sont envisagées pour le Large Hadron Collider (LHC) sous construction
au CERN a Geneve. Dans des collisions hadroniques a une énergie plus élevée on peut
explorer des valeurs plus petites du Bjorken-x (la fraction de I’impulsion totale emportée
par un parton). Basé sur des principes fondamentals formulés dans la Chromodynamique
Quantique (CDQ), il peut étre démontré que des valeurs plus petites du x de Bjorken
correspondent a des valeurs plus grandes de la densité des particules. A partir des densités
de partons suffisantes, des effets non-linéaires dans 1’évolution des distributions de particules
commencent a jouer un role important. On a déja essayé d’avancer dans ce régime non-
linéaire avec l'expérience HERA au DESY (collisions des électrons ou positrons avec des
protons) mais les énergies dans le centre de masse y accessibles permettaient seulement une
caractérisation ambigué. Grace a des énergies plus élevés et a une augmentation géométrique
de la densité pour des collision des noyaux, le LHC présentera la meilleure opportunité pour
accéder a cette région. Pour identifier une phase de 1’évolution non-linéaire, il y a plusieurs
signatures possibles a I'impulsion et/ou masse haute (signatures dures). En plus des photons
directs, des dileptons de Drell et Yann, des quarks de charme ou de beauté ouverts et des
quarkonia lourds on connait des jets et minijets. En ignorant des modifications nucléaires,
dans une collision centrale au LHC, 30 jets avec plus de 10 GeV d’énergie transversale et
0.003 jets avec plus de 100 GeV d’énergie sont prédits. Ils portent des informations de la
phase initiale de la réaction vers les détecteurs.

Pour décrire ce régime d’évolution non-linéaire on peut commencer avec des distributions
de partons saturées au maximum. Ca permet une description initialement classique : Les
nombres d’occupation dans le secteur gluonique a I’énergie faible sont assez élevés pour
décrire les gluons par un champ classique et pour regarder les fluctuations quantiques comme
des corrections. Seulement la part de la distribution de gluons a I’énergie basse et avec
un nombre d’occupation haut est décrite assez bien par un champ non-quantisé. Ce n’est
pas le cas pour les gluons a l’énergie haute, les jets et minijets. Les calculs quantiques

concernant les jets doivent étre exécutés dans tous les ordres du champs externe parce
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que la magnitude du champs de jauge est proportionnelle a 'inverse de la constante de
couplage. Les puissances supérieures du produit du champs de jauge avec la constante de
couplage ne sont pas supprimées. Comme ca, les jets ne sont pas produits d’une facon
banalement perturbative, mais ils contiennent des informations sur la phase saturée. Dans
le contexte présent, les fluctuations quantiques des champs des gluons seront importantes
pour la dynamique du systeéme aussi avec une énergie inférieure a 10 GeV. Une description
consistante doit comprendre les fluctuations avec une énergie au-dessous de 10 GeV parce
qu’elles contiennent plus d’énergie totale que les fluctuations avec une énergie au-dessus
de cette valeur. Probablement, cette énergie n’est pas négligeable non plus en comparaison
avec I’énergie contenue dans le champ classique. A cause de cela Veffet des fluctuations sur
la dynamique du secteur classique doit aussi étre adressé. Les quarks et antiquarks sont
paramétriquement équivalents aux fluctuations gluoniques. Comme ¢a, les fermions doivent
étre traités de méme fagon que les fluctuations bosoniques et on a besoin d’une comparaison
détaillée pour connaitre leur importance relative. Dans le cas des fermions, il n’existe pas
de concept classique, pas méme pour des particules a I'impulsion faible.

Ici, la production des quarks, antiquarks et des fluctuations gluoniques est étudiée en
présence d’'un champ bosonique classique. Pour la description de la production des particules
dans des champs externes arbitraires on connait la méthode perturbative et la méthode de
Schwinger. Les calculs perturbatifs sont seulement applicables pour des particules avec une
impulsion beaucoup plus grande que le produit de la magnitude du champ de jauge et la
constante de couplage. A cause de cela, on ne peut pas traiter les fermions a 1’énergie faible
avec cette procédé. C’est différent pour les bosons doux, qui sont, en part, contenus dans le
champ classique. Donc des calculs non-perturbatifs sont plus importants pour les quarks et
antiquarks que pour les gluons. La méthode de Schwinger est une méthode non-perturbative
qui est basée sur la supposition que le champ externe est seulement faiblement variable. Si
la variabilité du champ est trop forte cette méthode produit des résultats égarants. Pour ces
raisons on a besoin des procédés indépendants des échelles d’énergie ou de temps. Dans le
premier ordre de la constante de couplage, tous les informations sur les champs quantisés
sont compris dans leurs propagateurs exacts dans le champ externe. Ces propagateurs sont

difficile & obtenir dans des situations générales. Pour des collisions ultra-relativistes d’ions
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lourds, d’apres Bjorken, le champ de jauge dépend seulement du temps propre. Dans la
région centrale de la collision, le temps propre peut étre approché par le temps cinématique.

Commencons avec une comparaison de la production des couples quarks-antiquarks avec
la création des couples de fluctuations gluoniques sur la base d’une analyse perturbative.
Cette analyse est valide pour des particules quantisées a I'impulsion haute par comparaison
au champ de jauge multiplié par la constante de couplage. Tout d’abord ’expression pour le
taux de production des fermions et des fluctuations bosoniques est dérivée en présence des
champs entierement arbitraires dans le premier ordre de ’action classique de la CDQ. Dans
le cas des bosons la méthode du champ de fond de la CDQ est utilisée. L’expression pour
des champs générales est spécialisée pour des champs qui sont seulement des fonctions du
temps cinématique. Pour gagner une meilleure idée des qualités de ces expressions, elles sont
évaluées pour un modele de champ unidirectionnel qui décroit exponentiellement. (Une forme
similaire a déja été trouvée dans des calculs numériques précédents.) Le modele contient trois
parametres : la magnitude initiale du champ de jauge, la constante de couplage et 1’échelle du
temps typique de décroissance. Des intervalles pour leurs valeurs peuvent étre obtenus par des
considérations indépendantes, comme, par exemple a partir des calculs pour la densité initiale
de I’énergie. La magnitude initiale du champ de jauge serait de 1 2 2 GeV. La valeur inférieure
correspond plus a une collision au Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) of the Brookhaven
National Laboratory. Pour la constante de couplage on trouve respectivement 1.4 (LHC) et
2 (RHIC). L’échelle de décroissance serait entre 0.1 fm/c et 1.0 fm/c. Pour des valeurs
dans ces intervalles, le taux de production comme fonction du temps pour des impulsions
différentes est oscillatoire avec une amplitude décroissante. Les oscillations représentent une
caractéristique pour le processus de la production de particules, qui peut étre expliquée
avec le principe d’incertitude de Heisenberg. Pour obtenir une mesure pour la production
net des particules on doit intégrer le taux de production en temps. Apres l'intégration une
distribution unimodale est obtenue comme fonction des impulsions. On observe que, pour
des valeurs différentes des parametres dans les intervalles il existe des situations dans lesquels
la production des couples de fermions et antifermions domine la production des couples de
fluctuations bosoniques de méme que ceux ot il y a plus de fluctuations bosoniques que des

fermions et antifermions. Les fluctuations gluoniques sont favorisées en comparaison avec
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les quarks et antiquarks pour des magnitudes initiales du champ de jauge ou des constantes
de couplage plus grandes et pour une décroissance du champ classique plus lente. A priori,
il n’est pas possible de négliger une des especes. Pour cela, il faut exécuter un calcul auto-
consistent qui donnera, par exemple, I’échelle de décroissance.

Un calcul correspondant nécessite au moins une description non-perturbative des fermions
et des antifermions a I’énergie basse. Supplémentaire, pour la composition de la spectre d’ha-
drons, il est tres important a connaitre la répartition des quarks de flavours différents. Pour
obtenir le propagateur nécessaire on doit résoudre 1’équation de Dirac dans un champ ex-
terne. Dans cette these, la solution exacte dans des champs qui varient arbitrairement avec le
temps est dérivée. Des solutions en forme des exponentiels en ordre de chemin sont trouvées
qui correspondent au propagateur retardé ou avancé respectivement. Elles contiennent les
informations sur ’espérance du nombre des couples produits mais pas sur les probabilités
de production d’un couple. Dans les cas des calculs perturbatifs de premier ordre, les deux
quantités - 'espérance et la probabilité - sont équivalents. Apres ca, plusieurs approximations
sont dérivées, parce que la solution générale est tres compliquée. 1l y a des approximations
pour le régime ultraviolet (perturbatif), infrarouge et commutatif (abélien). La propagation
commutative peut étre interprétée comme propagation avec I'impulsion canonique moyenne.
Au contraire, dans la méthode perturbative la propagation est décrite toujours avec I'im-
pulsion asymptotique. La, dans les ordres supérieurs, il est rendu compte seulement de plus
d’interactions avec le champ.

Encore une fois, 'expression exacte et les expressions approximatives sont évaluées en
présence du modele de champ pour les mémes parametres qu’auparavant. Pour les valeurs
les plus petites du champ de jauge initial, de la constante de couplage et de ’échelle de
décroissement du champ, ’approximation ultraviolette est encore assez bonne, méme si
I’approximation infrarouge et l'approximation abélienne sont meilleures. Pour les valeurs
les plus grandes des parametres seulement ’approximation commutative reste proche de
la solution exacte. Les différences les plus grandes sont observée pour des impulsions pe-
tites. La, il se trouve le régime le moins abélienne. Si on voulait exécuter des calculs auto-
consistants et ne voulait pas utiliser I’expression exacte on pourrait utiliser I’approximation

commutative. Tous les résultats obtenus dans ce contexte sont également applicable dans
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Résumé

I’électrodynamique quantique et pour la photoproduction des couples des quarks et anti-
quarks.

Comme continuation des travaux présentés dans cette thése on pourrait accomplir des
calculs auto-consistants exacts pour la production des couples de fermions et antifermions en
présence d’un champ bosonique classique. Par exemple, il serait possible d’extraire 1’échelle
de décroissance de ces calculs. Un autre pas important est de trouver I’expression exacte
pour la production des fluctuations bosoniques. Un calcul auto-consistant suivant donnerait
la réponse définitive sur I'importance relative des especes différentes de particules.

En vue des informations contenues dans le propagateur fermionique qui a été obtenu en
cours des calculs présentés dans cette these, I’application sur le probleme de la production des
quarks et des antiquarks dans une collision ultra-relativiste des ions lourds est tres spéciale.
Les résultats sont aussi valables pour I’électrodynamique quantique et pour des effets com-
binés comme la photoproduction des quarks et antiquarks. En plus, on avait la possibilité a
obtenir les espérances pour les condensats des fermions ou les processus d’accélération dans

le champ.
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Summary

SUMMARY

Ultra-relativistic heavy-ion collisions at the largest centre-of-mass energies ever reached
are envisaged for the Large Hadron Collider (LHC), currently under construction at CERN in
Geneva. In hadronic collisions at higher energies one can explore smaller values of Bjorken-z
(the fraction of the total momentum carried by a parton). Based on the basic principles
formulated in the quantum gauge field theory of Quantum Chromodynamics (QCD), it can
be shown that smaller values of Bjorken-x correspond to larger parton densities. For suf-
ficiently elevated particle densities non-linear effects start playing an important réle in the
evolution of the parton distribution functions. It has already been tried to access this non-
linear regime with the HERA experiment at the Deutsche Elektronen Synchrotron (DESY)
(collisions of electrons or positrons with protons) but the centre-of-mass energies did not
suffice for an unambiguous characterisation. Due to higher collision energies and geometrical
nuclear enhancement of the density in reactions with nuclei, the LHC will present the best
opportunity to explore this region. In order to investigate the phase of non-linear evolution,
there are several hard probes (probes with large momentum and/or mass) at hand. Apart
from direct photons, Drell-Yan-dileptons, open charm or beauty quarks, and heavy quarko-
nia, there exist jets and minijets. Ignoring nuclear modifications, in a central collision at
the LHC, the production of 30 jets per event with more than 10 GeV of transverse energy
and 0.003 jets per event with more than 100 GeV have been predicted. They carry the
information from the initial phase of the reaction to the detector.

In order to describe this regime of non-linear evolution it is possible to begin with max-
imally saturated parton distributions. This allows for an initially classical treatment: The
occupation number in the low-energy sector of the gluons are sufficiently high in order to
describe them by means of a classical field and to consider the fluctuations as corrections.
Only the densely occupied soft part of the gluon distribution is described well by means of
a non-quantised field. This is not the case for gluons with large momenta like those in jets
and minijets. The calculations concerning the jets must be executed taking into account
all orders of the classical vector potential because its magnitude is proportional to the in-

verse of the coupling constant. Therefore, higher powers of the product of the classical field
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and the coupling constant are not suppressed. Thus, the jets are not produced in a tritely
perturbative manner but contain information about the saturated phase. In the present
context, also the quantum fluctuations with an energy below 10 GeV will be important for
the evolution of the system. A consistent description of the system’s dynamics must take
into account the bosonic fluctuations below 10 GeV as well because they contain more total
energy than those above this value. It is also possible that their overall energy is even no
longer negligible in comparison to that contained in the classical field. For this reason the
effect of the quantum fluctuations on the classical field must be addressed, too. The quarks
and antiquarks are parametrically equally favoured as the gluonic fluctuations. Hence, the
fermions and antifermions must be treated on the same footing as the bosonic quanta and
one needs a detailed comparison between the different particle species in order to know
their relative importance. For the fermions, a classical concept does not exist even for the
particles with small momenta.

Here, the production of quarks, antiquarks, and of gluonic fluctuations is studied in the
presence of a classical bosonic field. For the description of the production of particles in an
arbitrary external field one knows the perturbative approach and the constant-field method
by Schwinger. Perturbative calculations are only justified for particles with a momentum
much larger than the product of the magnitude of the gauge field and the coupling constant.
Therefore, the soft partons cannot be treated in the framework of this procedure. The
consequences originating from this fact are different for fermions and bosons. A portion of
the low-energy bosons is contained in the classical field. Thus, non-perturbative calculations
are more important for the quarks and antiquarks than for the gluons. Schwinger’s method
is non-perturbative and is based on the assumption that the external field varies only slowly
in space-time. If the variability of the field is too fast, this method yields misleading results.
For all these reasons, a procedure is needed that is independent of time or energy scales.

To lowest order in the coupling constant, all information on the quantised fields are
contained in their exact propagators in the external field. In general situations these propa-
gators are difficult to obtain. In ultra-relativistic heavy-ion collisions, according to Bjorken,
the gauge field only depends on proper time. In the central region of the reaction, where

most of the energy is deposited, the proper time can be approximated by the kinematical
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time.

First, a comparison of the production of quark-antiquark pairs with the creation of pairs of
gluonic quantum fluctuations based on perturbative calculations will be presented here. This
analysis is valid for quantum particles with a large momentum compared to the magnitude
of the classical vector potential multiplied by the coupling constant. At the beginning,
the expressions for the production rate for the two kinds of particles is derived for an
arbitrary external field in the first order of the classical action. In the case of the gluonic
fluctuations, the background-field method of QCD is applied. From the results found for
general fields the one for vector potentials depending only on kinematical time is extracted.
In order to get a better understanding of the characteristics of these formulas, they are
evaluated for a special uni-directional field which decays exponentially. (A similar form
has already been predicted in the framework of independent numerical calculations.) The
model contains three parameters: the initial magnitude of the gauge field, the coupling
constant, and the time scale on which the field decays. The expected ranges for their values
can be obtained from independent considerations like, for example calculations yielding the
initial energy density. The initial gauge field strength should have a value between 1 and
2 GeV. The smaller value corresponds more to a situation expected to be found at the
Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) at the Brookhaven National Laboratory (BNL). For
the coupling constant (g) one finds 1.4 (LHC) and 2 (RHIC) respectively. The decay time
scale should be between 0.1 and 1.0 fm/c. For the parameters chosen within these intervalls
the following observations can be made: The production rate is oscillatory in time with a
decreasing amplitude for later times which is due to the decay of the field. The frequency of
the oscillations is faster for higher particle energies. They represent a characteristic quality
for the process of particle production which can be traced back to Heisenberg’s uncertainty
principle. In order to obtain a measure for the net production, the rate is integrated over
time. The integration yields a function of the momenta with a single peak in the low-
momentum region. Within the range of validity of the perturbative approach, for high
energies it is a strictly monotonously decreasing function of the momenta. One observes
that for different values of the parameters there exist situations where the production of

quark-antiquark pairs dominates over that of pairs of gluonic fluctuations. On the other
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hand, situations can be found where there are more bosons created than fermions and
antifermions. The bosonic fluctuations are favoured with respect to the fermions for larger
values of the initial gauge field strength, the coupling constant, or the decay time scale and
vice versa. Therefore, none of the species can be neglected from the beginning. For a reliable
answer, self-consistent calculations are needed which yield for example the time scale.

A corresponding calculation necessitates a non-perturbative description of at least the
soft fermions. Additionally it is very important for the hadron spectra to know the distribu-
tion of the quark flavours. The necessary propagator can be obtained by solving the Dirac
equation in an external field. In this thesis the exact expression for fields varying arbitrarily
in time is derived. The solutions in the form of path-ordered exponentials correspond to
the retarded or the advanced propagator. They contain the information on the expectation
value of number of produced pairs but not on the probability for the production of one pair.
In the case of lowest-order perturbative calculations, the two numbers — the expectation
value and the probability — are equivalent. After the full solution has been obtained, various
approximation schemes are proposed for different domains, in order to find out into which
the situation under consideration falls. There are approximations in the ultraviolet (pertur-
bative), the infrared, and the Abelian (commutative) regime. The commutative propagation
can be interpreted as propagation with the mean canonical momentum. Contrary to that,
in the perturbative approach, the propagation is always performed with the asymptotic mo-
mentum. There, in higher orders, only more and more interactions with the field are taken
into account.

The exact expression and the lowest orders of the different approximation schemes are
evaluated in the presence of the model field with the same parameters like before. For the
smallest values of the initial gauge field strength, coupling constant, and/or decay scale,
the ultraviolet approximation is still acceptably close to the full, even if the infrared and
the Abelian approximation are slightly better. For the largest values of the parameters
only the commutative approach stays close to the exact value. Here, the largest differences
are observed for small momenta. This is the regime which is least Abelian. If one wanted
to perform self-consistent calculations without having to deal with the full solution, the

commutative would be the method of choice. All the results obtained in this context for
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QCD are equally applicable in quantum electrodynamics or in the case of combined effects
of both theories together like the photoproduction of quarks and antiquarks.

The calculations presented in this work concern quantum effects of the first order in the
uncompensated coupling constant. The phenomena beyond the classical gluonic field com-
prise the production of fermion-antifermion pairs as well as of pairs of bosonic fluctuations.
In higher orders of the coupling constant which are not compensated by powers of the clas-
sical vector potential further terms arise in the various equations. Their influence could be
studied in detail. However, for the situation under consideration they are suppressed by
another power of the coupling constant. Hence, these modifications would be of importance
only if they lead to entirely new and qualitatively different effects.

The classical gauge field contains the dominant portion of the gluons. The results in this
thesis describe the principal contribution to the production of fermions and antifermions in
the presence of time-dependent fields. Additional to the explicitly discussed approximation
schemes the general resummation formula provides the means for the derivation of arbitrary
approximations. In the course of the derivations the full fermionic propagator has been ob-
tained in a time-dependent field. Thus, the application to the problem of particle production
in an ultra-relativistic heavy-ion collision constitutes merely a very special one in view of
the information included in this correlator. In the case of a non-quantised time-dependent
bosonic field said Greens function solves the generating functional in the stable and in the
unstable vacuum. Beyond that, quantities like expectation values for quark condensates or

scattering processes off the field could be treated exactly, to name only a few examples.
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