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Die Mathematik ist dem Liebestrieb nicht abtrdglich.

Paul M&bius (1853 - 1907), Verfasser von
»Der physiologische Schwachsinn der Frau“

Einleitung

Arithmetische Fuchssche Gruppen sind diskrete Untergruppen der PSL(2,R),
deren Elemente durch gewisse ,,arithmetische® Konstruktionen gewonnen wer-
den (das wohl bekannteste Beispiel ist die PSL(2,7Z)). Sie stehen aufgrund
ihrer zahlreichen Verbindungen zur Zahlentheorie und ihrer geometrischen
Eigenschaften im besonderen Interesse der Forschung. Hier lassen sich exem-
plarisch folgende Resultate nennen: Die Fourierkoeffizienten der automorphen
Formen arithmetischer Gruppen weisen vielfaltige Beziehungen zu wichtigen
zahlentheoretischen Funktionen auf bzw. verfiigen iiber spezielle algebraische
Eigenschaften; die Riemannschen Flachen R, die eine arithmetische Gruppe
als Uberlagerungsgruppe besitzen, lassen sich durch ihr Lingenspektrum (das
heifit durch die Langen geschlossener Geodatischer auf R) eindeutig klassifi-
zieren.

Man weif} jedoch, dafl es nur jeweils endlich viele verschiedene arithme-
tische Fuchssche Gruppen einer Signatur (d.h. einer gewéhlten Prasentie-
rung) gibt. Nach einem Resultat von Paula Cohen und Jiirgen Wolfart [5]
besitzen aber wenigstens die automorphen Formen aller (auch der nicht—
arithmetischen) Dreiecksgruppen gewisse arithmetische Eigenschaften der
Modulformen arithmetischer Gruppen. Dies ergibt sich aus der sogenannten
modularen Einbettbarkeit der Dreiecksgruppen, die wie folgt erklart ist: Jede
Dreiecksgruppe I, die in der iiblichen Weise via gebrochen—linearer Transfor-
mationen auf der oberen Halbebene H operiert, 1a83t sich in natiirlicher Weise
als Untergruppe einer arithmetischen Gruppe A ansehen, die ihrerseits auf
einem Produkt oberer Halbebenen H" operiert (zur genauen Charakterisie-
rung dieser Operation siehe Definition 1.1 dieser Arbeit). Bezeichnen wir mit
f: T — A diese Inklusionsabbildung, so ist f sogar mit der Operation von
I' auf H und der Operation von A auf H" holomorph vertréglich, das heifit,
es existiert eine holomorphe Abbildung F' = (id, fs,..., f,) : H — H" mit:

Fv(z)=f()(F(2)

fir alle z € H und alle v € T'. Insbesondere induziert dieses F' eine (Quo-
tientenraumabbildung F' zwischen der Riemannschen Flache '\H und der

Shimura—Varietat A\H",
T T\H — A\H.
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Es besteht die starke Vermutung, dafl keine weiteren Fuchsschen Gruppen,
das heifit Fuchssche Gruppen, die weder selbst schon arithmetisch noch Un-
tergruppe einer Dreiecksgruppe sind, eine solche modulare Einbettung erlau-
ben. Die vorliegende Arbeit 16st dieses Problem nicht vollstdndig, nennt aber
eine ganze Reihe verschiedener starker Einschrénkungen, denen eine solche
Gruppe notwendigerweise unterworfen wére und kann damit die modulare
Einbettbarkeit von symmetrischen Vierecksgruppen einiger spezieller Signa-
turen generell ausschlieflen.

Im einzelnen ist die Arbeit wie folgt aufgebaut: Wir fithren zunéchst den
auf Schmutz Schaller/Wolfart [14] zurtickgehenden Begriff der semiarithmeti-
schen Fuchsschen Gruppe ein: Bezeichnen wir mit ['* die von allen Quadraten
von Elementen aus [' erzeugte Untergruppe und mit Tr (I'?) die Menge aller
Spuren von Elementen aus I'?, so nennen wir eine cofinite Fuchssche Gruppe I
semiarithmetisch, wenn der Spurkérper Q (Tr (I'?)) gewissen arithmetischen
Bedingungen gentigt (Definition 1.3). Es 148t sich leicht einsehen, daff mo-
dular einbettbare Fuchssche Gruppen immer semiarithmetisch sein miissen
(vgl. auch Bemerkung (i) am Ende des ersten Abschnittes).

Der darauffolgende Abschnitt ,,Spurkérper und Definitionskérper® dehnt
zunéchst (Satz 2.5) das von Takeuchi [16] fiir cofinite Fuchssche Gruppen be-
kannte Resultat Q (Tr (T'?)) = Q(¢r? (v) |y € I') auf eine groBere Menge von
Untergruppen der PSL(2,R) aus (die inshesondere alle, auch nicht—cofinite,
Fuchssche Gruppen umfafit) und widmet sich abschlieflend der Frage, un-
ter welchen Voraussetzungen sich eine gegebene Fuchssche Gruppe geeignet
in der PSL(2,R) konjugieren 148t, so dafl die Eintrage aller Matrizen aus-
schlieflich im Spurkérper Q (Tr (I')) liegen (Satz 2.10). Die Ergebnisse dieses
Abschnitts sind eher peripher und werden fiir den Beweis der Hauptresultate
dieser Arbeit nicht benétigt.

Anschliefend stellen wir symmetrische Fuchssche Gruppen I' vor (Defini-
tion 3.2), das heiit Gruppen, die (wie z. B. alle Dreiecksgruppen) mit Index
2 in einer Gruppe S (I') enthalten sind, die von hyperbolischen Spiegelungen
erzeugt wird. Fiir die zugehorigen Riemannschen Flachen I'\H bedeutet dies,
daf sie isomorph zur komplex konjugierten Riemannschen Flache sind; bei
symmetrischen Vierecksgruppen I' der Signatur [p, ¢, r,¢] hat es insbesondere
zur Folge, dafl der Isomorphismus

¢ : I\H = P(C),

der 0.B.d.A. so normalisiert sei, daf} die Verzweigungspunkte der Ordnung
p,q und r auf die Punkte 0,1 und oo abgebildet werden, den vierten Ver-
zweigungspunkt der Ordnung ¢ auch auf eine Punkt der reellen Achse abbil-
det. Symmetrische Vierecksgruppen der Signaturen [2,2,2,¢] betrachten wir
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hierbei noch genauer, fiir die wir leicht zu verifizierende Kriterien fiir Semi-
arithmetizitat bzw. Arithmetizitat herleiten (Korollar 3.7 bzw. Satz 4.18).
Im letzten Abschnitt ,Modulare Einbettungen® beweisen wir zunachst
eine Verschiarfung eines Resultates von Schmutz Schaller/Wolfart [14], wo-
nach bei modular einbettbaren Fuchsschen Gruppen algebraische Konjuga-
tion stets die Spuren aller hyperbolischen Elemente betragsméfig verringert
(Satz 4.11). Danach kommen wir schlieBlich zu den Hauptresultaten die-
ser Arbeit: Modulare FEinbettbarkeit einer semiarithmetischen Fuchsschen
Gruppe I ist nach Schmutz Schaller/Wolfart [14] gleichbedeutend mit der
Existenz von Funktionen, die die obere Halbebene in sich abbilden und ei-
ne spezielle Funktionalgleichung fiir alle Elemente aus I'? erfiillen. Genauer
gesagt, muf fiir jede nicht—triviale Einbettung o : Q(Tr(I'?)) — R mit
o (Tr (I'?)) € [—2,2] eine holomorphe Funktion f¢ : H — H existieren mit:

ffovy(z)=0c(y)o f7(z), fiir alle 2 € H und alle v € T"?

(o () bezeichne dabei die Matrix, die durch simultane o—Konjugation aller
Matrixeintrage aus v hervorgeht). Wir zeigen zunéchst, dafl unter gewissen
Voraussetzungen an die Gruppe diese Funktionalgleichungen dann automa-
tisch fiir alle Elemente v € I', im Fall von symmetrischen Fuchsschen Grup-
pen sogar fiir alle v € S (I') giiltig bleiben (Satz 4.16). Bei symmetrischen
Fuchsschen Gruppen stellt dies starke Anforderungen an das Verhalten dieser
Funktionen auf dem Rand des Fundamentalbereichs. Im Fall von symmetri-
schen Vierecksgruppen fiihrt es insbesondere in der Regel dazu, daf} die Exi-
stenz einer modularen Einbettung dquivalent ist zu der Existenz erweiterter
Riemannscher Abbildungen, die gewisse hyperbolische Vierecke seiten— und
eckentreu aufeinander abbilden (Korollar 4.25). Dies erlaubt es uns, wie schon
zu Anfang der Einleitung erwéhnt, die modulare Einbettbarkeit von nicht—
arithmetischen symmetrischen Vierecksgruppen der Signaturen [2,2,¢,¢] und
[2,2,2,t], wobei t € {3,4,6}, generell auszuschliefen (Korollar 4.26).

Den Abschlufl dieser Arbeit (Satz 4.28) bilden konkrete Beispiele von
nicht—arithmetischen symmetrischen Vierecksgruppen, die alle in Korollar
4.25 bewiesenen notwendigen Kriterien fiir modulare Einbettbarkeit erfiillen.
Bei ihnen héngt die modulare Einbettbarkeit also nur noch von der Exi-
stenz der oben erwdahnten Riemannschen Abbildung ab. Es gibt eine Reihe
numerischer Verfahren (siehe z. B. Bjgrstad/Grosse [3], Howell [7]), die die
Riemannsche Abbildung vom Einheitskreis auf ein gegebenes Kreisbogenviel-
eck beliebig genau zu approximieren verméogen. Mit Hilfe dieser Verfahren
lieBle sich also im konkreten Einzelfall jeweils zumindest bestimmen, welche
Gruppen nicht modular einbettbar sind. Da eine solche Vorgehensweise das
Problem aber schon fiir die unendlich vielen verschiedenen in Satz 4.28 auf-



gefithrten Gruppen nicht zu 16sen vermag, erscheint mir dieser Ansatz auf
Dauer nicht sehr befriedigend, so dafl hier weiterer Forschungsbedarf besteht.



1 Definition semiarithmetischer Fuchsscher
Gruppen

Wer sich keinen Punkt denken kann, der ist einfach zu faul dazu.
Mathematiklehrer Brennecke
in Wilhelm Buschs (1832-1908) ,,Eduards Traum®

Definition 1.1
(i) Mit H sei die obere Halbebene bezeichnet, H := {z € C|Im(z) > 0}.
(ii) (siehe z. B. A. Borel /Harish— Chandra [1]) Sei K ein total-reeller Kérper
vom Grad n = [K : Q] und oy bezeichne die Identitéat:

o1 K —R.

Sei A eine Quaternionen—Algebra iiber K dergestalt, dafl sich die ersten r
(r > 1) der n Einbettungen

it K —=R,i1=1,...,n,

zu Einbettungen von A in die Matrixalgebra M (2, R) fortsetzen lassen, wih-
rend die restlichen n — r Einbettungen o,44,...,0, zu Finbettungen von A
in die Hamilton— Quaternionen—Algebra fortsetzbar sind.

Sei O eine Ordnung in A und definiere:

U:={€0|e0=0undn(e) =dete =1},

dabei sei n(e) die reduzierte Norm. Definiere I'(A, O) := o(U) C SL(2,R).

Die Operation von ['(A, O) auf H" sei komponentenweise definiert:
(21,00, 2) = (01(8)z1, .00 (€)2),

wobei z; — o;(€)z;,0 = 1,...,r, dieiibliche Operation durch linear—gebroche-
ne Transformationen sei.

(iii) Eine Untergruppe H der SL(2,R) wird eine auf H" operierende arith-
metische Gruppe genannt, wenn sie zu einer oben definierten Gruppe I'( A, O)
kommensurabel ist (zwei Gruppen GG und G’ heilen kommensurabel, wenn
ihr Schnitt G N G’ endlichen Index sowohl in G als auch in G hat). Haufig
wird aber auch das kanonische Bild A von H in der PSL(2,R) so bezeichnet.

Im Fall » = 1 nennen wir H eine arithmetische Fuchssche Gruppe.

Bemerkung: Nach Shimura [15] gilt: ['(A, O) operiert diskontinuierlich auf
H", und der Quotientenraum I'(A, O)\H" hat endliches Volumen. Im Fall
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r = 1 ist eine arithmetische Gruppe I' also eine diskrete Untergruppe der
PSL(2,R). Eine Einfithrung in das Thema der arithmetischen Fuchsschen
Gruppen ist z. B. in Katok [10] zu finden.

Auf Takeuchi [16] geht folgende &quivalente Definition arithmetischer
Fuchsscher Gruppen zuriick:

Definition 1.2

(i) Sei I' eine Untergruppe der PSL(2,R). Dann verstehen wir unter der
Gruppe I'? die von allen Quadraten von Elementen aus I' erzeugte Unter-
gruppe von I', also: ['? := <~?|y € I'>.

(ii) Sei PS*L(2,R) definiert als PS*L(2,R) = S*L(2,R)/{+id}, wobei
S*L(2,R) die Gruppe der reellen 2 x 2—Matrizen mit Determinante +1 be-
zeichne. Bekanntermaflen ist P.S*L(2,R) isomorph zur Gruppe der Isometri-
en der oberen Halbebene lsom (H).

(iii) Zu einer Untergruppe I' C Isom (H) = PS*L(2,R) definiere die
Spurenmenge Tr(I') durch

Te(l) == {[tr(y)[ : v € T},
dabei sei tr(y) die Spur von v € PS*L(2,R).
(iv) Eine Fuchssche Gruppe I' wird cofinit genannt, wenn die zugehorige
Riemannsche Flache I'\H endliches Volumen hat.
(v) Eine cofinite Fuchssche Gruppe ist eine arithmetische Fuchssche Grup-
pe genau dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) K = Q(Tr(I'?)) ist ein Zahlkérper endlichen Grades n = [K : Q] und
Tr(I'?) ist in dem Ring der ganzen Zahlen Ok von K enthalten.
(2) Sei o; eine der n Einbettungen von K in C, und sei o; nicht die Identitét.
Dann gilt fiir alle v € I'%:

ai ([tr(y)]) € [=2,2].

Bemerkungen:
(i) Die Untergruppe I['? ist Normalteiler in T’ wegen

" (H %2) o= [T "),
=1 =1
Ist I' endlich erzeugt (was beispielsweise fiir cofinite Gruppen I' immer erfiillt
ist), so hat I'? endlichen Index in I', und da alle Elemente in I'/T? offensicht-
lich Ordnung 2 zwei haben, folgt mit dem Hauptsatz iiber endliche abelsche
Gruppen: ['/T? = (Z/2Z)".



(ii) Bedingung (2) in obiger Definition (v) impliziert: Q(Tr (I'?))ist ein
total-reeller Korper.

Im Hinblick auf die zweite Definition arithmetischer Fuchsscher Gruppen
erscheint folgende Verallgemeinerung natiirlich:

Definition 1.3 Eine cofinite Fuchssche Gruppe I' wird semiarithmetisch
genannt, wenn K = Q(Tr(I'?)) ein total-reeller Zahlkérper vom Grad
n = [K : Q] ist und wenn Tr(I'?) im Ring der ganzen Zahlen Ok von K
enthalten ist. I' wird strikt semiarithmetisch genannt, wenn I' nicht arithme-
tisch ist.

Fiir d&quivalente Charakterisierungen semiarithmetischer Fuchsscher Grup-
pen siehe Schmutz Schaller/Wolfart [14].

Im folgenden betrachten wir eine besonders interessante Klasse semiarith-
metischer Fuchsscher Gruppen.

Definition 1.4 Sei I' eine cofinite Fuchssche Gruppe, fiir die eine natiirliche
Inklusionsabbildung

2= A
in eine auf H" operierende arithmetische Gruppe A und eine mit den Grup-
penoperationen vertriagliche holomorphe Einbettung

F-H—H

existiert, d. h.

F(yz) = f()F(z)
fiir alle ¥ € I'* und alle z € H. Dann wird (f, F') eine modulare Einbettung
genannt, und wir sagen, da} I' modular einbettbar ist.

Bemerkungen:

(i) Modular einbettbare cofinite Fuchssche Gruppen sind immer semi-
arithmetisch, da sie sich sonst nicht in eine arithmetische Gruppe einschlieflen
lassen (siehe Schmutz Schaller/Wolfart [14]).

(ii) Die Beschrinkung auf I'? in der Definition der modularen Einbett-
barkeit resultiert daraus, dafi nur Q (Tr (I'*)), aber i.a. nicht Q(Tr (T)) bei
Ubergang zu kommensurablen Gruppen unverindert bleibt.

(iii) Nach einem Resultat von Cohen/Wolfart [5] sind alle Dreiecksgrup-
pen und ihre Untergruppen endlichen Indexes modular einbettbar, und diese
sind fast alle strikt—semiarithmetisch (Takeuchi [17]).
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(iv) Sei I eine semiarithmetische Gruppe, sei K := Q(Tr (I'?)) und sei o
eine der Einbettungen von K in R. Die Elemente von I'? sind Matrizen in
PSL(2,R), genauer gesagt konnen sie als Matrizen in PSL(2, K') gewahlt
werden, wobei K’ endliche Kérpererweiterung von K ist. Nach Takeuchi
[16] kann man fiir eine geeignete PSL(2,R)-Konjugation von I' den Korper
K' = K(X) wéhlen, wobei A Eigenwert eines beliebigen hyperbolischen Ele-
mentes v € I' ist, also K(X) = K(\/tr2(y) —4) (fiir weitere Moglichkeiten,
K’ zu wihlen, siehe Waterman/Maclachan [18] und beachte das Ende von
Abschnitt 2.3 dieser Arbeit). Somit 148t sich, indem man zu einer Fortsetzung
von ¢ iibergeht, o(v) fiir alle ¥ € I'? definieren (o angewandt auf die einzelnen
Matrixeintrige). Gilt o (Tr (I'?)) € [—2,2], existiert also ein hyperbolisches
¥ e T? mit |o (tr(3))| > 2, so laBt sich insbesondere o durch Wahl von
K' = K(y/tr*(7) — 4) dergestalt fortsetzen, daB auch o (I'?) C PSL(2,R).
Unsere Definition modularer Finbettbarkeit ist also in dem Sinne zu verste-
hen, dafl wir eine cofinite Fuchssche Gruppe I' modular einbettbar nennen,
wenn eine geeignete PSL(2,R)-Konjugation von I' existiert, die die Bedin-
gungen von Definition 1.4 erfiillt.

2 Spurkorper und Darstellungskorper

Folgender Satz erlaubt es, den Ring zu bestimmen, in dem die Spuren aller
Elemente einer cofiniten Fuchsschen Gruppe I' enthalten sind.

Satz 2.1 (Takeuchi [16]) Sei {ay,az,...,a,} eine Menge von FErzeugen-
den einer cofiniten Fuchsschen Gruppe U. Fir jede Teilmenge {i1,,...,1m}

von {1,2,...,n} definiere t = |tr(ai, ...a,)|. Dann gilt:

Te(T) CZ [ty i {1, s oo yim )} C©H{1,2,...,0n}].

Fiir das Rechnen mit Spuren sind einige einfache Formeln sehr niitzlich:
Lemma 2.2 Seien A, B, T € SL(2,R). Dann gilt:

(1) tr(A) = tr(A™)

(2) tr(A)tr(B) = tr(AB)+tr(AB™Y)

(3)  tr(ABAT) = tr(AB)tr(AT)—tr (BT )
Beweis: (1) und (2) lassen sich leicht ausrechnen, und (3) folgt aus (2),
indem man setzt: A" := AB und B’ := AT und beachtet, da} Spuren

konjugationsinvariant sind.
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Wir werden jetzt zunédchst eine andere Darstellung fiir den Spurkérper

Q(Tr (T?)) herleiten:

Lemma 2.3 Seien v1,72,.. ., Y1 € PSL(2,R),n € N, und fir alle n—-
elementigen Teilmengen {i1,12,...,0,} C {1,2,....,n+1} sowie fir alle Vek-
toren (e1,€9,...,6,) mite; € {=1,1} 0 =1,...,n, gelte:

tr (’yfll’yg" .. 755) = 0.
Dann ist n = 1 mod 2,tr(y;) = 0 fir alle ¢ = 1,...,n + 1, und alle
Fizpunkte E; der v;, 1 =1,....,n+ 1, liegen auf einer Geoddtischen.

Beweis: Wir zeigen zunéchst induktiv: n = 0 mod 2 ist nicht moglich.
Induktionsverankerung n = 2:

Angenommen {7 (y172) = tr (1173 ') = 0. Nach Formel (2) aus Lemma 2.2
impliziert dies: tr (1) = 0 oder tr (v2) = 0. Sei 0.B.d.A. tr (y1) = 0; dasselbe
Argument nun angewandt auf tr (y27vs) liefert tr (v2) = 0 oder ¢r(y3) = 0.
Damit ist aber entweder v;v, oder v;7v; die Identitéat oder hyperbolisch, was
in offensichtlichem Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Induktionsannahme:

Sei die Behauptung fiir (n — 2) € N, n gerade, wahr.

Induktionsschritt: n — 2 = n:

Angenommen tr (y192) # 0. Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle (n—2)-
elementigen Teilmengen {i1,...,7,—2} von {3,...,n + 1} sowie beliebiges
€1y En—2 € {—1,1} (benutze erneut Formel (2) aus Lemma 2.2):

5n—2)

tr(yy2)tr(yil o) = ey o) vy, o)

= 04+0=0.

Also: tr(~;!...4;"7?) = 0. Dies steht allerdings im Widerspruch zur Induk-
tionsannahme. Somit gilt doch: ¢r (y192) = 0. Analoge Schliisse ergeben:

tr (’yf“y?) =0 fir alles # 5,1 <4,5 <nund ¢;,¢; € {—1,1} beliebig,

woraus sich auf dieselbe Weise wie in der Induktionsverankerung ein Wider-
spruch herleiten 1483t.

Es bleibt zu zeigen: fiir n = 1 mod 2 gilt tr(y;) = 0 fir ¢ = 1,2,...,n 4+ 1,
und alle Fixpunkte der ~;, ¢« = 1,...,n + 1, liegen auf einer Geodétischen.
Wir fithren nochmals Induktion.
Induktionsverankerung n = 1:

Hier ist nichts zu zeigen.
Induktionsannahme:
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Sei die Behauptung fiir (n — 2) € N, n ungerade, wahr.
Induktionsschritt n — 2 = n:

Unter Verwendung des oben Bewiesenen kénnen wir eine (n—1)—elementige
Teilmenge {i1,72,...,0,-1} C{2,...,n+1}unde; € {—-1,1},0=1,...n—1,
so wéhlen, daf

tr <72€117’L€22 c 72;7::1> % 0'

Damit gilt:

tr (71) tr <72€11 c 726:__11> = tr <7172€11 c 726:__11> —I_ tr <7172:16_7;_1 c 72:61>
— 04+0=0,

woraus wir erhalten: ¢r(v1) = 0. Analog 148t sich folgern: ¢r(~;) = 0, fiir
1=2,...,n+ 1.

Um die letzte Aussage iiber die Lage der Fixpunkte zu beweisen, be-
trachten wir zunachst den Fall n = 3. Nach Voraussetzung bzw. dem bisher
Bewiesenen ist

tr(my2ys) = tr () = tr(v2) = tr(v3) = 0.

O.B.d.A. sei 71 # 72, also ist v1y2 ein hyperbolisches Element, dessen Achse
die eindeutig bestimmte Geodatische durch die Fixpunkte von v, und ~; ist.
Desweiteren sei 0.B.d.A.

A0 a  *
7172:<0 )\_1>,)\7§0,:l:1, und 73:<* —a>'

Wegen ¢r (v17273) = a (A — A™!) = 0 erhalten wir @ = 0, was gleichbedeu-
tend damit ist, daf} sich der Fixpunkt von ~3 auf der imaginédren Achse, also
der Achse von 7,73, befindet. Wendet man dieselbe Argumentation nochmals
auf v1,79,7v4 an, so ergibt sich die Behauptung.

Sei jetzt n > 3 und wiederum o.B.d.A. v # 73. Sei auBerdem i mit
3 <1 < n+1 beliebig und {iy,i2,...,7,—3} C {3,4,...,n 4+ 1}\{i} sowie
€1,82,...,8n—3 € {—1,1} so gewidhlt, daf}

tr (30 ) £ 0

(dies ist wieder nach dem ganz zu Anfang Bewiesenen moglich, da
n — 3 =0 mod 2). Dies impliziert:

Cin_3

tr (71927 tr <’fo1va2 ---%L’iﬁ) = tr <7172%’VZ”722 Y > +

tr <7172%’7;_1§_3 v T ’Y;%)
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und damit ¢r (y1v27:) = 0, woraus wir wie oben erhalten: der Fixpunkt von
~i liegt auf der Geodétischen durch die Fixpunkt von 4, und ~,.
O

Lemma 2.4 Sei I' eine Untergruppe der PSL(2,R) und sei G C H eine
Geoditische dergestalt, daf fir die Menge M := {z € H| z ist Fizpunkt eines
elliptischen Elements v € I' der Ordnung 2} gilt: G N M ist diskret in H.
Enthilt G N M mehr als einen Punkt, so wdihle Ey, € G N M beliebig und
FEy € GNM mit d(Ey, Ey) > 0 minimal (dabei bezeichne d den hyperboli-
schen Abstand). Sei E; der Fizpunkt von ~;, 1 = 1,2. Dann gilt:

MNG={zeH|z=(ym) (E)keZ,i=1,2]}.

Beweis: Sei 0.B.d.A. GG die imaginédre Achse und K| = 1a, a > 0, sowie Fy =
tb, b > a. Sei z € G N M beliebig gewdhlt. Da v := 7427, ein hyperbolisches
Element mit Achse G ist und v(Ey) = v2(Ey) = ib*/a, gibt es ein k € Z mit:

v¥(2) = iz, wobeia < x < b*/a.

Falls @ = @ oder = b, so ist nichts mehr zu zeigen. Wegen der Minimalitat
von d(Ey, E3) ist @ < x < b nicht méglich und auch b < x < b*/a fithrt auf
einen Widerspruch, da dies implizieren wiirde:

Y2(iz) =iy, mita <y <b,

wobei auch y;(iz) = 727%(2) Fixpunkt eines elliptischen Elementes der Ord-
nung 2 in ' wére.

O

Satz 2.5 Sei I' eine Untergruppe der PSL(2,R), in der entweder

(i) alle elliptischen Elemente v € T? der Ordnung 2 (soweil iiberhaupt
vorhanden) die Gestalt haben: v = v,%, y1 € T, oder

(ii) mit M :={z € H|z ist Fizpunkt eines elliptischen Elementes~ € I’
der Ordnung t =0 mod 4} gilt fiir jede Geodditische G C H:

G N M ist diskret in H

(diese Bedingung ist z. B. in einer Fuchsschen Gruppe immer erfillt).
Dann ist:

Q(Tr(I?) = Q(tr*(y)|y e T).
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Beweis: Da fiir alle v € I' die Spur ¢r(y) nur bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmt ist, miifite im folgenden eigentlich immer von [tr(+)| anstatt von
tr(v) die Rede sein. Um der besseren Ubersichtlichkeit willen wurde aber
darauf verzichtet.

Wegen tr?(y) — 2 = tr(+?) fiir alle v € I' (dies folgt z. B. aus Formel (2) von
Lemma 2.2 mit A = B) erhélt man sofort:

(1) K:=Q (trz(’y)h € F) C Q(Tr (I?)).

Alle v € I'? lassen sich darstellen als: v = [[7? mity, € [, 1 = 1,2,...,n.
=1
Wir fithren im folgenden Induktion tiber die Anzahl n der Faktoren ~;, um

die umgekehrte Inklusion von (1)zu zeigen.

Induktionsverankerung n = 1:

tr(y?) € K = Q(¢r*(y)|y € ) folgt wieder aus tr*(y) — 2 = tr(y?).
Induktionsverankerung n = 2:

Seien vy, v, € I', dann gilt unter Verwendung der Formeln aus Lemma 2.2:

tr(vivs) = tr(mvm)
= tr () tr(yam) = tr (e ' )
= ¥ (yy) —tr (myr ) tr (2) + tr (s ')
= tr¥(my2) — tri(y2) + tr(m)tr(ys ') — tr (20 ')
= 2tr(ny)tr(y ) b+t () — i (y2) — tr(a7)

= [{trnm) 40 (7)Y = 2 0m) — 2 (37 )|

+tr¥(1172) — tr¥ () — tr(57)
= Hur?(y)tr*(v2) — tr¥(ny2) — tr? (') 4 ()
—tr¥(y2) — tr(y7) € K.
Induktionsannahme:

Sei die Behauptung fiir alle m € N mit m < n wahr.

Induktionsschritt n = n + 1:
n+1
Seiy el mity= [ mity, €T, i=1,2,...,n+1,n > 2.
=1

1. Fall: Es existiert eine Teilmenge {i1,12,...,1,} C {1,2,...,n+1} sowie
E1,82,...,&p € {—1, 1} mit:

tr (72»215172»2;2 .. ’yfj") # 0.

Behauptung: tr(y) € K < tr (7,372216172»2;2...72»2:"> € K, dabei sei

(kY ={1,2, ... 0+ 1N\ {ir, ... 00 )

13



Beweis der Behauptung: Wir nehmen 0.B.d.A. an: £ =n + 1. Wegen

tr(y) = (W Yo% Vi)

t 2 2 2 2 2 t 2 o

= T(’Yﬂ-z SRS T R SIS I e ) T(%’-H)
(Ve - Vet YY)

= tr(%a-z .. -724-1712 .. -%’2—1%'2)”(%24-1) -
tr(vhe - Yot - ve)tr () +

2 2 2 2 2 -2

(Vo Y Vi - Viea Vg Vi)

= tr(%a-z . -724-1712 . -%’2—1%'2)”(%24-1) -
(Vi vt Ve () +
tr(72'2+2 = '72+1712 - -%’2—1’72'2+1)t7“(’7¢_2) -
(Ve vt Y Yind)

gilt nach Induktionsannahme:

tr(y) € K & tr(vf .. AL viuvivbe - vii) €K,

und da die Transpositionen benachbarter Elemente die symmetrische Gruppe
S, von n Elementen erzeugen, erhalten wir damit sogar fiir alle Permutatio-
nen w € S,:

tr(y) e K & tr(72+1772r(1)%2r(2) . .’yi(n)) € K.

Wir teilen jetzt die Menge {i1,...,7,} in zwei disjunkte Teilmengen
My ={j1,..., 5} und My = {jis1,..., 7.} auf, wobei i, € My & e = 1.
Dann gilt wegen

tr(72+17]21 .. ‘712171'_1.31 .. .’yj_nz) = tr(72+17]21 .. .’y?l)tr(’yj_lfl .. .’yj_nz) —
2 2 2 2 2 2
tr(7n+17j1 cee leﬁyjnﬁy]n—l e 7jl+1)

unter Verwendung der Induktionsannahme und der oben bewiesenen ,Inva-
rianz“ unter Permutationen:

tr(y) e K < tr(’yz_l_l’y?l ...7]217]2”7]2”_1 “'7121+1) c K
2 2 2 2 2 -2 -
A tr(7n+17j1 e '7117j1+1 7jl+2 R ) €k

2e1 _ 2e9 2en

&S tr(aver . oy e R

(dies gilt auch, wenn M, leer ist; verwende dann Formel (1) aus Lemma 2.2).

n
. L 2e;
Definiere nun « := H Vi, -
J=1

14



Wegen tr(a) # 0, erhalten wir wieder unter Verwendung der Formeln aus
Lemma 2.2:

tr(yppme) = tr(v st (Yap1@) =t (Yupra ™)
= (’Yn+1)t7“(04’7n+1) —tr(a)
= tr(a){tr(a )tr(%+1)”(0fyn+1)} — tr(a)
= tr (a) [{tr OYp1) + 1 (oz’yn+1>}tr oz’yn_H)] —tr(a)
= l(a) {tr*(@yngr) +tr (avpiy) tr(@ye) | — tr(a)
= l(oz) {Ztr <a7n+1> tr(aynsr) + tr? <a7n+1> + tr (oz’yn_H)}
—%t “Ha) {tr? (avpdy) +tr*(aves) | + T (@)tr? ()

—tr(a)
= %tr "(a) {tr <a7n+1> + tr(oyns1) } +tr7Ha)tr* (ayng1)
—tr(a) — %tr {tr (oz’yn_l_l) + tr (oz’yn_H)}

- tr_l(oé){% trz(a)tTZ(’YnH) +tr*(ayu) =5t (ev,40)

Damit folgt nach Induktionsannahme: tr(y2, o) € K und also auch
ir(y) € K =Q(tr*(y)ly € 1).

2. Fall: Fiir alle Teilmengen {¢1,12,...,7,} C {1,2,...,n + 1} und alle
Vektoren (e1,¢€2,...,8,) mite; € {=1,1},i=1,...n, gilt:

tr (v k) = 0.

Ist Voraussetzung (i) in I' erfiillt, so ergibt sich: o := 43~5...42,, € I"?
ist ein elliptisches Element der Ordnung 2, also: a = 4% mit 4 € I' geeignet
gewdhlt. Somit ist ¢r(y) = tr(473?) und die Induktionsannahme liefert die
Behauptung.

Ist Voraussetzung (ii) in I' erfilllt, so gilt zundchst nach Lemma 2.3:
n = lmod2, tr(y?) = 0 fiir ¢ = 1,2,...,n + 1, und die Fixpunkte der
v? liegen alle auf einer Geoditischen . Nach Lemma 2.4 existieren dann
elliptische Elemente aq, g € I' der Ordnung 2, mit:

722 = (aloQ)ki aj, (aloﬂ)_ki 9 @ = 1727 L + 1 9

wobei k; € Z und j; € {1,2} geeignet gewéhlt. Daraus erhalten wir wegen
n =1 mod 2:

tr(y) = tr ((alag)%), k € Z geeignet gewahlt,

so daf} sich die Behauptung aus der Induktionsannahme ergibt.
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Bemerkung: Takeuchi [16] liefert einen anderen Beweis fiir Satz 2.5 fiir den
Fall, dal I' eine cofinite Fuchssche Gruppe ist.

Wir werden spiter sehen, dal der Normalisator von I'? in der Gruppe
aller Isometrien der oberen Halbebene Isom (H), bezeichnet mit N(I'?), eine
wichtige Rolle bei modularer Einbettbarkeit spielt, so dafl wir uns auch kurz
mit der Spurmenge Tr (N (I'?)) befassen wollen. Hier gilt folgendes:

Satz 2.6 Sei I' eine cofinite Fuchssche Gruppe, Q(Tr (1)) sei ein algebrai-
scher Zahlkorper. Dann ist auch Q(Tr (N(I')))ein algebraischer Zahlkorper;
insbesondere existiert eine geeignete Konjugation von I' in der PSL(2,R), so

dafy simtliche Matrizen in N(I') Fintrdge in einem algebraischen Zahlkérper
L besitzen mit [L: Q(Tr ()] <2- A INT):T]=1

Beweis: Nach Takeuchi [16] wihle eine geeignete Konjugation von I in der
PSL(2,R), so daB I" ein hyperbolisches Element v = (0 \— 1) A > 1 enthélt
und I' C PSL(2,K) mit K = Q(Tr(I'),A). Sei nun 4 € N(I'), o.B.d.A.
¥ € PSL(2,R) (ansonsten schlieBe analog). Mit 4 = (* b) erhalten wir:

N adX —beA™t  ab(A7t =)
T T ed(A =AY adA! = bed

) € PSL(2, K).

Somit gilt: ab,ed € K, und durch Betrachten von 47'~44 erhilt man
ebenso: bd,ac € K. Im folgenden miissen wir nun verschiedene Félle unter-
scheiden:

) a,d=0=c=—b"', Wihle (;g) €T mit g %0

(e _ (b =g :
= 7<gh>7 = (_fb_2 ! )EPSL(Q,A).

Folglich gilt: * € K, also ¥ € PSL(2, K(b)) und [K(b) : K] < 2.
(i) b,c =0 = d = a~'. Wihle wiederum <; i) €' mit g #0

(el _ a*f
= ’Y(gh)’Y = ( h )EPSLQA

Folglich gilt: a2 € K, also ¥ € PSL(2, K(a)) und [K(a): K] < 2.
(iii) @ = 0,d # 0. Wegen cd, db € K erhalten wir cddb = —d* € K und
folglich ¥ € PSL(2, K(d)) sowie [K(d) : K] < 2.
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(iv)b=0,c# 0 oder d =0,c # 0 oder ¢ = 0,b # 0. Schliefle analog zu
(iii), daB stets ¥ € PSL(2, K') mit [K': K] < 2.
(V) a,b,e,d # 0. Wegen ab, cd,bd € K erhalten wir abed = ad(ad—1) € K,
adab(bd)™' = a* € K(ad) und folglich ¥ € PSL (2, K(a)) sowie
[K(a): K] <4.

Sei nun R = {id, 41,72, .., €in Reprasentantensystem von N(I')/ T,
dann folgt die Behauptung wegen [K : Q(Tr(I'))] < 2 und N(I') =
<I',%1,%2,-+.,7. > unmittelbar aus den vorangegangenen Uberlegungen.

O

Korollar 2.7 Sei I' eine cofinite Fuchssche Gruppe, Tr(I'?) C Ok, dem
Ring ganzer Zahlen eines algebraischen Zahlkérpers K. Dann gilt fir
die Spurmenge Tr(N (I'?)) des Normalisators von T'* in der Isom(H):
Tr (N (I?)) C Op, dem Ring ganzer Zahlen eines algebraischen Zahl-
kérpers L mit [L : Q(Tr (I'?))] < 2- 4INI)TF-1,

Beweis: Nach Satz 2.6 bleibt nur noch zu zeigen: Alle Spuren in Tr (N (I'?))
sind ganz. Sei nun 4 € N(I'?), 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf
¥ € PSL(2,R), denn ansonsten ist 4* € N (I'*) N PSL(2,R) und wegen
tr(?) = tr(%)* + 2 geniigt es dann zu zeigen: tr(%?) ist ganz.

Falls 7 elliptisch oder parabolisch ist, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei
also 4 hyperbolisch. Da [N(I'?) : I'!] < oo existiert ein n € N mit: 4" € T2
Sei 0.B.d.A. A > 1 so gewihlt, dafl tr(7) = A + A~'. Folglich:

tr(3") = A"+ A" € Ok.

Daraus ergibt sich sofort: A, A\™! sind ganz und somit auch ¢r(7).

O

Abschlieflend wollen wir uns nun noch der Frage zuwenden, wann eine Un-
tergruppe I der PSL(2,R) eine Darstellung in ihrem Spurkérper besitzt, das
heifit unter welchen Voraussetzungen eine geeignete P.SL(2,R)-Konjugation
von I' existiert, so dafl die Koeffizienten aller Matrizen in I' in Q(Tr ("))
liegen. Dazu benétigen wir zunéchst folgendes

Lemma 2.8 Seien A, B, A, B" € SL(2,R) mit tr (A’B’A’_IB’_1> #+ +2
sowie tr (A) = tr(A'), tr(B) = tr(B') und tr (AB) = tr (A'B’). Setze
a = (;9); dann existiert ein v € SL(2,R) mit (y Ay, vB'y7') € M,
wobet

M= {(“476) ) (A_176_1> ) (OéAOé_l,OéBOz_1> , (oz A_loz_l,ozB_loz_1>} .

17



Beweis: 1.Fall: A, A" sind parabolisch, 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf

1 1 a b
AZ(O 1>undB:<c d>'

Wihle zunéchst v, € SL(2,R) mit:

_ 1+£1 _ a b
71"4/711:<0 1) und 716/711:(0/ d/)

Wegen tr(B) = tr (B’) und tr(AB) = tr (A'B’) erhalten wir daraus un-
mittelbar: ¢ = £¢. Da nach Voraussetzung die Spur des Kommutators
tr (.A’B’A’_IB’_1> # £ 2 ist, gilt zwingend: ¢ # 0, so daf} eine erneute Konju-

gation mit v, := (é *), wobei p definiert sei als: p := (a — a’) ¢™*, falls ¢ = ¢,

bzw. i := (¢’ — d) ¢, falls ¢ = — ¢, liefert:

Yy Ay = A und Bty =B
bzw.

Yy Ayt = AT und ey Byt =BT

2.Fall: A, A" sind hyperbolisch; sei zunéchst

A0 a b
AZ(O )\_1>,0.B.d.A.)\>1, und Bz(c d>'

Wihle v; € SL(2,R) mit:
! b/
71“4/71_1 = A und 716/71_1 = ( Ccl/ d' ) .

Wegen tr (B) = tr (B’) und tr (AB) = tr (A’B’) erhalten wir daraus unmit-
telbar: @ = o, falls Ay = A7 bzw. a = d, falls Ay = A7L Da
nach Voraussetzung die Spur des Kommutators t¢r (A’B’A’_IB’_1> # £+ 2 ist,

w 0

gilt zwingend: b,b" # 0, so daf eine erneute Konjugation mit v := <0 -1 )

wobei i definiert sei als: p := |b/b'|"/? bzw. p := |b/b]'/2, liefert:

Yoy Ayt = A und Byt € {B.aBa™t
bzw.

Yy At = AT und Byttt e (BT aB e

Fiir beliebiges A erhélt man die Behauptung durch Anwenden der obigen
Uberlegungen auf eine geeignete S L(2, R)-Konjugation von A (die A auf die
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Form (3 A0_1> bringt) unter Beachtung der Tatsache, daf o im Normalisa-

tor der SL(2,R) in der SL(2,C) liegt und (A ?,) bei a—Konjugation sogar

0 A-1
invariant bleibt.

3. Fall: A, A" sind elliptisch, 0.B.d.A. konnen wir im Einheitskreismodell

arbeiten und annehmen, dafl

i0
A:<€O e?w)UHdB:(
! /
Y Ayt = AT und 4 BlyTt = ( ¢ % > :

ol
QA o

Wihle zunéchst v, mit:
c/

Wegen tr (B) = tr (B’) und tr (AB) = tr (A'B’) erhalten wir daraus unmittel-
bar: a = d/, falls vy A'y7t = A7Y bzw. a = o/, falls v, A’y = A7L. In jedem
Fall impliziert dies unter Benutzung der Determinantenbedingung |¢| = |/|.
Da nach Voraussetzung die Spur des Kommutators ¢tr (A'B'A B ™") # 42
ist, gilt zwingend: ¢, ¢ # 0, so dafl ein eindeutiges 6 im Intervall [0, 27) exi-
stiert mit:

dexp (i) =c bzw. dexp(if) = —c.

Li6/2

0 6_,09/2> liefert dann:

Konjugation mit v := <

YAy P =A und B4y =B
bzw.
YAyt =AY und 4Byt =B
[

Korollar 2.9 Seien A,B, A", B" € SL(2,R); dann gilt unter den gleichen
Voraussetzungen wie in Lemma 2.8: A" und B’ lassen sich simultan so in der
SL(2,R) kongugieren, dafi ihre Konjugate Fintrdge in demselben Korper wie
A und B haben.

O

Satz 2.10 Sei ' eine Untergruppe der PSL(2,R). Seien o, € I' mit
[tr (aBa™ B | # 2, und seien A, B € SL(2,R) Reprdsentanten von o bzw.
B. Setze a :=tr (A),b:=tr(B) und ¢ := tr (AB). Dann hat I genau dann
eine Darstellung im Spurkorper K := Q(Tr (1)), wenn die Gleichung

a2—|—bz—|—cz—abc—4:(4—a2>:1;2—|—y2

eine Lésung (z,y) € K? besitzt.
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Beweis: Wir fithren den Beweis in der SL(2,R) und damit fiir A sowie B
und benutzen hierbei eine Idee von Waterman/MacLachlan [18] (Beweis von
Theorem 2). Angenommen, ' besitze eine Darstellung in K. Dann kénnen
wir durch eine geeignete SL(2, K')-Konjugation erreichen, daf

B 0 A (e f
A—(_)\_l a) und B-(g h)’

wobei A\;e, f,g,h € K, A\#£ 0 und e+ h = b.
0.B.d.A. sei g # 0, denn ansonsten wéhle ¢ € Q mit A(q) & {¢, 00} und
B (q) # q und setze

q Alg)
=1 M) ) € SL(2, K).

Wegen v (o0) = ¢ und v (0) = A(g) haben dann y~'Ay und y !By die
gewiinschte Form.
Damit konnen wir also B schreiben als: B = TC7T ! mit

(1 « _ 0 1
T—(O 1) und C_<—/~L_1 b)’

wobei a, u € K und p # 0. Eine explizite Berechnung des Matrizenprodukts
liefert daraus:

c=tr(AB)= =Mt —a® )t — pAt — bad ™t +aapt + ab
=4
0=a?+ (bu —aX) a+ pX(c—ab) + A* + p?

Die dadurch beschriebene quadratische Gleichung hat also eine Lésung in K
(namlich a), was gleichbedeutend damit ist, daff die zugehorige Diskriminante
eine Quadratzahl in K ist, woraus wir (mit @ € K geeignet gewéhlt) erhalten:

(bt — aX)? — 4p) (¢ — ab) — 4X? — 4p? = 422y
=4
0= <§—1> ()\/,L_l)2+<%b—c>)\/,c_1+§—1—x2

Auch diese quadratische Gleichung hat eine Losung in A (namlich Au™t), so
daB wiederum fiir die zugehoérige Diskriminante D gilt: D = y*, mit y € K
geeignet gewahlt. Elementare Umformungen zeigen, daf dies zu der folgenden
Gleichung dquivalent ist:

a2—|—bz—|—02—abc—4:(4—a2>:1;2—|—y2.
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Hat diese Gleichung nun andererseits Losungen x,y € K, so 148t sich der
eben beschriebene Weg in die umgekehrte Richtung gehen, und man erhélt
Matrizen A sowie B = TCT ! der obigen Gestalt mit Eintrigen in K und

tr(fl) =tr(A), tr(./zl) =tr(A) und tr(flg) =tr (AB).
Nach Korollar 2.9 existiert damit ein y € SL(2,R) mit:
v Ay By e SL(2, K),

und nach einem Resultat von Kern—Isberner/Rosenberger [13] (Korollar 1)
ist dies bereits ausreichend fiir y['y~! C PSL(2, K).
U

Hieraus ergibt sich unmittelbar das folgende iiberraschende Korollar

Korollar 2.11 Sei I' C PSL(2,R) eine nicht—elementare Gruppe, die para-
bolische Elemente enthalte. Dann besitzt I' eine Darstellung im Spurkérper

Q(Tr ().

Beweis: Wiahle o € T' parabolisch und 8 € T' mit |[tr (afa™'87Y) | # 2.
Seien A, B € SL(2,R) Reprasentanten von a bzw. [3; dann gilt nach Satz
2.10 mit den dort eingefithrten Bezeichnungen wegen a = £2: ' besitzt eine
Darstellung in K genau dann, wenn die Gleichung

bz—l—czzi:Zbc:(b:l:c)2:y2

eine Losung y € K besitzt, was offensichtlich der Fall ist.

3 Symmetrische Fuchssche Gruppen

3.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 3.1 Sei I eine cofinite Fuchssche Gruppe.

(i) Die Signatur von I' wird wie iiblich mit [g;?1,...,%,; s] angegeben,
wobei ¢ das Geschlecht ist, n die Anzahl der nicht—konjugierten elliptischen
Elemente der Ordnung ¢;, 1 = 1,...,n, angibt und s der Anzahl der nicht-
konjugierten Spitzen entspricht.

(ii) Die Signatur einer n—Ecksgruppe wird kurz mit [¢1,12,...,1,] angege-
ben (diese Polygongruppen haben Geschlecht Null und Signatur
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[0;t1,t2,...,1,;0], wenn tq,15,...,1, endlich sind; sind einige von ihnen un-
endlich, so entsprechen sie Spitzen).

Definition 3.2 Sei P ein hyperbolisches n-Eck mit Innenwinkeln 7/¢q,
m/ta, ..., w/t,, wobei t; € N, t; > 2 oder ¢; = oo, 1 = 1,2,,...,n. Seien
FE;, 1 =1,2,...,n, die n Ecken von P an den Winkeln 7/¢; in natiirlicher
Anordnung. Sei S(I') C Isom (H) die Gruppe, die von den hyperbolischen
Spiegelungen Sg, an den Geodéatischen G durch die Punkte FE; und Fiiq,
i =1,2,...,n (Indizes modulo n gelesen), erzeugt werde. S (I') ist nach dem
Satz von Poincaré diskret und besitzt P als Fundamentalbereich. Desweite-
ren enthdlt S (I') mit Index 2 eine Fuchssche n—Ecksgruppe I' € PSL(2,R),
die von elliptischen bzw. parabolischen Elementen e; der Ordnung ¢; mit Fix-
punkten F; erzeugt wird. Ein Fundamentalbereich von I' setzt sich aus dem
n—Fck P und einem Bild von P, erzeugt durch die Spiegelung an einer Seite,
zZusammen.

Bemerkung: Wir werden im folgenden diese Gruppen I' stets als symme-
trische Fuchssche Gruppen der Signatur [¢q,1s,...,t,] bezeichnen.

Satz 3.1 Sei ' eine Fuchssche Gruppe der Signatur [ti,ts,...,1,], also
I =< e,69,. 6,6 =€ = ... = e;"__f = (6162...€n_1)tn = d >.
Teile die Familie F = {t1,ta,...,t,} in zwei disjunkte Unterfamilien Fy
und Fy auf, F = F1 U F;y, wobei t; € F; & t; = 0mod 2 odert; = co. Sei

Fr=Ati,,... by, } und Fo = {ts_ ..., L, }. Dann gilt:

U/T? = (Z)22)" firk >0
I = I? fir k=0,

und fir k > 0 wird ein vollstindiges Restklassenreprdsentantensystem R von

I'/T? gegeben durch:
R =Aid,ejej,...e; |71 <J2...<jm, wobeit; € Fi\{t;,},m=1,... k—1}.
Beweis: Sei zunachst F; = (). Dann gilt offensichtlich ¢; = ef”’l e I'? fiir alle
i=1,2,...,n—1,s0daB I' =I'%
Sei jetzt Fy # (). Wir konnen 0.B.d.A. (durch zyklisches Vertauschen der
Erzeugenden) annehmen, daf} ¢, = ¢;,, € F;. Wir wissen, daf gilt:
['/T? = (Z/2Z)" fiir ein geeignetes n € N.

Da die n — 1 Elemente e;,e,...,6e,_1 die Gruppe I' erzeugen und fiir
t; € F, aus denselben Griinden wie oben gilt: [¢;]r2 = [id]r2, wird die abelsche
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GruppeI'/ I'? bereits von [e;]rz, t; € Fi\{t,} erzeugt. Damit folgt unmittel-
bar n < k — 1. Zum Beweis der Gleichheit definiere einen Gruppenhomomor-

phismus ¢ : ' — (Z/ZZ)k_l durch

77/)(6]‘) = (0,0,,0) fﬁl’t]‘EFz
77/)(6]‘) = & fir t]‘EFl und t]‘:til,j%n,

dabei bezeichne ¢; den [-ten Einheitsvektor. Es 1a8t sich leicht nachrechnen,
daB +» wohldefiniert ist. AuBlerdem gilt: I'* C ker, denn alle v € I'? lassen
sich schreiben als:

l m
y=1lv=1le mityel, i=1,2,...,lundi; € {1,2,....,n—1},
=1 7=1
wobei fiir m; = #{e;, = efj = 1,2,...,m} gilt: m; = Omod?2, ¢ =
1,...,n—1.
Damit folgt sofort aus der Definition von 1, dafi: ' C kert. Nun ist ¢
offensichtlich surjektiv, woraus sich

'/ ker o = (Z/22)""

ergibt. Dies impliziert n > k—1, also ker ¢ = I'? und somit die erste Behaup-
tung des Satzes. Der Isomorphismus ¢ zwischen I'/ T'? und (Z/2Z)" liefert
dann auflerdem das angegebene Reprisentantensystems R fiir I'/ I'2.

O

Einige spezielle symmetrische Fuchssche Gruppen wollen wir nun noch
etwas genauer betrachten:

Lemma 3.2 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Sei I' eine symmetrische
Fuchssche Gruppe der Signatur [2,2,2,1], wobei t € N, t > 2 oder t = oo.
Dann gilt mit den Bezeichnungen von Definition 3.2: Die Flemente

T = €1€3, Y 1= €g€3, Z = eq¢€3

von ' sind hyperbolisch, und ihre jeweiligen Achsen enthalten die Seiten von
P zwischen Ey und Fy, zwischen FEy und FEs bzw. die Diagonale zwischen Ey
und Fs. Aufferdem erfilllen thre Spuren folgende Gleichungen:

(i) (tr*(z) — 4)(tr*(y) — 4) = 16 cos*(7 /¢)

(ii) tr2(x)tr*(y) = 41r3(2)
Bemerkung: Die Spuren [tr(x)], |[tr(y)| und [tr(z)| stehen in eineindeutiger
Beziehung zu den (hyperbolischen) Langen gewisser Seiten des Vierecks P,
genauer gesagt gilt: [tr(x)| = 2cosh d (E1, Ey), |tr(y)| = 2cosh d (Es, Es) und
[tr(z)] = 2cosh d (E1, E3) (vel. Beweis von Korollar 3.4).
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Lemma 3.3 Sei a eine positive reelle Zahl. Dann existiert (mit den Bezeich-

nungen aus Lemma 3.2) bis auf Isometrie genau ein hyperbolisches Viereck

mit hyperbolischem Abstand d (Fy, Ey) = a und Innenwinkeln /2, 7/2, /2,
m/t, wobeit € N, t > 2 oder t = oo.

Beweis: siehe z. B. Buser [4].

O
Korollar 3.4 Fir alle positiven rellen Zahlen a > 4 und fir alle t € N,
t > 2, oder t = oo existiert genau eine Vierecksgruppe derart, wie sie in
Lemma 3.2 konstruiert wurde, in der gilt: tri(z) = a.

Beweis: Fiir jedes hyperbolische v € PSL(2,R) und fiir alle £ € H gilt:
[tr(v)| < 2cosh %d(E, v (E)),

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn F auf der Achse von ~ liegt.
Damit ergibt sich: cosh d(Ey, F2) = cosh %d(El,l' (E1)) = %|tr(:1;)|, und die
Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 3.3.

O

3.2 Spurkorper symmetrischer Vierecksgruppen der
Signatur [2,2,2, ]

Fiir die von uns im letzten Unterabschnitt genauer betrachteten symmetri-
schen Vierecksgruppen lassen sich mit Hilfe der in Abschnitt ., Spurkorper
und Darstellungkérper® gewonnenen Erkenntnisse folgende Ergebnisse erzie-
len:

Korollar 3.5 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Seil' eine symmetrische
Fuchssche Gruppe der Signatur [2,2,2,t]. Dann gilt mit den Bezeichnungen

2 2 2
von Lemma 3.2:

Te([) CZ[tr(x),tr(y),tr(z),2cos (r/t)].

Beweis: Dies ist eine leichte Folgerung aus Satz 2.1 (wéhle als Erzeugenden-
system {eq, €2,€3}), indem man die Relationen zwischen den Erzeugenden
und die Formeln aus Lemma 2.2 verwendet.

Satz 3.6 Seil' cine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur [2,2,2,1].
Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.2:

Q(Tr(I?)) = Q(tr*(2), tr’(y)) -
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Beweis: Betrachte die kanonische Projektion 7 : SL(2,R) — PSL(2,R). Wir
werden den Beweis nicht fiir ', sondern fiir 77*(I") C SL(2,R) fithren. Auch
7~ HT') wird von drei Elementen ey, e3,e3 € SL(2,R) (jetzt der Ordnung 4)
erzeugt. x,y, z seien mit Hilfe dieser ey, €5, €3 wie in Lemma 3.2 definiert.
Unmittelbar klar ist: Q (¢r*(z), tr*(y)) C Q(Tr (I'*)) = Q(Tr (7~ (I'?))).

Nach Satz 2.5 geniigt es also zu zeigen:

tr(y) € Q (tr’(x),tr*(y)) , fiir alley € I.
& firalle 0 € G = Gal (Q(Tr (I')/Q (tr*(z), tr*(y))) und fiir alle v € T

ilt:
: o (tr*(v)) = tr*(y).
Mit Hilfe der Formeln (i) und (i) aus Lemma 3.2 erhélt man:
tr(z) € Q(tr(x),tr(y)) und cos*(r/t) € Q (trz(:z;),trz(y)) .
Somit ergibt sich, daB fiir den Spurkdrper von I' gilt:
Q(Tr (1)) = Q(tr(x), tr(y), 2 cos (r/t)).

Setzen wir K := Q (tr?(x),tr*(y)), so ist damit Q (Tr (I')) Zerfallungskorper
des Polynoms p(z) = (2% — tr¥(x)) (2* — tr¥(y)) (2% — cos*(7/t)) € K|z], und
infolgedessen ist Q (Tr (I')) galoissch iiber K.

Daraus 1t sich auch folgern, dafl ord G < 8 und daf fiir jedes o € G gilt:

o(tr(z)) = ttr(z), o(tr(y)) =xtr(y), o(cos(w/t)) =4 cos(w/t).

Bemerkung: Fiir ¢ = 1 mod 2 ist auf jeden Fall ord G < 4, da dann wegen
(¢ bezeichne die Eulersche Phi-Funktion)

[Q(cos?(m/t)) : Q] = [Q(cos(2n/t)): Q] = 1p(2)
= 39(2t) = [Q(cos(r/t)) : Q|
gilt: o (cos (r/t)) ist durch o (cos?(7/t)) festgelegt.
Sei nun o € G fest gewédhlt. Zu o definiere einen Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : 7 YD) — 77HT) mit Y(e;) = g¢;,i = 1,2,3, und ¢; € {1,—1}
dergestalt, dafi:

(1) tr(¢(x)) = o(tr(z))

(2) tr(¥(y)) = olir(y))

(3) tr(Y(erezes)) = o(F2cos(m/t)) = o (tr(erezes))
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1 ist wohldefiniert, da die 1 (¢;) dieselben Relationen (in SL(2,R)!) wie die
e, 1 =1,2,3, erfiillen (e = —id,i = 1,2,3, und (ereze3)" = +id fiir t # o0).
Dies ist fiir ¢ = 0 mod 2 offensichtlich; fiir ¢ = 1 mod 2 folgt es aus obiger
Bemerkung.

So ein ¢ 1afit sich immer wiahlen: Dazu setze man zunéchst ¢ (e1) := eq; ¥(eq)
und v (es) ergeben sich dann zwangslaufig aus (1) und (2). Gilt mit dieser
Wahl der v (e;), ¢ = 1,2,3, auch (3), so ist man fertig. Ansonsten setze man
Y(e1) 1= —ey, dies fithrt fiir die Wahl von ¢(ey) und t(e3) zu verdndertem
Vorzeichen, so dafl nun auch (3) erfiillt ist.

Unser Ziel ist es nun, im folgenden zu zeigen, dafl die Anwendung von o
dieselbe Wirkung auf die Spuren aller Elemente in I' hat wie die Anwendung

von ¢ (namlich hochstens eine Vorzeichendnderung). Dazu sei

n

yer(I).y=]]e, miti;e{1,2,3}.

i=1

Durch sukzessives Anwenden von (3) aus Lemma 2.2 148t sich ¢r(y) nach
endlich vielen Schritten als ein Polynom mit Koeffizienten in Z schreiben,
in dem nur Spuren von Elementen aus 7#7*(I'), in denen kein ¢;, i = 1,2, 3,
doppelt auftritt, vorkommen (darauf beruht der Beweis von Satz 2.1). Wegen
tr(ejeses) = —tr(ejesey) und tr(e;) = 0, ¢ = 1,2,3, erhdlt man auf diese
Weise sogar:

(1)  tr(y)=p(r(a),tr(y),tr(z),tr(eezes)) , p € Z[X1, X2, X3, X4].

Mit der gleichen Schlufiweise gelangt man auch zu dem Ergebnis, daf

(2)  r (@) =pr (@), tr (), tr((2)), r (Plerezes)))

wobel p € Z[X;, X5, X5, X4], und dieses p ist dasselbe wie in obiger For-
mel (1). Nach Definition von ¢ ist offensichtlich: ¢r*(vy) = tr? (¢)(7)), und
auBerdem gilt mit einem festen &’ € {£1}(verwende (ii) aus Lemma 3.2):

tr(¢(z)) = eiestr(z)
= %e’elegtr(x)tr(y)
= se'tr (¥(@)) tr (¥(y))
= ze'o(tr(x))o(tr(y))
= o(tr(z)).

Damit ergibt sich:
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)

(@)t (P (y)) s tr ($(2)) , r (P(erezes)))
o (tr(z)), o (tr(y

(

)

- )20 (1r(2)) o (ir(ereaca))
= o (p® (tr(z),tr(y),tr(z), tr(eiezes)))
= 0o (tr2 Y )

O

Korollar 3.7 Set I' eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur
[2,2,2,t]. Dann gilt:

I ist semiarithmetisch < Q (trz(:zj),trz(yD ist ein total-reller Zahlkérper,
und tr*(z) sowie tr*(y) sind ganz iiber Z.

Beweis: Wegen Satz 3.6 bleibt nur zu zeigen: Sind tr*(2) sowie tr?(y) ganz
iiber Z, so sind bereits die Spuren aller Elemente in I'? ganz. Aus Lemma 3.2
erhédlt man folgende Beziehung:

tTQ(Z) = 46082(7T/t) + trz(:zj) + trz(y) —4,

so daf mit ¢r?(x) und ¢r?(y) automatisch auch ¢r?(z) ganz ist. Nach Satz 3.6
sind dann aber wegen a € Q ganz iiberZ <&  a* € Q ganz iiber Z sogar
die Spuren aller Elemente in I' ganz.

O

Bemerkung: Explizite Beispiele solcher semiarithmetischer Gruppen fin-
den sich in Schmutz Schaller/Wolfart [14] und Ricker [12]. Die letztgenann-
te Arbeit enthélt dariiber hinaus eine vollstandige Klassifikation (im Hin-
blick auf modulare Einbettbarkeit) dieser Gruppen der Signaturen [2,2,2, ]
mit ¢ € {3,4,6,00} fiir den Fall, dal der Spurkorper Q(Tr (I'?)) ein reell-
quadratischer Zahlkérper ist.

4 Modulare Einbettungen

4.1 Allgemeine Eigenschaften modularer Einbettungen
und modular einbettbarer Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir immer wieder folgende Notation benutzen:

Definition 4.1 Seien z,w € H bzw. z,w € E := {z € C||z] < 1}, dann
bezeichnen wir mit d (z,w) den hyperbolischen Abstand von z und w.
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Fir z € H und eine beliebige Menge M C H (bzw. z € E und M C E) sei
d(z, M) in der {iblichen Weise definiert als: d (z, M) := inj&d(z, w).
we
Jetzt wollen wir zunédchst eine zu der in Abschnitt 1 gegebenen dquivalente
Definition modularer Finbettbarkeit einfiihren:

Satz 4.1 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Seil eine cofinite Fuchssche
Gruppe. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) I' ist modular einbettbar.

(i) U ist semiarithmetisch, und es existiert eine geeignete PSL(2,R)-
Konjugation von I' (im folgenden bezeichnet mit f), so daf$ sich fiir alle
Einbettungen o; : Q(Tr (I'?)) < R mit o; (Tr (I'?)) € [—2,2] die Funktional-
gleichung

frroy(z)=oi(y)o f7 (2) ,yel?
durch eine holomorphe Funktion f% : H — H losen ldfst.

Bemerkung: Die Einschrankung auf eine ,geeignete* PSL(2, R)-Konjuga-
tion in diesem Satz hat zwei Griinde: Erstens ist bei ungiinstiger Wahl einer
solchen Konjugation eine der relevanten Einbettungen o moglicherweise nicht
so erweiterbar, daf o (I'*) C PSL(2,R), und zweitens kann, selbst wenn dies
vermieden wird, das Phdnomen auftreten, dafl einige Komponentenfunktio-
nen der modularen Finbettung nicht mehr holomorph, sondern nur noch
antiholomorph konstruierbar sind (dies ist beispielsweise schon bei Dreiecks-
gruppen immer dann der Fall, wenn die algebraische Konjugation die Orien-
tierung der drei Fixpunkte umkehrt). Klarheit bringt hier der folgende Satz:

Satz 4.2 Sei I' eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, dann gelten fol-
gende Implikationen:

(i) T' ist modular einbettbar, wenn fir jede nicht—triviale Finbettung
o, Q(Tr(I?) = R mit o; (Tr (%)) € [=2,2], i =1,2,...,k, gilt:

Es existiert eine PSL(2,R)~ Konjugation I'? := o; T2 a;" von I'?, fiir die
sich o; so zu einer Finbettung &; erweitern lift, daf 6;(I'?) C PSL(2,R)
und fir die die Funktionalgleichung

fiov(2) =6i(v)o fi (), fir alley € T'? und fiir alle z € H,

durch eine holomorphe oder antiholomorphe Funktion f; l6sbar ist.
(i) Ist T' modular einbettbar, so ist fir jede PSL(2,R)-Konjugation
I'? := ;1% a;" von %, fiir die sich o; so zu einer Einbettung 6; erweitern

lipt, daf 6;(T?) C PSL(2,R), die Funktionalgleichung
[ ovy(2) =36 (y)o f¥(2), fir alley € T'? und fiir alle » € H,

durch eine holomorphe oder antiholomorphe Funktion f* :H — H ldsbar.
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Zum Beweis ben6tigen wir zunéchst noch drei Lemmata.

Lemma 4.3 Sei ' eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, und sei
o : Q(Tr(T?)) — R eine nichi-triviale Einbettung, die sich so fortsetzen
lasse, daff o (I'?) C PSL(2,R). Sei desweiteren f : H — H eine holomorphe
Funktion, die die Funktionalgleichung

fov(z)=0a(v)of(2)
fiir alle z € H und alle v € T? erfiille. Sei schliefflich o € PSL(2,R) mit der

Figenschaft, daf$ sich o nochmals so zu einer Finbettung & fortsetzen lasse,
daff 5 (aT?a™ ) =6 (a)a (I?)5 (at) C PSL(2,R). Dann gilt entweder:

(i) 6 (a) € PSL(2,R), und f* := &(a)o foa ™ : H — H ist eine
holomorphe Funktion, die die Funktionalgleichung

[for(z)=6(1)e (%)

Jir alle z € H und alle v € alZa! erfillt, oder
(it) 6 () € (6—2’) PSL(2,R), und fo:=6(a)o foat :H w— H ist eine
anttholomorphe Funktion, die die Funktionalgleichung

Jroq(z)=0a(y)o ()
fiir alle z € H und alle v € aT?a™! erfiillt.

Beweis: Wegen & (aT?a™) = ¢ (a) o (I'?) & (a)”" € PSL(2,R) und wegen
o (I'*) € PSL(2,R) sieht man, daB & («) (R U oo) beziiglich o (I'?) invariant

ist, womit zwingend gilt:
(o) (RUx)=RU.
Daraus erhalten wir:
(1) (a) : H—H oder (it)c(a): H— —H.
Im Fall (i) folgt unmittelbar: & (o) € PSL(2,R), und f* bildet die obere
Halbebene in die obere Halbebene ab. Dariiber hinaus gilt fiir alle z € H und
alley € aT?a™! (y = ay/a™, ' € T?):
frov(z) = &
= &

= 0

()
()
:&(a)o
()
(7)



Im Fall (ii) erhalten wir wegen det (é_?) =1 und (é_?) (H) = —H:

5 (a) € ( - ) PSL(2,R).

Damit bildet f* := & (a)o foa™! die obere Halbebene in die untere Halb-
ebene ab und geniigt offensichtlich der gleichen Funktionalgleichung wie in
(i). Daraus ergibt sich nun: fo : H + H ist antiholomorph und erfiillt fiir
alle z € H und alle v € aI"?a™! wegen 5 (y) € PSL(2,R):

frovy(z) = froy(z)

= o(y)ef(2)
= d(y)of*(2).
O
Lemma 4.4 Seien ay,az,...,0,, n € N, paarweise verschiedene reelle Zah-

len, und sei k € N mit k < n. Dann existiert ein Polynom P (x) € Q[x] vom
Grad n — 1 mat:

P(oy) > 0 firi=1,2,...,k

Play) < 0 firi=k+1,...,n.
Beweis: Es existiert sicherlich ein Polynom @ (z) € R [z] vom Grad n — 1
mit:

Qo) = 1 firi=1,2,...,k

Qo) = =1 fiwi=k+1,...,n
(denn dies beschreibt ein lineares Gleichungssystem mit nicht—verschwinden-

der Vandermondescher Determinante).

Sei Q(x) = ap_12" ™' 4+ a,_22"? + ... + ao. Wihle Folgen (aj(m)>m€N fiir

7=12,...,n mit

aj(m) €Q, firallem €N, und lim aj(m) = aj.

m—00

Setze Q. (x) 1= afﬁ)lxn_l + afﬁ)zxn_Q +.. 4+ aém). Wegen
im Q@ (i) = @ (as), fiiri =1,2,...m,
existieren Indizes my, my, ..., m, mit der Eigenschaft:
Qm(a;) > 0firallem e Nmitm>m;,i=1,2,....k
Qm(a;) < Ofirallem eNmitm>m;,i=k+1,...,n.

30



Mit M := max m; erfillt also P (z) := Qum () € Q[z] die geforderten

1=1,...,n
Ungleichungen.
O

Lemma 4.5 Seivy; € PSL(2,R) hyperbolisch und o € PSL(2,R) dergestalt,

daf} vo := ayia™ und v; keinen gemeinsamen Fizpunkt besitzen. Dann gilt:
lim [tr (3775777"7") | = oo
Beweis: Sei 0.B.d.A. vy, = (3 A(il), wobei A # 0, 4+1. Dann besitzen v; und 7,

genau dann keinen gemeinsamen Fixpunkt, wenn gilt:

a b .
o= ( - d) mit abed # 0.
Eine einfache Rechnung zeigt jetzt, daf fiir v, := y7v5y; “vy " gilt:
tr () = abed (1= A7) 4 (1= 2)7) 42 (ad\*" — be) (adA*" = be)

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.

O

Beweis von Satz 4.2: (i) Als erstes beweisen wir, dafl stets eine geeigne-
te PSL(2,R)-Konjugation von I' existiert, so daf} fiir jede Fortsetzung ei-
ner jeden Einbettung o; : Q(Tr(I'?)) — R, = 1,2,...,k, simultan gilt:
o; (I*) C PSL(2,R).

Nach Takeuchi [16] (siehe Schlubemerkung (iv) in Abschnitt 1) kénnen

wir immer erreichen, dafl
I? ¢ PSL(2,K) mit K = Q <Tr (D2), /i (7) — 4),

fiir beliebiges hyperbolisches v € T'?. Demnach geniigt es zu zeigen: Es exi-
stiert ein hyperbolisches v € I'?, so daB fiir alle Einbettungen o; gilt:
loi(tr(v) | >2,i=1,2,... k.

Wiihle dazu v, € I'? hyperbolisch und v, = ay;a™! € I'? so, daBl v, und 7,
keinen gemeinsamen Fixpunkt haben. Sei 0.B.d.A.

loi (tr(w))| > 2 fuiri=1,2,...,1
und

loi(tr(m))| <2 firi=1+1,...,k.
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Nach Lemma 4.5 existieren dann nq,ny,...,n; € N mit:

lo; (tr (V{737 "2 ")) | > 2, fir i =1,2,...,0 und alle n € N mit n > n,.

Definiere nun N := max n; und setze v := YN yNy7 V47N | also:
1=1,2,...,0

loi(tr ()| >2 furi=1,2,...,L

Wegen o; (Tr (I'?)) € [-2,2], i = 1,2,...,k, konnen wir (nach einer geeig-
neten PSL(2,R)-Konjugation) jeweils annehmen, daf} o; (I'*) C PSL(2,R).
Fir:=141,...,nsind dann die Elemente o; (71) und o; (72) nach Konstruk-
tion elliptisch und haben verschiedene Fixpunkte. Das gilt natiirlich auch fiir
of (’y{v> und o; (75); da das Kommutatorprodukt solcher Elemente stets hy-
perbolisch ist (siehe z. B. Beweis von Theorem 2.4.1 in Katok [10]), ergibt
sich:
loi(tr ()| >2 fure=14+1,... k.

v € I'? besitzt also die gewiinschten Eigenschaften.

Sei jetzt I' 0.B.d.A. schon so gewéahlt, daf} fiir jede Fortsetzung &; von oy,
i = 1,2,...,k gilt: 6;(I'*) € PSL(2,R). Nach Lemma 4.3 sind damit fiir
1=1,2,....k

fr= &(ozi)_l ofioa; :Hw H, falls 5(o;): H— H
bzw.

fr= &(ozi)_l ofioa;:Hw H, falls 5 (o) : H— —H

holomorphe bzw. antiholomorphe Funktionen, die die Funktionalgleichung

flov(z)=0ai(v)o f7 (%)

fiir alle v € I'? und fiir alle z € H erfiillen. Sei 0.B.d.A. f* holomorph fiir
1 =1,2,...,m und antiholomorph fiir: =m +1,..., k.

Zum Beweis der modularen Einbettbarkeit von I' bleibt nach Satz 4.1
jetzt noch zu zeigen: I' 1aft sich ein weiteres Mal so in der PSL(2,R) konju-

*

gieren, daf} alle sich aus den f*, 1 =1,2,...,k, ergebenden Funktionen, die

die entsprechende Funktionalgleichung fiir die konjugierte Gruppe erfiillen,

holomorph werden. Sei dazu Q(Tr (I'?)) = Q(a), a € Q, und wihle nach
Lemma 4.4 ein Polynom P (z) € Q[z] mit:

oi(P(a))=P(o;(a)) >0 firi=1,2,...,m
und

oi(P(a))=P(o;(a)) <0 fir i=m+1,... k
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Setze nun:

P (o) 0
6::< o P(a)>_1>'

Nach Konstruktion gilt fiir jede Fortsetzung von o; auf g:
oi(B): Hw— H fire=1,2,...,m

und

oi(B): Hw— —H fire=m+1,... k.

Somit ist die Gruppe T3~ modular einbettbar via der nunmehr siamtlich
holomorphen Funktionen a; (8) f737", fir i = 1,2,...,m, und o; (B) fr371,
fire=m-+1,..., k.

(ii) Sei jetzt umgekehrt I' modular einbettbar und I' 0.B.d.A. schon so
konjugiert, dafl die Funktionalgleichungen

fiov(z)=0;(y)o fi(2), furi=1,2,... k,

fiir alle ¥ € I'* und alle z € H durch holomorphe Funktionen f; 16sbar sind.
Seii € {1,2,...,k} beliebig. Ist a 'a™! eine PSL(2,R)-Konjugation von T,
fiir die sich o; ebenfalls so erweitern 1aBt, daB o; (a ?a™) C PSL(2,R), so
kénnen  wir nach Lemma 4.3 schlieflen, daf entweder
f* = o;(a)o fioa ! oder f* := g;(a)o f;oa~! (0; entsprechend fort-
gesetzt) eine holomorphe bzw. antiholomorphe Funktion ist, die die obere
Halbebene in sich abbildet und die gewiinschte Funktionalgleichung fiir die
konjugierte Gruppe o I'a™! erfiillt.

O

Wenn es auch sehr schwer ist, die modulare Einbettbarkeit einer semi-
arithmetischen Fuchsschen Gruppe nachzuweisen, so gibt es jedoch eine Reihe
von Kriterien, die eine solche Gruppe auf jeden Fall erfiillen mufl und die
es somit erlauben, von vorneherein aus der Reihe der in Frage kommenden
,Kandidaten“ einen (mehr oder weniger grofien) Teil auszusondern.

Satz 4.6 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Seil eine semiarithmetische
Fuchssche Gruppe, die eine modulare Finbettung erlaubt. Dann gult:
Fiir alle nicht-trivialen Einbettungen

id#0:Q(Tr(I'*)) =R
ist die Punktmenge o (Tr(T'?)) nicht—diskret und es ist

o (tr (7)) | < Jtr(7)]

fiir jedes hyperbolische Element v € T'2.
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Insbesondere erhalten wir daraus:

Satz 4.7 (Schmutz Schaller/Wolfart [14]) Seil eine semiarithmetische
Fuchssche Gruppe, die eine modulare Finbettung erlaubt. Dann gult:
Fiir alle nicht-trivialen Einbettungen

id#0:Q(Tr (') =R
ist o (I'?) keine Fuchssche Gruppe.

Die in Satz 4.6 erwédhnte Figenschaft, dafl in modular einbettbaren Grup-
pen die algebraische Konjugation stets alle Spuren hyperbolischer Elemente
betragsméafig verringern muf}, 1&8t sich unter gewissen Zusatzbedingungen
an die Gruppe verscharfen. Dazu brauchen wir aber zunédchst noch einige
Vorbereitungen:

Lemma 4.8 Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.1 gilt: Jede der Komponen-
tenfunktionen f% :Hw— H, 5 =1,...n, ist surjektiv.

Vorerst wollen wir aber weniger zeigen, namlich:

Lemma 4.9 Sei I' eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, die eine mo-
dulare Finbeltung erlaubt. Seiid # o; : Q(Tr (I'?)) < R eine Finbeltung des
Spurkérpers mit o; (Tr (I'?)) € [—2,2], und sei v € I'? hyperbolisch mit o; ()
elliptisch. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.1 gilt dann fir den Fizpunkt
E € H von oj(v):

E e for(H).

Beweis: Wihle 4 € I'* mit a; (¥) hyperbolisch (so ein Element muf existieren,
da nach Voraussetzung o; (Tr (I'*)) € [—2,2]). Setze

K, :=1{z € H|d(z,E)=d(c;(3)" (E),E)}, n € N,.

Wire f9 (H) N K,, = @ fiir alle n € Ny, so ergébe sich:

o cH | K.

n€Ng
Da f% (H) zusammenhdngend ist, impliziert dies:
J7(H) C{z € H|d(0; ()" (E),E) <d(z,E) <d(o;(9)"" (E),E)}

fiir ein geeignetes m € Nj.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu lim,,—., f7 (3" (F)) € RU {c0}.
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Also: es existiert ein n € Ny mit f% (H) N K, # 0. Falls n = 0, so
ist nichts mehr zu zeigen. Ansonsten sei z € H mit f7% (z) € K,. Da
oj(y) ein elliptisches Element unendlicher Ordnung ist, liegt die Menge

{f7 (’yk (Z))ZO']‘ (’y)k (f7(2)) |k € Z} dicht auf K,, und da f% offen ist,
erhalten wir sogar:

K, C [ (H),
insbesondere also o ()" (E) = f% (z) fiir ein geeignetes zo € H. Damit
ergibt sich aber unmittelbar:

E=0;(3)"0; ()" (E) =0;(3)7" (f7 (20)) = f7 (37" (20)) € [ (H).
O

Nun aber zum

Beweis von Lemma 4.8: Es muf} ein hyperbolisches v € I'? existieren mit
o; () elliptisch, denn sonst betrachte man eine torsionsfreie Untergruppe I
von endlichem Index in T'? (diese existiert, siehe z. B. Fox [6] und Mennicke
[9]). Wiirde o; (I") keine elliptischen Elemente enthalten, so wére o; (I') im
Widerspruch zu Satz 4.7 diskret.

Nun sei £ € H der Fixpunkt von a;(y) ,5 € ['* wie im Beweis von
Lemma 4.9 und z € H beliebig gewahlt: Da fiir die Folge mit den Gliedern
a,:=d(oc(¥)" (F),F) gilt: lim, .. a, = 0o, existiert ein m € N mit:

d(z,E)<d(o(¥)"(E),E).

= 4™ (29), wobei zy € H
E. Definiere eine stetige

Sei 4 : [0,1] — H ein Weg mit 6 (0) = z und 4 (1)
nach Lemma 4.9 so gewahlt sei, dal 7 (z9) =
Funktion ¢ (¢) : [0,1] — R durch:

P (1) :=d (7 (5(1)), E).

Dann muf nach dem Zwischenwertsatz ein ¢’ € [0,1) existieren mit:
(') =d(z, F)bzw. ein zy € Hmit: d(f% (z1), F) = d(z, F). Nun liegt die
Menge {f% (¥* (z1)) = oy (V" (f7 (1)) |k € Z} C fo (H) dicht auf dem
Kreis K :={w e H|d(w, E) =d(z, F)}, und da f7% offen ist, erhalten wir:

e K Cfo(H).

O

Jetzt wollen wir uns vorerst noch das lokale Verhalten von modularen
Einbettungen in der Nahe elliptischer Fixpunkte genauer ansehen.
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Lemma 4.10 Sci I' eine modular einbettbare Fuchssche Gruppe. Ist vy € T2
elliptisch mit tr(v) = 2cos 7w/t und o : Q(Tr(['?)) — R eine Einbettung
mit o (Tr(I'?)) € [=2,2],0(cos/t) = coskm/t,1 < k < t, so nimmt die
zu o gehorende Komponente f der modularen Einbettung den Wert f(zo) am
Fizpunkt zo € H von 4 mit einer Multiplizitit m = k mod t an. Dabei ist
f(z0) € H der Fizpunkt von o(vo).

Betrachtet man die Situation im Finheitskreismodell, so lif§t sich 0.B.d. A.
annehmen, daff zo = f(z0) = 0, und man erhdlt f(z) = 2"g(z") mit einer
holomorphen Funktion g : E — K. Hierbei bezeichne B wieder die offene
Finheitskreisscheibe, E = {z € C| |z] < 1}.

Beweis: Wir konnen o.B.d.A. annehmen, dafl erstens I'? ¢ PSL(2,K), K
ein total-reeller algebraischer Zahlkorper, und zweitens o bereits zu einer
Einbettung von K < R erweitert ist. Dann gilt fiir alle v € T'?:

fv(E)=0(0)(f(2), z€ 1

Insbesondere also fiir z = zg und v = vo: f (20) = f (70 (20)) = o (70) (f (20)).
Demnach ist f(zo) der eindeutig bestimmte Fixpunkt von o(40) in der oberen

Halbebene.

Behauptung: Es existiert ein e € PSL(2,R) mit folgenden Eigenschaften:
(i) ayo o™t besitzt 1 € H als Fixpunkt.
(ii) alle Matrixeintrage von « liegen in dem total-reellen algebraischen Zahl-
korper K (sin (7/t),cos (7/t)).

Beweis der Behauptung: O.B.d.A. beschreibe vy eine Drehung im positi-
ven Sinn. Betrachte folgende Gleichung:

(2 5= (i e ) (2 2)

Dies liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten von o = <2 ii)

mit Losungen in L := K (cos (7/t),sin (7/t)). Da die PSL(2,R) auf der obe-
ren Halbebene transitiv operiert, muf} eine Losung existieren, so daf} sich die
Behauptung ergibt.

Nun 148t sich leicht nachrechnen (vergleiche Beweis von Lemma 4.15),

daB f := o(a)o foat diezu o gehorende Komponente der modularen
Einbettung der konjugierten Gruppe I' := al'a™! ist. Offensichtlich hat nicht
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nur Yo := ayp @', sondern auch o (§p) den Fixpunkt ¢ € H. Indem wir zum
Einheitskreismodell iibergehen, erhalten wir:

Yo (2) =exp(2mi/t)z und o () (z) = exp (2mik/t) z.

Sei nun f(z) = > a,z" die Potenzreihenentwicklung von fim Einheitskreis.
n=0

Jetzt schreibt sich die Funktionalgleichung f (3o (2)) = o (30) ( f (2)), z € E,

als:

Zan exp (2min/t)z" = exp(2mik/t) Zanzn

n=0 n=0
= exp 2min/t)a, = exp(2mik/t)a, ,firallen €N
= a, = 0 fiirn #k modt.

Es gilt also f(z) = 2857 agrz™ . Setzt man nun g(2) := Y07 apuinz”,
so erhalten wir, wie behauptet, f(z) = z"g(2") mit einer holomorphen Funk-
tion ¢ : £ +— E.

[

Satz 4.11 Sei I' eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, die eine modu-
lare Einbettung erlaubt. Sei v € T'? hyperbolisch, mit FEigenwert X > 1. Sei
o:Q(Tr(I'?)) — R eine nicht—triviale Einbettung. Dann gilt:

(i) Enthdlt T* elliptische Elemente vy mit Fizpunkt E, € H und mit
o(tr(vk)) # tr(yk), k € N, so gilt fir den Eigenwert o(X) von o (), |o(A)| > 1:

l 2 -2 ¢ 2 y-2 2
o < (302437 + s 02 -x7))

hierbei ist ¢ definiert als: ¢ := ]ignlf\}tanhd(Ek , Achse (7).
€

(ii) Enthdlt T* keine elliptischen Elemente, aber ist T'* cokompakt, so gilt
mit denselben Bezeichnungen wie in (i):

1 . 1/2
o< (50743 + s 0 -a))

hierbei ist ¢ definiert als: ¢:= inf maxtanhd(z, Achse (aya™)), wobei
QEN(T2) z€F

N (I'?) wieder den Normalisator von T? in der Isom (H) und F' C H einen
beliebigen Fundamentalbereich von I'? bezeichne.
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Beweis: (1) Wir fithren den Beweis im Einheitskreismodell und setzen 0.B.d.A.
voraus, daf} o (Tr (I'?)) € [—2,2] (ansonsten sind die Behauptungen trivialer-
weise erfiillt). Sei £ der elliptische Fixpunkt von 4, € I'?. Nach Lemma 4.10
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl F; = 0, und ebenfalls aus Lemma 4.10
wissen wir, da} dann fiir die o zugeordnete Komponente f der modularen
Einbettung nach Voraussetzung gilt: f(0) = f/(0) = 0. Setze:

=D g

ST

Nach Beardon [2] gilt:
d(f(z), f(w)) <log(cosh (d(z,w)) + ¢ (z, f)sinh(d(z,w))) , z,w € E.

Ein Resultat von Yamashita [19] liefert auerdem folgende Abschétzung:

o PO D) 422
@/)( 7f)§ 1—|—|Z|2‘|‘2¢(07f)|2| ’

Desweiteren gilt fiir jedes hyperbolische v € PSL(2,R) und fiir alle z € H:

€k

[tr(v)| < 2cosh % d(z,v(2)),

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn z auf der Achse von ~ liegt. Sei
nun z € Achse () beliebig, dann erhalten wir unter Verwendung der obigen

Ergebnisse wegen ¢ (0, f) = 0:

o (tr(v))] < 2cosh 3d(a(7)[(2), f(2))
2cosh 3d(f(v2). f(2))

< 2cosh § log (coshd (z,7z) + ¢ (z, f) sinh d (z,72))
< 2cosh % log <COSh d(zyz)+ 1-|2—||Zz||2 sinh d (z,’yZ)) .
Setzt man w := %, so ergibt sich daraus unmittelbar:

[T

lo(tr (v))| < (coshd(z,yz) + wsinhd (Z,’yz))%—l—(cosh d(z,yz) +wsinhd(z,7y2))”
Also:

[T

lo(A)] < (coshd(z,y2) 4 wsinhd(z,v2))
= (%trz(’y)—1—|—w<<%tr2(’y)—1>2—1>5>
— (% (A +272) + % (A2 — )\‘2)> ’
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Wegen |z| = tanh d (0, z) = tanh d (E; , z) und da die obigen Betrachtungen
fiir alle z € Achse () sowie jeden elliptischen Fixpunkt Fy, k& € N, giiltig
sind, folgt die Behauptung.

(ii) Sei F' C H ein Fundamentalbereich von I'?, f die o zugeordnete der
modularen Einbettung und zo € F' mit f'(z9) = 0. So ein zp muf existieren,
da sonst wegen der Surjektivitdt von f nach Lemma 4.8 und wegen des
einfachen Zusammenhangs von H gelten miiite: f € PSL(2,R), was fiir die
zu o # id gehorige Komponente einer modularen Einbettung nicht moglich
ist. Wahle r € R, r > 0 und 4 € [0, 27) mit:

r 0 cosf) —sinf )

M'_<O r_1><sin(9 COS(9>(ZO)_Z'
Waihle auflerdem Folgen (rn)neN C Q und (‘gn)neN C 27Q mit lim, yoo 7, = 7
und lim, . 0, = 0. Da M, = <r" 0 > <COS€" _Sin€"> fir alle n € N

0 rp—t sinf, cosfp

nur Eintrdge in einem total-reellen algebraischen Zahlkérper besitzt, sind
auch alle Gruppen M, ['M ' modular einbettbar und die zu o gehérende
Komponente der modularen Einbettung ist jeweils gegeben durch f, :=
o™ (M,) o f o M;" (vergleiche Beweis von Lemma 4.15); hierbei bezeich-
ne o™ eine beliebige Fortsetzung von o auf die Koeffizienten von M,,.

Wir wollen im folgenden die Situation im Einheitskreis betrachten und um
der besseren Lesbarkeit willen die Bezeichnungen f, f,, zo und M, bzw.
o™ (M,) beibehalten. Sei jetzt » € Achse () und £ > 0, dann gilt mit den
Bezeichnungen aus dem Beweis von (ii) unter Verwendung des dort zitierten
Ergebnisses von Yamashita [19]:

. (0, f) (L (Mo (2) [2) + 2|M, (2) |
dm ¢ (M (=), o) = i S e e 20 (0, 1) M ()]

Desweiteren ergibt sich:

lim ¢ (0, f,) = lim f'(0)

n—00 n=roo W
o (M) o o M) (U (M (0)) M, (0)
n—00 1— |0'(n) (Mn) © f © Mn_l (0) |2
= 0,

da lim, e f"(M71(0)) = f/(M~1(0)) = f'(20) = 0, die beiden anderen

Faktorenfolgen im Zéhler betragsméafig beschréankt sind und auch der Nenner
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offensichtlich durch eine positive Konstante nach unten abgeschatzt werden

kann. Also:

. o 2M, (2) |
Ji}fgo%/’(Mn (2),fa) < gl_glom
und
I 2\M,, (2) ] 2|M (2) ] 2tanh d (0, M (2))
1m = =
n—eo | 4+ | M, (2) |? L+ [M(2)? 1+4tanh®d(0, M (2))

2tanh d (zg,2)
1 4 tanh?d (20,2) '

Somit existiert ein ng € N, so daf} fiir alle n > ng gilt:

2tanh d (zg,2)
(M (2), fn) < 1 + tanh? d(20,2)

Nun ergibt sich analog zum Beweis von (i) mit g, (z) := f, (M, (z)) und
w:=Y (M, (2), f.):

tr (o (MuyMIY)) | < 2cosh L d (o (MyyMY) (ga (2)) 2 90 (2))

= 2cosh 2d (g, (72),9n (2))
< 2cosh 1 log (coshd (z,y2) + wsinhd (z,72)).

Wiederum analog zu den bereits in (i) gefiihrten Schliissen erhalt man hieraus

wegen |o (tr (7)) | = [tr (o™ (M M) |:

|0'()\)| < (% <)\2 + )\_2> + % <)\2 . )\_2>>

Verwendet man nun die oben erhaltene Abschéatzung fiir w = ¢ (M, (2), fu)
und beachtet, dafl z € Achse () sowie ¢ > 0 beliebig gew&hlt waren und sich
die obige Argumentation auch auf alle Elemente in der Konjugationsklasse
von v in N (I'?) anwenden 1aBt (die simtlich dieselbe Spur wie 4 haben), so
folgt die Behauptung.

O

Bemerkung: Satz 4.11 ist in den beiden Féllen (i) und (ii) eine echte Ver-
besserung von Satz 4.6, da die rechte Seite der Ungleichung wegen ¢ < 1 bzw.
¢ < 1 jedesmal echt kleiner als A ist.
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Korollar 4.12 Sei I' eine cofinite Fuchssche Gruppe, die eine modulare Ein-
bettung erlaubt, sei o : Q(Tr (I'*)) — R eine nicht—triviale Einbettung mit
o (Tr (I'?)) € [—2,2]. Liegt dann auf der Achse eines hyperbolischen Elements
v € I'? der Fizpunkt eines elliptischen Elements 5 € I'* mit o (tr (7)) # tr (7),

s0 ist:
o (tr(y)| < (3tr* () =12+ (5r° (v) = 1)~

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 4.11(i), da in diesem Fall gilt: ¢ =

N

0.
O

Ist eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe I' modular einbettbar, so
haben natiirlich auch alle ihre Untergruppen endlichen Indexes diese Figen-
schaft. Unter welchen Bedingungen 148t sich jedoch modulare Einbettbarkeit
aufl groBere, das heifit I'* echt umfassende, Gruppen fortsetzen? Mit dieser

Frage, deren Beantwortung einige interessante Konsequenzen hat, wollen wir
uns jetzt beschaftigen.

Lemma 4.13 (Cohen/Wolfart [5]) Sei I' eine semiarithmetische Fuchs-
sche Gruppe. Enthdilt T'* elliptische Elemente, so ist eine modulare Einbet-
tung, wenn sie exvistiert, eindeutig bestimmt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: die Komponentenfunktionen der modularen
Einbettung sind eindeutig bestimmt. Sei dazu o : Q(Tr(I'?)) < R eine
nicht-triviale Einbettung mit o(Tr (I'?) € [-2,2] und f die ¢ zugeordnete
Komponente der modularen Einbettung. Sei nun v € I'? elliptisch mit Fix-
punkt zp € H und o(z9) € H der Fixpunkt von o (y) fiir eine geeignete
Fortsetzung von o. Nach Lemma 4.10 wissen wir, dafl notwendigerweise

f(z0) = o (20)

gelten muf}. Damit liegen die Werte von f auf dem ganzen Orbit I'? () fest.
Gehen wir zum Einheitskreismodell iiber, so gilt jedoch nach Lehner ([8],
Satz 2.3.4), da I'? cofinit ist:

> 1 l(z)| =<,
yel?

woraus wir unter Benutzung eines bekannten Resultates aus der Funktionen-
theorie (vergleiche z. B. Remmert [11], Kapitel 4, §3, 2.) die Eindeutigkeit
von f erhalten.

O
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Definition und Lemma 4.14 Sei [' eine semiarithmetische Fuchssche
Gruppe, sei o : Q(Tr(I'?)) < R eine nicht-triviale Finbettung mit
o(Tr (%) € [-2,2], die o.B.d.A. schon so fortgesetzt sei, dafs
o(I'*) C PSL(2,R). N (T'?) bezeichne den Normalisator von I'* in der Grup-
pe aller Isometrien der oberen Halbebene, Isom (H) = PS*L(2,R). Fir
v = (ZS) € N(I'*),a,b,d,c € R mit ad — be = —1 definiere:

() s e A0
siri= (20 20 ) wd s )= ZOZETE,
wobei & : K := Q(Tr (I'?),a,b,c,d) < C eine Fortsetzung von o sei (nach
Satz 2.6 ist auch K ein algebraischer Zahlkérper fir eine geeignete PSL(2,R)-
Konjugation von I'?). Dann gilt:

(i) 6 (v) € PS*L(2,R) oder & (v) € (; ) PS*L(2,R).

(ii) o (yoyoy ) (2) =5 (y)oa(F)od (v ') (2) fir alle z € H und alle

yer.

Beweis (vergleiche auch Beweis von Lemma 4.3): Ist v € N (I'?),

so auch & (y) € N (c(I'?)). Da wir o (I'?) genau wie I'* als Untergruppe
der PSL(2,R) ansehen kénnen, mufl wegen & (v) o (I'?) = o (I'?) 5 () gel-
ten: & (7) (RU o0o) ist o (I'?)-invariant, also:

(7)) (RUx)=RUx

und damit folgt unmittelbar: & (y) (H) = H oder & (v) (H) = —H. Wegen
det (é_?) =1 und (é_?) (H) = —H liefert dies die erste Behauptung. Aufler-

dem schlieffen wir daraus:

() (Z)=0c(y)(z), firallez € R,

Q:

mit dem Identitatssatz also auch
g(v)(2)=6(v)(2), firallez € H,

woraus sich wegen o (¥) € PSL(2,R) die zweite Behauptung ergibt.
0

Lemma 4.15 Sei I' eine cofinite Fuchssche Gruppe, die eine modulare Ein-
bettung erlaubt, sei o : Q(Tr (I'*)) — R eine nicht—triviale Einbettung mit
o (Tr (I?) € [—2,2], und sei f die o zugeordnete Komponente der modularen

Einbettung (o sei 0.B.d.A. schon so fortgesetzt, daff o (I'*) C PSL(2,R)).
Sei v € N (I'?) C Isom (H), und setze o so zu einer Einbettung & fort, daf
& () erklirt ist. Dann erfullt

[r=6(y)ofor™ i Hi {£}H

42



dieselbe Funktionalgleichung wie f, also: f7 o (z) = o (%) o f7(z), fir alle
2z € H und alle 7 € T'2.

Beweis: Nach Lemma 4.14 gilt: 6 (v) (H) = H oder o(y)(H) = —H
Es bleibt noch zu zeigen, dafl f7 die Funktionalgleichung erfiillt; sei dazu
¥ € I'* und 2z € H beliebig gewihlt. Dann ergibt sich unter Verwendung vom
Lemma 4.14, falls v ¢ PSL(2,R) (im anderen Fall wissen wir bereits aus
Lemma 4.3, daf} die entsprechende Gleichung gilt):

froq(z) = a(y)ofo(y odoy)(v7'2
_ ) g

Satz 4.16 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 4.15 gilt:
(i) Enthilt T? elliptische Elemente, so gilt auch fiir alle v € N (I'?), fir
die sich o so zu einer FEinbettung & fortsetzen lifst, daff & (v) € Isom (H):

g(y)o f(z)= fovy(z), firallez¢e H

Handelt es sich insbesondere bet v um eine hyperbolische Spiegelung, so ist
auch & () eine hyperbolische Spiegelung, und f muf die Spiegelachse von ~
in die Spiegelachse von & () abbilden.

(ii) Existiert ein v € N (I'?) und eine Fortsetzung & von o dergestalt, dafl
g () & Isom (H), so gibt es eine antiholomorphe Funktion ¢":

¢ =5 efor T Ho K

die dieselbe Funktionalgleichung wie [ erfillt.

Beweis: (i) Nach Lemma 4.13 ist f eindeutig bestimmt. Da nun
Fi=()ofor i His H

nach Lemma 4.15 dieselbe Funktionalgleichung wie f erfiillt, so muf} gelten:
f = f7, was die erste Behauptung liefert. v € N (T'?) ist genau dann eine
hyperbolische Spiegelung, wenn gilt: det (v) = —1 und ¢r () = 0. Diese Be-
dingungen bleiben offensichtlich bei algebraischer Konjugation unverandert,
so dafl wir unter der gemachten Voraussetzung & (v) € Isom (H) folgern
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konnen, dafl auch & (v) eine hyperbolische Spiegelung ist. Wahle nun ein
beliebiges z € H aus der Spiegelachse von . Dann erhalten wir:

g(y)of(z)=fov(z)=[(z).

f (z) wird also von & (v) fixiert, muf sich also in der Spiegelachse von & (v)

befinden.
(ii) Nach Lemma 4.15 erfiillt

fl=d()ofory i H s —H
dieselbe Funktionalgleichung wie f. Damit ergibt sich analog zum Beweis

von Lemma 4.3(ii) fiir ¢° = f7 : H + H und beliebiges ¥ € I'? wegen
o(¥) € PSL(2,R):

glei=froy=a(F)ofr=c(F)efr=0(F)og"

O
Definition 4.2
(i) Fiir z,w € HU R U oo definieren wir:
[z,w] := die abgeschlossene z und w in H verbindende geodédtische Strecke

(z,w) := die offene z und w in H verbindende geodétische Strecke

(ii) Sei ¢ C H eine Geodétische und z € G. Unter einer Halbumgebung
von z beziiglich G, bezeichnet mit U/, (2, (), verstehen wir jede Menge M,
die sich folgendermaflen schreiben 1afit: Es existiert eine (euklidische) Kreis-
scheibe B (z,r) C H um z mit Radius r und M = B; U (G N B(z,r)) oder
M = By U(GN B(z,r)), wobei mit By bzw. By die 2 Zusammenhangskom-
ponenten von B (z,r)\G bezeichnet seien.

Satz 4.17 Sei I’ cine semiarithmetische Gruppe, I'* enthalte elliptische Ele-
mente. Gibt es dann fiir eine geeignete PSL(2,R)- Konjugation von I' hyper-
bolische Spiegelungen Sg, € N (I'?) .1 = 1,...,n, an Geoditischen G; und
eine nicht-triviale Finbettung o : Q(Tr (I'?)) — R mit o (Tr (I'?)) € [-2,2]
dergestalt, daf:

(i) die G; ein hyperbolisches Polygon P C H beranden, und gleichzeitig

(ii) o sich so zu einer Finbettung & fortsetzen lifit, daff & (Sq,) € Isom (H),
i = 1,....n, aber auferdem mindestens ein v € N (I'?) existiert mit

& (v) & Isom (H),

so ist ' nicht modular einbettbar.
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Beweis: Wir nehmen an, I' sei modular einbettbar. Dann ist nach Satz 4.2
die Funktionalgleichung

foy(z)=a(y)o f(z) fir alle z € H und alle y € I'?

durch eine holomorphe bzw. antiholomorphe Funktion f lésbar. Nach Vor-
aussetzung (ii) und Satz 4.16(ii) wissen wir, da} dann auch eine antiholo-
morphe bzw. holomorphe Funktion ¢, namlich g := & (y)o foy=1: H — H,
existiert, die dieselbe Funktionalgleichung wie f erfiillt. Sei 0.B.d.A. f holo-
morph und ¢ antiholomorph. Desweiteren erhalten wir nach Satz 4.16(i) und

Voraussetzung (ii) iiber die Spiegelungen S¢, , i =1,...,n:
(1) f(G) c &(Gi)
(2) sowie  ¢(G;) C o (Gy),

hierbei bezeichne & (G;) die Spiegelachse von & (Sg;, ). Seien v; € HUR U oo,
i =1,...,n, die Ecken von P, dabei sei v; = G; N G41 (Indizes modulo n
gelesen).

Wir betrachten nun zunachst nur den Fall, dafl das von den G; berande-
te Polygon P kompakt ist, das heifit v; € H fiir + = 1,...,n. Die obigen
Beziehungen (1) und (2) implizieren:

Foi) =g(vi) =6 (Gi) N6 (Giga) =: 0 (vi).

Fir die i-te Seite S; C G von P gilt: S; = [vi—1,vi], 1 = 1,...,n (Indizes
wieder modulo n gelesen). Unter erneuter Benutzung von (1) und (2) erhalten

wir damit:
F(S) = [z, 2] D6 (vic1), 0 (v)], 2,2, € 6 (G;) geeignet gewahlt
g(S:) = [wi,wy,] D6 (vim1),0(v)], wiy,w;, € 5(G;) geeignet gewihlt.

Wir kénnen nun f (P) U g (P) schreiben als:
F(P)Ug(P)=KUU,

wobei (P bezeichne das Innere von P):

e
K = U{Z¢1,2¢2,wimwi27&(%)}
=1



Behauptung: U C H ist offen.
Beweis der Behauptung:

Sei z € U beliebig. Falls z € f(P) U g(PO), so ist nach dem Offenheits-
prinzip nichts zu zeigen. Sei also 0.B.d.A. z € f(51)Ug(S1) und die Punkte
& (v1),0 (vn,) 21y, 215, W1, , w1, seien 0.B.d.A. folgendermaflen angeordnet:

d(z1,,6 (va)) < d(z1,0(v1)) < d(z1,,21,)
sowie d(wy,,0(v,)) < d(wy,,6(v1)) < d(wy,,wy,).

1.Fall: Es existiert ein w € f~'(2) N S; mit f'(w) = 0. Wihle eine
Halbumgebung Uy /3 (w, G ) von w mit:

U1/2 (w,Gl) C P und U1/2 (w,Gl)ﬂf_l ([() :@

(dies ist moglich, da w ¢ f~' (K) und die Menge f~! (K') diskret ist). Dann
ist f <U1/2 (w, G1)> C U wegen f(Gy) C & (G1) eine Umgebung von z.

2. Fall: Es existiert ein w € ¢~ (2) N S; mit ¢’ (w) = 0. Argumentiere
analog zum 1. Fall.

3. Fall: Sei z € (6 (v,),0 (v1)) und fiir jedes w € f~' (2) NS} bzw. jedes
w' € g7t (2) NSy gelte: f'(w) # 0 bzw. ¢ (w') # 0. Orientiere & (G) von
& (v,) nach & (vy) und Gy von v, nach vy; 0.B.d.A. befinde sich dann P auf

der rechten Seite von (/1. Da wir wissen, daf}

flon) = g(va) = &(va)

und
flor) = g(v) = &(w),
so mul es w € f71(2)N S, und w' € ¢g7'(2) N S; mit der Eigenschaft
geben, daf f eine geniigend kleine Halbumgebung U := Uyje (w,Gy) C P
auf eine Halbumgebung f (Uy) von z beziiglich & (G1) abbildet, die auf der

rechten Seite von & (G4) liegt bzw. g eine gentigend kleine Halbumgebung
Uy := Uypp(w',Gy) C P auf eine Halbumgebung ¢ (U;) von z beziiglich
& (Gy) abbildet, die auf der linken Seite von & (G1) liegt. O.B.d.A. seien U,
bzw. Uy wieder so gewéhlt, daf

UNnf ' (K)y=0 und UynNg ' (K)=0.

Damit ist (f (U1) U g(Us)) C U eine Umgebung von z.
4. Fall: Sei z € (21,,7 (v,)) und fiir alle w € f~! (2) NSy gelte: f' (w) # 0.
Betrachte die Menge

f_l (5- (Un)) N Sl - {1’072}17 .. .,l’k} , To 1= Uy
Wegen f(v1) =& (v1) gilt: & > 1, falls (21,,6 (v,)) # 0. Sei 0.B.d.A.

d(vn, 1) < d(vp,22) < ... < d(vy,xp).
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Sei nun w € f7'(z,) N Sy beliebig gewéhlt. Dann existiert genau ein j,
0 <j <k, mitw € [zj,2;41], und es gilt:

Flzjywjml) = [21,0 (0a)] sowie  f(z;) = f(zj41) = & (vn).

Damit miissen aber Punkte y1,y2 € [2;,z;11] N f~! (2) mit der Eigenschaft
existieren, daf f gentigend kleine Halbumgebungen Uy := Uy s (y1,G1) C P
bzw. Uy := Uyj3 (y2, G1) C P auf Halbumgebungen f (Uy) bzw. f(U;) von =z
beziiglich & (1) abbildet, die auf jeweils unterschiedlichen Seiten von & (G)
liegen. O.B.d.A. sei wieder vorausgesetzt, daf3

UNfr(K)y=0 uwnd U,nf Y K)=0.

Somit ist (f (Uy)U f(Uz)) C U eine Umgebung von z.

5.Fall: Fiir z € (wy,,6(v,,)), z € (6 (v1),21,) oder z € (6 (v1),w,) 1aBt
sich die im 4. Fall gefithrte Argumentation analog iibertragen.

Damit sind alle méglichen Félle behandelt worden, so dafl die Behaup-
tung bewiesen ist.

Sei nun zg € U beliebig gewdhlt. Betrachte alle orientierten geodatischen
Strahlen, die von zo ausgehen. Da zy im Innern von f (P) U g (P) liegt und
f(P)Ug(P) kompakt ist, muB jeder dieser Strahlen 9 (f (P)Ug(P)), den
Rand von f(P) U g (P), schneiden. Nun gilt aber offensichtlich, da U offen
ist:

d(f(P)Ug(P)) CK,

und KA ist nur eine endliche Menge, wohingegen es unendlich viele paarweise
disjunkte geodatische Strahlen gibt. Widerspruch!

Wenn P nicht kompakt ist, also Ecken v;,7 € {1,2,...,n}, in R U oo be-
sitzt, so 1aBt sich fast dieselbe Argumentation fithren. Schneiden sich zwei
der Geodatischen GG und G441 in v; € RU oo, so ist das Produkt

SG] oS¢ eN <F2>

J+1

parabolisch mit Fixpunkt v;. Ebenso ist & (SG]> oo (SG]H) parabolisch mit
Fixpunkt & (v;). Nach einem Resultat von Schmutz Schaller/Wolfart [14]
kénnen wir dann f und ¢ stetig nach v; fortsetzen durch

fvj) =g (v;) =0 (v;).

Wir betrachten nun das kompaktifizierte Polygon P =PU {vi,v9,...,0,}.
Die Definitionen von U und K kénnen fiir f (P) Ug (P) identisch iibernom-
men werden und ebenso der Beweis dafiir, dafl U C H offen ist. Nun ist
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f (F) Ug (F) kompakt in HUR U oo, und man erhélt auf dieselbe Weise wie
vorher einen Widerspruch.

O

Bemerkung: Ich vermute, dafl schon die FExistenz eines FElements
v € N(I'?) und einer Erweiterung & einer nicht—trivialen Einbettung
o: Q(Tr(I'*) — R mit o(Q(Tr(I'*))) € [-2,2] und 6 (y) & Isom (H)
ausreicht, um die modulare Einbettbarkeit einer semiarithmetischen Gruppe
I' zu verhindern. Wenigstens im Fall, dafi I'? elliptische Elemente enthilt,
erscheint es mir jedenfalls duerst unwahrscheinlich, daf es sowohl eine (je-
weils eindeutig bestimmte) holomorphe Funktion als auch eine antiholomor-
phe Funktion gibt, die die erforderliche Funktionalgleichung erfiillt.

4.2 Modulare Einbettbarkeit von symmetrischen
Fuchsschen Gruppen

Beschéftigt man sich mit der Frage nach der modularen Einbettbarkeit ei-
ner gegebenen Gruppe, so ist es zunédchst sicherlich zweckméafig, ein Kri-
terium dafiir zu erarbeiten, fiir welche nicht—trivialen Einbettungen o des
Spurkoérpers in die reellen Zahlen iiberhaupt eine holomorphe Funktion f°
zu konstruieren ist, die die gewiinschte Funktionalgleichung erfiillt. Mit an-
deren Worten: wann gilt o (Q(Tr (I'?))) € [—2,2]? Dies ldBt sich im Fall un-
serer speziellen symmetrischen Vierecksgruppen anhand des folgenden Satzes
leicht entscheiden:

Satz 4.18 Sei I' eine semiarithmetische symmetrische Fuchssche Gruppe
der Signatur [2,2,2,t], und sei o eine nicht-triviale Finbettung

id#c:Q(Tr(I'*)) = R.
Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.2:
o (Tr(I?) C[-2,2] & o (tr(z?),o(tr(y?)) € [-2,2].

Beweis: Es bleibt nur die Riickrichtung zu zeigen.
Sei dazu o eine nicht—triviale Einbettung id # o : Q (Tr (I'"?)) — R.
Aus o (tr(z?), o (tr(y?)) € [—2,2] folgt wegen tr(y) = ¢r(y?) + 2 fiir alle
v € PSL(2,R)
o (trz(:p» , O (trz(y» > 0.
Auflerdem ist Q(cos(m/t)) fiir alle ¢ ein total-reeller Zahlkorper, so daf

zusitzlich stets gilt:
o (cos?(m/t)) = 0.
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Setze nun o beliebig zu einer Einbettung o;:
o1 Q(Tr (1) = Q(tr(x), tr(y), cos (m/t)) = R (1)

fort. Dabei tritt die letzte Zeile nur fiir t = 1 mod 2 auf (vgl. Bemerkung im
Beweis von Satz 3.6).

Angenommen, die Behauptung sei unwahr. Dann existiert nach Lemma 3.2
ein hyperbolisches v € I' mit |o (tr(v))| > 2. Nach einem schon haufig ver-
wendeten Resultat von Takeuchi [16] kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf

IC PSL(Z,Q <Tr(F), 1r2(7) — 4) )

Setze o1 nochmals zu einer Einbettung oy : Q <Tr (I),/tr2(y) — 4> — C

fort. Wegen |o (tr(v))| > 2 gilt auch hier sogar (unabhéngig von der speziel-
len Wahl der Fortsetzung):

oy : Q <Tr (I),/tr2(y) — 4> — R,
also: oo(I') C PSL(2,R).

Dies impliziert aber, da oy Flementordnungen erhilt und injektiv ist:

oa(€e1), o9(€z) sind paarweise verschieden und elliptisch der Ordnung 2

= oa(e1)oz(ez) = o2(x)ist hyperbolisch

= oy(z)? = oy(2?) ist hyperbolisch

= |t (o2(2?)) | = |oa (tr(2?)) | = |o (tr(2?)) | > 2.
Widerspruch!

O

Bemerkung: Die Beweisidee 1a63t sich auf beliebige nicht—elementare Fuchs-
sche Gruppen iibertragen; im allgemeinen mufl man jedoch die Bedingung fiir
ein hyperbolisches Element und ein Kommutatorprodukt iiberpriifen (siehe
auch Kern-Isberner/Rosenberger [13], Korollar 2).

Lemma 4.19 Sei [’ eine semiarithmetische Fuchssche Gruppe, sei v € I'? ein
elliptisches bzw. parabolisches Element mit Fixpunkt zo € H bzw. zo € RU oo
und S € N (T'?) C Isom (H) die Spiegelung an einer Geodditischen durch den
Punkt zg. Sei o : Q(Tr (I'?)) — R eine Einbettung mit o (Tr (I'?)) € [—2,2].
Dann gilt fiir alle Fortsetzungen & von o auf I'* und S mit & (I'*) C PSL(2,R):

g (S) € Isom(H),

oder mit anderen Worten: & (S) ist wieder eine hyperbolische Spiegeluny.
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Beweis: Ware 6 (5) ¢ Isom (H), so miifite nach Lemma 4.15 gelten:
g(S):Hw— —H.

Betrachte nun die Operation von & (v) und & (5) auf ganz C U cc.
Sei zunachst v elliptisch, also zg = z¢ + 1Yo, o, Yo € R,yo > 0. Da nach
Voraussetzung gilt:

g(y) e PSL(2,R),
kénnen wir & durch & (i) := i so fortsetzen, dafl &(v) die Punkte
7 (z0) =6 (x9) 416 (y1) und & (Zg) = 6 (o) — 16 (y1) fixiert, wobei weiterhin
7 (x0),0 (yo) € R(!). Hieraus ergibt sich aber:

¢ (%) = 7 (20) ,
womit wir erhalten:
5 (5) (6 (20)) =6 (20) und &(5)(0 (%)) =0 ().

& (S5) hat also einen Fixpunkt in der oberen Halbebene, was der Annahme
g(S5) : H — —H widerspricht. Also gilt doch: & (5) € Isom (H) und damit
ist & (5) nach Satz 4.16 (i) eine hyperbolische Spiegelung.

Ist « parabolisch, so lassen sich die obigen Schlufiweisen fast analog iiber-
tragen. Wére & () & Isom (H), so gélte nach Lemma 4.14:

( - ) 5(S) € Isom (H)

und wegen tr (& (S5)) = & (tr (5)) = 0 erhalten wir daraus:

g(S)(z)=a(z), zeH,

wobei @ € PSL(2,R) ein geeignet gewahltes elliptisches Element der Ord-
nung 2 ist. Nun hat aber nach Voraussetzung S den Fixpunkt zp € R U oo
und damit & (5) den Fixpunkt & (z9) € R U oo, was der obigen Darstellung
von & (.5) widerspricht.

O

Nunmehr sind wir in der Lage, folgendes zu zeigen:

Lemma 4.20 Sei ' eine symmetrische semiarithmetische Fuchssche Gruppe
der Signatur [ti,t2,...,t,], und sei o : Q(Tr(I'?)) — R eine Fin-
bettung mit o (Tr (I'?)) € [=2,2]. o sei 0.B.d.A. schon so erweitert, dafl
o (I'?) C PSL(2,R). Dann gilt mit den Bezeichnungen von Definition 3.2:

50



(i) Fxistiert kein « mit t; = t;41 = 2, ¢ = 1,2,...,n, (Indizes modulo
n gelesen), so lift sich o zu einer Finbettung & fortsetzen mit
(S (') C Isom (H).

(ii) Ist I' modular einbettbar und exvistiert hochstens ein 1 € {1,2,...,n},
mit t; = tiy1 = 2 oder t; = tip1 = tiys = 2, (Indizes modulo n gelesen) und
mindestens ein j € {1,2,...,n} mit t; # {2,00}, so lifit sich o zu einer
Finbettung & fortsetzen mit & (S (I')) C Isom (H).

Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen aus Definition 3.2.

(i) Nach Voraussetzung liegt auf jeder Spiegelachse der die Gruppe S (I)
erzeugenden hyperbolischen Spiegelungen S¢,, ¢ = 1,2,...,n, ein elliptischer
bzw. parabolischer Fixpunkt von I'?. Damit 148t sich nach Lemma 4.19 ¢ in
der angegebenen Weise zu einer Einbettung & erweitern.

(ii) Es sind nur noch die Falle zu iiberpriifen, die nicht bereits durch (i)
abgedeckt sind. Sei also t; = ;41 = 2 bzw. t; = t;4; = t;42 = 2 fiir genau
ein 7, 1 € {1,2,...,n}. Hier betrachten wir die Polygone P, := P U S¢, (P)
bzw. Py := (P U Sg, (P))USa,,, (PUSg, (P)). Im Fall von Vierecksgruppen
haben P, bzw. P, demnach beispielsweise folgende Gestalt:

Polygon P, Polygon P,

By

Allgemein zeichnen sich P, bzw. P, dadurch aus, dafl auf jeder ihrer Sei-
ten mindestens ein parabolischer bzw. elliptischer Fixpunkt eines Elementes
aus I'? liegt. Damit 148t sich nach Lemma 4.19 ¢ so zu einer Einbettung
o fortsetzen, daff die 6—Konjugate aller Spiegelungen an den Seiten von Py
bzw. P, wieder hyperbolische Spiegelungen sind. Da ein j € {1,2,...,n} exi-
stiert mit ¢; & {2,000}, enthilt ['? elliptische Elemente, so daff wir aufgrund
der vorausgesetzten modularen Einbettbarkeit von I' mit Satz 4.17 schlie-
fen konnen: Fiir jede Erweiterung 6’ von & auf S (I') mufl zwingend gelten:
&' (S () C Isom (H).

O

Bevor wir uns weiter genauer ansehen, welche Eigenschaften modular
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einbettbare symmetrische Fuchssche Gruppen notwendigerweise besitzen
miissen, wollen wir uns noch der Frage zuwenden, wie sich die Schnittwinkel
der Achsen hyperbolischer Spiegelungen mit Eintragen in einem total-reellen
algebraischen Zahlkérper bei algebraischer Konjugation der Matrixeintrége
der Spiegelungen verdndern. Dazu definieren wir zunéchst wie folgt:

Definition 4.3 Seien G| und ;5 zwei Geodatische in H, die sich in einem
Punkt zy € H schneiden. Dann bezeichnen wir mit dem Winkel 4 (G, G2)
zwischen (1 und (9, den eindeutig bestimmten Winkel ¥ € [0, 7) zwischen
den Tangenten an G; und G5 im Punkt zp, gemessen im positiven Sinn von
(1 nach Gs.

Desweiteren definieren wir eine Funktion x : PSL(2,R) — {0,—1,1} in
der folgenden Weise: Fiir v = (¢ S) € PSL(2,R) sei

-1 : tr(y)-b<0

X (y) = L = tr(y)-b>0
0 : tr(y)-6=0

Lemma 4.21 Sei v € PSL(2,R) ein elliptisches FElement mit Spur
[tr ()| = 2cosd, ¥ € (0,7/2]. Dann gilt: ~ dreht im positiven Sinn um
den Winkel 20 € (0, 7] genau dann, wenn x (v) € {0,1}.

Beweis: Sei zunachst ¢ der Fixpunkt von 5. Dann dreht + genau dann im
positiven Sinn 2¢ € (0, 7], wenn sich v darstellen a8t als

B cos 1 sin
T —sind cosv J’
und dies impliziert offensichtlich: y (v) € {0, 1}.

Hat + nun einen beliebigen Fixpunkt zo € H, so dreht v genau dann im

positiven Sinn um 29 € (0, 7] um zp, wenn eine Matrix (ZS) € PSL(2,R)

existiert mit

B a b cos sin ¥ d —b
7= c d —sin? cos ¢ —c a
cos ¥ — (ac + bd) sin v (a* 4 b*)sin ¥
* cost + (ac+ bd)sind }’

also auch in diesem Fall: y (v) € {0, 1}.
O

Satz 4.22 Seien S1,5; € PS*L(H) = Isom (H) zwei Spiegelungen mit Ein-
trigen in einem algebraischen Zahlkorper K, deren Achsen Gy bzw. Gy sich
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in einem Punkt zo € H schneiden. Sei |tr (S10.52)| = 2cos (7/t), t € N und
0.B.d.A. 4(Gy,Gy) = w/t. Sei desweiteren o : K — R eine Finbettung mit
o(cos(m/t)) = cos(km/t) (egT (2t,k) =1 und 1 < k < t). Dann gilt fir die
Achsen o (G) und o (Gs) der algebraisch—konjugierten Spiegelungen o (S1)
und o (Ss):

(0(G2),0(Gh)) = kr/t, falls x (0 (S2051)) € {0,1}
(0(Ge),0(Gr)) = (t—k)m/t, falls x (0 (S2057)) =—1.

Beweis: v = S;10S5; dreht nach Voraussetzung um den Winkel
2 9(G2,Gh) = 2w/t in positiver Richtung. o (y) dreht nach Lemma 4.21
um den Winkel 2k7/t in positiver Richtung, wenn y (o (v)) € {0,1}, bzw.
um den Winkel 2k7m/t in negativer Richtung, wenn x (¢ (y)) = —1. Ande-
rerseits dreht o (y) = 0 (51) 0 0 (53) um den Winkel 2 4 (o (G2),0(G1)) in

positiver Richtung, daraus erhalten wir:

29(0(Gy),0(Gh)) = 2kn/t, falls x (0 (52 0.51)) € {0,1}
29(0(Gy),0(Gh)) = 2m —2kn/t, falls x (o (530 51)) = —1,

woraus sich die Behauptung ergibt.

O

Definition 4.4 Sei I' eine symmetrische semiarithmetische Gruppe der Si-
gnatur [t1,ts,...,%,] und sei o : Q(Tr(I?)) < R eine Einbettung mit
o(Tr(I?)) ¢ [—2,2]. LaBt sich dann mit den Bezeichnungen von Defini-
tion 3.2 o zu einer Einbettung & erweitern mit & (S (I')) C Isom (H), so
verabreden wir folgende Notation:

(i) &(F;) bezeichne den eindeutig bestimmten Fixpunkt von & (e;)
in HUR U oo.

(ii) & (Gy) bezeichne die eindeutig bestimmte Geodétische in H, an der
7 (S¢,) (auch eine Spiegelung nach Satz 4.16) spiegelt.

(iii) Ist ' so konjugiert, daf oo kein Fixpunkt von e;, i = 1,2,...,n, ist
so bezeichne die zu I' und & gehérende Kurve v (I', &) die folgende Teilmenge

von HUR:
y(I,6):=1[6(FE),0(F)|U...[6(F.-1),0(E,)]U[6(E,),d(E).

(iv) Sei H\7y (I', 6) = |, Z; die disjunkte Zerlegung von H\~ (I', &) in Zu-
sammenhangskomponenten, und sei 0.B.d.A. Z; die eindeutig bestimmte (im
euklidischen Sinne) unbeschréankte Zusammenhangskomponente. Dann ver-
stehen wir unter Ext (v (T, #)), dem AuBeren von + (I, &), und Int (v (T, #)),
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dem Innern von v (I', &), die folgenden Mengen:

Ext(y(T,6) =% wd Int(y(I,6):= ) z=] 2
wiFEl Z; beséhréinkt

(hierbei ist ,,beschrankt“ wieder im Sinne der euklidischen Metrik zu verste-
hen).

(v) z € (6(F;),0(Eit1)), 1 = 1,2,...,n, heift Randpunkt beziiglich
v (I',&), wenn eine Halbumgebung Uy, (2,6 (G5)) (Definition 4.2) existiert
mit

(U(z,6(Gy))NH\y(I',5)) C Ext(v(I',5)).

Jede solche Halbumgebung nennen wir eine Randhalbumgebung (beziiglich
y(I',&)) von z.

Satz 4.23 Sei I' eine symmetrische semiarithmetische Fuchssche Gruppe
der Signatur [ty,1q,...,1,], dabei existiere hiochstens ein i € {1,2,...,n}
mit t; = tiy1 = 2 oder t; = tip1 = tiys = 2, (Indizes modulo n gelesen) und
mindestens ein j € {1,2,...,n} mit t; ¢ {2,00}. Dann gelten mit den Be-
zeichnungen von Definition 3.2. und Definition 4.3 folgende Implikationen:
(i) Ist I' modular einbettbar, so gilt fir jede nicht-triviale Finbettung
o Q(Tr(I?) — R mit o(Tr(I'?)) € [-2,2] und fir jede PSL(2,R)-
Konjugation von T, fiir die sich o so fortsetzen lifit, dafy o (I'*) C PSL(2,R):
a) o ist  nochmals zu einer FEinbettung &  fortsetzbar mit
g (S (') C Isom (H).
b) Es existiert eine Funktion f° : P — H, die im Innern von P holomorph
oder antiholomorph und auf dem Rand von P stetig ist, mit

FP(Ey i) Co (G, firi=1,2,....n.

(it) T' ist modular einbettbar, wenn fir jede nicht—triviale Finbettung
o:Q(Tr(I?) <= R mit o (Tr (I'*)) € [-2,2] eine PSL(2,R)- Konjugation
von ' existiert, fir die sich o so fortsetzen lifit, daff die Bedingungen a) und
b) aus (i) erfillt sind.

Beweis: (i) a) ist die Aussage von Lemma 4.20 und b) wurde in Satz 4.16 be-
wiesen, da fiir jedes ¢ € {1,2,...,n} die offene geodétische Strecke (E;, Fi11)
in G;, der Spiegelachse von Sg,, enthalten ist.

(ii) Nach Satz 4.2 geniigt es zu zeigen: jede holomorphe bzw. antiholomor-
phe Funktion f7, die die in b) beschriebenen Bedingungen erfiillt, 148t sich
zu einer auf ganz H holomorphen bzw. antiholomorphen Funktion fortsetzen,
die der Funktionalgleichung

fPomy(2)=6(y)o f7(2) fiir alle z € H und alle y € I'2
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geniigt. Der Beweis hierfiir beruht auf denselben Schlufiweisen wie der
Beweis der modularen FEinbettbarkeit von Dreiecksgruppen (vergleiche
Cohen/Wolfart [5]). Fiir alle £;, « = 1,2,...,n, mit F; € H folgt aufgrund

der Voraussetzung
JT((Ei, Bir)) C o (Gy) und 7 ((Eiy, E) C 6 (Ging)
und der Stetigkeit von f° auf dem Rand von P:
fP(B) =6 (G)N&(Giny) =6 (F;).

Da die S (I')-Bilder von P auflerdem die ganze obere Halbebene pflastern,
148t sich f° wegen

f& ((EHEZ-H)) C&(Gz)v ﬁiri:1727"'7n7

zunachst durch sukzessive Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzips
zu einer auf ganz H definierten Funktion fortsetzen. Diese erfiillt nach Kon-
struktion die geforderte Funktionalgleichung sogar fiir alle v € S (I') und ist
unmittelbar in allen Punkten z € H, die keine S (I')-Bilder von Eckpunkten
von P sind, holomorph bzw. antiholomorph. Nach Satz 4.22 hat 7 in diesen
Ausnahmepunkten jedoch (nach einer geeigneten Koordinatentransformati-
on) lokal die Gestalt: f7 (z) = 2" bzw. f7 (2) = 27, n € N geeignet, so daB
die Holomorphie bzw. Antiholomorphie auch hier gewahrleistet ist.

O

Satz 4.24 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz /.23 gilt: Ist T’
modular einbettbar und o eine nichi—triviale Einbettung o : Q (Tr (I'?)) = R
mit o (Tr (I'?)) € [-2,2], so hat mit den Bezeichnungen von Definition 4.4
und Satz .23 die o zugeordnete Funktion f := f° folgende Figenschaften (T
sei 0.B.d.A. so konjugiert, daf$ oo kein Fizpunkt von e;, i =1,2,...,n, ist):

(i) f(E;) = &6(k;) fir ale F; € H, « € {1,2,...,n}, und f lifit sich
fir alle E; € R, ¢ € {1,2,...,n}, durch f(E;) := o (F;) stetig auf das
kompaktifizierte Polygon P fortsetzen.

(ii) v (I'yo) C f (F) und Jf (F) C v (I',&), wobei mit Of (F) der Rand
von f (F) in HU R bezeichnet sei.

(iit) f (P)NZ; =0 oder Z; C [ (P), fir jede Zusammenhangskomponente
Z; von H\v (I, ), und damit f (P)N Ext (v (T',5)) = 0.

(iv) Orientieren wir (E;, Ei11) von E; nach B, 1 =1,2,....n, (P liegt
damit auf der linken Seite von OP = ~(U,id)) und (& (E;),5 (Ei1)) von
g (E;) nach 6 (Eiy1), 1 =1,2,...,n, so liegen alle Randhalbumgebungen von
Randpunkten z beziglich v (I', &) auf einer Seite von v (I',5). Dabei ist f
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genau dann holomorph bzw. antiholomorph, wenn diese Randhalbumgebungen
auf der rechten bzw. linken Seite von v (I', &) liegen.

(v) Ist v (', &) einfach, berandet also v (I', &) ein hyperbolisches Polygon
P?, so bildet  das Polygon P bijektiv auf P? ab. Diese Abbildung ist seiten—
und eckentreu, erfillt also fir:=1,2,..

SN

F(E) =6 (E) und [([E;, Eipd]) =[6(E),6 (Ei)].

Bewess:
(i) Die erste Aussage ist klar (vergleiche Lemma 4.10 bzw. Beweis von
Satz 4.23) und die zweite ist ein Resultat von Schmutz Schaller/Wolfart [14].
(ii) Die erste Aussage ergibt sich wegen f ((E;, Fiy1)) C & (G;) unmittel-
bar daraus, daf}

Q:

(E) = f(E) Ef(?) fire=1,2,...,n.

Zum Beweis der zweiten Aussage beachte man, daff aufgrund der Holomor-
phie bzw. Antiholomorphie von f nach dem Offenheitssatz gilt:

Of (P) C [ (9P) = J f ([E: Eia]).
=1
Wegen f([F;, Fiy1]) C 6(G;) und f(E;) = &(F;) gilt auflerdem fiir
i = 1,2,...,n und v;,v;, € HUR geeignet gewdhlt (v;, = & (F;) bzw.
v, = 0 (Fiy1), falls 6 (F;) € R baw. 6 (Fiy1) € R und v, € H bzw. v, € H
genau dann, wenn & (£;) € H bzw. & (E;4,) € H):

F (B, Eipa]) = [viy,vi,] 2 [0 (B2, 6 (Eiya)] -

v;, und v;, seien dabei 0.B.d.A. so angeordnet, dal entweder v, = & (FE;)

bzw. v, = & (Eiy1) oder

(viy, & (Ei)) N (5b(E¢) 0 (Bip)) =10

(0 (Eig1) ,v0,) N (6 (E;),0(Eiy1)) =0
Es bleibt zu zeigen, dab fiir vy, # & (Ei) baw. vs, # & (Fuyr) gilt:
v, (E)) N0 (P) baw. (5 (Eisr) 0] N0 (P) sind leer.
Sei dazu zunichst = € (vr,,5 (Er)).

1. Fall: Es existiert ein w € f~'(2) N (£, Biqq) mit f'(w) = 0 bzw.
[ (w) = 0. Dann wird eine Halbumgebung U, 5 (w,G;) C P von w durch
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f auf eine volle Umgebung von z abgebildet, so daf z im Innern von f(P)
liegt.

2. Fall: Fiir alle w € f= (2) N (B, Biyy) gilt: f/(w) # 0 bzw. f' (w) #£ 0.
Wegen f(F;) = 6(E;) und f(FEiy1) = 6 (Fiy1) muB es dann Punkte
wi,wy € f71(2)N(E;, Eiyy) sowie Halbumgebungen Uy := Uy (wy,Gi) C P
und U := U,y (wq, G) C P geben, so daB f(Uy;) und f (U;) Halbumgebun-
gen von z sind, die auf unterschiedlichen Seiten von & ((;) liegen (dasselbe
Argument wurde im Beweis von Satz 4.17, 4. Fall, noch genauer ausgefiihrt).
f(Uy) U f(Usy) ist damit eine Umgebung von z, so dafl auch in diesem Fall z
im Innern von f (F) liegt.

Falls z € (6 (Fit1),vi,), so 1aBt sich die obige Argumentation analog
fithren. Damit erhalten wir:

af (P) c (7(F,&) U U{vil,%}) .

Da of (F) auflerdem keine isolierten Punkte enthalten kann, folgt daraus
ummittelbar: Jf (F) C (I a).

(iii) Sei Z; eine beliebige Zusammenhangskomponente von H\~v (I', 7).
Zum Beweis der ersten Behauptung geniigt es zu zeigen: Uy := Z; N f(P)
und Uy := Z; N (H\ f (P)) sind beides offene Mengen in H.

Die Offenheit von U, ergibt sich sofort, da Z; offen ist. Sei also 0.B.d.A.
Uy # () und z € Uy. Dann folgt aus (ii), daB z im Innern von f (F), das
mit dem Inneren von f(P) iibereinstimmt, liegen muf. Damit kénnen wir
eine offene Umgebung von z wéhlen mit U (z) C f(P), so daBl wegen der
Offenheit von Z; dann U (z) N Z; eine offene Umgebung von z ist, die ganz
in U liegt.

Zum Beweis der zweiten Behauptung ist nur zu beachten, dal P wegen
unserer Voraussetzung e; # oo fiir ¢ = 1,2,...,n eine im euklidischen Sinne
beschrankte Teilmenge von H ist. Also ist zwingend auch f(P) im euklidi-
schen Sinne beschrankt, und damit aufgrund des oben Bewiesenen:

f(PynExt(y(I'a))=0.

(iv) Angenommen, f ist holomorph. Gébe es dann eine Randhalbumge-
bung Uy := Uy, (2,6 (G;)) eines Punktes z € (6 (F;), 6 (Fitq)), die auf der
linken Seite von « (I',&) liegt, so wihle w € f~'(2) N (E;, Eiy1) und eine
Halbumgebung Uy := Uy, (w, G;) mit Uy C P. Aufgrund der Holomorphie

von f impliziert dies zwingend:

FU)NnU N Ext(y(T,5)) #0,
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was sich in offensichtlichem Widerspruch zu Aussage (ii) unseres Satzes be-
findet. Fiir den Fall, daf} f antiholomorph ist, schliefle man analog.

(v) Da v(I',6) nach Voraussetzung einfach ist, sind Int (v (I',5)) und
Eaxt (v (I',5)) zusammenhangend. Damit folgt aus (i) und (iii), dal f eine
surjektive Abbildung

f:P—P7

beschreibt, die in der angegebenen Weise seiten— und eckpunkttreu ist. Es
bleibt zu zeigen: f ist injektiv.

Sei dazu E die offene Einheitskreisscheibe, E := {z € C||z| < 1} und E die
abgeschlossene Einheitskreisscheibe, E := {z € C| |z| < 1}; wihle erweiterte
Riemannsche Abbildungen

f13E
fziE

Setze E;:= f7' (E)und & (E;) = f;' (6 (F;)),i =1,2,...,n, und definiere
| :

fiir zwei verschiedene Punkte z,w € C mit

'_>
'_>

z

[z, w] := das z und w bei positivem Umlauf von z nach w verbindende
abgeschlossene Segment des Einheitskreises
(z,w) := das z und w bei positivem Umlauf von z nach w verbindende
offene Segment des Einheitskreises.

Damit erfiillt g := f; ' o fo f; : E E:

9(E;) = o (E;)
9([EiFit1]) = [0 (E;) ,0 (Fit1) ]

(Indizes modulo n gelesen)

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dal f bzw. g holomorph ist (denn die
Schliisse lassen sich im Falle der Antiholomorphie analog fithren). Als endliche

innere Abbildung von E muf} ¢ dann ein endliches Blaschke-Produkt sein, das
heifit:

g(z):an_%Z__cil, mit|n| =1 unde¢; e Ko =1,....m.
i=1 ¢

Damit ist g eine auf ganz ¥ := CU {oo_} meromorphe Funktion, die E auf E,
St:={ze€C||z| =1} auf S' und ¥ \E auf ¥ \E abbildet. Dies impliziert:

g () #0, fiir allez € S',
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da ansonsten Punkte aus [E in einer geniigend kleinen Umgebung einer Null-
stelle der Ableitung von ¢ auf Punkte auferhalb von E abgebildet werden
miiBten. g beschreibt somit eine m—fache unverzweigte Uberlagerung der S,
so daB fiir jedes z € S* die Menge g~' (2) aus genau m paarweise verschiede-
nen Punkten besteht. Wir méchten nun zeigen, dafl g : E — E biholomorph
ist oder mit anderen Worten, dafi m =1 gilt.

Angenommen: m > 2. Somit existiert ein w € g7 (o (Fy) ) mit w #F,
und w € (Fq,E2) oder w € (E,,E;)(aufgrund der Seitentreue von g).
Wegen ¢ (w) # 0 wird folglich eine Umgebung U (w) von w auf der S*,
U(w) C (E1,E3) bzw. U (w) C (Ey,E7), homéomorph auf eine Umgebung
von o (Ey)auf der S* abgebildet, was im Widerspruch zu

9([Er, Ez])=lo (E1) ;o (E2) ] baw. g([En.Er])=[0o (Ey) 0 (Ey)]

steht. Also ist doch ¢ : E +— E und damit f : P — P? bijektiv.
O

Fiir den Spezialfall, daf} es sich bei I' um eine Vierecksgruppe handelt,
erhalten wir aus den beiden vorangegangenen Sétzen folgendes Ergebnis:

Korollar 4.25 Sei I' eine semiarithmetische symmetrische Vierecksgruppe
der Signatur [ty,1a,13,14], wobei mindestens ein j € {1,2,3,4} existiere mit
t; & {2,00}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) I' ist modular einbettbar.

(ii) Fiir jede nicht—triviale Einbettung o : Q(Tr(I'?)) — R mit

o (Tr(I%) € [—2,2] und eine beliebige PSL(2,R)-Konjugation von I' mit
E;, # oo (1 = 1,2,3,4), fir die sich o so fortsetzen lifst, dafl
o(I'*) c PSL(2,R), gilt:

a) o lift sich nochmals zu einer FEinbettung & fortsetzen mit
g (S (') C Isom (H).

b) v (I',&) ist einfach, und die eindeutig bestimmte holomorphe bzw. an—
tiholomorphe erweiterte Riemannsche Abbildung f°, die das kompakti—
fizierte hyperbolische Viereck P mit Fcken By, Fy, Fs und By eckpunkt—
treu in By, By, Es auf das kompaktifizierte hyperbolische Polygon P%
mit Fcken 6 (Ey), 6 (FEy), 6 (FEs) und & (Fy) abbildet, das heifst mit
fo(E) = (E;) firi=1,2,3 erfillt zusdtzlich:

f7(Ey) = 5 (Ey).

Beweis: Nach Satz 4.24 bleibt nur noch zu zeigen: Ist I' modular einbettbar,
so ist v (I', &) zwingend einfach.
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v (I, &) ist genau dann nicht einfach, wenn ein ¢ € {1, 2, 3,4} existiert mit
(Indizes modulo n gelesen):

(6 (Es), 6 (B )] N[0 (Eiye), 6 (Eigs)] # 0.

Beispielsweise: 5 (E3)

& (Ey) 2

& (Ey) o (£2)

H\vy (I',5) setzt sich in diesem Fall also aus einer unbeschrankten Zu-
sammenhangskomponente Z; und zwei beschrankten Zusammenhangskom-
ponenten Z; und Z3 zusammen, bei denen es sich jeweils um hyperbolische
Dreiecke handelt. Nun ist aber leicht einzusehen, dafl es hier, wenn wir den
Rand von P? in der in Satz 4.24 (iv) angegebenen Weise orientieren, sowohl
Randhalbumgebungen von Randpunkten beziiglich v (I', &) gibt, die auf der
linken Seite von v (I', &) liegen, als auch Randhalbumgebungen, die auf der
rechten Seite von + (I', &) liegen. Nach Satz 4.24 (iv) ist I' damit nicht mo-
dular einbettbar.

O

Korollar 4.26 Sei I' eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur
[2,2,2,t] oder [2,2,t,t] mit t € {3,4,6}. Dann gilt folgende Aquivalenz:

' ist modular einbettbar < U ist arithmetisch.

Beweis: Angenommen, I' ist modular einbettbar, aber nicht arithmetisch.
Dann existiert eine nicht—triviale Einbettung o : Q(Tr(I'?)) — R mit
o(Tr(I'?)) € [-2,2]. Nach Korollar 4.25 148t sich o zu einer Einbettung
& fortsetzen mit & (S (I')) C Isom (H), wobei die Kurve v (I',5) ein hyper-
bolisches Viereck P? berandet. Besitzt P an der Ecke F; den Innenwinkel
m/mi, i = 1,2,3,4, so sei der Innenwinkel von P? an der Ecke & (E;) mit
& (m/m;) bezeichnet. Nach Satz 4.22 gilt dann:

g (m/2
/3
/4
/6

€ {n/2,3r/2}

€ {r/3,2n/3,4% /3,57 /3}
€ {n/4,3w /4,57 /4,77 [4}
€ {m/6,57/6,7r/6,117/6}.

Q:
P e N e N
S e N

o
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Da P? ein hyperbolisches Viereck ist, mufl andererseits fiir die Innenwinkel-
summe gelten:

Z&(W/mi) < 2.

Hat I' die Signatur [2,2,2,¢] bzw. [2,2,¢,¢] mit ¢t € {3,4,6}, so kann dies
unter Beriicksichtigung aller oben beschriebenen Méglichkeiten fiir die In-
nenwinkel von P? nur auftreten, wenn alle Winkel invariant bleiben. Dies
impliziert jedoch: & (I') ist eine Fuchssche Gruppe, was im Widerspruch zu
Satz 4.7 steht. (Man kann dies auch direkt einsehen: Die nach Korollar 4.25
bei modularer Einbettbarkeit existierende erweiterte Riemannsche Abbil-
dung f?, die das Viereck P 0.B.d.A. biholomorph, seiten— und eckentreu auf
das Viereck P? abbildet, liefle sich dann zu einer biholomorphen Funktion
f:H — H erweitern, also f € PSL(2,R). Damit wiirde fiir alle v € I" gelten:
5(y) = fovyo f7' woraus sich zwingend ergébe, dafl o : Q(Tr (I'*)) — R
die Identitat ist. Widerspruch!)

O

Zum Schluf} dieser Arbeit wollen wir noch Beispiele strikt semiarithmeti-
scher Gruppen der Signatur [2,2,2,¢] angeben, bei denen fiir alle relevanten
Einbettungen o des Spurkérpers Q(Tr(I'?)) die Bedingung (ii) a) aus Ko-
rollar 4.25 erfiillt ist und auch ~ (I', &) einfach ist. Bei diesen Gruppen ist
modulare Einbettbarkeit also wirklich nur von der Existenz einer erweiter-
ten holomorphen oder antiholomorphen Riemannschen Abbildung mit der
in Korollar 4.25 (ii) b) beschriebenen Eigenschaft abhangig. Wir bendtigen
vorerst noch ein Lemma:

Lemma 4.27 Se: t € N, t > 2, mit folgender Figenschaft: Fir alle
EeN 1 <k<t/2undk = 1mod?2, gelte: ggT(t,k) > 1. Dann ist
te{3,4,5,6,9}.

Beweis: 1. Fall: ¢ = 0 mod 2. Dann sind nach Voraussetzung sogar alle
k€ Nmit 1 <k < t/2 nicht teilerfremd zu ¢ und damit auch alle £ € N mit
t/2 < k <t —1. Bezeichnen wir mit ¢ die Eulersche Phi-Funktion, so impli-
ziert dies: ¢ (1) < 3, also t € {4,6}.

2. Fall: t =1 mod 2, 0.B.d.A. ¢t > 11. Zum Beweis der Behauptung gentigt
es zu zeigen: Existierte ein ¢ € N, £ > 11, das die Voraussetzungen des
Lemmas erfiillt, so gidbe es fiir jedes n € N, n > 1, n paarweise verschiedene
Primzahlen p; = 3,py = 5, ps, ..., p, mit:

ﬁpi teilt ¢.
i=1
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Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n:
Induktionsanfang n = 2:

t > 11 impliziert 3,5 < ¢/2, also nach Voraussetzung: 3 -5 teilt ¢.
Induktionsannahme:

Sei die Behauptung fiir n € N wahr.
Induktionsschritt n = n + 1:

Seien py = 3 < py = H < p3... < p, paarweise verschiedene Primzahlen,
deren Produkt ¢ teile. Betrachte

m:z%(ﬁpn—1>.
i=1

m ist durch keines der p;, 2+ = 1,2,...,n, teilbar, und m ist auch keine reine
Zweierpotenz, da dies implizieren wiirde:

Hpi = 2"+ 1, mit [ € N geeignet.
=1
Also wegen p; = 3 und p; = 5:

2= _"1mod3 & [=1mod?2
2=_1mod5 < [=2mod4.

Widerspruch! Also existiert eine Primzahl p,,1 > 2, die m teilt und von den
pi, t = 1,2,...,n, verschieden ist. Wegen p,y1 < m < t/2 folgt nach Vor-
aussetzung des Lemmas: p,y;1 teilt ¢, womit der Induktionsschritt bewiesen
ist.

O

Satz 4.28 Sei ' eine symmetrische Fuchssche Gruppe der Signatur [2,2,2, (]
mitt € N, t > 2. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.2 setze

tr? (x) =4+ 2cos (7/t).

Dann gilt fir die dadurch nach Korollar 3.4 bis auf PSL (2,R)- Konjugation
eindeutig bestimmte Gruppe I':
(i) Fir jede Einbettung o : Q(Tr (I'?)) — R gilt:

o (Tr(I?)) C[-2,2] & o (cos(m/t)) < 0.

(i) T ist immer semiarithmetisch, und I' ist arithmetisch genau dann,

wenn t € {3,4,5,6,9}.
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(i) Jede Einbettung o : Q(Tr (I'?)) <= R mit o (Tr(I'?)) € [—2,2] lift
sich (fir eine geeignete PSL(2,R)- Konjugation von I') so zu einer Finbet-
tung o erweitern, dajfs

1. 6 (S (') weiterhin eine reelle Gruppe ist, mit anderen Worten:
(S (') C Isom (H), und

2. die I' und & zugeordnete Kurve v (I', &) (siehe Definition 4.4) ein-
fach ist.

Beweis: (i) Nach Lemma 3.2 gilt mit den dortigen Bezeichnungen wegen

tr* (z) := 4 + 2cos (7/t):
tr? (y) =4+ 8cos(m/t).

Damit erhalten wir, daf eine Einbettung ¢ : Q(Tr(I'?)) < R die Spuren
tr (z*) und tr (y*) genau dann so verandert, dafl

o (tr(a%)) .o (tr (v)) € [-2.2],

wenn o (cos (7m/t)) < 0, und dies ist nach Satz 4.18 genau dann der Fall, wenn
7 (Tr (7)) C [~2.2)

(ii) Die Semiarithmetizitat von I' folgt direkt aus Korollar 3.7 unter Be-
achtung der oben im Beweis von (i) hergeleiteten Darstellung von ¢r? (y).
Nach Satz 3.6 ist Q(Tr (I'?)) = Q(cos (7/t)), und demnach ist I' unter Be-
nutzung von (i) genau dann arithmetisch, wenn fiir alle nicht—trivialen Ein-
bettungen o : Q(cos (7/t)) — R gilt:

o(cos(m/t)) < 0.

Dies ist fiir t € {3,4,5,6,9} offensichtlich der Fall, und nach Lemma 4.27
existieren fiir alle anderen t zu 2t teilerfremde Zahlen n, die kleiner sind als
/2, also auch Einbettungen o mit:

& (cos (m/t)) = cos (nm/t) > 0.

(iii) Wegen (i) und Q(Tr (I')) = Q(¢tr (x),tr (y),cos (7 /t)) (benutze Korollar
3.5 und Lemma 3.2) 1aBt sich jede Einbettung o des Spurkorpers Q (Tr (I'?))
mit o (Tr(I'?)) € [—2,2] zunéchst zu einer Einbettung oy : Q(Tr (I')) — R
fortsetzen. Fiir eine geeignete PSL(2,R)-Konjugation von I ist dann oy zu
einer Einbettung o, weiter fortsetzbar mit:

o2 (') C PSL(2,R).

Nach Lemma 4.19 148t sich o3 damit nochmals zu einer Einbettung & fort-

setzen mit & (S (I')) C Isom (H).
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Wire v (I', &) nicht einfach, so miifite v (I', &) zwei hyperbolische Dreiecke
beranden (vergleiche Beweis von Korollar 4.25). Eines von diesen wiirde dann
aber nach Satz 4.22 zwei Innenwinkel oy, ay mit oy = & (7/2) € {7 /2,37 /2},
1 = 1,2, besitzen. Widerspruch!

0
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