Kleinere Mitth‘eilungen.

XIX. Usber geodatische Linien.
(Hierzu Taf V Fig. 5 u. 8.)

In einem Artikel iiber den gleichen Gegenstand in dieser Zeitschrift
(Bd.-H{, 1858, 8. 257) hahe ich aus dem Satze von Gauss (Disquis. c.
superf. curvas XV): ,,Wenn auf einer krnmmen Fliche von einem und
demselben Anfangspunkte aus unendlich viele kiirzeste Linien von gleicher
Linge gezogen werden, 8o schneiden sie die Verbindungslinie ihver Bnd-
punkte rechtwinklig‘ die Folgerung gezogen: .

,,Wenn auf einer Fliche zwei feste Punkte 4 und Z gegeben sind
und eine Curve, welche die Higenschaft hat, dass die Summe oder Dif-
ferenz der nach einem beliebigen Punkte M derselben gezogenen geodi-
tischen Radien vectoren M 4 4+ M P constant ist, so bildet die Tangente
der Curve in M mit den Tangenten der Radien vectoren gleiche Winkel,
und umgekshrt, ist das Letztere der Fall, so muss auch H 4 + ME con-
stant eein.* _

Als Anwendung dieses allgemeinen Satzes bhabe ich den Satz von
Mich. Roberts angefithrt (Journ. v. Liouville, 1850}, wo der Punkt
M einer Kriimmungslinie auf einem Ellipsoid angehort, dessen Nabel-
punkte 4 und B sind.

Durch Veriinderung’ des Welthes der Constante erhi#lt man eine
Schaar von orthogonalen Curven, welche den confocalen Ellipsen und
Hyperbeln in der Ebene entsprechen. Allein wenn man den Satz von
Gaunss zur Grundlage nimmt, so kann man aus demselben mnoch ver-
schiedene andere Curvensysteme ableiten, wie aus Nachstehendem her-
vorgehen wird.

Werden die geoditischen Radien vectoren M4 und ME mit v und
v bezeichnet, so ldsst sich die Gleichung einer Curve (#) auf einer Fliche
in der Form

w=f(2)

davstellen; # und » kbnnen bipolare geoditische Coordinaten genannt
werden (s, die Aufsiitze in Bd. XII dieser Zeitschrift S. 277, 428 u. 430
von P. Zech, M. Cantor, C. W. Baur, wo dieser Ausdruck fiir ebens
Curven gebraucht ist). Durch Differentiation ergiebt sich

du=f"(v) dv;

-~
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fir einen zweiten Punkt M’ der Curve ist M'Am_—u-{-du, M'Bmz;—}-dv;
man beschreibe nun von 4 auns mit den geoditischen Halbmessern M 4
und M4, von B aus mit ¥ B und M'B Bigen, so erhilt man ein Viereck
MNM'N’, dessen Seiten Bbgen von geodiitischen Kreisen sind und wel-
ches bei der Anniherung von M’ an # zu einem Parallelogramm wird,
dessen Diagonale MM’ die Tangente der Curve in M ist (Fig. 5). Das
MN' du . .
N ist ::?i_‘t;:f (r) und lisst sich
also construiren, wenn die Gleichung u=f(v) gegeben ist. Wird nun das
Parallelogramm uwm die Feke M um 909 gedreht, so fillt M N’ in die Ver-
~ langeruang von M B, MN in diejenige von M4 und Ehe Diagonale MM’
wird Normale der Curve. Hieraus folgt der Satz:

Ist die Gleichung einer Cnrve auf irgend einer Fliche
in bipolaren geodéitischen Coordinaten gegeben, solege man
in der Tangentialebene von einem Punkte # derselben Tan-
genten an die geoditisechen Radien vectoren, trageaufihnen
Strecken ab gleich dem Zihler und Nenner des Differential-
coefficienten der letzteremn, vervollstindige das Parallelo-
gramm, so ist die durch # gehende Diagonale Normale der
Cuvrve. '

Auf jeder Tangente ist die der Zunahme des andern Radius ent-
sprechende Strecke abzutragen; ist der Differentialcoefficient negativ, so
gind beide Strecken auf der Verlingerung iiber # hinaus, im andern
Falle ist die Eine auf der entgegengesetzten Richtung zu nehmen.

Die einfachsten Beispiele, welche man durch Specialisirvung von f(v)
erhilt, sind folgende: : ‘
1.  u+9 = ¢ dutdv=

Verhiltniss zweler anstossender Seiten

= 0,
du 2
2. == ——
. do v’
i
3 - p2= ¢ — =
dv 2w’
) du S
4 w4-v2= ¢ — o
+ dv w’
du )
5. U = ¢ — e
: dv v’
6 1 1 du 12
- —_— o = C —— = .
u v dv v?
Werden die Winkel zwischen der Normals und den geod#tischen
sin ®__ du
Radien vectoren im Punkte M mit ¢ und ¢ bezeichnet, so ist proyrii

also stehen in diesen sechs Fillen die Sinus der Winkel in sehr eio-
fachen Beziehungen zu # und » Durch Verinderung von ¢ erhilt man
Curvenschaaren, welche in der Ebene '
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1. confocale Ellipsen und Hyperbeln, mit den Brennpunkten 4 und B,
2. Kreise, welche die Gerade 475 und ihre Verldngerung harme-
nisch theilen,

Gerade, senkrecht anf A5,
concentrische Kreise, deren Durchmesser Z 4 B sein kann,

confocale Lemniscaten, mit den Brennpunkten 4 und .5,
Niveaulinien oder rechtwinklige Trajectorien magnétischer Cur-
ven, welche feine Eisentheilchen bilden, die auf ein Papier ge-
. streut werden, unter welches ein Hufeisenmagnet mit seinen Polen
gehalten wird (Mittheilung von P. Zech, Bd. XII 8. 377), sind.

Da man durch Integration der Differentialgleichungen auf die gegebe-
pen guriickkommt, so lassen sich alle diese Sitze umkehren, also beim
ersten Beispiel: wenn die Tangenten der bipolaren Coeordinaten in einem
Punkte der Curve mit iliver Normale gleiche Winkel bilden, so ist ihre
Summe oder Differenz constant. Oder bei 2.: wenn das Verhiltniss der
Sinus dieser Winkel constant ist, so ist es auch das Verh#ltniss der Co-
ordinaten u. s. w.

Die Einfithrung bipolarer geoditischer Coordinaten, welche, wie aus
dem Obigen ersichtlich ist, zu einer einfachen Construction von Tangente
und Normale fiihrt, ldsst sich iibrigens noch in vielen ¥Fillen auf eine
andere Art verwerthen. Wenn man das Dreieck 4 B M, in welehem, wie
oben, 4 und 7 die Brennpunkte und # ein Punkt der Curve sind, in
der Art zu einem Viereck vervollstindigt, dass man die von A nach der
Mitte von 4B gezogene geoditische Linie M0 um sich selbst nach &
verlingert und die geoditischen Linien ¥4 und N B zieht, so kénnen
in allen denjenigen IMdllen, wo die Gegenseiten des Vierecks gleich sind,
also MA=NB und MB=N4, M und N als Brennpunkte einer zweiten
Curve angesehen werden, welehe durch 4 und & geht und die derselben
Gleichung, wie die erste, nimlich u = f(¥) geniigt. Die Gleichheit der
Gegenseiten findet in der Ebene und aunf der Kugel, wo die geoditischen
Linien Biigen grosster Kreigse sind, immer statt, wie auch aunf allen Fli-
chen von constantem, positivem oder negativem, Klummungsmaass, ferner
auf solechen, welche zwei zu einander senkrechte Symmetralehenen haben,
und wenn O auf ihrem Durchschnitte liegt; also inshesondere bei den cen-
trischen Flichen zweiter Ordnung, fiir 4 und B als Kreispunkte. Durch
Verdinderung des Durchmessers M IV erhiilt man ein System von Curven
dhnlicher Art, deren gemeinsame Durchschnittspunkte 4 und B sind und
welche denselben Parameter ¢ haben.

Bei der ersten Gleichung » 4+ v=1¢ ist ¢ die geoditische Linge der
grossen Axe der geodiitischen Ellipse oder Hyperbel; somit haben wir
den Satz: '

Die Brennpunkte {(# und N) simmtlicher concentrischer
geoditischen Ellipsen und Hyperbeln, welche durch zwei
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feste Punkte aufeiner der genannten Flichen (4und B) gehen,
und deren gresse Axen gleich sind, liegen aufeiner geodiiti-
gchen Ellipse oder Hyperbel, deron Brennpunkte Aund B sind.

Anf den TYldchen von constantemn Kriimmungsmaass kénnen die
Punkte 4 und 2 beliebig angenommen werden, bei der Kngel sind die
Curven sphirische Kegelschnitte; wenn 4 und B Kreispunkte einer
centrischen Fliche zweiter Orduung sind, so liegen die Brennpunlkte der
Curven auf einer Kriimmungslinie. In allen Fillens werden die Curven
einen geoditischen Kreis beriihren, dessen Mittelpunkt O ist.

A B sei ein Bogen auf einem gréssten Kreise der Kugel, 4 und B
sind die Brennpunkte einer sphirischen Kllipse, deren grosse Axe CJD ist;
also ist O C= 00D der Halbmesser eines Kreises, welchen smmtliche durch
A und F gehende sphiirische Ellipsen beriihren und deven Brennpunkte
auf der ersten Ellipse liegen. Man kann aher auch die Figur als die
sphiirische Basis von Kegeln ansehen, deren Spitze im Mittelpunkte der
Kugel ist; dann sind die nach den Brennpunkten gehenden Halbmesser
der Kugel Focallinien und man erhilt den Satz: |

Die Focecallinien aller Kegel zweiter Ordnung, welche
einen Rotationskegel in zwei entpegengesetzten Mantel-
linien bertihren und durch z2wei zur Kegelaxe symmetrisch
liegende Gerade gehen, liegen auf einem Kegel, welcher den
Rotationskegel ebenfalls bertihrt und dessen ¥ocalen jene
Gerade sind. |

Da die Kreisschnitte der Erginzungskegel senkrecht stehen auf den
Focalen der gegebenen, so ergiebt sich dureh Uchertragung auf die Fr-
ghnzungskegel:

Die cyklischen Hbenen aller Kegel zweiter Ordnung,
welche einen Rotationskegel in zwei entgegengesoetzten
Mantellinien beriihren, sowie auch zwei zur Kegelaxe sym-
metriseh liegende Ebenen, beriihren einen Kegel, welcher
den Rotationskegel gleichfalls berihrt und dessen Kreis-
schnitte parallel mit diesen Ebenen sind. Upter eyklischen
Ebenen sind zwei durch die Spitze eines Kegels parallel mit den Kreis-
schnitten gelegte Kbenen zu verstehen.

Als zweites Beilspiel wihlen wir die Gleichung 5): u»==c, welche
in der Bbene den confocalen Lemniscaten entspricht, und bezeichnen die
entsprechenden Curven auf einer beliebigen Fliche analog als geodétische
Lemniscaten, deren Brennpunkte 4 und 2 sind, Die geoditischen
Strecken 04 =0F =1/§ sind constant, dagegen ¢ verdinderlich; die grosse
Halbaxe ist =} ¢ 4-e, die kleine =}'¢—e, Bei der gemeinen Lemnis-
.eate ist c=¢, also V@:O, die ﬁbrigeii theilen sich in zwei Gruppen,
die einen ¢3>»e umschliessen die evstere, wihrend die anderen e<e¢
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von ihr umschlossen werden. Durch Verviinderung von ¢ erhilt man ein
System von counfocalen Lemniscaten, welchs einen von O aus mit dem
Halbmesser OA beschriebenen Kreis rechtwinklig schneiden (in der Ebene),
in den Durchschnittspunkten #, #’, ... sind die Tangenten der Lemnis-
caten parallel mit 4 B; die Winkel 4H# 5, AM B, ... sind rechte. Fiir
diese Eigenschaft des Kreises bietet sich anch bei den sphérischen und
ellipsoidischen Lemniscaten ein Analogon dar: Werden auf einer Kugel
von zwei festen Punkten aus (A4 und 5) Bogen grosster Kreise gezogen,
die sich rechtwinklig (in A oder M) schneiden, so liegen diese Durch-
schnittspunkte auf einem Kegelschnitte, und nach dem Satze von Mich,
Roberis schneiden sich die von den Kreispunkten eines Ellipsoids
rechtwinklig zu einander gezogenen geoditischen Linien (4 M und B M)
auf einer sphérischen Curve. Hieraus folgt also:

Die Durchschnittspunkte von rechtwinklig sich schnei-
denden Radien vectoren eines Systems confocaler Lemnis-
caten liegen bei einer Kugel sowohl, als auch bei einem
KEllipsoid, wenn die Brennpunkte Kreispunkte sind, auf
einem sphirischen Kegelschnitte.

Betrachten wir aber in der Gleichung #v=¢ ¢ als constant, dagegen
e als verdnderlich, so erbalten wir ein anderes System von geoditischen
Lemniscaten, bei welchen die Summe der Quadrate der IIalbaxzen con-
gtant ist, Xs sei, wie oben, die Diagonale HON des geoditischen Vier-
ecks 4M BN ein Durchmesser einer L.emniscate, und M und # sollen die
Brennpunkte einer zweiten Lemniscate sein, fiir welche auch die Gleich-
ung wv=c (dM . AN= BM.BN==c) gilt, und die also durch 4 und B
geht, Dureh Verdnderung des Durchmessers M 0 NV evgiebt sich ein System
von Lemniseaten, welche sdimmtlich sich in 4 und 7B schneiden und bei
denen die Summe der Quadrate der Halbaxen constant ist. Sind nun
4 und B beliebige Punkte in der Ebene oder auf der Xugel, wie tiber-
haupt auf Flichen von constantem, positivem oder negativem, Kriim-
mungsmaass, ferner auf solchen Fliichen, welche zwei sich senkrecht
schneidende Symmetralebenen haben, wofern sie symmetrisch gegen eine
solche Ebene liegen, so hat man den Satz:

Alle concentrischen geod#tischen Lemniscaten von glei-
chem Parameter (¢) und gleicher Quadratsumme der Halb-
axen haben einen gemeinschaftlichen Durchmesser (4 B).

- Schliesslich folgen noch zwei Beispicle, um die Anwendung der oben
angegebenen Tangentenconstruction anch bei abgeleiteten Curven zu zeigen.

- Einer geschlossenen Curve auf einer Fliche sei ein Polygon ein-
beschrieben AXBC ... 4 B°C’ (Fig. 6), dessen Seiten geoditisehe Linien
sind., Die geoditischen Verlingerungen 47 und B4 schneiden sich in
M, diejenigen von BC wund C'B in M’', so ist MM’ ein Ilement der
Curve, welche man sich bei unendlicher Anndherupg der Punkie
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4BC ... 4 B'C auch dadurch entstanden denken kann, dass ein gegchlosse-
ner Faden um die Curve geschlungen ist, welcher linger als die Curve
ist und von dem ein Theil darech die geodiitischen Tangenten M B und
M4 gebildet wird. Beim Uebergang von # nach M kénnen M B und
M B’ als bipolare geoditische Coordinaten einer Ellipse angesehen wer-
den, deren Brennpunkte B und B sind und die durch M geht. In M’
geht diese Ellipse in eine zweite tiber mit den Brennpunkten ¢ und ¢’
u. 8. f.  Also werden alle diese Ellipsen die Curve MM  herithren, deren
einzelne Elemente aus elliptischen Bégen bestehen. Wenn man dagegen
die Polygonseiten 4 B und C'B', B € und B 4 verlingert, so erhilt man
die Schnittpunkte & und N'; beim Uebergang von N nach N’ wird der
Punkt IV den Bogen einer geoditischen Hyperbel beschreiben, deren
Brennpunkte Bund 8" sind. Ebenso ist das niichste Rlement N'N” der Curve
(N) der Bogen einer Hyperbel mit den Brennpunkten €’ und 4; diese
Curve besteht also aus einzelnen Hyperbelbdgen und schneidet die Curve
(M) senkrecht. Auf der Kugel sind -diese Curven confocale sphiirische
Kegelschnitte und auf den centrischen TFlichen zweiter Ordnung Kriim-
mungselinien, Daher schliesst man:

Werden von einem Punkte M ausserhalb eines sphiiri-
schen Kegelsehnittes auf eciner Kugel oder ausserhalb einer
Kriimmungslinie anf einem Hllipsoid zwei geoditische Tan-
genten gexogen, so sind durch # und die beiden Beriihrungs-
punkte als Brenupunkte eine geoditische IRllipse und Hyper-
bel bestimmt, welche die dureh M gehenden confocalen
sphirisechen Xegelsehnitte, beziehungsweise Kriimmungs-
linien beribren. In der Ibene findet eine Berithrung zweiter Ord-
nung statt. 7

Wenn man von einem Punkte O auf die Taugente einer Curve ein
Perpendikel OM fillt, so liegt 47 auf der FPusspunktencurve, welche von
dem iiber O als Durchmesser (7 Beriihrungspunkt) beschriebenen Kreise
in M berithrt wird. Man nehme nun an, O liege auf einer beliebigen
Fliche und 7'# sei eine geodiitische Pangente der Curve; der Punkt M
sei durch die Gleichung bestimmt

OM24 TH2=0T2,

d..h. OM und 7'M sind bipolare Coordinaten der Curve 4. w¥4oP=c
du v . . 1 :
T 3 8O lisst sich nach dem Vorhergehenden die Tangente in M
von dieser Curve bestimmen. Tiir cinen zweiten Punkt 77 der gegebe-
nen Curve erhilt man das Dreieck 0 M T’ in welchem ebenfalls
OM? 4 T'ME = OT2, MM ist also ein Blement der abgeleiteten Curve,
welche der Fusspunkteneurve in der Ebene entspricht und deren Tan-
gente sich nach (Gleichung 4. bestimmen ldsst.

Reutlingen. Dr. O. BogLEN,
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