
Kleinere Mittheilungen . 

. 
XIX. U eber geodätisohe Linien. 

(Hierzu Taf. V Fig.5 u. 6.) 

In einem Artikel über den gleichen Gegenstand in dieser Zeitschrift 
(Bd. IIf, 1858, S.257) habe ich aus dem Satze von GausE (Disquis. c. 
supel'f. CUl'vas XV): .. Wenn auf einer krummen Fläche von einem und 
demselben Anfangspunkte aus unendlich viele kürzeste Linien vou gleicher 
Länge gezogen werden, so schneiden sie die Verbindungslinie ihrer End· 
punkte rechtwinklig" die Folgerung gezogen: 

"Wenn auf einer Fläche, zwei feste Punkte A und B gegeben sind 
und eine Curve, welche die Eigenschaft hat,· dass die Summe oder Dif­
ferenz der nach einem beliebigen Punkte 111 derselben gezogenen geodä­
tischen Radien vectol'en 111 A + 111 B constan t ist, so bildet die Tangent.e 
der Curve in 111 mit den Tangenten der Radien vectOl'en gleiche Winkel, 
und umgekehrt, ist das Letztere der Fall, so muss auch lIfA + lIfB con­
stant sein." 

Als Anwendung dieses aHgemeiuen Satzes habe ich den Satz von 
Mich. Roberts angeführt (Journ. v. Liouvil1e, 1850), wo derPunlü 
Meiner Kl'ümmungslinie auf einem Ellipsoid angehört, dessen Nahel­
punkte A 'und B sind. 

Durch Verä.nderung· des Wel,thes der Constante erhält man eine 
Schaar von orthogonalen Curven. welche den confocalen Ellipsen und 
Hyperbeln in der Ebene entspr.echen. Allein wenn man den Satz von 
Ganss zur Grundlage nimmt, so kann man aus demselben noch ver­
schiedene andere OUl'veusysteme ableiten, wie aus Nachstehendem her­
vorgehen wird. 

Werden die geodätischen Radien vectoren 111 A und MB mit u nnd 
v bezeichnet, so lä.sst sich die Gleichung einer Curve (M) auf einer Fläche 
in der I!~orm 

u = f(v) 

darstellen; tl und -v können bipolare geodätische Ooordinaten genannt 
werden (s. die Aufsätze in Bd. XII diesel' Zeitschrift S. 277, 428 u. 430· 
von P. Zech, M. Oantor, C. W. Baur, wo diesel' Ausdruck für ebene 
OUl'ven gebraucht ist). Durch Differentiation ergiebt sich 

.,. du = ,'(v) dv; 
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für einen zweiten Punkt M' der Ourve ist 1J1'LI=u+du, M'B=v+dvj 
man beschl'eih~ nun von A ans mit den geodätischen Halhmessern 111 A 
und M'A, von B aus mit MB und M' B Bögeu, so erhält man ein Viereck 
JJ1 N M'N ' , dessen Seiten Bögen von geodätischen Kreisen sind uud wel­
ches bei der A nnäh.erung von lYl' an M zu einem Pal'allelogramm wird, 
dessen Diagonale M M I die ,Tangen te der Curve in Mist (Fig. 5). Das 

] " d S' 111 N' cl u '( Vm'hä tDlss zweIer anstossen er EIlten MN ist = cl v = f v) und lässt sich 

also construiren, wenn die Gleichung u = (Cv)· gegeben ist. Wird nun das 
Parallelogl'amm um die Ecke 1/1 um 90 0 gedreht, so fällt 111 N' in die Ver­
längel'ung von MB, 111 N in diejenige VOll M LI und die Diagonale M M' 
wird Normale der Curve. Hieraus folgt der Satz: 

Ist die Gleichung einer Ollrve auf irgend einer Fläche 
in bipolaren geodätischen Coordinaten gegeben, so lege man 
in der Tangentialebene von einem Punkte M del'selben Tan­
genten an die geodätiscben Radien vectoren, trage auf ihnen 
Strecken ab gleich d13m Zähler und Nenner des Differential­
coefficienten der letzteren, vervollständige das Parallelo­
gramm, so ist die dUl'ch M gehende Diagonale Normale der 
CUl'V s. 

Auf jeder tl'angente ist die der Zunahme dss andern Radius ßut­
sprechende Strecke ahzutragen; ist der Differentialcoefficient negativ, so 
sind beide Strecken auf der Verlängerung fiber lJ1 hinaus l im andern 
Falle .ist die Eine auf der entgegengesetzten Richtung zu .nehmen. 

Die einfachsten Beispiele, welche man durch Specialisirung von (v) 
erhält, sind folgende: 

1. u + v = I: du + dv = 0, 

2. !t=cv 

5. ltV = C 

6. 
1 1 
---= C 
U v 

Wel'den die Winkel zwischen 

du U 

dl' =v-' 
dlt V - =--U' dv 

du LJ 
- ::=::--

du tt 

du II 
==--

dv v 
du 1/2 

dv =2'"-v 

der Normale und den geodätischen 
sill rp du 

Radien v6ctoren im Punkte il1 mit fYI uud .10 bezeichnet, so ist -, - = + -d ' 
't" 't' . sm 1jJ - v 

also stehen in diesen seehs FKl1en die Sinus der Winkel in sehr ein­
fachen Beziehungen zu tl und 1>, Durch Veränderung VOn c erhält man 
OurveJ;lschaaren) welche in der Ebene 
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1. confocale Ellipsen und Hyperbeln, mit den Brennpunkten A und B, 
2. Kreise, welche die Oemdc AB und ihre Verlängerung harmo-

nisch theilen, 
3. Gel'ade, senkrecht auf AB, 
4. concentrische Kreise, dei'en Durchmesser ~.A B sein kann, 
5. eonfocale Lemniscaten, mit den Brennpunkten A nnd B, 

'6. Niveau1illien oder recbtwinklige 'rrajectorien magnetischer Cur­
ven, welche feine Eisentbeilchen bilden, die auf ein Papier ge­
streut werden, nnter welcbes ein Hufeisenmagnet mit seinen Polen 
gehalten wird (Mittheilung von P. Zech, Bd. XII S.377), sind. 

Da man durch Integration der Differentialgleichungen anf die gegebe. 
nen zurückkommt, so lassen sich alle, diese Sätze umkehren, also beim 
erstt'n Beispiel: wenn die 'l'nngenten der bipolaren Cool'dinaten in einem 
Punkte der Ourve mit ihrer Normale gleiche Winkel bilden, so ist ihre 
Summe oder Differenz constant. Oder bei 2.: wenn das Verhältniss der 
Sinus dieser Winkel constant ist, so ist es auch das Verhältlliss der 00-
ordinaten u. s, w. 

Die Einführung bipolarer geodätischer Ooordillaten, welche, wie aus 
dem Obigen ersichtlich ist, zu einer einfachen Construction von 'l'angente 
und Normale führt, lässt sich iibrigens noch in vielen l!'ällcn auf eine 
andere Art verwerthen. Wenn man das Dreieck AB lU, in welchem, wie 
oben, A und, B die Brennpunkte und lU ein Punkt der Ourve sind, in 
der Art zu einem Viereck vel'vollständigt, dass man die von 111 nach der 
Mitte von ABgezogene geodätische Linie MO um sich selbst nach N 
verlängert und die geodätischen Linien NA und NB zieht, so können 
in allen denjenigen Pällen, wo die Gegenseiten des Vierecks gleich sind, 
also M A = NB und lIf B = LV A, 111 und N als Brennpunkte einer zweiten 
OUl've angesehen werden, welche durch A und B geht und die derselben 
Gleichung, wie die erste,' nämlich u = [(v) geniigt. Die Gleichheit del' 
Gegenseiten findet in der Ebene und auf der Kugel, wo die geodätischen 
Linien Bögen grÖBster Kreise sind", immer statt, wie auch auf allen Flä­
chen von constantem, positivem oder negativem, Krümmungsmaass, fm'ner 
auf solchen, welche zwei zu einander senkrechte Symmetralehenen haben, 
und wenn 0 auf ihrem Durchschnitte liegt j also insbesondere bei den cen­
trischen 1!'lächen zweitel' Ordnung, für A UD d B als Kreispunkte. Durch 
Vel'änderung des Durchmessers mN erhält man ein System von Ourven 
ähnlicher Art, deren gemeinsame Durcbschnittspunkte A und B sind und 
welche denselben Parametel' C haben. 

Bei der ersten Gleichung u + v = eist c die geodätische Länge der 
grossen Axe der geodätischen Ellipse oder Hypel'hel; somit haben wir 
den Satz: 

Die Brennpunkte (lU und N) sämmtlicher concentrischer 
geodätischen Ellipsen und Hyperbeln, welche durch zwei 
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feste Punkte aufeiner der genannten :E'litcben CAund B) geben, 
und del'en grosse Axen gleich sind, liegen aufeinergeodäti­
Bchen Ellipse oder Hyperbel, deren Brennpunkte A und B sind. 

Auf den Jnächen von constantem KrUmmungsmaass können die 
Punkte A und B beliebig angenommen werd~n, bei der Kugel sind die 
Curvel1 sphärische Kegelscbnitte; Wl'nn A und B Kreispunkte einer 
centrischen Fläche zweiter Ordnung sind, so liegen die Brennpunkte der 
Curvell auf einer Krümmungslinie. In allen Fällen werden elie Curven 
einen, geodätischen Kl'eis bOL'Uhren, dessen Mittelpunkt 0 ist. 

AB sei ein Bogen auf einem grösst.en Kreise der Kugel ,A und H 
sind die Brennpunkte einer sphärischen Ellipse, deren grosse Axe C]) ist; 
also ist 0 C= 0]) der Halbmesser eines Kreises, welchen sämmtliche durch 
A und B gehende sphärische Ellipsen berUhl'en und deren Brennpunkte 
auf der ersten Ellipse liegen. Man kann aber auch die Figur als die 
sphärische Basis von Kegeln ansehen, deren Spitze im Mittelpunkte der 
Kugel ist; dann sind die nach den Brennpunkten gehenden Halbmesser 
der Kugel Foca11inien und man erhält den Satz: 

"Die Focallinien allel' Kegel zweiter Ol'dnung, welche 
einen I{otationskegel in ZWE'i entgegengesetzten Mantel­
linien bel'ühl'"en und durch zwei zur Kegelaxe symmetl'isch 
liegende Gerade gehen, liegen auf einem Kegel, welcher den 
Rot a ti 0 n s k e gel e ben fall s b e r ü h r tun d cl e B sen l!~ 0 c ale n jen e 
Ger ade si n d. 

Da die Kreisschnitte der Ergänzungskegel senkrecht stehen auf den 
ll'ocalen der gegebenen, so ergiebt sich durch Ucherti'agung auf die Jiil'­

gänzungskegel: 
Die cyklischen Ebenen aller Kegel zweiter Ordnung, 

welche einen Rotationskegel in zwei entgegengesetzten 
Mantellinien beri.ihren, sowie auch zwei ZU1' Kegelaxe sym­
metrisch liegende ,Ebenen, berühren einen Kegel, welcher 
den Rotationskegel gleichfalls beruhrt und dessen Kl'eis­
schnitte pal'allel mit diesen Ebenen sind. 'Unter cyklischen 
Ebenen sind zwei durch die Spitze eines Kegels parallel' mit den Kreis­
schnitten gelegte Ebenen zU verstehen. 

Als zweites Beispiel wählen wir die Gleichung 5): U 1) = c, welche 
in der Ebene den confocalen Lemniscaten entspricht, und bezeichnen die 
entsprechenden Curven auf einer beliebigen Fläche analog als geodätische 
Lemniscaten. deren Brennpunkte A und B sinß. Die geodätischen 

Strecken OA = OB =Ve sind constant, dagegen c veränderlich; die gros se 

Halbaxe ist = V c + e. die kleine =]/ c - e. Bei der gemeinen Lemni8~ 

"CRte ist c = e, also v' c - e = 0, die Ubrigen theilensich in zwei Grupp~n, 
die einen c> e umschliessen die erstere, während die anderen c< e 
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von ihr umschlossen werden. Durch VCl'äuderung von c erhält man ein 
System von confocalen Lemniscaten I welche einen von 0 aus mit dem 
Halbmesser OA beschriebenen Kreis rechtwinklig schneiden (in der Ebene), 
in den Durchschnittspunkten M, 111', .,. sind die Tangenten der Lemnis­
enten parallel mit AB; die Winkel Am B, A hj' B, ... sind rechte, FUr 
diese Eigenschaft des Kreises bietet sich auch hei den sphärischen und 
e11ipsoidischen Lemniscaten ein Analogon dar: Werden auf einer Kugel 
von zwei festen Punkten ans (A und B) Bögen grösst.er Kreise gezogen, 
die sich rechtwinklig (in lU oder M') schneiden, so liegen diese Durch­
schnittspun kte auf einem Kegelschnitte, und nach dem Satze von Mi c h. 
R 0 be r ts schneiden sich die von den Kreispunkten eines Ellipf;oids 
rechtwinklig zu einander gezogenen geodätischen Linien (A Mund B lI'J) 
auf einer sphärischen OUl've. Hieraus folgt also: 

Die Durchechnittspunkte von rechtwinklig sich schnei­
denden Radien vectoren einos Systems confocaler Lemnis­
caten liegen bei einer Kugel sowohl, als auch bei einem 
J!111ipsoid, wenn elie BI'ennpunkte Kreispnnkte sind, auf 
ei n em s p h äds eh en K e gelschn i tte. 

Betrachten wir aber in der Gleichung uv=c c als constant, dagegen 
e als veränderlich, so erhalten wir ein anderes System von geodätischen 
Lemniscaten, bei welchen die Snmme der Quadrate der Halbaxen con­
stant ist. Es sei, wie oben, die Diagonale 1I10N des geodätischen Vier­
ecks AM B N ein Durchmesser einer IJemniscate, und lJlund N sollen flie 
Brennpunkte einer zweiten Lemniscate sein, für welche auch die Gleich­
ung llV=C (Alll.AN= BII1.BN=c) gilt, und die also durch A und B 
geht. Dm'ch Veränderung des Durchmessers 111 0 N ergiebt sich ein System 
von Lemniscaten, welche sämmtlich sich in A und B schneiden und bei 
denen die Summe der Quadrate der Halbaxen constant ist. Sind nun 
A und B beliebige Punkte in d61' Ehene oder auf der Kugel, wie über­
haupt auf Flächen von constantem, positivem oder negativem I "Kriim­
mungsmaass, ferner auf solchen Flächen, welche zwei sich senkrecht 
schneidende Symmetralebenen haben, wofern sie symmetrisch gegen eine 
solche Ebene liegen, so hat man den Satz: 

Alle concentrischen geodätischen Lemniscaten von glei­
chem Parameter (e) und gleicher Quadratsumme der Halb­
axen haben einen gemeinschaftlichen Durchmesser (A B). 

Schliesslich folgen noch zwei Beispiele, um die Anwendung der oben 
angegebenen rI'angentenconstl'uction auch bei abgeleiteten Ourven zu zeigen. 

Einer geschlossen'en Curve auf einer Fläche sei ein Polygon ein­
beschrieben ABC ... A' B' C' (Fig. 6) I dessen Seiten geodätische Linien 
sind. Die geodätischen Verlängerungen .A Bund B' A' schneiden sich in 
M" diejenigen von Be und e' B' in M', so ist M M' ein Element der 
Curve, welche man sich bei unendlicher Annähel'upg der Punkte 
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ABC ... A' B'C' auch dadurch entstanden denken kann, dass ein gescl1losse­
ner J.!'aden um die Onrve geschlungen ist, welcher länger als dieOul've 

• 
ist und von dem ein Theil durch die geodätischen Tangenten MB und 
M A' gebildet wird. Beim Uehel'gang von M nach M' können MB und 
1f1 B' als bipolare geodätische Coordinaten einer Ellipse angesehen wen'­

den, deren Brennpunkte Bund B' sind und die durch M geht. In M' 

geht diese Ellipse in eine zweite üher mit den Brennpunkten G unl1 C' 
u, s. f. :Also werden alle diese Ellipsen die Curve M M' herühren, deren 
einzelne Elemente aus elliptischen Böge.n bestehen. Wenn man dagegen 
die Polygonseiten AB und C' B', B-C und B' A' vel'län.gel't, so el'llält man 
die Schnittpunkte N und N'i beim Uebergang von N nach N' wird der 
Punkt N den Bogen einer geodätischen Hyperbel beschreiben, deren 
Brennpunkte 8 und 8' sind. Ebenso ist. das nächste Element N'N" der OUl've 
(N) der Bogen einer Hypel'bel mit den BrennpunKten C' und Ai dipse 
Curve besteht also aus einzelnen Hypel'belbögen und schneidet die Ourve 
(M) senkrecht. Auf der Kugel sind 'diese OUl'ven confocale sphärische 
Kegelschnitte und auf den centl'isch(1n Flächen zweiter Ordnung Kriim­
nmngslinien. Daher schliesst man: 

Werden von einem Punkte M ausserhalb eines sphitri­
schen Kegelschnittes auf einer Kngel oder ausserhalb einel' 
Kr ii m m n TI g s 1 i 11 i e al1. f ein e m E 11 i P s 0 i cl z w ei ge 0 d ä ti s ehe '1' a n -
genten gezogen, so sind durch il'l und die beiden Berührungs­
punkte als Brennpunkte eine geodätische Ellipse und Hyper­
bel bestimmt, welche die durch M gehenden confocalen 
spbärischen Kegelschnitte, beziehungsweise Krümmnngs­
linien berühren. In der Ebene findet eine Berührnng zweiter Ord­
nung statt. 

Wenn man von einem Punkte 0 auf die Tangente einer Ourve ein 
Perpendikel {)M fällt, so liegt 111 auf der Fusspunktencurve, welche VOll 

dem übel' 0 l' als Durchmesser (T Berührungspunkt) beschriebenen Kreise 
in M bel'iihl,t wird. Man nehme nun an, 0 liege auf einer beliebigen 
]i'Uicbe und T Dl sei eine geodät.ische rrangente der OUl've; der Punkt l1f 

sei dl.U'ch die Gleichung bestimmt 

() M2 + T AI2 = 01'2, 

d"h. OAI nnd TAl sind bipolare Ooordinaten rIer OUl've 4. u2 +V
2
=C 

du v - = - -' so lässt sich nacb dem Vorhergehenden die '1'angente in M 
(l v tt ' 

von dieser Curve bestimmen. F'iil' einen zweiten Punkt I" der gegebe­
nen Ourve erhfHt man das Dreieck 0 m' T', in welchem ebenfalls 
o M'2 +- T'II1:'; = 01"2. DIAI' ist also ein Element der abgeleiteten Ourve, 
welche der F'llsspunktencUl've in der Ebene entspricht und deren 'ran­
gente sich nach Gleichung 4. hestimmen Hi.sst. 

H. e u tU n gell. Dr. O. BÖKLEN. 
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