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§ 1. Toutes les questions qui dependent de la loi de rcpmtition des nombres pre-
miers dans la série 

1,2,3, 11.,5,6,7,8,9,10,11,12, etc. 

présentent en général de grandes difficultés. Ce qu'on parvient à conclure d'après les 
tahles des nombres premiers avec une probahilité très. grande, reste le plus souvent sans 
démonstration rig·oureuse. - Par exemple, les tahles des nombl'es premiers nous porlent 
à croire qu'à partil'de Ct> 3, il Y a toujours un nombre premiel' plus grand que a et 
plus petit que .2a-2 (ce qui est le postulatum connu de M. llertrand(*)); mais jusqu'à 
présent la démonstration de cette proposition a manqué pour des valeurs de a, qui sur­
passent la limite de nos tables. La difficulté devient encore plus grande, quand on se 
donne des limites plus étroites, ou qu'on demande à .assis·ner la limite de a audcssus 
de laquelle la série 

a-l-1, a-l- 2, ....... 2a- 2 

contient au moins deux, trois, quatre, etc. nombres premiers. 

Il y a une autre espèce de questions très difficiles' qui dépendent aussi de la loi de 
répartition des nombres premiers dans la série 

t, 2, 3, l't', 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, etc. 

et dont la résolution est très nécessaire. Ce sont les questions sur .la valeur numérique 
des séries, dont les termes sont des fonctions des nombres premiers 

2, 3, 5, 7, 11, t 3, 17, etc. 

Eu 1 e r a prouvé que la série 

i i i i i 1 
2{1; -1- 3{1; -1- 5{1; -1- 7a -1- Il IL -1- 13a -1- etc. 

devient diverg'clltc pour les mêmes valeurs de Ct que celles qui rendent divergente la série 

1 1 1 :1 1 1 
ijiâ -1- 3a -J- 4a -1- 50; -1- G{I; -1- 7â -1- etc., 

(*) Journal ùo l'école polyLechnique, cahier XXX . 
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savoir, pOUl' Il ~ L Mais pour certaines formes du tel'Ille Il,, la COll vergeÎlee de la s(\rie 

11 ~ -1- Il:1-1- /l" -f- il,; -1- un -1- 117 -1- Il K -1- ete. 

n 't~81. plus une condition n(~eessaire pour que la st"rie 

Il:.l -1- Il:l -1- Il ,; -1- lI7 -1- Cl, ,-1- Il, a-I- etc. 

eons('rve une val('ur finie, '1 Tel est, par exemple, le cas de Il =._. 
Il nln:':11 

v;!Ieur (le la série 
lIt l 

-1- .,- -1- ~"-- -1-"- -1-- dc. , 
:! log' '2 :llog 3 u log 5 7 log 7 

COlllllle il sera Ill'OU V(l pl us (,arù, ne surpasse pas f, 73, tandis que la serio 

'1 l '1 .. '1 
,. -1- -,-- -1-'''''''- -1-'''-·'- -1- ..- -1- etc 

'2 log' '2 3 log :3 ·1 log 4 5 log 5 (j log (i • 

En elrnl., la 

est divel'g'ente. Quel es!; dOllc le cl'itel'ium de la convol'gence des series (fui nc sont 
eOlllpoM~es que de termes aux indices prcmiers 2, a, 5, 7, t{, etc. '? Et, dans le cas 
(h~ leur converg-enee, comment ,assig'ncr le deg-rc d'approximation de leurs valeurs, eal­
cul t'tes d'apl'ùs leul's premiers termes'! La f('~solutioll de ces questions par rapport am 
sl'rics de la forme 

U:.!-/- Ils -+- !tH -1- Ll7 -1- u l1 -t- !l'3 -t- etc. 

est très intéressante ,car on les rencontre dans certaines recherches SUI' les llomhres. 

Cc mémoire contient la résolution des questions citées. J'y pilrviens l'Il I.ra it:1II 1: la 
fonctiotl qui désigne la somme des log'arithmes des nombres premiers au III's80ns (l'lllln 

limite donnée. D'après une ùquation que cette fonction vérifie, on pout assig-lIl'l' dellx 
limites entre lesquelles tombe la valeur de cette somme, Parmi les diff(;relltes conclusions 
que nous en tirons, nous parvenons à assig'ner des limites entre lesquelles on trouve tou­
jours au moins un non)hre premier, ce qui. nOlis conduit très simplement il prouver 1(' 
postlllatum cité de M. D ertrand. - Quant li l'évaluation des séries de la forllle 

112 -t- ua -t- Us -1- 117 -/- li, , -/- ete. , 

nous trouvons le ô'iterilllU' pour jug'er si clIcs sopt con vcrgenles 011 di verg'elll,es, et dans 
le prcmii'r cas, nous donnons la méthode pour calculer, avec un certain dt'g'n" d'appl'(ni­
rnation, la différence de la valeur de ces séries avec la SOlllme de Il'Ul'8 pn'lIlil'I's 1 NilleS. 

Nous clonnohs aussi une formule pOlll' calculer, pal' approximaI ion , cOlllbi('1\ il .Y a de 
nomhres premiers qui ne surpassent pas unc valeur dOllm;e, ct lIOIlS aS:iig'llolls la limite 
de l'erreur de cette formule, ce qu'on ne pouvait fairc .iuselll'il }l1'(;Si'lI(;, Valls lIlI 111(:'­

Inoire que j'ai cu l'honneur de présenter il l'Académie de St. - Pt"tt'I'S!JOlll'g', \':111 1 ({TIK, 

j'âi prouve 'que, si on i'ejette, dans l'expression de la tolalitù (les IlOlllbl'cS prellliers (llll Ile 

sUll1assent pas œ, tous les termes qui sont zéro par rapport il 
œ x x 

log x' log 2-;" l~g-:-3-;;' elc" 
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quand on fait œ= 00, cette expression se réduit à (xda;; mais pour les valeurs finies . .fz logœ 

de x on se tro~vo dàns' l'incertitude sur la valeur des termès qu'on: ·rejette. Qàunt à la 
formule de Legendre, soU degTé d'àpproximation n'est :connu que dans les limites 
des tables des nombres premiers dont on se sert pour la vçrificr. 

§ 2. Convenons de, désig-ner en géneral par 0 (z) la somme des log'arithmes (hyper­
boliques) de tous les. nombres premiers qui ne s~1rpassent pas z. Cette fonctio.ll dGvicnl, cg-ale 
~I zero dans le cas où z est inférieur au plus petit des nombres premiers, savoit' il 2. 
Il n'est pas difficile de s'asslU'er que cette fonction vérifie l'équation suivante 

1 1 1. o (x) -+ 0 (X)"2 ..:.- q (x)T -+- () (x) 4" +- etc. 

-1- 0 (~) -1- 0 (~); -+- 0 (;)+ ~ o(~)+ -+- etc. 

1 1. 1 

-1- 0 (;)-1-.0 (;) 2.:+- oC ~}3- -+- o(~)! ~- etc. =log l. 2. 3 ... [x], 

où nous employons [œ] pour désigner le plus grand nomlnc entiel: contenu dans la valottr 
de x. .tes series que cette. éCluation contient, sont prolong-éesjusqu'aux termes qui de­
viennent zéro . 

. Pour vérifierc~tte équation, nous remarquOlls que ses deux memln'es sont composes 
\ . 

de termes de la forme J( log- Ct, où Ct est un nombre premier.,: et J( un. entier quelconque. 
Dans le premier membre, J( sera égal au nombre des termes dans les séries 

œ x al 
œ, 

2 ' 
-, 4' etc. 
3 

1 . 1 " 1 1 

(œ)2, (~)2, (~)2 , (~)2. , etc . . . 

1 1 , 1 ,1 'f, 

(œis- , (;y~-, (œ)T - , 
3 (:)3, etc. (.t) 

1 1 1 . 1 

(œ)~- , (;)4, (X)T -;;- , ' 
.) 

(:)4, etc. 

" 1 
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(lui ne sont vas plus petits ({tw u; C:ll' en g-hll\l'al la vn!(!tu' Ile ()(::) IHl cOlltil'IlL 1!~ t!H'Il\(~ 
log' 1;G que d<H1s le cas où :::?: cc. Quant nll coefltcienl. tin log lt dans hl seeoud rn!'ll\hl'~) 
il est ég'al li ln plus haut(~ (lllissanee Ile It, qui divise t. ';2.:3 •.. [.1:.1. 01', il IW trouve l{lte 
ce\.l.e puissance est aussi l~g'all) au Il 0 1ll1Jl'!) dos termes tics séries (l) (lui Ile s()uL pas plus 
petits que ai cal' le nomhre dcs tcrllles dl) la série 

il' X ru 
etc. a: , -~" , ;ï' X, 

qui ne sont pas plus petits que ce, l'st èg'nl 
, 

celui des tUl'mes de la s('rie il 

l , 2, :l) [œ] 
qni sont divisihlcs IlIu' C,. 

Le m(~me rappo!'t; existe entI'c le nomhrc dcs t.ermes lin enl.l:o sù/'jn divisihles pm' 
a2, aS, lé, otc. ct !(l nombre lll)s termes des s~l'ies 

1 l 1 1 

(œ)T, (;)2, (~y~ 
!l ' 

(~}~, ete. 

1 i 1 1 
T ( ;)9-, (~y3 (~) 3-, eLc • (œ). , . a ' 

1 1 1 1 

(œ)4, (~r4-, (;" (~yc, cIe. 

qui ne sont pas })lus petits que Ct. 

Donc, les deux nombres de notrc éCluatioll sont composes dns IlH~llleS tt'rllll'~, et' ({ui 
prouve son identité. 

L'équation que nous venons de démontrcl' peut ôLl'c pr(~senLéc SOliS edte fOl'llle 

1{J (œ) -+-1/1(;) -+- 1fJ (;) -+- 1/1 C;) -1- ...• = 'l'(:v) (2) , 

cn faisant pour abrég'cl' 

1 1 i 

Cz) -+- OCt) "2 -+- O(Z)3 -+-0(::) T -1- •.. , = II' (J..) 1 
logI.2.3 ..... [œ]=T(œ) . , .... 

En passant il l'application de ces formules, nOlis remarquerons que, d'apf'i's ct' ({lit! 1I0llS 
avons dit par rapport it la valeur de 0 (z:) quau<l z est inft"l'icur il 2, la r()III'lio\l 1." (-:) 

devient zéro quand 011 fait z. < 2, ct pm' consequent l't'\(fuatioll (2) IW 11I'("'Sl'lItl'f'!t atl(~tIllP 
exception dans les limites x = 0, œ = 2, si on prend 'l.t!l'O pOUl' la \'aletll' d(~ '/\.1') q \land 
œ est inférÏ1mr à 2, 

§ 3, D'après cette équation, il n'est pas dif{1eile de troll"('!, plnsil'lll's ill("gotlil(;s '1 111 ' la 
fonction lfJ(x) vérifie. Celles dont nous nous servirons tIans ce lIl(;llloil'c sont les slli\a(\l('~: 
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7jJ(œ) > T(œ)-t- T(~')-T('::)-, T('::"')-T('::")" 30 ,2 3 5 
1/J (œ) - 11' (~) < T (œ) -t- T (~~) - T ( ; ) - T ( ;) - T ( ; )-

Pour prouver ces inég'alités, nous cherchons d'après (2) la valeur de 

T (œ) -+- T(~) - T(~) -' T (.:.) - T (.!f-.) 30 2 3 , 5 " 

ce qui nous conduit à cette équation 

1/1 ( œ) -H/J (~) -t-1/1 (~ )-I-1{) (~.). ~- etc. 

-+-11.{3~)+1/1(2.~0)-I-1I'C~30)-I-1fJC.~0)-1- etc. 

-1/1(; )-1/1(2~2)-1/1(3~2)-' 1/1Ct2)- etc. =T(œ)J+ T(~o)-T( ~)-T(3)-T(-~} (1 •. ) 

-1/1( ;)-1/1(2~ 3)-1/1(3~3)-1/1 (4~3 )- etc.~ . 

-11'(='-)-1/1 (~) -1/1(;--) -lfJ (~)- etc. 5 2.5 .3.5 . 4.5 
, ! 

dont le premier membre se réduit à 

A 1 1/1 (x) -+- A 2 1/1 ( ;) -t- A 3 1/J ( ~ ) +- A 4 1/J ( ~ ) -t- ... -+- An 'ljJ ( : ) + etc. , 

AI' .42 , A3' /1,., ... . Ja, etc. étant des cOl~fûcients num~l'Îques. Or, en examinant la 
valeur de ces coefficients, il n'est pas difficile de s'assurer qu'en général 

An= 1, si ft= 30m-l- f, 7, tl, 13, 17,19,23,29, 
An ,0, si n=30m-l-2, 3, l", 5, 8, 9, 1I1', 16,21,22,25,26,27,28, 
.I1n=- i, si n= 30m-t-6, 10, t2, 15, 18, 20, 2l~, 

A,,=-1, si n=30m-t-30. 

En effet, dans le premier cas, ft n'étant divisihle par aucun des nombres 2, 3, 5, on ne 

trouve le terme 1/J (:) que dans la première ligne de l'équation (fI'), Dans le second cas, 

ft est divisible par ,un des nombres 2, 3, 5; doné, outl'e le terme 1/1(:) de lapre-miere 

ligne, l'une des tr9is dernières contiendra -1/' (:), et, après la réduction, on trouvera 

_ 0 pour coefficient de 1/J (-~)- Dans ie troisi~me cas, n est divisible par deux des nombres 

2, 3, 5. Donc, los trois dernières, lignes de l'équation (II') contiendront deux . tel'lues 

(\g-aux à - 1/1 ( ~), et comme la première lig'ne contient 1/1 (: ), l)ris positi vemont, il ne 

l'est/': dans ln résultat que - '1/1 C:} On arrive à la même conclusion dans le dernier 
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ellS, où Tt est divisilllu par 30 i ear alors le terme ::+:,1/' (:') Sl~ l'I\IH~(ll\tn\ tians lOlllps If'S 

d1ill lignC's: deux fois avec le sig'ue -1- et trois fois arec: l(~ liigllf' -. 

none, pOUl' 

Il =30m-l-t, 2, 3, fi', 5, 6, 7, 8, 9,10, 11, 12, D, Ur,':;, 
,tG: n,l8, 19, 20, 21, 22, 23, 2"', 2:', 2(i, 27, ~H) 2\1, :W 

nous trouvons 

./~(,= i, 0, 0, 0, 0, - 1,t, 0, 0, - 1, f, -1, l, 0, _ .. - 1, 

0, l, - 1, 1, - 1, 0, 0, l, -:- l, 0, 0, 0, 0,1, -l, 

ce qui prouve que l'équation (11-) sc réduit il 

~} (œ) - 1f' {~) -1- ~jJ (~-) - 'ljJ (io) -1- 1jJ (:1) - 1/J (~) -1- ôte. 

= T(x)-~T(;ô)-' T(;)- T(~-)-' T(~), . 
où tous les termes du premier membre ont poul' coefÇIciellt 1, alternativement a"N~11' 
signe -1- ct ,-. De plus, comme d'après la nature de la fonction 'ljJ (œ), la .sôrie 

1jJ (x) -1/1 (i) -+- 1/J (~) - 'l/J (~) -1- 'l/J (;D - 7jJ (;~) -1- cIe. 

est décroissante, sa valcUl' sera comprise entre les limites 1/,(t1)) cl; II' (.1-) -II' C:)- Done, 

cl' aIH'ès l' équati on préccdente, on auta nccessairement 

7/1 (x) ;> T (x) -f- T (,X) - T (~) -' T (.:~-) - T ('~) . 
;30 , 2 .1 .1 

1/1 (x) - tjJ (~) ~ T(x) -+- TCfô)- T(~) - T(;) - T(~)-
§ l~. Examinons maintenant la fonction T (x) qui eutre d;ms ces formules. I)'ajll'i's 

(3), et cn dénotant par a le plus grand nomhré entier contmffi dans la yaleur de .r, que 
nous ne supposons pas inférieure il 1, nous avons 

T(x) = log' 1 .2. 3 ..... a, 
ou, cc qui revient au même, 

Or, on sait que 
T (x) = log' 1 . 2 . :3 . (l (a -1-1) -log- (a-f- t). 

log 1 .2. 3 ... a < log- Y2rc -+- Cl log' a - Cl -f- .! log' « -+- .~~ 
, 2 12a' 

)og' 1. 2.3 ... a (a -+- t) > log- Y2n -+- (a +.'1) log (a -t- 1) - (a -1- 1) -1- ~J~ log ~il+ t'i; 
donc ~ 

T (x) < log' Y2rc -+- a log' ct - Cl -1- ~ 10'" a _I_~~ , 
- 2 b 12a 

T(x) > log'V2n -1-- (a -f- 1) log (a -1-1) - (a -J.- 1) - ~ log' (Il +- t) 1 
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et par conséquent 'r (x) < log'V2n: -1- x log' œ - œ-l- -} log œ -I--~, 
, ," , ' 1 

'1' Cx) > log' V2n; -1- x log' x - x - '2 log' x; 

car a étant le plus gTand nombre, cntier contenu dans la valeur de œ, que nous ne, sup­
posons pas infericnrc li 1, nous trouvons 

(~<. œ > a -1- t, a?:. 1 , 

cc qui entraîne évidemment 'les conditions 
,'1 l ' l' 1 

œ log œ -, X-l- '2 log' œ -1- 12 ;;; (llog' a - Cl -+-2 log' a-+- 12a' 

1 t . ' 
œ log x - x -2log œ '< (a -1- 1) log' (ct -1- 1-) - '2 log (a -+-1). 

Les inég'alités, que nous venons de pl'ouver par l'apporl; à T (œ), nous donnent 
.i ., .' ,1 ", 

T (x) -+- T (iIo) < 2 log' V2n: -+- :2 -+- ~~ x log x - log30
iiO 

• x - :~ x -I-Iog' œ - ~ log' 30, 
< 

l ' , (X\ ,1 31 1 1 0'30 ' 31' , .. 1 -
T(x)-I- T ;30» 2log v 2n -l- 3O x og'X- og'3 ,.x-30x-log·œ-l-'21og30, 

l l l 

,,,.(,'(» T (m) T (m) ./ 31' ·V9. 3· 31 1 1 2:ï'33 fi' ,31 8 ...• -1- . "-,... -1- -- '--...; 00' .. n -1- --1-' -- X og' X - og' 5 œ - -œ 2 a . '5 . 0 12 30. • 30 -

3 1 1 --+- - Ag œ -- log'30 '2 y 4 '2 ' 

"r(X) , - -1-
2, 

, '. l, 1 l " 

rp(rc) 'T(m) 31 ,/2 31 1 J 22'J3~T 3'1 '3 1 ,1 - -1- - > - oo',v n-I--x og·x ..... oœ '.) ;) . x--x~- ogx 
";3 5,' 0, 30 . u , ' 30'" 2 

-1-- .~ log' 30. 

Comhinnntces ineg'alités par voie' de soustraction;, savoir: lapremicre avec la dernière, 
la seconde avec la troisicme, nous trouverons 

1 1 l 

(œ) (X) "(X)" . (X)' 223
8

5
5 

5 l '2 T (;1;) -1- T 30 - '1' 2' -T 3 -T 5 < log . -.!.. • Iv :2Iog-œ-jflog f800n-I-i2' 
. 30 uO ' . ' .. .. ' 

l l 1 

( X\ (17) (X)' (X) 2233 55
. 5 1 450 3 T(x) -1- T 30) - T ~ - T '3 - T "5' > log- -!... œ-'2log'x-I-'2log-----;-- 12' 

30ao 

ce flue nous écrirons sous la forme 

T(a;) -1- T(:fo} - '1'(;) - T(~) - T(:;-) < AX-I- ~ log' a! -~ log' 1800n: -l-t
2
2' 

T(.r:) -1- '1' (ifo) - '1'( ;) _. T(;)- T( ;) > Ax - {log x -1- ~ log' 4:0 - ;~, 
en· faisant pour aln'éger 
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(5) 

L 'mwlyse que nous avons employée pour <lémont,rcr ces inegalités SllppOSI.~ a;?_ 30; ear, 
t'n traitant '1' (:~,) nous avons pris a.: è 1, puis nous Hvons l'emplacù x p\lr 

al 

"2' 
x 
5 

al 

et 3D' , 
Mais il n'est pas difficile de s'assurer qu'on aura des formules applicables li touLes les 
vnlem's de ro plus gT1\ndes q.uef, si l'on rcmpl\lcc les inegalités précédenles par eell(~s-ci, 

plus simpks: 

TC:!!) -+ T(;6) - T(~)- T(~-)- T(~) < Ax-t- ~.log'œ, 

rl'(x) -+- T(;ô)- T(~)- T(~-)- T(~-) > Ax- ~ log x- 'J; 

car, Cil examinant ceS inég'alites pour les valeurs de x prises dans les limites' t et 30, 
on reconnaîtra très aisémcIit qu'elles ne présentent aucune exception, 

§ 5. En combinant ces inegalités avec celles que nous avons déduiles plus haut pnr 
raP}Jort à 'l/l (œ) (§ 3), nous parvenons à ces deux formules 

(aJ) 5 1/1(X)-1/1 G <Ax-+--i 1og ,v, 

dont, la premi(\re nous donne une valeur qui reste inférieure à 'l/J (a:) , QUUlI L à la secoude, 
elle ,nous servira pour assig'ner l'autre limite de 1/1 (m), Pour y parVl'nil', nous remar­
quons que 

. '6 5 5 fx = - Ax -+- ---log' 2 x-+-- log x 
5 4log 6 .4 

('st une fonction qui v(~rifie l'equation 

(x) -:f(~)=Ax-t-: log'x. 

Or, cette e(l\la~ion, retranchce de l'inég-alité 

1/1 ,(x) .,-1/1 (~) < Ax -t- ~~- log' x, 
donne 

'l/J (a:) -1/1 (~) - f(m) -t- f:(~-) < 0, 

ou bien, ce qui revi.ent au même, , ' 

'l/l (x) - (x) <IP (:) - f (~). 

En chang'cant s.uc.cess.ivemcnt dans ceLLe formule x cu _~_:I: [1' 110 Ils tl'Oll\"el'OrIS 
li t (j~)" • 'ÙTI;' - . 
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1/J(x) -f(x)<~(~)-f(:)<1/J(~)-' ((;2) ..... <V1(6m:-1)-f(6m:1Y 

Si nous supposons actuellement que ln soit le plus grand nombre entier qui verifie .Ia 

condition 6~n > 1, la q~antité6rn:ltombefa entré 1 e,t ~, et en ~xaminant la valeur 

que prend 'l/l (z) ~f(~) dans leslimites z:. 1, z = !' on reconnaîtra que 'l/l (z) = 0, et que 

- fez) reste au-dessous de L D~nc 1/J (6 rn: 1)-f(6rn: 1)< f, et d'après les inégalités 

precedentes , 'lfJ (x) -. f(x) < 1. 

Enfin, en substituant pour fCx) sa valeur, nous aurons 
6 5 . 5 ' 

1fJ (x) < r;Ax +- 4 log 6 log2 x -+-4-log x +- 1. 

D'après les formules que nous venons de trouver, il ne sera pas difficile (l'assigner deux 
limites entre lesquelles tomhe la valeur de O(x), c'est à dire la somme des. logarithmes 
de tous les nombres premiers qui pe surpassent pas' x. 

En effet, d'après (3) nous trouvons 
1 1 1 

'lfJ (x) - 'lfJ (xP- = O(~) +- O(x)T +- o (x)5" +- etc., 
1 .. " 1. i 1 1 

'lfJ (x) - 21jJ (x)2-= O(x) -[O(x)"2 -0 (x)T] ..:..... [0 (x)( - O(x)'S] - etc., 

ce qui prouve que 
1 1 

o (x) ~ ~ (x) - 'lfJ (X)2, 0 (,x); 'lfJ (x) ~·21(.! (x)z, (6) 

car les termes 
.. 1 ,1 1· 1"1 1'. 

0(X)8, o (X)6, ..• 0(X)2 - o (x)3-, &(X)4 - o (x)T, ... 

sont évidemment positifs on zero. 

Mais nous venons de trouver 

( GA' 51' 5 t.p x)<5" x+-41ogG og-x-+-4"logx-+-l, 

5 t,û(x»Ax- 2 Iogx- f, 

ce qui donne· 

1 6 1 5 5 
1fJ (x)T < 5" AxT +- 161og6 Iog2x -+- glog x-+-1, 

et par consequent 

1 6 1 5 1)" 
'lfJ (x) - 'I/-l (x)T <"5 Ax - AxT -+- 4- 1og6 Iog2 œ -+- 210g œ+ 2, 

Mém. des SM. étrang. T. l'II. 4' 
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_L 12 ,,} ri " i:i 
1/' (X) ~ 21/1 (œ) 2 > Ax - t(' Aa.~ 2. - u"I-"-"('; log' u ,V - ·'J·log' a,' - 3. 

,) " og ) '1 

Done d'aprbs (6) 

G 1 ~ ~ 1 (). (œ) < 5 AX-ltœT-I,-;f~g610g2al+,-~'lOgœ-I.-2 . 

1 12 1 L. 5 Q i:i l' . ()(œ) > / œ - -;;- / a:: 2 _ •.. --; log-~œ - og:x: -.3 
li 810g li 4 

. (7) 

Aillsi nous arrivons ù la conséquence que la sommo des log'arithnws dt\ tous ks llOlIIbl'l's 
pl'<'mil'l's qui ne surpassent pas x 1 est e6mprise dans les limites 

() AL :; ') 51 ' - /lœ - œ 2 -1- ._.,--- log- -œ -1- - og' X -1- 2 
5 410g G '2 ' 

12 1 :; , 11) 
Ax-- AxT -'--10g,2x-. ~log' œ - 3. 

5810g () 4 

~ 6. Voyons maintenant 'cc qu'on peut tirer' de ces formules sur la totalité tiN; 

nomlll'cs prcmiers compris dans ,des limites données. Soit L et lies dNIX limit(!s ('Il 

question, et supposons qu'il y ait ln nombres premiers plus gqnds <fue l nt ne sUl'pas­
tant pas L: la somme des log'arithll)cs de cc~ nombres sera comprise dans }ps lirlliI4'~ 

m log-l, ln log L. Donc, d'apl:èS la notation que nous, employons, ou nura 

o (L) - O(l) > m log'l, 
() (L) - () (l) < ln log- L, 

'nt < ,0 (L).,...O (1) , m >f!.~L=-(~~I]. 
log 1 log L 

Mais, d'apl'cs (7), nous trouvons que la valeur .0 (L) - 0 (l) est iuf6rieure il 

G 1 '12 1 ~ '-
A (5 L -l) - A (Lz- 5 l2)-I- S l:gG (21og2 L -I-Iog'~ l) -1- ~ (2IQg' L -1- a logl) -1-- fi, 

ct surpasse 

A(I 6l) A(12 L..!. lL) 5 (1 ;'1 'ï ,1-5 - 5" 2 - 2 -:SlogG og- ,1+21og,2l)--;i (:nog'!,-I- ~logl)- J. 

Donc 

A(L 6) A 12 1 1 5 -- ~ l - , (~L 2" -l2) - -,--- (log' 2 L-I- 21<lg' ~ l) _.:~- (3' I()(>,! -1" '_.l I()h"'!) _ .-, m > 1) 0 8 log 6' , .1 h' 

lbg- L ------- "--

j~insi: nous trouvons deux limites entre lesquelles tomhe la (IwmtiL4', fil, qui d4"siglle COIll­

hIen Il y a de llom])l'Cs premiers plus grands qüe l, Ulais (lui 11(' Slll'paSS!!lIt pas L _ 



Sur les nombres premz'ers. (11) 27 

La dernière de tes 10rmüles nous prouve que,' dé!!!s les .Iimitesl et. L.,on trouve plus 
~ de k nombres premiers, si k, Let l verifient cette condition 

A (L....- ~l)-A (12 L ~ -rh-~_5- (log' 2 L,-+-210g2l)-! (3IogL-+-2Iog-l)-5 
k < 5, 5 " 8 log G ' , 4, , " 

log' L ' 

et comme l < L, on vérifie cette condition en faisant , 

. A(L"- ~ l) - ~ AL -L __ '_5_ '(100'2 L -+ 21og·2 l,) - ~ (3100' L -+- 210gL)'- 5 
k _ 5 ' 5, ,8 log.6 b 4 b 

~ " log L ' " , 

et par consequent en prenant 

l = ! L _ 2 Dl- _ 25log
2 

L _ ~" (25 1) 1 l _ 25 • 
6' 1GlogG.A 6A 4 -+-,; og..l 6A 

Donc, si l'on prend cette 'Valeur de l, on est sùr de trouver plus de k nom}J,'es premiers 
dans les, limites l et L, Il faut y jofndre encore la condition que l et L ne sont pas 
plus petits que t, ce que nous avons suppose pal' rapport à x, en traitant la fonction l'J(œ). 

Dans le cas particQlier de le, : 0 ~ .flOUS concluons, qu'il y a nécessairement un nombre 

premier compris dans les lim,ites ,l et L, ~i )'on prend d ' ••. 

, " 5' l.' '251og2 t ' 1251(}~L 
l = - L - 2L2 - -----=---

, , , .~ 

G 161og6.A 24A 

Ceci nouS conduit. très simplement à proùver ,rigoureusement le postlllatum' cité de 
M. Bertrand. -Il n'est pas difficile de s'assurer que les limites a et 2a - 2, dans le 

cas de ,a > 160,' comprennent, ces deux lill1it,~s 

l = i L _ 2 L ! _ 251og
2 L .-:... 1 ~51ogL ~2rY ,: i; 

6 161og6.A 24A6A' .. ' 

L eti.~t-u~~· valeur côrivènablement c40j~ie. En effet,l)our. que c~s 'limites' . tomb~nt etitl'e 

a', 2a - 2, 

on n'a q.u'à verifier ces . .conditions 

2a -=",'2 >L, .. 

,a < iL -2L !" ~ .251og
2 

L _1251og L _ 25 
6' ..•. , ,H>log6.A 24A 6A' 

Or, on vérifie év:ïdemm~nt la première e~. prebant L = 2 a,,"""" 3. Quant. à la. secol1de, elle 
devient pour L = 2 a - 3 

a < i (2 _ 3")' _ 2'/(9 _'3) _ 251(}g2(2a-3) _1251og (2a-3) _ ~ 
6 a v _a . 161og6.A '. 24.4' 6A' 

ce qui est juste pour toutes les !valeurs de, d, .;qui surpassent la plus g"ande racine de 
l'éqlJation 

* ' 
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;) . ...1' 25Iog2.(2œ-3) :l251og('lx-:l)2~ 
X = (~- (2x - 3) - 2 y (2œ - 3) - -----lil!og(i::i" - -- .. :H A -'-'-- O'J' 

(It, (!cttc racine, nous la trouvons comprise entrc les limites 'f 59 ct1 HO. 

Douc, toutes les fois que a surpasse 160, on peut assigner entre a üt 2a _. '2 deux 
nou velles limites 

51. 251og2 L 125 log' L 25 l=-L-2Lz--- ... ------------., L, 
(j Hilog (j • A 2-1.4. GA 

et comme eelles-ci compl'tmnent nécessairement un Ilomhrc premier) on SHa c(~rlaill de 
trouver Ull Jlomhre premier, qui surpasse ct et reste inf~ri,cur ~I 2a - 2, GO qui prouve 10 
IluSlIlllltum tic M. Uerlrand pour toutes les valeurs de a qui surpassenl;tGO. Quant. allx 
valeurs de a qui ne sont pas pIns grandes que 1GO, ce postulat/l1Jl sc vl'rine dil'cctt'lllPlit 
il l'aide des t.ables des nombres premiers. 

§ 7. Art moyen de la fonction () (œ) que nous employons pOUl' dùsigner la SOlllllH' 

cles logaritlllnes (le tous les nomhres premiers qui he surpassent pas œ, on peut facilement 
(~xprimcr la somme 

F (a) -f- F (;3) -f- F (r) -;1- •••• -+- F (1) = u, 
où a, fJ, r, ... (! sont les nombres premiers compl'is dans les limites donnt"('s. En (·lfl't., 
si a, fJ, y, ... (! sont compris dans les limites l et L, cette somme pwL l'Ire (l'priIlH'p 

ainsi 

~JI) - 0(1- :\2 F(l) -f-0 (/-+1) -0 (1) P(l-f-1) -+- 0(1+2) -0(1-,-1) F(l-I- 2)-1- ... _f-I~~~)~O(I. -::-: i) F( f-)' 
log 1. log (/+1) log (1-,-2) . 1o:; I. ' 

, , Ill' t' 0(x)-8(x-1). • '1' '0 . cal', en genera, a lonc IOn l ' pour œ entlCr, sc l'ct Ult n , SI x est uÎl 
ogœ 

nombre composé, et ,à 1, si al est un nombre premier. Donc 

U=0(1)-:0(/-1) F(l)+ 0(1+-1) -0(/) F(l-+- 1)-+-O(Z~~) -O(I~,-l) F(l-f-f ),+ ... -t- oy.)-O(I.~_l!.F(J,) 
log 1 log (1 + t) log (1-1-2)' log L ' 

ou, ce qui revient au même, 

u = - 0 (l - j) F(l)_-+ [F(l) - _~(I-+!lJ 0(l) -f- [_F~I='::..U. _ .F.(Z-':-,2) ] () l-f- f 
logl logl log(l-H) log.(l-f-t) log(I-I-"2) (. ) 

[
F(L) F(L+l) ] [''(/.-(- 1) 

.-+ logL- l~g-(i-=-,:l) (J(D) -1- !Og(I,_'_li O(Jl)' 

Or,sÎ nolis supposons que la fonction FI" (x) , dans les' limites x = l- f et cc = L -+ f 
~x ' 

fClste constamment. positiv~ et Mcroissaute, le signe de () (l- 1) ùans l'expression tic U 
sera -, et)e sig'ne ge chacune des fonctions . 

o (l) , O( l -+ 1), .... 0 (L) 

sera -f-. Par consequent, d'après (7) 1 et en fais<Hlt pour abrt"gcr 
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. ' 6' ,1 1) '5 
()I (œ) = r;Aœ-AœT +- 410g6 Iog·2 x +-'2 I~g œ +- 2,} 
(}J[(œ),= Aœ - ~ Am! - 8IO~ 61og2 X - ~ log œ - 3, 

• (8) 

nous aurons une valeur inférie~re' à U,' si, dans son expression, nous remplaçons 

(}(l-- i) par (}l (l-:'1)';' èt () (l), (}(l*f), ... ~'()(L) par (}II(l), (}1I(l+-f), .... OrI(L)~ 
Au contraire, 'en remplaçant O(l-1) par O[[(l- t), et 0 Cl), 0 (l ~ l), ... O(L) par 

0
1 
(l), O[(l +- t), ..• Or (L), nous trouverons une v'àleur pl~s grande que U. " Donc 

F(l) [F(l) F(I-+-1)] [F(l-+-i) , F(I-f-2)] ) 
U>-OI(l-f)rOgl+- logl-log(l-+-l) 0IAl)+- lo~(l-+-l)-log(I+-'2) 0II(l-+-t -1- ••••• 

.. " '+- CF (L),_ F(L+t) ] () L-t-F(L+l) 0 L 
. logL log(L-+-i) [[ log(l-+-l) JI , 

_ 0 (l - f) F(l)+- [F(l) _" F(l-+-i ] 0 (l) -t- [F (l-+-1)_ F (1+2) J 0 (l-I- i) +- .... 
U < Il, logl logl" log (l+-.t.) 1 , log(l-+-t) • 'log (1+2) [ 

+- [!...<!:~- F(L-I-t) J 0 1. -1- F(L+t) () L 
dogL ' log (L+l) l' log (L-+- i) [ " 

et comme les seconds membres sont identiques avec .l~s sommes 

x-L o (l_f)F(I) -0 (l- f) F(l) +- ~ F(x) O[[(œ)-Oll(x-l), 
II log 1 1 log 1 œ=l ,; 'log œ ' 

, x 'L . 
o (l _ f) F <!l_ 0 (l- f) FCl) +- :E F(x) 01 (x) __ .°1 (x ;-1) ~ 

1 logl II 10"1 'loO'Ill 
. "œ=l" 

nous en conclurons 

U 0 (l_t),F(I) -O' (l - 1) F(l) +- œ=;/ F, (x)' Ofl(œ)- 0ll(œ- i), "! > 1 1, log l ' 1 log 1 " log Ill· . 
, . œ=l, : -.: ," (9) 

U () (l_f)F(I) -0 (l- f) F(l) -I-x;;;LF(œ) t.l1 (œl-o/(1ll-1).' , < l ,log 1 If log 1 _:: log œ 
.". _.... ,: " ' .œ-l ' .. _' .. 

D'après les formules .que nous venons de trouver ,il n'cst pas difficile de démontrer ce 
théorème: 

TIléorème. 

Si la fonction F (x), ,pàssé une 'cerùiiriê limite-de x, reste posttiÇie, TaconÇiergence de 
la série 

F(2) F(3) F(4) F(5) F(6) 
--1- - -1- -,-1-~+--- +- ... 
log 2 log 3 10154 log 5 log 6 

est une condition nécessaire et suffisante pôur'que ia série 
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F (2) -l- F (3) ........ F(5) -1- F (7) -1- F(t 1) -l- F (t3) -1- ••• 

soit r(qalcmwt CO/H'Cl',qC/ltc. 
i 

Dénlonsü'aHolI. 

Supposons que l soit la limite de œ au- dessus de Iaqudle F(;t~) conserve l(~ sigull -1-, 

1".l: • l' " l' ';) . t 1 1 _. représentant unc .WllC;lOll (cql'Oissantc, eL que ct, Il, y, .... !! SOleil (('5 [10111 '['('s 
Illg.'l1 il!. ' " . ., , 

premiers compris dnns les limites l. et L. En fnisnnt 

S "Ji (2) -1- F(:l) .+~ F (5) + ... -l- F (a)+F (/j) -'-I-Ji (1') -1- ... -,- F (CI.i :==-

80 -1- P (a) + Ji' (fi) + F (y) + .. ,-l- fi' (Q), 

nous c6nclm'ons d'aprcs (9) . 

S >. 8 +- 0 ·(l- 'f) F(l)_ () ·(l- '1) F(l) -1_ x=;.,L F(œ) ~II(~) - 0r.(~.'l::-I-i), 
. 0 II. log l' 1 100" 1 log x 

" Ill=l 

Ces inégalités font voir quo, dans le oas··où les expressions 

œ~;/ F(x) IJn(m)-Ôjj(,-D:i-1) ,: œ~L ~(,v) 0L~::C).- ()!C;!'-- n , 
1 . iI2==1 .....; log IV .1:=1 log- x 

pour L = 00, l'estent ,finres, la serio 

F (2) -1- Ji (3)+ F (5) -l- F (7) .+ etc. 
, . ' 

sera convergente; au cOl\traire ;.si la· supposition de.Il = 00 rêlHI la valplIl' de CilS ('x-

pressions infinies, la série -

sera diverg·ent~., ' 
F (2) + F (3) + F (5) + F(7) + etc. 

" 'l, 

La substitution des valeurs de O~(x), '&Jl(x) d'après (8) dans les expressiolls pr(o(:(.­
dentes les réduit à 
x=L [ 1 Cl ..,. 5 ' . • ~ 
:i' A-fA (Yx - -y(x-1)) --SI ',(Iog2 m"':"Iog 2 (x,-- 1 ))-~~) (log-.c-Iog(;l!- t ))] F:·.r), 

,x=;=l . a : . ., ,og G ., ,"\ ' log-x 

.'I!=L [6 ~ ~ 
2.' "5A-A (Yx-Y(x-1)) +41.) (.(Iog'2m....,...]og·2(œ-l))-f-.~(log·,v-I()g-(.l!_ t) -IF(;~), 

x=l og l .. - , ... Itlll",r 

et comme les fonctions 
Yx-Y(œ-l), log2x-Iog· 2 (x_ t), logœ-Iog(œ- f), 

pour des valeurs trcs gralldes de x, deviennent infiuimcnt., petites, nous cOllcluOllS (Ille 

dans le cas, où 
X~F(,'v) 
~­

œ;;:;::l log a; 
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a une valeur finie, les- expressions 

œ-L .1: F Cx) BI(œ)-f)I(œ- :1) , 
œ::!:l '" log œ . 

œ-L ' ,! 

rc!l ~ (x) OJI(œ)-;o~~(iC- i), 

(15) 31 

pour L = 00, seront également finiès; 'au contraire, pour L =~, elles seront infiniment 

g-randes, si la somme. ' 
œ=L F(œi . . ~. 2-, 
œ;;::l log œ 

avec l'aug'melltation de L, converge vers l'infini. Mais le premier cas a toujours lieu, 
si la série 

F(2) F(3) F(4) F(5) F(6) ,t' 
---1--- -1--- -1---- -J- ,.- -1- e c. 
~2 ~3 ~4 ~5 ~6 

est convergente, et le second suppose la diverg:eIice de cette ,série, ce qui prouve le 
théorème énoncé. Ainsi, nous concluons de là que les séries 

1 :1 :1 :1 '1 
---1- -- -1- -- -1- ---:1--~ -1- etc. 
2 to~ ~ . 3log 3 .5Iog 5 7log 7 11 log H ': ' 

:1 :1 :1 i'·':1 ',." 
-::-:-~-- -+- -1- '-{-", -1- --,-- -1- etc 
2log2 (log 2) 3log2 (log3) 5log2(log Q) ':7Iog2 (log7) li log2 (log:1!) • 

sont convergentes, tandis que les deux suivantes 

:1 :1 :Il 1. 
"2 -1- 3' -1- 5 -1- '1 -1- fi -+- etc. 

i :1 ' :1 :l, t,," ' 
:-::----=- -+- -+-., -1- --'-' -1- '"'+-e te. 
2 log (log' 2) 3log (log 3) 5log (log 5) 7log (log 7) il log (log il) 

sont diverg'entes. 

§ 8. Quand la serie 
F(2) -+- F(3) -+- F( 5) -1- F(7) -1- etc. 

est converg'ente, nous trouverons sa valelu', avec une approximation aussi grande qu'on 
le voudra, en calculant la SOlllme de ses premiers termes. En dénotant pnr Sola somme 
de tous les termes qui précèdent- F( ce), 'ce 6Lant le plus petit des nombres premiers con­
tenus dans la série 

l, l -1- l, l+ ,2, etc. 

l b F(œ) • 'f 
et un nom re entier au-dessus duquel toutes· les valeurs d~x reI).qent;: logœ pOSltl. et 

décroissant, nous mettrons la série 

sous cette forme 

Celn posé, nous 
dans I~§ formules 

F (2) -1- F (3) -+ F (5)+ F(7)-+- F (11) -1- ete. ,= S 

S. 8 0 ~ F (~) -I-F (fJ) -+: F (r) -j-: etc. -::80+ U. 
chercherons les Ilmltes· e~tre 'Iesq~eÙês to~i~ê a, en faisant L = 00 

(9). De cette manière nous trouverons 
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( 1 ()), 

La demi -somme de ces expressions donnera une val<~Ul' appl'()(~ht"e dl' rT, (~l ll'lll' dl'mi~ 

diIfcrence sera la limite dn l'crrcur de cette valeur. CeUe limite Sera Il'autant plus pl~­

titc, que le nombre l et, pur conséquent) le nombre de termes de la souune Sil scrtl 
plus considérable. 

Pour donner un exemple de ces calculs, nous allons cherçhcl' la valeur apPl'oehi'(! tic 
ll\ série 

i f 1 i { S = -- -t- -- -t- -- -t- -.-- +. _ .. - -. -+ etc. 
210g 2 310g 3 510g 5 7log 7 Hlog 1'1 

En prenunt l;::;::;::. fOO, 

1 f - f 1 ·"-1 1 S ----t----t----I----+--. -1- .-t-----, 
o - 210g ~ 310g 3 510g 5 710g 7 li log H • . 9ilog 97 

Sr==- SoT U, . 
U étant déterminé pur la s6rie _ 

1 1 1 
U = I()Tl~g 101 -1- 1:0:3 log- 103 -r.- 107-Ûl" lOi -1- (' te" 

• l , . '0 

nous trouverons, par les tables des n01l11)ros preriliers, 

So= 1,1,,2, 
1 

et les illeg'alités (10) pour F(x):::::=; -I--J l = 100, nOlis donneront œ ogx 

x-co 
U < . 0,(99) _ ~(J(9~L_-f- S o[(x) ""~f(:...=_~2 /' 0 28 

fOO log2100 'fOO log2 too x=100 x log2 x --" 

D' 'è ' . l't' 1 1 1 1 U 1 œ 0.211 -1- 0, f.f . apI' s ces mcg'a 1 es nous conc uons que a va eur (e ne t illcre de --- )!_._-- = O,2t 

que d'une quantité plus petite 0,28-0,14 0 07 D que 2 =,. _ one 

1,~,2 -1- 0,2 t = 1,G3 
sera la valeur de la série 

1 i i l t 
2 log 2 -t- 3 log 3 -f- 5 log 5 -J- 7 log'i -f- ITÎ~iü -1- etc, 

exacte à 0,1 près. 
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§ 9. La totalité des nombres premiers, compris· dans des limites données, se déduit 
comme cas particulier de la valeur de la série 

F (a) -+ F (;3) -f- F (r) ..... .•. -1- F (~) 

que nous av?ns examinée dans les paragraphes précédents. En effet, si l'on prend 

F(œ)=1, 
la somme 

F (a) -1- F (;3) +- F (r) -1- ••• -f- F (~) 

se réduira à autant d'unités qu'il se trouve de termes dans la série de~ nombres premiers 

Ct, ;3, r,···· (1. 

Donc, les formules (9), dans le cas de F (œ) = t, détermineront les limites entre les­
quelles tombe la totalité des nombres premiers, compris entre l et L. Ces limit'es sont 
plus é~roites que celles que nous avons trouvées dans le paragraphe 6, en vertu des 
inégalités que la fonction 8(œ) vérifie. Dans le cas particulier de l=2, nous trouvons 
que 

. (11) 

sont des limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers de 2 à L, ou 
bien, ce qui re·vient au même, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas L. 
En calculant la demi - somme de ces limites (11) nous aurons une valeur approchée de 
la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas L. Quant à l'erreur de cette 
valeur, elle' ne pourra surpasser la demi-différence des expressions (1 t). Par des calculs 
t.rès simples on parvient à niPonnaître que le rapport de la demi -différence des expres­

sions (t 1) ~ leur demi-somme devient égal à A, quand on fait L= 00. Donc, pour 

de très grandes valeurs de L, ce rapport sera inférieur à t.~~ et par conséquent si l'on 

calcule, d'après nos formulel) .. la totalité des nombres prèmiers .qui ne surpassent pas une 

limite donnée, très grande, l'erreur sera infcrieure à ~ de la quantité cherchée. 

Mém. des saI'. étrang T. rI!. 5 
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