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§ 1. Toutes les qucstlons qui dépvndcnt de la loi de répartition des nombres pre-

miers dans la série
1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, etc.

présentent en général de grandes difficultés. Ce qu'on parvient a conclure d’aprés les
tables des nombres premiers avec une probabilité trés grande, reste le plus souvent sans
démonstration rigourcuse., — Par exemple, les tables des nombres premiers nous portent
a croire qu'd partir de « >3, il y a toujours un nombre premier plus grand que a et
plus petit que 2a—2 (ce qui est le postulatum connu de M. Bertrand(*)); mais jusqu'a
présent la démonstration de cette proposition a manqué pour des valeurs de @, qui sur-
passent la limite de nos tables. La difficult¢ devient encore plus grande, quand on se
donne des limites plus étroites, ou qu'on demande i .assigner la limite de a audessus
de laquelle la série :
a+1, a+2,.......2a—2

contient au moins deux, trms, quatre, etc. nombres premiers.

Il y a une autre espéce de questions trés difficiles’ qui dcpendent aussi de la loi de
répartition des nombres premlels dans la série :

23&567891011%6.

et dont la résolution est trés nécessaire. Ce sonll: les questions sur la valeur numérique
des séries, dont les termes sont des fonctions des nombres premiers

2,3, 5,7, 11, 13, 17, ecte.
Euler a prouvé que la série ’

R S S Y 1+1+t
G T T A T TCAA T A

devient dlvclgente pour les mémes valeurs dc [ que celles qui rendent divergente la série-

1 i 1 1 i
Qa—l—da—l—4a+ -+ = g

5 v ga 7@ -~ etc.y

(*) Journal de 'éeole polylechnique, cahier XXX
Mém. des sav. étrang. T. V11, 3
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savoir, pour « <1, Mais pour certaines formes du terme w, la convergeince de la série
Uy~ oy —i= U~ Uy~ U~ U, - U -1 ele,
n'est plus une condition nécessaire pour que la série

Uy == Uy == Uy~ = Uy~ 1 -1 ele.

. m ’ 1 ~ N
conserve une valewr {inie.  Tel est, par exemple, le cas de Uy === Fa cllet, la
L 1Oy
valeur de la série
! I ! ! ! - ! ~t- ¢l
l 2log @ 3log 3 §logh 71()"7 C.

comme il sera prouvé plus tard, ne surpasse pas ,73, tandis que la série

RS SN SN N - ete.
2 Jog 2 3log 3 4log 4 510g5 blu"()

est divergente.. Quel est done le erierium de la convergence des séries qui ne sont
composées que de termes aux indices premiers 2, 3, 5, 7, {1, etc.? Et, dans le cas
de leur convergence, comment assigner le degré dapproxlmatlon de leurs valeurs, al-
culées d'apris leuls premiers termes? La résolution de ces questions par rapport .un
séries de la forme

Uy~ Uy~ Uy~ Uy~ U —I—um—l— etc.
est trés intéressante, -car on les rencontre dans certaines recherches sur les nombres.

Ce mémoire contient- la’ résolution des questions citées. J'y parviens en traitant la
fonction qui' désigne la somme des logarithmes des nombres premiers au dessous d'une
limite donnée. D’aprés une équation que cette fonction vérifié, on peut assigner deux
limites entre lesquelles tombe la valeur de cette somme. Parmi les dillérentes conclusions
que nous en tirons, nous parvenons a amgner des limites entre lesquelles on trouve tou-
jours au moins -un nombre premier, ce qui- nous conduit trés simplement i prouver le
postulatum cité de M. Bertrand. — Quant & I'évaluation des séries de la forme

Ug = Uy~ Uy~ U, -1, —+cle.,,
nous trouvons: le crierium: pour juger si elles sont convergentes ou divergentes, et dans
le premier cas, nous donnons la méthode pour calculer, avec un certain degré dapproi-
mation, la dillérence de la valeur de ces séries avec la somme de leurs premicrs tormes.
Nous donnohs aussi une formule pour calculer, par approximation, combien il y a de
nombres premiers qui ne surpassent pas une valeur donnde, et nous assignons la limite
de Verreur de cctte formule, ce quon ne pouvait faire jusqui présent. Dans un me-
moire (ue Jm cu I'bonneur de présenter & I'Académie de St. -Pétershonrg, lan 1848,
j’ai prouvé que, si on rejette, dans Iexpression de la totalité des nombres preniers qui ne
sarpassent pas «, fous les termes qui sont zéro par rapport

& xr

ele.,

log = ’ log



Sur. les nombres. premaprs. ® 19

quand on fmb T = oo, cette evpresswn se rcdult / 1 mais poux les valcurs ﬁmes

de’ * on sc trouve dans’ lmcertltude sur la valeur des termes quon rejette. Quant i la
formule de Legendre, son degré d'approximation nest -connu que dans les hmlLes
des tables des nombres premiers dont on se sert pour la vérifier.

§ 2. Convenons de désigner en g‘énéral par 0(z) la somme des logarithmes (hyper-
boliques) de tous les.nombres premiers qui ne surpassent pas z. Cette fonction devient égale
A zéro dans le cas ot z est inférieur au plus petit des nombres premiers, savoir & 2.
Il n'est pas difficile de s'assurer que cette fonction vérifie l'équation suivante .

0 (@) 40 (@)% - 0 (€)% 4+ 0 ()% +ote.
.+.a< >+()<->_— 0( -13_—4—0( > +eLc.‘
—4-0(3) 1—0(~—> 0( ) 0( ) »l—-etc. =log1.2.3 .. .[x],
+0<*> 0( ) a( ) 0( ) +- ete.

ot nous employons [] pour désigner le plus grand nombre entier contenu dans la valeur
de x. Les séries que cette ¢équation contient, sont prolongées JUS([H aux: tcrmes ([ul de~
viennent zéro. N v

Pour vérifier cotte équation, nous remarquons que ses deux membres sont composés
N\
de termes de la forme Klog e, ot « est un nombre premicr, et K un entlcr quelconque.
Dans le premier membre, K sera égal an nombre des termes dans les séries

&z @
x, s . ele.

@ (D5 OF @b e
RO RN ORNORES
@t @ @5 @

wl 8
-

o
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gqui ne sont pas plus petils (que e car en geéndéral la valewr de #(z) ne contient le terme
log e que dans lo cas ot =2« Quant au coellicient de log ¢ dans le second membre,
il est égal & la plus haute puissance de e, qui divise 1.2.3 ... 2] Or, il se trouve que
celle puissance est aussi égale au nombre des termes des séries (1) qui ne sont pas plus
pelits que ; car le nombre des lermes de la série
ax &€ €T

ERE R
qui ne sont pas plus petits (ue &, est égal a celui des termes de la série

1, 2, %, . . o . . [x

cte.

i,

gqui sont divisibles par «.

Le méme rapport existe entre le nombre des termes de cotte série divisibles par
el «®, «*, ote. ot le nombre des termes des séries

1 1 1 1
Y (AN aN% IANCS i
(J}) 3 (];) 5 (Ti) 3 <‘,:> s ele.
1 1 { : 1 ‘
T a\'§F AN T\ 8
@ (55 @ G5
PR 4 |
EY LB\ & LAY &\ 4 )
@ @5 G5 G5 e

te.

el

qui ne sont pas plus petits que «.

Done, les deux nombres de notre équation sonbt composés des mémes termes, co qui
prouve son identite.

L’équation que nous venons de démontrer peut &tve présentée sous cette forme
T S @ "
g —_ — yw{—} - = T'(x 2
Z/J(D)‘+lﬂ<2>z+w<3>+¥/<4) o= T) o0 L (2),
en faisant pour abréger

L
3

+ t

L S
(D) 4+-0(z) "+ 0(z) +0@)" +....=p(3)
logt.2.3.....[x]=T@) . . . .
En passant a lapplication de ces formules, nous remarquerons que, d'apres co que nous
avons dit par rapport & la valeur de ¢ (z) quand z est inférieur & 2, la fonetion ()

(.

hadh}
devient zéro quand on fait z <2, et par conséquent Uéquation (2) ne présentera avcune
exception dans les limites x =0, x =2, si on prend zévo pour la valewr de Ter) quand
o est inférienr & 2.

Yy ’ b ' » I3 . SN}
§ 3. Daprés cette équation, il n'est pas difficile de trouver plusicars inegalites que la
|y Ayt 3 ] )

fonction y(x) vérifie. Celles dont nous nous servirons dans ce mémoire sont los suivanles:
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v = 1@+ 1(3) = 1(H) = 1(3)—=7(3).

v =y (F) <T@+ 1)) —1E)—-7G)

Pour prouver ces inégalités, nous cherchons d'aprés (2) l;l valeur de
@)+ 1(5)— 1(5)—7(5)—7(3)

ce qui nous conduit & cette L‘quation
e (3) 0 (3) - (5) et
(@ e
—u(5) () —v (55 —v () — ete. y=T@)+ T(55)—T(5)—T(5)—1(5 ) ¥
—u(5)—v(Ta)—v(s) v (Fr)—e
— ()G —v(vs)—(35)— e
dont le premier membre se réduit a

Ay () + Ay (—;—)—i— A, ‘w (—%} + A,y (—j—)—l—- ... —l—‘/ln W (—i—) -+~ ete. ,

Ay, 4y, Ay A, ... 40, cte. étant des coefficicnts numériques. Or, en examinant la
valeur de ces coefficients, il n'est pas difficile de s’assurer qu'en général

4,=1, si n=30m—+1, 7, (1, 13, 17, 19, 23, 29,

A,=0,si n=30m-+2, 3, b, 5, 8, 9, Uk, 16, 2(, 22, 25, 26, 27, 28,
4d,=—1, si n=30m-6, 10, 12, 13, 18, 20, 24, ‘
A,——1, si i =30m - 30.

L

\

‘En effet, dans le premier cas, n n'étant divisible par aucun des nombres 2, 3, 5, on ne
trouve le terme w(%) que dans la premictre ligne de l'équatioﬁ (’I'); Dans le second cas,
n est divisible par un des nombres 2, 3, 5; donc, outre le terme 1,0(—”2—) de Ia,prémiére
ligne, P'une des trois derniéres contiendra — 1y G:-), et, aprés la réduction, on trouvera
. 0 pour coefficient de w(%) Dans le troisitme cas, n est divisible par deux des nombres
2, 3, 5. Donc, les trois dernitres _lignes de I'équation (4) contiendront deux- termes

boaux i —zg(——} et comme la premitre ligne contient i <~— , pris positivement, il ne

reste dans le résultat que ——z,y( ) On arrive a la méme conclusnon dans Ie dernier
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cas, ot n est divisible par 30; car alors le terme =l C:) st rencontre dans toutes los
cing lignes: deux fois avee le signe -+ et trois fois avee le signe —.
Done, pour
n=3m-- 1, 2, 3, 4 5 6 7, 8 9 10, 11, 12, 13, (4, 15,
16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

y ety e

nous u'ouvons ‘
Ad,=1,0,0,0,0,—1, 1, 0,0, —t, 1, —1, 1, 0,

0, t, —1, 1, —1, 0, 0, 1, — 1, 0, 0, 0, 0, ¢, - 1,
ce qui prouve que l'équation (&) se réduit &

Y () — 1y <1> vf- YW <E*> — ({%) =Y (‘?I) — W (Tw?)) ~t- M‘"y’
() 1) )= 1),

o tous les termes du premier membre ont pour coefficient 1, alternativemenl avee lo
signe <+~ et —. De plus, comme d'aprés la nature de la fonction vy (« ), a serie

w (@) —y @+ (H—v(@H+»( 1> —w (f5)+ ete.

est décroissante, sa valeur sera COIl]pI‘lSL entre les limites v () et iy (v )-—-z//( > Done,
d’aprés 1'équation précédente, on aura nécessairement

V2 0+ 1)~ 1(3) = 7(5)— 1(3)
0= () 2 10 (5= 1) 1) 1)

§ k. Examinons maintenant la fonction T'(x) qui entre dans ces formules. Dapres

(3), et en dénotant par a le plus grand pombre entier contermu dans la valeur de @, que
nous ne supposons pas inférieure 4 1, nous avons

T(x) =1log1.2.3..... a,
“ou, ce qu1 revient au méme,

T(x)=log1.2.3. a(a»:— 1) — log (4~ 1).
Or, on sait que '

log1.2.3.
‘log1.2.3..

done

ca < log V2 —+-a loga — a -+ Ci) log a = 1}), '
& AL
a{a-+-1) > log V2w ~+ (¢~ 1) log (a4 1) — (¢ -1- 1) -1~ 1, log -1 14

T (x) <logV2r—+a log @ — ¢ -~ _;? log @ -1~ 12 .
T (@) > log V2 - (a4 1) log (4 -1 1) — (- 1) — 1 log (a1 1)
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et par conséquent T (z) < log V21 —+ x log @ — -+ —;— log T4 =

12’
T(a:)>log1/2ru+w]og m——-mn—-ilob.}e,

car a Ltant le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de @, que nous ne sup-
posons pas mfcucurc & 1, nous trouvons

afe>a-+1, azt,
ce qun entlalm ¢videmment les con(hhons ' ‘

: aclogac~—ac-~|--1 log &z —+ 2>aloga—-—a+ log “+1;a, :
) log ((L—!—-S')-—-—~100 (a-m)'.

Les lﬂO“dllLLS que nous venons de plOLlVCI pal ra ppml, & T(w) nous donnent

T (x) + T<‘><210=>V2ﬂ+12+ aclogac—-log?)()

,10‘1 “10 =
alo m——m——-go a:<(a-1—

30“" l«logm-——-—log 30,

T () -+ T(i ~ 2 log 1/271:—1— z log « — log 30

. .
m—-—i)m-——log cc+—§0cv30

T(5)+T (3> & T () < 3log V% s 57,

mlog m—-log 27 3T5

1
5

i

432 5log _-E log 30,

L1 ' :
» I LINPRIN. UL
—f —f— o —f i o — e — e
I’<2> ! T< > |T< >>310 1/2n ! mlogac log 2 3 T~ @ g log @
1 R
. + log 30.
Combinant ces inégalités par voic ~de soustraction; savoir: la premitre avec la derniére,
la seconde avec la ‘troisiéme nous trouverons S ' ' ;
-w—l——~loom———-—log1800n s

T () + T (55)—T(3 N— T($)— T( ><1.g‘; %;‘ | 2,
TG - )

ce que nous écrirons sous la forme o
T()+T(5)— T(5 >—— T(3)— r() < Ao -+
T()+T(5)— T(5)— T(2)— T(2) > dn—

en faisant pour abréger

]

~w-———lo cﬁ—l—-llo a0_3
x5l T

log _-'i'log' 18007 + %,

= l\‘Dl ot

mO 3
'é‘ ].O 33 ~l" 10 — E,
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A=logE X — 92120202 . . . . . . . . (5)

Lanalyse que nous avons employée pour démontrer ces inégalités suppose x < 30; car,
en traitant T (2), nous avons pris @2 1, puis nous avons remplacé @ par

o z o t X
R S A 1)

Mais il n'est pas difficile de s'assurer qu'on aura des formules applicables & toutes les
valeurs de x plus grandes que 1, si 'on remplace les inégalités précédentes par celles-ci,

plus simples:

T () + T(55)— T(5)— T(i;-)—- T(3) < dw+ 3 logw,

P L z & E_. pr—— .{E- —— ,f. I E_ 2y A -

T () + T (55) 7(5)— T(5)— T(%) > 4o — Flogz— 1
car, en examinant ces inégalités pour les valeurs de « prises dans les limites t et 30,
on reconnaitra trés aisémert qu'elles ne présentent aucune exception.

5. En combinant ces inégalités avec celles que nous avons déduites plus haut par
rapport & 9 () (§ 3), nous parvenons & ces deux formules

w (x) > dx— %10gw—- 1, vy (a:) —-w(%) < dw—f—*g log xz,

dont,la premiére nous donne une valeur qui reste inféricure & w (x). Quant a la seconde,
elle nous servira pour assigner l'autre limite de 1 (x). Pour y parvenir, nous remar-
quons que

\

5 2 5
slog*e —+ ¢ log @

s
ﬁv_ —5—A°C+4log6

est vne fonction qui vérifie 1'équation
@ 5
[ () ——f(Y’«)::AwA—T;-log @.
Or, cette équation, retranchée de l'inégalité

d 5
. \‘ v '(m) — Y <—G—> < Ax —+ ) lOg ®,
“donne

v @ —v(§)—f@+1(F) <o,
ou bien, ce qui revient au méme, ‘
v @ =6 <v (D=1 (3)

In changeant successi b dans cotte for z @
, g uccessivement dans cette formule z en B o ege BOUS trouverons
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(@) — w><"”<‘> f ><”’<62> f(sﬂ) """ <’/’<é"72-'7>“f(f%)

- Si nous supposons actuellement que m soit le plus grand nombre entier qui vérifie la
condmon Bafn > 1, la quautlte ’*GT_H tombu"a entre- 1 et &, et en exaininanl: la valeur
que prend w(z) —f(z) dans les limites z—l = 2‘,
- f(z) reste au—dessous cle 1. Donc 1/1(6,,,_,_1) f<6”,+1><1 et daprcs les mégahtos
précédentes Ly (@ —1(=) <.

Enfin, en substituant pour f (ac) sa Valem , TIOUS aurons

on reconnaitra que 3(z)=0, et que

w(ac)< Am-l— log m+ﬂ~logm+1

D’aprés les formules que nous venons de trouver, il ne sera pas difficile d’assigner deux
limites entre lesquelles tombe la valeur de O(zx), c'est & dire la somme des. logarithmes
de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas a. '

" En effet, d’aprés (3) nous trouvons N
w(x)— vy (ac)‘ifz 0(’!‘) -+ 6?(,c)'13_—l~ (9(:73)%4— ete., -
w () — 2 ()% = O(w) — [O)F—0 (23] —[6()T— Ola)T | — ete.,

ce qui prouve que

-

— 1 —_ 1 ‘ .
r@WzeE—v@h (@sv@-wEh . ©
car les termes ‘ . |
o), @t L O@)F—0(@)F, O@) — 0@, ...
sont évidemment . positifs ou zéro. ' ’ :
Mais nous venons de trouver

(as) <% § Aoy

o 6log* T+ o 10gm+1

w(x) >Am—-§«logm—— t,

ce qui donne -

(:c)2< Jm 2

e gﬁlog 93+-10g'$+1

1 1 5
w (2)% > Ax® ——-;’—loggc-— f
et par conséquent ' '

v () — 1//(03) < Aa:—-AaM-l—“ lob w+—-logm+2

Mém. des sav. éirang. T. VIL &
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v

1
(@) — 2y ()% > de — %Q /1&[(;“
Done d'aprés (6) A
O(@) <3 A — daT

Siog6 log?® J»—--u !ng, x— 3.

3 9 5 ,
e Jog 2 - - log @ -1-2
T 4log 6 o8 o 08

\‘ 12 ,1,;. 13 .
ar {a e e AT —— - B P LS
| 0(w) > Adw— < dw sm slog?a — Slogw—3

Ainsi nous arrivons & la conséquence que la somme des l(‘)qarit]nm!s de tous les nombres
premiers qui ne surpasscnb pas x, est comprlsc (L\ns 105 lmul.vs

H’f; Iw'-—- /11, LR ,'{1""““ log*a -+ log @+ 2,

Am——{?xla; ?81 log m~m100x~3

§ 6. Voyons maintenant ce qu'on peut tirer' de ces formules sur la totalité des
nombres premiers compris dans des’ limites données.  Soit- I et I les deux limites en
question, et supposons quil y ait m nombres premiers plus grands que I et ne surpas-
tant pas L: la somme des logarithmes de ces nombres sera comprise dans les limites
mlogl, mlog L. Donc, d'aprés la notation que nous:employons, on aura

0 (L)y—0(l) > mlogl,
O(L)y—6(l) <mlog L,
el par conséquent ‘
' 0(L) —0 () R a0
m Y
<ot log? ’ m > logL °
Mais, d'aprés (7), nous trouvons que la valeur O (L) — 0 (1) est infcricure &

6
A(zL-1)— 4 (L
et surpasse

6 2
AL—3)—4(2L7 __.Lz).._

Siog ®(2log L+ log2 z) -+ % (2log L-+- 3logl) - 5,

swgﬁ(log L+ 910g"£)—~—-f«- Slog I -+ 2log 1) — 5.
Donc

A( L—1)—A(L+— 1)

w25 x 810 (210g2L-l—10g I)—l~—,: (2log L -1~ 3log I) ~te 5
- log R | ' o
12,1 .
. >I4(L—-—l) A(+ L —r ——8—@* (log*® L+°log l)——-~~(3lmr L 2log l)- 3
Te L e

Ainsi, nous trouvons deux limites entre lesquelles tombe la quantite m, qui désigne com-
bien 1l y a de nombres premiers plus grands que I, mais qui ne surpassent pas L. —
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La dernitre de ces formiles nous prouve que, dans les limites - 1 e L ‘on trouve plus
s+ de k nombres premlers, si kb, L'etl vénﬁont cebte condition

A(L— —il)\m/,l(g L'?f-—l‘i) (log 2 L—|~210¢r2 l)-— - (310b L+210g 5—5
log L

et comme l< L, on Verlfie cutte condition en faxsant

Slo 6

k<

b

A((L—~ l) - —JL“ 6(100°L+°log2L)-— = (3100L+210gL)-—-— 5
S ' logL ‘ : _ 7

et par conséquent en prenant

951log? L

: =2 L_art. 5
—_ 2 T, e g 9% = 2.
, 6 : 6log6.4 64 (/

~+ k) log L—=

Donc, si l'on prend cette valeur de 7, on' est str de .trouver 15111s de k nombi‘es premiers

dans les limites ¢ et L. Ti faut y joindre encore la condition que ¢ et' L ne sont pas

plus petits que 1, ce que nous avons supposé par rapport & x, en traitant la fonction ¢ ().
Dans le cas particulier- de k=0, .nous. concluons. qu'il.y & nécessairement un nombre

premier compris dans les: limites I et L, si l'on prend

SR U 1“'95"10-3%' ”125‘10&53 B R
— — 2 S, — e
t 6 L—2L 16log 6.4 244 64"

1

Ceci nous conduit_ trés simplement & prouver ',rigoureusement' le postulatum - cité de
M. Bertrand. — Il n'est pas difficile de s'assurer que les limites « et 2a — 2, dans le
eas de a > 160, comprennent ces deux. llnntes (RS

95leg2 L 195 logL 95

6 L - QL’—’ 1610g6. A 244 6A L’ |
L ebant une va]e‘ur convenahlemenb choisie. En effet, pOlll que ces limites tombent etitre
a, 2a—2,
on n'a qua verlﬁer ecs. conditions ;
o g 2a-—-—2>L
a < L-—-QLﬁ o 25lg? L lQElogL 95.

“16logb.4 244 64

Or, on verlﬁe ev1demmenL la premiére en prenant L=2a—3. Quant & la seconde, elle
devient _pour L_-Qa,——3 o

R Q510g%9¥1—-3) 19510g(’2a——3) 25
—3)—2V(2
(20' 3) QV( a—3)~— 1610g 6.4 o%4 64
ce qui est juste pour toutes les Valeurs dea, 'qui surpassent la plus glande racine de
I'équation S AR : , , ‘

*”
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- . g g ) ¥ 4 "
B Ay oy o 20log2 (e —3)  Alog(Rr—d) 25
v (e —3) =222 —3) — "y 6 244 64’
et cette racine, nous la trouvons comprise entre les limites 139 et 160,
Donc, toutes les fois que a surpasse 160,

on peut assigner entre a ot 2¢— 2 deux
nouvelles limites

5 ‘1 95leg? L 195log L. 25
— e — B e s e o . s s erar e — v
! 6 L—2L 161og 6. A 944 64’ L,

et comme celles-ci comprennent nécessairement un nombre premier, on sera cerlain de
trouver un nombre premier, qui surpasse a et reste inférieur A 2a—2, ce qui prouve le
postulatum de M. Bertrand pour toutes les valeurs de a qui surpassent 160.
raleurs de @ qui ne sont pas plus grandes que 160,

4 Taide des tables des nombres premiers.

(uant aux
ce postulatum se vérifie directement

§ 7. Aud moyen de la fonction ¢ (x) que nous employons pour désigner la somme

des logarithmes de tous les nombrcs prcmlers qui ne surpassent pas @, on peut facilement
exprimer la somme

F(a)—i—F‘(,@) +F(y)+. .. .+F(()): U,
ot «, 8, 7,...0 sont les nombres premiers compris dans les limites données. En elfe

si @, @, ¥,...0 sont compris dans les limites I et L,

cette somme peut ¢élre exprimee
ainsi

0¢)— 0@ —1)

10"

F(l) 0(Z+i)—0(l)1.,(l ) 6(04+-2)—0(--1)

2 0(L) —U(L——i) ' .
“log (D) e G STPTE S g (T

In" L
) L, . O(x)—0(x—1 . .
car, en général, la fonction (=) Io(r(m ), pour z entier, se réduit & 0, si @ est un
nombre composé, ct a 1, si'@ st un nombre premier. Donc

0(l——0(l——1) 0(l+1)—0(l) (l+2) 0 (I~
U= Togl ™ F(l) og (I~ F(l ) " log  (1-+-2)
ou, ce qui revient au méme,

“r(z~._1)+ ()

log L

—_ — )\ FOQ _ TFO __l_—':l) P(-1)  F(--2
U= O(Z 1) logl log! log (I-+1) ( ) - [Iog l-u—i) Iog([-i- ]0([ -+ 1)
-+ [F(L) (L-1)

Ll -~ i)
log L lo‘r(L—l—i)](/(L g (L 1) o(L).

. . . ! o R I (x .
Or, si nous supposons que la fonction I_ZE ), dans les limites © =1—1 ot @ — L - L,

reste constamment positive et décroissante, le signe de (/(l-—-— 1) dans Pexpression de U
sera —, et. lc signe de. chacune des fonctions

o w0 0D, 00-1),....0(L)

sera . Rar’conséqllexlt, d'aprés (7), et en faisant pour abréger
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é (w)__—Aw—Amz + Iog T4+~ lobw-—l—2

i N )

6, (m):dw——~4a§’f-— 5 log? 7c--—-—logm—3

8log

nous aurons ‘une valeur mfeueure a U‘ sn, dans son expressnon,' nous remplaqons
o(L- 1) par 6,(1—1Y, ‘¢t 6(), 6(l+~1) . o) par 6,1, o, (z+1), -0, (L).
Au contraire, en remplagant 0(l—-1) par (9 (l—— 1), et 6’(l), _ (l+1) .0 (L) par
6,1, 0,(—+ 1) 0, (L), nous trouveions une valeur plus graude que U. Done
FO)  FEQ)  Fi+-1) Fl-+1)  F@+2)
U>—0,0—1) 0+t — ey 0,,(z)+[iog(l+i)-—-log(l+2)]o,,(z+1)+ .....

s PR@). FE-el) LF@E+D
o T + [IogL log(L+i)] 0” log(Ia-1) " 11

)w) F() @ F(~+1

F(l4-1) F(1+2)
U<—0,(— logl Jogl  log(l=-1) (0 +|: ]6 (C-+1) =+

log (l+i) “log (I-+2)

I‘(L) F(L+-1) F(L+1)
log L~ log (L-+1) :] 6 L log (L-+-1) 0’ L

et comme les seconds membres sont identiques avec,l«;s‘ sommes

F(l FQ ‘”—L 8 () =0, (@

0, =118 —06,1—1) 10+ > F@)* ) =t e,
,::‘L

| 0] (l-—-i)F(l) 0 l'—i)l‘(l) 2 F(m)el(m)—;%m(i_;l) |

nous en conclurons

P F( 0, (@) — 0, (e—1) |
U>@ﬂe4u” <-4>” m?F@)”@W;@ ), |
F(l)
Iol

0,(z)— 0, (x— 1).'

V<O, (=7 — 0= s

=L
-+ E F ()
- e y l .
Daprcs les formules que nous venons de trouver, 11 nesl: pas dlfﬁmle de dLmontrel ce
théoréme: .

Théoréme. G
Si la f'onctwn F(x) passe' une “ceriainié limite de x, reste positive, la convergence de
la série P oy ~ ‘ S
F(9)+F(3) F4)  F(B) F6)
log2 ~ log3 ' logd  .log5 = log 6

est une condition nécessaire et suffisante pour'que la serie
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F(2) = F (3) = F(5)— F(7) - F(11) - [‘(m) e
soil cqulement convergente,

Démonsiration.

Supposons que ¢ soit la hmltc de x au-dessus de laquelle F(2) conserve le signe --,
j;i' wpu,sontant une fcmc(,xon clucnmsqanLe, eb que ¢, 3, ¥,..n0 sou,ut des nowmbres
pu.mu,ls compns ‘dans los llmltcs [ et I. En f*usanl, , : '

=F (2) ~t- F(‘%) 4= F(5) 4...m-F (@) F (/") = F(y) == o= F () ==
| —!—T(u)+r(’)+I’(y)+...—l—1”() '
nous conclurons dapl &s (9) | :

: R F( >””",L ~~0k -
53> 8,0, — 078 — 0,0 — )T+ ¥ Fw) 040 et

)

S<S+0 = 0ES 0,1 ) 201 T F (@) 2O,
==

log @

Ces inégalités font voir que, dans lo cas ot los expressions

b

=L Y ==y A
x F( ) lr(ﬂ‘) lol;[;('v——'l), > F(. )0 (7')——0,(7—- 1

{T'—l . = l()“'-T

pour L = oo, ustent ﬁmos la série

f(2)+F ) F(5) ~+ F(7) - ctc.
sera convemente, au contraire). si la supposmon de L=
pressions infinies, la série

F(2)~|—F(3)+F(5)+F(7)+etc.

oo rend la valeur de ces ex-

sera divergente.

La substitution des valeurs de &, (m), ”(m) d’apres (8) dans les expressions précé-

" dentes les réduit & ‘

S 12 5' B 15 | Fe)
[_Am—A(Vw——Vm——l)) ‘,(log w—log? (x— 1))—- (log-.‘v-——log(;nml))_] -,

x--l ) ’ o 4 “dlogz

a:__-I ' l

1

lng

{ir— 1
m—-l

[5.4 A(Vw—Vw—~1))+ (log x—Ilog? (oc-——-l))—*—m(loq x—log
et comme les fonctions

Ve —V@—1), log*z—log*(x—1), logz—log(x—1),

pour des valeurs trés grandes de a, deviennent infiniment, _petites, nous concluons que
dans le cas, ou

= .
< F(»)
“~ log x

ze=l 08
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a une valeur fime les expresswns

(“U

m;LF(w) 6,(x)—8, .z—i) y F( )Onw)-—ﬂ”(m—-—i)’
ety S e logx ™ =l log.’u

-~ pour L= o0, seront egalement finies; -au contraxre, pour = oo, elles seront infiniment -

grandes, si la somme. "
' : a;,_L

' . Fm
Lo sy Fi@)

loga

avec l'augmentation de L, converge vers linfini. Mais le premier cas a toujours lieu,
si la série . y
" F@ F@) F& FB)  F@)

log 2 log3 log4 T logh log6 -+ ehc

est convergente, et le second suppose la- dwelgunce de ‘cette _série,. ce qui prouve le
théoréme énoncé. Ainsi, nous concluons de la que les séries

! —+ ! —+ 1 —I—‘ L ! +etc

2log2 ~ 3logd = S5logh ,~710g7 Mlo"’li
1 1 + 1 -1 L i —+ete
2log? (log 2) 3log2(log3) 5log?(log )« -~ Tlog*(logT) ! 11log? (log11) '

sont convergentes, tandis que les deux suivantes S
~1—+4+1+1+1-—i~et

3+ 73 1 Cer..
i - 1 ) = 1 —+ L. - L. - ete.
9log (log 2) 3log (log 3) 5log (log 5) = 7log (log 7) Mlog log 1) '

sont divergentes. ‘ ' , e ' -

§ 8. Quand la serie
F@2)=+-F(3) -+ F(5) + F(T) +ete.. 7
est convergente, nous trouverons sa valeur, avec une approximation aussi grande qu'on
le voudra, en calculant la somme de ses premiers termes. En dénotant par §; la somme
de tous les termes qui préctdent” Fo ), “« Gtant le plus petit des mombres premiers con~
tenus dans la série S o e '
v -ty 12, cte
et I un nombre entier au-dessus duquel toutes: les valems de x rendent posmf et
déeroissant, nous mettrons la série '
F(2)+ F(3)~+ F (5) 2 F(7) =+ F (11) - etc. = § .
sous cette forme R
§=8,~+F(o )+I‘(,6‘)+F(y)+etc._.S—|—U

Cela posé, nous chercherons les limites entre lesquelles ‘tombé T, en f:usaut L S
dans les formules (9). De cette maniére nous trouverons ‘ -
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1(1) ; U ‘“C”o @by =1y 1o
U> 0“(1 ) y ()1 (I’ l) logi - ,..1 R l(w[:' I’ 'l’}
: o= N (1))
Fu)y FOy TR0 @0 =0 @—1) ooy
U<0 Sy iogr—Jull— )l“g }Mm;z log 2 1 (). \

La demi-somme de ces expressions donnera une valeur approchée de [,
différence sera la limite de I'erreur de cette valeur.
tite, que le nombre I et, par consequenh
plus considérable.

et leur demi-
Cette limite sera d'autant plus pe-
le nombre de termes de la somme §, sera

Pour donner un e\'emple de ces calculs, nous allons chercher la valeur approchée de
la strie

i 1 1 1 1
A==

J10g2 i3 " Flogs T 7log7 T IMlogai T e
En prenant : l =100, _ .
PSURNEE LN SEAIE UERNRLE SNSRI S 1
07" Tlog 0 " 3lg3 T Slogs | Tlog7 T illogii Tttt TV GTreg 67’
. ) S: So+ U; K
U étant déterminé par la série :
1 1 1
U= f5itog 101 + 703 log 103, 71 107 tog 107 7 1
nous trouverons, par les' tables des nombres premiers,
S, = 1,42,
‘et les inégalités (10) pour F(a:)__m]—‘ﬂ 1 =100, nous donneront
6,099 0,099 =R, (@) (@—1)
U i g N O@ =0 =) 0,14
>40010g2 100 100 log2100 10D gt @ < Mt
6,00 0,09 TP g(2)—0, @ 1) ‘
: SLPEE S I A5 A K g
U< 1ogZ100 100 1g” 100 < 0,28.

=100 zlog* x

Daprés ces inégalités mous concluons que la valeur de U ne différe de 028 -+ -)»»“ == 1,21
, . v 0,98 — 0,14

que d'une quantité plus petite que -Q—ié—oi‘:—_—o,(ﬂ. Donc

: 1,42 + 0,2 = 1,63
sera la valeur de la série

1 _I_ I S
2log2  3Jlog3 5loghf =~ Tlog?7

! t
il 11 T o

exacte a 0,1 pres,
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§ 9. La totalité des nombres premiers, compris-dans des limites données, se déduit
comme cas particulier de la valeur de la série

' | F(e)+F(B)+F(y)-+ ...~ F (o)
que nous avons examinée dans les paragraphes précédents. En effet, si 'on prend

| F(x)=1, |
la somme ,

F(e)+F(8)+F(y)+ ...+ F (o)

se réduira & autant d'unités qu'il se trouve de termes dans la série des nombres premiers

& By ¥yerri

Donc, les formules (9), dans le cas de F(x) =1, détermineront les limites entre les-
quelles tombe la totalité des nombres premiers, compris entre I et L. Ces limites sont
plus éfroites que celles que nous avons trouvées dans le paragraphe 6, en vertu des
inégalités que la fonction &(x) vérifie. Dans le cas particulier de /=2, nous trouvons
que

o __ o _ *TF o@—0@—1

Tog 2 log 2 P | log @ (1 1)
o) 0, | T 0@ —0i@—1)
lIog 2 log 2 z=1 log »

sont des limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers de 2 & L, ou
bien, ce qui revient au méme, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas L.
En calculant la demi-somme de ces limites (11) nous aurons une valeur approchée de
la totalit¢ des nombres premiers qui ne surpassent pas L. Quant & Ll'erreur de cette
valeur, clle ne pourra surpasser la demi-différence des expressions (11). Par des calculs
trés simples on parvient i rdgonnaitre que le rapport de la demi-différence des expres-

sions (11) & leur demi-somme devient égal 2 1—27 quand on fait L= oo. Donc, pour
de trés grandes valeurs de L, ce rapport sera inférieur & T%’ et par conséquent si I'on
calcule, d’aprés nos formules, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas une

. . \ . < pis » 1 oo
limite donnée, trés grande, l'erreur sera inféricure & io de la quantité cherchée.

121

Mim. des sav, éirang T. VI,





