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C. Vermilchte Abhandlungen. 
h e r  dic Bcriiliruiig fcftar claftifcl~er Xürltor lind iibor clio IIllrto. 

Von Dr. H. Hertz zu Berlin. 

Werden zwei elaiifche Körper gegeneinander g ~ p r o r ~ t ,  fo b ~ r i i l i i . ~ ~  fio fich nicht 
iii einem matliemati~clien Punkte, iondoin in einem kleinen aber endlichen Teile ilWer 

Obeid5clien, welchen Teil wir die Druclcfäche nennen wollen. Die Goitalt iuid Größe 
dieier lTl'aclie und die Verteilung der Spannungen in der Nahe defilben Iind melii.fnch 
inbotraclit gezogen vorden (Winldei; Lehre von der Elai'tizität und Festigkeit, Prag 1867, 
I, S. 43; Grasliof, Theorie der Elaftizitiit und Foitiglceit, Berlin 1878, S. 49-54), die bis- 
Iierigen Beitimmungen aber lind teils mgenäherte, teils iogW behafeot mit niclit belcaunten 
Ei~fnhungslroeffizienten. Indessen ift das Problem aiiciicli einer exalcten Löiung filiig, und 

. ich habe die bo~üglichen Rechnungen Iln 92. Baude des Journals für reine und ange- 
wandte Mathematik, S. 156, mitgeteilt. Da der GegenStand in einigen Punkten ein 
\veientlich techniiohes Interesse hat, erlaube ich mir, denielben hier etwas vollftändligor 
mit einem die Härte betreffenden Zufatz zu behandeln, den Beweis fur die Richtighit 
der die Grundlage bildenden Formeln will ich zunächft kurz reprodiuieren. 

Wir denken uns die beiden Körper zunachit in mathernatifche Berührung gebracht, 
die gemeiniame Normale f a t  dann zufanimen mit der Richtung des Drucltes, wolchen 
der eine Körper auf den a d e l n  ausübt. 'In der gemoiniamen Tangentialebene denlcen 
wir uns das rechtwinlclig geradlinige ICoorhatoniyStom da. m y  eingetragen, dessen N a -  
pnnlct mit dem Berüui.ungspunkte zufammenfalle, die dritte dmii ienheohto ICoordinate 
iei z. Wir können uniere AuherIciamlteit befchi.äuken auf denjenigen Teil der Körper, 
welclier dem Berührungspunkt lehr nahe liegt, da hier die Spannungen auBerordentlich 
groß rmd gegen die im ftbrigon auftretenden und daher auch niu. zum ldeinsten Teil 
abhängen von den in den ül)rigen Teiißn der Körper angreifenden &&fien. E s  genugt 
d&er &io Geitalt der Ober&äclion in unmittelbarer Nihe des Berülii.ungspii&tes zu 
kennen. In ~i.iter hniherung,  iobald wir namlioh unier Augenmerk nur auf jeden der 
~ ( ö ~ ~ ~ ~  für fich l u n n ~ n  wir iogw die Oberfl&ohe derielben mit der gemciuCamen 
TangQntialebeno = 0 ,  und die Itichtung der Normalen mit der G-12iohtung zuiammen- 

fden lassen; in fobald es nimlich auf den Zwifchomiim der beiden ICörper 

a*ommt, reicht 86 &W, in der Entwiclu~mg der ~hchengleicliungen die qua~atiiclien 
@fieder in und Y beizubehaltlten, Der Abitand gegonübefiegender Punkte der beiden 

obe1gächen ,vkd dam cbenf& eine homogene Funktion zweiten Grades der zu den 
punlrten gehö1,igen z fein, \vii. können unier Syitom der X?/ I'o drelien, dds  aus dioiei* 

~~~a~~ das prod&t in helaausfjllt, nach Vornahme diefer Operation fei der Abitand 

der obe1~ächen gegeben k c h  die Gleichung e .- Ams -t BY'. A und B nlüSSQn not- 
,,,engg dasselbe zeiObn haben, da e nicht (durch Null liindui.chg~h~n kmn; ziehen wir 

Iiurvon, fCr ,velcho den gloicbn Wert hat, So erhalten vii. ein Syitßm Zhnlicher 
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~ l l i ~ ~ f ~ ~ ,  deren A{ittelpu&t der Null1)iinlrt iit. Uniere Aufgabe befteht nun (lariii, eine 
felchc Form für fie Dri~ckdliche und ein folche$ Syitem von Verfchiebungen iuid Spnn- 
iungen in ihrer Nibe nnzugeben, dafs: I) diefe Vericlii+ungen und Spnuniingen den fiir 
da Gleicligevicht eldtircher Korper geltenden Differentialgleichungen genügen, und dafs 
ilie Spannungen in  großer Entferniing von dey 'Druckfliiclie. verlchwinden; dafs 2) in den 
beiden Oberfichen die Tnngentiallrompononten der Drucke überall verfchwinden; clafs 
3) in deis Oberflache auch der Normaldru6lt außirhalb 'der Di.uclflache verfcliwinde, 
innerhalb derielben aber Diuck und Gegenclruclr gleich i'eien, und zwar mufs das Integral 
dieSes Druclres, genommen über die ganze Druclrfmche, gleioh Sein dem vorher feftIii- 
fetzenden GeSamtdruclt p;  dais endlich 4) cler infolge der Vei3Scliiebungen geiinderte Ab- 
itand der O b ~ ~ o h e n  N d  werde in der Drucltfliche, und größer als Nidi bleibe a d e r -  
Iialb deifdben. Um die letzte Bedingung genauer zu formulieren, i'eien EI, q l ,  Ci die 
Verichiebungcn in Richtung der x y s  in dem einen Körper, z2 ,  q2, diefelben für den 
andern; in jedem feiin fie berecliuet inbezug auf die von der Diucltitelle entfei~nten, 
iindefei.miei+en Teile der Körper, .U bedeute die durch den Druck v~ranlafste Annäherung 
dieier Teile. Es haben Gch dann zwei beliebige Punkte der beiden Körper, die gleiche 
~ o o r h a t e n  z,  y b e b e n ,  dnrcli den Druck gen'ihert iirn die Größe U - C l  I- &, diefe. 
Ann8ieivng muis innerhalb der Di%ckfliche den vorlier vorhandenen Abitand d x 2  -i- B y a  
aiüheben, alio muis hier fein 5, - 5, = U - Axa - By: während im übrigen in den Ober- 
flichen 5,'- 5, > ci - A x 2  - By2 fein muis. Diele iamtlichen Beclingungen lassen iich nur 
clurch ein einziges Syftem .von Verfchiebungen befriedigen, ich will diefes Syitem m- 
geben und nachweifen, dafs dasselbe allen Anforderungen genügt. 

Ais Drucldläehe nehmen wir eine Ellipie, deren Axen zuiammenfallen Sollen mit 
denen der Efipfen c = constans, deren Geftalt abey linglicher als die jener Xt. Die Größen 

der Halbaven U und b derfelben behalten wir uns vor Spater zu beitimmen. Wir definieren 
~Unitchit eine Funktion P durch die Gleichung: 

rn- < x 2  112 g 2  

woi-in die untere integralgrenze U die pofitive Wurzel der lcnbiichen Gleichung 

x2 ?I2 Ba 0 = 1 - - - - -  
aP7- t b  B a + %  U - . 

fein Soll. Die Größe U iit dann eine elliptilChe K o o r ~ a t e  des Punldes x y s ,  fie ,iit 
konftmt in gewissen EllipSoiden, ciie mit der Druckellil~fe gleiche Brennpunkte haben 
und X' Null in d e n  ~i;nkten, die der Drucltniche unenüiich nahe liegen. Die Funktion P 
hat einfache Bedeutung in der Potentialtheorie, Ge iit das Potential eines unenfich 
abgeplatteten, gravitierenden Ellipioides, welches die Druclrflache ausfüllen würde, in der- 

d a P  d 2 P  d e P  ielben Theorie wird bewiefen, dds es der ~kerentialgleicliimg d P  = - d 2 2 + d 2 / 2 - f - ~ = 0  

g e ~ g t .  AUS dieiem P leiten mir nun zwei Funktionen II ab, deren eine iich auf den 
einen, cüo andere Gch auf den andern Körper bezieht, und hwar 1011 fein: 
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Hierin Colien K und O die El:lnitizititslcoeffizientcn der Körpei* bedeuten in der Kii.chhoiti 
fclien Bezeiclinungsweiie. Der gewöiuiliche Elaititiitsmodul E Xt durch clieie Koefhienten 

aiisgeclrüclrt E = 2 ii - -I- 30 das Verhiltnis der Querkontraktion zur Ligsdehniing iit ' 1-4- 2 0 '  

P =  - @ Für die Körper, welche dem'~la ie  oaer S t d e  ähnlich h d ,  iit dies Ver- 1 4 - 2 0 .  
h5ltnis nahezu i,, jaher O nahe gleich 1, und .E nahe gleich +X, für \venigltompressible 

Körper Xt es nahe an $, alio liiei, O =CO, K =  +E. in uniern Formeln wird übrigens 
eine beiondere Kombination von X und 0 die Haul~trolle fpielen, für welche wir doshulb 

eine befonciere Bezeichnung einführen. Wir fetzen 3 = + + @ )  1n ~ ö i p e r n ,  die 

3 4 in nllen Körpern liegt 8 ~wvifchen E und E, dem Glafe iihnlich find, iit alfo 8 = - - - 3 K - 9 E '  0 .  1 

da O zwil'chen 0 und CXJ liegt. Inbezug auf die L? Xt zu bemerken, dafs diefelben, nach 
obigen Formeln berechnet, iinendliche Werte 'annehmen, aber ihre Differentialquotienten, 
iind nur auf diefe kommt es uns an, Gnd enfich. Wir liitten nur nötig, den Xi iinend- 
liche Konftanten von passender Größe hinzumfügen, um ihnen felbit endliche Werte zu 
verleihen. Durch eihfache Differentiation, unter 'Berüclciichtigung, dafs d P  = 0, findet 

2 d P  
man d a  = - - -, dl& = - 2- C: Wir nehfpen nun für die Verfchiebungen in ii, d s  . G d s  
den beiden Körpei*n folgende' Formen an: 

' 

aus welchen folgt: 

d s ,  dqi  dcl d P  2 d P  2 d P  d - d i = - + - + - = d f i ~ 2 ~ i ( I Z = K i ( ~ I - 2 ~ I ) ~ ;  d x  d y  d z  2 - - ~ a p + 2 ~ a 1 2 z  

Dies Syrtem genügt zunächft den . Differentialgleichun6.cn . für das Gleichgewicht, 

denn man hat: 
d 6 , - d d i i l  +--= 2 d 2 P  

dEi + ( 1 + 2 @ 1 ) ~ ~ - d ~  IZ,dsdm 0 ,  

und entSprecliende Gleichigen gelten 'für 5, Q 72; und auch fiir die C findet man classolbe 
~ ~ r ~ ~ l t ~ t ,  .t,venu man borücltfichtigf dais d P = 0 iit. Für 'die tangentideu Komponenten 
des ~~~~~l~~~ die Obelmche (s. = 0)  finden wii; wem wir die Indizgs fortlassen: 

d2 P 
$5 - 12. 2 - 2 3 -  * ") = 2 # - = 0  . &da, ' , X ~ = - ~ ( ~ + ~ ) , - T ,  ( &d,$ d X 

d2 P .s_ll(bl+%)=-ir(e"-eso)=as-=o, CI# $V d dy  4 s  

wie es die zweite Bedinyng fordert. 
', 
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Etwas mehr Mühe macht dei* Nachweis, 'dafs der diitten Forderung genügt Xt. 
Wi lassen wieder die Indixes fort, da clie Reclinung fich gleichitßig auf beide Kürper 

1 bezieht. ZunüclSt Xt übei*haupt: 

a P 
dfo in der Oberflache 2, = - 2 D Nun efialt man unter Beiiicltfichtigung der Gleichung 

für zc allgemeh: - 
d P  3 p  82" 
d s 2.Vae-!-2..ba+2..2.' 

d P  
und es wird alfo in dei* Oberflüche wie es Cein muis und '$0 auch Z, gleich Null, 

wenigitens außerhalb der Di'11c1cfXache. In der DrucWdche, wo 26 = 0, nimmt der Aus- 
druclr die Form 0 .  W m. Das gewölmliche Verfahren zur Peitfetzung des wahren Wertes 
einer Colchen Form ergiebt: 

1 . dzc 

Hierin kommt keine Gi,öße mehr vor, die einen Index tragen konnte, es iit iüo  in der 
Druclrfläche Z, dasselbe für beide Körpeq es iit alfo hier Druclr und Gegendruck gleich. F 

3 P  Endlich Xt das Integral von 2, über die Druclcfläche gleich dem -fachen Inhalt eines 
4 n a b  

Ellipioides mit den Axedangen 1, U, b, dfo gleich P, und es e rha t  f i o  der Gefamtdruck . 
indorthat den Wert, welchen wir forderten. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dais auch der vierten Bedingung durch passende 
Beitimmung der Halbaxen a und b genügt mY.d. Zu dem Ende bemerlcen wir, dafs man hat: 

dnis alCo für die Oberflkchen wird 5; = P und 5, =$$P. Da nun innerhalb der Druck- 
fX8clie die untere Integralgrenze U lcodtant, nümlich U = 0 ift, fo nimmt innerhalb dcr- 
ielben P die Form P = L- Mxz- NyB an, und es Xt daiier nvr nötig, U, b und a Co zii 
beitimmen, dais (31 + $9) M = A, (4 -k 4) N =  B, (a1 + 9 2 )  L = a wird, um der Glei- 
chung 5, - 52 = a- Ax2- B y 2  ZU genügen, dieie Beftimmung aber iit immer möglich. 
Die Gleichungen für a und b lauten explicite gefchiieben: 

ES lüist fich fchließlich leicht zeigen, d d s  auch die keineswegs unwefentliche, 
außei'halb der DrncIdliLcho geforderte Ungleichheit erfulit Xt, da der Nach\veis üie 
Wiederholung kompliziertei. kitegrale  fordert, übergehe ich deniolbon. 
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Uni'cre Poriiieh bilden ali'o die richtige Löiung des geitellten Problems und wir 
Iconnen uns ihrer bedienen, um die hauptfichlichiten, inbezug auf den Gegenftand zu 
Ctellendon Fragen zu beantworten. ZunüchCt ift nötig, die Beitimmung dey Größen a und b 
weiter zu fuliren, denn die bisher für diefelben gefundenen Gleichungeu End nicht ohno 
weiteres aufzulöien, und es find im allgemeinen nicht einmal die Größen A und B, 
explicite belcannt. Ich nehme an, es seien u n s  gegeben die vier Hauptkrümniungen 
(rcziprolcen Hauptlu.ümmungsradien) der beiden Oberflichen, i o d e  die gegedeitige Lage' 
der Ebenen derielben; feien die eriteren e„ und e,' für den einen, e g l  und e„ für den 
andern ICörper und es iei W ' der Winlrel, welchen die Ebene von e„ deijenigen von ppl 
bildet. Die e feien poiitiv &rechnet, wenn die zugehörigen Mittelpunlcte im lnnem des 
bctreffenden'Körpers liegen. Unier SyCtein der ~y liege fo, daCs die xs-Ebene mit dei. 
Ebene von e„ den eidtweilen unbelcinnten Winkel' W' bildet. Dano lind die Gleichiingen 
der ObeiCachen diefo: 

2 2, = efi (X cos o1 + y sin W()' + (9 cos w' - X sin W')' 
2 a, = - e21 (X 00s [W' - W] + 9 sin [W'.- ~ 1 ) ~ -  es2 (y cos [W' - W] - X sin [W' - w])'. 

Die Differenz s1 - s2 giebt den AbCtand der Obe~.?Xdcheu, fetzen wii. dierelbo 
= AxZ + Bye und nun reclits und links die Koeffizienten von X', X?/, 9' gleich, i'o erhalten 
wir 3 Gleichungen für W', A und B, die Auflör~ng derfelben ergiebt fiir den Winlcel W', 

der offenbar die Lage der Axen der DruckeKpCe zu (1. Frachen beftimmt: 

2 0 1 =  sin 2 (ezi - e d  und für A und B 
eii - eie -1- (e21.- eez) tos 2 W" 

Für h Folgende iit es bequem, einen I1uIfswinlcel z einzufühcn dwcli die 

Gleichung cos a = - m' - B es iit dann 
- 

2 B = (eil + e i a  + + Ces) cos G. 2 A = (eil + eia + eei + es) 3 
Dieie Worte wollen .wü. in die Gleichungen für a und b esetzen, gleicheitig jedoch die 
I n t e g ~ d e  in de&lben in der WeXe umformen, dais wii. in der edten U = b3ae, in der zweiten 

b 
21 E a2s2 fetzen und d a  Vei.li&1h& - mit ) bezeiclinen, ~ i i '  eihdteten fo: a 

fividU.en die G l e i c m g ~ n  durcheinander, f0 d a l t e n  W h  
nwe, in der nw: noch 

lc und a voi.ltoinmen, L ift dfo Funlction lediglich von .G und das Gleich gilt dfo von 



454 11. Abliniidluiipoii. C. 

den noch in den Gleichungen vorlcoinmenden Intepalen. Wenn mir diefelben daher in 
der Weife auflöien, dqJh wir ichreiben: 

io find p und Y , ledigl'icli , abliängig von 2, aUo von dem Axeiiverhiiltnis der Elüpfeii 
e = constans. Die inbstracht lcommenden integrale lassen f ic i  1:j.mtlicli zurückführen 
auf ganze eUipHclie ~ i i t e ~ a l e  o d e r  Art und deren ~ifferent ial~uotiente~ nach dem Nodul, 
können dfo  mittels der Legendreichen Tafeln olge neue Quadraturen gefunden worden. 
&dessen find 'die Riehnungcp wveitliiufig und ich habe deshdb die unten gegebene') 
Tabelle berechnet, in melcher zu zehn werten von T die 'zugehörigen und fich finden, 
die Interpolation zwiTchen diefen Werten wird wolil iminer genügende Genauigkeit bieten. 
Unier '~efultat  können wir dahin zuCamu~enfassen: Die GeCtalt der Divclcellipfe iit einzig 
bedingt durch die Form der EiiipCe,n e = constans, bei gleicher GeCtdt find die linearen 
Diinedionen derielben proportional der dritten Wurzel aus dem Druck, umgelcelirt pro- 
portional der dittten Wurzel aus dem Mittelwert der Ihümmungen, iowvie proportional 
der dritten Wurzel ans dem Mittelwert der elaftiichen Koeffizienten 9, alfo Ceh nahe 
pC011ortional der bitten Wurzel aus dem Mittel der rezil~roken Elaitizitiitsmodule. Zu 
bemerken iit noch, dds der Inhalt der Druckfiiäche unter ionR gleichen UmCtanden zu- 
nimmt, je Iünglichei* ihre Geitalt iiit; denken m+ uns aUo von zwei in  Berührung befind- 
liclien Kürpein bei gleichbleibendem Druck den einen vm die gemeinCame Normale gedreht, 
fo wird die Größe der Druclcflache ein Maximum, der mittlere Druck pr. FIichoneinheit 
ein Mininium, in derjenigen Lage, für welche das Axenverhialtnis der Druckelüpfe am 
ineiiten von 1 ab\veiclit. , 

Uniere n h h t e  frage betrifft die. EinCenl&gen; welche die K ö q e r  erlkiden iind 
die Anniibeiung, welclie lie infolge des Druclces erfahren; wvir haben die letztere U ge- 
nannt lind ihren Wert fclion gleich (al + 8?) L gefunden, indem wii. das I u t e p d  L ein 
wenig umformen, ei.lialten wvk: 

Als EinConkungen lcönnen wir passend die Anniiherung des Mittelpunlctes an die ent- 
fernten Teile der Körper bezeichnen, wir erhdten die Worte. (lerielben Cehr einfacl~, indem 

wvir a durch Ausfiuh.ung derMultiplikation mit 81 + 9.2 zwei Summanden zerlqen. 
Denken wir uns für a feinen Wert eingefetzt, io erlcennen wvir, dais a einen Zalilenfalctor 
enthialt, welclier v o n  der Geitalt der Diuckellipfe abKängt, dais übi5g;ns bei gleichem 

I Werte dieCes Faktors a pfoportional ilt der Poteni 'des DrucGes, der Potem des 
Mittol\verts der ICoeffizienten 8, C~wfie der dritten Wmzel des Mittelweh der Krümmungen. 

. . .  - , 
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Werden eine oder melirero dieCer i[(rü&mungeA unenflicli ff:tailc, fo Anniiberuug 
iind Eiiiienlcuiigen iinoncllich . -00, . dieie Folgerung wird Iiil&uglich erlLutert durch die 
eindringende Wirkung der Spitzen unci Schneiden. 

Wir hatten angenommen, (laCs die Drucldläche Co lclein Cei, dafs die undefomicrten 
OberEichen in einem gegen. die Druclcflaclic großen Bereich fich dmcii eine I."pj.cile 
zweiten Grades ddtel len ließen. Nach Ausübung des ~riiclces können wir eine iolche 
Vorailsfetzung nicht mehr machen, inderthat wird auljel.liaib der Druckfiij.cho die ober- 
fiäclie fich nur clurcll eine ver\yickelto Punkctioii ddtellen lassen. Es. zeigt ficli nber, 
d ~ f ~  innerhalb der DruckellipCe die Oberfliiche mit derfelhen Anniilierung wiG*voi.llei Lille 
Flache zweiten Grades geblieben ilt. Man hat hier n&rnlich eininal & -CS = - Az" By? 
=CL--&+&, andererfeits 51 = 4 P, 5, = aS P, alio 5, : 5, c 5; : 9;„ drittens hat me.n 
als Gleicliung der deformierten Obeflache' E 9 EI + 5, =.zz + L;  aus dieren fo1gei.t iiian 
leicht unter Vernac~assigimg einer Kodtanten (8, +- 8,) s 8? al + 5, iy, welclie das 
ausipricht, was wir beweiTen wollten; fie zeigt aiißerdem, d d s  ficli clio goineiniariie Ober- 
Rüche nach der Deformation zwiichon die boiden ui.iprüngliclion OberRäclien legen Iiist, 
l u d  der 0bei.flache desjenigen Köi.pers &hnliclior iit, dessen ElaCtizitj.tsmodul der größere 
ift. Bei Berülwung von Kugeln gehört die DrucIdlache gleichfalls einer Kugel an, bei 
der Berührung zweier Zylinder mit gelaeuzten Axen einem hyl)erbolifchen Paraboloid. 

Wir haben bisher von den Formvei.iLnderungen gefl~rochen, wir ziehen jetzt die 
Spannungen inbehrsoht. ,Den N o r m d h c k  in der Druclcfl'acbo liaben wir Cclion gefiindeii: 

$9 ye 
Zg = 2aon aS o a '  

DerCelbe nimmt alio zu vom ~ a n d e  aus ,gegen die Mitte, wie clie Ordinaten eines über 
dei. Druckellipie Ctehenden EllipCoides, er fit Null am Rande und in der Ivlitte anderthalb- 
lnd  fo groß, & wenn der Gehmtdruck Gch gleichniaßig über die Druclcfliiche verbreitete. 
Alißer Z5 lassen ficli noch die beiden "andorn :nauptipaunungen in Nullpiiulcte in endliclier 
Farin dai.itellon, es genüge anzi~gebon, dds  dies gleichfalls Drucke von der Ordniing von 
Z5 find, die 10 itar]c find, dak, falls das i\laterial überhaupt lconipressibel iit, es in d e n  
drei ~ i ~ l ~ h ~ ~ ~ ~  zu[ammcngedrüclct \W:d. Lit die Dr~icMgur ein I b i s ,  CO verhalten froh 

' 

5 1- t -40 .  
zu 2, ,.& 

+ 0) 
: 1, für Glas beil'iufig etwa wie : 1. Die Verteiluug 

der spmnungen im Innern ab von der Form der DruclcellipCe, außerdein aber auch . 

wefentlich von dem ~l~+if j . ts l~oefhienten O, Co dalC fie eine ganz andere fein Icann in 

dem einen und dem mdern ficli berülwenden Körper. Vergleichen wvir die Span- 

nungen in demfelben ~ ~ t ~ ~ i d  bei gleicher Geitalt aber ungleicher Größe der Druclc- 

e ~ p ~  vercC1lied~nel Gl*öße des Drucks, Co Cehen wir, dais die Spannungen in folclien 

punleten, welche zur DruckELche iihnlich liegen, proportiond find; aus den beleannteu 

spannurigen für den ~<fl wir die Spannungen fiU. ähnlich gelegene Puulcto 

des .zweiten pds, indem. \,,ii. .elq"tere iniiltiziplieren mit dem Verhältnis der GeCamtdivclco 
duCu das ~ ~ f i ä l t &  (ler Druclrfliichen. Denken wir zwei beRimmte 

K61,pGr in und nui. den Druclc z\~iichen ilinen variabel, Co wiicliit die Be- 

aucpl,,,ehung des Matefi& wie die dritte WUl'zel aus diofem Druck. 
U0 





w\iviclito am Endo des lnngoii Hobels, clio zwoitc den geniesseiion Diu.chi.i~essor der Driiclr- 
fliche iu Urndrehungcn dci, ~~rometcrioliraube, dei.on jede = 0,2137 mrn war. Die dritto 

Roilie 0nfiCb giobt den Quotienten d:  ?$, diefe Größe miifs nach dem Voilgcn eine 
Konltnntc icin. 

Inclertliat bleibt alio der genannte Quoticnt bis auf Unregclmiißi&eitcn Irodtant, 
obgleicli dic Gewichte bis zum 15fachen i h e s  Anfmgswortes variieren. Um den theoretilchen 
Weit dossolbon zii erhalten, haben wir dcn oben bcreclincton Fdctor 0,8650 durch den 
lrüliineterwert (lci* Schraube zu dividieren und mit der dritten Wiirzel des Verhiiltnisses 
des grolJen zum lcleinen Hebelwm zu miiltiplizieren; Tvii. ekhalten Co 2,686, eine Größo, 
wvelclio mit dem hfittel\vort dci* Beobachhingen, nämlicli 2,707, f d t  völlig zufmmcnfaUt. 

Ich habe zweitens die Siitze über üie Geitalt der ~ ruckf l i che  geprüft, indem ich 
z\vei Glaszylindei., üie den gleichen Durchmesser 7,37 mm bcial3en, untei, vcrichiedoner 
Neigung der Asen moinander prefste. Nennen wir w die Größe clieier Neigimg; io .wird 
bei Beuutziuig i?iihorer Bezeiclmungen: eil = elz = e, epi 9 epp = 0, jlio A + B = e, 
A -- B = - e cos o, ionach der Eülfswinlrel z = w. Beitimmt man daher für einen und 
cionI"e1ben Druclc (li6 großcn und ltleinen Axen der Druckellipie bei vcricliicdencn Ncigiuigen, 
dividiert dimn die großen Axen durcli clie dem NeigungswWil~el z ~ g e h ö ~ i g e  Fuulction p, 
die Meinen durch die zugehörige Fiiuktion V ,  io mi* das Reiultat aller dieCer DiiBonen 

- 
U- 

cine iind dieielbe Konltante iein, und z ~ a r  die ~ i ö ß e  2 1/38. Di i  folgendo Tabcllo 
. e giobt iliui in der orcten Spalte in Graden den Ncigungswinlrol o, in dcn beidon folgenden 

dic gomesscncn Werte 2 a und 2 b  in Teilen des hier angewandten Oltul~mik~ometers,  

2 a  2 b  deren 96,o ein Millimeter bedeuten, und in den bcidcn letzten die Quotienten - und -. 
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Dio Qiiotienton ergeben allo in befriedigender WeiCc clonSclbon Wort, iiut ~l i is-  
nalimc dcijenigen für die lrloiucn Aren bei g6i.inger Neigung. E s  iCt aber zu bemoiblcen, 
dal's es 'bci einer folchen Neigung iuBerCt ichwiorig, die Zylinder 10 aufeinander zii 
bringen, d d s  die gomoin<anio Taugcntialcbene gcnau horizontal werde, bei jcdw anderen 
Lagerung aber findet bin geiingos Gleiten des oinen Zylinders am andern rtatt, welcbes 
dio Meine k u c  ungebührlich vcrgößoi.t. Der Druclc bei d o n  dielen Mcssuugen betrug 
12 kg, nehmen wir auch hier für 3. den Wort 0,0006790, io folgt aus den gemachten An- 
gaben für die theorotiTche Größo der Konltanten der Wort 40,8o, ~velchcr mit; dcm Mittel 
der aus a  gefolgerten Wertc, nämlich 40,w, f d t  völlig übereinitimmt, w&hrend er von 
dom Mittel der aus I> gefolgei.ten, nämlich 41,ss, aus den cr~vi~hnten Gründßn um eine 
Rloiniglceit abweicht. 

Icli habe icliließlich den Veriuch gemacht, auch die Abliangigkeit von cleu 
Ela~tizititsmodulen .oxperimentoll zu prüfen, indem ich eine Stalillinfe gegen cbcnc 
I"lächen vcricliiedencr Metde  preiste. Ich fand hier &bei+ Schwiorigkoitcn in der Boob- 
achtung; einmal nämlich Xt es nicht io leicht, wie beim Glare völlig obono und glatte 
Flic chen zu erhalten, zweitens lassen fich die Metde nicht fo gut berußen, clrittens miiis . 
man Cich, um nicht dio Eldtizitiikgrenze 7.11 ÜberCchaiten, auf i'ehr l d ~ i u e  Druclre bo- 
iclwinlren. Alles wirkt zuhmmcn, um nur unvolllfcmmcne Diucldguisen zuftando kommen 
zii lmsen, die dann bei dci. Rlessung der Willkür zicmlich f2eien Spieli*aum geben. Icli 
ci;liiclt Werte, d~.cligehends von der Orilnilng der b ~ r e c h c t ~ n ,  aber mit zu @'oßen 
TJllficllcfieitep beh&feet Tvai.cn, als dafs fie ficll ZU einer genauen Prüfuug der Tlioorio 
eigneten. zeigen mitgeteilten Zahlen hinlknglich, dafs ~ ~ u C C ~ C  Forinclu lkd~es- 
wegs in der Luft ic11\vcbcn, und werden io die Anwendung r~chtfertigen, üio wir jobt 
von ihucn machen wollen, und welche den,Zweclc hat, eine ldmcre VoriteUung von 
und Maß fur diejenige Eigedcbaft der Körper zu gewinnen, wolch~ wvir 

I-Iaite nennen. 
Die &läi.te wird gewöhnlich definiert als die Feitigkeit, welclic die IIii*l~cr dem 

Eindringen von Spitzen und Schneiden entgegenCetzen. Die llineralogon haben Bch 

begnügt, in dericlben eine nur nach mehr oder weniger mgcbbmo Eigenlchaft zu iohen; 
fie nennen liarter denjenigen von zwei K6rl)erll, ~velcher den andern ritzt. Dafür, 

dafs fich nach d i ~ i e r  Definition eine Beihonfolge d e r  Körper nach ihrer H ~ t o  her- 
itellen licst, Xt Bedingung, dds,  wenn A das B und B das 0 ritzt, d& dann auch 
A dm C i.itzt und nicht umgelrelrt, ferner, dd~  Ssvenn .cin@ Spitze aus A eine ebeno Platte 
aus B ritzt, d d s  dam nicht etwa eine Spitzo aus B wviederuin in eine Platte von A ein- 
drin&, Die Notwendigkeit des zutreffen~ dieicr Vorausictzungen ift nicht von vornherein 
&fichtlich, indessen hat die Erfahrung dioielben gerechtfertigt, eine quantitative Be- 
[timmung H&te von irgend welchem Wert kann das er\vi&lmte Verfahren nicht gobon, 

Eine iolcho zu finden, h d  vcriCliiedcno V0iiiuoho gemacht. Mulchc'nbroclr maß dic Karte 
dU,ch z a ~  der s&Q~, ~ e l c h e  er auf den Kopf eines Moil3els fuhren muisto, um 

llrleine B ~ . ~ Q  des zu untei.iuchondon Matoiials von gegobonen Dimonfionon zu durch- 
rCnQiden; - das S a h  1850 liaben clie Herrcn Craco-Calvert und Johnson die I Ih t e  
beitimt dUqch dm ~ ~ , ~ i ~ h t ,  , m c l ~ h ~ s  n6tig ift, um cinen abgoitumpften Stahlkoniis iiiit 
obenor ~ ~ d f a ~ h ~  von 1,26 mm Dui.clunossei' in einer halben Stunde 3,6 mm tief in das zu 
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boanti.@en Gen@hinigung.'des yreußiiclien hfinifters der öff$ntlichen Arbeiten gehalten. 
.Die wvii.Hame Tuktigkeit des Vereins zu. Befördei*ung des Geworbfleißes darin 
mehrfach b.ont.. 

Eine lange und lebhafte Dislcussiou zeigte d& Interesse des Vereins an dem 
Gegenltaude. . - 

5. Zui. DaiiiteUung dichtei Stahigüsse von M. 8. Pourcel aus Tewe-Noire; ein 
Vorti.ak, der manoherlei Aufllirungen über das für die Praxis .Co wichtige .Tliema gab 
'und in der Diskussion zu weiteren interessanten Aufichliissen führte. 

A m  2liten: 
6. Vergleiche der H'ochofenpraxis von J. Lowtliian Bell aus ~fiddesborough; ein 

namentlich inbeziig auf die Frage des Brennmaterialvei.brauclis im Iiocliofen ungemein 
reiclilidtitiger Vortrag, dessen Diskussion, ebenio wie die des Vortrags 

7. Chemifche Z3amrnenfetzuug und Prüfung von Stahli'cEenon von G. J. Sneliis 
aus Worlcington verichoben wwde. 

8. Der Vortrag über die Wimöfen für FliiiseiTenb1'6olre ohne Vewendnng von 
Brennmateiial von John Gjers aus Middesborough rief wohi von dien Vorti.agen das 
meifto pr&tXche Interesse mach. 

Die folgenden VortrAge: 
9. Winderhitzungsapparat von Thomas Massicks aGs Miltom und. ! 

10. Arnerikauiiche ~nthrazitfiochofen von John M. ~ a r t i a n n  aus Philadelphia 
. konnten nicht mehr z u  Verleiung iommen. 

Schon clie Nachmittage der Sitzungskge waren zu Exkurlionen nach interessanten 
Anlagen iu und bei Wien benutzt; nunmehr i'chlossenGcli weitere Ausflüge an, deren einer 

. nach Steyermwk, deren anderer nach Poft und dann einerreits nach Salg6-TarjSn, ander- 
i'eits nach Refchitza und an die iüfiohe Donau fiihrten. 

. , 

Driiok von Rorslios .% Molimnnn I n  Bodin. 
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