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* Die schiefe axonometrische Projektion.
‘ von , D
‘Hermann Kinkelin, ‘

Bei axonometrischen Projektionen wird ein System
von drei gleich langen von einem Punlkt (Scheitel) aus-—
gehenden auf emander rechiwinklig stehenden Strahlen
(Axen) zu Grund gelegt. Nennen ‘wir mit Steiner ein
solches System Dreibein, so ergeben s;ch fo]gende
drei Hanptaufgaben: ’

1) Aus der Lage des Drelbems géoen dle Pro-
jektionsebene und aus der Pro;ektlonsmchtung dle
PPO]el{thH des Dreikants zu bestimmen.

2) Aus der Projektion des Dreibeins die Lage
desselben gegen die Projektionsebene, seine Grosse
und die Projektionsrichtung zu bestimmen.

3) Zu untersuchen, wie viele reelle’ Dreibeine
einer beliehig angenommenen Projektion entsprechen.

Indem wir uns Vorsetzen, diese drei Aufgaben
zu losen, behandeln wir zunéchst

Aufgabe 1.

Aus der Lage des Drelbems gegen die
Projektionsebene und aus der Projektions-
richtung die Projektion des Dreibeins zu
bestlmmen -

Es sei I die PrOJektlonsebene, 4BCO das Drei-
bein, SO die Senkrechte auf die Ebene E durch den
Scheltel O desselben, PO die Projektionsrichtung ;
ferner sei 4'B‘'C'0' die Projekiion des. Dreibeins auf
E. Wir setzen folgende Bezeichnung fest: .

- Die Winkel der ‘Senlrechten S0 mit den Axen
des Dreibeins seien bezeichtiet 4, u, v, die Winkel
der Projektionsrichtung PO mit diesen Axen seien

— iy
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L, M, N, und der Winkel POS sei ¢; die Lénge
der Axen sei r. Endlich sollen die Projektionen der
Axen bez. die Lingen a, b, ¢ haben und unter swh
die Winkel «, B, p bilden.
Zwischen den Grossen 2, y, v, L, M, N, 2
finden die Bedmgungsglexchunwen statt, I
cos2 A 4 cos? p + cos? ¥ =1 “
cos2 L 4 cos? M+ cos?N=1 ., .. (2
cos L cos A 4 cos M cos p -+ cos N. cos? = COS ¢ (3
Durch die genannten Winkel und die Lénge r ist
nun die Projektion des Dreibeins, d. h. die Grosse
von a, b, c, o, B, y vollstindig bestimmt.

die Projektionen a, b, ©

* L3 I'St
Wir bestimmen zue parallel 0°C’, S0 ist aus

der Axen. Ziehen wir 0C"
dem Dreikant SPCO ‘
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cos ¥ — ¢0s ¢ cos N

sin ¢ sin N ‘
wobei {p, N) den Winkel bedeutet, den die Ebene des
Winkels o mit der Ebene des Winkels Nbildet. Ferner ist
aus dem Dreikant SPC" 0, weil £ POC" = 180 — 0cC“C,

colg 06'0 = 1g o - bos (p, B) = 22— 080 e0o N

Endlich ist im Dreieck 0cc*, weil /- 0CC* = N,
' “r:e¢ = sin OC’C:sin N,
woraus man vermittelst der Bestimmung ven cotg
0C"C leicht findet , b o

cos (¢, N) =

N . i y 2
c2______,r2(1_2cosN005u ¢os 4;)_
cos o cos?e
3 / 2
ebenso ist  H2 == ¢? (1 . 2cosMcosp  cos .u) @
Cos ¢ cos?g
2
a?=r2(1 __2cos LcosA | cos 7L>
cos ¢ €os?¢

Zur Bestimmung der Winkel «, 8, y ithergehend,
benutzen wir folgenden als bekannt vorauszusetzenden
Satz: Wenn eine ebene Figur F auf einer zweiten
Ebene in 7 projizirt ist und die Winkel, welche die
Projektionsrichtung mit den Normalen auf die Ebenen
F und F beziiglich bildet, sind » und a, so ist

F:F = cos n': cos n. '

Denken wir uns nun B¢ und B¢ gezogen , so
ist das Dreieck B'C'0’ die Projektion des Dreiecks
BCO und zwar bildet die Normale 40 zum Drejeck
BCO mit der Projektionsrichtung den Winkel L und
die Normale SO zum Dreieck B/'C'0‘ bildet mit der
Projektionsrichtung den Winke] ¢. Weil aber

1
A BCO =312, A B'C'O' = Lbe sin a,
so folgt

= x:'ztr;;_&;m

‘80 hat man also, W
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o« _12cos L
SIN & = B¢ cos @
. 12 cos M
sin § = ac cos ¢ (5
— r2 cos N
SN Y= 25 cos @

Nimmt man hiezu noch die Relation
‘a4 B+ y = 360° ©
so sind die Winkel «, 8, y vollstindig bestimmt.
Aufgabe IL. '

Aus der Projektion des Dreibeins die
Lage desselben gegendie Projektionsebene,
seine Grosse und die Projektionsrichtung zu
bestimmen. ‘ .

Es handelt sich darum, aus den Grossen e, B, 7,
a, b, ¢ die Grossen r, ¢, L, My Ny 4, u, v 20 be-

stimmen. ‘ . :
Durch Addiren der Gleichungen (4) erhdlt man

mit Beiziehung von (1) und (3).

a? 4+ b2 4+ ¢ =17 (1+m).

und durch Quadriren und Addiren der Gleichungen (5)

unter Benutzung von (2).
o rh
b2 ¢? sin? a -+ ¢ a2 sin? 8 + a? b? ‘sm"’ Y= odte

. i

Setzt man der Kirze wegen

A=+ 0+ | _ }(7
B = 4+ Vb7 sin? a + ¢ a? sin? § + a? b2 sin? y
enn das Zeichen von B einst—

weilen unbestimmb gelassen wird,
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4 = r? <1+ 1 )
cos? ¢

2
T cos @

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen 72, so
erhélt man

A2 — 9B . AV upe

‘ 252

wobei nur — A VA2 — 4B2 gesetzt werden muss,
weil + 4 V4 — 482, wie man leicht sieht, einen
Werth fiic cos? ¢ gibt, welcher grosser als 1 ist.
Demnach wird BRI I

c08?% ¢ =

o A — VAT Z a2

2 o
r2 A8
cos P == 7;-.

’;Fiihrtman den letzten Werth von cos - in’ die
Gle;chungen (9) ein, so erhilt man
k be sin «
B )
¢a sin 8
ab siny

cos L =
cos M =

‘cos N =
Endlich ergeben die Gleichungen (4) die Werthe

der Winkel 4, u, v, niamlich:

cos g, - ‘
cos L = (reos L + Va2 — 12 sin? Ly

r

cos @
r

cos [ —
€OS ¥ == T% cos N 4 Vo2 =42 sin? )

CoOS u = (rcosM + V2 — 43 sinz;m (1a
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Man sieht sogleich, dass, weil diese Werthe den
Gleichungen (1) und (3) geniigen miissen, die Vorzeichen
der Wurzelgrossen nicht unabhéingig von einander sein
werden. :

Was endlich die raumliche Darstellung des ge-
suchten Dreibeins betrifft, so ergibt sich dieselbe aus
den obigen Ausdriicken von selbst. Nimmt man .
némlich irgend eine Lingeneinheit m und setzt iberall

a b c . .
7= 5=> —= fiir @, b, ¢ resp., so werden die Glei-
Vm Vm m "

chungen (7) homogen, so dass 4 und B ebenfalls
Linien vorstellen. In den Gleichungen (8) hat man

ebenfalls V_% fir » zu setzen. Die Konstruktion von

rund ¢ aus den Ausdricken in (8) ergibt sich sehr,
leicht, ebenso die von L, M, N aus den Ausdriicken
in (9), letztere in folgender eleganter Form. Man

besine casinp absiny

Py P. o o
errichte aus den Langen — T T

ein rechtwinkliges Parallelepipedum , so hat die Diago-
nale desselben die gleichen Neigungen zu den Kanien,
wie die Normale auf der Projektionsebene zu den Axen
des Dreibeins. Oder als Lehrsatz ausgesprochen:
Trigt manauf den Axen eines Dreibeins
Gerade ab, welche mit den Projektionen der

_gegeniiberliegenden Seitenflichen auf eine

Ebene proportional sind, und vervollstdn-

digt das Parallelepipedum; so ist die Diago-

nale desselben im Scheitel des Dl:elbelns

senkrecht zur Projektionsebene, wie auch

die Projektionsrichtung angenommen Wurde.
Die Konstruktion der Winkel 2, p, » bietﬂe;, eben-
VI 4
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falls keine Schwierigkeiten dar, wenn man hemerkt,
dass der Ausdruck r cos L + Ja® — 2 sinZ I die
dritte Seite eines Dreiecks ist, von welchem & und r
zwei Seiten und L der Gegenwinkel von « ist.

Aufgabe IIL

Man soll untersuchen, wie viele reelle
Dreibeine einer beliebig angenommenen Pro-
jektion entsprechen.

Die Realitat von 12 aus (8) erfordert lediglich, dass
| A2 — 4 B2 =
d. h. es muss A .
(0% -+ % + 692 — 4 (b2 ¢ sin? & + 62 a® sin? § - a2 b? sin? 7 =o.

Der Ausdruck linkerhand ist leicht auf die Form
zu bringen
a4+b*+ci+2b202cos2a+2cza?cos2ﬁ 4 2 a® b? cos 2 o
oder weil « + § + » = 360° und daher

cosQa:cos260052y~sin2ﬂsinzy,

(@ - b% cos 2 y + ¢2 cos.‘z.ﬁ)zﬂ—(bZSinZy———c?s.in2,8)2
welches in der That immer gleich oder grosser als
Null ist. Fiir ersteres wird erfordert, dass

“a? = b?cos 2y + ¢ cos 2 8 =0 und b?sin2y = ¢?sin 2 g
d. h. dass mit 3 Geraden, welche beziiglich propor-
tional mit a2, 52, c2 sind, ein Dreieck konstruirt wer—
den kann, dessen Winkel bes, gleich 2 « — 1800,
28 — 1800, 24 — 1800 sind. In diesem Fall ist also

+ 4d=2B, 7‘2=%,005(p=1

d. h. die Projektionsrichtung ist senkrecht zur Pro-

jekiionsebene.  Man hat alsdann die gewohnliche
senkrechte axonometrische Projektion.

Aus der Realitat von 2 folgt auch die von cos 9.
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Damit aber o reell sei, muss noch die Bedingung er-
fullt werden:

< B oder 4 — VA2 —4B*=2B

welches wieder die Bedingung 4 > 2 B gibt, deren
reelle Existenz eben dargethan wurde.

Der Werth von cos ¢ in (8) enthélt die Wurzel-
grosse B, welche sowoll positiv als negativ genommen
werden kann. Im ersten Fall wird ¢ < 900, im zweiten
> 900, und zwar ergénzt der stumpfe .Werth von ¢
den spitzen zu 1800. Dies hedeutet nichts andere.s,
als dass die Projektionsrichtung sowohl gegen die
Ebene hin als von der Ebene weg gedacht werden
kann. Nennen wir erstere Richiung, W‘elche-t.iem
positiven Werth von cos ¢ entspricht, die positive,
letztere aber die negative. ‘ ‘

Dass ferner die Winkel L, M, N immer reell sind,
oeht aus den Bestimmungen (9) soglel.ch hetvor, da dort
aer'Nermer grosser als jeder Zéhler ist. Fir den nega-
tiven Werth von B, welcher ebenfalls dem negaiiven
Werth von cos ¢ entspricht, erhélt man auqh nf?ga;-:
tive Werthe von cos L, cos M., cos N. ‘Das gelssn :
es gibt zwei verschiedene Dreibeine von g]el‘c]:hfarh yﬁz .
linge, und zwar haben diesellfen resp..dle g el(f. (;1 tun%
zur positiven und zur negativen Pro‘]e.ktlon.suct ' :..
Da aber irgend eine Axe des einen n‘nt del er}bip ¢
chenden des andern die gleiche P1~o‘1.ektlon gi fllltrt
also beide in einer Ebene durch PO hegen, s.:BZZ; ’
dass diese beiden Dreibeine symmetrisch sind r}%lb " g
auf eine zur Projelktionsrichtung senkrechte Hben ér_

Das nimliche Resultat, dass es nul"zAW? ze "
schiedene reelle Dreibeine gibt, welche deVIV : 'u gzrden
geniigen, bieten die Gleichungen (10). Wir w
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nimlich alsbald zeigen, dass die Vorzeichen der Wur—
zelgrossen daselbst von einander abhangen in der Weise s
dass, wenn eines willkihrlich angenommen wird, die
andern beiden dadurch bestimmt sind. Man hat fiir
cos % die zwei Werthe

S

»

co
Cos A ==

(recos L+Va2 7% sin? L),

€OS ¢ Voo =T
€S A = p(r cos L —Va? — 12 sin? L),

T

Diese beiden Werthe entsprechen gerade den eben
~ besprochenen beiden Dreibeinen. Denn setzt man im
ersten — cos ¢ fir cos ®, S0 muss auch — cos L
fir cos L gesetzt werden, und dann wird - -

coSs ¢

COS A =

+ —_——— e
(recos L—Va¥ —1Z5in2 ),

was mit dem zweiten Werth von cos 2 gleichlautend ist.

Wir haben also unter allen Umstinden nie mehr
als zwei Dreibeine,, welche der gegebenen Projektion
geniigen, auf der einen Seite der Ebene, und diese
liegen symmetrisch zu einer auf der Projektionsrichtung
senkrechten Ebene. Weil aber der Raum symmetrisch
ist, so muss es auf der andern Seite der Projektions—
ebene eben so viele mit jenen kongruente geben, und
zwar liegen diese und ihre Projektionsrichtungen sym-
metrisch zu den beiden ersten und deren Projektions-
richtungen, mit Bezug auf die Projektionsebene selbst.

Es bleibt uns der Nachweis, dass die Werthe von
o8 4, €08 u, cosv stets reell und < 1 sind. Es wird

sin? L = 1 — cos? [ = ©_(07 sin? sz+ ¢? sin? §)

4 = VA2-—.’4B'2= 2 B2
2 A+ Y =i

o
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a? — 7?2 sin? L =
a2+b20s2y+c2cs2B)+V (a? +h2cs 2y+¢? es 2 8)2+ (b2 sin2y~c? sin 28)3
A4 YV4 — 4 B
Dieser Ausdruck ist stets positiv, glso cos 4 reell,
ebenso cos w, cos v. Wenn ferner die Bedingungs-
gleichung (1) erfiillt ist, so sind die.V\.’erthe von c(:js. 2,
cos u, cos v kleiner als 1. Substituirt man nun 1de.-
selben aus (10) in diese Gleichung, so erhilt man die
Bedingung ‘
+csL;az—ﬂsin?LicsMl’b2—r2sin?MicsNVc2——1-251119N=o
die auch so geschrieben werden kann -
cos?L (a2 — 12 sin?L) - cos?M (b2 — 2 sin?M) — cos?N (c? — r2sin2ZN)
= 7 2 cos L cos M V{aZ — 12 sin? L) (b — ¢* sin® M),
wo rechterhand das obere oder unte]a/re Vorze{cl;e];
ilt, j — r2gin2 L und }b2 — r2 sin
oilt, je nachdem Ja2 — 72 sin ] .
zlei’cﬁ]es oder ungleiches Vorzeichen el.'ha]t(.an. Diese
Z‘rleichung pimmt nach gehoriger Reduktion die Form an
: A=xVA? .
worin A == (a2 % cos y + ¢?cos («— B)+-cosyV AZ—LB .V :'1
so dass also die Bedingungsgleichung (1) unttlar “Szen
behalt der gehorigen Vorzeichenfdﬁr .Vrurze grod
i iilit 1st.
in cos 4, cos w, cos v immer er S
Die ’Grbsser’l Ja? — 7% sin? L und V5? — 72 tsmunM
erhalten gleiche Vorzeichen, wenn A 'pOSltKeltfnl'iches
gleiche hingegen, wenn A n_egatlvzlst'. T statt,
findet hemiglich der Grosse Ve? — r Smf"llt s
Dass endlich auch die Gleichung (3) erfii :; gett
aus der Substitution der Werthg der. genalr:r;tvfi}:der Py
diese Gleichung hervor, indem Slf’h hle('iu}:'c L
nimliche soeben aufgeloste Bedingung her:

a2(
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