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Vorwort

In dieser Diplomarbeit soll untersucht werden, welche Auswirkungen ein farbsu-
praleitender Zustand auf die Zustandsgleichung kalter Quarkmaterie hat. Um diese
Anderungen ermitteln zu kénnen, wird einmal eine Zustandsgleichung im normal-
leitenden und einmal im farbsupraleitenden Zustand berechnet. Wahlweise kénnen
auch strange Quarks miteinbezogen werden. Die farbsupraleitende Materie ist zu-
néchst bei der Berechnung des Drucks nicht farb- und elektrisch-ladungsneutral.
Mein Quelltext zur Bestimmung der Zustandsgleichung erlaubt es diese sowohl fiir
neutrale als auch fiir geladene farbsupraleitende Materie zu ermitteln.

Mit diesen Daten lassen sich z. B. Aussagen iiber Quarksterne machen. Man
kann deren Massen und Radien usw. mit Hilfe der Tolman-Oppenheimer-Volkoff-
Gleichung (TOV-Gleichung) aus der Zustandsgleichung bestimmen. D. h. man ist
direkt imstande, den Unterschied in den physikalischen Eigenschaften von Quark-
sternen zu erkennen, der entsteht, wenn man den farbsupraleitenden mit dem nor-
malleitenden Zustand vergleicht. Die Quarksterne sind hierfiir das bestmogliche
»Testobjekt, da in ihnen der Effekt der Farbsupraleitung vermutet wird. Zudem
ermittle ich in meiner Diplomarbeit, wie groft der farbsupraleitende Gap sein mufs,
damit sich die Eigenschaften eines Quarksterns im farbsupraleitendem von dem im
normalleitenden Zustand merkbar unterscheiden.

Wenn nicht lokal anders definiert, verwende ich in der gesamten Diplomarbeit
zur Berechnung folgende Konventionen:

h=c=kg =1, (1)

sowie die Bjorken-Drell-Definition fiir die -Matrizen, siehe dazu auch Anhang A.2
auf der Seite 97. Lateinische Indizes laufen im Ortsraum von eins bis drei, griechische
von null bis drei. Desweiteren sind der Raumzeitvektor durch

xt = (Jco,xl,x2,x3) = (t,x) (2)

und der metrische Tensor durch die Gleichung (A.13) auf der Seite 98 definiert.
Anders ist dies z. B. in Kapitel 4. Hier werden ndmlich Kugelkoordinaten verwendet.
Bei solchen Ausnahmen werden die Gréfen lokal neu definiert. Diese sind dann nur
in einem solchen Kapitel oder Abschnitt giiltig. Ansonsten gilt die globale Definition.

In dieser Diplomarbeit werden die Eigenschaften von 2SC-farbsupraleitender
Quarkmaterie mit masselosen up und down, massiven strange Quarks und masse-
losen Elektronen bei der Temperatur 7' = 0 berechnet. Hierfiir wird in Kapitel 1
zunéchst die grofskanonische Zustandssumme ermittelt, mit der dann in Kapitel 2
weitergerechnet wird. Aus ihr kann man dann die Zustandsgleichung bestimmen. In
Kapitel 3 erfahrt man, was Quarksterne sind und wie sie entstehen. Die Gleichung,
mit der man die Eigenschaften von kompakten Sternen errechnet, wird in Kapitel
4 hergeleitet. Die Ergebnisse sind in Kapitel 5 dargestellt. Meine Ergebnisse zeigen,
dafs stets die farbsupraleitende der normalleitenden Phase der Quarkmaterie vorge-
zogen wird, weil sie energetisch giinstiger ist. Je grofer der farbsupraleitende Gap
ist, desto massereicher und grofer sind die Quarksterne. Im 6. Kapitel sind die aus
der Motivierung meiner Diplomarbeit folgenden Resultate zusammengefaft.
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Kapitel 1

Die grofskanonische
Zustandssumme

In den beiden folgenden Abschnitten werden jeweils die wechselwirkungsfreien grofs-
kanonischen Zustandssummen fiir die Fermionen und fiir die skalaren Bosonen aus
deren Lagrangedichten hergeleitet. Anschlieffend werden die fermionische und boso-
nische Lagrangedichte zusammen mit einem Wechselwirkungsterm kombiniert, d. h.
es werden wechselwirkende Teilchen betrachtet. Genauer gesagt handelt es sich dann
um Fermionen, die iiber einen Bosonenaustausch miteinander interagieren. Auch
deren Zustandssumme wird ermittelt. Danach wird die grofskanonische Zustands-
summe der QCD aus deren Lagrangedichte hergeleitet. Diese Berechnungen findet
man in [1, 2].

1.1 Fermionen

Die Dirac-Lagrangedichte fiir das Feld ¢ mit der Masse m ist definiert durch
LE =9 (i —m) ), (1.1)

worin ¢ = ¥Typ und §' = v#9,, = v00; + - V ist. Der Index ¢ soll den Leser darauf
aufmerksam machen, daf es sich um wechselwirkungsfreie Teilchen, in diesem Fall
um wechselwirkungsfreie Fermionen, handelt. Wendet man auf Gleichung (1.1) die
Euler-Lagrange-Gleichung

oL oL
— =0y (1.2)
oy 0 ()
mit £ = £ an, dann erhilt man die Diracgleichung
(@—m)yp=0. (1.3)
Die kanonisch konjugierten Impulse berechnet man zu
ocy - e
TT. = — =1 =1 , 14
P Yo = it (1.4)
bzw. oL
Tp=—o=0. (1.5)
o
Aus Gleichung (1.1) 14t sich die Hamiltondichte iiber die Legendre-Transformation
H:ZTFZ'”(/.)Z'*E (16)

1



2 KAPITEL 1. DIE GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME

bestimmen, d. h. _
HY = myb — LT (1.7)

Durch Einsetzen der kanonisch konjugierten Impulse in die Hamiltondichte erhélt
man

at at
=~ (iv-V —m)p. (1.8)

Dreht man nun die Phase der Spinoren um einen beliebigen Winkel a (x,t), dann
ergibt das

HE = “z%aw 0 [l (’Yoaw +’Y-V) —m] )

!/ — we—la7

G
P = et (1.9)

Setzt man diese Gleichungen fiir ¢ bzw. 1 in die Lagrangedichte £ ein, dann erhélt
man

Eof = qhe'™ (i —m) e @
= e [z (70% - V) - m] et

9 , _ . _
e’ o5y (we ™) + i’y - V (e i) — iy

_ i"‘l_)eia’)’o (%_:ﬁ)eia _ iw(z)_(jeia)
+igey - (V) e — i (Vo) e
—ymy
(9 0 . _
= Wy (a—f - iwa—?) +igy - (Vi —ipVa) — pmy
= L7+ (90) . (1.10)

Fiir ein konstantes « bleibt die Lagrangedichte L7 erhalten, weil dann der Zu-
satzterm 1 (Pa) ¢ verschwindet. Daher bezeichnet man dies als globale eine U(1)-
Symmetrie. Die Bewegungsgleichung fiir das Feld « lautet

oLy oLy
lta_(aua) - a—a) (111)
O (V") = 0. (1.12)

Diese Gleichung ist eine Kontinuitétsgleichung. Sie ist nicht von « abhéngig. Also
mufs sie immer gelten, auch fiir ein konstantes a oder & = 0. Die in ihr enthaltene
Viererstromdichte ist

" =Py, (1.13)
Daraus berechnet man die erhaltene Ladung zu

= [ &B3x%= | Exvyv= [ Exyviy. 14
0 /V xj /wavow /V Xl (1.14)

Jetzt kann man die grofkanonische Zustandssumme der wechselwirkungsfreien Fer-
mionen hinschreiben,

zF = ./\/'0}—/ Dmﬂ)we){p{/ (ﬂ'w¢ —Hof—l—,uQ)} . (1.15)
ap P



1.1. FERMIONEN 3
Hierbei bedeutet [ = fl/T dr [i, d*x, worin 7 = it die Euklidische Zeit ist. Das
Integral ist iiber alle grassmannwertigen Funktionen 7, und v auszufiihren, die
antiperiodisch in der Euklidischen Zeitrichtung sind, ¢ (1 = 0,x) = — 4 (7‘ = %, x).

Die Zustandssumme laft sich mit den Gleichungen (1.4), (1.8) und (1.14) bis
auf irrelevante Konstanten umschreiben zu

zZf = /aPDJ)DweXp{/x (2‘11770113+1/7(i7-Vm)¢+1/7Mow)}

- 0
= DyDy { Y ( +1y-V-—m+ > 1/1}
/ap €xp / 05, ot vy m T K

=/ DwaeXp{/w(iﬁJr u%—m)w} (1.16)
ap T
falls v und v voneinander unabhingig betrachtet werden. Eine kompaktere Schreib-
weise ist
z{:/ Dqﬁpwexp{/z/? [G(ﬂ‘lw}. (1.17)
ap T
Die Grofe

-1 .
[GF] = idtuyp—m
= iy"0, £ uyo —m (1.18)

nennt man den inversen Dirac-Propagator, der die Bewegung der Fermionen be-
schreibt. Durch Fouriertransformation ergibt sich

-1 g

(G5] (k) = i (—iky) £ pyo —m
Yk £ pyo —m

= (kotp) —v-k—m

kot ut—m —o -k
_ ({ 0 Uui {koiu}m) , (1.19)

Hiervon ist die inverse Matrix der Dirac-Propagator
— i (ko = k —
— (ko £ p)

, (1.20)

worin Ej = \/m? + |k|* die relativistische Gesamtenergie bezeichnet. Mit den fou-
riertransformierten Spinoren

_ L eikux“ 7
) (z) = WZ,; Dre (1.21)

1 ik ok
U(z) = == e Py (1.22)
VV 4
und der Beziehung

_ .V
/ piku—pu)a® _ " 5 (1.23)

erhalt man

zf —/Dwk@bkeXp{w 6 T (& )¢k}

()
= 9Xe£<[ (> (1.24)



4 KAPITEL 1. DIE GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME

Dadurch ist die logarithmierte Zustandssumme fiir wechselwirkungsfreie Fermionen

2
In 2§ = Zl —ko 1) (1.25)
Mit den fermionischen Matsubarafrequenzen
wn = (2n+ 1) 7T = iko (1.26)
ergibt sich
(Ex — ep)
mzf =>3" ln{ 77— T @n+1)
k e
(Bx—ep)?/T? 1
-3/ a(e?) 2
P! 224+ (2n+1)" w2
(BEx—ep)/T 92
_ ZZ/ dz . (1.27)
— =) 22+ (2n+1)" w2

Hierbei sind irrelevante Konstanten vernachléssigt worden. Jetzt muf man noch
iiber alle n summieren. Dies geschieht mit Hilfe des Residuensatzes

ng (ko) = j{dko tanh < kT) g (ko) , (1.28)

worin

T

ko) = ————— 1.2
g( 0) T232 _ k% ( 9)

ist. Man ermittelt

+oo

> ! > :%(1—61,21). (1.30)

w22+ (2n+ 1) w2

Setzt man dieses Resultat in die logarithmierte Zustandssumme (1.27) ein, vernach-
lassigt irrelevante Konstanten und wandelt die Summe {iber alle k in ein kontinu-
ierliches Integral um, dann ergibt

+o00 3
Inzf 72VZ/ Ak [E“ +1In (1+e<Ekeu>/Tﬂ . (1.31)

Hiervon kann man noch die Nullpunktsenergie abziehen und erhélt

mzf =2V BN (1 e <Ek*e“>/T) (1.32)
o o (27)° ' '
e

Die Summe iiber e = £1 beriicksichtigt die Beitrége der Teilchen (e = 1) und
Antiteilchen (e = —1). Der Faktor 2 entsteht aufgrund des Spins.

1.2 Skalare Bosonen

Die Lagrangedichte fiir wechselwirkungsfreie skalare Bosonen lautet

L§ = (0,00"¢ — M?¢?). (1.33)

N =



1.2. SKALARE BOSONEN

Hierin ist ¢ das Bosonenfeld und

M die Bosonenmasse.

Mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung (1.2), wobei in dieser £ = Eés und ¢ = ¢
zu setzen sind, erhélt man als Bewegungsgleichung die Klein-Gordon-Gleichung

(O+ M) ¢ =0. (1.34)
Der kanonisch konjugierte Impuls berechnet sich zu
oL 10
=—= = -—— (0,00"
= 355 [@9)" - @0)"]
_ 10 2 2
=295 [(5#?)) - (V¢) }
= é. (1.35)
Die Hamiltondichte bestimmt man mit der Legendre-Transformation (1.6),
HE = mpp— L
= F(i — Eg
1
= 73— 5 [(@19)° = (V9)* — M2¢?]
1
= 73— 5 |73 = (Vo)’ — M%7
1
=5 [ﬂ; + (Vo) + M%ﬂ . (1.36)

Die grofskanonische Zustandssumme fiir neutrale, wechselwirkungsfreie, skalare Bo-

sonen ist dann
ZB = NE / Dy D exp {/ (%q's - Hff)} .
P xT

Hierbei bedeutet der Index ,,, daff alle Funktionalintegrationen iiber periodische Fel-
der im Euklidischen Zeitintervall [0,1/T] vorgenommen werden miissen. Sei F die
Anzahl der Raumzeitpunkte im Vierervolumen V' x (0,1/7], dann ist die Norma-
lisierungskonstante NOB x VF, so dak ZOB dimensionslos wird. Vernachléssigt man
irrelevante Konstanten, dann schreibt sich die Zustandssumme nun zu

Zés = VF/Dw¢Dq§exp {/ (7r¢<i> - % {77; + (V¢)2 + M2¢2})}
. .
- VF/pDMqu exp {%A (27r¢q'> — 72— (Vg)? - M2¢2)}

_ VF/pDW¢DqSexp {%/x ( [s - q'sr B (V) — M2¢2) } . (1.38)

Hierbei darf 74 nicht durch ¢ ersetzt werden, weil iiber Ty integriert werden mus.
Als néichstes werden die Felder fouriertransformiert und diese dann in die Zustands-
summe eingesetzt. Anstelle des my-Feldes verwendet man ein verschobenes w;s—Feld,

|

(1.37)

wobei 77:;5 =7y — ¢ ist. Dadurch wird die Zustandssumme zu

3 [ (Fmied - (Vo - )

x

zB = vyF / Dw;mexp{
p

1
= VF/D¢exp{—/
P 2
X/Dﬂibexp{—
P

2

GO M2¢2)}

|

2
o

N~ 8

(1.39)

(6
/



6 KAPITEL 1. DIE GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME

Wie man sofort sieht, handelt es sich beim zweiten Integral um ein Gaufintegral, das
aber nur eine weitere irrelevante Konstante zur Zustandssumme liefert, weswegen
man es vernachlissigen kann. Dennoch darf man bei der Fouriertransformation des
GaufRintegrals die Vorfaktoren der fouriertransformierten Felder nicht vergessen. Die
Fouriertransformationen lauten

¢ (z) = WZ e~ g (k) (1.40)

") =)= et nl (k) . (1.41)
53

Dabei sind die Vorfaktoren so gewéhlt, dafs die fouriertransformierte Zustandssum-
me dimensionslos wird. Mit der Beziehung

. w VvV
[ Lo, (1.42)
xr

berechnet man die fouriertransformierte Zustandssumme zu

1 F/2 /N F/2
()0
2 W
x/Dmexp{%Zsb( p A )}
k
=/D¢kexp{—52¢<—k>%¢<k>}
k
-/ szﬁkexp{%zk:fzﬁ(k) D5T2<k)¢<k>}. (1.43)

Hierin sind
wp = 2n7T = ikg (1.44)

die bosonischen Matsubara-Frequenzen und
Dl (k) = M? — kb = M? — k2 + |k)* = M? + k> + w2 = B2 + w2 (1.45)

der inverse Klein-Gordon-Propagator. Die Zustandssumme ist dann

A= (el]) M e

wobei in der letzten Gleichung die durch die Fouriertransformation erlangte Diago-
nalgestalt des inversen Klein-Gordon-Propagators ausgenutzt worden ist. Mit den
bosonischen Matsubarafrequenzen (1.44) ergibt sich

1nzg”:f—21 <E2+” >
—221 ( 27m))
%;{/Ekm erln [1+(27m)2}}. (1.47)
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Bis auf irrelevante Konstanten ist

+oo

1 Eyx/T
k

n=—oo

Die unendliche Summe 16st man mit Hilfe des Residuensatzes

ng (ko) = }{dko coth ("’T) g (ko) | (1.49)

worin

(1.50)

ist. Man ermittelt

io ﬁ%(Her—J' (1.51)

2
n=-—oo =+

Daraus folgert man, daf§

Ek/T 9
Inzf=— 22/ (1+—1) (1.52)

ist. Nach Ausfiithren der Integration ergibt sich bis auf irrelevante Konstanten

Inz8 = Z {f—T +ln< eEk/T)} . (1.53)

Zieht man hiervon noch die Nullpunktsenergie ab und wandelt die Summe in ein
kontinuierliches Integral um, dann erhélt man

+oo 3
d’k
B —Ey/T
IHZO = — [/ / W In (1 — € i/ ) . (154)

Deswegen errechnet man fir 7" — 0 ng =1, weil Ex > 0 ist.

1.3 Wechselwirkende Fermionen

Die Lagrangedichte fiir mittels Bosonenaustausch wechselwirkende Quarks sieht fol-
gendermafen aus

L =1 (i —m)Y + grpd + % (00" — M?¢?). (1.55)

Diese Gleichung enthélt den schon bekannten Diracterm und den neu hinzugekom-
menen Wechselwirkungsterm mit den Fermionfeldern v und 1, dem Bosonenfeld
¢ und der Kopplungskonstante g. Dieser Term beschreibt also, wie schon erwéhnt,
die Wechselwirkung der Fermionen durch Bosonenaustausch. Die Stirke der Wech-
selwirkung wird durch die Kopplungskonstante festgelegt. Desweiteren enthélt die
Gleichung (1.55) einen skalaren, bosonischen Lagrangedichteterm, der das Bosonen-
feld ¢ und die skalare Bosonenmasse M enthélt. Diesen Bosonenterm kann man,
wie man spéater sehen wird, ausintegrieren.

Die Bewegungsgleichung fiir die Bosonen berechnet man mit der Gleichung (1.2)
zu

(O+M?) ¢ =gvy =, (1.56)
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wobei das v in der Euler-Lagrange-Gleichung durch ein ¢ zu ersetzen ist. Die Be-
wegungsgleichung fiir die Fermionen lautet

(10 —m) Y = —gi¢. (1.57)

Die Hamiltondichte ermittelt man aus der Gleichung (1.55) mit Hilfe der Legendre-
Transformation (1.6),
H=myp+md— L. (1.58)

Die kanonisch konjugierten Impulse sind immer noch gegeben durch die Gleichungen
(1.4), (1.5) und (1.35). Damit laft sich die Hamiltondichte schreiben als

H = idnod + 8~ 8@~ m) &~ j6 — 3 (0,000 — M)
= iy V)Y ot g [+ (VP + M2
= fqﬁ(iw-me)z/ijd)Jr% 72+ (Vo)* + M26?]. (1.59)
Die grofkanonische Zustandssumme ist dadurch
Z = N/DW¢DW¢D¢'D¢ exp {/ (mﬂb +myp —H + MQ) }

— ./\/'/DﬂwDﬂd)Dwa)exp {/x <7T§) 7% [¢2 + (V(,b)Q n M2¢)2}

+ iyt + P (iy - V —m) ¢

+ ¢+ u%ow) }
12
= N/DﬂwDﬂ¢D1/)D¢exp {/ < % {% f ¢}
17, 9
+5 |97 - (Vo) - M%7
+io+9 [GE]T w) } (1.60)
Man kann die Zustandssumme umschreiben zu
z=2z7.2
= Zof.j\/'qg/l)ﬂ'(ﬂ)(éexp{/ (— % {7‘% —ér
L= or -] +io) )

An dieser Stelle verschiebt man wieder das my-Feld mit 7, = 7y — ¢ und erhilt
dadurch analog zu Gleichung (1.39)

zZ = VF/queXp{%/ ((]52 — (V¢)2 —M2¢2) +j¢}
P P

X /Dﬂ;)exp{%/ﬂf}. (1.62)
p x

Das Gauflintegral kann man wieder bis auf den Vorfaktor, der durch die Fourier-
transformation entsteht, vernachléssigen, weil es nur eine irrelevante Konstante zur
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Zustandssumme liefert. Nun kann man die letzte Gleichung noch ein wenig um-
formen. Dazu mufs man sie zunéchst fouriertransformieren. Man benttigt dazu die

Gleichung
. T3 ik gt
j(x) = N > e i (k). (1.63)
k

Der Normierungsfaktor sorgt dafiir, daf j (k) dimensionslos wird. Dadurch 146t sich
2’ analog zu Gleichung (1.43) schreiben als

2 = [ s, exp{ I RS LIS o (k)qb(k)} 6y
k k

Durch ein Verschieben des ¢ (k)-Feldes mit ¢/ (k) = ¢ (k) — T?Dg (k) j (k) erhilt
man

ZI

exp{T; > (k) Ds (k)j(k)}
k
x/w(mexp{%gwwﬁ@—ﬁ%«m}
= exp{T; > i(=k)Ds <k>j(k>} - Z5. (1.65)
k

Die Fourierriicktransformationen lauten

j(k) = % / e () (1.66)

Dy (k) = / ek D (1) (1.67)

Diese kann man auf Z’ anwenden, und man erhélt

z'zexp{g/wmmg <:c,y>j<y>}-z§. (1.68)

Die groftkanonische Zustandssumme fiir wechselwirkende Fermionen ist damit bis
auf irrelevante Konstanten gegeben durch

z=2zp. /Dzzpwexp{l (¥, 9]}, (1.69)
mit
I[,9] = / <1/7 (2) [Gi] " @) ¥ )+ 5 (0) ¢ (2) Ds (x,yw(y)wy)).
! (1.70)

1.4 Wechselwirkende Quarks

Die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen wird durch die Lagrangedichte
der QCD! beschrieben. In deren Wechselwirkungsterm tritt die Vektorwechselwir-
kung I'" auf, iiber die man im Anhang A.5 auf der Seite 99 weiteres erfahrt,

b b8
T 7 a 1 a v
Lqcp = Z Vi (i —m)Yi+yg Z Z Vil Ay, — 7 G Ga- (1.71)

i=r ih,wj=ra=1

I Quantenchromodynamik
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Desweiteren ist in der QCD-Lagrangedichte der Gluonenfeldstarketensor
GhY = 0" AL — OV Al + g farc Al AY (1.72)

enthalten. Hierin sind die fup. die Strukturkonstanten der SU(3), {iber die man im
Anhang A.4 auf der Seite 98 weiteres erfihrt. Vernachlissigt man die Gluonenselbst-
wechselwirkung, dann vereinfacht sich der Gluonenfeldstarketensor zu

GHY = M AY — Y AP (1.73)

wobei die SU(3)-Eichinvarianz gebrochen wird. Hiermit ist der abelsche Teil der
Gluonlagrangedichte

1 a v 1 a a v v
Lg=— 1 Go,GH = — 1 (8. A5 — D, AL) (9" A — 0¥ AL)
1
= = (0uAT AL — 0, AL 0" AL — 0,47, 0" AL + 0, A7 9 AL)
1
= 5 (OuAL 0" AL~ 0,AL0°AL) . (1.74)

Mit der Wirkung Sg = [ Lg ermittelt man
1
Lo = L (450,007 — 430,00 A7)

1
AL (g0 = 0,0,) A (1.75)

Wahlt man nun Lorentzeichung, 8,, A% = 0, dann ergibt sich
1 L »
Lg = §Aa9;wD Al (1.76)
Diese lorentzgeeichte Gluonlagrangedichte erhélt man auch, indem man zur ur-

spriinglichen Gluonlagrangedichte einen Eichterm hinzufiigt und eine Feynmanei-
chung durchfiihrt, indem man a = 1 setzt,

Lg=-— i Go,GhY — — i Ga, Gl — % (9, A8)* . (1.77)
Die Gluonlagrangedichte wird jetzt umgeschrieben zu
Lg=— %A’; (D10 Ay (1.78)
Die hierin auftretende Grofe

D1 = —5%g,,0 (1.79)

nv

bezeichnet man als inversen feynmangeeichten Gluonpropagator. Invertieren ergibt

Dzl; = - 5abg;w|]71 . (180)
Im Impulsraum ist
_17ab a
(D7, (k) = 6 gk (1.81)
und
Deb (k) = 009 (1.82)

kQ
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Fiir die grofkanonische Zustandssumme der QCD in Feynmaneichung ergibt sich
dann bis auf irrelevante Konstanten

_ 1 . a 1 _17ab
ZQCD = /Dﬂ'wDTrAD"L/),DAeXp{/zw [g(ﬂ w+j5Au - 5‘45 [D 1LUJ Ab} )
(1.83)
worin
b —
J=a Y il (1.84)
1,]=r

ist. Durch eine Verschiebung des Gluonfeldes Ay, = AZ + Dfﬁ’, ji 1kt sich die grok-
kanonische Zustandssumme fiir Gluonen ausintegrieren,

Zoon = 25+ [ DIDYep (T[54} (1.85)
1] = [ (P@ 0] v w

2
g 7 a 7 v
+ 5 D0 (@) D (2) Dy (2.9) () Ty (y) | - (1.86)
a,b
Zudem ist Zg = 1 bei T = 0, analog zu Z8 = 1 fiir T = 0 bei den Bosonen. In

der Zustandssumme der QCD sind die einzelnen Farbspinoren v; zu einem einzigen
Spinor 3 zusammengefafst worden,

1/; = (1/77“)1/;9)1/;17) ) (187)
Py

Y=\ v |- (1.88)
(o

Der inverse Diracpropagator [th] ! besitzt dadurch jetzt noch eine Farbstruktur
und wird daher zu

(s o 0
6] = 0 [[GoﬂflL 0 . (1.89)
0 o |le],

Hierbei tragen die chemischen Potentiale in den inversen Diracpropagatoren auf der
Hauptdiagonale nun Farbindizes.
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Kapitel 2

Farbsupraleitung

Bei hohen Dichten und niedrigen Temperaturen besitzt die Materie einen Fermi-
See aus Quarks. Die Quarks wechselwirken iiber die Gluonen miteinander. Der
Ein-Gluon-Austausch ist attraktiv im 34-Kanal. Bardeen, Cooper und Schrieffer
(BCS) [3] haben gezeigt, daf eine Fermioberfliche bei Anwesenheit von attrakti-
ver Wechselwirkung instabil ist. Deswegen kann der Grundzustand dieses Systems
nicht die Fermioberfliche, sondern muf ein Kondensat aus Quark-Cooper-Paaren
sein. Dies ist folgendermafen zu sehen: Man stelle sich zunéchst ein System aus
freien, nicht miteinander wechselwirkenden Teilchen vor. Wenn nun eine attraktive
Wechselwirkung vorhanden ist, dann fiihrt das nicht zu einer kleinen Verschiebung
der Fermienergie, sondern zu einer kompletten Neuordnung in der Fermioberfla-
chenndhe, weil es energetisch giinstiger ist, Quark-Cooper-Paare bzw. Loch-Paare
mit Hilfe der attraktiven Wechselwirkung zu schaffen. Auf diese Weise entsteht also
ein Kondensat aus bosonischen Quark-Cooper-Paaren an der Fermioberfliche.

In kondensierten Materie-Systemen fiihrt der BCS-Mechanismus zur Supralei-
tung, da er das Cooper-Paaren verursacht. Hierdurch wird die elektromagnetische
Eichsymmetrie gebrochen und das Photon massiv. Das ist der Meifiner-Effekt, bei
dem Magnetfelder aus einer supraleitenden Region hinausgedringt werden. Man
kann sich das folgendermafsen veranschaulichen: In einer diinnen Oberflichenschicht
des Supraleiters zirkulieren Strome, die das dufsere Magnetfeld daran hindern ein-
zudringen, weswegen es herausgedringt wird und im Supraleiter kein Magnetfeld
existiert. Da dies ein sehr instabiler Zustand ist und er deswegen durch Wé&rme
sehr leicht zerstort wird, muff man die Temperatur sehr niedrig halten. Um die
Cooper-Elektronenpaare zusammenzuhalten, muf es eine Kraft geben, die die re-
pulsive elektrostatischen Coulomb-Kriéfte tibertrifft. Diese attraktiven Kréafte findet
man in Kristallen. Es handelt sich hierbei um phononen-vermittelnde Kréfte, die
die Coulomb-Kréfte iiberwinden und damit die Cooper-Elektronenpaare zusammen-
halten. Ein Material ist supraleitend, wenn der elektrische Widerstand unglaublich
klein geworden ist, so dafs so gut wie keine Verluste auftreten. D. h., ein einmal
durch eine Spule induzierter Strom in solch einem Supraleiter wiirde unendlich lan-
ge, quasi ohne Verluste und damit ungehindert, flieflen.

Im Gegensatz zur Supraleitung herrscht bei der Farbsupraleitung eine attraktive
Wechselwirkung, die durch die Gluonen hervorgerufen wird. Deswegen kommt es
garantiert immer zur Quark-Cooper-Paarung, wenn nur die Dichte dafiir grof genug
ist und die Temperatur T" den Schwellwert T, unterschreitet, denn dann besteht der
obere Bereich des Fermi-Sees aus Quarks und nicht aus Nukleonen. Auf Grund
dessen tritt der Effekt der Farbsupraleitung bestimmt in sehr dichten, abgekiihlten
Sternen, kalten Quarksternen auf. Da die Quark-Cooper-Paare keine Farbsingletts
bilden kénnen, wird die zuvor bestandene SU(3)-Farbsymmetrie gebrochen. Genau
dieser Effekt wird als Farbsupraleitung bezeichnet.

13
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Es treten in der Natur zwei voneinander verschiedene Farbsupraleitungsphasen
mit Spin 0 auf:

e die CFL-Phase, an der alle drei Flavors (u, d, s) teilnehmen und die die chirale
Symmetrie bricht. In dieser Phase werden die Kondensate < ud >, < us >
und < ds > gebildet.

e die 25C-Phase, die in dieser Diplomarbeit betrachtet wird, bei der sich nur
zwei Quark-Flavors (u, d) zu einem Quark-Cooper-Paar < ud > binden. Die
chirale Symmetrie bleibt dabei erhalten.

Die hier aufgefiihrten physikalischen Erklarungen zur Supraleitung und Farbsu-
praleitung findet man z. B. in [4, 5, 6, 7, 8|.

In den folgenden Abschnitten wird die grofkanonische Zustandssumme berech-
net, siehe dazu auch [9, 10], aus der man dann die Zustandsgleichung errechnen
kann. Im Kapitel 1.4 ist die Zustandssumme fiir wechselwirkende Quarks hergelei-
tet worden. Mit dieser Zustandssumme wird in den folgenden Abschnitten weiter-
gerechnet. Der in ihr auftretende Wechselwirkungsterm wird sich dann spéater als
Farbsupraleitungsterm herausstellen, der die Gaps ®* und ®~ beinhaltet. Der Gap
ist die Halfte der Energie, die man aufbringen mufs, um eine Quasi-Teilchen-Quasi-
Loch-Anregung an der Fermikante zu erzeugen.

2.1 Die Zustandssumme der Farbsupraleitung
Als Lagrangedichte verwendet man

L=L+ Lo+ L., (2.1)

worin

L= Lyg~+ Lint + Lg (2.2)

die Lagrangedichte fiir die 25C-< ud >-Farbsupraleitung und

b d
Lua =Y 2 0 (i—ml) vl (23

i=rf=u
b d 8 B
Law =9 3 D D iTiyvjAy, (2.4)
ij=rfg=ua=1
1 7
Lo =~ GG, (2.5)
b s

o= 3wl (—ml)wl, (2.0
Ee = 1/_)6 (Zﬁ* me) 1/)6 (27)

ist. Die Gluonlagrangedichte wird dann wie im Abschnitt 1.4 feynmangeeicht. In die-
ser Diplomarbeit wird angenommen, daf die Quarks durch eine Kontaktwechselwir-
kung miteinander interagieren, siche Abbildung 2.1. Deswegen wird der Gluonpropa-
gator in Kontaktwechselwirkung verwendet. Der Leser erfahrt spater hieriiber noch
mehr im Abschnitt 2.1.6. Zunéchst wird die Zustandssumme Z der 2SC-< ud >-
farbsupraleitenden Phase aus (2.2) ermittelt. Spiter werden dann noch die strange
Quarks und die Elektronen hinzugefiigt, um aus (2.1) 3 bzw. In3 und daraus die
Zustandsgleichung zu bestimmen.
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2.1.1 Die Herleitung der Zustandssumme fiir die Farbsupra-
leitung

Als grofkanonische Zustandssumme Z der 25C-< ud >-farbsupraleitenden Phase
benutzt man die Gleichung (1.85), in die jetzt nur noch die Flavors miteinbezogen
werden miissen. Die ausintegrierte Zustandssumme fiir Gluonen Zg kann man in den
Kalkulationen bedenkenlos unberiicksichtigt lassen, weil bei 7' = 0 Zg = ZF = 1 ist.
Die u und d Quarks werden als masselos angenommen. Dies vereinfacht die Berech-
nungen erheblich, wie man spéter sehen wird. Die grofskanonische Zustandssumme
fiir die 2SC-< ud >-farbsupraleitende Phase ist also

z = [DiDsexp (15,41}, (2.8
mit
- - -1
1w = [ (P@ 6] v
T,y
g9’ - b 7
+3 D U (@) T () D, (2, 9) ¥ (y) T (y) (2.9)
a,b
und

1/;: (71{4, 7;1; 7ga 7;;&3;&5) ) (210)

p
o=|" (2.11)

o

o

¥
2.1.2 Die Color-Flavor-Diracstruktur der Propagatoren und

Gapmatrizen
Die Propagatoren und Gapmatrizen, die in der Zustandssumme auftreten bzw. auf-
treten werden, sind N, x N, - Matrizen mit 4,5 = 1, ..., N. im Farbraum, Ny x Ny -
[0 [

1] U]

Abbildung 2.1: Quark-Quark-Wechselwirkung durch Gluonenaustausch bei Kon-
taktwechselwirkung.
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Matrizen mit f,g =1, ..., Ny im Flavorraum und 4 x 4- Matrizen im Diracraum.
Fiir N. = 3 und Ny = 2 wahle ich folgende Einteilung

ru, ru|ru, rd|ru, gu|ru, gd|ru, bu|ru, bd
rd,ru|rd,rd|rd, gu|rd, gd|rd, bu|rd, bd
gu, ru|gu, rd|gu, gu|gu, gd|gu, bu|gu, bd
gd,rulgd,rd|gd, gu|gd, gd| gd, bu|gd, bd
bu, ru |bu, rd| bu, gu | bu, gd|bu, bu |bu, bd
bd, ru|bd, rd|bd, gu|bd, gd|bd, bu|bd, bd

(2.12)

Der Diracteil der Gapmatrizen ist von den chemischen Potentialen der beteiligten
Quarks mit den Farben i und den Flavors f abhingig AF = AF (u{), n=1...2.
Fiir die Gapmatrizen gilt

und
0 0 0 AF 0 0
0 0AF 0 0 0
0Af 0 0 0 0
PE = 2 2.14
AT 0 0 0 0 0 (2.14)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Wie man sieht, gibt es zwei Gapmatrizen, A = [(I)i]fj = [(I)i]cgh: und A =

[@i]fg = [(I)i]gf . Dies kommt daher, weil sich grob gesprochen ein rotes up Quark
und ein griines down Quark zu einem Quark-Cooper-Paar und ein rotes down und
ein griines up Quark zu einem anderen Quark-Cooper-Paar vereinigen.

Sowohl die Dirac-Gapmatrizen A;f als auch die Dirac-Propagatoren lassen sich
in Projektorschreibweise formulieren. Es handelt sich hierbei um die Chiralitéts-,
Helizitats- und Energieprojektoren. Der Chiralitédtsprojektor ist gegeben durch

1+
Prp=—1. (2.15)
2
Der Helizitéatsprojektor lautet
1+ -k
Ps (k) = 775; oz (2.16)
Der Energieprojektor ist durch
1+ (ﬁk%ﬂ’ k+ Oék%)

AE (k) = 5 (2.17)
definiert. Hierin sind k = ‘—11:‘, g = ]% und Sk = % Die Helizitatsprojektoren
vertauschen mit den beiden anderen Projektoren,

[Prs, P (k)] = [P (k) , A* (k)] = 0. (2.18)

Aber die Chiralitdtsprojektoren vertauschen nicht mit den Energieprojektoren,

ceaxY570

[7)07Ae (ik)] = D)

(2.19)
Es gilt

Pr+Pe=Pys(k)+P_(k)=AT (k) + A~ (k) =1. (2.20)
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Nun lassen sich Quasiprojektoren einfithren
Prgs (6) = PryPs (k) A% (K) . (2.21)

Die neue Basis ist vollstandig,

> Po=1. (2.22)

c,h,e

Mit Hilfe von Gleichung (2.21) 1aft sich der Diracteil der Gapmatrix mit ¢,j =
r...g,t#jund f,g =u...d, f # g schreiben als

[@¥]77 = 3" lom) i P
c,h,e
f f f f
= [oh ) P+ (081 Py + (0] P+ (00 )5 P

+ (ol + e Pr + o )P+ [0 )7 P . (223

ij
Ich mochte in meiner Diplomarbeit nur masselose Quarks betrachten, weil fiir die
25C-< ud >-farbsupraleitende Phase m,,, mq < p gilt. Dann ist e = 0 und g = 1.
In diesem Fall kommutieren alle Projektoren miteinander, und die Quasiprojektoren
werden zu echten Projektoren. Zudem fallen vier Projektoren weg, was man durch
Ausmultiplizieren leicht zeigen kann,

P =Pl =P, =P,_=0. (2.24)
Hierdurch vereinfacht sich die Gapmatrix zu
f
[@4]) = > 06l P
c,h,e
o+ 1f9 4+ 1f9 H+ —1f9 = —1f9 -
= (o ]y Ph+ Lo )y PO+ o]y P+ (00 ]y Py - (2.25)

Auferdem lassen sich nun die echten Projektoren aus nur zwei von den drei Pro-
jektoren darstellen. Es ist z. B.

Pr =P Py =PPy (AT +A7) =P +P,,
P =P At =P, (P +P)AT =P + P,
Pl = PiAT = (P +P)PyAT =P + P/, .

Auf diese Weise lassen sich auch die anderen echten Projektoren aus nur zwei von
den drei Projektoren darstellen, so daf

Pl = PriPe =P AT =PiAY (2.26)
Prif,ZJr = PT,ZP:F = 7)7',€A_ = P:FA_ (2.27)
gilt. Hierdurch fallt in der Gleichung (2.25) wahlweise ein Projektor weg.

Der masselose, freie Propagator ggE ist sowohl im Farbraum, als auch im Fla-
vorraum diagonal,

GF]Z0 0 0 0 0
0[GF]70 0 0 0
0 0[GF]P0 0 0
F = g 2.28
% 0 0 0G0 o0 (2.28)
0 0 0 0[G§], 0
o 0o 0o o o0 [GF];
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Hierin ist

wf 0 (koiﬂzf) +v-k

[GO ]z - 9 ¥ 2
KP* = (o + uf)

der masselose, freie Diracpropagator. Der masselose, inverse, freie Propagator ist
demnach

(2.29)

[[G(ﬂ‘l}j 0 0 0 0 0

0 {[Ggi]’l}j 0 0 0

o 0 0 [[GéE - : 0 0 0
[ . . . [[GSE _l}z . . (2.30)

0 0 0 0 {[th]’l}: 0

0 0 0 0 0 [[Gﬂ’l}j
mit

[[th]’l}j — % (k;o i,ﬁ) — k. (2.31)

Zu beachten ist hierbei, daf nun das chemische Potential 1 im Diracpropagator und
dessen inversen Farb- und Flavorindizes besitzt. Dadurch wird p — u? . Dies be-
deutet nichts anderes, als daf nun jede Quarksorte ihr eigenes chemisches Potential
besitzt. Die Selbstenergie ist definiert durch

vt = oFgF ot
AT [GTIAE 0 0 0 0 0
0 AF[GF], A7 0 0 0 0
= 0 0 AF[GT]"AF 0 0 0 (2.32)
0 0 0 AT[GT]IAT 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Der inverse Quasiteilchenpropagator schreibt sich folgendermafen
[g:l:}*l _ [ggz:l—l . Ei _
HG%]*I}"T’?AT[GSZ]ZA% 0 0 o o o
o [[e§]7Y]"-aF[eF] st 0 0 0 0
0 0 “Goi]*l]“,A;[G(f]fAQi 0 0 0
0 0 o [[ed] '] -aF[eF] af o 0
g r
0 0 0 0 HG(:)E]il]:
0 0 0 0 0 [[Gg:]—l]b
=" o 0 0 0 o
-
o fe']" o 0 0 o
o o 7] 0 0 0
- ' e . (2.33)
0 0 o [ o 0
0 0 0 0 Gt 0
7],
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Daraus ergibt sich der Quasiteilchenpropagator,

B -1
gt ={lg5] " -} = (2.34)
{[[e3]7] -2 [ed]yat ) ° ° °
o{Hcoi]’l]r,Ag[cﬂ:A?i} 0 710 0 0
0 0{[[03]71];7 ¥[G[ﬂflAgz} 0 701 0
0 0 0{{[G§]_1]37A¥[G0¥]:'Af5} 0 0
0 0 0 0 [Gg:]: 0
0 0 0 0 0 [G(ﬂ
Gl 0 0 0 0 0
0 [G5Y 0o 0o 0 0
B 0 [GF]; 0 0 0
|l o 0o 0o G 0 o0 (2:35)
0 0 0 0 [GF], O
o o o 0 0 [GFY

Es gilt die Relation

GF 2+G* = gToEGy . (2.36)

Diese ldfst sich folgendermafsen herleiten. Zuerst multipliziert man die Matrizen aus.
Man erhélt

g9

0 0 0 [GF]Af[GH:

0 0 [GT]AFIGH]; 0

0 [GF]IAFIGE 0 0
[GF10ATIGH]E 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 [GF]“Af [GE]?

0

0 [GF]I AT [GE]
_ 0 [GF]“ AT [GE]Y 0

u
g9

SO O O O O oo o o o o
OO O O O O oo o o o o

OO O O O

d u
[GF], A7 [GF], 0 0
0 0 0
0 0 0

Man sieht, dafs fiir jedes von 0 verschiedene Element mit ¢ # j und f # g gilt

G3)] [ (5] = (67! (047 [0 (2.37)
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Die folgende Rechnung soll diese Beziehung beweisen,

2.1.3 Umschreiben der Zustandssumme mit Hilfe des voll-
standigen inversen Propagators

Der Interaktionsterm in der Gleichung (2.8) wird nun in einen Wechselwirkungsterm
und einen dazu hermitesch konjugierten Wechselwirkungsterm h.c. aufgespalten. Die
Quarkspinoren werden zum Teil in deren ladungskonjugierte, die mit einem Index
¢ versehen sind, umgewandelt,

Yo (x) = CYT (x) (2.38)
Yo (x) = T (z) C, (2.39)
¥ () = CP¢ (x) (2.40)
¥ () = ¢b(x) C (2.41)

Hierin ist C die ladungskonjugierende Matrix in Dirac-Darstellung, deren Definition
der Leser im Anhang A.3 auf der Seite 98 findet.

)F“¢( )¢ () TE (y)
) CTHCYE () ¥ (y) Ty (y) + hee.}

(z

{ve

{ve F“( _1)@g($)fﬁ(y)l“b”w(y)+h.c.}

{ fa? CTwc(I)iﬁ(y)sz(y)Jrh.c.}
{-ve )" € e (2) 6 () TYY (y) + hee. |
{ve

{ve

2) Dhe (2) 9 () T§ () + [vo () Ththe () § (o) T (9)] '}
) Thepe () ¥ (y) Ty (y)
- w* () () 0" () v (@) (T2) 0 (@)} (2.42)

b
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
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Mit 9t = 9o und wTC = 1o 14kt sich dies umformen zu

b (2 )m( ) ¥ () Ty (y)
= 5 (e (@) Tl () (1) TY0 (0)
+ 9 (1) 70 (T) 90% (1) de (8) 70 (T6) ove (@)} (243)
Jetzt ist aber
% (T%) 90 =70 (T7") 70 = 2% () %0 T = 4T, =Ty (2.44)
und
70 () 70 = =70 (#T7) 0 = =90 (") 90 T = —4*TT = T4 (2.45)

Mit den Gleichungen (2.44) und (2.45) 1t sich der Wechselwirkungsterm (2.43)
umwandeln zu

1/7( )T (2) 9 () Th o (y)
= {wc ) Do (2) ¥ (y) Ty (y) + 4 (y) Ty v (y) Yo () Thve ()} (2.46)
Das kann man mit Hilfe der Beziehungen

Jag (x,y) = [vel, () Ps () (2.47)
The W, 2) = [ag (2,9)]" = [ov @) [Yc (@) 0], (2.48)

umschreiben zu
¥ () Thap (2) ¥ (y) Th o ()
1 _ _
= =550 [0J" (v, 2) %004 T (2,9) T} + J (2,9) T30 " (y,2) %]

wobei a und S iiber alle Color-Flavor-Dirac-Spinorkomponenten laufen. Diese Glei-
chung wird nun um seinen Erwartungswert (J (z,y)) entwickelt. Hierbei entstehen
die Fluktuationen p (z,y) = J (x,y) — (J (x,y)). Terme zweiter und hdherer Ord-
nung in p werden vernachléssigt. Diese Nidherung bezeichnet man als Mean-Field-
Approximation,

U (@) T2 (@) 6 () T (o)
= — 25p {207 (5 20T

8
<
=
=
SN

+ 50 [JT (g, 2) = (T (y,2))] YT 4(T (, )Ty
+ 70 (" (y, 2))70T% [T (2, 9) — (J (2, y))] T}
+(J (2, )0 (T (y, 2))yol

Y)

+ [ (@,y) = (J (2,9)] Ty o (T (4> 2)20le
+(J (2, y) Ty [IT (y,2) — (I (g, 2)] wlh ) -
Multipliziert man nun die eckigen Klammern aus, dann erhélt man
b (2) Thep (2) ¥ () Ty (y)
> — 2 5p {3001 (y 20T ()T + 907 (3,2) 20TH T (2 )T
— 70" (y, )7L (T (2, y)) T + 70" (g 2)90l% T (2,9) T}
=250 (g, )75 (T (2, 9))Th + (T (2,9) 570 (T (y,2))70Th
+J (2,9) Tyro(JT (y,2))20l% — (T (@,9)) T 70T (y, 2))70l,
+ (I () Ty (g @) ylh — (J (2,9)) 50 (I (y,2)) 70Tk } -
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Faft man die zueinandergehérenden Terme zusammen, dann vereinfacht sich diese
Gleichung zu

1/7( )Th () 9 (y) Ty (y)
Sp{% (y, )yl (2, y))Ty — 270" (y, 2) Yol (J (2, )Ty
+ (J (@) (g, 2))0lh — 2 (2,y) Ty vo(JT (y, 2))volh } .

Durch die Umformung des biquadratischen Wechselwirkungsterms in der Zustands-
summe zu einem bilinearen Term multipliziert mit einem Fermion-Fermion-Konden-
sat, 1aft sich die grofskanonische Zustandssumme der farbsupraleitenden Quarkma-
terie in der Mean-Field-Approximation bis auf irrelevante Konstanten folgenderma-
fen schreiben

— exp / S™8p (7T (5, 2)70T 8T (2, 9)T

Yoab

+ (J (2, y)) D0 (y, 2))70T%] Doy (2,)}

x / DIDY exp {T [5,4]}, (2.49)
mit

1.0 = [ {#@16] v

+ 3 [ @8 @0 +EWE re)ve@] | (250)

und den Gapgleichungen

" (x,y) —gQZch )Y ()T Dy (2,y), (2.51)

fgzrb (@)TED (2,y) = 70 [@F (2,9)] T 70 (2.52)

Es ist zweckméfig, eine kompaktere Schreibweise einzufiihren. Wie man gleich
sehen wird, 14/t sich die groffkanonische Zustandssumme mit Hilfe des vollsténdigen,
inversen Propagators ausdriicken. Dadurch verkiirzt sich der Ausdruck fiir den zwei-
ten Faktor in der Zustandssumme, das ist das Integral I [1/7, 7,/1]. Man schreibt diese
Gleichung in eine Matrixform mit den dazugehérigen Nambu-Gorkov-Quarkspino-
ren ¥ und ¥ um, in denen die Quarkspinoren und deren ladungskonjugierte zusam-
mengefafit sind. Die Matrix, die bei dieser Transformation entsteht, ist genau der
schon erwdhnte vollsténdige, inverse Propagator. Die fiir die Umformung nétigen
Formeln lauten

b (2) [63] 7 (@) v (v) = do () [G5 ] (g 2) o () (2.53)
U= (¢,9c) , (2.54)
U= ch) , (2.55)

(
51 ([%*];1 [g;I—)]‘1> , (2.56)
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Die Relation (2.53) beweist man folgendermafien

(@) (6]

¥é (x) C Gy } :cycwcu
= — ¢ (2) C[iv"8) + Mo — MW (z — y) O 0L (y)
= — ¢ (@) [iCH"C78, + M CyoC™ " — M] 6™ (z — ) DE (y)
= =0k (@) [~ 1 (") 9 = Mo — M| 6D (& — ) BE (1)

= Je W) {[-16"7 8~ Mo~ M| 6D (g~ )} e (@)
= Yo (y) [0, — Mo — M| 5@ (y — z) e (w)
W) [G5] " w.2)ve (). (2.57)

Hierin sind M = diag (,uﬂ, ud, Mg ,ucgl, My s ,ug) die Color-Flavor-Matrix der chemi-

schen Potentiale und M = diag (m}f, md N m‘gi, my, m‘g) die Quarkmassenmatrix.

Die Gleichung (2.50) 14£t sich nun mit Hilfe des vollstdndigen, inversen Diracpro-
pagators S~! umschreiben zu

I[9,v] = %/M\I/(x)sl (z,9) ¥ (y). (2.58)

<P (W (y)>

£l

P

Abbildung 2.2: Quark-Quark-Kondensat in Mean-Field-Approximation.
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2.1.4 Die Fouriertransformation des zweiten Faktors der Zu-
standssumme

Fouriertransformationen sind nétig, um Orts- in Impulsabhéngigkeiten umzuwan-
deln. Dies sind die Fouriertransformationen der Quarkspinoren,

_ L e—ikux“
wwfﬁg ¥ (k) (2.59)
7y — L eikux” 7
1 o
Yo (z) = W%:@ Fure (k) (2.61)

Yo (z) = % zk:eiw”zzc (k) . (2.62)

Der fouriertransformierte vollstéindige inverse Propagator lautet aufgrund von
Translationsinvarianz

S~ (z,y) Vze—“w(x“—y”s (k). (2.63)

Mit diesen Gleichungen ist man nun imstande, das Integral in der Zustandssum-
me fourierzutransformieren. Dabei muf man aber beachten, das sich das Integra-
tionsmak #ndert. Um diese Anderung zu berechnen, bendtigt man zunichst die
Beziehung zwischen den fouriertransformierten Quarkspinoren und deren ladungs-
konjugierten,

Yo (k) = CPT (=k)
Yo (k) = 9" (k) C,
¢ (—k) = CpE (k) ,
P (—k) = v (k) C. (2.64)

Das Integrationsmafs lautet

DYDY = [ dv (k) dy (k)
k

[T a9 (k) dob () o (k) dup ()

(k,—k)

=N ] a0 k) dve (k) dv (k) dic (k). (2.65)
(k,—Fk)

Hierbei ist N eine irrelevante Konstante, die von der ladungskonjugierten Transfor-
mation herriihrt.
Jetzt 148t sich die Gleichung (2.58) fouriertransformieren,

ikpxt j—ipuyt j—iqu (" —y")
1[0, ZVQZ/ (q) U (p) T e=Pu¥ =" .
Nun werden die Integrationen iiber x und y voneinander getrennt,

I, ¥] =55 Z/ e ”“‘W“/ " " (k) S (g) U (p) -

k,p,q”* 4
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Jetzt kann man die Integrationen {iber die Exponentialfunktionen durch Kronecker-
symbole ersetzen,
_ T V.oV (= 1
I[9,9] = 5777 ?5,6,@5;73\1/(1{:)5 (@) ¥ (p) .
k,p,q

Die Summen iiber p und ¢ brechen zusammen,

1w, v] = Y Wk 5 (k)q/(k). (2.66)
(k,—F)

Dadurch ist der zweite Faktor der Zustandssumme (2.49) bis auf irrelevante Kon-
stanten gegeben durch

-1

[Pivses (du]} = det (ST) =\ faet <T) (2.67)

2.1.5 Der vollstindige Propagator

Der vollstdndige Propagator ist natiirlich das Inverse des inversen vollstdndigen
Propagators, der durch Gleichung (2.56) definiert ist. Der vollstdndige Propagator
S ist demnach gegeben durch

N Gt —Gg® G~
S=(s 1<g0—c1>+g+ "o > (2.68)

Durch die Berechnung von S~1S = 1 14kt sich das Ergebnis beweisen,

g1 e < G* —m-g-)
ot [g]7 )\ -G ergt G

O I N A () L e
TGt —[Gy] Gy @tgt —oTGre G+ (G| G-

- ({[go*]l — o gy et} gt 0 )

) 0 {[G5]" ~argfe-}o-

(N )G

2.1.6 Die Fouriertransformation des ersten Faktors der Zu-
standssumme

Als néchstes wird der erste Faktor in der grofskanonischen Zustandssumme (2.49),
das ist

exp {gz / > 8 [T (y, )T 4 (T (, )T}

Y oa,b

+ (J (‘% ilJ)>FbV’)/O<‘]Jr (y7 $)>’}/0fg] szll)/ (I, y)} ) (269)
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mit Hilfe der Gleichungen (2.47), (2.48), (2.54) und (2.55) umgeschrieben zu

exp{ & / 7 Sp (W1 () o (@)1 (W2 (2) 1 ()T}

Y ab
+ (W (2) U1 (9))T5 (1 (y) Uo (2))T4] Dp (2,9)} - (2.70)

Um dies durch die Elemente des vollstdndigen Propagators auszudriicken und fou-
rierzutransformieren, benutzt man die Relationen

(Ve () B () = 35 3 €0 (0 (1) By (1) e.11)
k

(Wo (k) Vg (K)) = = TSap (k) (2.72)

(Vo (2) B (1)) = — 1 e " V805 () = ~Sus (a,9) . (2.73)
k

Die Beziehung (2.72) wird im Anhang B von [1] bewiesen. Desweiteren benétigt
man den fouriertransformierten Gluonpropagator,

a T —1i zh — a
Du?/ (I’,y) - V Z@ ! yM)D;uli (k)

T G0 —ikp (zh —y*
- V A2 Ze u y")

V(sab
S 9“A2 5 (2" —yh) | (2.74)

Dies ist der Gluonpropagator bei Kontaktwechselwirkung. Fiir die Herleitung ist
die Gleichung (1.82), kg = 0 und ein konstantes A = |k| benutzt worden. Dadurch
erhélt man

exp 73 Z / Z Sp [812 (k) ].:‘5821 (p) FZ
4 V kp,g” %Y ab
+ 821 (p) FbVSlQ (k’) fg] ng (q) e—i(—ku-l-p”—i-qu)(a;“—y“)} .

Nun werden die Integrationen iiber x und y voneinander getrennt,

QQTBZ kutpatanet [ ik "
< 71 PuTq, - —Pp—Aqu)y
P79 s /g; o /ye T

X Z Sp [S12 (k) T4S21 (p) Ty ] DZZL (@) ¢ - (2.75)

In diesem Ausdruck kann man die Integrationen iiber die Exponentialfunktion durch
Kroneckersymbole ersetzen,

Vs Vi@
eXp 3V3ZZT ok—p Og,k—p
k,p,q ab
X Sp [812( )Fg821( ) ]Dab( )} (276)

pv

Dadurch bricht die Summe iiber ¢ zusammen und man erhélt

exp Z Sp 512 ) T4 821 (p) FZ] ng (k—p) ¢ (2.77)
k,p a,b
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Die groftkanonische Zustandssumme der Farbsupraleitung, also Gleichung (2.49),
1a#t sich nun bis auf irrelevante Konstanten schreiben als

Z = ‘% % 22 Sp 512 ) T#Ss1 (p) FZ] DZ?/ (k—p)
X dgt (ST_I) . (2.78)
[G.] () [G] (K
[®] (p) [®]7 (k)

Abbildung 2.3: Feynmandiagramm des Wechselwirkungsterms im Exponenten der
Gleichung (2.78)

2.1.7 Vereinfachen der Determinante

Zunichst wird die Determinante in der Zustandssumme (2.78) ermittelt. Um die
Determinante zu errechnen, ist es vorteilhaft, den Ausdruck erst einmal zu verein-
fachen. Der vollstindige inverse Propagator S~! wird nach dem GauRschen Elimi-
nationsverfahren umgeformt. Dieses Verfahren ist auch unter dem Namen Einset-
zungsverfahren oder Gaufischer Algorithmus bekannt, mit dem man lineare Glei-
chungssysteme 16sen kann. Der vollstéandige inverse Propagator S~ wird dadurch
auf Zeilenstufenform gebracht und damit triagonalisiert. Die Determinante dndert
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sich bei dieser Transformation nicht,

3
= T T
T T
G+,1'u B
H“l Lo 0 0 0o 0o o o 20 0
_17d
[154] ]ro 0O 0 0 0 0 22 0 0 0
T iu T
[l53]”"] A7
0 0—%=20 0 0 2 0 0 0 0
a1’ _
0 0 o“‘)i]go 0O %% 0 0 0 0 0
+1-1]*
0000“0;}170 0O 0 0 0 0
_17d
[lo:]"]
gl 000 0 05— 0 0 0 0 o0
k AT [[G;]’l]”
0 0 20 o220 0o 0 0 o0
AF HGE]AT
0 0 2 o0 o0 0 0240 0 0 0
A [[Go*]fl}(
0 % 0 0 0 0 0 0—7=20 0 0
—174d
o
2 0 0 0 0 0 0 0 o[[“;]go 0
[lea1"];
o 0 0o 0 0 o0 o0 o0 oL Lo
_17d
[lea] ],
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -

Nun wird die Matrix zu einer unteren Dreiecksmatrix triagonalisiert. Eine der ins-
gesamt vier Umformungen soll anhand von Zeile 3 und 8 n#her erldutert werden.

Ay . R .
Das =% wird nach dem Einsetzungsverfahren der Gaufelimination zu einer 0 durch

_1-114
AT? -A; [Gy ]i M Dieselbe Umformung muf nun auch fiir alle anderen Ele-
mente der 3. Zeile vorgenommen werden. Weil es in dieser Matrix viele Nullelemente

[l

gibt, muk diese Umformung nur noch fiir ———% durchgefiihrt werden. Dieses ver-

Gt -1 Gt -1
dndert sich deswegen zu M — A [Gﬂf AT; = M Nach den iibrigen

Zeilenumformungen erhélt man folgende Matrix, aus der noch die Determinante zu
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bestimmen ist,

8_1
det (T)

[
o Llo 0o 0o 0o 0o 0o 0 0 0 0 0

T
—174d
[le*] 7],
o~ d0 0o 0 0o 0 0o 0 0 0 o0
[ls*]7],
0 0—2220 0 0 0 0 0 0 0 0
_17d
[le]™];
0 05230 0 0 0 0 0 0 0
e8] ]
0 0 o0 o Lo 0o 0o 0o 0 0 o0
[lea1"];
o 0o o o ol Lo 0o 0o 0 0 o0
:det _1—17u
k Al [[ea] ],
0 0 2L 0 o 0 0 0 0 0
17d
AF HGETL
0 0 42 0 0 0 (])*1}”0 0 0
o
0 2 0 0o 0 0o 0o o2 o0 o0
a-171¢
%00000000“0;]000
[lea] 7],
0 0 0 0 0 0 0 0o o ol g

d

0

ooooooooooo@

Diese ist aber nun leicht zu ermitteln, denn sie ist das Produkt aus den Elementen
in der Hauptdiagonalen. Aber es ist hieraus nochmals die Determinante iiber die
Diracpropagatoren zu nehmen.

Mit der Regel det (AB) = det (A) det (B) konnte man nun auch die Determi-
nante eines jeden Diracpropagators dividiert durch 7" auf der Hauptdiagonalen be-
stimmen und diese dann miteinander multiplizieren, um die Determinante iiber das
Produkt aller Diracpropagatoren dividiert durch 7" zu errechnen. Das bedeutet aber
auch, dafs die Reihenfolge der Multiplikation der Diracpropagatoren dividiert durch
T in der Hauptdiagonalen keine Rolle spielt, denn det (AB) = det (A) det (B) =
det (B) det (A). Ich darf mit Hilfe dieser Determinantenregel schreiben, daf

N e 617 i1’
d,gt(ST ):,H 00 o { LTQ[ J;

g9

[ I (oo

x H [T det P : (2.79)

ist. Um die Determinante (2.79) zu berechnen, bendtigt man mit ¢ # j und f # g
-1 -1
a1, [[617]

= [les17]] [le1™)’ - (617 @) (es) [ s

ij

f g

J

Es gilt die Beziehung

(6517 @122 =121 [1ea1 7] (281)

(2
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die nun mit der Relation [P¢ (k)]" = P¢ (k) bewiesen wird,

Verwendet man die Beziehung (2.81) in der Gleichung (2.80), dann ergibt sich

" pe (k) . (2.82)

Wenn man den ersten Term dieser Gleichung ausmultipliziert, dann erhdlt man

a1 ™) [les1 ™)’
[ (kO*#Z) ’Y'k} (Y0 (ko + 1) —~ - K]
:k/’g-i-ko,uj k’om—szﬂi—(ko—ﬂf)%’)"k-f—(k0+M§)70’Y'k—|k|2

= k¢ —|k? +ko(uJ u{) u{u§’+(uf+u§)%7-k

f 2
My — 15 1 2
= (ko— = ) — kP = (0] u) (0 )0k (289)
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Dies kann man auch mit Hilfe der Energieprojektoren ausdriicken,

2
1y — g
= |(ko- 2]) —* = 7 (if +08) | [AT (1) + A (10)]
- (nf 4 ) Ik [T (00) = A (1))
_ ! 9\ 2 f 9\ ?
pi — 1 i + 1
= (k;o 5 J) <|k| 5 J) At (k)
i ! 9\ 2 f 9\ ?
My — M My + _
+ (k?o 5 j) <|k| B ]> A~ (k)
i ! 9\ 2 f 9\ ?
My — M My
- (ko 5 J) <|k| 5 ]> [P () + P/ (k)]
i ! 9\ 2 f 9\ ?
My — M My _ _
+ (ko 5 j) <|k|Jr 9 ]> [Pr (k) + P, (k)]
] ! 9\ 2 ! 9\ 2
My — 15 My e
:Z <k0 5 J) <|k|e 5 J) Pe (k) . (2.84)

Mit der Definition

6 (1, 8) = \ (K — e)” + o[ (2.85)

ist

f 9\ 2 f g 2
Hi — 1 e [ Hi +H (& €
= <k0 - 5 J) - [Ek ( 5 ., [¢c]{]g>‘| Pe (k). (2.86)

Hiermit wire das Argument der ersten Determinante in der Gleichung (2.79) in
Projektorschreibweise umgeformt. Das gleiche wird nun auch mit dem zweiten De-
terminantenargument durchgefiihrt,

(6517 1]
=[70(ko—uz) H%(koﬂ%)—v-k}
=K - (u{) *(ko 1 )’VO‘Y k+(ko+uz)’70’7'k*|k|2

2
2
= ki — k| - (uf) +2pf 07y - k.

Nun kann man die letzte Gleichung wieder mit Hilfe der Energieprojektoren aus-
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driicken,

[fe5)” ] I

= [ (o

- (|k| i)
- 'k(%— (1 uf)]
o[ ()

> k- (-

c,e
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0,

o)
)1 (AT + A7) +2uf k| (AT — A7)
Jar oo+ 1 - (4u) | 400
[P (k) + P/ (k)]

P (k) + P, (k)]

enl)'| P a0

2
=y {k% = | (u.0)] }7)5 (k) . (2.87)
Die Determinante (2.79) schreibt sich dann als
-1
det (S—)
k
foug 2 uf B 2 e
o (D) () e
= 11 at T2
hj=r f,g=u
i#j  f#g
2
2 e f e
o Z{ko ek (].0)] }PC (k)
X Hbe det = (2.88)

2.2 Die logarithmierte Zustandssumme

Fiir die Berechnung der Zustandsgleichung benétigt man den natiirlichen Logarith-
mus der Zustandssumme. In den folgenden Abschnitten wird die Gleichung (2.78)
logarithmiert.
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2.2.1 Der Logarithmus des zweiten Faktors der Zustands-
sumime

Zunichst wird der Teil der logarithmierten Zustandssumme mit der Determinante
vereinfacht. Es gilt

(2.89)

+
N =
Me
M=~

i

=}
(oW
&

N~

[\V]

Die letzte Gleichung kann man aber nochmals umschreiben, weil P¢ (k) diagonali-
sierbar ist. Man verwendet hierfiir folgende Beziehung

In [det A] = Sp[In 4] . (2.90)

Hierbei muf die Matrix A diagonalisierbar sein. Man benétigt dazu die orthogonale
Transformationsmatrix S,

385 : SAS™! =diag\; . (2.91)
Dadurch ist
In [det A] =1In [det (SAS™")] =In J[ A =D I =Sp[lnAj]. (2.92)
i=1 =1

Der Logarithmus l&ft sich in eine Reihe entwickeln,

In(l+z)= i % " (2.93)

n=1
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Deswegen gilt

Sp[ln A] = Sp Z ~—

-y (_17:7 Sp [(A—1)" 5715]
=Y (_1n S [S(A-1)" 5]

3

] (2.94)

Mit den Ergebnissen (2.92) und (2.94) ist die Relation (2.90) bewiesen. Dadurch
wird die Gleichung (2.89) zu

[ () e
Z: zk:Sp In | =< T2
oy S {8 [ (uf0)] e 0
2o s e

4
Da die Argumente in den Logarithmen der Gleichung (2.95) die Form Z a;P; besit-
i=1
zen, benutzt man fiir die nachfolgende Berechnung diese kompaktere Schreibweise,

4 4
4S>Rl lln <Z aﬂ%)] = 48}1 [ln <G1P1 + Z aﬂ%)] . (296)

1=1 i=2
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Nun wird dies umgewandelt zu

r 4 4
Sp |1 1- f iPi
431 n(al{ ;P}+;a?>]
r 4
= Sp |In <a1 + Z(ai —al)’Pi>

4x4

= Sp :ln <a1 {1+ Zz (Z—l - 1> 7’})]

Sp [In(a1)] + Sp

4x4 4x4

(2.97)

Il
W~
=
=
=
SN~—
+
2]
go]

x4 T i=2
41n(a)+§:£24:<ﬂ1)n8 [Pi] (2.98)
B ! fopn n iZo a1 431 o '

wobei die zweite Zeile wegen der Projektoreigenschaft der P; folgt. Schreibt man
die Spur iiber die Projektoren wieder in der urspriinglichen Form, dann ist

4x4 4x4 4x4

Sp [P,] = Sp [P = Sp E (1+cvs) (1 +ev - R)]
1

= Sp |5 (1 +evoy -k + eys + cersro - k)} =1. (2.99)
X

Vereinfacht man den Ausdruck (2.98) weiter, dann erhélt man

) + 3 30 U (20

i=2n=1
4
1n(a‘11) + Zln {1+ <Z—j 1)]
i=2

i [ai]l (ZT)] =ln<1£[ai>

i=1

4 4
Zln (a;) = Sp [m (Z aﬂ%)] . (2.100)

i=1 4x4 i=1
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Wendet man dieses Resultat auf Gleichung (2.95) an, dann ergibt das

e ()
+%§:§:ZZ1H s [kT(Q ) . (2.101)

2.2.2 Der Logarithmus des ersten Faktors der Zustandssum-
me in Projektorschreibweise

Logarithmiert man den ersten Faktor der Gleichung (2.78), dann erhilt man

In2; = % > " Sp [S1a (k) ThSa (p) Ty ] Dt (k — p) - (2.102)

k,p a,b

<IN

Die beiden Elemente des vollstdndigen Propagators sehen unter Verwendung der
Relation (2.36) folgendermafen aus

Si2=-G® G =-Gd Gy =

0 0 0 —[GH]rAT [Gg}g 0 0
0 0 —[GH A [Gg]l 0 0 0
U A — _1d
0 —[GT];As [Gg], 0 0 0 0] (2.103)
—[GTEAT [GR]Y o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
bzw.
So1 =G, @TGT =
_1u d
0 0 do —[GQ]TA{F [GH]; 0 0
0 0 —[Gyl ATIGT]; o 0 0
_qu d
0 —[Gol, AT G, 0 0 0 01 . (2.104)
[Ga]0 AT (G 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Nun fithrt man die Summe iiber a,b =1,...,8 und die darin enthaltene Spur iiber

den Color- und Flavorraum aus. Die Generatoren der SU(3) miissen daher von 3 x 3-
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Matrizen auf 6 x 6-Matrizen, die diagonal im Flavorraum sind, erweitert werden.

S Y Do)

kyp 4,j=1 fg=u
i#j f#g

<so{ 5 (161 0 (#7157 W) 1651 0927 (6512 0 [0 0 (61 1))

ij ij

2
ma:f%

<IS

(167 @ ) 1) (652 (2 (651 ) (212 ) [67)) ) 7”)} .

(2.105)
Hierin ist
wafm:f%; (2.106)
In der Gleichung (2.105) verwendet man nun die Beziehungen
@r}ﬁ(m[GJE(m::[Ggﬁ(k)“¢+ﬂfykk), (2.107)
G5 1¢ ) [24]% () = 20 [@4]% ()0 [G5 )¢ (0) . (2.108)
die sich analog zur Gleichung (2.81) herleiten lassen,
mz - L1 zg: zd:D (k —p)
L 2 Vkp Lj=r f,g=u . g
Ui f#g
x Sp {% ([G*]f (k) [G ]9 (k) “@ﬂfj’r (k) 7"
wm@ﬂﬁwwdaﬂﬁmkﬁﬁwwﬁ
A (CRHCY I HE [CR IR
x50 [@41% 1) [G5 17 ) [61]] () 7) } - (2.109)

Dies wird nun in Projektorschreibweise umgeformt. Dafiir leitet man zunéchst den
vollstandigen Diracpropagator in Projektorschreibweise her.

Aus der Gleichung (2.86) folgert man, dafs

[GH]I (k)= Pe (k) “Gg]*}jw)(21un

,uf 7,u4g 2 Mf Jﬁuy fg 2
c,e B THy _ | e i THy
ko 2 €x 2 a[ g]ij

ist und setzt dies in die vorhergehende Gleichung ein. Man nutzt dann die Bezie-
hungen Yoo = 1 und %P7 (k) = P¢ (k)0 aus. Es kiirzen sich dabei sdmtliche
Diracpropagatoren weg. Die Projektoren mit gleichen Argumenten und Indizes las-
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sen sich dann noch zusammenfassen. Das Resultat sieht folgendermafen aus:

¢ T SRS
le:*?VZZ Z Duu(kfp)

kp ij=7 fg=u

1#j  f#g
e1fg e
1 [loc12? ] () P (k)
X Sp 52 0 NE [ [ ated i syt
o) ()
n9f /
es] )P ()
XZ N 2 - ; 57"
c e’ l“‘f*“; e’ “;J,JFMJ er19f
7 (e t) = [ ()

1 [9eIf7] () Pe (k) .
762 g f 2 [ 94 f 27
7 (o ) [ (o )

19f e
2] WP ()
x> It 57" ¢ . (2.111)

A I+nf
e <p0%) {eg <u w [d)e}fg)]

Diesen Ausdruck kann man vereinfachen, indem man die Beziehungen P.y* =
Y*P_. und [qﬂfg [qﬂgf benutzt,

1n21:7%§ PO Z

[[fzﬁﬁ]fjgr (k) [¢>§'} fjg (p) Sp [PcAe (k) 7*A~ (p) ’y”} Dy (k —p)

6{(@—“3’;“{)2— ef;<—“5ﬁ“{,[¢i]{f>r {(Z’o—u?;“{>2—{;<“ ol [#]” )]2}

Nun wird die Diracspur berechnet. Mit der Gleichung (2.106) ergibt sich

$p [PeA” () 1*A (9) "] Dy (k — 1)
= {50 [P (194 o)
+8p [PAC () 7'A (p)7] } - (2.112)
Durch Ausmultiplizieren der folgenden Projektoren erhélt man
PA° (k) A* (p)
= é(1ie’%v-f>+6707-1§$e€"7-1;-7-f>

+ s £ ce/ys707 - P + cevsyoy K T ceeysy k- f)) . (2.113)
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Mit der Beziehung
—y-k-y-p = —77k'p
= —5 (Tt + ) B
=k-p- % [V A7) k'
berechnet man nun die Spur aus dem Produkt dieser Projektoren,

_ l1+ec’k-p

Sp [PeA” (k) A (p)] ;

Hiermit wére die erste Spur gelost. Nun zur Berechnung der zweiten,
Sp [PeA” (K)7'A™ (p) 7]
= . _ o
= Sp |5 PA" (k) (v = €707 - P) 7}
:1

=Sp iPCAe (k) (Pyi+e”yo’yi’yjﬁj)'yi} .

Mit der Relation (A.12) schreibt man dies um zu

' | . .
Sp chAe (k) (v + €'y {=7"7" = 205} ) ﬂ

1 o i o
= Sp {57’5/\6 (k) (v = oy - B'Y - 2@’7051-]-2037’)] :

Summiert man tiber alle 7, dann erh&lt man
Sp [PCAe (k) (fSA_el (p) — ' voy - f))}
- 3 [PCAe (k) A= (p)}
— Sp [PeA” (k) €"y0 - D] -

39

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

Die erste dieser beiden Spuren ist schon durch die Gleichung (2.115) ermittelt wor-

den. Die zweite Spur berechnet man mit der Beziehung (2.114) zu

Sp [PA° (k) €'v0y - ]

1 R .
=5Sp | (1+cys) (1 + eyoy - k) e Yo - p]

5 ) o A
= Sp Z(1+670’7-k+cv5+ce75707-k)6707-p

1 / N / % N 1 N 1 2 ~
= Sp Z(e’yo'rpfee'rk~7~p+067570'y~pfcee’ys'y~k~'y~p
= e’k p.

Dadurch ergibt sich

. P i 3—ee’k-p
Sp [PeA® () 7'A (p) 7] = - ——L.

Somit ist die Diracspur gegeben durch

2

Sp [Pe (1) 1A ()" ] Dy (k= p) = = =5

)

(2.119)
(2.120)

(2.121)
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Deswegen ist die logarithmierte Zustandssumme

InZ = AQVZZ >y

k.,p i,j=r f,g=u c,e,e’
iy f#g

] -

2.2.3 Die Gapgleichung

Die Gapgleichung in Mean-Field-Approximation wurde bereits durch die Formel
(2.51) definiert. Man benétigt sie, um konkrete Werte fiir die [¢g]{jg zu erhalten.
Dazu muf die Gapgleichung zunéchst fouriertransformiert werden.

2.2.4 Die Fouriertransformation der Gapgleichung

Mit den Relationen (2.73), (2.74), i # j und f # g ermittelt man

(I) (;Cy ZF g() )ng( ) Dzl;( )
k,p a,b
« e (@ —y") o—ipu(a¥—y*) (2.123)

Wegen translationaler Invarianz gilt
Ot (z,y) =0T (z —y) =0 (2). (2.124)

Mit der Fouriertransformation des Gaps,

ot (g) = / e BT (2) (2.125)
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erhalt man
T - m
= —2 ZZ/el(qu_ku_Pu)Z
kp ab v*

x ThGy (k)" (k) G* (k) T} Dy, (p)

=9 VQZZT(SZ(:Z k

k,p a,b
Xf“go_( ) +( )G* (k) Ty Dy, (p)
— —ZZF“% () G* (K) YD (g — k)
-y —Zzwsm YTDEL (g — k). (2.126)

[®] (k)

[6'], [G.] K

Abbildung 2.4: Die rechte Seite der Gapgleichung als Feynmandiagramm.

2.2.5 Die Color-Flavor-Dirac-Struktur der Gapgleichung

Zuerst fithrt man die Summe iiber a und b aus. Fiir den Gap ergibt sich dann

#115 = 5 3 |36l 0 o1 671w
+ g (631! W @] 6715 07| D - )

Z { _’Y ’70 } Yo [G ]f( )[Gﬂf(k)'y”

+ 6’7”’70 [‘I’ﬂijg o [G(ﬂ (k) [G+] (k)" ] Duv (g — k) - (2.127)
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In dieser Gleichung soll spéter die Diracspur ausgefiihrt werden. Zuvor wird sie
deswegen in Projektorschreibweise umgeformt,

T [62)12 (k)
LAPEE DN ,

{2 - [ ()]

s (011 (k)
wf —p? 2 pd +p fg ?
(o) s ()
X A#P=E () 7" Dy (g — ) (2.128)
Um die Gaps [<Z)2]ijg aus
(@107 =" [0 ()P (@) (2.129)

c,e

zu erhalten, fithrt man folgende Umformung durch

> 16819 () PE (@) PE (a)

= 16919 (@) be.rbe. PE (q)
< |
= {qﬁ?}; (@) Pe (a) - (2.130)

Benutzt man dies in der vorhergehenden Gleichung, dann ergibt das




2.2. DIE LOGARITHMIERTE ZUSTANDSSUMME 43

Umbenennungen fithren dazu, dafs man

(6119 (k) PE (k)

Na»>

- 2
f g
p ce By =1
2{(]70— ]2 ) -
f g 2
e 1 fg
- 61€:>< P J_’[d)z/}ij)]

x P (k) P-4 (P) Y Dy (k — p) (2.132)

erhélt. Die Summe iiber ¢’ bricht zusammen, wenn man die beiden Chiralititspro-
jektoren unter Verwendung von P.y* = v*P_. miteinander multipliziert,

(27 (k ZZ

) —p? ?
2 (pO_ 12 l) -

A I s 2
of (- 522) - [ (o)

x Sp [PCAe (k) y*A~ (p) v”} D, (k—p) . (2.133)

Mit der Losung der Diracspur (2.121) erhéilt man die Gapgleichung
159
[(bi L ()
fu\? fnd 2
o (- t2) - s (o))}

o] w)

+
[l -Js (27 )]

Wie man sieht, sind die Gaps fiir die Quasiteilchen genau so grofs wie die fiir die
Quasiantiteilchen, da die rechte Seite der Gapgleichung (2.134) unabhéngig von e
ist. Aufierdem ist der Gap unabhéngig von k, weil die rechte Seite auch nicht mehr
von k abhingt.

ww<=—%§zz

(2.134)

2.2.6 Summation iiber die Matsubara-Frequenzen

In diesem Abschnitt werden die logarithmierte Zustandssumme und die Gapglei-
chung weiter ausgewertet, indem man in die Resultate (2.122) und (2.134) die fer-
mionischen Matsubara-Frequenzen w,, bzw. w,, einsetzt. Danach wird iiber alle m
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bzw. n summiert, indem man

ki
ng k() = %dko tanh (%) g (k()) (2135)

benutzt, worin

g (ko) = r (2.136)

2
T2x2 — (k’o + %")

ist. op steht fiir die Differenz zweier quarkchemischer Potentiale fiir Quarks mit
unterschiedlicher Farbe und Flavor. Man integriert iiber die fermionischen Pole auf
der imagindren Achse. Nun deformiert man die Integrationskonturen entsprechend
Abbildung 2.5.

T (ko) = — dkog (ki —t h
Zg 0) i P 09 (ko) 7 tan (2T>
1 —i00—€ 1 kO
— dkog (k —t h 2.137
+ i S i 09 (ko) 5 tan (QT) ( )
Ersetzt man nun im zweiten Summand ko durch —ky, dann ermittelt man
1 +i00+€ 1 k()
T ko) = — dkog (k —t h
200) =g f ., oo lho)gtan (2T>
1 +i00+€ 1 k()
— — h
T ot Py, Aho0(Tho) g tan <2T>
1 [hieote T 1 k
= — dkg > — tanh (—O)
270 J ioore [T+ (ko+ 2 )] [Tz—(ko+2)] 2 2T

1 [Tieote T 1
+ — dk —tanh [ — | .(2.138
i b Sy 2 (o) 2199

Im g(k,)
5nT

3T

il

£le Re g(k,)
—TT

—3mT

—5nT

Abbildung 2.5: Integration iiber die fermionischen Pole auf der imaginéren Achse.
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Durch die Abbildung 2.6 erhidlt man nun fiir das Kurvenintegral mit Hilfe des

I

I

n g(k,)
5nT

3T

T |

€ K, Re g(k,)
—1mr4

—3nT{

—5nT ¢

Abbildung 2.6: Anwendung des Residuensatzes

Residuensatzes fiir Pole erster Ordnung

— $0() =3 lim [9(2) (= — )] = Y Resg (2 (2.139)

211 z=2z;

Es ergeben sich insgesamt vier Pole bzw. Residuen. Zu beachten ist hierbei noch,
daf das Kurvenintegral im Uhrzeigersinn geschlossen wird. Deswegen miissen al-
le Residuen noch mit einem Minuszeichen versehen werden. Desweiteren wird die
Punktsymmetrie zum Ursprung der Tangenshyperbolicusfunktion ausgenutzt. Au-
ferdem miissen in jedem Residuum eine Heavisidefunktion 6 auftreten, die dafiir
sorgt, dafs der Pol innerhalb des Kurvenintegrals liegt.

Als Resultat ergibt sich

op I

ng(ko) = ﬁ ltanh <x+2ﬁ> + tanh <%T2T>] . (2.140)

Fiir den dritten Summand in der Gleichung (2.122) ergibt sich nach Einsetzen
der fermionischen Matsubarafrequenzen

wn = (2n+ 1) 7T = ik (2.141)

—elec (:“zf’ 0)

b
IHZBZ%ZZ Zln —(2n+1)2ﬂ'2— T

2

1 [ex(n!.0)/T)? da2
S

1 - x2+(2n+1)27r2]

+ %m —1-(2n+ 1)27r2}} . (2.142)
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Nach der Summation iiber alle n durch die Relation (2.140) mit du/2 = 0,
z
1 - 2np (2) = tanh (5) , (2.143)
und der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion

np (z) = ) (2.144)

ist der dritte Summand bis auf irrelevante Konstanten

1 b d 5 ul,O /T 51 1
In 25 = QZfZZ/ da (__em)
b e( Z.,O) ¢ (uf
:ZZZZ G \fi7) ST +In 1+€_—k(‘T 0)]
i=bf=u k ce

& (1]0)
l+e — 7 . (2.145)

+oo 3k b d €k ,qu,O
T s (R,

Den ersten Term in dieser Gleichung kann man umschreiben,

e (w],0) Ikl —en
ze: 2T =2 2T

€

_ Z le (|k| euz> w +0 (eug‘ - |k|) % (2.146)
Weil [k| > 0 ist, ergibt sich
= B o () o (1)
B Ty (g ) 0 (~ -+
g (i) o (—d i)+ o (- uf]) . e

Summiert man nun die Logarithmen in der Gleichung (2.145) {iber e, dann erhélt
man

P
|\k\7eui

l4+e” T 1

Zln
¢ .
= ln<1+6_¥)9(|k|#{)+ln<l+e %)H(Mz’flkl)

Ilaf f _—uf -k f
tin(1+e ) o (K pf )+ (14 e )0 (=l — i) . (2148)
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Mit den Relationen

wf x| wf x| uf x|
ln(l—i—e_ T ):ln[e_ T (e T —1—1)]

k| — uf | —n]
= HTM +1n (1 e T ) : (2.149)
—nd — x| —nf =k —uf =1k
1n(1—|—e_ T ) =1In [e_ T (e T —1—1)]
k f el +f
- H% +ln <1 fe T > : (2.150)

a8t sich die vorhergehende Gleichung umschreiben zu

et
|1kl —enf

1+e” T ]

Zln
- 1n(1+e_kT“{)9(|k|—uif>

[ Ik —pd Kl — uf |
+ ln<1+e T )+7|| K H(ufflkl)

T
fic|+1f f
+In (1+6_T )9(|k|+ui>
[ Il +uf k 7]
+ |In <1+e T > + ”% 0 (w{ - |k|) . (2.151)

Addiert man dies zur Gleichung (2.147), dann ergibt

q(il0) Tt
S S T
D\ g e
e
k| _Iki=nf LR
= — n e T n e T . .
T +In(1+ +In(1+ (2.152)

Durch Abziehen der Nullpunktsenergie |k|/7 und Summation iiber ¢ schreibt sich
die Gleichung (2.145) nun zu

b 1| —puf

+oo 3k d ] Ikl +uf
In Z5 :2V/ o) Z Z [1n (1+e T ) +1In (1—|—e T )} .(2.153)
— 00 T
4 f=u

b

Nun integriert man iiber die Winkel im Impulsraum,

Vo[ LA _ Ixi=uf kltad
1n23:F/0 dlk| |k ZZ{ln(l—l—e T )—l—ln(l—i—e T )].(2.154)

i=bf=u
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Nach partieller Integration ergibt sich

1DZ3 =

v ol d
DI

i=bf=u

oo

Ikl 3
In({l4+e”—7 - k|
e ETTAR
— | dx (i Bl 2 B
<7/ ||nF( )

f o0
)
1 [ 3
v [ dk| np JxPY (2.155)
TO

0

|k[+p

+1n<1+e T

0
k| + pif
T

Die Terme mit den Logarithmen fallen nach Einsetzen der Integrationsgrenzen weg.

Es gilt

Deswegen ist fiir T — 0

InZ 1
n _—
3 32

'ﬂ|< H|<

i Mo I M@

1
32

Die Heavisidefunktion &ndert die obere Integralgrenze, da |k| < ‘ 1 ‘

lim ng (2.156)

T—0

(3)=0co

/md|k| e {0 (1 — ) +0 (= k= ef)}
/ a0 (|uf |~ k)

(2.157)

1 sein mufs, um

zum Integral beizutragen. Dadurch errechnet man fiir den dritten Summand

In 23 = 32TZZ/

=bf=u

Wl
k| [k° =

V d
1272 T z_:b Z [ } (2.158)

Das eben beschriebene Integrationsverfahren zur Summation iiber alle n ver-
wendet man auch bei der Gapgleichung (2.134). Nur ist hier der Pol verschoben,

[¢e fg

T g
2

,[¢g/]j;),

c ZZ
A2V
fi,9 f_,9 fi,9 f_,9
ép’(“i:“i ,{(ﬁf }fj) “1‘2“1' ég(u.;rui 7{¢2/}ny)+ui2ui
1 fg Ji Ji
< tanh tanh
[+, 2T * 2T
e’ 2] +/t e fg
Beg, ( [og ]
wf 409 wl =9 wf 4

2 o]
+ tanh

4/
[¢6 }fg tanh ’ (

+

2T

f g
pof B ’
24eg (TJ7 (o5 ]zfjg)

(2.159)
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Fiir T' — 0 ergibt sich

o)1) o (3 o)) - it

ol = % VZZ o <,t e ]]fg>

[qbi’]f 0 {e;’ (“@“5, [qbi’}f) -
oeg (5320, 1021

In Integralschreibweise mit dem Cutoff x ermittelt man

+

} . (2.160)

2
efo _ 1 9
[02);] = 7.2 A2 2
119 7 f9
/[pe’}jj dipl pl* [o£'] / dipl pl* [o£']
< _
O g <“ o [qse]fg) P17 2 <“ i [qse]fg)
1 f9 1759
) dlpllpf o] e dipllpf o]
+/ b +/
0 6 (u 4 [¢ef]fg) P15 Geg (“ g [qse']fg)
(2.161)
Hierin ist
fg wl + 1
[pei}ij =0 (e% +,/0 (dff)) (2.162)
mit
f g\ 2
My — 15 e 2
dfe = (TJ> - [[qsc]{f} (2.163)

und O (z) =z - 0 (z).
Den ersten Summanden der logarithmierten Zustandssumme (2.122) kann man
mit Hilfe der Gapgleichung (2.134) ausdriicken. Die in ihm enthaltenen Terme lassen

sich durch [qﬁj]{jg +3[pt] ;:g bis auf Vorfaktoren ersetzen, denn

1fg
f f 8¢ T {¢° } ij
R T S S I D OTIREN L
o o) ()
(2:164)
Durch Einsetzen und Vereinfachen ergibt sich
3NV
mZi=5 5 D Z ([W fg} +3[p]0 [qbﬂfg) . (2.165)
J=r fg=u
ZJ¢J7 fg#g

Der zweite Summand der logarithmierten Zustandssumme (2.122) wird aufge-
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spalten in

L3 d (ko - & 2M§) + e (_m L, [(bg]ifjg)
2, = - Z Z ZZ In

iwj=r f,g=u k ce

i£j  [#g
A fypu9
(ko 325) - (252 ot
. (2.166)

Dies lafst sich wieder, bis auf irrelevante Konstanten, mit Integralen ausdriicken.

dz [bﬂfj dx
In 2, = Z Z ZZ{/ koﬂc’/l o } (2.167)

+ In

ij=r flg=u k ce T 7T
i f#g
Hierin ist
e (5. foly ) + 5
[b%]79 = . (2.168)

1] T

Jetzt summiert man wieder iiber alle n und benutzt dafiir die Gleichungen

ng (ko) = fdko = tanh <§T> g* (ko), (2.169)

mit
e "n*

9% (ko) = ko+ Tz

(2.170)

Den Faktor e~ bendtigt man als Dadmpfungsfaktor, damit die Summe {iber alle n
nicht divergiert. Am Ende der Rechnung setzt man n = 0. Man erhélt eine dhnliche
Formel wie zuvor,

ng (ko) = 2mj{

—1i004€

+ico+-€

dko [gF (ko) + = (—ko)] B —np (%)} . (2171)
Nun wendet man wieder den Residuensatz (2.139) an und bedenkt, daf nur die Pole
auf der positiven reellen Achse einen Beitrag liefern. Zudem ist auch die Integrati-
onsrichtung zu beachten. Man integriert hier im Uhrzeigersinn. Der Residuensatz
gilt aber fiir Kurvenintegrale gegen den Uhrzeigersinn. Es ist demnach ein Minus-
zeichen hinzuzufiigen. Fiir n = 0 erhélt man

ng (ko) = [— —np (:c)} : (2.172)

Die Summation iiber alle n ergibt

wn-) 3 sy ffth

iwj=r f,g=u k ce
i#j  f#g
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Nach Ausfithren der Integrationen und Summation iiber die Chiralitdten ¢ = r, /¢
errechnet man bis auf irrelevante Konstanten

S sy i

< T
nj=r f,g=u k e
i#£j  f#g

e +‘ e {_ j]
e (e ly) - 25
In |1 —
+ In + exp T
wl+ud 1. ] —pd
€i (TJ7 [¢ ]zfjg + ) .
+1In [1+4exp T .(2.174)

Die Summe {iber k schreibt man nun in ein Integral {iber den Impulsraum um. Dann
flihrt man eine partielle Integration durch und erhélt

Inzy = 67T2T Z Z / d|k|2{3|k| (ﬂz + 1 ijﬂ)

L,j=71 f,g=u

i#j  f#g
| | (|k| . 1223 +H ) ei (/l‘f""u [¢e]f9) _ M{%l‘?

+ nrg
Tnd T
& (“54 1017
e (M5 oy ) +
+ng

= . (2.175)

Laft man T — 0 gehen und fithrt einen Cutoff « ein, dann ergibt das

InZ; = 2T Z Z /) d|k|2{3|k| (”’”f W]Zﬁ)

Lwj=r f,g=u
i#Fj f#g

e R “Z*“J)G[

! g
P
PRSI — €k (Tj ¢ ]ffﬂ . (2.176)
Elec (%7 [¢C]Z]g)

Wegen der Heavisidefunktion &ndern sich die Integralgrenzen, so daf$

|4 k 2 " 2 e ‘LL{+[L? e1fg
1n22:677—2T Z Z Z{3A dfk]| [k|” e (035

=
>

Lj=r f,g=u e 2
i#j  f#g

f 9
gy (|k| == )
+/ d|k]|
ij €
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wird, wobei diese wieder durch die Gleichung (2.162) gegeben sind. Durch Abziehen
der Nullpunktsenergie ermittelt man

MZ%_N? el/g
2 = o 3 Z Z{ / d[k] [k[? [ (T,[qs]{j)uq]

Lwj=r f,g=u

i#£j  f#g
3 wl +p?
ppe I (- e 20
+/ L dlK - (2.178)
e |79 e #ﬂr#g
ot ™ (o ]

2.2.7 Strange Quarks

Da die strange Quarks in der 2SC-< ud >-farbsupraleitenden Phase ungepaart
bleiben, ist es nicht schwer, auch die freien, massiven strange Quarks in die loga-
rithmierte Zustandssumme miteinzubauen. Fiir freie massive strange Quarks lautet
sie

+oo 13k b s B —pf B +nd
InZ, = 2V/ 3 {m (1 tem T ) +1n <1 bem )] (2.179)

—o (2m)" (25 5T

Diese Beziehung 14t sich z. B. aus der Gleichung (2.153) leicht ableiten. Aber man
muf$ beriicksichtigen, dafs die Massen der strange Quarks nicht vernachléssigt wer-
den konnen. Deswegen werden alle Impulse |k| in den Exponentialfunktionen zur

relativistischen Gesamtenergie Ef = 1/m2 + |k|2. Hierin ist ms die Strangequark-
masse.
Integriert man iiber die Winkel im Impulsraum, dann ergibt sich

By B +ud
InZ, = 222/ dlk| |k|* [1n(1+e e )+1n(1+e— k2 )}

i=rf=s
(2.180)
Durch partielle Integration ermittelt man
b s , N ;
1% _»Ei—uf B By +nd 1 3
Inz, = szz [ln<1+e —T >+1n <1+e —r ﬂ 31K -

|k| Ep—puf By +ul
dlk Zk M Tk M
+/0 | | F T +np T

Setzt man die Grenzen in den ersten Teil dieser Gleichung ein, dann sieht man, dafs
dieser verschwindet. Fiir 7' — 0 ergibt sich

Vv b s 00 k4
InZ, = 3”27’;;5/0 d|k|% [0 (=B +ul)+0(~Bi—ul)]
B 174 b s 00 |kﬁ
_ M_QTEZ:;::/O dlk| 5

Durch die Heavisidefunktion &ndern sich die Integralgrenzen. Deswegen ist

% |k|3} . (2.181)

- Ef;) . (2.182)

lkr]! |

InZ, = 2TZZ/ dlk| —

i=rf=s

(2.183)
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mit dem Fermiimpuls fiir strange Quarks
krls = 1/© (1) = m2). (2.184)

2.2.8 Ladungsneutralitat durch Elektronen

Falls die mit der Zustandsgleichung errechnete Quarkmaterie positiv geladen sein
sollte, konnte man diese mit Elektronen neutralisieren.

Die Berechnung der logarithmierten Zustandssumme fiir Elektronen ist analog
zu der fir die strange Quarks. Die geringe Elektronenmasse wird vernachléssigt.
Das Ergebnis lautet dann

Vv [tte 3 v
Iz, =—— dk| k|° = 4 2.1
02 g [ MK = gt (2185)

Die aus der Gleichung (2.2) bestimmte logarithmierte Zustandssumme fiir 2SC-
< ud >-farbsupraleitende Quarkmaterie ist daher

mnZ=InZ +InZ3+1nZ;5. (2.186)

Hierin rithren der erste Summand von der potentiellen Energie der Quasiteilchen-
anregungen, der zweite Summand von der kinetischen Energie der Quasiteilchen-
anregungen und der dritte Summand von der kinetischen Energie der ungegappten
blauen up und down Quarks her.

Nimmt man noch die freien strange Quarks und die Elektronen hinzu, dann
ergibt sich fiir die aus (2.1) hergeleitete logarithmierte Zustandssumme

n3=InZ+nZ,+InZ,. (2.187)

2.3 Die Zustandsgleichung

Fiir die Berechnung der Quarksterneigenschaften, wie z. B. deren Massen und Ra-
dien, bendtigt man die Zustandsgleichung. Den Druck erhdlt man mit

p= élnB. (2.188)

Die Teilchenzahldichte einer bestimmten Quarksorte bzw. der Elektronen bestimmt
man mit

f
n] = apif 7 (2.189)
op; I
Ipe
= . 2.190
Te alue - ( )

Dadurch ist die Gesamtteilchenzahldichte

b
n=>Y Y nl+n.. (2.191)

'3

€= Z uzfnf + fheNe — P (2.192)
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Der Druck fiir die 2SC-< ud >-farbsupraleitende Quarkmaterie mit freien strange
Quarks und Elektronen ist dann

=22 5 > (18] +s 1 10710)

z]—rfg—u
i#] f#g

" 6772 Z Z Z{ /O d|k| k|2 l <””2LM] [¢e]ff’>lk|]

L,j=r f,g=u
i#£j  f#g

1217r2 zb: zd: Wr

i=bf=u

+3F222/ d|k||

i=rf=s

1

+ o pd (2.193)
Die chemischen Potentiale jeder Quarksorte sind definiert durch
il = 1= QL + ps T + s T (2.194)
Hierin ist

der Ladungsoperator, der jedem Quark seine elektrische Ladung zuordnet. T3 und
Ty sind Generatoren der SU (3),, die den Farbladungsanteil jeder Quarksorte auf
deren chemisches Potential projizieren. Diese muf man, genau wie den Ladungs-
operator, auf eine 9 x 9 — Matrix erweitern, da nun auch die freien strange Quarks
miteinbezogen werden und daher mit drei Farben und drei Flavors gerechnet wird,

1
Ty = 5 diag(1,1,1,1,~1,-1,0,0,0), (2.196)
1
Ty = ——diag(1,1,1,1,1,1, -2, —2, —2) . 2.197

1 ohne Indizes ist das quarkchemische Potential.

2.3.1 Farb- und elektrische Neutralitat

Vernachldssigt man die farbchemischen Potentiale und die Elektronen, indem man
e = 3 = pg = 0 setzt, dann ist ulf = u, was bedeutet, dafs alle Quarksorten ein und
dasselbe chemische Potential besitzen. Dann wére die Quarkmaterie sowohl farb-, als
auch elektrisch geladen. Man neutralisiert die Quarkmaterie, indem man elektrische
Neutralitdt und Farbladungsneutralitidt durch das Verschwinden der elektrischen
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Ladungsdichte ng und den Farbladungsdichten nz und ng fordert,

ng = 6‘95 =0, (2.198)
dp

ng = —2 =0, 2.199

2= B ( )
dp

ng = —2 =0. 2.200

5= O ( )

Da auch die Gaps, die im Druck enthalten sind, von den farbchemischen und dem
elektrischen Potential abhéngen, miifte man diese natiirlich auch nach letzteren
ableiten. Aber wegen der Gapgleichung

ap/o (6517 =0 (2.201)
ist dies nicht nétig, weil
° ) (1 16157 (112)) = o, _Op oLy _ o (2.202)
Ot oy ety R Ope 9 [gf)f]fjg Oty Ot .

mit x = 3, 8, e ist.

Zuerst wird nach ug abgeleitet. Man bemerkt sofort, dafs ps, der Druckbeitrag
der ungegappten blauen up und down Quarks in der Gleichung (2.193), abgeleitet
nach pg, wegféllt, weil bei der Ableitung ein Faktor Tgfl{ = 0 fiir i = b entsteht,

b d

Ops _ 1 Sy [M{TTL{Z{ =0. (2.203)

it 372
Ous  3m i=bf—u
Der freie Elektronendruck p. in der Gleichung (2.193) ist nicht von us abhingig,

Ope
O3

=0. (2.204)
p1, der potentielle Term im Druck, beinhaltet ausschliefslich Gaps, so dafs

Op1
— =0 2.205
oris ( )

wegen der Gapgleichung (2.201) ist. Die Ableitung von p,, dem Druckbeitrag der
freien strange Quarks, nach pg fallt nicht weg und ergibt somit einen Beitrag. Um
diesen zu ermitteln, verwendet man am besten die Gleichung (2.180),

Ep —ul B+l
e (B e (B7)
(2.206)

Auch der zweite Summand ps, der gegappte kinetische Beitrag, ist von u3 abhéngig.

b s
Ops 1 o 2
— Sl [ Ak

8@3 i=rf=s 0
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Um dessen Ableitung nach p3 zu bestimmen, benutzt man am besten die Gleichung

pd +p
(— 017 ) — i

T g d o )
megm Y XY [ Kk .

ij=r fg=u e

i#j  f#g
f g f g
By TH5 B —H;
Ei < p) a[¢e]'{jg> - 2
In |1 —
+In + exp T
I+pd I—pg
€ <%, [¢e]£g> + %
+In [1+4+expg — T , (2.207)

die aus der Formel (2.174) hervorgeht. Man erhalt mit T?f;{ + 7197 =0 firi,j=r,g,
i # 7,

o2 _ 1Ny o — 1) [ di |k
= > > > (ni-1 k| [k
aug 4= 4 0
ZJ;,A:‘T f}g;u e
1F] g
7oy ay o Yy
ei(@,[d)ﬂ]{f)—# ei(#w]{f}#

T nE T

X [ngp

(2.208)

Die beiden Beitrage addiert, Ops/dpus + dp2/Ous, missen 0 ergeben wegen der Farb-
neutralitdtsbedingung. Diese kann erfiillt werden, wenn

3 =0 (2.209)
ist. Damit ist nun die erste Farbneutralitdtsbedingung erfiillt, denn sowohl der Bei-

trag von den strange, als auch der von den gegappten Quarks verschwindet, weil
die Gleichung (2.194) fortan nicht mehr von u3 abhingt,

pl =g — peQl + usT . (2:210)

Durch komponentenweises Ausschreiben sieht man, daf

' = Hg (2.211)
pl = g =l = g, (2.212)
1wy = (2.213)
ist. Es gilt demnach
ul = pl (2.214)

mit 4,5 = r,g und f = w...s. Hierdurch ldft sich die Gapgleichung vereinfachen.
Dazu betrachtet man die Gleichung (2.127). Darin treten Propagatoren auf, deren

Indizes man wegen der Relation (2.214) veréindern darf. Aus [Gy ]; (k) wird damit
ein [Go_]{ (k) und aus [GT)7 (k) ein [GF]{ (k). Das hat zur Folge, daf man den
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ersten Nenner in der Gleichung (2.128) veréndern darf.

F_9\? fo,9 2
2 0 B e o
2 <l€0 / 9 ) - |fk< ! 2 a[¢c]jﬁ>‘|
f_,9\? fo,9 2
My — 15 P e o D
(o) e (e )

Dadurch lassen sich die beiden Summanden in allen folgenden Berechnungen der
Gapgleichung zu einem Bruch zusammenfassen. Die Gapgleichung (2.134) wird dann
zZu

(2.215)

o] —s[o]”

69 = — 29° T i ji (2.216)
o = -G D — o o (2
”e%@oﬁ#)ﬁC%@wWﬂ}
1 fg 1f9
erfg 29> T {(ﬁc L‘i -3 [‘l% Lj
6 = -5 72D L (2.217)
p e

f_u9 2 L.f+5f' 2
6{<p0u12“) — {ef, <—l’2u3a[¢§]j‘ig>} }

Dieses Gleichungssystem wird durch

02119 = — [92)]¢ (2.218)

fiir die beiden in der Gleichung (2.14) zunichst vollig unterschiedlich definierten
Caps AT und AF gelost. Es ist daher AT = —AFE.
Die Gapgleichung (2.134) ist nun

1f9
2 o |
[¢g]{jg:_%%§zz [ LJ . (2.219)
p

] ul—n\ e nfg ?
€ 7 7
Po — 2 ! - 6% 2 . 9 [¢2 ]z]

Deswegen schreibt sich die Gapgleichung (2.161) dann als

1759
r ]’ dpl Il [of ]
90 = 53 3m 2 ;

37T2 A2 0 , /J,f«hu,g f
i g
e’ ef) —= 5 L, [‘bg ]ij

1f9

. / dlpl pl” [¢¢']

f fypn9
b e <— - [¢§/]£g>

Weil die Gaps fiir Quasiteilchen genau so grofs wie die fiir Quasiantiteilchen und
die Gaps reell und unabhéngig von & und p sind, [qﬁi]lfjg = — [qﬁj]fj 9 fiir gerade

(2.220)

Paritat gilt und [qﬁﬁ]ﬁg = - [d)i]{jg ist, kann man bei den Gaps, die ja sowieso nur

quadratisch auftreten, alle Indizes weglassen und braucht diese nur noch durch ¢
f g

auszudriicken. Auch den Ausdruck HTMJ kann man vereinfachen, denn wegen der

Relation (2.214) sind dessen Resultate fiir die verschiedenen Farben und Flavors
alle gleich grofs. Ab sofort kann dies als i geschrieben werden. Desweiteren 1aft sich
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auch der Ausdruck M7f+“j wegen der Relation (2.214) vereinfachen. Man bemerkt
anhand von Gleichung (2.163), daf dies sowieso nur quadratisch im Druck und in
der Gapgleichung auftritt und man daher fir diesen Ausdruck %ﬁ schreiben darf.
Die Gapgleichung ist dann

A2 N R O
am2 dlp| P dlp| =2 2.221
" Z{/o Pt P g | 2220)

mit

pi.=0cen+,|0

(%)2 _ ¢2] , (2.222)

Nach Ausfiihren der Integrale 14t sich ¢ in Abhéngigkeit von g numerisch bestim-
men. Hierfiir ben6tigt man jedoch noch p. und psg, die beide von p abhédngen. Diese
Beziehungen erhélt man iiber die restlichen beiden Neutralitdtsbedingungen.

Den Druck kann man nun vereinfachen zu

A2,
P = —3—2¢

- ) Z Z{ / "k K2 e (7. 0) — K]

Lwji=r f,g=u
Ph k] (|k
[ g B
pe Gk(,LL ¢)

+

i#£j  f#g

i=bf=u
b s kr)! 4
1 /[ Fl; 15
32 ;fzs 0 Ej
SN E (2.223)
1272 el '

11 K (i e[k
y wz{/o W o)

k| (72— e|K])
+/p+d|k| & D) } (2.224)



2.3. DIE ZUSTANDSGLEICHUNG 99

gelost werden. Fiir elektrische Neutralitét ergibt sich

dp pe 1 IR f f
g =0 =5 5o 2 @ [l] 5 3 sen () [

i=bf=u i=7rf=s

i KR elk)
- dlk| 2L A2 2R
37T26{/0 N
<K (a— ek
dk| ———=
+ [ ST }

1 < P 9
i 2 3 (e ) (@ Q) [ e
e 7P

Lj=r f,g=u

3

(2.225)

Die Werte fiir ¢, ug und pe in den Neutralitdtsgleichungen und der Gapgleichung
kénnen nun mit dem Computer mittels eines numerischen Gleichungsystemlésungs-
programms in Abhéngigkeit des Parameters p ermittelt werden.

Die Teilchenzahldichten fiir die einzelnen Quarksorten bzw. Elektronen sind mit
den Formeln (2.189) und (2.190) gegeben durch

o L [ g el g i)
" %Z{/ AN +/p MG

3
pS

+sgn (1l - 1) / dlk| |k|2} (2.226)
j2s

mit i,j =7,9,i# jund f,g=u,d, f #g,

1 3
f_ f
= [ub} (2.227)
mit f = wu,d,
s 1 s 513

ni = 55 sen (1) [[kr);] (2.228)

mit s =r...b und
1
ne= g4 (2.229)

gegeben.
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Kapitel 3

Sternentwicklung

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Zustandsgleichung fiir 25C-< ud >-farbsu-
praleitende Quarkmaterie hergeleitet. Diese soll auf das ,Testobjekt“ Quarkstern
angewendet werden, da in diesen der Effekt der Farbsupraleitung vermutet wird,
wie es zu Beginn von Kapitel 2 begriindet wurde.

In diesem Abschnitt méchte ich dem Leser vermitteln, was ein Quarkstern ist
und wie er entsteht. Hierfiir ist es fiir einen umfassenden Uberblick notwendig, die
Sternentwicklung zu beschreiben. Als Referenz dienen hierfiir z. B. [11, 12, 13, 14,
15, 16, 17].

3.1 Sternentstehung

Die Dichtewellentheorie, die von Lin und seinen Mitarbeitern entwickelte Theorie,
die auf Ideen von Lindblad basiert, fiihrt zu Verdichtungen des interstellaren Medi-
ums aufgrund von Gravitationspotentialstérungen und regt dadurch die Sternent-
stehung an. Desweiteren kénnte man auch die Stofwellen von Supernovaeexplosio-
nen fiir die Sternentstehung verantwortlich machen, die sich durch die interstellare
Materie ausbreiten.

Sterne entstehen aus dichten Wolken, die zur interstellaren Materie zéhlen und
aus Gas und Staub bestehen. Die Gravitationskraft veranlafit, daf sich diese Wolken
zusammenziehen. Thr wirken jedoch der innere Druck und Turbulenzen der Wolken
entgegen. Fiir die Sternentstehung muf natiirlich die Gravitation die Gegenkréfte
von innen iibertreffen. Hierfiir gibt es das sogenannte Jeans’sche Kriterium

T3
M > My (T, pe) o | —. (3.1)

(&
Hierin sind M die Masse, My, die kritische Masse, T' die Temperatur und p, die Zen-
traldichte der Wolke. Die Gleichung (3.1) besagt also, daf, wenn die Wolkenmasse
grofer gleich der kritischen Masse ist, die Wolke aufgrund der Gravitation kolla-
biert. In der Regel sind dafiir Wolkenmassen von M > 1000 Mg nétig. In Tabelle

| || 1cem™3 | 100 cm 3 | 104 em—3 |
T0K | 880 My | 88My | 88 Mg
100 K || 28000 Mg, 2800 Mg, 280 Mg

Tabelle 3.1: Werte fiir die kritische Masse

3.1 sind einige Werte fiir die kritische Masse in Abhéngigkeit von der Zentraldichte
und der Temperatur aufgelistet.
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Auf diese Weise entstehen die ersten massereichen, blauen, heiffen Sterne des
Spektraltyps O im Zentrum der Wolke. Diese begiinstigen die Bildung von weiteren
Sternen in der Umgebung, weil die Strahlung eines O-Sterns das umgebende Gas
erhitzt und ionisiert. Dadurch entsteht eine H II-Region mit 7=10000 K. Da der
Druck dieser heifieren Region viel grofer ist als der der kiihleren, expandiert die H
II-Region und blist dadurch das kiihlere Gas fort und driickt es zusammen. Hier-
durch entstehen die sogenannten Globulen. Das sind lokale Verdichtungen in der
Wolke. Diese Globulen haben einen Durchmesser von 0,1-1 pc! und eine Masse von
1-70 Mg . Da sich sehr viele Globulen in einer kontrahierenden Wolke befinden, ent-
steht dadurch ein gesamter Sternhaufen, was Beobachtungen bestétigen. Es dauert
etwa 500000 Jahre bis die Globulen zu Protosternen kollabieren. Entweder fragmen-
tieren sie dabei oder weisen einen hohen Massenverlust auf. Die Protosterne bilden
sich in mehreren Kollapsschiiben. Hierbei entsteht zunéchst ein dichter, heifer Kern,
der die umgebende Materie in der Wolke aufgrund der Gravitation mehrere Millio-
nen Jahre lang aufsammelt. Diese Objekte emittieren zunéchst nur IR-Strahlung
wegen der dichten Staubhiille, weshalb man sie auch als Infrarotsterne bezeichnet.
Die Staubhiille wird mit der Zeit immer diinner, und der Stern kontrahiert weiter,
bis sich die inneren Krifte, aufgrund des grofen Drucks, und die Gravitation im
Gleichgewicht befinden.

| M | NGC | Bezeichnung [ Sternbild | o (2000) | é (2000) |

42 | 1976 Orionnebel Orion 5135m4 —5°27’
16 | 6611 Adlernebel Schlange | 1811878 | —13°47
— | 2237 | Rosettennebel | Einhorn 6"30m3 | 4+5°03

Tabelle 3.2: Sternentstehungsgebiete

3.1.1 Bildung von Mehrfachstern- und Planetensystemen

WEeil bei der Verdichtung einer Gaswolke der Drehimpuls
L=0 w (3.2)

erhalten bleiben muf, bedeutet dies, dafl die Werte der Trégheitstensorelemente ab-
nehmen und die Rotationsgeschwindigkeit zunimmt. Hierdurch wird die Zentrifugal-
kraft grofer, und die sich verdichtende Gaswolke weist eine merkliche Abplattung
auf. Bei sehr grofen Fliehkraften spaltet sich die Gaskugel moglicherweise. Auf die-
se Weise entstehen enge Doppel- oder Mehrfachsternsysteme. Weite Doppel- oder
Mehrfachsternsysteme bilden sich, wenn sich die betreffenden Sterne unabhéngig
voneinander verdichten, aber in ihrer gegenseitigen Anziehungssphére verbleiben.
Eine extrem schnell rotierende Gaskugel fiihrt zu einer flachen Scheibe. Aus der
zentralen Verdichtung bildet sich dann der Stern und aus kleineren Verdichtungen
im Auflenbereich die Planeten.

3.2 Hauptreihensterne

Am Ende der Kontraktion landen die Sterne auf der Hauptreihe des Hertzsprung-
Russell-Diagramms (HRD), siche Abbildung 3.1. Die massereicheren und leuchtkréf-
tigeren Sterne befinden sich oben, die massearmeren, leuchtschwécheren unten im
HRD. Die leichteren Hauptreihensterne, zu denen auch unsere Sonne z&hlt, haben

11 pc = 1 parsec = 1 Parallaxensekunde 2 3,26 Lichtjahre
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eine niedrigere Oberflachentemperatur als die massereicheren. Die Hauptreihenster-
ne verbrennen Wasserstoff zu Helium. Die massereicheren, leuchtkréftigeren und
heifseren Hauptreihensterne verwenden hierfiir den CNO-Zyklus

(p, ) 2C (p,7) N (etv) C (p,7) N
YN (p,7) 0 (etv) 1N (3.3)
(p,7) %0 (p,7) '"F (etv) 7O (p, ) "N

und die pp-Kette

p (p,e"v) D (p,7) *He (*He, 2p) o, (3.4)

wobei der erstere iiberwiegt, die massearmeren nur die pp-Kette, weil diese schon
bei ca. 5 Millionen Kelvin, der CNO-Zyklus aber erst ab ca. 9 Millionen Kelvin
wirksam wird. Beim CNO-Zyklus gibt es einen Haupt- und einen Nebenzyklus.
Beim Hauptzyklus, obere Zeile von Reaktionsgleichung (3.3), werden pro Durchlauf
25.03 MeV freigesetzt, beim Nebenzyklus 24.74 MeV. Die Neutrinoenergien wurden
hierbei vernachléssigt. Ein Zyklusdurchlauf dauert im Mittel 336 Millionen Jahre.
Gliicklicherweise laufen so viele Zyklen nebeneinander ab, daf eine kontinuierliche
Energieabgabe {iber Millionen von Jahren gewéhrleistet ist. Die Gesamtenergieab-
gabe bei der pp-Kette betragt 26.21 MeV.

Die massereichen, heiflen, hellen, blauen und weifsen Hauptreihensterne gehen
sehr verschwenderisch mit ihrem Energievorrat an Wasserstoff um. Deswegen ist die-
ser viel schneller verbrannt als der von den massearmeren Hauptreihensternen, siehe
dazu Tabelle 3.2. Die Energieerzeugung der Hauptreihensterne findet ausschlieflich
im Kerngebiet statt, das etwa 12% des gesamten Wasserstoffvorrates umfafit. Da
dort keine Durchmischung von Materie stattfindet, verbrennt nur das Kerngebiet
den Wasserstoff zu Helium. Wenn die Wasserstoffvorrate verbraucht sind, lafit der
Gas- und Strahlungsdruck nach. Die Gravitation iiberwiegt. Der Stern kontrahiert,
bis im Inneren eine héhere Temperatur erreicht wird und der 3a-Prozeft einsetzt.

Temperatur
w 20000 K 10000 K 7000 K 6000 K 5000 K
-5 * L * * — 10000
S Deneb Polarsterg Betggguz.e
= L e Spika Uberriesen ..~ o =
% \ ;:‘“‘.R?QLJ!US @ Capella Antares | 1002’
3 07 e Awi Riesen ~ Alwre 0
= S g $
E S Plreig =
2 ‘ S
[}
= @
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S +10" Rote Zwerge 0,01
Weilze Zwerge !
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Abbildung 3.1: Hertzsprung-Russell-Diagramm (HRD)
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3.3 Rote Riesensterne
Das Helium wird beim 3a-Prozefs
2a — 8Be (a,v) ?C (3.5)

zu Kohlenstoff verbrannt. Die Wasserstoffbrennzone friftt sich langsam zur Stern-
oberflache hindurch. Die Energieproduktion im Sterninneren ist nun wesentlich gro-
fer als im Hauptreihensternstadium. Der grofse innere Gas- und Strahlungsdruck
driickt die &ufseren Schichten nach draufsen. Der Stern bldht sich auf. Es entsteht
ein Roter Riese. Im HRD wandert der Hauptreihenstern daher nach rechts in das
Riesen-Gebiet. Hier kénnen durch Fusion immer schwerere Elemente aufgebaut wer-

den.
2C (o, ) 190 (o, 7) 2°Ne (o, v) **Mg . . . Fe (3.6)

Diese Entwicklung kann sich fortsetzen bis zum FEisen, je nachdem, wie massereich
der Stern ist. Je massiver der Stern, desto grofere Innentemperaturen und schwerere
Elemente kénnen produziert werden. Es werden mindestens 8 M benotigt, um
Kohlenstoff zu verbrennen.

2C ("*C,p) **Na...Fe
2C (**C,a) *Ne...Fe (3.7)

Schwerere Elemente als Eisen konnen nicht fusioniert werden, da hierfiir Energie
benétigt wird.

Die Roten Riesen weisen nach ihrer Expansion ein nicht so stabiles Gleichge-
wichtsstadium auf wie als Hauptreihenstern. Hierzu gehéren vor allem die Pul-
sationsverdnderlichen. Diese Sterne geraten aufgrund des Kappa-Mechanismus in
Schwingungen. Durch eine Kompressionsphase nimmt der mittlere Absorptionsko-
effizient zu. Dadurch wird mehr Strahlungsenergie als in der ,Mittellage* absorbiert.
Diese Zusatzenergie erzeugt einen Uberdruck mit anschliefender Expansion bis zur
vollen Amplitude der ungeddmpften Schwingung. Der Stern wird roter. In dieser Ex-
pansionsphase ist wegen des niedrigeren Druckes die Absorption gering. Hierdurch
kiihlt der Stern ab, und die Kompressionsphase beginnt von neuem. Der Stern wird
wieder weifser.

3.4 Endstadien der Sternentwicklung

Wenn alle Energiereserven des Sternes verbraucht sind, verschwindet der Innendruck
und die Gravitation gewinnt Oberhand. Dadurch kollabiert der Stern. Die dufieren
Sternhiillen des ,sterbenden“ Roten Riesen werden abgestofien und es entsteht ein

| Typ [ M/Mg [ 10° Jahre |

05 39 0,5
BO 20 4,6
B5 | 6,7 46
A0 | 35 319
A5 | 22 1160
FO 1,7 2700
F3 | 1,26 3800
F6 | 1,13 6000

Tabelle 3.3: Verbrennungsdauer des Wasserstoffvorrats eines Hauptreihensterns
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Planetarischer Nebel. Im Inneren ist die Gravitation so grofs, daf bei massearmeren
Sternen nur der entartete Elektronendruck die weitere Kontraktion stoppen kann.
Diesen kompakten Sternkern nennt man einen Weiflen Zwerg. Diese haben eine
Oberflachentemperatur von ca. 8000 K und erscheinen daher weifs. Der Radius be-
tragt nur ein paar 1000 Kilometer. Seine Dichte ist 10° mal gréfer als die der Erde.
Im Laufe der Zeit kiihlt der Weifse Zwerg ab, und es entsteht ein Schwarzer Zweryg.

| M | NGC | Bezeichnung | Sternbild [ a (2000) | é (2000) ]

57 | 6720 Ringnebel Leier 18"53m6 | +33°02’
27 | 6853 | Hantelnebel | Fiichschen | 19"59™6 | +22°43’

Tabelle 3.4: Planetarische Nebel mit einem Weifsen Zwerg

Bei der Supernova vom Typ I erfolgt eine Explosion des Weifsen Zwergs in ei-
nem Mehrfachsternsystem, weil vom Begleitstern Materie auf ihn {iberfliefst. Da-
durch kommt es zur Uberschreitung der Chandrasekhar-Grenzmasse?, und der Ent-
artungsdruck der Elektronen kann der Gravitation nicht mehr standhalten. Der
Stern kollabiert so plotzlich, daf der Weike Zwerg zerreist. Ubrig bleiben nur ein
paar expandierende Gasfetzen.

Besitzt der kollabierende Sternkern eine Masse, die die Chandrasekhar-Grenze
iibersteigt, dann kann selbst der entartete Elektronendruck den Kollaps nicht aufhal-
ten. Die Atomkerne des Sternkerns, wegen einer groffen Ausgangssternmasse zumeist
Eisenkerne, zerbersten wegen des riesigen Drucks und den hohen Temperaturen, die
aufgrund des Kollaps entstehen. Deren Protonen reagieren mit hochenergetischen
Elektronen und werden zu Neutronen und Neutrinos. Der Kollaps dauert nur ca.
0,1 Sekunde. Die dabei entstehende Schockwelle reflektiert im Inneren und 1aft die
dukeren Sternhiillen explodieren und als Supernova vom Typ IT aufleuchten. Ubrig
bleibt im Inneren ein Neutronenstern. Diese entdeckt man als Pulsare, rotierende
Neutronensterne mit einem starken Magnetfeld®, mit Hilfe von Radioteleskopen.
Die Rotationsdauer liegt im Sekunden bis Millisekundenbereich®. Pulsare emittie-
ren kegelformig an ihren Magnetfeldpolen Synchrotronstrahlung®. Ist dabei die Ma-
gnetfeldachse gegen die Rotationachse geneigt, so tiberstreicht der Strahlenkegel im
Rhythmus der Rotationsperiode die Erde. Dadurch kommt das Pulsationsphdnomen
zustande, siehe dazu auch Abbildung 3.2.

Die Strahlungsenergie wird jedoch der Rotationsenergie entzogen, so daf Pulsare
mit der Zeit verlangsamen. Deswegen sind alte Pulsare langsamer als junge. Zudem
kénnen Neutronensterne Rontgenausbriiche, sogenannte Rontgenbursts, aufweisen.
Diese haben ihren Ursprung in Akkretionsscheiben-6 und Massentransferinstabili-
taten.

Desweiteren sind sogenannte Glitches zu beobachten. Das sind spontane Ande-
rungen in der Winkelgeschwindigkeit” des Pulsares. In [7] wird hierfiir eine mogliche
Erklarung gegeben: Strudel durchbrechen und rearrangieren die Kruste. Dadurch
kommt es zu einer Abnahme des Drehimpulses im Superfluid und einer Zunahme
des Drehimpulses in der Kruste.

Neutronensterne entstehen aus Sternen mit einer Ausgangsmasse von M >

22 1,44 Mg

3108-109 Tesla

4= 1-1000 Hz = Radiowellenbereich

5Synchrotonstrahlung wird durch im Magnetfeld gyrierende, hochenergetische Elektronen er-
zeugt. Die Emission erfolgt dabei kegelférmig in die Bewegungsrichtung des Elektrons.

6Durch das UberflieRen von Materie eines Begleitsterns auf den Neutronenstern infolge der
Gravitation kommt es zu einer Akkretionsscheibe.

"Aw/w = 1076
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. )

\Sy}ﬂ\ch‘rot nstrahlung

Abbildung 3.2: Pulsar

| M | NGC | Bezeichnung [ Sternbild | a (2000) | § (2000) | Pulsarperiode |
| 1 | 1952 | Krabbennebel | Stier | 5034™5 | +22°01’ | 33 ms |

Tabelle 3.5: Pulsar und Supernovaiiberrest vom Typ II
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8 M8, weil dadurch die Fusion bis zum Eisen gelangt. Ansonsten wiiren die Sterne
viel zu leicht, und es wiirde beim Kollaps erst gar kein Neutronenstern entstehen.
Der Eisenkern des Roten Uberriesen besitzt einen Radius von einigen tausend, die
Hiille einen von mehr als 10® Kilometern.

Neutronensterne kiihlen genau wie die Weifsen Zwerge mit der Zeit ab. Die Dichte
des Neutronensterns ist 10'* mal grofer als die der Erde. Sein Radius betrigt etwa
12 Kilometer, seine Masse ca. 2 Mg. Der Neutronenstern besteht aus Neutronen,
Protonen, Hyperonen und Leptonen. Die Hyperonen und Leptonen entstehen aus
Proton- und Neutronreaktionen, wie z. B.

n+n —n+A+K,

KO_>2’7;
K7—>,LL7+I/,
w4+ Kt — o+t — 2y . (3.8)

Wenn die Dichte des Neutronensterns bei weitem die 10'*-fache Dichte der Er-
de iibersteigt, dann zerbersten all diese Teilchen in ihre Bestandteile, die Quarks.
Aus diesem Grund nennt man diese Sternsorte Quarksterne. Neutronensterne mit
einem gemischtem Phaseninneren aus Hadronen und Quarks nennt man Hybrid-
sterne. Strange Stars sind Quarksterne, die strange Quarks beinhalten, die wegen
der Schwachen Wechselwirkung entstehen, weil dadurch ein bevorzugtes, niedrigeres
Energieniveau eingenommen werden kann.

Ist jedoch der kollabierende Sternkern schwerer als etwa 2,5 Mg, dann entsteht
ein Schwarzes Loch. Diese sind so kompakt, daf keine Strahlung oder Teilchen nach
auflen gelangen koénnen. Astronomen sind sich sicher, daft Schwarze Locher in den
Zentren von Galaxien, wie unserer Milchstrafe, vorhanden sind.

3.5 Kompakte Sterne

In diesem Kapitel soll sowohl die Entstehung, als auch die weitere Entwicklung eines
kompakten Sterns ein wenig genauer betrachtet werden.

Ein massereicher, weit entwickelter Stern hat die Form des sogenannten Zwiebel-
schalenmodells, in dem die fusionierten Elemente vom schweren Eisen bis zum leich-
ten Wasserstoff von innen nach aufen kugelschalenférmig angeordnet sind. Bei den
extrem hohen Fusionstemperaturen entsteht y-Strahlung, die Elektron-Positron-
Paare bildet. Wenn diese aufeinandertreffen, zerstrahlen sie wieder in Photonen und
Neutrinos. Letztere kénnen dem Stern aufgrund des geringen Wirkungsquerschnitts
entweichen. Hierbei wird dem Eisenkern jedoch Energie entzogen, weswegen er zu
schrumpfen beginnt. Ab einer bestimmten Dichte und Masse kollabiert der zentrale
Eisenkern in einem Bruchteil von einer Sekunde. Ausgel6st wird der Kollaps durch
die sogenannte Photodesintegration, bei der extrem energiereiche y-Quanten die
Eisenatomkerne in a-Teilchen und Neutronen zerschlagen. Die Materie wird beim
Kollaps so stark komprimiert, daff Elektronen und Protonen ineinandergequetscht
werden. Dadurch entsteht im Zentrum eine Neutronenkugel mit einem Radius von
etwa 10 Kilometern und einer Dichte von ungefihr 1014 g/cm3. Ist der Druck im
Kern extrem grofi, dann zerbersten die Neutronen in ihre Bestandteile, die Quarks,
die zunéchst frei sind. Ein kompakter Stern bestehend aus Neutronen oder Quarks
ist entstanden.

8Roter Uberriese
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3.5.1 Supernovae vom Typ II

Beim Kollaps des Eisenkerns fallen aber auch die umgebenden Materieschichten der
dufleren Zwiebelschalen mit hoher Geschwindigkeit nach innen. Am Aufsenrand des
eben entstandenen kompakten Sterns prallen sie zuriick und werden wieder nach
auflen geschleudert. Nach einer viertel Sekunde kommt diese Schockwelle auf einer
Strecke von etwa 160 Kilometern wieder zum Stillstand, da die Atome in Neutro-
nen und Protonen aufgespalten werden und dadurch Energie verbraucht wird, und
weil immer noch Schichten, von auflen nach innen stiirzend, die auslaufende Schock-
front abbremsen. In [14] wird eine mégliche Erkldrung fiir Supernovae gegeben: Die
Rayleigh-Taylor-Instabilitdt, ein Grenzschichtphdnomen, pflanzt sich entlang der
einfallenden und der auslaufenden Materie fort. Sofort ist die glatte Grenzschicht
zwischen Schockfront und einfallender Materie zerstort, da heife Gaszellen nach
auflen schiefsen und kiithlere nach innen vordringen. Vornehmlich Gravitationsener-
gie wird in Wérme umgewandelt. Diese bewirkt schlieflich die mechanische Arbeit,
die fiir die Supernovae verantwortlich sind. Eine gewaltige Explosion aufgrund der
eben beschriebenen Rayleigh-Taylor-Instabilitdt treibt die dufseren aufleuchtenden
Sternschichten auseinander, die schon nach wenigen Stunden die Gréfte unseres Son-
nensystems erreichen.

3.5.2 Post-Supernova-Sternentwicklung

Der Kollaps des Eisenkerns zu einem Neutronenstern kommt zum Erliegen, wenn
Kerndichte erreicht wird. Ein Protoneutronenstern ist entstanden. Dieser ist lepto-
nenreich und noch sehr heifs, 7' > 10 MeV. Durch Neutrinoemission wird die Lepto-
nanzahl verringert und der Protoneutronenstern abgekiihlt. Nach 10 — 30 Sekunden
entsteht daraus ein immer noch heifser, aber nun leptonenarmer Neutronenstern mit
einer Temperatur von 7' > 1 MeV. Nach einigen Minuten ist die Temperatur auf-
grund von Neutrinoemission so weit gesunken, dafs ein kalter Neutronenstern mit
T < 1MeV= 11.6 - 10° K gebildet wird. Deswegen darf man auch mit 7' = 0 rech-
nen, denn thermale Effekte sind nun vernachléssigbar klein geworden im Gegensatz
zur heifsen Phase des Protoneutronensterns. Zudem wird jetzt der Effekt der Farb-
supraleitung ermoglicht, denn die Dichte ist dafiir hoch und die Temperatur niedrig
genug.

Im Laufe von Jahrmillionen kiihlt der Neutronenstern weiter durch Neutrino-
und Photonenemission ab, bis er nicht mehr beobachtbar wird aufgrund von zu
geringer Warmeabstrahlung.



Kapitel 4

Relativistische Sterne

In den vorhergehenden Kapiteln wurde sowohl beschrieben, was ein Quarkstern ist
und wie er entsteht, als auch die Zustandsgleichung fiir farbsupraleitende Quark-
materie bestimmt. Jetzt stellt sich die Frage, wie man aus der Zustandsgleichung
die Eigenschaften, wie z. B. den Radius und die Masse eines solchen Quarksterns
berechnen kann. Das Ziel dieses Kapitels ist es, dem Leser die Tolman-Oppenheimer-
Volkoff-Gleichung! herzuleiten, die nichts anderes als den relativistischen Druckgra-
dienten in einer statischen, isotropen Metrik darstellt. Hiermit lassen sich ndmlich
die Eigenschaften von sich zeitlich nicht verdndernden, nichtrotierenden, kompakten
Sternen ermitteln.

Fir die Herleitung der TOV-Gleichung sind Kenntnisse aus der Allgemeinen
Relativititstheorie? erforderlich. Die Herleitung simtlicher Formeln der ART fiir die
Berechnung der TOV-Gleichung soll nicht Gegenstand dieser Diplomarbeit sein, weil
dies nicht nur zu sehr vom eigentlichen Thema wegfiihren, sondern auch {iber den
Rahmen dieser Diplomarbeit hinausgehen wiirde. Deswegen mochte ich an dieser
Stelle auf die zahlreiche Literatur {iber das Thema ART hinweisen. Als Referenz
dienten mir [16, 18§].

In diesem Kapitel verwende ich die folgenden Konventionen:

G=c=1. (4.1)

Massen und Radien werden in Kilometern, Driicke und Energiedichten in km =2 und
Teilchenzahldichten in km ™3 gemessen.

4.1 Metrik einer statischen, isotropen Raumzeit

Es ist anzunehmen, dafs Quarksterne rotieren. Jedoch sollen hier der Einfachheit we-
gen Zentrifugalkrafte vernachléssigt werden, die eine Abplattung des Quarksterns
hervorrufen kénnten. Damit ist die Metrik isotrop. Desweiteren wird die Metrik als
statisch angenommen, da man keine zeitlichen Anderungen am Quarkstern erwar-
tet, weil er sich in einem Gleichgewichtszustand befindet, in dem die Kréfte des
Innendrucks genauso grofs sind wie die Gravitationskréfte.

Ich benutze im folgenden Kugelkoordinaten 2° = t, 2! = r, 22 = 6 und 23 = ¢.
Das Wegelement ist damit gegeben durch

ds®> = U (r)dt* — V (r)dr® — W (r) r* (d6* + sin® 0 d¢?) . (4.2)

Ikurz: TOV-Gleichung
2kurz: ART

69
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Man setzt der Einfachheit wegen W (r) = 1. Dadurch geht man zwar in eine neue
Radiusvariable iiber, jedoch &ndert das nichts an der Kugelsymmetrie. Das Wegele-
ment la#t sich nun schreiben als

ds? = e dt? — P dr? — 12dh? — 2 sin? 0 dg? . (4.3)
Mit der Standardform des Wegelements
ds® = Guv dzt da”, (4.4)

stellt man fest, daff hier fiir den metrischen Tensor nicht die globale Definition
(A.13) fiir die flache Minkowskimetrik gilt, sondern dieser durch

e 0 0
_ 0 —e2rn) 0
S 0 -2 0 (4.5)
0 0 0 —r2sin?0

gegeben ist. Daraus ist zu schlieffen, daf es sich um einen gekriimmten Raum han-
deln mufs. Die inverse Matrix von g, ist

e—2v(r) 0 0 0
0 —e 22 9 0
SUV
g - 0 0 77,72 0 (46)
0 0 0 —(r2sin?g) "

Der metrische Tensor beschreibt die Potentiale.
Die Gravitationskréfte werden durch die Christoffelsymbole

o _ ﬂ 6§;w + 6§AV B 6§;¢)\
Au 2 \ Oz>  Oxm Oxv

(4.7)

ausgedriickt, fiir die I'f,, =I'J  gilt. Diese sind formal erste Ableitungen des metri-
schen Tensors, ebenso wie die Gravitationskraft die erste Ableitung vom Gravita-
tionspotential ist. Mit den Gleichungen (4.5) und (4.6) bestimmt man die von Null
verschiedenen Christoffelsymbole zu

o _ 10 _ .1
gy =T, =v,

1 r 2(v—A
FOO:Ve( )7

F}l =X,

I’%Q = —re

I, = —rsin?fe 2,

Ify =15 =T =05 =r"",

I3, = —sinfcosf,

I3, =T, =cot. (4.8)

Hierin bedeutet / die Ableitung nach r. Als Beispiel soll nun die Berechnung von
'}, erfolgen.
9" (9gov . 9gov  Ogoo
I = % - 4.
0 9 <at o 630”) (49)

Aus der Gleichung (4.6) ist ersichtlich, daft der metrische Tensor diagonal ist. Darum
liefert in der Gleichung (4.9) nur v = 1 einen Beitrag zu I'};. Also

6—2)\

1
I—‘OO__

(—21/'62”) = /2= (4.10)
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Die anderen Christoffelsymbole ermittelt man dementsprechend.
Der Riccitensor

ore - T#
_ mp v o o
Ry = 28 = S8 4 T, 10, ~T7,17, (4.11)

entsteht durch Kontraktion des Riemanntensors, den man auch als Kriimmungsten-
sor bezeichen kann, dessen Struktur jedoch hier im einzelnen nicht weiter angegeben
wird, da er fiir die weiteren Rechnungen nicht erforderlich ist.

Die von Null verschiedenen Komponenten des Riccitensors bestimmt man zu

/
Roo = (1/// + MY — 1/2 _ 2_V> e2(r=2) 7
r

Ry = U\ + V/2 N
r
Roy = (1+1/ —rXN)e ™ —1,
R33 = Raysin?6. (4.12)
Als Beispiel soll nun die Berechnung von Ry; erfolgen,

oy 1°
arf’ - a—;; +T{,I% —T{T,,. (4.13)

R =

Wie man sieht, besteht diese Gleichung aus vier Summanden, die man iiber p und
o summieren mufs. Summiert man die vier Terme einzeln iiber p und o, dann ergibt
das fiir Summand

1: v+ N —2/r?
2: =\’
3: V4N 422 (4.14)
47 =NV — NP - 22X /r.
Dies braucht man jetzt nur noch zusammenzuaddieren.
Der Kriimmungsskalar ist definiert durch
R=g§""R,, . (4.15)
Man erhélt mit den Gleichungen (4.6) und (4.12)
R = ¢ Rog — ¢ ™Ry — 5 Ry — ———Ray
r2 r2sin’ 0
2
= e Ry — ¢ > Ri1 — — Ra»
r
2 4N 4 2
= (372A (21/” —+ 2)\/1// — 21//2 — —2 4+ — — i) —+ —2 . (416)
r r r r
4.2 Die Schwarzschildmetrik
Die FEinstein’sche Feldgleichung
R_
Guu = thl/ - Eg;tu = _87Tj—1lty (417)
reduziert sich im leeren Raum aufserhalb des Sterns zu
R
Rul/ - —g;w =0. (418)

2
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Im materielosen Raum sind ndmlich der Druck p = 0 und die Energiedichte £ = 0
und damit auch der Energie-Impuls-Tensor 7}, = 0, der durch

T;w = _pg;u/ + (p + E) Up Uy (419)
gegeben ist. Mit der Eigenzeit T gilt

dx*
b= — 4.20
ut = (4.20)

Das ist die Vierergeschwindigkeit einer idealen Fliissigkeit. Damit ist
Guutu” =1. (4.21)

Die Einstein’sche Feldgleichung ist nur von Null verschieden, wenn Massen vor-
handen sind. Das bedeutet dann aber nicht anderes, als daff Massen den Raum
kriimmen.

Multipliziert man die Gleichung (4.18) auf beiden Seiten mit g**, dann erh&lt
man

R*, = %(50‘1,]%. (4.22)
Verjiingt man die Tensoren, indem man a = v setzt, dann ergibt das
R=2R. (4.23)
Daraus folgert man, daf
R=0 (4.24)

ist. Das bedeutet dann aber auch, daf
R, =0 (4.25)

sein mufR.
Weil Rgp = R11 = 0 ist, erhdlt man mit Hilfe der Gleichungen (4.12)

N=—v. (4.26)

Als Randbedingung mufs die aufgrund des Sterns gekriimmte Metrik in unendlicher
Entfernung r in die flache Minkowskimetrik iibergehen.

Jimgoo (r) = lim_ e =1 (4.27)
lim gy (r) = lim { ”(’“)} (4.28)
Man erhéalt deswegen
TlimmA(r) =0, (4.29)
Tlimmy(r) =0. (4.30)

Wenn man beide Seiten der Gleichung (4.26) nach r integriert, dann ergibt das

/Too N (r)dr = — /Too v (r) dr. (4.31)

A=—v (4.32)

Daraus erhélt man, daf

ist. Setzt man dies in Roo = 0, die dritte der Gleichungen (4.12), ein, dann ergibt
das
(1+2r)e* =1. (4.33)
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Das kann man umschreiben zu

— {mnm} —1. (4.34)

Integriert man jetzt beide Seiten iiber r, dann erhélt man
re? =r+C. (4.35)

Dividiert man durch r, so erhélt man

Goo=e€* =1+ g : (4.36)
Die Integrationskonstante C' identifiziert man mit Hilfe des Grenzfalls
Guv = Guv + Py (4.37)
mit einem schwachen Feld h,,,.
Die Bewegungsgleichung im Gravitationsfeld lautet
2,k TR
(iii — - ﬁyddiT (?T . (4.38)

Da es sich um eine statische Metrik handelt, verschwinden die rdumlichen Geschwin-
digkeitskomponenten der idealen Fliissigkeit (4.20),

d2z* L [t

was man vereinfachen kann zu

d2z
7 = Tk, . (4.40)
Die Christoffelsymbole sind dann
~kv
g 0 .
Lo = — 5 g 900 (r) . (4.41)

Weil nur I'}, von Null verschieden ist, da goo nur von r abhiingt, gilt in der Schwach-

feldndherung

10

oo ==="h . 4.42
00 = 5 ;. /100 (r) ( )

Die Bewegungsgleichung ist damit

d2r 10 0

— =—=-—h =——0 . 4.4
dt? 2 0r ° (r) or () (4.43)
Hiermit 146t sich das Newton’sche Gravitationspotential definieren,
1 M
®(r) = 5hoo (r) = = —. (4.44)
r
Dadurch ist
. 2M
Goo (r) = goo +2® (r) =1 - ——. (4.45)

Mit dieser Randbedingung fiir ein schwaches Feld ist die Integrationskonstante C'
von Gleichung (4.36) auf C' = —2M festzulegen. Damit ergibt sich auch fiir unsere
isotrope, statische Metrik aufserhalb des Sterns

2M

Goo (1) =€) =1 — =, (r>R). (4.46)
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Hierin ist M die Masse und R der Radius des Sterns. Mit Hilfe dieser Gleichung
kann man nun auch g7 bestimmen. Man errechnet, dafs

oM\ !
g (r) = =P = _e=2() = _ <1 — —) ., (r>R) (4.47)
T
ist.
Damit ist das Wegelement durch
2M oM\ !
ds? = (1 - —) de? — <1 - —> dr? — r2d#* — r?sin® 0 d¢? . (4.48)
T r

gegeben.

Dies ist die Schwarzschildmetrik. Man erhélt sie also, wenn man die statische,
isotrope Metrik (4.5) mit Hilfe der Einstein’schen Feldgleichung bestimmt.

Die Schwarzschildmetrik ist an der Stelle r = rg = 2M singuldr. Wenn der ge-
samte Stern innerhalb des Schwarzschildradius oder Ereignishorizonts rg liegt, dann
kann keine Strahlung und kein Teilchen diese Region verlassen. Es handelt sich dann
um ein Schwarzes Loch. Ist der Radius des Sterns grofer als der Schwarzschildradi-
us, dann hat das keine weiteren Auswirkungen, da die Schwarzschildmetrik sowieso
nur aufierhalb des Sterns giiltig ist.

4.3 Die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung

Wir wissen, dafs aufserhalb des Sterns keine Masse ist und daher sowohl der Energie-
Impuls-Tensor, als auch der Riccitensor und der Kriimmungsskalar verschwinden.
Innerhalb des Sterns ist jedoch Masse vorhanden, so daft nun der Energie-Impuls-
Tensor, der Ricci-Tensor und der Kriimmungsskalar von Null verschieden sind.

In diesem Abschnitt soll daher die Innenmetrik und der relativistische Druck-
gradient des Sterns ermittelt werden.

Die Komponenten der Einstein’schen Feldgleichung lassen sich berechnen mit

R _
Gul/ = Rul/ - Eg;tl/ = _87T7—1;tl/7
~va ~va R_ ~va ~va
Gp,ug = R,ng - Eg;wg = 7877Tuug )
R
G,% = R, = 50,% = —87T,". (4.49)

Die Komponenten des Riccitensors R,* ermittelt man mit Hilfe der Gleichungen
(4.6) und (4.12),

2 /
ROO — e (—l/” N — U2 Ty) 7 (4.50)
2N
R = ¢ (1// N 7) ’ (4.51)
B 1 v X 1
322‘3”(727*7)*72’ (4.52)
R;® = R,?. (4.53)

Da es sich um einen statischen Stern handelt, verschwinden die rdumlichen Ge-
schwindigkeitskomponenten der idealen Fliissigkeit in den Gleichungen (4.19) und
(4.21),

u'=u; =0. (4.54)
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Die zeitliche Komponente von u* ist wegen der Gleichung (4.21) gegeben durch
1
0
U = —,
VvV 900
ug = §00u0 = \/goo. (455)

Der Energie-Impuls-Tensor (4.19) 148t sich umformen zu

legya = —pJwg’ + (p+e) “ltuvgya )
T, = —pd,* + (p+ &) uyu®. (4.56)

Dieser sieht dann folgendermafen aus

e 0 0 O
e lo-p 0 0
L= 6 o (4.57)
0 0 0-p
Mit den Gleichungen (4.16), (4.49) und (4.53) bestimmt man die Komponenten des

Einsteintensors G,* zu

_ 12X 1
GOO — e 2 <T_2 _ T> _ 7,,_2 = —8me (7*) , (458)
_ 1 2V 1
Gl =e <T—2 7) — =8mp(r), (4.59)
2 -2\ "N 12 )‘_/ V_/ _
Gy =e V=NV v — )= 8np (r) (4.60)
Gy = G2, (4.61)

Multipliziert man die Gleichung (4.58) auf beiden Seiten mit 72, dann erhilt man

d
20 2X / 2X(r) 2
Gy =e “(1—-2r\)—1= " {r (1 e )} = —8me (r)r-. (4.62)

Durch Integration findet man heraus, dafl
r (1 — 6*2/\(’”)) =87 /OT e ()’ dr’ (4.63)
ist. Nun betragt die Masse innerhalb des Radius r, wobei r < R ist,
M(r) = 4r /0 Ts(r’)r’er’. (4.64)

Die g11-Komponente erhilt man unter Verwendung dieser Massenbeziehung in der
Gleichung (4.63),

gi1 (1) = =P = — <1 - %(T)) - : (4.65)

Lost man nun die Gleichung (4.62) nach A" auf, dann erhélt man
N==- {— — dme (r) r} e (4.66)

Jetzt multipliziert man auch die Gleichung (4.59) auf beiden Seiten mit 72,

PGt =e (14 2r) — 1 =8ap(r)r?. (4.67)
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Diese Gleichung 16st man nach v’ auf,

1 1
A 2X(r) &
v [27“ +47mp (1) r} e o (4.68)

Durch Quadrieren erhélt man

1
V2= [— +dmp (r) + 167%p? (1) 7“2] M)

4r2
| L + d7p (1) | €22 4 = . (4.69)
272 4r?
V"' ermittelt man durch Differentiation von Gleichung (4.68) nach r,
V=) | = + s +dmrp’ + 47p (r) + 8mp (r) r N | + = (4.70)
2r2  r 2r2 " '
Hierin verwendet man fiir A" die Gleichung (4.66),
1
V= e { 5+ 4re (1) — 4mp (r) + 321%p (1) & (r) 7"2}
r
+ 20 [dgrp’ + 87p (r)] + (4.71)

Jetzt setzt man die Gleichungen (4.66), (4.68), (4.69) und (4.71) in G52 (4.60) ein.
Der Ausdruck, den man dann erhélt, ist zunéchst sehr lang, aber man kann ihn
vereinfachen zu

G,* = 8mp(r)
= dmrp’ + 6mp (r) — 27e ()
+ €0 [2m (r) + 27mp (r) + 1677p (r) & (r) r? + 167°p% (1) 1°] . (4.72)

Lost man dies nach p’ auf, dann ergibt das

o= p(?‘);;E () |, x[_em ;;P ") yor P e +p2(M]| . (473)

Mit Hilfe der Gleichung (4.65) ermittelt man, daf

Ay _ " 4.74
¢ r—2M(r) (474)

ist. Dieses Ergebnis setzt man nun in die Gleichung (4.73) ein und vereinfacht dann
diesen Ausdruck. Als Losung errechnet man

dp [p(r) +& (r)] [M(r) + 47r®p (r)]

ar rr—2M(r)] ' (475)

Dies ist die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung.
Jetzt muf nur noch v und damit oo bestimmt werden. Hierfiir verwendet man
die Gleichungen (4.68) und (4.74),

dv M(r) + 4mp (r) r®
dr r[r—2M(r)]

(4.76)

Es gilt .
/0 Vidr=v(r)—v(0). (4.77)
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Dadurch ist

v(r) = /OT vidr+v(0). (4.78)

Das Integral kann man numerisch bestimmen. Aber man kennt zunéchst v (0) nicht.
Es kann erst spater mit der Beziehung

V(O)I/(R)/ORI/,dT%1n<1%>/ORI/IdT (4.79)

ermittelt werden. v (R) erhdlt man als Randbedingung aus der Gleichung (4.46).
Dadurch ist dann
oo (r) = e ()| (r<R). (4.80)

Die Teilchenanzahl N innerhalb des Radius r < R betrégt

2ar
— dr / Jrdr (4.81)
/1 _2M(r")
7/
worin n (r) die Teilchenzahldichte beim Radius r ist.
Die TOV-Gleichung wird vom Sternzentrum r = 0 mit der Anfangsbedingung
M (0) = 0 und der Zentralenergiedichte € (0) als Parameter bis zur Sternoberfldche
r = R integriert, wo der Druck p (r) verschwindet. Damit sind der Gravitationsra-

dius R, die Gravitationsmasse M (R) mit (4.64) und die Teilchenanzahl N (R) mit
(4.81) bekannt.
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Kapitel 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dargestellt, die mit den Formeln der vor-
angegangenen Kapiteln ausgerechnet worden sind. Die Resultate sind die Zustands-
gleichung und die Eigenschaften der Quarkmaterie und Quarksterne. Meine Ergeb-
nisse stimmen mit denen von [19] iiberein, wenn man die Effektivmasse, die dort
miteinkalkuliert wird, aufser acht 1afst und den Nullpunktsdruck abzieht. Fiir die
Berechnungen mufs man noch eine Bagkonstante B einfithren, da der Druck sonst
erst bei der Quarkdichte n = 0 verschwindet und dadurch die Radien der Quarkster-
ne riesengrofs werden. Durch Einfithren der Bagkonstante kann die Randbedingung
der TOV-Gleichung p = 0 bei n > 0 sofort erfiillt werden. Die Quarkmaterie, die
mit Hilfe der QCD berechnet worden ist, wird also erst durch das Einfiihren der
Bagkonstante zu einem Stern gebunden.

5.1 Die Quarkmaterie

Zunichst plottet man den Druck (2.223) gegen das quarkchemische Potential p,
siehe Abbildungen 5.1 und 5.2, um zu sehen, welcher der verschiedenen Fille ener-
getisch bevorzugt wird. Dies ist ndmlich der Druck, der bei gegebenem p am grofiten
ist. Die Konstanten wahlt man zu

ms = 0.1407 GeV (5.1)
2
% = 45.1467 GeV 2, (5.2)
K = 0.6533 GeV, (5.3)
BY* = 0.17 GeV, (5.4)

um den experimentellen Wert der Pion-Zerfallskonstante f, = 93 MeV zu reprodu-
zieren und um meine Ergebnisse mit denen von [19] vergleichen zu kénnen. Hiermit
werden nun der Druck und die Energiedichte modifiziert zu

p—p—DB (5.5)
e — e+ B.

¢ = 0 bedeutet, daf die Quarkmaterie nicht 2SC-<ud>-farbsupraleitend ist
im Gegensatz zu den Berechnungen mit Gap, bei denen ¢ > 0 ist. Ohne strange
Quarks bedeutet, daf keine strange Quarks in der Quarkmaterie vorhanden sind.
Mit strange Quarks bedeutet, dak strange Quarks nur dann in der Quarkmaterie
vorhanden sind, wenn der Absolutbetrag des quarkchemischen Potentials der stran-
ge Quarks |u?| grofer ist als die Strangequarkmasse m. Nicht neutralisiert bedeutet,

79
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Abbildung 5.1: Der Druck ohne strange Quarks aufgetragen gegen p
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Abbildung 5.2: Der Druck mit strange Quarks aufgetragen gegen p
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Abbildung 5.3: Der normierte Druck ohne strange Quarks aufgetragen gegen p fiir
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Abbildung 5.4: Der normierte Druck mit strange Quarks aufgetragen gegen p fiir
B=0
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Abbildung 5.5: Der Gap aufgetragen gegen das quarkchemische Potential
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Abbildung 5.6: Das elektrochemische aufgetragen gegen das quarkchemische Poten-
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Abbildung 5.9: Die Zustandsgleichungen ohne strange Quarks
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Abbildung 5.10: Die Zustandsgleichungen mit strange Quarks
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Abbildung 5.11: 3p — ¢ aufgetragen gegen ¢ bei Verwendung von Quarkmaterie ohne
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Abbildung 5.12: 3p — ¢ aufgetragen gegen £ bei Verwendung von Quarkmaterie mit
strange Quarks
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Abbildung 5.13: Die Energiedichte aufgetragen gegen die Quarkdichte bei Verwen-
dung von Quarkmaterie ohne strange Quarks
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Abbildung 5.14: Die Energiedichte aufgetragen gegen die Quarkdichte bei Verwen-
dung von Quarkmaterie mit strange Quarks
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Abbildung 5.15: Der Gap fiir neutralisierte Quarkmaterie mit strange Quarks auf-
getragen gegen p mit der Kopplungskonstante g?/A? als Parameter, die sich aus
dem Referenzwert (5.2) mulipliziert mit der angegebenen Prozentzahl ergibt
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Abbildung 5.16: Der Gap fiir neutralisierte Quarkmaterie mit strange Quarks auf-
getragen gegen p mit der Kopplungskonstante g2/A? als Parameter, die sich aus
dem Referenzwert (5.2) mulipliziert mit der angegebenen Prozentzahl ergibt
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Abbildung 5.17: Die Zustandsgleichung fiir neutralisierte Quarkmaterie mit strange
Quarks mit der Kopplungskonstante g?/A? als Parameter, die sich aus dem Refe-
renzwert (5.2) mulipliziert mit der angegebenen Prozentzahl ergibt
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Abbildung 5.18: Die Zustandsgleichung fiir neutralisierte Quarkmaterie mit strange
Quarks mit der Kopplungskonstante g?/A? als Parameter, die sich aus dem Refe-
renzwert (5.2) mulipliziert mit der angegebenen Prozentzahl ergibt
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dafs pug = pe = 0 gesetzt wird und damit weder ein farbchemisches Potential noch
Elektronen vorhanden sind, die eine geladene Quarkmaterie neutralisieren konnten.
Neutralisiert bedeutet, dafs pug # 0 und pe # 0 sein kann und das farbchemische
Potential und die Elektronen geladene Quarkmaterie neutralisieren.

Besser ist der Graph des maximalen Drucks in den normierten Druckabbildun-
gen 5.3 und 5.4 zu erkennen. Die normierten Driicke sind die vom quarkchemischen
Potential abhéngigen Driicke dividiert durch den vom quarkchemischen Potenti-
al abhéngigen Druck ohne Gap und ohne Neutralisation. Die Bagkonstante ist in
den normierten Druckabbildungen vernachléssigt worden, weil dadurch die Gra-
phen besser unterscheidbar sind und B sowieso keinen Einflufs auf die Reihenfolge
der maximalen Driicke hat. Anhand dieser Abbildungen sieht man, daf der Graph
mit Gap, mit strange Quarks und ohne Neutralisation der mit dem maximalen
Druck ist. D. h., dat 2SC-<ud>-farbsupraleitende Quarkmaterie mit freien stran-
ge Quarks ohne Neutralisation bevorzugt wird. Fiir die Quarksterne bedeutet das,
daf sie sowohl farb-, als auch elektrisch geladen wéren. Aber wegen der abstofsenden
Coulombkraft wiirde der Stern nicht stabil sein und explodieren. Der néchste bevor-
zugte, neutralisierte Zustand ist der mit Gap und mit strange Quarks. Desweiteren
ist in den Abbildungen 5.3 und 5.4 zu erkennen, daft die Neutralisation den Druck
sowohl von 2SC-<ud>-farbsupraleitender, als auch von freier Quarkmaterie redu-
ziert und daher keine ladungsneutrale 2SC-<ud>-farbsupraleitende Quarkmaterie
bevorzugt wird. 25C-<ud>-farbsupraleitende hat immer einen héheren Druck als
freie Quarkmaterie und wird daher immer bevorzugt. Die Hinzunahme von stran-
ge Quarks fiihrt immer zu einer Druckerh6hung. Daher wird Quarkmaterie, 25C-
<wud>-farbsupraleitend oder nicht, mit strange Quarks immer bevorzugt.

In den Abbildungen 1 und 2 von [20] wird AF gegen den Gap bzw. p aufge-
tragen. Diese Graphen sind mit Gaps dargestellt, die nicht von g abhéingen. In
Abbildung 5.5 sieht man jedoch, daf der Gap von p abhéngt. In [19] und [21] ist
der Gap in Abhéngigkeit von p dargestellt. Auch dort ist zu sehen, dafs 25C-<ud>-
farbsupraleitende gegeniiber freier Quarkmaterie bevorzugt wird. In Abbildung 3
von [21] sind der Druck der CFL-, der 2SC- und der normalen, freien Phase einge-
tragen. Wie man sieht, wird die CFL-Phase bei u £ 0.45 GeV gegeniiber der 25C-
Phase bevorzugt. Jedoch wird die 2SC- bei kleineren p der CFL-Phase vorgezogen.
Die normale Phase ist immer benachteiligt, was die Ergebnisse von [19] und auch
meine beweisen. In [20] wird behauptet, daf die normale der 2SC-Phase bei nied-
rigem chemischem Potential vorgezogen werden wiirde. Diese Aussage wird durch
die Ergebnisse von [19], [21] und mir widerlegt. Man beriicksichtige jedoch, daf die
Ergebnisse in [20] und [21] nicht exakt sind, weil dort Naherungen mit Hilfe von Tay-
lorentwicklungen durchgefiihrt worden sind. Die numerisch bestimmten Ergebnisse
von [19] und mir sind deshalb genauer. In meiner Diplomarbeit werden ausschliefs-
lich die Auswirkungen der 2SC-<wud>-farbsupraleitenden Phase auf Quarksterne
untersucht, nur um zu sehen, ob der Effekt der Farbsupraleitung tiberhaupt die
FEigenschaften der Quarksterne verdndert. Die Untersuchung der CFL-Phase auf
Quarksterne wiirde den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen.

Der Gap, siehe Abbildung 5.5, ist fiir geladene Quarkmaterie mit und ohne stran-
ge Quarks identisch, weil die strange Quarks keinen Einflufs auf ihn haben, wenn die
Quarkmaterie nicht neutralisiert ist. Die Neutralisation verursacht grofte Einbuften
sowohl beim Gap, als auch beim Druck, besonders wenn die strange Quarks weg-
gelassen werden. Der Knick in den Gapgraphen kommt durch die abschneidenden
Integralgrenzen (2.222) zustande, in denen O-Funktionen enthalten sind. Durch-
schnittlich betrdgt der Gap 0.1 GeV, wenn die strange Quarks nicht weggelassen
werden und die geladene Quarkmaterie nicht neutralisiert wird, denn sonst redu-
ziert sich der Gap erheblich. Er betrdgt dann nur noch durchschnittlich 0.06 GeV
und bei p = 0.535 GeV verschwindet er. Alle Gapgraphen steigen zunichst mit
wachsendem quarkchemischem Potential an. Maximal wird der Gap bei p = 0.525
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GeV mit ¢ = 0.134 GeV bzw. bei u = 0.47 GeV mit ¢ = 0.082 GeV. In der Nihe
des Cutoffs fallen die Gaps mit zunehmendem g immer schneller ab.

Das elektrochemische Potential ., siehe Abbildung 5.6, steigt linear an, wenn
die Quarkmaterie nur aus up und down Quarks besteht und nicht 2SC-<ud>-
farbsupraleitend ist. 2SC-<ud>-farbsupraleitende Quarkmaterie benotigt im Ge-
gensatz hierzu viel mehr Elektronen, um diese zu neutralisieren. Die hohen elek-
trochemischen Potentiale sind deswegen auch fiir die niedrigeren Gaps und Driicke
verantwortlich. Fiigt man nun noch die strange Quarks hinzu, dann nimmt das
elektrochemische Potential mit wachsendem p immer mehr ab, weil diese mit ihrer
elektrischen Ladung —1/3 die positiv elektrisch geladene Quarkmaterie immer mehr
mit wachsendem g neutralisieren kann. Im Fall von 2SC-<ud>-farbsupraleitender
Quarkmaterie werden bei u & k sogar Positronen benétigt, um Neutralitdt herzu-
stellen, da pe < 0 wird. Der Knick in den Kurven kommt auch hier wieder aufgrund
der abschneidenden Integralgrenzen zustande.

Genau dieselben Erkenntnisse liefert die Abbildung 5.7. Man sieht, daff immer
mehr Elektronen bendtigt werden, um die Quarkmaterie, die nur aus freien up
und down Quarks besteht, zu neutralisieren. Ist sie zusétzlich noch 2SC-<ud>-
farbsupraleitend, dann benotigt man fast das achtfache an Elektronen, um sie zu
neutralisieren. Wenn die Quarkmaterie strange Quarks beinhaltet, dann betragt
die Elektronendichte nur maximal 0.00072py bzw. 0.00314pg in der 2SC-<ud>-
farbsupraleitenden Phase, weil die strange Quarks schon mit ihrer negativen Ladung
fiir das Neutralisieren der sonst positiv geladenen Quarkmaterie sorgen.

Nicht farbsupraleitende Quarkmaterie ist immer farbneutral. Im Gegensatz dazu
ist 25C-<ud>-farbsupraleitende Quarkmaterie von Natur aus immer farbgeladen. In
der Abbildung 5.8 sind daher nur die neutralisierten Quarkmateriegraphen mit der
25C-<ud>-farbsupraleitenden Phase dargestellt. Auffillig ist, daft diese Quarkma-
terien sowohl positive, als auch negative ug-Werte besitzen. Bei der neutralisierten
Quarkmaterie, die nur up und down Quarks beinhaltet, konnte man pug = 0 setzen,
da es vernachldssigbhar kleine Werte annimmt. Quarksterne mit solcher Materie wé-
ren dann so gut wie bzw. iiberhaupt nicht farbgeladen. Die ug-Werte des anderen
Graphen diirfen nicht vernachléssigt werden.

In den Abbildungen 5.9, 5.10, 5.11 und 5.12 sieht man, dafs der Druck normallei-
tender Quarkmaterie bestehend aus up und down Quarks mit und ohne Elektronen
der Relation p = (¢ — 4B) /3 geniigt. Der Grund dafiir ist, daff die Quarks und
Elektronen frei und als masselos angenommen worden sind. Alle anderen Graphen
weichen vom idealen, relativistischen Quantengas ab. Mit grofer werdender Ener-
giedichte nimmt auch der Druck standig zu.

Mit wachsender Quarkdichte steigt die Energiedichte an, sieche Abbildungen 5.13
und 5.14. Man erkennt auch hier, daft die 25C-<ud>-farbsupraleitende gegeniiber
der ungepaarten Phase immer bevorzugt wird, weil sie energetisch giinstiger ist.

Die Abbildungen 5.15 und 5.16 zeigen, daft der Gap bei kleineren Kopplungs-
konstanten abnimmt und bei gréferen zunimmt.

In den Abbildungen 5.17 und 5.18 sind die Zustandsgleichungen mit der Kopp-
lungskonstante g2/A? als Parameter dargestellt.

5.2 Quarksterne

Mit Hilfe der Massenformel (4.64), der TOV-Gleichung (4.75) und der Teilchen-
anzahl (4.81) lassen sich nun aus den Zustandsgleichungen der Quarkmaterien die
Eigenschaften von Quarksternen ermitteln.

In Abbildung 5.19 sind die Masse-Radius-Graphen der Quarksterne dargestellt.
Es sind nur neutralisierte Quarksterne berechnet worden, weil geladene Quark-
sterne aufgrund der abstoflenden Coulombkraft explodieren wiirden. Es ist deut-
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Abbildung 5.20: Die Quarksternmasse aufgetragen gegen die Zentralenergiedichte
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lich sichtbar, daf sich die Eigenschaften der Quarksterne durch die 2SC-<ud>-
Farbsupraleitung verdndern. Der Quarksternradius reduziert sich bei 2SC-<ud>-
farbsupraleitender Quarkmaterie ohne strange Quarks um maximal 0.122 Kilome-
ter. Die Quarksternmasse verringert sich um maximal 0.016 M. Betrachtet man
Quarksterne, die strange Quarks enthalten, dann erkennt man, daf diese kleiner und
massedrmer sind als solche ohne strange Quarks. Die 2SC-<ud>-Farbsupraleitung
bewirkt, daft der Quarksternradius um maximal 0.072 Kilometer abnimmt und die
Quarksternmasse um maximal 0.023 Mg zunimmt. Im Graphabschnitt links von
den maximalen Quarkmassen, wo der Radius wieder abfillt, sind die Quarksterne
aufgrund von radialen Oszillationen instabil.

Aus der Abbildung 5.20 ist ersichtlich, daf diejenigen Quarksterne mit der nied-
rigeren Zentralenergiedichte die groferen Maximalmassen besitzen.

Die Abbildung 5.21 soll dem Leser zeigen, wieviele Quarks sich in einem Quark-
stern befinden. Die Quarkanzahl ist in Einheiten von 10°7 angegeben. Je groker die
Masse des Quarksterns ist, desto mehr Quarks sind in ihm enthalten.

In den Abbildungen 5.22 und 5.23 sind neutralisierte Quarksterne, die stran-
ge Quarks beinhalten, mit der Kopplungskonstante g?/A? als Parameter darge-
stellt. Durch das Erhohen der Kopplungskonstante nehmen auch die Gaps zu.
Die Auswirkungen von grofseren Gaps auf die Quarksterneigenschaften soll hiermit
iiberpriift werden. Die Prozentangaben geben den Faktor an, mit dem der Refe-
renzwert der Kopplungskonstante (5.2) multipliziert worden ist. Zum Vergleichen
sind nochmals nichtfarbsupraleitende und 2SC-<ud>-farbsupraleitende Quarkster-
ne mit der Kopplungskonstante (5.2) eingetragen. Durch Erhohen der Kopplungs-
konstante ist eine deutliche Massen- und Radiuszunahme der Quarksterne erkenn-
bar. Man stellt fest, dafs der Quarksternradius bei Kopplungskonstanten, die kleiner
als der Referenzwert (5.2) sind, gegeniiber nichtfarbsupraleitenden Quarksternen ge-
ringer ist, bei groferen Kopplungskonstanten als der Referenzwert aber zunimmt.
Die maximale Radiusdifferenz zwischen nichtfarbsupraleitenden und 2SC-<ud>-
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Abbildung 5.21: Die Anzahl der Quarks aufgetragen gegen die Quarksternmasse
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farbsupraleitenden Quarksternen, die mit einer Kopplungskonstante, die 125% des
Referenzwertes (5.2) entspricht, gerechnet worden sind, betragt 0.21 Kilometer und
die maximale Massendifferenz 0.11 M. Der Vergleich von nichtfarbsupraleitenden
mit 2SC-<ud>-farbsupraleitenden Quarksternen, die mit einer Kopplungskonstan-
te, die 150% des Referenzwertes (5.2) entspricht, gerechnet worden sind, ergibt, dafs
die maximale Radiusdifferenz einen Kilometer und die maximale Massendifferenz
0.31 Mg betragen. Verringert man die Kopplungskonstante auf 75% oder 50% des
Referenzwertes, dann nehmen auch die Gaps ab, und es sind nur geringe Verénde-
rungen im Vergleich zu nichtfarbsupraleitenden Quarksternen erkennbar.



Kapitel 6

Zusammenfassung

Die Motivation dieser Diplomarbeit bestand darin, die Unterschiede zwischen der
25C-< ud >-farbsupraleitenden und der normalleitenden Phase der Quarkmaterie
aufzuzeigen und die Auswirkungen der 25C-< ud >-farbsupraleitenden Phase auf
Quarksterne zu untersuchen. Dabei sollte festgestellt werden, wie groft der farbsu-
praleitende Gap sein mufy, damit sich die Eigenschaften der Quarksterne merklich
andern. Dazu wurde die Kopplungskonstante variiert. Die Ergebnisse aus Kapitel 5
lassen sich somit zu folgenden Resultaten zusammenfassen:

Die 2SC-< ud >-farbsupraleitende wird immer der normalleitenden Phase der
Quarkmaterie vorgezogen, weil sie energetisch giinstiger ist. Zudem muf die Quark-
materie neutral sein, denn sonst wiirde sie wegen der abstofsenden Coulombkraft
nicht stabil sein und die Quarksterne wiirden explodieren. 2SC-< ud >-farbsupralei-
tende Quarkmaterie mit freien, massiven strange Quarks besitzt den héchsten Druck
bei gegebenem quarkchemischen Potential und ist damit am meisten bevorzugt vor
allen anderen in dieser Diplomarbeit betrachteten Quarkmateriephasen. Durch das
Einfiihren des farbchemischen und elektrischen Potentials wird die 2SC-< ud >-
farbsupraleitende Quarkmaterie neutralisiert. In der 2SC-< ud >-farbsupraleiten-
den Phase ohne strange Quarks werden jedoch so viele Elektronen zur Neutralisation
bendtigt, dafs der farbsupraleitende Gap erheblich verringert wird. Die 25C-< ud >-
farbsupraleitende Phase mit freien, massiven strange Quarks wird gegeniiber der
25C-< ud >-farbsupraleitenden Phase ohne strange Quarks energetisch bevorzugt,
weil erstere nicht so viele Elektronen zur Neutralisation bendtigt, da diese Aufgabe
hauptséchlich von den strange Quarks tibernommen und dadurch der Gap nicht so
erheblich reduziert wird. Zudem kommt noch der freie strange Quarkdruck hinzu,
der diesen Zustand energetisch beglinstigt.

25C-< ud >-farbsupraleitende Quarksterne ohne strange Quarks besitzen einen
maximal 122 Meter kleineren Radius und eine maximal 0.016 Mg kleinere Masse als
normalleitende Quarksterne ohne strange Quarks. 25C-< ud >-farbsupraleitende
Quarksterne mit strange Quarks besitzen einen maximal 72 Meter kleineren Ra-
dius und eine maximal 0.023 Mg kleinere Masse als normalleitende Quarksterne
mit strange Quarks. Erhoht man den farbsupraleitenden Gap, dann werden die
Quarksterne grofser und schwerer. Vergrofert man die Kopplungskonstante um das
1.5-fache des angegebenen Referenzwertes (5.2), dann ungefihr verdoppelt sich der
farbsupraleitende Gap. Ein Quarkstern mit strange Quarks weist dann eine Radi-
usdifferenz von einem Kilometer und eine Massendifferenz von 0.31 Mg zu einem
Quarkstern mit normalleitender Phase auf. Durch Verringern des Referenzwertes
der Kopplungskonstante wird auch der farbsupraleitende Gap reduziert und es tre-
ten so gut wie keine Unterschiede mehr zur normalleitenden Phase des Quarksterns
auf.
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Anhang A

Matrizendefinitionen

A.1 Die Pauli-Matrizen

Die Paulimatrizen sind gegeben durch

() a0 e (B 2)

o =(01,02,03) . (A.2)

Es gelten fiir die Paulimatrizen folgende Relationen

o =1, (A.3)
0;05 = i0), (A.4)
[0i,05] = 2ioy, . (A.5)

A.2 Die Bjorken-Drell-Definition der y-Matrizen

Die Bjorken-Drell-Definition der v-Matrizen lautet

7 = ((1) (1)) (A.6)

o(55) (0 5)e eo(8%). wr
(0 0) (A8)

Vs = (? é) =iy (A.9)

Es gelten fiir die y-Matrizen folgende Relationen

i 2
w=1, ()" =-1, N2 =1, V=1, (A.10)

Yo = gH* (A.11)
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und
Y A = 29"

mit

g =

(=il
o= OO
_ o O O

A.3 Die ladungskonjugierende Matrix

Die ladungskonjugierende Matrix in Dirac-Darstellung ist definiert durch

0 0 0 -1
o o 1 o] .,
C=1lo -1 o of =0
1 0 0 0

Hierin ist v2 durch die Gleichung (A.7) gegeben. Es gelten die Relationen

C=-C"1t=-0"=-C",
Cyret = — ()"

A.4 Die Gell-Mann-Matrizen

Die Gell-Mann-Matrizen sind definiert durch

010 0 —i 0
M=|100], =i 0 o],
000 0 0 0
1 00 001
=10 -1 0|, x=[000],
0 0 0 100
0 0 —i 000
=10 0 0], x=[001],
i 0 0 010

00 0 L (1 0 0
=10 0 —i|, x=—[0 1 0
0 i 0 V3\o 0 -2

Sp [)‘0«] - 07
Xo = Aa s
A=A,
)\a )\b . )\c
|:2a 2:| —Zfabc27
wobei iiber ¢ = 1,...,8 summiert wird. Es ist f,5. = 0 aufier

f123 = ]-a
Jiar = —fis6 = foa6 = fos7 = faas = —faer =1/2,
fass = fors = V/3/2.

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.17)

(A.18)

(A.19)



A.5. DIE VEKTORWECHSELWIRKUNGSMATRIX

A.5 Die Vektorwechselwirkungsmatrix
Die Vektorwechselwirkungsmatrix ist gegeben durch
Fg = Ta’yu 9

worin die T, die Generatoren der SU(3) sind. Diese sind durch

definiert. Die ladungskonjugierte Vektorwechselwirkung schreibt sich zu

Th=C@" 0 = ~Tfy".

99

(A.28)

(A.29)
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Anhang B

Erklarung
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