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Vorwort.

TLevi ben Gersehom, (gew. ben tzevschon). bel den nichtjitdischen
Sehriftstellern anch Leo de Balneolis genanut, mehr hekannt unter dem
Namen Gersonides, wurde 1288 geboren. Sein Geburtsjahr ist aus dem
arithmetischen Werk, das ung hier vorliegt, zu bestimmen. Bs ist
im Jahre 5081, d. i, 1321 der gewbhnlichen Zeitrechnung, im 33.
Lebensjahr des Verfassers heendet worden, wie am Schlusse des
zweiten Abschnittes mitgeteilt wird. Levis Todesjahr steht nicht
genan fest, sicher ist nur, daB er 1343 noch gelebt und 1360 alz
cin Verstorbener genannt wivd. In Orange, Perpignam und  vor-
nehmlich in Avignon, der damaligen Lesidenz der Piipste, lebend,
wurde er von den Verfolgungen, denen die Geldgier Pbilipps des
Schonen die Juden seines Reiches preisgab, verschont, denn
Avignon war gerade um diese Zeit an Karl von Anjou abgetreten
worden und Perpignam gehérte noch zu Arragonien, in dewm die
Juden noch fast zwei Jahrhunderte ein verhdltnismissig ruhiges
Leben fithren durften. Auch die Hirtenverfolgungen, nnter denen
Arragonien viel zu leiden hatte, trafen ihn nicht direkt, da er zu
dieser Zeit in Avignon lebte und der Papst, der die Ausschrei-
tungen der wilden Horden gegen die christlichen Geistlichen
Frankreicls, ,die falschen Hirten®, mit Schrecken sah, den Strom
der fanatischen Banden von seiner Residenz weg nach Spanien zu
leiten verstand. So fibrte Levi ben Gerschom ein verhilltnisméssiy
rubiges Leben und konnte seine iiherans grossen (reistesgaben auf
den meisten Gebieten der Wissenschalt entfalten.

Es ist erstaunlich, wie vielseitic Gersonides war, und es ist
charakteristisch fitr ihn, mit welcher Grimndliehkeit und wic
methodisch er in allen Disziplinen arbeitete, mit denen er sich be-
sehédftigte, Seine Kommentare zur Bibel, unter denen  besowlers
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die zum Pentateuch wnd zum Buche Hiob hervoirragen, atimen
Klarheit. nnd Ushersichtlichkeit, ein  grandlicher, angesehener
Kenner des Talmud, kemmentierte er aneh einige Traktate dieses
Werkes und schrieb ausserdent cine Methodologie dey Jliselna,
mwnn o, als Arzt erfand er neune Heilmittel, seine astronomischen
Berechnungen dienten noeh lange als Grundlagen fiir die Arbeiten
Spaterer. Bekannt ist ja, dali er den Jakobstub, ein einfaches
astronomisclies Tnstrument, unter Berticksichtigung vieler physi-
-Kalischer Gesetze so verbesserte, dass fast alle astronomischen
Messungen damit ausgefitlint werden konnten, und dal das Princip
des verjiingten Massstabes dabel vollkommen zur Verwendung
kam. In seinem grossen philosopliischen Werk, Milebamoth Haschem,
Kampfe fir Gott genaunt, ist cr ecin durchaus selbstindiger
Forscher, dessen streng logische Deduktionen ilre Usberzeugungs-
kraft geltend machen. Als Mathewatiker ist er einer von dencn,
die die Resultate der Forschnngen der Araber crweiterten wud
dem Oeccident tbermittelten, Seine Arbeiten, die zum Teil ins
Lateinische tbertragen wurden, zum Teil woll auch Iateinisch ge-
schrieben waren, lagen sicher Regiomontanus vor, und es ist kein
Zweifel, dall er auf die Entwickelung der Mathematik im Abend-
land einen gewissen Einfluss ansgeiibt hat. Teile seines trigono-
metrischon Hauptwerkes, das urspriinglich mit den astronomiselien
Sehriften einen Teil seines philosophischen Werkes Dbildete, aber
sich anel unter demiTitel T.eo deBalueolis Isvaelita de sinthas, chordis
et arcubus, iten instrumento revelatore secretorum(mipmy 9y nannte
er seinen verhesserten Jacobstal) gesondert findet, hat Curtze in den
Bibliotheca mathematica veréffentlicht und das ganze Werk dort
analysiert und besprochen.

So  crseleint es  denn nieht  unangebracht, auel  die
arithmetische  Schrift, das Sefer Maasset Closcheb, durclt
Herausgahe und Uebersetzang aus dem Hebriischen weiteren, des
Hebriisehen unkundigen Kreisen zugiinglich zn machen mnd danit
der Geschichte der Mathematik einen Dienst zu leisten. Das Werk
zerfallt in zwei Abschnitte (ov=mwn), In cinen theoretischen Teil
und in ein praktisches Rechenbueh. Der theoretizsehe Teil macht
indessen keinen Anspruch daraunf, etwa als Lelwbuch der Arith-
metik angeselen zu werden, man ist am Ende anf den “ersten
Blick gar enttduscht, weil man kein methodisches Vorgehen zu
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finden selieint.  Wenn man indessen «die Einleitung hetrachtet. so
sicht man, dass dieser theoretiselie Teil nieht Selbstzweek ist,
dald er vielmehy uur cine Gyundlage fiie Jden zweiten Abschnitt
hilden soll, dumit die dort vorgefithvten Rechenoperationen nicht
mechaniseh sonders mit Verstiindnis vorgenonuen werden kianeu,
damit das Gleichie in dem Verschiedenen erkannt werde nud unicht
Liir dieselbe Operation viele Keunntnisse nach dor Versehiedenhett
der Materic erforderlieh seien®. Naeh diesem Gesichtspunkte ist
auch die Auwswahl der angefilirten 68 Siftze vorgenommen.
Obwolil daher wnser Autor i der inleifing ausdviicklich
bemerkt, dab die Theorie der Praxis vorangehen solle, milssen
wir zum Verstiindnis der Anlage des Werkes, analytisch vorgehend,
wmit dem zweiten Tell and sciner Besprechung beginnen.  Br zer-
fillt in 6 Abteilungen — . Pforten Kapitel, wie sie genamnt
sind.  Zuerst werden Addition und  Subtraktion behandelt. dann
dic Addition gleiclier Zahlen, «. i. also dic Multiplikation, zu der
die Quadrierung gehirt, dann komme die Nddition  ven Reihen,
auf die ein kurzes Kapitel Combinatorik folgt, dann die Division
mit der Radizierung, endlich werden Proportionsanfgaben behandelt,
fiber deren Bedeutung noch Besenderes zu sagen sein wird. !dus-
dritekliell aber wird in der Einleitung des zweiten  Absehnitts
darauf hingewiesen, dal alle diese Rechnungsarten eigentiieh nur
in zwel zevfallen, also entweder auf ,Vermehrung~ oder ,Ver-
minderung® zuritckzutithren sind, jedenfalls ein Zeichen hiheren
mathematischen Erkennens, als os sonst dem Zeitalter Levis zukam,
das 9 Rechnungsarten unterselied. Wenn man nun also anch die
Subtraktionerst vor der Division behandeln sollte, sokann sie dochaunch
der Addition gegenither gestellt werden, und  der tileichartigkeit
des Schemas wegen ist das aneh im Wapitel 1 geschehen,  Das
Additionshild ist genan das moderne, es wird stets von links nach
rechts addiert, die Zahlen haben ja ihren Positionswert, der 10
iibersteigende Teil der Summe der einzelnen Kolonnen sofert in
eine hihere Einheit verwandelt, bezw. wird bel den Sexagesimal-
britchen, deren Addifion schon hicr vorgenommen werden kann,
weil sie im Prineip nit der, der ganzen Zahlen fibereinstimmt, der
fiher 60 hinausgehende Teil der Summe der Rubrik als hihere
Einheit der ndchsten Stufe hinzngezihlt. Auch die Tafel der
Subtraktion ist ganz die unsrige, das Resnitar, die Differenz. or-
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scheint water dem Subtrahenden, fitr den Fall, daB die Ziffer des
AMinuenden kleiner als die des Subtraheunden ist, tritt die Znhilfe-
nahme der Kinheit der niichsthéheren Stufe ein, diese Einheit
wird, wie wir ¢s tun, von der uiiehst hiheven Stelle des Minuenden
abgezogen, nicht zu der niehst hiheren Stufe des Subtrahenden
addiert. Nur wird in Abweichung vou unserem Gebraveh die Ver-
minderung der ndchst hiheren Stelle vicht durell einen Puukt
sondern durel Dariiberschreiben keuntlich gemacht, der Hilfspunkt
tritt, nebenbei hemerkt, erst in 16, Jabrhundert auf,

Riehtie modern mulet nns das nan folgende zweite Kapitel
des zweiten Abschnittes an, wan hat die Empfindang, von den
termini techniel abgeschen, kbmnte man hente methodisel auck
nicht anders vorgehen, als Gersonides es fut. Br gibt zundclst
cinleitend an, zu welcher Dekade das Produkt der inbeiten
zweter Dekaden der ganzen Zablen gehivt, crorfert dabel gleich
dasselbe fiir Produkte der Sexagesimalbriiche und gibt  dann fir
das praktische Rechnen das Schema an, das genau dem upsrigen,
wenn wir nach links ausriicken, entspricht. Er geht damit weit
iiber seine Zeit hinaus, wenn Troptke, tveschichte der Elementar-
mathematik, dem wir in den geschicltlichen Daten dieser Dar-
stellung folgen, exst im Rechenbneh des Johaun Widmann v, Hgev
(1489) unser Rechenanordnung findet, so sind wir fast zwei Jahy-
hunderte frither in der Lage, sie bel unserem Autor nachzaweisen.
Inwiefern Regiomontan von diesem beeinflusst ist, wird sich nar
schwer nachweiser lassen. Jedenfalls fir das Kopfrechnen, sind
in dem Kapitel nocit einige Weisen der Multiplikation mit Zu-
hilfenahme dekadisclier Erginzungen angegehen, die zum Teil fir
das Quadrieren zweistelliger Zahlen verwendet werden.

Anch im 3. Kapitel finden wir des Neuwen genug. Die Ab-
leitung der Summenformel fiiv die nicht natitrliche Zahlenrsihe,
sowie fiiv die allgemeine arithmetische Reihe ist eine eigentiim-
liche. Es befremdet zucrst, dal ein Mann von der Bedeutung
des Levi ben Gerschon, der fiir die Reihie der patiirlichen Zahlen
sowie fir die graden npnd ungraden Zahlen fiir sich eine Summen-
formel gunz auf die Weise ableitet und beweist, die wir anwenden,
den einen Schritt der Verallgemeinerung nicht getan haben sollte,
sondern anf dem Umweg fiber die Summe einer nieht natiirlichen
Reilie erst zu der allgemeinen arithmetischen Reihe gelangt sein
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sollte.  Vielleicht gehen wir nicht fehl, wenn wir annchnen, aB
die Aufgabe, die er sich des weitcren gestellt hat, nimlich die
Summation der Quadrate und dritten Potenzen der (ilieder einer
arithmetischen Reihe, il veranlabt hat, diese wie jene Reihen
and die natiivliche Zahlenreihe zuriickzufithren, um in allen Féllen
denselben Weg einzuschlagen. Die Ableitung der Formeln, die er
fiitr die natiirliche Reihe hat, befindet sich naturgemil) im ersten
Abschnitt und wivd dort za besprechen sein. Fir dic geo-
metrischie Reihe bringt er die moderne Summationsformel in der
(iestalt, in der sie Tropfke zuerst Lot Prosdoecimo de Beldemandi
ans Padua (1410), also fast 100 Jahre spiter findet.

Combinatorik ist die Ueberschrift des 4ten, kurzen Kapitels,
in dem nicht die zyklischen Vertauschungen und die Bildungsarg
der einzelnen Complexionen der Permutations- Variations- und
t‘ombinationsanfgaben gebracht, sondern nur die Permutations-
Variations- und (‘ombinationszahlen berechnet werden. Da dieser
Teil in der Tat nur praktische Beispiele fiir den entsprecheuden
des ersten Abschuitts bringt, kénnen wir seine Besprechung zn-
nichst noch aufschieben.

Hat so das vierte Kapitel intensiv und extensiv  weniger
Bedeutung, so ist das finfte ein desto umfangreicheres und wich-
tigeres, es bringt nicht nur die Division mit ganzen Zallen, mit
Sexagesimal- wnd gewdhnlichen Briichen, die Addition, Subtraktion
und Multiplikation von Briichen aller Art, sondern es behandelt
auch das Ausziehen der Quadrat- wnd Kubikwurzeln.

Was zundchst das Divisionsschema betrifft, so ist es weder
das alte Ueberwirtsdividieren noch das mederne Unterwiirtsteilen,
sondern es stellt einen Uebergang vor. Es ist ein modernes
Teilen, insofern nicht die Einzel-Teilprodukte, sondern die fertigen
Teilprodukte, =zur Subtraktion beveit, unterwiirts geschrieben
werden, es ist das alte Ucherwirtsdividieren, indem jedesmal
die neue Dividendenzahi iiber die vorige geschrieben wird. Da
Jjedoeh der Untersehied jn der Schreibweise nur ein ganz duller-
licher jst, und der Hauptvorteil der modernen Art — von der
dsterreichischen Methode sei fir den Augenblick abgesehen — .
in den fertig hingeschriebenen, zu subtrahierenden Teilprodukten
besteht, so kann man immerhin einen groBen TFortschritt in
diesem Rechenbild erblicken, Ein Vorteil ist iibrigens bei dieser
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Anordaung segar vorhanden, der den Nachteil, der in der etwas
geringeren Uchersichtlichikeit licgt, aufzuwicgen vermag; hel dieser
Anordomng der Teilprodukte kann wan in jedem Stadium  der
Rechnung eine Controtle haben, dic Suume der Teilprodukte, ver-
mehrt um die letzte obere Reihe muli siets den Dividenden cr-
geben.  Diese Controlle ist weder hel unsrer nochi bel der sog.
dsterreichischen Methode so ithersichtlich (vgl. dazu Anm. 51 und
das Rechenhild Seltc 88).

Obgleich  aber das Schema der Division im  grolien und
ganzen dem unsrigen entspricht, jst in der Ausfillrung doch eine
Eigentiimlichkeit, die uns fremd vorkommt, es ist die Moglichkeit,
bei zwei aufeinanderfolgenden Teildivisionen Zablen  derselben
Dekade 2w erhalten, indem naeh Subtuaktion des Teilprodukts
noch mehr als der Divisor ithrig bleibt. s beruht das darauf,
dalj zundchst mit einem zu groth genommensn Niiwungswert des
Divisors ein zu klein genonmmener des Dividenden geteilt wird.
(Vgl. Anm. 58).

Sehr awsfithrlich und  breit ist die Bruchrechnung behandelt,
die sich an die Frage nach der Bedentung und der Behandlung
eines bei einer Division iibrig bleibenden Restes auschlieBt. An
die Spitze gestellt ist die Multiplikation von Britchen mit ganzen
Zahlen, es folgt die von Briichen mit Briiclien, an die sich folge-
richtig dic Behandlung von Doppel- und mehrfachen Britchen an-
schlieBt. Dann folgt die Addition ungleichnamiger Briiche, bei
der das Gleichnamigmachen durch Aufsuchen des kleinsten ge-
meinschaftlichen Vielfachen der Nenner, des Generalnenners, als
bekannt vorausgesetzt wird. Dann kommt eine Anweisung fiir
alle miglichen Fille, den Nenncr Kkleiner zu machen, wobei das
eigentliche Kiirzen, wie wir es kennen, anel ULerithrt wird, fiir
gewphnlich aber werden im Resultat Doppel- wund mehrfache
Briiche beibehalten. Den Uebergang zur Division von Briichen
durch ecinander bildet eine zweite Lisung der Aunfeabe, cine
Summe von Ganzen und ungleichnamigen Briichen mit einer solehen
Summe zu multiplizieren, die durch Erweitern des Multiplikators
und Multiplikanden mit dem Generalnenner und durel Division
des Produkts mit dem Quadrat des Generalnenners ausgefithrt
wird. So werden die Briiche bei der Division gleichfails gleich-
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namig gemacht wul der Zihler des Dividewdeabroches durch den
des Divisorhruehs goteilt.

Sehr verschieden davon ist die Behandlung der Sexagesimal-
briiche sowohl in der Multiplikation wic in der Division, hei
denen so wie bei ganzen Zahlen, wutatis mutandis, verfahren
wird, so dali es in der Tat wunderbar erscheint, daf der Schritt,
zit den Dezimalbrielien iiberzugehen, nicht getan wird. Dor senk-
rechte Strieh zwiselen den {zanzen und den Briichen, der sich
schon in dem Schema der Addition findet wid wnserm Komma
entsprechen wiirde, hat bei Gersonides nur den Zweck, anzudeuten,
daph dic Einheit nach links eine Potenz von 10, nach rechts eine
Potenz von 60 ist, und die Rechnung uicht falseh werden zu
lassen — HRElah) T‘E}' babams xbw —. Ob  die Schreibweise, die
in den Handsehriften in dem Teil, der diec Radizierung be-
landelt, gewiihit ist, und dic schon eine positionsartige ist, von
Levi selbst herrithrt oder von der weitcren Entwickelung beein-
flubt ist, kann natflich nicht festgestellt werden.

In diesem letzten Teil des 5ten Kapitels Dbehandelt unser
Autor das Aunsziehen der Quadrat und Kubikwurzel, die er als
eing Teilung durch einen unbekannten Divisor der Division an-
schliefit. Er geschieht durch den heute gebriaucilichen Algorithmaus,
der auf der Bildung von (a-+Db)* bezw. (a-}b}® beruht, jedoch
noch niclit so, dald jedesmal direkt (2a--b).b gebildet wird, viel-
mehr werden 2ab-}-b? besonders berechnet, addiert und daun ab-
gezogen.  Eigenttimlich ist beim Aufsnchen der zweiten nnd fol-
genden Stellen der Kubikwurzel das eingeschiagene Verfahren,
das in Anm. 82 kurz besprochen ist, und das sich aus der Art der
Division @iberhaupt ergibt. Ueher die scheinbar vereinfachte
Methode des Auszichens sowoll der Quadrat- als der Kubikwurzel
dureh Multiplikation des Radikanden wit 36" bezw. mit 3 367
siche Anm. 61 und Cantor, Vorlesungen iiber die Geschichte der
Mathemathik Bd. I Cap. 24. Andas Ausziehen der Wurzeln knipfen
sich dann noch die praktischen Aufgaben, eine mittlere Proportionale
zwischen zwei Zahlen a und b zu suchen, bezw. zwei Zahlen
#wischen a und b einzuschalten, sodat a:x=x:y und x:v=v:b
ist, das leitet zam Gten Kapitel, den Proportionen fiber. das des
Besondern niehts bietet, wenn auch die Proportionen deshalb cine
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so grobe Rolle spiclen, weil fast alle Beweise anf sle zuritckge-
fiihrt werden und fast alle Reehnungsarten auf sio zuriickgreifen,
vgl. SchluB der Einleitung des zweiten Abschnitts,

Erst wenn wir so den zweiten Alsehnitt des Werkes kennen,
verstehen wir, wie bereits bemerks, die Anordnmng des ersten
Teils, der nun als ein streng methodisch vorgehender erscheint,
Fiir Addition und Subtraktion bedurfte es keiner besonderen
theoretischen Erdrterungen, er wird dort nur das Axiom gebraucht,
daf das Ganze gleich der Sunme seiner Teile ist, deshalb ist im
ersten Abselmitt veon Addition wnd Subtraktion mcht die Rede.
Woll aher mubte eine Reihe ven Sitzen fir die Multiplikation
wid Division aufgefithrt werden. Das gesclielt in Nr. 1—13,
Sitzen, die sich zuniichst mit der Multiplikation ven Polynomen
befassen, resp. die Absonderang gemeinsamer Faktoren aus der
Summe mehrerer Produkte zum Gegenstand haben, dann weiter
dem Beweise gelten, dass die Reihenfolge der Faktoven in einem
Produkte gleichgiiltig ist. Tiir a.b=b.a ist der Satz ohne Be-
weis in Nr. 1 ausgefiihrt (siehe Anm. 8), fiir diesen Fall findet
er sich bel Euklid ja anch schon in arithmetischer Form, be-
wiesen ist er zundchst fiir 8, dann fiir 4 Faktoren, dann fiir das
Produkt zweier Produkte aus je zwei Faktoren, wmn dann schlief-
lich verallgemeinert zu werden, Die Form der Sitze ist schen
hier eine rein arithmetische, wenn man von dem zum festen ter-
minus gewordenen row (Flichenzahl-Produkt) absieht, auch die
Beweise sind nur in sofern in geometrisches Gewand gekleidet,
als die Zahlen durch Linien dargestellt sind, in den spiteren
Sitzen wird vielfach auch auf dieses Hilfsmittel verzichtet und mit den
abstrakten, n . b . unbestimmnten, Zahlen operiert. Zwei Sitze, die der
Multiplikation von Briichen gelten und diein der Form von Sitzen
liher zusammengesetzte Verliltnisse erscheinen, zwei Sitze iiber
Primenzahlen, relative und absolute, und zwei weitere iiber die Gleicli-
lieit der Resultate bei verschiedener Anordnung mehrerer Qpera-
tionen gehoren dann auch noch zur theoretischen Begriindung des
im zweiten Teil fiir die Multiplikation und Division Gebrauchten.

Wenn nun diese Sdtze anch nicht alle direkt im zweiten
Abschnitt in praktischen Beispielen verwendet werden, so sieht
man doch leicht cin, dass sie dem praktisclien Rechnen dienen
sollen, man wird ohne grofe Mithe finden, wo sie zur Anwendung
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gelangen konnen. Im iibrigen bieten sie wohl nichts, was itber
das schon im gauzen Mitielalter, ja schon im Altertum Bekannte
hinausgeht. Dal} hier im theorvetischen Teil die zum Gebiete der
Division gehirigen Sitze voransgenommen sind, wihrend der
zweite Abschnitt die Division nnd Bruchrechnung erst in das fiinfte
Kapitel verweist und Reihensummation und Combinatorik vorweg
nimmt, weil sie ,Verbindungen® sind, darf nicht Wunder nehmen,
¢s sind hier eben theoretische Grundlagen, die in mehrere Geo-
biete hiniiberspielen und die bei der ersten Gelegenheit abgetan
werden, {zrundlagen, von denen unser Autor in der REinleitung
sagt, wer sie kennt, vermdchte mit der einen Kenntnis den
Aufban der Operation in den vielen Arten zu erkennen, deren Aus-
fiihrang dieselbe Grundlage hat.

In den nun folgenden Sitzen 21—43 werden die Grundlagen
fir das dritte Kapitel des zweiten Abschnities gegeben. Schritt
fiir Schritt vorgehend und altes Folgende im Fritheren vorberei-
tend, bringt Gersomides hier die stréng mathematischen Beweise
fiir manche neue und manche schon friher durch Indukiion ge-
fundene Resultate. Die Summenformel fiir eine Anzahl von
Gliedern der natiirlichen Zahlenreibe, fiir cine Anzah! anf eipander
tolgender grader und ungrader Zallen wird abgeleitet, die Quadrate
der natiirlichen Zahlenreihe werden summiert, ebenso getrennt die
Quadrate der graden und ungraden Zahlen, endlich wmit Hilfe von

1
figurierten Zahlen von der Form Ep[n—|-(n~1)+ e e 1)],die
n

dor archimedischen Reihe der Quadratzahlen entsprechen und mit
entsprechenden Dreleckszahlen verbunden werden, auch die Kuben
der Zahlen der natiirlichen Reihe sowohl als auch die der graden
und ungraden Zablen fiir sich allein. Es scheint, dal hier diese
Ableitung zum ersten Male gegeben wird, und die Anfrage
des Herrn Ennestrém in den Bibliotheca Mathematica, Neue Folge
1902, ditrfte damit beantwortet sein.

Cralten die bisherigen Sitze durchweg dem zweiten Abschnitte
des Werks und den dort zu lsenden Aufgaben, so folgen jetzt
cinige, die der Lisung von Aufgaben gelten, die im ersten Teile
selbst noch behandelt werden. Mau sieht leicht, dab sie nur zu
dem Zwecke aufgestellt sind, fast scheint es, als'seien sie eigent-
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liel nur Resultate bezw. Teilresultate der von Nr. 52 an folgen-
den Aufgaben, die fir uns dadurch an Interesse verlieren, weil
der Weyg, auf dem sie gefunden sind, nicht angegeben wird. Es
wird die Lasung einfach mitgeteilt und deren Richtigkeit hewiesen.
Brst die Sitze 9 ff. haben wieder deatlichen Bezug auf den zweiten
Absclinitt, sie behandeln Dinge, die bei der Radizierung gebranche
worden, dic Gleichheit von a2 . b2 hezgw, a®. h® und (ah)? bezw. (ab)?
und die Formel (a-+1)3=ud4-Babla-b)413 Gerade dic Stellung
dieser letzten Satze Lisst in der Tat die Vermutung autkonmien,
dass der zweite Abschnitt vielleicht vor dem ersten bearbeitet
wurde und dieser erst ans den in der Hinleitung angegebenen
Griinden spiter vorausgesehickt wurde. Diese Sitze, die cigent-
lieh zu den 1—13 aufgefiihrten gehorten, werden erst am Scllusse
des Sten Kapitels des 2ten Abschnitts verwendet und haben am
nde daher crst ihre spiitere Stellung bekommen.

Wichtiger ist der Sehluss des ersten Abschnitts, der dureh
¢ine hesondere Einleitune kenntlich gemacht ist, und  dessen
stellung am Ende des Teils sich aueh erkliren ldlit, wenn dic
soeben  ausgesprochene Vermutung richtie sein sollte. Es sind
Sitze aus dem Gebiet der Combinatoril, also auns einem Giebiet,
- das zum eigentlichen praktischen Rechnen mnicht gehdrt. Wenn
nun auch im zweiten Teil die Combinatorik, als zu den Operationen
der ,Verbindung® gehorend, schon im Kap. 4 behandelt wird, so
sind in ihr doch neue Rechnungsarten nicht enthalten, Kap. 4
bringt eben nur die Beispiele fiir die theoretiseh abgeleitcten
Sitze, dic daher im ersten Teil, weil sie fir das eigentliche
Rechnen nicht grundlegend sind, an den Schluf gestellt werden.

Immerhin bieten sie fir die Geschichte der Mathematik des
Interessanten genug. Nach Tropfke, Geschichie der Elementar-
mathematik, Bd. IT 8. 352, wiren im Abendlande kombinatorische
Kenntnisse nur ganz vereinzelt gewesen, erst bei Hérigone (1634)

Ma—tr: - - - fn-mtl) finden, wir
172’

haben sie hier schon 2 Jahrhunderte frither, auch den Satz

soll sich die Combinationsformel

k_ n— ; s wi - | -
(.n= UE? 9 haben wir schon. Es wird zwischen Permutatiouen,
Yariationen, Combinationen unterschieden, die letzteren werden
dureh Permutation aus den Varjationen hergeleitet. Die Bildungs-
welse der einzeluen Complexionen wird aber nicht angegehen.
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Er eritbrigt noch, ciniges itber die dieser Verdffentlichung
s Grunde liegenden Mandschriften zu sagen. Zur Verfigung
standen dureh die frewndliche Vermittelung der hiesigen Stadt-
nibliothek 3 Manuskripte, der Codex 35 der Minchner Hofhiblio-
thek, cin Foliosammelband, in dem unser Maasel Choscheb aller-
difigs nur liekenlaft vorhanden ist. In ifalienischer Cursivsehrift
gosehrichon, Dot e¢r insofern manche Erleichterungen, daff die
Aehnlichkeit des 3 und 2 sowic das 1 und 7, die in den anderen
Handschriften dic manchnal stérend  wirkte, wo in den Rech-
nungen  beide Zeichen  vorkommen, hier wegtielen,  Auch  der
Codex 67 der Mimchner Hofbibliothek, gleichfalls Foliosammetband,
ist, liickenhaft, doeh nur am Schlusse des zweiten Teils. Jedoch
sieht man, dabi keine Seite fehlt, der Abschreiber hat ein Btick
des Sten Kapitels und das ganze tite fortgelassen. Dic Liicken
der andeven Handschrift vithren von fehlenden Seiten her. FEr
stammt aws demr Jahre 1573 und scheint mit der dritten beniibzten
Handschrift in irgend welchem Zusammenhang zuw stehen, einige,
ganz offenbar fehlerhafte Lesarten stimmen in beiden sehr genau
iiberein, wie man aus den Fulinoten zwm hebr. Text ersehien kann.
Dic dritte Handschrift, die der Wiener Kgl. Bibliothek gehort,
ist ein Quartband, in deutscher Cursivsehrift geschrieben, aus
dem Jabr 1462, Sieist am vollstindigsten, und ihr Text ist i a.
der Verpffentlichung zun Grunde gelegt. An das sechste Kayi'cl
des 2ten Abschnitts schlieft sich in ihr noch eine Reihe von
mhrw, Aufgaben, un, deren drel letzte in der zweitgenannien
Mitnelmer Handschrift anch vorhanden sind. Wir wuabten sie
ciner spateren Verdffentlichung vorbehalten, da s ans gewissen
Griinden nicht mbglieh war, sie jetzt mit zu verdffentlichen. Es
cxistieren nocl einige handschrifiliche Exemplare des Werkes,
die leider nicht zuginglich waren. Dureh die Freundlichkeit eines
Kollegen wir es zwar mdglich, eine Stelle des Pariser Manuskyipts
zum Vergleich heranzuzichen, aber die Handschrift selbst konnte
nicht nach Frankfurt gesandt werden. Die Miinchner Codex 35
ist im folgenden mit M. I, der Nr. 67 mit M. II, die’ Wiener
Handschrift. mit W. bezcichnet, dic Pariser Handschrift, die nur
an einer Stelle in Betracht kommt wnd dort mit W. itbereiustimmt,
ist nicht besomlers angegeben. Immer, wo dic hebriischen Buck-
staben unsern unbestinmnten Zahlen a, b, e w8, w. entsprachen,
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sind sie, wie in den Hdsehr., durch Punkte, dic itber den Buchstaben
gesetzt wurden, kenntlich gemacht, da wo sie Zahlenwert haben, durch
Striche links vom Buchstaben, so wie siegewdhnlich bei Abbreviaturen
weschrieben werden. Wo Zahlen im deutschen Text dareh Linien
dargestellt und diese durch 2 kleine lateinische Buchstaben benanng
sind, macht ein Strich iiber den beiden Buchstaben dicselben Kenntlich.

Frither als in Satz 21 des crsten Teils schien es nicht ndtig,
in der Uebersetzung irgewdwelche, der modernen Weise ent-
sprechende Ausdriicke bezw. Sehreibweisen zu wihlen, es war im
Gegenteil das Bestreben vorhanden, den "Text mbglichst genau zu
itbertragen, selbst wenn der Ausdruek dadurch etwas schleppend
wurde. Nur das Pluszeichen und das Zeichen fiir Verhdltnisse
wurden hier und da angewendet. Da jedoch, wo die rein arith-
metisehe Darstellungsweise beginnt, besonders also bei den Sitzen,
dic der Smmmation von Reihen gelten, mufite hiufiger die jetzt
gebriuchliche Schreibweise gewiahlt werden, Klamnern u. s, w,,
weil die Beweise fiir uns sonst zu uniibersichtlich geworden wiirer.
Im fibrigen ist bei den Sitzen selbst stets darauf Bedacht ge-
nommen, sic miglichst wortlich zu iibertragen. Zwei Sachen haby
ich mir dagegen willkiirlich zu #ndern gestattet. Die Figuren,
die an vielen Stellen der Handschriften ganz weggelassen sind
oder doch, im ersten Teil wenigstens, nur ganz willkiirliche Linien
sind, die den angegebenen Groben in keiner Weise entsprechen,
habe ieh in den Text so cingefiigh, wic sie nach der Beschreibuny
sein mubiten, und da, wo in den Manuskripten die Null durch
cinen leeren Platz bezeichnet ist, wurde sic sowohl im  hebréi-
schen als im deutschen Teil durch unser Symbol bezeichnet.

Es ist mir noch eine angenchme Pflicht, dem Herrn Direktor
dur hiesigen Stadthibliothek und dem Herrn Bibliothekar Dr.
Freimann sowie der Verwaltung der Kpl. Minchnor und Kinigl
Kaiserlichen Wiener Hofbibliothek fi dic freundliche Besorgung
und Ueberlassung der beniitzten Manuskripte, endlich Herrm Prof.
br. A. Lowy-Freiburg fir die Avregung zu dicser Arbeit herz-
lichen Dank zu sagcn.



Es spricht TLevi ben Gerschom: Da die rechte Vollkom-
menheit in eciner praktischen Tatigkeit darin Dbesteht, dass
man nechen der Tétigkeit die Art der Ausfilhrung kennt,
warum  sie gerade in  dieser Weise geschieht —, und da
der praktisclie Teil der Arithmetik (Zahlenwissenschaft) eine
‘praktische Thtigkeit ist, so ist es kiar, dass es am Platze
ist, sich mit ihver Theorie zu befassen. Ein zweiter Grund zwingt
uus noch, in dieser Wissenschaft auf die Theorie einzngehen. Es
ist nfmlich klar, dass diese Wissenschaft viele Operationsarten
ufasst und jede Art wieder sich mit den verschiedenartigsten
Materien beschiftigt, so dass man glauben kinnte, sie gehirten
gar nicht einer Art an. Daher ist es klar, duass man es in dieser
Wissenschaft nicht ohne die grossten Schwierigkeiten zu einer
Vollkommenheit bringen kann, wenn man die Theorie nieht kennt,
mit der Kenntnis der Theorie jedoch kann man leicht dazu ge-
langen, denn wer diese keunt, wird mit der einen Kenntnis den
Aufbau der Operation in den vielen Arten erkennen, deren Aus-
fihrung ein und dieselbe Grundlage hat, wer aber die Theorie
nicht versteht, wird, je nach der Verschiedenheit der Materien,
in ein und derselben Kenntnis die verschiedensten Kenntnisse
haben miissen. Demnach haben wir es fitr richtig gehalten, in
diesem Werke die Eigenschaften der Zahlen in ihrer Theorie in
Kivze auszufithren; wir haben dieses Werk daher in zwel Ab-
schnitte geteilt. Der erste enthillt die Grundlagen, die fiiv das
gelten, was wir von dieser Wissenselhaft erlintern wollen, der
zweite befasst sich mit dem Gang der Operation in den ver-
schiedenen Arten der arithmetischen Wissenschaft nud threr Be-
griindung. Da dieses Werk siell mit praktischter und theoretischer
(Denk) Tatigkeil befasst, naunfen wir es ,Maassel Choscheb.
{Praxis des Rechners)?). Was aber den Lehreang in diesem Buch
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betrifft, so ist es richtig, dass der, der sich mit ihm befasst ),

vorher sich mit dem Tten 8ten und 9ten Buch der Euklid beschif-.

tige, denn es ist nicht unsre Absicht, in diesem Buch seine Worte
zu wiederholen®), wir werden sie vielmehr anf der Stufe von
trrundsédtzen belagsen, da sie dorf schon durch Beweise erliutert sind.

Einleitungdescrsten Abschnitts.

Eine Zahl heisst aus mehreren Zallen zusammengesetzt, wenn
sie su gebildet ist, dass die erste mit der zweiten multipliziert
wurde, das Resultat mit der dritten w. s w. Die Anzahl der
Zahlen und der gegebenen Teile ist die Anzahl der darin enthaltenen
Zahlen und gegebenen Teile. Das zusammensetzte Verhiltnis gegebe-
ner Zallen zu gegebenen Zahlen ist das Verhiltnis des ersten der Vor-

derglieder zu dem ersten der Hinterglieder, multipliziert mit dem Ver-.

hiltnis der zweiten der Vorderglieder zum zweiten der Hinterglieder
w. s. w. Die natiirliche Zahlenreihe, die mit 1 begiunt, ist 1, 2,
3 w s. w. Die Zahl vor einer Zahl ist die um 1 kleinere, dic
Zahl nach einer Zahl die wm 1 grissere.

Die Summe der natiirlichen Zahlenreihe bildet man, indem
man zu 12, 3a. s w. addiert. Die Sumine der ungraden natiirlichen
Zahlenreibe, die mit 1 beginnt, bildet man, indem man zu 1 8, 5
u. s. w, addiert. Die Swmmec der natiirlichen graden Zahtenreihe
bildet man, indem man zu 2, der ersten graden Zahl, 4, 8 u. s. w,
hinzuzdhlt,

Eine arithmetische Reihe, ist eine Reihe, in der das Zte
Glied um ebensoviel grisser ist als das erste, wie das 3te grisser
ist als das 2te u. s. w.

Unter 4) der Summe von Reihensummen, deren Anfinge der
natirlichen Zahlenreihe entsprechen und die mit eins hbeginnen,
versteht man die Summen von Aggregaten, die Dbei einer nnd
derselben Zahl enden, deren erstes mit 1 beginnt, wihrend das
2te mit 2 anfingt w s. w,

Unter der Summe von Reihensummen?), deren Euden der natiir-
lichen Zahlenreihe entsprechen, versteht man die Summen von
Aggregaten, die alle mit eins beginnen, deven erstes 1 allein ist,
wiahrend das zweite 1 plus 2, das dritte 1 plus 2 plus 3 w. s. w. heisst.

Eine Zahl ist das arithmetische Mittel zwischen 1 und einer
gegebenen Zahl, wenn dic gzegebene Zahl sic um ebensoviel fiber-




trifft, wie sie mehr als 1 ist. Die gegebene Zahl ist die ,Endzahl®
zn dieser gegebenen Zahl.

Die Zahlen zerfallen in grade und ungrade. Der Teil,
dessen Nenner grisser ist, ist Kleiner. Beispiel: !fp ist grosser
als Iy, und die Zahl, durch die /> benannt ist, 2, isf kleiner
als 5, durch das !/ benannt ist. Das zn beweisen, sei a eine be-
ligbige Zabl, ihre Teile seien b und ¢, b sei grisser als ¢, d sei

der Nenner des Bruches %, der gleich bist, I der Nenner des Bruches
:, der gleich c ist. Behauptung : d ist kleiner als . Boweis : Da d der
Nenner des Bruches —3 ist, multipliziere man b mit d und er-

nalt a, da ferner h der Nenner des Bruches ; ist, wultipliziere
man h mit ¢ und erhilt a, also ist b. d gleich h.¢. Es stehen
also die Faktoren in gleichem Verhiltnis, b:c wie h: d. Nun ist
aber Iy grésser ¢, also auch h grisser als d, w. z. b. w.

Ein Teil oder eine Summe von Teilen ist grisser als ein anderer
Teil oder eine andere Summe von Teilen, wenn dieser Teil oder
diese Summe von Teilen, voneiner beliebigen Zalil genommen, grosser
ist als der andere Teil oder die Summe der anderen Teile, von
chen dieser Zahl genommen. ,Eins“s) ist teilbar als benannte Zahi,
idas ist aber eine andere Seite als die Betrachtung der Eins® als
ciner unbenannten Zahl; dieses Buch jedoch befasst sich gleich-
miissig mit beiden Betrachtungen, daher soll es uns nichi storen,
wenn ,Eins* in einigen Beweisen?) des ersten Teils geteilt wird.

Erster Ahschnitt:
behandelt die Grundlagen, die wiv dieser Titigkeit zu geben haben.

1. In einem Produkt, das aus der Multiplikation
zweier Zahlen entstanden ist, ist jede der Zahlen so
oft enthalten, wie die andere Zuhl Einheiten hat.

2. Wenn zwei Zahlen gegeben sind und man
teilt die eine in beliebig viele Teile, so ist das Pro-
dukt der beiden Zahlen gleich der Summe der Pro-
dukte aus den Teilen der 2ten und der ersten Die

gegebenen Zahlen seien , U SR L S

und ¢, man teile ab in die Teile ali, hd, db. Behauptung: ab . ¢
ist gleieh der Summe der Produkte ali, ¢, hd . cund b . ¢, Beweis: In
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dem Produkt all . ¢, ist der Faktor ¢ so oft enthalten wic die
Binheit in ah, ebenso ist der Faktor ¢ in dem I'rodukt
dh.c so oft enthalten wic die Rinheit iu i und in dem
Produkt db . ¢ so oft wie die Einheit in db. In ab, Il wnd b
zusammen sind aber soviel Kinkeiten enthalten wie in ab, also
st in der Summe der Produkie ¢ als Faktor so oft vorhanden
wie die Einheit in ab, In ab. ¢ ist aber ¢ so oft enthalten, wie
ab Einheiten hat, also ist ab.c gleich der Swmme dieser
Produkte. '

3. Wenn 2 Zahlen gegeben sind und man
teilt jedein beliobige Teile, soist das Produks
der beiden Zalhlen gleich der Summe der Pro-
dukte ans den Teilen der einen in jeden Teil
der andern Zahl. h 5 __ & d

ar———— . be- —
Gegeben seien die Zahlen ab und cd, ab sei in die Teile b und
ah geteilt, ed in die Teile ©s, sg, 5. Behauptung : ab . ¢d st
gleich der Summe der Produkie aus ah in alle Teile von &d,
vermehrt um die Summe der Produkte von hb in alle Teile von
¢d. Beweis: Die Summe der Produkte aus ah in alle Teile von
cd ist gleich dem Produkt ali . cd, ebenso ist die Summe der
Produkte aus hb in alle Teile von cd gleich dem Prodnkt hb . od.
Aber ah . cd vermehrt um Tb.ed ist seinerseits gleich b . &,
also ist die Summe der Produkte aus allen Teilen von b in alle
Teile von ¢d gleich dem Produkt ab . cd, w. z. b. w.

4 Teilt maneine Zahlin 2 Teile, soist das
Produkt aus der ganzen Zahlin den einen Teil
gleich dem Produkte aus diesem Teil in den
anderen, vermehrt um das Quadrat des cersten
Teils. , ¢ b Die Zahl ab sei in die
heiden Teile ac und cb geteilt. Behanptung: Das Produkt aus
ab . be ist gleich dem Produkt ac . ch vermelnt um das Quadrat
von ¢b. Beweis: Das Produkt ac . b vermehrt wm das Produkt

¢h . cb, das gleich dem Quadrat von b ist, ist gleich dem Pro-




duks ab . Be, also ist das Drodukt ab . he gleich dem Produkt
ac . be, vermehrt um das Quadrat vow be, w. z. b, w.

. Wird cine Zahl halbiert und nm cine
beliebige Zahl vermelrt, so ist das Produkt

aus dev hinzugefiigten Zahlindie ganze — ver-
mehrte — Zahl, vermchrt um das Quadrat der

halhen Zahl gleich dem Quadrat der Summe
der halben Zahl und der hinzugefiigten Zahl
Dic Zall ab sei in die gleichen Teile ac und &) geteilt, hinzu-
gefiigh wird die Zahl 6bd. Behanptung: Das Produkt ad . bd,
a ¢ b _ g4 vermehrt um das Quadrat
von ¢b, ist gleieh dem Quadrate von ¢d. Beweis: Das Produkt

ad . b ist gleieh cd . b, vermehrt um db . ae, welches letztere

gleich Te . db ist.  Addiert man dazn das Quadrat von ¢, so
ist die Summe gleich der Summe der Produkte cd . db und be . db,
vermelrt wn das Quadrat von ¢h. Nun ist aber das Produkt
ed . ed gleich der Summe der Produkte ¢d.db und cd . cb,
¢h . ed ist gleich eh. bd, vermehrt um das Quadrat von cb, also
ist das Quadrat von cd gleich der Summe aus den Produkten
e . du, cb. db und dem Quadrat von be, dieses ist aber nach
dem, was wir bewicsen, gleich dem Produkt ad . bd, vermehrt um das
(uadrat von be, w, z. b. w.

6. Addiertmanzuneinergegebenen Zahl
eine beliebige Zahl,soistdasQuadrat der
Summe gleichder Summe der Quadrate der
Zahlen,vermehrtumihrdoppeltes Produkt.
Gegeben sei die Zahl ab, addiert werde be. Behauptung: Das
Quadrat von ac ist gleich der Summe der Quadrate von ab und
be, vermehrt um das doppelte Produkt aus ab und be. Beweis:
Das Produkt ac . ae ist gleich dem Produkt ab .ac, vermehrt
b

wn das Produkt be . ae.  Nun ist aber , ; c
ab.ac gleich dem Produkt ab . be, vermehrt wm das Quadrat
von ab. Ferner ist he.ac gleich dem Produkt be.ab, ver-
mehrt um das Quadrat vom he. Also ist das Quadrat von ac




gleich der Summe der uadrate von ab und be, vermelrt um
das doppelte Produkt aus-ab und be, w, z. h. w.

. Addiertmanczueinerbeliebigen Zall
eincheliebige andere,so ist das Quadrat
der Suwmme gleich dem Produkt auns der
Summe in eine deyr beiden Zahlen, ver-
mehrt umw das Produkt der beiden Zahlen
und das Quadrat der wweiten . Gegeben sei die

Zahl 55 b sic werde, vermehrt um

Y o

be. Behauptuug Das Quadrat von ac ist gleich dem Produks
ab . ac, vermehrt um das Produkt ab . be und das Quagrat von
be. Beweis: Das Produkt ac.ac ist gleich der Summe der
Produkte ac . ab und Be. ab, das letztere ist aber gleich dem
Produkte ab . be vermehrt um das Quadrat von be, also ist' das
Quadrat von ac gleich der Summe aus den Produkten ab . ac und
b . be und dem Quadrat von be, w. 7. b. w,

8 DasQuadratder Hilfte ciner belije-
bigen Zahl ist gleich dem Produkt aws
cinembeliebigenTeilder Zahlinden Rest,
vermehrt um das Quadrat der Differeng
Zwiselheneinembeliebigen der Teile und de(l'
halben Zall Die gegehene Zahl sei dureh ab dargestellts
sie sel im Pudukte ¢ balbiert und in einem beliebigen Pmdukte(l
geteilt. c d » Behauptung : Das Quadrat von'
ac ist gleich der Summe des Produktes ac . db und des Quadrates
vor cd. Beweis: Das Quadrat von ac ist gleich der Summe:
der Produkte cd . ac und @b . ac. Nun ist das Produki ad . bl
gleich der Summe der Produkte ac . db und ¢d . bd. Ziehen wir
das gemeinschaftliche Produkt ac . db ab, so ist das, was von
dem Quadrat von ac bleibt gleich, dem Produkt od . ae, welches
gleich dem Produkt ed . eh ist. Von dem Produkt ad . db bleibt
das Produkt cd. db. Nun ist aber der Unterschied zwischen
dem Produkt od.eb und dem Produkt od.db gleich dem
Quadrat von cd. Also muss das Quadrat von ac gleich sein

e



dem  Produkte ad.db, virmebrt wm das Quadrat von ed,

w. Z. h. w.

. HWenn man eine aus zwei Zahlen zusam-
mengesetzte Zahl! mit einer Zahl multipliziert
nnd das Resultat eine gewisse Zahl ist, so er-
Dalt man dicselbe Zahl als Resultat, wenn man
die ans zwei helichigen dieser 3 Zusammen-
gesetzte Zahl mit der dritten multipliziert.
Die Zahl a sei mit dew Produkt aus b wnd ¢ multipliziert, das
Resultat sei die durch dit dargestellte Zahl, Behauptung : Multi-
pliziert man b mit dem Produkt a. e, so ist das Resultaf gleich-
falls dh. Beweis: In der Zahl dh ist das Produkt b.c so oft als
Faktor enthalten, wie a Einheiten hat. Teilen wir nun dh durch
das Produkt I . ¢, und es seien seine Teile, die dem Produkt b . c
gleich sind, die Teile ds, sg, gh. Die Anzahl dieser Teile wird
damn gleich der 4 ﬁ E h Anzahl der
Einheiten von a sein. Klar ist es nun, daB jeder dieser Teile

ds, sg, gh, bso oft als Faktor enthilt als c angibt, da jeder gleich
dem Produkte b .c ist. Nunenthilt dh als Ganges den Faktor b
so oft wie alle seine Teile zusammen, in den Teile zusammen ist
er aber so oft enthalten, wie ihre Anzahl, multipliziert mit e,
angibt, und ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der Einheiten von
a. Also ist b . d in dem ganzen dh so oft enthalten, wie das
Produkt a. ¢ angibt. Multipliziert man demnach die Zahl b mit
dem Produkt a.e, so erhdlt man db, w. z. b. w. Ebenso wird
man beweisen, daB das Resultat dh crhalten wird, mit welcher
Zaht von diesen dreien auch immer man das Produkt der beiden
andern multipliziert.

10. Multipliziert maneineaus 3 gegebenen
zusammengesetzte Zahl mit einer Zahl, und
ist das BErgebnis irgend eine Zahl, so er-
hilt man dieselbe Zahl, wenn man die aus den
3 ibrigen zusammengesetzte Zahl mitirgend
einer dieser Zahlen multipliziert. Die aus den
Zahlen ¢, d, h zusammengesefzte Zahl werde mit a mul-

tipliziert, es ergebe sich sg. Behanptung : Multipliziert man die
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ans den Zahlen a, ¢, h susammengesetzte Zahl mit d, so ist das
Resultat gleiehfalls sg. Beweis: Wir teilen 5g in Teile, die der
ans den Zablen e, d, h zusammengesectzten Zahl gleich sind, seine
Teile seien, st, tl, Ig. Siehe, die Anzahl diesor Teile ist gleich
s t 1 g der Avzall der Einheiten
von a, weil sg die ans den Zahlen e, d, b zusammengesetzte Zahl
a mal als Faktor enthilt, und jeder dieser Teile st, , Ig, ent-
hiilt d so oft als Paktor, wie das Produkt ¢.h angibt, das ist
im Vorigen erliutert. sg als Ganzes enthilt d so oft als Faktor
wie alle seine Teile zusammen, die Teile zusammen enthalten d
aber so oft, wie das Produkt c . h, multipliziert mit a, angibt.
Also enthilt sg als Ganzes den Faktor d so oft. wie die aus a,
¢, b zusammengesetzien Zah! angibt, also ist das Produkf aus d

und der aus a, ¢, h zusammengesetzten Zahl auch sg.” Mit  solchem
Weitergehen beweist man es olme Ende, das soll sagen, wenn
eine aus 4 Zahlen zusammengesetzte Zahl mit einer Zahl multi-
pliziert wird und das Ergebnis ist eine gewisse Zahl, so erhilt
man dieselbe Zahl, wenn man die ang den vier fbrigen Zahlen
zusammengesetzte Zahl mif einer beliebigen von diesen multipli-
ziext. Deshalb enthalt auch die Zahl, die sich aus der Multiph-
kation einer Zahl und der aus den dbrigen zusammengesetzten
ergibt, jede beliebige dieser Zahlen so oft als Faktor, wie die
aus den iibrigen zusammengesetzte angibt.

1. Multipliziert man eine aus 3 Zahlen zu-
sammengesetzte mit einer beliebigen Zahl, und ist
das Ergebnis irgend eine Zahl, so erhd!t man die-
selbe Zahl als Resultat, wenn man die aus den iih-
rig gebliebenen Zahlen zusammengesetzte mit der aus
zweien von diesen Zahlen gebildeten multipliziert,
Die aus den Zahlen ¢, d, h, gebildete Zahl werde mit a
multipliziert, das Frgebunis sei sg. Bebauptung: Multipliziert
man das Produkt c.h mit dem Produkt a.d, so ist das Resultat
auch sg. Beweis: Wir teilen sg. in Teile, die der aus ¢, d, h
zusammengesetzten Zahl gleich sind, die Teile seien st, 1, 1.

& 1 a c d h
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Die Zahl jener Teile ist gleich der Anzahl der Einheiten von a,
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und jeder dieser Teile enthilt das Produkt c.b so oft, wie d
Einkeiten hat. Nun enthélt sg das Produkt ch so oft als
Faktor wie seine Teile zusammen, die Teile zusammen aber ent-
halten es so oft, wie ihre Anzahl, multipliziert mit d, angibt, nun
ist aber ihre Anzahl gleich der Anzahl der Einheiten von a, also
ist das Produkt e.h in sg so oft als Faktor enthalten, wie das
Produkt a.d angibt. Multipliziert man also das Produkt c.h mit
dem Produkte a.d, so ist das Resultat sg. Und so wird bewiesen,
dass das Resultat gleichfalls sg sein wird, wenn man die aus
den 2 iibrig gebliebenen Zahlen zusammengesetzte Zahl mit der
aus 2 beliebigen von diesen zusammengesetzten muliipliziert.
Und mit genan demselben Beweis wird gezeigt, dass das Resultat
dieselbe Zahl ergibt, wenn man eine aus 4 Zahlen zusammen-
gesetzte Zahl mit einer beliebigen Zahl multipliziert, eine Zahl
als Ergebnis erbalten hat, und dann die ans den 3 iibrig-
bleibenden Zahlen gebildete mit der aus 2 beliebigen von ihnen
zusammengesetzten Zahl multipliziert. Und so ist das durch
denselben Beweis ohne Ende dargelegt. Und deshalb enthilt
das Resultat die ans 2 beliebigen der Zahlen zusammengesetzte
Zahl so oft als Faktor, wie die aus den iibriggebliebenen ge-
bildete Zahl Einheiten besitzt, w. z. b, w.

12. Multipliziert man eine aus beliehig vielen
Zaklen zusammengesetzte mit einer beliebigen
Zahl und erhilt man eine Zah!l als Resultat, so erhils
man dieselbe Zahl als Ergebnis, wenn man mit der aus
beliebigen von diesen Zahlen zusammengesetzten
die aus den fibrig bleibenden zusammengesetzte malti-
pliziert. Es werde die aus b, ¢, d, h, s, g zusammengesetzte Zahl mit
a multipliziert, das Resnltat sei tk. Behauptung: Multipliziert man
die aus den Zahlen a, d, g zusammengesetzte Zahl mit der aus
den Zahlen b, 8, h, ¢ zusammengesetzten, so ist das Resultat
gleichfalls tk. Beweis: tk enthiilt die aus b, ¢ zusammengesetzte
Zahl so oft, wie die Einheiten der aus a, d, h, s, g, zusammen-
gesetzte Zahl angeben, Teilen wir nun tk in Teile, die der ans
a, d, h, s, ¢ zusammengetzten Zahl gleich sind, die Teile seien
tI, Im, mz, zk, so ist dic Anzahl dieser Teile gleich der Anzabl
der Einheiten von b.c. Jeder dieser Teile enthdlt aber
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a. d. g so oft als Faktor, wie das Produkt h. s Kinheiten hat,
da jeder von ihmen gleich a, d. h. s. g ist. Nun enthdlt tk
als Ganzes a. d. g so oft als Faktor, wie das Produkt
h. 8. multipliziert mit ibrer Anzahl, die gleich dem Produkt
b. ¢ ist, angiht, Das Resultat ist aber, wie schon gezeigt,
die Zahl, die aus den ¥ahlen b, ¢, h, s zusammengesetzt
ist. Also enthalt tk als Ganzes dic aus a, d, g Zusammenge-
setzte Zahl so oft, wie die Einheiten in der aus b, e, b, 5 zu-
sammengesetzten Zahl apgeben.  Multipliziert man alse das
Produkt a, d, g mit dem Produkt b, ¢, b, s, so ist das Resultat
die durch tk dargestellte Zahl. Damit ist auch gezeigt, dass,
wenn man die aus irgend welehen von diesen Zahlen zusammen-
gesetzte Zahl mit der aus den fibrigbleibenden gebildeten multi-
pliziert, das Resultat auch ik ist. Und semit ist auch fir Jede
Zahl, die sich aus beliebig vielen Zahlen zusammensetzt, gezeigt,
dass das Rrgebnis eben dieselbe Zahl ist, wenn man mit der aus
irgend welchen Zahlen gebildeten Zahbl, die aus den iibrighleiben-
den zusammengesetzte multipliziert. Deshald enthilt die resul-
tierende Zahl anch die aus irgend welchen dieser Zahlen zu-
sammengesetzte so oft als Faktor, wie die Anzahl der Einheiten
der aus den ibrigbleibenden gebildeten angibt, w. z. b, w,
1 m z

£ T ok

I3. Das Verhiltnis einer aus beliebig vielen
Zahlen zusammengesetzten Zahl zn einer aus eben-
sovielen Zahlen zusammengesetzten ist gleich dem
Verhiltnis, das sich ans den Verhiltnissen der Vorder-
glieder zu den Hintergliedern zusammensetzt, Die
Zahl a sei ans den Zahlen b, c, d, b, s zusammengesetzt, g aus
Zahlen t, k, 1, m, n. Behauptung; Das Verbiltnis a: g setzt sich
aus 5 Verhiltnissen, zusammen aus dem Verhaltnis b : t, dem Ver-
héltnis ¢ : k, dem Verhiltnis d:1, dem Verhilinis h:m und dem
Verbialtnis s:n. Beweis: Wir multiplizieren die aus ¢, d, b s.
Zusammengesetzte Zahl mit t, das Resultat sei x. Siehe, das
Produkt e d. h. s wurde mit b multipliziert und ergab a
und mit t multipliziert und ergab x; also verhilt sich a:x wie
b:t. Und ebenso multiplizieren wir die aus t, d, h, s, ge-
bildete Zahl mit k, das Resultat sei ¥y. Siehe, die Zahl
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t.d.b.s wwde mit ¢ mulipliziert wnd ergab x und mit %k
multipliziert und ergab y, also verhidlt sich x:yv wie ¢: k.
Ebenso multiplizieren wir dic Zahl t.k.h.s mit I und setzen
das Ergebnis gleich p, man zeigt dann wie vorher, dass y : p
sich so verhdlt, wie d:1, ebenso multiplizieren wir die Zahl
t.k.1. s mit der Zahl m, das Resultat sei z, und es zeigl sich gleich-
falls, dass p: z sich verhdlt, wie h:m, und auf dieselbe Weise
wird bewiesen, dass z:g sich wie s:o verhilt. Und wenn
die Sache so ist, ist es klar, dass sich das Verhdltnis a: g aus
5 Verhaltnissen zusammensetzt, ans a:x, aus x:y, aus y: [
aus p:z und ans z:g. Nun ist bereits gesagt, dass jedes dieser
Verhiltnisse gleick dem entsprechenden aus der Reihe der Ver-
héltnisse der Zahlen b, ¢, d, 1, 5 zu den Zahlen t, k, 1, m, n ist;
also setzt sich das Verhéltnis a:g ans 5 Verhiltnissen zusammen,
aus dem Verhiltnis b:f, dem Verhiiltnis c:k, dem Verhiltnis
d :1, dem Verhdltnis h : m und dem Verhéiltnis s: n: w. z. b, w.9)

14. Wenn ein Verhiltnis sich aus beliebigen
Zahlen als Vordergliedern und beliebigen Zahlen als
Hintergliedern zusammensetzt und man die Ordnung
entsprechender Glieder verindert, sodass die Vorder-
glieder Vorderglieder und die Hinterglieder Hinter-
glieder bleiben, so bleibt das zusammengesetzte Ver-
haltnis gleich dem fritheren Verhaltnis. Es seien die
Vorderglieder die Zablen a, b, ¢, d, die Hinterglieder die Zahlen
b, s, g, t, das Verhiiltnis, das sich aus a:h,b:s, e: g, d:t zusammen-
setzf, sei gleich X :L Vertauscht man entsprechende Glieder
und nimmt das Verbiltnis, das sich aus a:g, b:h, c:t und
dem Verhéltnis d:s zusammensetzt, so ist dieses auch gleich
dem Verhaltnis k:1. Beweis: Wir nennen die Zahl, die sich
aus den Zahlen a, b, ¢, d zusammensetzt, m; und die Zahl, die
sich aus den Zablen b, s, g, t zusammensetzt, n. Siehe, dann
ist das Verhiltnis m: n gleich dem Verhiltnis, das sich aug den
Zahlen a, b, ¢, d zu den Zahlen h, s, g, t zusammensetzt. Die
Zahl, die sich aus h, s, g t zusammensetzt, ist aber gleich
der Zahl, die aus b, g, t, s gebildet wird. Nun ist das Verhili-
nis m:n gleich dem Verhiltnis, das sich aus den Zahlen a, b,
¢, 4 zu den Zahlen h, g, t, s, zusammensetzt, also ist (nach der
Einleitung des Euklid) das Verhiltnis, das sich aus den Zahlen
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a, b, ¢, d zn den Zahlen h, s, g, t zusammensetzt, gleich dem
Verhiltnis ist, das sich aus den Zahlen a, b, ¢, d zu den
Zahlen b, gz, t, s zusammensetzt, gleich dem Verhiltnis k:1,
also ist das znsammengesetzte Verhiltnis der Zahlen a, b, ¢, d,
zu den Zahlen g, h, t, s auch gleich dem Verhiiltnis k:1, was
wir zeigen wollten. Hierdurch ist aber bewiesen, dass, wenn die
Ordnung der Vorderglieder vertauscht wird, sie aber Vorder-
glieder bleiben, das zusammensetzte Verhiiltnis desselben bleibt,
w. % b, ow.

15, Jede Zahl,diezueiner aus beliebigen gegebe-
nen Zahlen zusammengesetzten Zahl prim ist, ist zu
allen diesen Zahlen prim. Die Zahl a sei prim zu der Zahl h,
die Zabl h sei aus den Zahlen b, ¢, d zusammengesetzi. Be-
hauptung: a ist prim zu allen den Zahlen b, ¢, 4. Beweis: Es
ist anders unmdoglich, denn wenn es moglich wiire, so mégen a und
c einen gemeinsamen Faktor haben, dieser Faktor sei eine beliebi-
ge Zahl, die wir s nennen wollen. Nun ist aber ¢ ein Faktor von
h, denn es ist darin so oft enthalten, wie die Einheiten von b.d
angeben, also ist auch s ein Faktor von h. Nach der Annalime
war &s aber auch ein Fakior von a, also hitten a und h einen
gemeinschafilichen Faktor, a sollte aber naeh der Voraussetzung
prim zu h sein — also ist die Annahme falsch, und a muss zu
jeder der Zahlen b, ¢, d prim sein,

16, Jede Zahl, die prim zn allen Zahlen ist, die
kleiner sind als die Quadratwurzel aus der zu ibhr
ndchsten grosseren Zahl, ist eine Primzahl. Die Zahl a
sel prim zu allen Zahlen, die kleiner sind als die Quadratwurzel
aus b, der nichst grosseren Quadratzahl nach a, die Wurzel
aus b sei ¢, die Primzahlen, die kleiner sind als ¢, seien d, b, s;
a sei also prim zu jeder von ihnen. Behaupiung: a ist eine
Primzahl. Beweis: Gibe es eine andere Moglichkeit, so miisste
a durch einen Faktor g, teilbar sein. g sei in a so oft
enthalten, wie die Anzahl der Einheiten von t angibt. Es ist nun
klar, dass nicht beide Zahlen g und t grisser sein kénnen als e,
denn wenn das moglich wire, konnte das Produkt g.t, das
gleich a ist, nicht kleiner sein, als das Produkt e. ¢, welches
gleich b ist, und es war doch vorausgesetzt, dass a Kkleiner sei
ale b, also wiire diese Aonnabme falsch, und also muss eine der



— 13 —

Zahlen g und t kleiner als ¢ sein. Sei die Zahl, die kleiner als
¢ ist, g, dann muss g entweder eine Primzahl oder eine zusam-
mengesetzte Zabl sein. Wéire sie prim und Kkleiner als c, so
wire a nicht prim zu allen Primzahlen, die kleiner als ¢ sind,
und es war doch vorausgesetzt, dass sie prim zu allen wire,
also ist diese Annahme unmdglich. Wire sie aber zusammen-
gesetzt, so miisste sie unbedingt eine Primzahl als Faktor ent-
halten, die kleiner als g wnd daher anch kieiner als ¢ ist. Und
es ergibe sieh genau die vorige Ungereimtheit, also kann keine
Zahl als Fakfor in a enthalten sein, nnd daher ist a eine Prim-
zahl; w. z. b, w.

17 Subtrahiert man von eincr gegebenen
Zahleinen beliebigen Teil oder beliebige Telle
und zieht von dem Rest einen beliebigen andern
Teil oder belichige andere Teile desselben ab
s w,soist der zuletzt ibrig bleibende Rest
derselbe und dic Summe der abgezogenvn Teile
dicselbe, wenn die Reihentfelge vertauseht
wird. Es sel a die gegebene Zahl, dic Teile sollen dic Nenner

. 1
b, ¢, d haben. und zwar seicn es b

« 1
ndchsten Rest. Behauptung: jovon a, 'Cl vom Rest und :1 yon

VOon a, 2—\'0\11 Rest mul: vont

. s . 1
dessen Rest addiert, sind gleich ;— von &, vermehrt um p Vo Rest

h . .
und 5 vou dessen Rest. Beweis: Wir maclen g = b — 1,
machen forner die Einheiton der Swume der Zalden Ihund t = ¢
" | .
und der Zahlen s und k = d. Ed sei b von @ = p, vs bleibe 1

iibrig, dahn selen c von 1 = m, cs bleibe n fibrig; ferner seien
. L . 5
3— von n == x, es bleiben y fibrig. Ebenso seien g Yoma =z,

der Rest sel g, 11," von q sei v, der Rest sei ¢, es seien Z vou e
= v, der Rest sei o. Behauptung: v ist = o. Bewels: Weil
p gleich —% von a ist, enthilt a soviel Teile p, wie b Einheiten
hat, vermindert wm 1, ¢ ist aber = b — 1, also enthilt 1 soviel
gleiche Teile p wie ¢ Einheiten. Algo verhilt sich a:1 wieb : g,
weil die Zahlen b bezw. g, mit p multipliziert, a bezw. 1 ergelen.
Ebenso setzen wir tl) von 1 == f, demnach enthdlt ;. so viele
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gleiche Teile f wie L Einbeiten, wund deshalb enthilt n so viele
gleiche Teile f wie t Kinbeiten. Man beweist nun auf die vorige
Weise, dass 1: n sich wic ¢ :t verhiilt, und ebenso beweisi man,
dass n:y sich wie d : k verhdlt, also ist das Verhiltnis a:y
ans dem Verlilinis der Zablen b, ¢, d zu den Zahlen g, t, k
zusammengesetzt. Ibenso beweist man, dass sicha : o ans dem Ver-
hiltnis der Zahlen &, b, ¢ zu den Zahlen k; g, t zusammensetzt, aber
das Verhiiltnis, das sich aus den Zahlen b, ¢, d zu den Zahlen g, t, k
susammensetzt, ist” gleich dem Verhiltnis, dass sich aus den Zahlen
d, b, ¢ zu den Zallen k, g, § zusammensctzt, also ist das Ver-
hiltnis von p zu y und zu o dasselbe, also ist y = o. Deshalb
muss auch dic Summe der Zablen p, m, x gleieh der Summe der
Zahlen z, v, v sein.  Denn die Differenz zwischen a und y ist
gleich der Summe von p, m, X, und die Differenz zwischen 2 und o
ist gleich der Summe von z, r, v, ¢s war aber bewiesen, dass y=o
ist, also milssen die Summen von p, m, x und z, r, v gleich sein,
w. z. b, w.

18, Multipliziert man esine gegebene Zahl
mit ciner heliebigen Zahl, zieht von dem Resul-
tat der Multiplicatien einen gegebenen Teil
oder gegehene Teilec abund setzt eide Opera-
tionen fort, so ist der letzte Rest derselbe,
wenn man die Reihenfolge der Operationen ver-
tanscht. Dic gegebene Zahl sei a, sie werde wmit b multipli-
ziert, von dem Resultat werden 2— weggenemmen, von dem Rest
Z, ¢s bleibe eine gewisse Zakl, DBehauptung : Vertauscht man die
Reihenfolge und nimmt 3 von a fort, multipliziert den Rest mit
b und nimmmt von dem Resunltat 27 fort, so bleibt dieselbe Zahl
iibrig, die bel der crsten Anordnung fibrig geblieben war. Beweis:
Wir setzen 1 neben ) die Zahl b und setzen die Swnme der Zallen
h und t = ¢ nnd die Summe der Zahlen s und k = d. Es werde

nue a mit b multipliziert, das Resultat sei 1, es seien ]: von der
Y, s . S
Zall 1 = m, der Rest sei die Zabl n, es seien dwder Zahln=x

. - .5 . .
der Rest sei v. Ferner nehmen wir 4 Yon 4, das sei die Zahl
P, der Rest sei z, z werde mit b multipliziert und ergebe q, es
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scien : vou ¢ == 1, der Rest sei v. Behauptung v = v. Bewels:
n wurde mit b multipliziert und ergab 1. Also verhiilt sich a: 1
wie 1:b. Jan, zeigt nun nach dem vorhergehenden Bewedis, dass
}:n osich verhillt wie ¢: t wnd n:y wie d: k. Also setzt sich das
Verhiiltnis a : y zusammen aus dem Verhiiltnis der Zahlen 1, ¢, d
zit den Zahlen b, t, k, Kbenso beweist man, dass das Verhiltnis
a: v sich aus dem Verhiltnis der Zahlen 4, 1, ¢ zu den Zahlen
k, b, t zusammensetzt. Aber das aus dem Verhaltuis der Zahlen
1, e, d zn den Zahlen b, t, k zusammengesetzte Verlidlinis ist
gleich dem  aus dem Verhiiltuls der Zahlen d, 1, ¢ zu den Zah-
len k, b, t zusammmengesetzien, also ist das Verhiltnis von o zny
and zu v dasselbe, also ist v = v, w. z b, w.  Wir haben nmn
1 eine Zahl schleclithin genarnt, obwohl es keine Zahl ist, dean'),
was den Beweis betrifft, so Andert sich derselbe nicht. und das
ist dureh den Beweis in Nr. 13 dieses Abselmittes Kiargelegt.
19. Wenneine Zahl gegeben ixt, so ist die
Anzahl der Zahlen der Reilte von 1 biszudieser
Zahl gleich der Anzahlder Einheiten, diein der
vegebenen Zahl enthalten sind Diegegebene Zahl sei
ab. Behauptung: die Anzahl der Zahlen der bei 1 beginnenden Reihe
Dis zu der Zahl ab ist gleich der Anzahl der Einheiten, die in ab

enthalten sind, ¢ d by

Beweis: Wir teilen ab in lauter der Einheit gleiche Teile und
zwar ac, od, db, b,  Siche ab ist = 1, und wenn man damit ed
verbindet, welehes der Einheit gleich ist, so stellt ad die auf ac
folgende Zall dar. Ebenso zeigt man, dass die Zahl ah die auf
ad folgende und ab die anf all folgende Zahl darstellt. Also
bilden die Zahlen ae, ad, ali, ab eine Reihe von Zahlen, die mit
| beginnen wund deren Anzahl der Zahl der Einheiten vou ab
gleich ist, w. @ b. w. Kbeunso beweist man aus derselben Figur,
dass die Zahl der Finheiten der letzten Zahl einer mit 1 begin-
nenden Reihe gleich der Anzahl dieser Zahlen ist.

20. Wenn cine grade Zahl gegeben ist, s0
ist die Anzahl der ungraden Zahlen von 1 bix
zu ihr, I mitgerechnet, gleich der Anzahl der
eraden Zahlewbis zu iy, ab sel ecine grade Zahl. Be-
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hauptung: die Zah! der graden Zahlen bis ab ist gleich der An-
zahl der ungraden Zahlen bis al, 1 mitgerechnet. Beweis: Wi
teilen ab in die Anzall seiner Kinheiten, es seien dieses ae, cd,
dh, @b, Siehe, weil ab gerade ist, ist ah wngrade, da ab 1 nehr
ist als al.  Kbeuso Deweist man, dass ad grade und ao ungrade
ist, ac ist aber 1, also ist die Zahl der graden Zahlen bis ab
gleich der Zahl dor ungraden, w. z. b. w. Aus dieser Figur er-
sieht man, dass, wenn eine ungrade Zahl gegeben ist, die Anzahl
der ungraden Zahlen in der mit 1 beginnenden Reihe bis zu ihr
um 1 ogrosser ist als die Anzahl der graden Zallen, denn wenn
wir diese gegebene ungrade Zahl weglassen, so ist die letzte Zahl
grade, und die Anzahl der graden ist gleich der Anzahl der un-
graden Zallen, also ist jetzt dic Anzahl der ungraden Zahlen wm
1 grosser als die der graden.

21, Folgtaufeine gegebene Zahlinder na-
tirlichen Reihe cine Anzahl von Zahlen so hat
dieletztec Zahlso viel Einheiten mehr als die
gegebone, wice die Anzahl der auf diese folgen-
den Zahlen angibt. Auf dic gegebene Zahl al mégen der
Reihe nach die Zahlen ac, ad, ah folgen, die Anzall dieser Zahlen
sei s. Behauptung: ah ist um s grosser ab. Beweis: Sctzen wir
die Anzahl der Zahlen Lis zu ab gleich g, dann enthilt ab g Rin-
heiten. Nun ist die Zahl der Zahlen der natirlichen Reihe
bis ah wm s grosser als die Zabl der Zahlen der Reihe bis ab,
also ist die Zahl der Zahlen bis ah gleieh g-fs, also die Anzahl
der Einheiten von ah gleich der Summe sus g-s. Die Zahl dor
Einheiten von ab ist aber g, also ist ah um s grésser als ab,
w. z. b. W,

22, Wenn die Anzahl der Zahleneiner Rethe
vor ciner gegebenen Zahl gleich der Anzahl der
anf sic folgenden ist, so ist die Differenz
zwischen der gegebenen nnd der ersten Zall
der Reihe gleich der Differenz zwischen der
letzten Zahlder Reihe und der gegebenen Die

2

gegehence Zahl sei ab, die Zahlen der Reihe vor ilkv ac, ad, éf]l?




dic Zahlen der Reihe nach ilr as, ag, alh.  Belauptung: Die Dif-
ferenz zwiselien ab und ah ist gleich der Differenz zwischen at
und ab. Beweis: Die Auzahl der Zahlen ah, ad, ac ist gleich
der Anzahl der Zahlen as, ag, af, aber die Auzahl der Zahlen

[— E...._ -—] —_—

ad, ac, ab ist auwch 2 h d ¢ b s g t

g
gleich der der Zahlen ah, ad, ac, alse ist die Anzahl der Zahlen
ad, ac, ab gleich der der Zahlen as, ag, at. Aber die Differenz
gwischen ab und ah ist gleich der Anzahl der Zahlen ad, ae, ab,
und die Difterenz zwischen at und ab ist gleich der Anzahl der
Zahlen as, ag, at, also ist die Ditferenz zwischen ab wnd ah gleich
der zwiselien at und ab, w. z. b w.

23. Wenn iu der natiirlichen Zahlenveihe die An-
zahl der Zahlen vor einer gegebenen Zuhl gleich der
Anzall der auf sie folgenden ist, so ist die letzie
grade oder ungrade, je nachdem die erste es ist.
Die gegebene Zahl sei d, die Zahlen vor ihr ¢, b, a, die folgenden
h, f, g. Behauptung: Wenn a grade ist, so ist g grade, wenn a
ugrade ist, so ist es auch g Beweis: Die Differenz zwischen
d und a sei t, demnach ist g wm t grisser als d, also ist g um
2 t grosser als a. 2 t ist aber eine grade Zahl, alse ist die
Differenz zwischen g und a eine grade Zahl, deshalb ist ¢ eine
grade Zahl, wenn a grade ist, und eine ungrade Zahl, wenun a
cine solche ist, w, z. . w.

24, Wennman 2 Zahlen addiert und die Dif-
ferenz zwischen der einenund 1 ist gleich der
Differenz zwischen einer beliebigen gegebenen
Zaht und der zweiten, so ist die Summe der
beiden Zahlen gleichderaufdiegegebenetol-
genden Zakl a b

c d ) s

Ks sei a soviel grosser als 1. wie b kleiner isé als dic gegebene

Zahl e. Die auf ¢ folgende Zall sei dureh dh dwrgestellt. Be-
hauptung: Die Suunue von a und b ist gleich dh.  Beweis: Wir
ziehen 1, das durch sh dargestellt ist, von Al ab, als Rest bieibt
sd gleich ¢, Machen wir nun die Differenz zwischen ¢ und})) gleich sg,

-
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so bleibt dg gleich b, aber gs ist aueh die Differenz zwischen a wd
1,und shist gleich 1, also ist hg gleich a, dg war aber gleich b, also
ist dh gleich der Summe von a und b, w. % b. w,

25, Wenn man 2 Zahloen addiert und die
eineistebensovielkleiner als eine gege-
bene Zahl, wiediezweitegrisseristalsadie
gegebene Zahl,so istdieSummegleichdem
Doppeltendergegebenen Zahl Diegegebene Zahl
sei b, die Differenz zwischen b und a sei gleich der Differenz
zwischen ch und b. Behanptung: Die Summe von a und b ist
gleich zweimal b. Beweis: Trennen wir von “oh seinen Ueberschuf
iiber b, dieser sei sh, so bleibt es gleich b, Da uun hs auch die
Differenz zwischen a und b ist, so addiert man hs zu a und er-
hilt b. ¢s war aber auch gleich b. Also ist die Swumme von a
und ch gleich dem doppelten der Zahl b, w. z. b. w. a

b O ‘ h.

26. Addiert man, bei 1 anfangend, die sZa,hlen der
natiirlichen Reihe, und ist die Anzahl der addierten
Zahlen grade, so ist die Summe gleich dem Produkt
aus der halben Anzahl in die auf die letzte folgende
Zahl, Die Zahlenreihe sei a, b, ¢, d, h, f, die auf f folgende
Zahl sei s, a sei 1 (1 soll in dieser gavzen Untersuchang schlecht-
hin als ,Zaht“ betrachtet werden). Behauptung: Die Summe der
Zablen (a-+b--e+a-4-h-+I) ist gleich dem Produkt aus der Hilfte
itrer Anzahl und g. Beweis: Weil a=1 ist, ist f+-a—=s, die Differenz
zwischen b und 1 ist aber gleick der Differenz zwischen f und b,
némlich 1, also ist die Summe bJ-h=s. FEbenso beweist mans
dass die Differenz zwischen ¢ wund 1 gleich der Differenz
zwischen f und 4 ist, nimlich 2, also ist c-d=s. Also ist iu
der Summe {a{b-+tc+d+b4f) der Faktor s so oft enthalten
wie die Halfte der Anzahl der Zabler a, b, ¢, d, k, f, denn die
Summe von je zweien dieser Zahlen enthilt s einmal, w. z. h. w.
Klar ist es aber, dass dieser Beweis fiir die unendliche Reibe der
Zahlen gilt, und zweifellos, dass man bei diesem Verfahren %) zuletzt
zu 2 auf einander folgenden Zahlen gelangt, wie es ¢ und d in
unsrem Beispiele sind. Denn wire es anders méglich, so miisste
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schliesslich eine Zahl zwischen ihnen sein, dann miisste also die
grissere um 2 grisser sein als die zu ihr gehdrige. Nencen wir
nun die Differenz zwischen der letzten Zahl der Reihe und der
erisseren dieser 2 Zahlen f, so wird die kleinere dieser beiden
zusammengehorigen Zablen um t grésser sein als 1. Da nun die
grissere Zahl die kleinere um 2 ibertraf, muss sie I um t--2
iibertreffen. Nun war aber das Erndglied wmn t grosser als die
grissere, folglich muss das Endglied am 2 t4-2 grisser sein als
1. Aber 2 t42 ist eine grade Zahl, also wire die Differenz
gwisehen dem Endglied und 1 eine grade Zahl, demnach wire
das Endglied ungrade, das streitet aber gegen die Yoraussetzung,
also muss man zuletzt zu 2 anf einander folgenden Zahlen ge-
langen, und somit ist der Satz als wahr bewiesen.

27. Addiert man die Zahlen der mnatiirlichen
Reihe — 1 dazu gerechnet — und ist die Anzahl der
addierten Zahlen ungrade, so ist das Ergebnis gleich
dem Produkt der mittlerex Zahl in die letzte. Die
Reile sei a, b, ¢, 4, b, f, s; a sei gleich 1, Behauptung: (a-b
+-c+4d-+h-4-f+s) ist gleich dem Produkt d.s. Beweis: Die
Differenz zwischen d und ¢ ist gleich der Differenz zwischen h
und d, also ist ch=2 d. Ebenso ist die Differenz zwischen d
und b gleich der Differenz zwischen f und d, also ist b|-{=2 (.
Ebenso zeigt man, dags a-}-s=2 d ist. Also enthélt die Summe
{(a-}-b--ed-Fh-f-+s) den Faktor d so oft, wie die Anzahl dieser
Zahlen angibt, weil je 2 von ihnen d zweimal enthalten und d
sich selbst einmal enthilt, also enthdlt die Summe (a+Db--c4-d
+h4-f+45) den Faktor d so oft, wie die Anzahl dieser Zahlen
angibt. THe Anzahl dieser Zahlen ist aber gleich s. Also ent-
hilt die Summe (a-f-b-tecd4-h-+f+s) den Faktor d so viele
Male, wie s Einheiten hat. Man multipliziere also d mit s, so
ist das Resultat gleich (a-c-te4-d+4-h4-f4s), w. . b. w. Ohne
Zweifel gelangt man bei diesem Verfahren zu der letzten Zahl
wie zu der ersten'®), weil d die mittlere Zahl zwischen der ersien
und der letzten und deshalb die Auzahl der Zahlen vor ihr gleich
der Anzahl der auf sie folgenden ist. y

28. Beginnt man die natirliche Zablenreihe mit
1 und greift eine ungrade Anzahl von Zahlen heraus,
multipliziert dann die Hilfte der letzten Zahl mit
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der auf diese folgenden, so ist das Produkt gleich der
Summe der Zahlen. Die Zahlen seien a, b, c. d, h, f, s, die
auf s folgende Zahl sei k. Behauptung: /; s.k ist gleich der
Summe (a+b-+e-+d+h--f--5). Beweais: Da a--s=2d ist, weil
a==1 ist, da ferner k=s-11 ist, ist k=2d. Bewiesen ist schon,
dass die Summe (a-b4c+-d-fhd-f}s) gleich dem Produkt d . s
ist. Esist aber d.5=24. Yss, weil die Faktoren einer Proportion
geniigen, d. h, weil d:2d="/,s:s ist, also ist d.s=k . t/: s, und
daher ist das Produkt k.Y, s gleich der Summe (a-f-b4-e+d-f-h
+f+s) w. 2. b, w,

20. DieSBumme der ungraden Zahlen einer
natiirlichen Reihe, die bei 1 beginunt, ist gleich
dem Quadrat der in der Mitte zwischen 1 und
der letzten ungraden Zahl stehenden Zahl. Die
Zahlen seien a, b, ¢, d, b, f, s, k, t, die ungraden Zahlen aus
dieser Reihe, a, ¢, b, 5, t. Behauptung: Die Summe (a4 c+htstt)
ist gleich dem Quadrat der Zahl in der Mitte zwischen a und t.
Beweis: Die mittlere Zahl kann entwedsr grade oder ungrade
sein. Sei sie zuerst ungrade, wie es in diesem unsren Beispiele
der Fall ist, wo wir also behanpten, dass (ad-c4-h-ts-J-t) gleich
dem Quadrat von h, der mittleren Zahl, sein soll. Beweis: a-t=2h
c+s==21h, also enthilt die Summe a+tcts't den Faktor h so
oft, wie die Anzah! der zusammengefassten Glieder ungibt. Be-
wiesen ist schon, dass kein ungrades (ied iibrig hleiben kann,
das nicht mit einem entsprechenden Gliéde auf der anderen Seite
verbunden werden kinnte, weil die Anzahl der auf das mittlere,
Giied folgenden Terme gleich der Zahl der ihm vorangehenden
ist, und man die graden Zahlen mit den graden und die ungraden
mit den ungraden verbinden kann, also ist die Zahl der ungraden
Zahlen vor dem Mittelgliede der Zahl der ihm folgenden gleich.
Die Zahl der ungraden Zahlen vor h ist aber gleich der Halfte
von h—1, also ist die Zahl der Posten a, ¢, s, t gleich h—I,
also ist h in der Summe (a-fc-Fs+-t) (h— 1)mal enthalten, in h
selbst ist es einmal enthalten, also in der Summe (a4-c+h-l-s4t)
hmal, also ist die Summe (a--cJ-h4-s4-t)=h% TIst die mittlere
Zahl eine grade, wie z. B, bei den Zahlen a, b, ¢, d, h, f, s, so0
wird behauptet, dass aJ-c-+-h-|-s=d? ist, da d die mittlere Zahl
ist, Genau wie vorher beweist man, dass d in der Summe
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(atc--h-8) so oft als Faktor enthalten ist, wie die Anzahl der
Glieder angibt. Da nun d eine grade Zahl ist, ist die Anzah!
der ungraden Zahlen vor d gleich der Hilfte von d. Es ist
aber bereits bewiesen, dass die Anzahl der auf d folgenden un-
graden Zahlen ebenso gross ist wie die der vorangehenden, alse
ist die Angahl der ungraden anf d folgenden Zahlen gleich der
fialfte von d. Demmach ist die Anzahl der vorangehenden und
foleenden ungraden Zahlen gleich d. Bewiesen ist, dass die
Summe {a-+ct-h+s) den Faktor d so oft enthalt, wie die Zahl
digser Terme angibt, also d mal, also enthilt die Summe (a-t-e--h+-s)
deu Faktor d so viele Male, wie d Einheiten hat, also ist die
Summe (a--c--h-8)=d*, w, z, b, w.

30, Addiert man die Summe der Zahlen devr
patiirliehen Zahlenreihe von eins bis zu einer
vegebenen Zahlzuder Summe der Zahlen bis zu
deraufdiegegebene Zaklfolgenden, soist das
Kregebnis gleich dem Quadrat der anfdie gege-
bene felgenden Zahl Man addiere die Summe der Zahlen
4, b, ¢, 4, h zu der Summe der Zablen a, b, ¢ d, b, f, und es
sel a=1, 8o wird behauptet, dass das Resultat gleich dem Quadrat
ven f ist. Beweis: Die auf f folgende Zabl hezeichnen wiv mit
s. Nun ist bewiesen, dass die Summe (atbtctdth)=Ys . h.o
ist, und dass die Summe (a+btefd+h =Y. 5 ist. Aber
1, 1.5 ist gleich o s. f, weil die Faktoren einer Proportion ge-
niigen.  Also  ergeben die Summen (a-+b-+te-+d+h) und
{a-Fbde-dh 1), addiert, Yo h. T+ s 1, das ist. aber gleich
dem Produkt aus /. ¢h-s) und f, wnd da (h4s)=2 [ ist, ist ihre
Hilfte gleich f, also ergeben die Summen (a+b-c+d+4h) und
(a+b-+tctd4htf), addiert, das Produkt f.f, das ist aber
oleich 2, w. z. bow,

31. Die doppelte Summe der Zahlen der natiir-
lichen Zahlenrcihe ven 1 bis zu einer gegebenen Zakhl
ist gleieh der gegebenen Zahl vermehrt uwm ibhr
puadrat. Die Reike der Zahlen sei a, b, ¢, d, h: a sel  gleich
1. Behauptung: Das Doppelte der Summe (a-}-b-kefd+h) ist
gleich h-+h2  Beweis: Weun man die Swummen (a+b+ ctd+h)
und (a-+b+etd) addiert, so ist das Resultat gleich 12, also ist
die Summe der Aggregate (ath+etd+h) uwd (a+b+e+d+h) um
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dic hinzugefigte Zahl h grosser als R, w.oz bow. "Auas diesem
Beweise ergibt sich, dass die Summe der Zablen der natirlichen
Reihe von 1 bis zu einer gegebencn Zahl gleich ist dem Quadrat
der gegebenen Zahl vermehrt um deren Hilfte.

32. Addiert man Summen vonr natiirlichen Zah-
lenvreihen, die mit 1 heginnen und deren erste Glieder
der natirlichen Zahlenreihe entsprechen, bis man zn
einer bestimmten Zahl gelangt, so ist dic Summe
gleich der Summe der Quadrate der der gegebenen
Zahl entsprechenden Zahlenart, d. b. das Krgebnis
ist gleich der Summe der Quadrate der graden oder
ungraden Zahlen bis zu der gegebenen Zahl, je nach-
dem diese grade oder ungrade ist. a sei I und werde zu
den Summen (a-tbh), (ath+c), (at+b+etd), (a+b+et+dth),
(atbtet+d+h+f) addiert, f sei eine grade Zahl. Behauptung :
Das Resultat ist gleich der Summe der Quadrate von d, b, f,
welches die graden Zablen sind.  Beweis: Die Summen der
Aggregate (a+b—+-cf-d--h—+1f), und (a-+b4-c+d-te) ist gleich f2
und die Summe der Aggregate (a+-h4-c+d) und (a4-b4c) ist
gleich d2, und die Summe der Aggregate (a+Db) und a ist gleich b2,
also ist die Summe der Aggregate {a4b), (a-tb4-c), (a+4-b—+c+-dy,
(a+-b+c-+d--h), (atb+4-c4d+4h+4-f)=b2-d2£2. Sei nun  die
letzte Zahl nngrade, so wird behauptet, dass das Resnltat gleich
der Summe der Quadrate der ungraden Zahlen his zu der gege-
benen Zahl ist, 1 mitgerechnet. Beispiel: das letzte Aggregat
sel (a+b+ed-d4-h4-f4s), Behauptung : Das Resultat ist gleich
der Summe der Quadrate der ungraden Zahlen, a, ¢, It, s. Be-
weis: Die Summe der Agsregate (a+t-b+4-e+d+-h4-f4-5) und
(a4b4-c4d+-h+1f) ist gleich ¥, dic Samme der Aggregate
{(a+b—cH-d-+h) uwnd (at-bo-cd) ist gleieh k2, die Summe der
Aggregate (a+h-fc) und (a-b) ist gleich ¢2, es Dbleibt a iibrig,
dass offenbar gleich seincm Quadrat ist, weil a doch I bedeutet,
alsq ist das Resultat gleich a*4c24-hPis? w, gz b, w.

33. Addiertman Summen vaon Zallenreihen,
deren erste Glieder eine natirliche Zahlen-
reihe bilden und deren erste bei 1 anfingt und
sichbiszueiner bestimmten Zahl erstreckt, sc
ist das Ergebnis gleich der Summe der Qua-
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dratealler dicser Zahlen Man {addiere die Summen
(ab-+ed+h), (bfetd+h), (e-d4h), (d+h) und bh. Be-
hauptung : Das Resnitat ist gleich der Summe (a2-}-b2-4c2+4-a%+4-h3).
Boweis: Jede der Zahlen, a, b, ¢, d, h ist in diesen Zahlen so
viele Male enthalten, wic sie Einhelten besitzt. Fiir jede Zahl
oilt namlich, dass die Anzahl dev Zahlen bis zu ihr gleich der
Anzall ihrer Einheiten ist. Jede Zahl befindet sich aber in den
Aggregaten, die mit den Zahlen beginnen, die in der natfirlichen
Reihe bis zu ihr verkommen, und sie befindet sich nicht in den
Aggregaten, die mit Zahlen beginnen, die in der natiirlichen Reihe
hinter ihr stchen, denn es ist unmglich, dass die kleinere Zahl
hinter der grésseren vorkommt, also ist jede der Zahlen a, b, ¢, d, h
in diesen Aggregaten so viele Male enthalien, wie sie Einheiten
besitat, daher kommt sie als das Quadrat in dem Resultate vor, also
milssen diese Ageregate, addiert, gleich der Summe der Quadrate
a24-b2-c24-d?4-h? sein, w. z. b w.

34 Addiert man Summen von natirlichen
Zahlenreihen, deren erste mit 1 beginnt und
beieinergegebenenZahl endet, und derenerste
Glieder der natirlichen Zahlenreihe entsprechen,
und addiert dazu Summen von Zahlenreihen, die
mit 1 beginnen und deren letzte Glieder der
natiirlichen Zahlenreihe entsprechen, bis man
guder Zahl vor der gegebenen gelangt, so ist
das Resultat gleiech dem Produkt aus der letzten
Zahlindie Summe der Zahlen der natirlichen
Zahlenreihe von 1 bis zu ihr. Man addiert die Summe
der Aggregate (at-bcdh), (bHetd+h), (e+d-h), (A1),
h zu der Summe der Aggregate a, (a-Hb), {a--b4-c) (a+b-+-c4-d).
Behauptung : Das Resultat ist gleich dem Produkt aus h und der
Summe (a--b-ec4-d+4-h). Beweis: Dasg erste Aggregat der Reihen-
summen, deren Anfinge der natiirlicheu Zahleareihe entsprechen,
ist (a-Fb-c--d-h), man addiere nun a zu (b4c-+4-d+h), (a+b)
zu {e-d-+h), (ad-b-te) zu (d-+h), (a-tb-ec4-d) zu h und erhilt
jedesmal (a--b-Fe—-d-4h). Wenn man also jedes der Aggregate,
deren Anfinge der natiirlichen Zahlenreihe entsprechen, zu dem
entsprechenden der Aggregate addiert, deren Enden der nati-
lichen Zahlenreihc entsprechen, so ist jedes Resultat gleich der
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Summe (a--b4-e-d-Hh} Nun ist aber die Anzahl der Aggregate,
deren erste Glicder der natiirlichen Zahlewrsibe entsprechen,
gleich der Anzahl der Einheiten des letzten, ndmlich b, weil die
Aunzahl der Zahlen bis b gleich der Aunzahl der Einheiten von h
ist.  Also ist in dem Resultat die Summe (a<-b-4-c-4d-h) hmal
als Faktor enthalten. Man muoltipliziere also die Summe
(a4-b—c-d-4h) mit h, und das Ergebnis wird gleieh dem Re-
switate dieser Additionen sein, w. z. b. w.

35 Zieht man zwei anf einander folgende
Zahlen vonder Summe ihrer Quadrate ab, so ist
die Differenz gleich dem Doppelicn des Qua-
drats der kleineren Zalhl Die beiden auf einander fol-
genden Zahlen seien d wnd I, b sei die grossere. Behauptung :
Zieht man von (I?4-h?) die Summe (d4-h) al, so ist die Differenz
gleich 2 4% Beweis: h? ist um das doppelte Produkt aus 1 und
d, vermehrt wm das Quadrat von 1, welches gleich 1 ist, grijsser
als d2, also ist h® wn (2 d4-1) grisser als d%, aber (2 d+41) ist
gleich (d-+h), weil h um 1 grisser ist als d, also ist h? gleich d2
—+(d--1r), also ist d*+4-h? gleich 2 d®4-(d-h), zieht man davon
(d~+h) ab, so ist der Rest gleick 2 d2, w. z. h. w.

36. Addiert man die Sumwmen von Reihen-

“sommen, die mit eins beginneun, und deren erste

Glieder der natitrlichen Zahlenreihe bis zu
einer gegebenen Zah!l entsprechen, und zieht
davon die Summe der Zahlenreihe ab, so ist der
Rest gleich der doppelten Summe der Quadrate
derinder Reihe vorkommenden Zahlen von der
Artdervorletziten Zalll, wenn diese grade ist,
der graden, wenn sieungrade ist, der ungraden
Zahlen, eins mitgerechnet. Man addiere die Aggregate
(a4-b4-c4-d-+h), (b+4c-+ad4-h), (e+d+h), (d-+h), h und ziehe
von dem Resultat die Swome (a-+b-4c--d-+h) ab. Belauptung :
Ist die vorletzte Zahl grade, so ist der Rest gleich der doppelten
Summe der Quadrate der graden Zahlen bis zu derselben, und ist
die vorletzte Zabl ungrade, so ist der Rest gleich der doppelten
Summe der Quadrate der ungraden Zahlen bis zu derselben, 1
mitgerechnet.  Sei sie zuerst grade, wie es in  diesem unsren
Beispiele ist. Dann wird behauptet, dass der Rest gleich der
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doppelten Sunme dev Qualrate der graden Zahien his h, also vou
hoand d, ist. Beweis: das Resultat ist gleich der Summe der
uadrate (a?-he4-c24124-h*), vermindert wn (a4-b—ed4-h).
Der Rest voun (d24-h2), wenn man {(d-Hh) davon abzieht, ist aber
gleieh 2 4%, und der Resi von bi4c?, wemn wman (b4c) davon
abzieht, ist gleich 2 b7, und das Quadrat von a ist  ganx forfge-
fallen, als a abgezogen wurde, weil a=1 ist, also st der Rest
aleich dem Doppelten von (h*4-12)  Sei nun die  vorletzte Zalhl
ingrade, so wird behauptet. dass der Rest gleich der doppelten
Summe der Quadrate der ungraden Zablen bis zur letzten ist.
Die Zahlen scien, a, b, ¢, . h, f, die Zahl vor f, ndmlich L, sei
angrade. Behauptung : Der Rest ist gleich der doppelten Swmme
der Quadrate der ungraden Zallen bis f, nimlich a, ¢, . Bewels: Das
Resultat ist gleich der Summe der Quadrate (a? b e 4-h* 1),
vermindert nm die Summe (u4-b4-eHd-+h4-1), aber der Rest von
(h24~f2), wenn man (h-HD) abzielt, ist gleich 212, der Rest von
(e24-d%), wenn man {c-4d) abzieht, ist gleich 2 ¢ wni der Rest
von (a*-4b2), wenn man (a--b) davon abzieht, ist gleich 2 a?, also
ist der ganze Rest gleich dewm Doppelten der Summe (a*4-b*~+-c7),
w. z. bow.

37 Multipliziert man eine beliebige geygoe-
benc Zahl mit der Summe der natitrlichen Zah-
lenreihe von 1 bis zuder auf die gegebene fol-
genden Zahl, so ist das Produkt gleich der
dreifachen Summen der Quadrate der graden
oder ungraden Zahlen bis zu der gegebenen, je
nachdem diese grade oder ungrade ist.  Man multi-
pliziere b mit der Summe der Zablen a, b, ¢, 4, i, . Behauptung:
Das Produkt ist gleich der dreifachen Summe der Quadrate der
Zahlen, die h entsprechen, das sind die Zahlen a, e, h. Beweis:
Das Produkt f (a++b-4-e+-d-+-h-+1f) ist gleich der Summe [a-+(a+Db)+
(a-tb+e)+ (a+b4e+d)-H{atb4ed-d-+-h) ] (ad-b4-c-d b4
{b+ed—4-h+f)4-(eHd4-h-fH(dHh-D-H(h--0-+HE],  aber die
Sumine [a—+-(a—4-h)4(a4-b4-e)4-(ah4-e-d)(a-Hb-Hef-d ) ist
gleich der Summe der Qnadrate (a?+e¢*+1%), und wenn wan von
der Summe [(a+b+ctd+h+D)F d+etd+h4+D4(e+df-h4D)H+
(AL (h—-D)--£] die Summe {a4-b—+c+-d-+h4-1) abzieht, so ist

die Differenz gleich der doppelten Summe der Quadrate (e’ 4-h7),
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also ist das Produlstf. (a+b4-e+d4-h4-0) gleich der dreifachen Sumnme
(a’4-e’+h3), vermehrt um die Summe (a-b4-ec+d+4-h4-f). Nun
ist f.(a4b4-c4d+h4£) um (a+b4cd-ph4-1) grosser als
b (at-b4ctd4-h4-1f). Alse isth . (#+b+c4-d-Fh4-1) gleich 3
(a™-c*4h%, w. z. b. w. Aus diesem Beweise geht hervor, dass,
wenn wan den dritten Teil einer gegehenen Zahl wmit der Summe
der Zahlen der nattirlichen Reihe von 1 bis zu der auf dic ge-
gebene folgenden Zahl multipliziert, Jdas Resnltat gleich der Summe
der Quadrate der graden bezw. ungraden Zahlen bis zu der gege-
benen ist, je nachdem diese grade oder ungrade ist!4), Denn wenn
man diesc gegebene Zahl mit dieser Sunme multipliziert, so wire
das Resultat gleich der dreifachen Summe Jjener Quadrate, also
ist das Produkt aus dem dritten Teil Jener gegebenen Zahl in
jene Summe gleich dem dritten Teil der dreifachen Summe  der
Quadrate der graden oder ungraden Zahlen, das ist aber gleich
der SBumme der Quadratc der Zahlen von der Art der gegebenen,
die vor ihr verhanden sind, w. z b, w.

38. Multipliziert man die Differeng Zwischen
einer gegebenen Zahlund dem dritten Teil der
ihr vorangehenden mit der Summe der Zahlen
der natirlichen Reihe von 1 big zu der gege-
benen Zahl, so ist das Resultas gleich der
Summe der Quadrate aller Zahlen von 1 bis zu
der gegebenen Zahl Man multipliziert (f—13h) mit der
Summe (a—b~-c+4d-Fh--f). Behauptung : Das Produkt ist gleich
der Summe der Quadrate (@* b0 12 12)15). Beweis : Dag Pro-
dukt 1. (a4-b4-c—+d-+-h-H-1) ist gleich der Swinme] (a~+b+4-e4-d+-h—--f)
+(b—|—c—|-d—|—h—l—f)+(c+d—f—h—f—f)—}—(d—|—h—|—f)—}—(h+f)+1)],vermehrt
um dic Summe {&-{—(ﬂ.—H))—{—(a—f—h—kc)+(a—{~b—{—-c—|—d)+(a+h+c—|—d
<+h)]. Nun ist die Summe {(a4-b+-cj-d+-h+1) -+ (b4
h-f)H-(e4-dF-h4-) 4 ([dh -1+ (he-£) -] gleich  der Summe
(@*+-h*4-c®-d24-h2-4-12) und die Summe fa-{~(a-{-b)+(a-}-b}-c)+
{a+bf-c+d)-(a-+b-Fed-4-h)] gleich der Summe (a2} 4-he),
also ist das Produkt f. (a-+b+ced-d4-h41) gleich der Summe
(D424 A2-h2-1 8, vermelnrt um die Summe (a%-c?4-h?),
Aher das Produkt ‘/sh. (a-f-b4ct+d+h+4I) war gleich der Samme
(a%4-¢24-D?), also bleibt als Rest (f—~3h) . (a-+b+tetd+-h4-D
gleich der Summe (@bt d2 bt ), w, 7. b w,
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. Zichtman cine gegebene Zahl vou ihrem
Quadrat ab,sol1st die Hilfte des Restes gleich
der Summe der Zahlen der natiirlichen Reile
von 1l biszuder Zahl vor der gegebenen. f werde
von {2 abgezogen, die Zahl vor [ sei h, die Halfte der Differenz
zwischen f2 und 1 sei s. Behauptung: s ist gleich der Sunune der
Zahlen veou i bis I Beweis: Das Quadrat 2 st gleich der
Samme (a-b-4-e--d--h), vermehrt ww {a4-b-+cd-4-h-j-1). Zieht
wman von der Sumine f ab, so bleibt ein Rest, der gleich der Summe
(a+b~+c4d-4-h), vermehrt um die Summe (a+b-4e4-d-h), ist,
also ist die Hilfte des Restes gleich der Summe (a--b-ce--d-Fh),
w. 7. b. w.

40. Addiert man cine gegebene Zalil zu der
Halite der Differenz zwischen ilvrem Quadrat
und ihr selbst, so ist das Resultat gleich der
Summe der Zahlen der natirlichen Reihe von 1
biszu der gegebenen Zahl f werde zu der halben
Difterenz zwischen 2 und f addiert. Behauptung: Das Resuliat
ist gleich der Snmme (a-+b-+ctd4-h-+f). Beweis: 2 ist gleich
der Summe (a+bte+d--h4-D), vermebrt um  (a-f-b~4-c-d-0).
Subtrahiert man nun f und addiert f dann zu der halben Ditferenz,
die gleich der Summe (a—h4-cHd-+h) ist, so ist das Resultat
{a+bdctd+h-+f), das ist die natiirliche Zahlenreihe von 1 bis
f, w. z. b. w.

41. Das Quadrat der Summe der natiirlichen
Zahlenreihe von 1 biszueiner gegebenen Zahl
ist gleich der dritten Potenz der gegebenen
Zahl, vermehrt um das Quadrat der Summe devr
Zahlen der natiirlichen Reihe von ! bis zu der
Zahl vor der gegebenen. Die Summe der Reihe sei die
Summe (a-b-f-c-}-d-4h). Behauptung: Das Quadrat der Summe
(a+b-+-c4d-f-h) ist gleich der dritten Potenz von h, vermehrt
um die Summe {(a-}h-+c—+-d). Das ist der Fall, weil h® so oft den
Faktor h enthilt, wie h? Einheiten hat, aber h? ist gleich der
Summe der Summen (a-+b-c—+d) und (a-+b--c-4-d-+h). Multipli-
ziert man alse h mit der Summe [(a-b-4ctd+h)+(a+b4c+d)],
so erhilt man k3. Aber das Produkt aus b und der Summe

[(a~+b-4-c+d-4h)+(a-t-bd-c+d)] ist gleich dem Produkt h.h,
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welches gleich h? ist, vermehrt um das Produkt aus b in die Summe
[(a4-b-+-cH-d)+(a+b+ec4d)], welches gleich 2 h (a-b4-c+d)
ist, also ist h® gleich b*+42.1h (a4b4c4d). Nun ist aber das
Quadrat (a--b--c+d+h)® gleich h?, vermebrt um das doppelie
Produkt ans h und der Summe (a4-b-4ctd) und das Quadrat
(a+b-t+c+d)?, also ist h* vermehrt um das Quadrat (a+4-b4-c+-d)2
gleich dem Quadrat (a-tb4cFd4hb)2%, w. z. b w. Allerdings
hat 1 keine Zahl vor sich, aber seine dritte Potenz ist dem
Quadrat der Summe der natiirlichen Reihe bis zu ihm gleich,
denn es stellt selbst die Summe der Reihe bis zu ihm und deren
Quadrat dar, und es selbst ist seinc dritte Potenz, das ist
sehr klar. ‘

42. Das Quadrat der natiirlichen Zahlen-
reihe von 1 bhis zu einer gegebenen Zahl ist
gleich der Summe der dritten Protenzen der
Zahlen von 1 biszu der gegebenen Die Summe sei
(atb-+e+d4-h). Behauptung: Das Quadrat (a—+b—4c-d-4-h)2
ist gleich der Summe der dritten Pofanzen von a, b, ¢, d, h.
Beweis : Das Quadrat (a—+b--c4d--h)? ist gleich h3+(a—+b+4-c+1)2,
aber das Quadrat (a4-b-4-c+d)? ist gleich d*J-(a4b-4c)?, und
dieses Quadrat ist gleich e34-(a-fb)2, Und siehe, (a+b)2 ist
gleich b*4-a? a® ist aber selbst gleich a3, also ist das Quadrat
(a~+b-}c+d4-h)* gleich der Summe der dritten Potenzen der
Zahlen, a, b, ¢, d, h, w. z. b. w.16) .

43, Ist eine gegebene Zahl gleich der
Summe einer gegebenen natitrlichen Zahlen-
folge, diemit 1 beginnt, und ist die gegebene
Zahl die mittlere einer Zahlenreihe, d. b, das
arithmetische Mittel zwischen 1 und der letz-
ten, soist dieSumme der dritten Potenzen der
gegebenen Reihe gleich der Summe der un-
graden Zahlenderzweiten Zahlenreihe, 1 mit-
gerechnet. Die Zahl f sei gleich der Summe (a4b-c), f
sei die mittlere Zahl der Reihe a, b, ¢, d, b, f, s, g, t, i, k, die
bei 1 beginnt. Behauptung: Die Summe der ungraden Zahlen
von a, b, ¢, d, b, f, s, g, ¢, i, k ist gleich der Summe a3-{-b3-c3.
Beweis: a3+4b%4-¢3 ist gleich f2 und die Summe der ungraden
Zahlen aus der Folge a, b, ¢, 4, b, f, 5, g, t, i, k ist auch gleich
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2, weil { die mittlere Zahl ist, also ist die Summe (al-+b%-+c?)
gleich der Summe der uugraden Zahlen der Folge a, b. ¢, d, b,
s, g6 kL w2 b w

44, Addiert man zu dem Produkt zweier
Zahlen eine gegebene dieser Zahlen so ent-
hélt das Resultat die aunf die andre Zahl fol-
gende so oft als Faktor, wie die Finheiten der
gegebenen besagen, a werde mit b multipliziert, zum Re-
sultat werde a addiertf, das jetzige Resultat sei ¢, die auf b folgende
Zahl sei d. Behauptung: 4 ist in ¢ so oft als Faktor enthalten,
wie die Kinheiten von a besagen. Beweis: Das Produkt a.b
enthilt a so oft als Faktor, wie die Einheiten von b angeben.
Addiert man zu ihm a, so hat das Resultat a einmal mehr als
Faktor, als die Kinheiten von b angeben, das ist aber dmal. Also
enthdlt das Resultat a dmal als Faktor und daher & amal als
Faktor, w. z. b. w.

45. Sind 3 verschiedene Zalhlen gegeben,
und man addiert zw dem Produkt der griss-
ten in dje Differenz zwischen der mittleren
und der kleinsten das Produkt aus der kleinsten
indie Differenz zwischen der grésstenund der
mittleren, so enthidlt dag Ergebnis die mittlere
Zahlso oft als Faktor, wie die Einheiten der
Differenz zwischen der grosstenund kleinsten
angeben. Die drei Zahlen a, b, ¢ seien verschieden. b sei
um d grosser als a, ¢ um h grosser als b, Behauptung: Die
Summe der Produkie c¢.d and a.h enthilt h so oft als Faktor,
wie die Einheiten der Summe (-+hd), welche die Differenz zwischen
¢ und a ist, angeben. Beweis: Das Produkt c . d enthdlt d cmal
als Faktor. Wir teilen non das Produkt ¢.d in Teile, die c
gleich sind. Diese seine Teile, die gleich ¢ sind, seien sg, tk, im.
Siehe, die Anzahl dieser Teile ist gleich d. Ebenso teile man
das Produkt a.h in Teile, die a gleich sind, und diese seine a
gleichen Teile seien die Zahlen nx, ep. Siehe, die Anzall dieser
Teile ist gleich der der Einliciten von h, und deshalb ist die
Anzahl der Teile sg, tk, Im, wx, ep gleich der Zahl der Kin-
beiten von (d+h), der Difterenz zwischen ¢ upd a. Nup
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trennen wir von sg das Stick sz, das gleich b ist, ab, es bleibt
zg gleich b, Ebenso seien tw, ly gleich b, und es bleibt jeder
der Teile wk, ym gleich h. Daun teilen wir zg in Teile, die der
Einheit gleich sind, die der Einheit gleichen Teile seien, zq, qg,
ihre Anzahl ist gleich der der Einheiten von h. Ebenso teilen
wir wk in Teile, die gleich der Einheit sind, diese seine Teile
seien wr, rk, die Teile von ym, die der Einheit gleich sind, seien
yo, om. Nun war die Anzahl der Zahlen sg, tk, bm gleich der
der Einheiten von d, also ist auch die Anzahl der Teile zg, wr,
Yo glelch der der Einheiten von d. Addiert man nun zq, wr, yo
7z nx, so ergibt sich b, weil die Zahl der Einheiten zq, wr,
yo, gleick den in ¢ enthaltenen ist, und also die Einheiten zq, wr,
yo, addiert, d ergeben und nx gleich a ist, daber ergibt nx, zu
den Einheiten zq, wr, yo addiert, (a4-d), (a4-d) ist aber
gleich b, also ist nx, vermebrt um die Xinheiten zq, wr, yo,
glemh b. TEbenso beweist man, dass ep, zu den Einheiten
ag, tk, om addiert, gleich b ist. Es war aber hereits gezeigt,
dass die Apzahl der Zablen nx, ep gleich der der Kipheiten
le, ag ist, weil beide gleich h sind. Alse ist die Gesamtzahl
der Zahlen nx, ep gleich den der Rinheit gleichen zq, qg mit
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den zugehdrigen Teilen. Also ist bGllOl] hewiesen, dass das Pro-
dukt e.d, vermehrt um das Produkt a.h den Faktor b so viele

gibt, das ist aber gleich der Summe (c4-d), welche die Differenz
zwischen ¢ und a ist7), w, z. b, w.

46. Wenn drei verschiedene Zahlen ge-
gebensind, deren kleinste zwei ist, und man
addiert zu dem doppelten Produkt der um
1 verminderten grdssten Zahlin die Differencz
zwischen der mittleren upnd der kleingten die




grésste Zahl und die Differenz zwischen der
mittleren nnd der kleinsten und die Differenz
zwischen der grésstenund der mittleren, so ist
diese ganze Summe gleich dem doppelien Pro-
dukt ans der mittleren in dieum 1 verminderte
grosste Zahl Die verschiedenen Zahlen seien drei, und
gwar die Zahlen 2, a, b; b sei die grosste, a sei um ¢ grosser
als 2, a—1 sei 5, b—1 sei d, b sei um h grisser als a. Behaup-
tung : Das doppelte Produkt ¢.d, vermehrt um die Zahlen b, ¢
und h ist gleich dem doppelten Produkt s.d. Beweis: Das
Produkt e¢.d enthdlt d so viele Male als Faktor, wie e Einheiten
hat, das Produkt s.d enthalt d so viele Male als Faktor, wie s
die Einheit enthilt, s ist um 1 grosser als ¢, weil a um 2 griosser
ist als ¢, also ist die Differenz zwischen den Produkten s.d und
¢.d gleich dem Produkt aus (s—d) in d, also ist die Differenz
der Produkte s.d und ¢.d gleich d, und deshalb ist das doppelte
Produkt s.d um 2.d grésser als das doppelte Produkt c.d.
Nun bebaupten wir, dass die Summe {(b-4e¢-+k) gleich 24 ist.
Beweis: b ist um 1 grisser als d. Nun ist der Unterschied
zwischen b und a gleich b, alse ergeben die Zahlen a und h,
addiert, b, und deshalb is{ die Summe der Zahlen, b, a, h gleich
2b. 2b istaberum 2 grosser als 2 4, also ist die Summe (b-+-a--h)
gleich 2 d+4-2, aber ¢ ist wm 2 weniger als a, also ist die Summe
(b+e—+h) gleich 2d4. Nun war das doppelie Produkt s.d um
24 grosser als das doppelte Produkt c.d, also ist das doppelte
Produkt c.d, vermehrt mn die Zahlen b, ¢, h gleich dem doppelten
Produkt s.d, w. z. b. w.

47, Wenn zwei verschiedene Zahlen gegeben
sind, soist das Produkt aus der kleineren in
die grossere, vermehrt um die Differenz zwischen
der grosseren und der kleineren, gleich dem
Produkt ansderum 1 verminderten kleineren
indieum 1 verminderte grissere, wenn man da-
zu die grossere Zahl und die vorangehende
addiert. Die 2 Zahlen seien a und b, ¢ sei die Zahl vor a, d
die vor b, Die Differenz zwischen b und a sei h. Behauptung:
Das Produkt a.b, vermehrt um h, ist gleich der Zahlensumme
(d+b), vermehrt um das Produkt ¢.d. Beweis: Das Produkt



1
{
i
i

¢.d, vermehrt um d, enthilt den Faktor a so viele Male, wie
d Kinheiten hat, da a um 1 mehr ist als ¢, also ist das Produkt

" ¢.d, vermehrt um d, gleich dem Produkt a.d. Und da nun b

wm b grosser ist als a, ist b gleich (a-Fh). Also ist a.d, ver-
mehrt um a, gleich dem Produkt a.b, demnach ist das Produkt
a.d, vermehrt um die Summe (a-+h) gleich dem Produkt a.b,
vermehrt um b, also ist das Produkt c¢.d, vermehrt um die
Summe {d-+b) gleich dem Produkt a.b, vermehrt um bk, w. z. b. w:

48, Wenn drei verschiedene Zahlen gege-
ben sind in die kleinste 2 ist, so ist das dop-
pelte Produkt aus derum 1 verminderten gross-
ten Zah! in die Differenz zwischen der mitt-
lerenmund der kleinsten, vermebrt uom die
grisste Zahl, die Differenz zwischen der mitt-
leren und der kleinsten und die Differenz zwi-
schen der grossten und der mittleren, gleich dem
Produkt ausderuml verminderten mittleren
indie grésste, vermehrt um das Produkt aus
derum 1l verminderten grosstenin die Differenz
zwischen der mittleren und der kleinsten und
um die Differenz zwischen der grissten und
der mittleren. Die verschiedenen Zahlen seien die Zallen
2, a, b. b sei die grosste, a sel um ¢ grosser als 2, d sel die
Zahl vor a, b sei die Zahl vor b, s sei die Differenz zwischen
b und a. Behauptung: Das doppelte Produkt a.c¢, vermebrt am
die Zahlen ¢, b, s ist gleich dem Produkte d.b, vermehrt um
das Produkt ¢.h und 5. Beweis: Wir lagsen das Produkt c¢.h
und die Zahl s, die aof beiden Seiten vorkommen, weg und be-
haupten, dass das Produkt d.b gleich der Summe des Produkis
¢.h und der Zablen ¢ und b ist. Das ist der Fall, denn das
Produkt c.h, vermehrt um e, ist gleich dem Produkt c.b, weil
b um 1 grosser ist als h, ebenso ist das Produkt b.c, vermehrt
um b, gleich dem Produkt d.b, Also ist das Produkt ¢ .h, ver-
mehrt um die Zahlen ¢ und b, gleich dem Produkt d.b, also ist
das doppelte Produkt c.h, vermehrt um die Zahlen b, ¢ und s,
gleich der Summe der Produkte d.b und ¢.h und der Zahl s,
w. Z, b, w,
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49. Wenn drei verschiedene Zahlen gegeben
sind, dercn kleinste nm eine gegebenec Zahl
grésserist als 2, und man bildet das doppelte
Produkt aus der um 1 verminderten grossten
Zah!l in die Differenz der mittlevren und der
klcinsten, addiert dazu die Produkte aus der
grossten und der um ! verminderten griéssten
in die gegebene Zahl, addiert dazu die grdsste
Zahl, die Differenz der mitticren und der
kleinsten und die Differenz der grossten und
der mittleren, so ist das Resultat gleich dem
doppelten Produkt aus der um 1 verminderten
mittlerenin die um 1 verminderte grésste, Die
verschiedenen Zahlen seien ¢, a, b, e sei die kleinste, b die
grésste, die Differenz zwischen ¢ und 2 sei d, die Differenz
zwischen a und ¢ sei h, s sei die Zahl vor a, ¢ die vor b, die
Differenz zwischen b und a sei t, k sei gleich der Summe h-d.
Klar ist es, dass k um 2 kleiner als a ist, weil c-J-h gleich a
und d um 2 kleiner als ¢ ist, deshalb ist s anch die anf k folgende
Zahl, weil s um nur 1 kleiner ist als a. Behauptung: Bildet
man das doppelte Produkt g .1, addiert dazu das Produkt d.b
und das Produkt d.g und addiert zu dem Ganzen die Zahlen
b, h, t, so ist das Resunltat gleich dem doppelten Produkt s. g.
Beweis: Das Produkt g . h, vermebrt um n, ist gleich h.b, addiert
man zu dem Produkt b .b das Produkt d.b, so ist das Resultat
gleich dem Produki aus der Summe (h-f-d) und b, das ist aber
gleich k.b. Addiert man za diesem Resultat b, so ist das Er-
gebnis 8. b, Aber die Summe der Produkte g.h und g.d ist
gleich dem Produkt aus g in die Summe (d4h), gleick g .k,
algo ist das doppelte Produkt g.b, vermebrt wm die Produkte
d.b und g.d und um die Zahlen b, b, t gleich dem Produkt
$. b, vermehrt um das Produkt k. g und die Zahlf. 1) Wenn man
die Voranssetzungen des vorigen Satzes anwendet, so ist a die
mittlere Zahl, k die Differenz zwischen ihr und der kleinsten, die
gleich 2 ist. Dann ist aber die Summe der Produkte s . b und
k.g, sowie der Zahl t gleich dem doppelten Produkte k. g, ver-
mehrt um die Summe (b4k--t), also ist das doppelte Produkt
g.h, vermehrt wn die Produkte d.h und g.d ond um die
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Zablensumme (b-+k-+-t), gleiech dem doppelten Produkte k.g,
vermehrt um die Zablonsumme (b-4k-4-t). Aber das doppelte
Produkt k.g vermehrt um die Summe (b4-k-1t) ist gleich dem
doppelten Produki s.g weil die Summe (b+k+t) gleich 2g ist
und s die anf k folgende Zahl bedeutet; wenn man also zu dem
Produkt k. g die Zahl g addiert, so erbdlt man das Produkis. g,
und deshalb ist das doppelte Produkt k.g, vermehrt um die
Zahlensumme (b4-k-t), die gleich 2 g ist, gleich dem doppelten
Produkt s.g, also ist die Summe ans dem doppelten Produkt g . b,
den Produkten d.b und g.d, sowie den Zahlen b, h, t gleich
dem doppelten Produkt s.g, w. z. b. w.

50, Wenn drei verschiedene Zahlen gegehen
sind, and die Differenz zwischen der kleinsten
Zahl und 2 ist eine gegebene Zahl, und man
hildet das deppelte Produkt der um 1 vermin-
derten grosstenindie Differenz zwischen dev
mittleren und der kleinsten, vermehrt es so
oft, wie die gegebene Zahlangibt, um das Pro-
dukt der mittleren Zabl in die grésste, und
addiert dazu das Produkt der Differensz
zwischen der grossten und der mittleren in die
um 1 verminderte kleinste Zahl, die grosste
Zahl und die Differenz der mittleren und
kleinsten, soenthidlt das Ergebnisaller dieser
Additioner das Produktaus der um 1 vermin-
derten mittleren in dieum 1 verminderte grosste
Zahlsooftals Faktor, wie die Einheiten der
kleinsten angeben,

Die verschiedener Zahlen seien ¢, a, b; c¢ sei die kleinste,
die Differenz zwischen ¢ und 2 sei d, a sei um h grdsser als c,
s sei die Zahl vor a, g die Zahl vor b, b sei um t grosser als a,
k sei die Zah! vor ¢. Behauptung: 2. g.b-+-d(a.b)4t.k+b-+h
enthilt 5.g, so oft als Faktor, wie ¢ angibt. Beweis: Da das
Produkt a.b, vermebrt nm t, gleich dem Produkt s.g, vermehrt
um die Summe (b+-g), ist, soist d(ab), vermehrt um d.t, gleich
d.(sg), vermehrt um d.bund d.g. Also ist d.(ab)|-d .t gleich
d.6g)+d.bt+d. g
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Aber t.k ist um t grosser als t.d, weil k um 1 grosser
ist als d, also ist d{ab)-}t.k gleich d.(sg)+d.k-d. gt
Addieren wir nuh d.k+4d. g+t zu 2g.h+th+h, das uns geblie-
hen war, so ist das Ergebnis 2gb4-dk+dg+b-+h-+6.  Addiert
man das aber, so ist es nach dem Obigen gleich 2sg.  Also eut-
halt 2gh+-d(ab)4-th+-b4-h das Produkt s . g (d+-2)mal, aber (d42)
ist. gleich ¢, also enthilt 2gh--d(ab)4-tk+4b+h das Produkt s.g
cmal als Fakfor, w. z. h. w, Damit ist bewiesen, dass das Er-
gebnis dieser Addition, ¢ als Faktor so oft enthilt, wie die Ein-
heiten des Produkts s. g angeben.

5. Wenn drei verschiedene Zahlen gegeben
sind, und manaddiertzu dem Produkt auns der
um |l verminderten grissten und der Differenz
zwischen der mittieren und der kleinsten die
grisste Zahl und die Differenz zwischen der
mittleren und der kleinsten, so enthilt das Resul-
tat die grosste Zahlso oft als Faktor, wie die
Einheiten der Zab!l angeben, die auf die Dif-
ferenz zwischen der mittleren und kleinsien
folgt. Die drei verschiedenen Zahlen seien a, b, c¢; a sei die
kleinste, b die mittlere, ¢ die grisste. Die Differenz zwischen
b und a sei d, die Zahl vor ¢ sei h, die Zahl nach d sei s. Be-
hauptung: Ivas Produkt d.h, vermehrt um die Summe {c--d),
enthilt ¢ so oft als Faktor, wie die Einheiten von s angeben.
Beweis: Das Produkt d _h, vermehrt um d, ist gleich dem Pro-
dukt &.c; addiert man zu dem Produkt d.c die Zahl c, so ist
das Resultat gleich s.c, also ist die Summe des Produktes d.h
und der Zahlensumme (¢c--d) gleich dem Produkt s.c, also ent-
hilt die Summe aus c¢.h uad (e+4d) den Faktor ¢ so viele Male,
wie s Einheiten hat, w. z, b. w.

52, Weun drei verschiedenwe Zuhlen gegeben
sind, und man addiert zu dem Produkt aus der uam 1
verminderten grossten und der Differenz zwischen
der mittleren und kleinsten das Produkt aws der um
I verminderten kleinsten und der Differenz zwischen
der grosstenund mittleven, ferner diegrossteZahlund
die Differenz zwischen der mittleren und kleinsten,
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so enthalt das Resultat dieser ganzen Addition die
mittlere Zahl so oft als Faktor, wie die Einheiten
der Zahl angeben, die auf die Differenz zwischen der
grossten und kleinsten folgt. Die verschiedenen Zahleu
seien a, b, ¢; a sei die kieinste, ¢ die grosste. Die Differenz
zwischen b und a sei d, die zwischen ¢ wnd b sei t. Die Zant
vor a sel b, die vor ¢ sei 1, die Differenz zwischen ¢ und a sei
8, die auf s folgende Zahl saj g. DBehauptung: Die Summe der
Produkte d.1 und t.h, vermehrt um die Zahlensumme (c4-d),
enthilt b so oft als Faktor, wic die Kinheiten von g angeben.
Beweis: Das Produkt d.], vermehrt um d, st gleich dem Produkt
d.c, und das Produkt t b, vermehrt um ¢, ist gleich der Summe
des Produktes t.a und der Zah! b, weil ¢ gleich der Summe
(b+t) ist. Da nun t, zu dem Produkt t.h addiert, das Produkt
t.a ergibt, erhdlt man durch Addition von (b-+1), welches gleich
¢ ist, zu dem Produkt t.h das Resultat t.a4b. Also ist das
Produkt d .1, vermehrt um das Produkt t.h und die Zahlen-
summe (c+-d), gleich der Summe der Produkte ¢.d und t.a
und der Zahl b. Aber die Summe der Produkte d.c und t . a
ist gleich dem Produkte s.h, also ist die Summe der Produktoe
d.] und t.h und der Zahlensumme (¢-d) gleich dem Produkte
8.b, vermehrt um b, Aber das um b vermebrte Produkt s. b
ist gleich dem Produkt g . b, also enthilt die Summe der Produkte
s.7und t.h und der Zahlensumme (e4-d) den Faktor b so oft,
wie die Einbeiten von o angeben, w. z. b. w.

o

53. Aufgabe: 3 Zahlen zu finden der Art, dass
die erste, vermehrt um einen gegebenen Teil der
Summe der beiden andern, gleich der zweiten, ver-.
mehrt um einen andern, gleichfalls gegebenen, klej-
neren Teil der Summe der beiden iibrigen nund gleich
der dritfen, vermehrt um einen gegebenen dritten
Teil der Summe der bheiden iibrigen ist, der kleiner
sein soll als der zweite Teil. Die Zahlen, durch welche
diese Teile benannt sind, seien a, b, e, der grisste Bruch sei
der durch a benannte, der kicinste der durch ¢ benannte. Also
ist die kleinste Zahl die Zahl a, die grosste die Zahl ¢, Die
Differenz zwischen b und a sei d, die -zwischen ¢ und b sei s,
die Zahl vor ¢ sei g, die vor b sei |.- Siebe, a muss entweder
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2 oder grisser als 2 scin, Sei es zundchst 219). Wir addieren
nun die letzte Zahl, ¢, xu d, der Differenz zwischen b und a,
das Resultat (c4d) setzen wiv gleich h. Das ist die erste der
Zahlen. Ferner addieren wir b und das doppelte Produkt der
um 1 verminderten grissten Zabl in die Differenz der nittleren
und kleinsten, das ist also das doppelte Produkt d . g. Das Resultat
bezeichnen wir mit t, das ist die zweite Zahl, Ferner addieren
wir t und das doppelte Produkt der um 1 verminderten kleinsten
Zahl in die Ditferenz der gréssten und der mittleren, . i. alse das dop-
pelte Produkt s. (a—1), das Resultat bezeichnen wir mit k, das
ist die dritte Zabl. Behauptung: h, t, k sind die gesuchten
Zahlen. Beweis: t ist gleich h42.d.g, und k& ist gleich
h+4+2.d.g+2s (a—1), welches letztere gleich 2s ist, weil a—1
gleich 1 ist. Also ist die Hilfte von t4+k gleich h4-2 d.g-}-s,
aber h ist gleich (ed-d), also ist die Hilfte von t-}k gleich
2. d.g4-{e--d4s), aber 2. d.g4(c+d-4s) ist ist gleich 2.1.g,
also ist die Hiilfte der Zahlensumme (t4-k) gleich 2.1.g. Multi-
pliziert man also 2,1.g mit 2, so ist das Resultat gleich (t-+k),
also enthilt (t-+k) den Faktor a, der ja gleich 2 ist, so oft wie
das Produkt 2.1.g angibt. Wir bezeichnen nun das doppelte
Produkt 1. g mit m,s0 ist w gleich ; der Zahlensumme
{t+-k).

Ferner ist (h4-k) gleich 2 h4-2. d.g-+ 25, also ist die Hilite
von (h-}-X) gleich h-}-d.g-s, aber h ist gleiech (b-4-e), also ist die
Hilfte von (h--k} gleich d.g-+c+d+s, (c4d--s) ist nun seiner-
seits gleich a.g, weil a gleich 2 ist und c4-d-ts gleich 2 g ist,
also ist die Hilfte von (h-Fk) gleich d.g-j}a.g, und das ist
gleich b. g, weil b gleich (d-+a) ist, demnach ist die Hiilite vou
(b4-k) gleich b.g, und die Halfte von (h-4-k) enthilt so den
Faktor b so viele Male, wie die Einheit in g enthalten ist %), also
ist b in (h4-k) so oft enthalten wie die Einheit in 2 g Wir
bezeichnen 2g mit n, n ist demnach der bite Teil
der Summe (h-4-k).

(h+t) ist non gleich 2h--2d.g, also ist die Hilfte
von (h-t) gleich h--d.g, aber h ist gleich (c-+d), also ist die
‘Hilfte von (h—-t) gleich 4. g-+(c+4d) d.g-(c{-d) enthilt jedoch
¢ so oft als Faktor, wie die Einheit in der auf d folgenden Zah!
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1 enthalten ist2", alse enthilt {h-}-t) den Haktor ¢ so oft wie 21
die Einheit enthélt. 21 sei gleich X, dann ist x der cte
Teil der Summe (h-{t).

Wir hehaupten mm, dass (h-+-m) gleich (t4n) und
gleich (k-Fx) ist. Das ist der Fall, denn (h--m) ist gleich
21.g4+h, und  (t4n) st nach  dem Obigen  gleich
h+24d.g42¢ Addieren wir nun gund &. g, so ergibt das!. g,
daher ist 2d.g42g gleich 21. g, Also ist (t+n) gleich (h-+-m).
Und ebenso ist (k-4-x) nach dem Obigen gleich h4-2d.g42s421,
Da nun {(s--b) gleich ¢ nnd 1 cleich (b—1) ist, ist die Summe
(s-+1) gleich (c—1), also ist (341 gleich g, Demnach ist (k-x)
gleich h42d.g--2(s41), welches letztere gleich 2g ist. Aber
2d.g+2¢ ist gleich 2.4, I, also ist (k+x) gleich h-4+27. g,
und folglich ist (k-+x) auch gleich (h4m). So haben wir also
3 Zablen, b, %, k, gefanden, deren erste, namlich b, vermehrt um
den aten Teil der Summe der anhdern, gleich t, vermehrt um den
bten Teil der Summe der andern, und auch gleich k, vermehrt
um den cten Teil der Summe der andern ist, das war, was wir
suchten.

**)Es sei nun a grosser als 2, und zwar seiesum d grisser
als 2, die Differenz zwischen b und a sei h, die zwischen ¢ und
b sei s, die Zahl vor a sei g, die vor b sei t, die vor ¢ sei 1.
Die Aufgabe bleibe die obengenannte. Siehe, wir nehmen so viele
dem Produkt der mittleren der Zahlen in dje grisste gleiche
Teile, wie die Differenz zwischen der kleingten und 2 angibt, und
addieren zu dem Ergebnis die grosste der Zahlen .und die Dif-
ferenz zwischen der mittleren mnd der kleinsten, d. w. s, wir
nelmen so viele gleiche Teile b. ¢, wie d angibt, und addieren
dazu {c-+h). Das Resultat sei m, so ist m die erste Zahl.

Dann addieren wir zu m das doppelte Produkt aus der um
! verminderten grossten Zahl in die Differenz zwischen der mitt-
leren und der kleinsten, d. w. s. wir addieren m zn 2. 0.1 und
setzen das Ergebnis gleich n, so ist n die zweite Zahl. Ferner
addieren wir u zu dem doppelten Produkt der um 1 verminderten
kleinsten Zahl in die Differenz zwischen der grogsten und der
mittleren, d, w.s., wir addierenn zu 2 s . g und setzen das Resul-
tat gleieh x, so ist x die dritte Zahl,
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Bebauptung: m, n. x sind die gesuchten Zablen. Beweis :
n ist gleich m4-2hl und x ist gleich wm<4-2hl4-2sg, also ist die
Halite von (n--x) gleich m—-2hl4-sg. Aber m war gleich dem
Produkt b . ¢, multipliziert mit 4 nnd vermehrt um die Summe
(c4h), also ist die Hilfte von (n4-x) gleich d. (b . ¢)42hl4sg
+(c-Fh).  *3) Nun enthdlt d. (b . ¢)4+-2hl4-sg4-(h-+c) den Faktor
a so oft, wie das Produkt t .1 angibt, also ist a in (n-4x) so oft
als Faktor enthalten, wie das doppelte Produkt t .1 angibt. Be-
zeichnen wir nun 2. £ .1 mit y, so ist ¥ der ate Teil von (n+4x).

Es ist aber auch (m--x) gleich 2m--2hi4-2sg, daher ist die
Hélfte von (m-tx) gleich wm~+h. 145 . g aber m ist gleich so
viel gleichen Teilen (b . ¢}, wie d angibt, vermehrt um (e4h),
also ist die Halfte ven (m—+x) gleich h . M5 . g--{eh)4-d . (b . ¢).
Nun enthilt hl4-sg4-(c+4h) den Faktor b so viele Male, wie die
auf die Differenz von e und o folgende Zahl, d. i. die aut (h-4s)
folgende Zahl?®), besagt. Wir nemnen diese y. Es enthalten aber
d gleiche Teile (b . ¢) den Faktor b so oft, wie das Produkt d.c¢
angibt, weil d gleiche Teile des Produkts (b . c) eine aus d, b, ¢
zusammengeseizte Zahl sind, also enthilt die Hilfte von (m-4-x)
den Faktor b so oft, wie d . e4-q besagt, also sieht man, dass b
in (n+x) so oft enthalten ist, wie das um 2g vermehrte doppelte
Produkt d . ¢ Einheiten hat. Setzen wir jetzt 2dc+2q gleich p,
s0 ist p der bte Teil von (m-}-x).

Ferner ist (m-}n) gleich 2m--2hl, also ist die Hilfte von
{m-fn) gleich m--h .1, aber m ist gleich d gleichen Teilen (b . ¢},
vermehrt um (e4-h), also ist die Hilfte von (m-n) gleich
h . 14-(c4h)-+d(be). Nun erhdlt h.l+4(c+h) den Faktor ¢?) so
oft, wie die auf h folgende Zahl angibt, wir setzen diese gleich
r. In d gleichen Teilen (be) ist ¢ so oft enthalten, wie das
Produkt ¢ . b besagt. Also ist ¢ in der Hilfte von {m-mn) se
viele Male enthalten, wie das um r vermehrte Produkt d. b Ein-
heiten hat, also ist ¢ in (m-n) als Faktor (2db+2ry mal ent-
halten, Wir bezeichnen 2db--2r mit z, dann ist z der cte Teil
von (m-+n).

Wir behaupten nun, dass (m—+y), (n4p), (x4-z) einander
gleich sind, '

Beweis : {(m--v) ist gleick m4-2t1 und (n+4p) ist gleich
m-+2hl4-2dc-+2q. Lassen wir in den beiden Ausdriicken das ge-

STE I B



— 40

meinschaftliche w fort, so behaupten wir, dass 2tl gleich 2h)4-2de4-2y
ist.  Das ist der Fall, denn die Differenz zwischen t und h ist g,
weil (a-+h) gleich b und demnach (g-Fh)y gleich t ist. Also ist
die Tiifferenz von tl und II gleich gl. Ferner behaupten wir, dass
q-fd gleich 1 ist. Da nfmlich q gleich (h-d-s4-1) und (h-s—4a)
gleich ¢ ist, muss q-fa gleich e--{ sein, also ist q4g gleich ¢,
und daher ist q--g wm 1 grésser als 1, also ist q--d glejeh 1,
Nachdem dieses hewiesen, ist anch Dbewiesen, dass 2t] gleich
2hl4-2de4-2¢ ist, denn dl4d ist gleich 4. ¢, also ist 2.de gleich
2dl-+2d.  Also ist 2de<4-2q gleich 2di4-2(d+), welcher letatere
Posten gleich 21 Ist. Aber 2dl, vermehrt um 21, ist gleich 2gl
also ist 2de+2q gleich 2gl.  Addiert man hierzu 2hl, so ist das
Ergebnis 2hl+2gl, aber 2hi4-2gl, ist gleieh 2th also ist (m-y)
gleich (n4p). Ebenso ist (x-+42) gleich m-+2hl-42sg-+2sb-4-2r,
wd (m-y) ist m4-2¢. Wir lassen wieder das heiden Seiten ge-
meinschaftliche m fort und behaupten, dass 2hl-4-Zsg--2dh4-2r
gleich 2tl ist. Das ist der Fall, denn r ist um 1 grosser als I,
also ist (s4-r) um 1 grosser als (s-+h), also ist (s4r) gleich q.
Nun war schon bewiesen, dass die Difterens zwischen tl und hl
gieich glist. Wenn das festgehalten wird, so kdnnen wir bebanpten,
dass 2sg+2db+-2r gleich 2gl ist. Denn sd--s ist gleich sg, also
ist 2sg gleich 2ds-{-2s, ferner ist db gleich di+-d, also ist 2db
gleich 2dt—+-2d, also ist 2sg+{-2db gleich 2ds+4-2dt+2s-}-2d, dieses
ist aber gleich 2d{(s4+t)4-2(s+d). Da nan (s4b) gleich ¢ ist,
ist (s+4t) gleich 1, und da (s+r) gleich q ist, ist (s-}-r=-d} gleich
(q—+-d), nun war aber (q-4d) gleich 1, also ist 2sg-}-2db--2r gleich
2dl4-21.  Aber 2d14-2] ist gleich 2gl. TUnd wenn man dazu 2h !
addiert, so erhilt man 2gi4-2hl, was, wie chen hewiesen, gleicl
2t] ist. Also ist ist (x-+-z) gleich (m~-y), und wir haben also
drei Zahlen gefunden, deren erste, m, vermehrt um den aten Teil
der anderen beiden, gleich der 2ten, n, vermehrt um den bten
Teil der itbrigen, und gleich der dritten, x, vermehrt wm den cten
Teil der fibrigen, ist, das war es, was wir woliten.

54. Aufgabe: Eine Zahl der Art zu finden, dass
cin gewisser Teil oder die Summe gewisser Teile der-
selben um eine gegebene Zahl grdsser ist, als ein
andrer gegebener Teil oder die Summe andrer gege-
bener Teile, die kleiner sind als die ersten, Es seien
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die TFeile, deren Swnnne dic grissere tst, | der geseelfen Zahl, ;
a g

1 . - . . . .
e " derselben, die Teile, deren Swume Kleiver ist, 5 der Zahl

nnd i: vou ibr. Wir wollen nun eine Zabl finden der Art, dass
dic Summe der erstgenannten Teile, von derselben genommen, die
Kleinere Summe der Teile wn w dibertrifftt.  Das kleiuste gemein-
schaftliche Vielfache aller dev Nenner der gegehenen Teile, niim-
lich &, 4, h, g, k, sei L ]_Dl von 1 sei n‘g von | sei \:1 vounl seiy
Die Summe der grisseren "f()”l‘, vou | genommen,  sei demnach
(nx4¥).  Is scien ferner £ von 1 gleieh p,}t( von | gleich  z.
demnach ist die kletnere Sur?nne der Teile (p4z). Die Differenz
zwischen (n4x-+y) und (p4-z) sei q. Wir bilden nun die Pro-
portionl : r=¢ : m and hohaupten, dassv die gesauchte Zahl ist?s).
Beweis: Wir bezeicknen : von ront o, ;‘— von romit v, L von r
mit w, demnach ist die Summe dieser Teile (o-bv-+w). erner
seienz vou r gleich i, uudlt‘ von rosel j. demmach die Summe
dieser Teile {(i-}-j). Nun ist es klar, dass sich E yon r zZu I,
wie 3 von | zu 1 verhdlt, da sie beide gleich dem Verhiltnis
YOIl % von a zu a sind.  Daher ist es klar, dass das Verhiltnis

vou 1 zu Z von r gleich dem Verhilltnis 1:7r ist, indem
man die inneren Glieder vertauscht. Demnach ist n:o wie 1: v,
und ebenso zeigt man, dass x:v wie 1:r und dass y: w wic 1: v
ist. Addieren wir nun, so ergibt sich, dass die Summe {n-}x-}-y)
sich zu (o-+-v-+w) wie 1:r verhilt. Ebenso heweist man, dass
(p-4z) sich zu (i4j) wie 1: v verhdlt. Also verhilt sich (n4-x+y)
i (o+v-w) wis (p+z): (i4j). Vertanschen wir die inneren
Glieder, so erhalten wir (n4x-+y): (p-+z) wie (o-4v-+w): {i4j)
(n+-x-y) ist aber grisser als {p-+z), also ist (o+v+4w) grisser
als (i-j). Sei die Differenz zwischen (o-4-f4-v) und (i4j) gleich
f. Da mun (n4x-+y) sich zu (ov-w) wie 1 zu r verhielt, und
{(p+2) zu (i~-)) sich auch wie 1:1 verhiilt, so bilden wir die
Differenzen und erhalten q:f wie 1:1. Also ist das Verhiltnis
von q zu m und zu f dasselbe, also ist m==f. Nun war die
Differenz von (o~Fv-+w) und (i+j) gleich f, also ist die Differenz
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zwischen (0-v4w) und (i) aneh gleich . So Laben wir also
cine Zahl der Art gefunden, nimlich r, dass (-1’-+9-+1) dersel-

ben um m grdsser waren als (g—i— ) von ihr, und das war, was
wir wollten.

55 Wenn ¢ine Zah!, vermelrt um einen go-
gebenen Teil oder eine 'Summr*xnn Teilen mner
gegebenen zweiten Zahl, um eine gewisse Zahl
kleinerist, als dis zweite Zall, vermehrt um
einen klelnel(,n Teil oder eine klunele Summ e
von Teilen der ersten Zahl, so kann man eine
dritte Zalil finden devr Art, dass die erste ge-
gebenc Zahl, vermehrt nm den grisseren Teil
oder die gro%s ere Summe von Teilen, die von
denbeiden ibrigen genommen werden, gleich
istderzweiten gegebenen Zahl, vermehrt um
den kleineren Teil oder die kleinere Summe von
Teilen, die voun den ibrig gebliebenen Zallen
genommen werden,

Die erst gegebene Zahl sei a, die zweite b. Die
grossere Summe von Teilen sei aus c Teilen d und einem
Teil b gebildet, die kleinere Summe von Teilen sei s Teile g.

Es sei a—J-;— von b —|—:v] von b um t kleiner als b—}-;: von a. Be-
hauptung: Man kann eine dritte Zahl finden s0, {ass a-{-(dS L)

der beiden andern Zahlen gleich h-{— der beiden iibrigen Zah-
len ist.

Beweis: Da ‘%—i-:? grosser ist als Z—, kann man eine Zahl

finden, von der (d£+f17) um t grosser ist als = Teile von ihr.
Sei diese Zahl k, wir behaupten dann, dass k die gesuchte Zahl
ist. Beweis: :, von k sei |, dann ist (5—}—1—) von k gleich 1+t

da (%—{-1—) von k um t grésser ist als von k. Sei d—f—(d

von b gleich m, also b-l-— von 't_m-{-t Nachdem dieses alleb
beachtet ist, werden wir zeigen, dass a+(§-+;-1—) von  (k-4b)
gleich b+:- von (a+h) ist. Das ist der Fall, denn a—l—(%—f—;r)
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von b ist gleich m und (;—}—;) von k ist gleich (14-t), also ist
“+(Z +:;) vou (k-+h) gleich (m-pI-4-t).  Ferner ist b—|—: Vol @
aleich (m--t), aber Z— von k ist gleich 1, also ist l{—{—z von (a-k)
gleieh (m—-14-£). Nun war a—|—{z I-) voi (b4K) auch yleich
(14-m--t), also ist ’1—|— ) von (b-+k) uleich la—|——\onm+|\
w. 4o how
5. Aufgabe: Bine Zaltl zu finden der Art,
dass cingewisser Teilvonihroder eine gewisse
Summe von Teilen von ihr, gleich einem, dem
crsteenannten Teil oder der erstgenannten
Yumme von Teilen nieht gleichen Teil oder
eginer nieht gleichen Summe von Teilen einer
gegebenen .5(1111 ist.
Beispiel: Wir wollen eine Zahl suchen vou der ( —+= ) eleich

% einer gegebenen Zahl s sind. Es sei E von s gleich g-(a'-l-;
von s gleich t. Stellen wir nun die Propation s : k=t : g her, so
ist & die gesuchte Zahl

Beweis : (};-}-2—) von k hezeichnen wir wit 1. Klar ist,
dass das Verhiltnis von (-]-»—l— b) von s Zu (1 -+ b) von k gleich

a < a c

dem Verhdltnis von s zu k ist, also ist t: l=ss : k, also ist das
Verhéﬂtnis von t zu g und 1 dasselbe, also ist g gleich I, also ist
(1 von k cr]elch = der gegebenen Zahl, w. z. b. w

57. Aufgabe: Zwe1 Zahlen zu finden der Art, dass
die erste, vermehrt um einen gegebenen Teil der
zweiten, gleich der zweiten, vermehrt um einen an-
deren Teil der ersten, ist. Die Zahlen, durch welche die
gegebenen Teile benannt sind, seien a und b, uud wir wollen

zwei Zahlen suchen, so dass die ersts, vermehrt um - der zwei-

ten, gleich der zweiten, vermebrt um 5 der ersten, ist. Siehe,
wir bezeichnen die Zahl vor a mit ¢ und die Zahl vor b mit d,
muliplizieren ¢ mit b und bezeichuen das Produkt mit h. Das
sei die erste Zahl. Dann multiplizieren wir 4 mit a und be-
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zeichnen das Produkt mit s, das sei die zweite Zahl, wud wir
behaupten: h —|—;~ .5 ist gleich s 4 |1,' .h. Beweis: -; von § ist

gleich d, weil a mit 4 multipliziert wurde und s ergab, und %—
von h ist ¢, weil b mit ¢ multipliziert wurde und h ergab, also
ist b -Q—;— .8 gleich ¢.b 4 d. Aberc.b 4 bist gleich a.b, also
ist a.b uml grosser, als ¢.b -+ d, weil b um 1 grosser ist als
d, algo ist a.b um 1 grisser als h+;f .8. IFerner ist s +£ . h
gleich d,a 4 ¢, aber d.a + a ist gleich a.b, alse ist a.b um

1 grisser als s bl .h, Nun war aber a.b auveh 1 grisser als

h—{—% .8, also ist h—}—-;» . § gleich s.+b1 by, wozohow.

58. Aufgabe: Drei Zahler der Art zu finden,
dass die Summe der erstenr und der dritten die zweite
$0 oft als Fakfor enthidlt, wie eine gegebene Zahl an-
gibt, und dass die Summe der zweiten und dritten dic
erste so oft als Faktor enthilt, wie eine gegehene
zweite Zahl angibt. Die gegehenen Zahlen seien a und b.
Wir bezeichnen die auf a folgende Zahl mit ¢, sie sei die erste
Zabl. Die auf b folgende Zahl sei 4, sie soll die zweite Zall
sein. Dann multiplizieren wir a mit b und zishen von dem
Produkt 1 ab, die Differenz bezeichnen wir mif s, sie soil die
dritte Zah! sein: Wir behaupten dann, dass ¢, d und s die ge-
suchten Zahlen sind., Wir wollten, dass (¢-}-s) den Faktor d
amal, und (d--s} den Faktor ¢ bmal enthilt. Beweis: s ist
gleich a.b—1 und ¢ ist gleich 14-a, also ist (e4-5) gleich ab-}-a,
aber ab-ta ist gleich a.d, also ist (¢4-s) gleich a.d und ent-
hilt deshalb den Faktor d a mal, da ferner s gleich a.b—1 und
d gleich b-+1 ist, ist (d-+s) gleich a.b-+tb, aber a.b-b ist
gleich ¢. b, also ist {d4-s) gleich ¢.b. Das Produkt c¢c.b ent-
hilt den Faktor ¢ also bmal. Also enthdlt (c4-s) den Faktor
d amal und (d-+-s) den Faktor d amal. W.z b.w. ‘

59. Die Zahl, die sich aus den Quadraten gegebener
Zahlen zusammensetzt, ist gleich dem Quadrat der
aus den gegebenen gebildeten Zahl. Die gegebenen
Zahlen seien a, b, ¢, die aus den Quadrafen a? b? c? zusammen-
gesetzte Zahl sei d, die aus den Zahlen a, b, ¢, gebildete sei h.
Bekauptang d ist gleich h% Beweis: Weil jede Quadratzahl
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aus 2 der Gruudzahl gleichen Zahlen zusammengesetzt ist, ist
d aus den Zahlen (a.a), (b.b), (¢.c) gebildet. Aus dem Vorigen
ist aber hewicsen, dass das Produkt der aus den Zahlen a,b, ¢,
zusammengesetzten Zahl in die aus den Zablen a, b, ¢, zZusammen-
gesetzte anch gleich d ist, also” hat man die aus den Zablen
a, b, ¢, gebildete Zahl h mit -sich selbst multipliziert und & er-
halten, also ist d gleich h?, w, z. b. w.

60. Die Zahl, die sich aus den dritten Potenzen
gegebener Zahlen zusammensetst, ist gleich der dritten
Potenz der aus den gegebenen Zahlen gebildeten Zahl.
Die gegebenen Zablen seien a, b, ¢, die aus den dritten Potenzen
der gegebencn Zahlen a, b, ¢, zusammengesetzte Zahl sei d, die
aus a, b, ¢, gebildete Zakhl sei h. Bebauptung: d ist gleich hs.
Beweis: Da jede dritte Potenz ans drei der Grundzabl gleicken
Zahlen zusammengesetzt ist, ist ¢ aus den Zahlen (a.a. a),
(b.b.b), (c.c.e), zusammengesetzt, also ist d gleich dem
Produkt der wus den Zahlen a,b,c¢ zusammengesetzten Zahl in
die aus den Zahlen a, b, ¢, a,b, ¢, zusammengesetzte. Aber die
ans den Zahlen s, b,c, a,b, ¢, gebildete Zahl ist gleich dem Pro-
dukte der aus a,b,e, zusammengesetzte Zahl in die aus a, b e
zusammengesetzte, das ist gleich dem Quadrat der aus a, b, ¢, ge-
bildeten Zahl Also ist d gleich dem Produkt der aus a,b,ec,
gebildetén Zahl in das Quadrat der ans a, b. ¢, zusammengesetzten,
daher ist d gleich dem Produkt aus b und he also ist die dritte
Potenz von h gleich 4, w.z b. w.

61. Addiert man das Produkt auseiner gegebenen
Zahlunddem Quadrateinerzweitengegebenen Zah!
zudem Produkt aus der zweiten gegebenen und dem Qua-
drat derersten Zahl soist das Resultat gleich dem Pro-
dukt der belden Zahlen multipliziert mit ihrer Summe.
Die gegebenen Zahlen seien a und b, das Quadrat von a seic, das
Quadrat von b sei d; a.d wurde zu c.b addiert und sei gleich
h, a.b sel gleich s. Behauptung: h ist gleich s (a+b). Beweis:
ad setzt sich aus den Zahlen a, b, b zusammen, da d gleich h?
ist, also ist a.d gleich s.h. Tbenso zeigt man, dass das
Produkt b.c gleich dem Produkt aus der aus a und b zusammen-
gesetzten Zahl und a ist, also ist b..c gleich s.a. Also ist die
Summe der Produkte a.d4-b,c gleich ger Summe der Prodakte
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§.a}s.b. Aber s.a-s.b ist gleich dem Produkt aus s in
(a--b), also ist (ad--be) gleich s.(a+b), w.z. b. w.

62. 8ind zwei Zahlen gegeben, so ist die dritte
Potenz ihrer Summe um das dreifache Produkt
der beiden Zahlen, multipliziert mit ihrer Summe,
und om die dritte Potenz der zweiten Zah! grosser
als die dritte Potenz der ersten Zahl. Die gepebenen
Zablen seien a und b, das Produkt a.b sei e, die dritte Potenz
vona set d, die dritte Poteiz von (a--b)sei h, die dritte Polenz
von b sei 8. Behauptung: 1 ist um 3¢ (a-}b)|s grisser als d.
Beweis: (a + b), mit sich selbst multipliziert, ist gleich
a?4-b24-2.a.b, also ist (at-b)s gleich a?-++b*} 2. Man multi-
pliziere nun (a24b%-4-2¢) mit (a-+b), so enthilt man h, weil
(a-+b)® gleich b ist. Behauptung: h ist um [3c(a-b)+-s] grosser
als d. Das ist der Fall, denn, wenn man a® mit (a-+b) multi-
pliziert, so erhilt man das Produkt a®.a, welches gleich d ist,
vermehrt wm das Produkt a? b; und ebenso erhdlt man bei
Multiplikation von b? mit (afb) als Resultat das Produkt b2, b,
welches gleich s ist, vermehrt um b%.a, also ist das Ergebuis
der Multiplikation von (a?-}-b?) mit ab die Summe [d-}-s--a%b-{-b%)
aber a*.b4-b?.a ist gleich dem Produkt aus (ab) und (a--D),
also ergibt (a?-}b?), multipliziert mit (a4b), die Summe
[d-+s+c(a+-b)]. Aber ¢, multipliziert mit (a--b), ergibt c.(a-+b)
also ergibt 2¢, multipliziert mit (a--b), 2¢.{a+b). Nun hatten
wir als Resultat der Multiplikation von (a2-4-b%) mit (a4-b) die
Summe [d-+s-}-c.(a-+b)] erhalten, wenn man also [a®Fh2+2c]
mit (a+b) multipliziert, so ist das Resultat gleich [d+s+3c(a-+b)].
Aber [at+b2+2c], mit (a-+bh) multipliziert, ist gleich h, also ist
h gleieh {d+s+3c.(a+b)], also ist h um {3 (ab)(a+h) + s}
grosser als d, w.z. b. w. ‘

Dureh eben diesen Beweis ist nun schon bewiesen, dass die
die dritie Potenz von (a+b) gleich d+s-+3a?h+3b% ist. Denn
die dritte Potenz von (a+b) ist gleich d-+s+3c (a+b). Aber
¢ (a+b) ist gleich der Summe der Produkte a*h und b%a, also
ist Sc(at+b) gleich dem Dreifachen der Summe der Produkte
a?h und b®*a, also ist die dritte Potenz von (a-+h) gleich
d+s+3a*h+3h%a. w.z. b w. ’
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Einleitung.

Zwei Elemente konnen in der Ovdnung ihrer Zusammen-
stellung sich auf 2 Weisen unterschoiden, entweder steht das eine
voran oder das andre. Die Verschiedenheit der Anordnung von
Elementen kann eine zweifache sein; entweder sie unterscheiden
sich durch die Elemente, sind aber in der Anzahl derselben
iibereinstimmend, oder sie unterscheiden sich nur durch ihre An-
ordnung.

Verbindet man ein und dasselbe Element mit zwei Com-
plexionen von Elementen, die sich irgendwie unterscheiden, so
sind die neuen Complexionen gleichfalls verschieden. Beispiel:
Die Complexionen a b ¢ und b ¢ d sollen sich dareh ihre Elemente
unterscheiden, es werde h zu jeder Complexion hinzugefigt, so
dass die Complexionen habe und hbed werden. Siehe, diese
Complexionen sind in derselben Welse verschieden. Die Sache
liegt ebenso, wenn sich die Complexionen nur durch die Reihen-
folge unterscheiden, wenn z. B. h mit jeder der Complexionen
a b e und b a ¢ verbunden wird und die Reihenfolge bleibt, wie
sie war, 8o dass die neuen Complexionen habe und hbac sind;
diese unterscheiden sich in derselben Weise wic frither.

"~ Die Anzahl der Complexionen einer bestimmten Klasse ge-
gebener Elemente ist gleich der Anzahl der Complexionen der-
selben Klasse andrer Elemente, wenn dic Complexionen von der-
selben Art sind, d. h. wenn die crsten sich durch die Elemente
unterscheiden, sollen sich auch die andern durch die Elemente
unterscheiden, und wenn die ersten sich nur durch die Reihenfolge
unterscheiden, sollen auch die andern nur durch die Reihenfolge
verschieden sein. .

Verbindet man mit einer gegebenen Complexion von Flementen
verschiedene Elemente, so entstehen Complexionen, die sich durch
ihre Elemente unterscheiden. Beispiel: Die Complexion a b ¢
werde mit d verbunden und ergebe 4 a b ¢, und sie werde mit
h verbunden und ergebe h a b ¢, so unterscheiden sich d a b ¢ und
habe durch ihre Elemente.- :

63. Ist die Anzahl der Permutationen einer
gegebenen Zahl verschiedener Elemente gleich
einer gewissen Zahl,soist die Anzahlt der Per-
mutationen einer um 1 grisseren Zahl ver-
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schiedener Elemente gleich dem Produkt aus
der vorigen 'ermutationszahl und der auf die
gegebene folgenden Zahl

Bs selen die Elemente a, b, ¢, d, h, ihre Anzahl sei s, die
aul s folgende Zabl sei g. Die Anzahl der Permutationen dey
Elemente a, b, ¢, d, I sei . Die Elemente a, b, ¢, d, b, f,
seien num 1 mehr als die Klements a, b, ¢, d, h, ihre Anzahl ist
also gleich g. Behauptung : Die Anzahl der Permutationen der
Elemente a, b, ¢, d. It, f. ist gleich dem Produkt t. g

Beweis: f werde mit jeder einzelnen der Complexionen vou
a by e, d, It verbunden, und zwar aun erste Stelle gesetzt, es
bleiben dann Complexionen, die sich nur durel die Anovdnung
unterscheiden, daher wird die Anzahl der Complexionen, wenn f
das erste Element ist, gleich t sein. Da nun die Permutationen
von a, b, ¢, d, b an Zahl t sind, sind die Permutationen der
Elemente a, b, ¢, d, { auch t. Verbindet man nun h mit ilmen,
indem man es vor jede Complexion setzt, so-bleiben Complexionen,
die sich nur durch die Reihenfolge unterscheiden, und daher ist
die Anzahl der Complexionan, wenn b jetzt an erster Stelle steht,
auch gleich t. Ebenso beweist man, dass man jedes Elemeut an
erste Stelle setzen kann, und dass die- Anzahl der Complexionen,
in denen es an erster Stelle steht, gleich t ist. Also ist die
Anzahl der s#imtlichen Complexionen gleich t, multipliziert mit
der Anzahl der Elemente, deren Anzahl ist aber g. Also ist die
Anzahl der Permutationen von a, h, ¢, d, h, T gleich dem Pro-
dukt g.t.

Klar ist es, dass unter allen diesen Complexionen nicht 2
vorkommen, die einander gleich sind. Denn als eines der Elemente
an erster Stelle stand, wareh keine zwei gleiche Complexionen
da, denn die Complexionen, mit denen es verbunden wurde, waren
verschieden, und so blieben sic es, als ¢s mift ihnen verbunden
wurde. Demnach ist es kein Zweifel, dass die Cowplexionen in
der Reihenfolge verschieden Dlieben, als das erste Element ein
andres wurde. Also ist es Kklar, dass unter allen Complexionen
nicht 2 gleiche sind. Wir behaupten aber auch, dass cs ausser
den aufgezihlten keine Complexionen gibt. Denn wenn es der
Fall sein kinnte, so soll diese Complexion dfhgab sein, aber d
war mit den dibrigen Elementen anf jede Weise verbunden,
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und eine der Verbindungen der fibrigen Elemente war f h g a b,

also ist 4 f b g a b eine der anfgeziblten Complexionen. Wenny

dem aber so ist, d. . wenn unter allen Complexionen keine zwei
gleiche vorhanden sind und es auch ausser diesen keine gibt, so
ist, die Zahl der Permutationen der Elemente a b e 41 h { gleich
dem Produkt g.t, w. z. b. w.

Damit ist bewiesen, dass die Anzahl der Permutationen ge-
vebener Klemente, gleieh der Zald ist, die sich auns den Zahlen
der natiirlichen Reihe von I bis zu der Zahl zusammensetzt, die
dic Anzahl der gegebenen Elemente bestimmt. Denn die Permu-
tationszahl von 2 st 2, und das ist gleich 1.2, die Permutations-
zuhl von 8 ist gleich dem Produkt 3.2, das gleich 1.2.3 ist,
und so zeigt man das ohne Ende weiter.

64, Die Anzahl der Variationen zweiter Klasse
ciner gegebenen Anzahl verschicdener?) Elemente ist
gleich dem Produkt aus der gegebenen Zahl in dieihr
vorangehende. Die Elemeute seien a, b, ¢, d, h, ibre Zahl
sei s, die Zall vor s sei g. Behauptung: Die Variationen 2ter
Klasse der Elemente a, b, ¢, 4, L ist gleich der Zahl, die durch
das Produkt s.g ausgedriickt wird.

Beweis: Stellt man a an erste Stelle und verbindet es mit
judem der iibrigen Elemente, deven Anzahl g ist, so sind die ver-
schiedencn Complexionen, an deren erster Stelle a steht, gleich g.
S0 zeigt man, dass jedes der iibrigen Elemente an erste Stelle
gesctzt werden kann, und dass die Anzahl der Complexionen,
wenn s an erster Stelle steht, gleich ¢ ist. Demnach ist die
Anzahl aller dieser Complexionen gleich g, multipliziert wmit der
Anzalil der Elemente. Die Zahl der Elemente ist aber s, also
ist die Anzahl dieser Complexionen gleich g.s.

Wir behaupteu, dass von allen Complexionen, die wir aul-
weziihlt, nicht 2 gleich siud, die sich etwa nicht duwrch die Ele-
mente oder dureh dic Rcihenfolge unterscheiden. Denn wenn
eines der Elemente an erster Stelle steht, konnen nicht 2 gleiche
Complexionen entstehen, denn die Elemente, die mit ilm ver-
bunden werden, sind verschieden, und gleich kinnien sie zweifellos
doch nicht sein, wenn das erste Element in beiden nicht gleich
ist, denn wenigstens unterscheiden sie sich durch die Reihenfolge,
also sind in diesen Complexionen keine zwel gleiche vorhanden,

4
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Wir behaupten aber auch, dass es aunsser den anfeexiihlten Keine
Complexion gibt, denn wenn das wiéglich wiire, so sei  diese
Complexion ch, aber ¢ ist mit jedem der andern verbunden worden,
eines der audern ist aber h, also ist ¢h cine der Complexionen,
die wir anfgezdhlt haben, also gibt es  keine Complexion  ausser
den anfgezdhlten. Wir laben aber sclion bewicsen, duss unter
allen diesen Complexionen keine doppelt vorkewmmt, alse ist dic
Anzahl dieser Complexionen gleich der Zahl, die durel das Produkt
8. g ausgefriickt wird, w. z. 1. w.

63 Wenneine gewisse Anzahl von BElementen
gegebenist, und die Zahlder Variationen einer
Klasse, die von der Zahl der Elementc ver-
schieden und niedriger als diesclbe ist, ist
gleich einer dritten Zall, so ist die Anzall der
Variationen der wum | héheren Klassoe aus diesen
Elementen gleich der Zalhl, diec dem Produkt aus
derdritten Zahlin die Differenz der ersten und
zweiten entspricht.

Die Elemente seien a, b, ¢, d, h, £ Thre Anzahl sci o, |
sei von g verschieden und Kleiner als g. Die Variationen dur
tten Klasse ans diesen Elementen seien gleich o, m sei ddic Zall
nach t. Die Differenz zwischen g und t sei n. Behauptung: Dio
Variation der mten Klasse aus diesen Elementen ist gleich 1. i

Beweis: Eine (omplexion der tten Klasse dieser Elemente
sel abe, die andern Elemente sind daun d, h, f, s, ihre Anzall
ist gleich n. Setzt man nun jedes der der iibrigen Flemente
d, b, f, s an erste Stelle vor die Complexion abe, so sind die
neuen Complexionen verschieden, und die Anzahl der Elemente in
den Complexionen ist gleich m, weil zu den Elementen der ersten
Complexion ein Element hinzugefigt wurde. Da nun die Anzahl
der Element d, h, f, s gleich n ist, sind die aus der Complexion
abe hervorgegangenen neuen Complexionen n an Zahl. So zeigt
man, dass die aus jeder Complexion der Variationen tter Klasse
dieser Elemente nen entstehenden Complexionen an Zalil n sind.
Also ist die Anzah! aller dieser Complexionen, d. h. der Variationen
mter Klasse aus diesen Elenmenten, gleich n, muléipliziert mit der
Angzahl der Variationen tter Klasse ans diesen Elementen. Aber
die Zahl der Variationen tter Klasse ans diesen Elementen war




_— 3l -

gleich 1, also ist die Anzahl der Variationen mter Klasse aus
diesen Elementen gleich der durch das Produké n. 1 dargestell-
ten Zahl.

Wir behaupten nun, dass unter den genannten Complexionen
nieht zwei gleiche vorkommen. Das ist so, denn betrachtet man
eine Complexion, so wurden mit diesen immer andre Elemente
verbunden, deshalb miissen diese neuen Complexionen verschieden
sein. Zweifellos aber konnen an sich verschiedene Complexionen,
die mit elnem Element, welches es auch sei, verbunden werden,
nicht gleich werden. Wir behaupten ferner, dass es keine Com-
plexion gibt ausser denen, die wir anfgezihlt haben. Denn wire
das moglich, so sei diese Complexion f d b s, aber vor dbs war
doch jedes der tibrigen Elemente als erstes gesetzt, und eines der
fibrigen Rlemente ist f, also ist fdbs eine der aunfgezihlten
Complexionen. Da nun unter den anfgezihlten Complexionen keine
2 gleich sind und es ansser den aufgezdhlten keine gibt, ist die
Zahl der Variationen mter Klasse aus diesen Klementen gleich
n.l, w. z. b.w.

Damit ist bewiesen, dass die Yariationen der durch eine ge-
gehene erste Zahl bestimmten Klasse einer durch cine zweite ge-
gebene Zah! bestimmten Anzahl von Elementen gleich der Zahl
ist, die sich aus Zahlen einer natiirlichen Reihe zusammensetazt,
deren letzte die zweite Zahl ist, und deren Anzahl gleich der
ersten gegebenen Zahl ist. Es sei die Anzahl der Elemeute s,
die Zahlen a, b, ¢, d, b, f, s sollen die natiirliche Zahlenrethe
von 1 an darstellen. Damn ist es klar, dass die Anzahl der
Variationen 2ter Klasse von diesen Elementen gleich der durch
das Produkt {.s dargestellten Zahl ist, das sind aber 2 Zahlen,
die in der natiirlichen Reihe auf einander folgen. wnd deven
letzte s ist. Die Anzahl der Variationen 3ter Klasse aus diesen
Klementen ist nun gleieh dem Produkt 1. (f.s), da die Differenz
zwischen s und 2 gleieh I ist, das ist also die aus b, f und s
zusammengesetzte Zahl. Ebeuso zeigh man, dass die Variationen
der 4ten Klasse gleich der aus d, 1, § und s gebildeten Zahl sind,
und so beweist man ey fiir jede Zahl

6, Wenneine Anzahl von Elementen gege-
henist, und die Zahl der Combinationen eine
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durch eine zweite Zahl bestimmten Klasse
dicser Elemente ist gleich einer gegebenen
dritten Zahl, wihrend die Anzahl der Permuta-
tionen vonso viel Elementen, wie die zweite
Zahl angibt, gleich einer vierten gegebenen
Zahlist,soist dic Anzahl der Variationen der
dureh die zweite gegebene Zahl bestimmten
Klasse von so viel Elementen, wie die erste
angibt, gleich dem Produkt der dritten gege-
benen Zahlin die vierte.

Die Elemente seien a, b, ¢, d, h, 1, ihre Anzahl sei s. Die
Zahl der Combinationen der gten Klasse sei t, dic Zahl der
Permutationen aus g Elementen sei 1. Behauptung: Die Anzall
der Variationen der gten Klasse ans s Elementen ist gleich t .1,
Bewcis: Eine der Complexionen aus der Zahl der Combinationen
der gten Klasse sei b ¢ d, dann ergeben sich aus derselben durch
Permutation 1 neue Complexionen. In gleicher Weise zeigt man,
dass sich aus jeder der Complexionen der Combinationen gter
Klasse aus diesen Elementen 1 neue bilden lassen, also lassen
sich aus der Gesamtheit dieser Complexionen so viele nene ab-
leiten, wie ihre Anzahl, mit I multipliziert, angibt. Ihre Anzahl
war aber t, also ist die Angzahl aller dieser Complexionen t.1
Wir bebaupten aun, dass unter allen den aufgezihlten Complexionen
keine zwei gleich sind. Denn da, wo die Elemente verschicienc
sinl, sind sie permutiert worden, und die Anzahl der Permutationen
war 1, wie wir vorausgesetzt hatten. Zweifellos aber kdunen dic
Clomplexionen, die verschiedene Elemente enthalten, durch Permu-
tation nicht gleich werden. Wir behaupten ferner, dass keine
Complexionen ausser den aufgezihlten vorhanden sind. Denn,
wenn das moglich wire, so sei die Complexion [ d b, aber alle
Elemente b, &, f sind bereits permutiert worden, und eine der
Permutationen ist £ d b, also ist f d b eine der aufgeszihiten
Complexionen, also ist keine Complexion weiter vorhanden. Wenn
dem aber so isf, d. h., wenn unter den aufgezihiten Complexionen
nicht zwei gleich und keine weiteren vorhanden sind, so ist
die Anzahl der Variationen der gten Klasse aus den Elementen
& by ¢, d, h, { gleich der durch das Produkt t.1 dargestellten
Zahl, w. 7 b, w,
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6. Wenndie Zahl verschicdener Elemente
eine gegebene ist, und es ist die Anzahl der
Variationen der dureh eine zweite gegebene
Zahlbestimmten Klasse dieser Elemente gleich
gingr dritten Zahl und die Zahl der Permuta-
tionen von so viel Elementen, wie die zweite
Zahl angibt, gleich einer gegebenen vierten
Zahl,soist die Anzahl der Combinationen von
der Klagssc der zweiten Zall aus diesen Ele-
menten so gross wie die der Einheciten der
Zaht, welche angibt, wie oft die vierte in der
dritten als Faktor enthalten ist.

Die Elemente seien a, b, ¢, d, h, ihre Anzahl sei gleich s.
Die Anzahl der Variationen gier Klasse aus diesen Elementen sei
gleich t, die Anzahl der Permutationen von g Elementen sei L
Behauptung: 1 ist in t so viele Male enthalten, wie es Combina-
tionen der gten Klasse aus diesen Elementen gibt. Beweis: Die
Anzahl der Combinationen gter Klasse sei m. Nun war die Zahl
der Permutationen aus g Elementen gleich 1, und die Anzah! der
Variationen gter Klasse ans diesen Elementen war gleich t. Also
ist t gleich dem Produkt 1.g, also ist 1 in t so viele Male ent-
halten, wie m Einheiten hat, &. i. aber die Zahl der Combinationen
vter Klasse aus diesen Elementen.

68. Wenn eine Anzahl von verschiedenen
Eiementen gegebenist,und es ist die Zahl der
Comhinationen einer durch eine zweite gege-
bene Zahl bestimmten Klasse dieser Elemente
gleich einer gegebenen dritfen Zahl, und die
Differenz zwischen der crsten und der zweiten
Zahlist gleich einer gegebenen vierten Zahl,
s0 sind die Combinationender darch die vierte
bestimmten Klasse gleich der gegebenen drit-
ten Zahl

Die Elemente seien a, b, ¢, d, h, {, 5, ihre Anzahl sei g,
ie Combinaticnen der tten Klasse dieser Elemente seien an Zahl
gleich 1, die Differenz zwischen g und t sei m. Behauptung: Die
Combinationen der mten Klasse ans diesen Ilementen sind an
Zahl aueh gleich 1,
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Wir zeigen zundchst, dass, wenn zwei Complexionen der
Cumbinationen diescr Elemente verschieden sind, auch die Com-
plexionen des Restes der Elemente verschieden sein miissen.
Denn  greifen wir die beiden Complexionen abed und acdl als
verschiedene Combinationen heraus, so ist die Combination des
Restes der Elemente fir die Complexion o b ¢ d die Complexion
It 15, und die Combination des Restes der Elemente fiir die
Complexion acdh ist die Complexion b f 5. Wir behaupten nnn,
dass die Elemente in h f s und b { s nicht dieselben sind. Denn
wenn das méglich wire, so miissten h und b identisch sein, wiire
das aber der Fall, so wiren abced und acdh nicht verschicdene
Combinationen, das war doch aber vorausgesetst, also ist die An-
nghme falsch, und die Complexionen It £ s und h f 8 sind  ver-
schiedene Combinationen. Damit ist bewiesen, dass die ¢'ombi-
nationen des Restes zweier versehicdener Complexionen auch ver-
schieden sind. -

© Wenn das beachtet ist, so wollen wir beweisen, dass die
Combinationen der mten Klasse ans diesen Elementen auch an
Zahl gleich 1 sind. Zu dem Zweek nehmen wir zu jeder Com-
plexion der CUombinationen der fien Klasse dieser Elemente die
Complexion, die sich aus dem Rest der Elemente, deren Zahl
gleich m ist, zusammensetzt, da aber die ersten Complexionen
verschieden waren, sind auch die der Reste der Elemente ver-
schieden, und da wir fir jede der Combinationen der tten Klasse
die des Restes genommen haben, ist die Anzahl der neuwen Com-
plexionen gleich der der fritheren.

Nun war die Anzabl der Combinationen der tten Kiasse
dieser Elemente gleich 1, also ist auch die Anzahl der Combina-
tionen des Restes der Elemente gleich 1. Bewiesen war schon,
dass diese Complexionen verschiedene sind. Wir behaupten, dass
ausser den aufgezdhlten keine andere der mten Klasse vorhanden
ist. Deun wire das moglich, so sei diese Complexion ¢ h s, und
wir suchen die Combination des Restes, die a b d f ist. Aber
abdf ist eine der Combinationen der tten Klasse, fir jede dieser
Complexionen haben wir aber die des Restes genommen, und der
Rest dieser Complexion ist ¢ h s, also ist chs eine der gezéhlten
Combinationen. Wenn dem aber so ist, d. h. wenn ausser den
aufgezdhlten Keine Complexion vorhanden ist, und wenn die auf-



geziblten Complexionen verschieden sind, so sind die Combina-
tionen der mten Klasse aus diesen Elementen an Zahl gleich 1.

Das kann man auch noch anders beweisen. Wir setzen
voraus, dass die Anzahl der Elemente g ist, die Zahlenreihe bis
g seia b, e, d h f 5, g Wir behaupten, dass die Anzahi der
Combinationen der durch eine beliebige Zahl bestimmten Klasse
aus diesen Elementen, gleich der Anzahl der {‘ombinationen der
Klasse aus diesen Elementen ist, die durch die Differenz zwischen
der Anzahl der Elemente und dieser beliebigen Zahl bestimmt
ist, Denn sei diese Zahl ¢, und sei die Differenz zwischen g und
¢ gleich b, so behaupten wir, dass die Anzahl der Combination
der cten Klasse gleich der der hten Klasse ans diesen Elementen
ist. Denn die Anzahl der Combinationen der cten Klasse ist so
gross wie die Zahl, die angibt, wie oft die aus a, b, ¢ gebildete
Zahl in der aus f, s, g gebildeten enthalten ist, und die Zahl
der Combinationen der hten Klasse ist so gross wie die Zahl,
die angibt, wie oft die aus a, b, ¢, d, h gebildete Zahl in der
aus d, h, f, s, g zusammengesetzien enthalten ist. Wir behaup-
ten nun, dass die Zahl a.b.c.d.h in der Zahl d.h.{.s.g so
oft, enthalten ist, wie die Zahl a.b,c in der Zahl f.s.g. Dem
die Zahl a.b.c.d.h ist gleich dem Produkt der Zahl (d.h)
in die Zahl (a.b.c), und die Zahl d.h.f.s.g ist gleich dem
Produkt ans der Zahl (d,h)in die Zahl (f. 5. g). Siehe, mit d.h
wurden die zwei Zahlen (a b ¢) bezw. (f s g) multipliziert und
crgaben die Zahlen (a.b.c.d.h) bezw. (d.h.f.s.g), also ver-
Lalten sich die Zablen (a.b.c.d.h)und (d.h.f.s.g) wie(a.b.c)
zu (f.5.g), also enthalt die Zahl (4. h.f.s. g) die Zahl (a.b.c.d. b
s0 oft wie (f.s.g) die Zah! {a.b.c) enthdlt. Also ist die An-
zahl der Combinationen der cten Klasse aus diesen Elementen
gleich der Anzahl der Combinationen der hten Klasse. Damit ist
bewiesen, dass die Anzahl der Combinationen einer beliebigen
Klasse aus gegebener Anzahl von Elementen gleich der der Com-
binationen der Klasse ist, die durch die Differenz der Anzahl
der Elemente und der ersten Klassenzahl bestimmt jst

Damit ist der erste Abschnitt beendet, Preis sei Gott, g. 5. B, !



Zweiter Abschnitth

Inhalt des Kapitels: Wisse, dags die Weisen Gott g. 5. E.,
in der Welt der reinen Geister mit der ,Eins* wmnter den Zalden
verglichen haben, 29)wemn es anch cine Zufilligkeit ist, weil die
Grundlage aller Zahlen die Eins ist, und weil sie die Ursache
ihres Daseins hedentet. Sic ruft sie hervor, sie ist in allen vor-
handen und gehdrt doch nicht zu ilwer Zahl, denn sie selbst ist
keine Zahl, ausser wenn sic geteilt wird, dann aber ist sie nicht
mehr Eins. Wirde man sich die Eins wogdenken, so verschwinden
alle Zahlen, wena man sich aber diesc wegdichte, so wiirde die
Eins nicht verschwinden. Sic hat als Zahl keine Begrenzung
nach unten und oben %), wenngleich sie die Begrenzung aller Zahlen
nach unten und jm gewissen Sinne auch nach ohen ist. Wollte
man der ,Kins® eine Begrenzung nach unten zuschreiben, so wire
das nur, in dem man sie teilt, dann aber ist sie nieht mehy ,Eins® *7).
Wir sagten als Zahl, dem in sofern sic cine Linie, cine Fliche
oder einen Kérper darstellt, hat sic Grenzen, wnd zwar hei  der
Linie die Punktc, bei den Flichen die Linien wnd bei dem Kivper
die Flaehen, dic ilm umgeben.  Aber dieses hat sie nicht als
Zahi, denn dic Linie teilt sich vicht in Punkte und  wird nicht
aus inen zusanunengesetzt, die Fliche teilt sich nielt in Linien
und wird nicht von ilmen zusannoengesetzt.

Siche, alle Zahlen bahen eimen Ursprungzé). Von il gelien
sie uus, zu ihm kehren gie zurfiek. Denn wenn man die Einheiben
his zu zehn addiert, so wird zeln dic Einheit, mud zwanzig ist
wie zwei und dreissig wic drei und vierzig wie vier n. s. w,, bis
man zu hundert kommt. Daun ist dieses die Einheit uwnd zwei-
hundert wie zwei und dreilmdert wie drel w. s. w., bis man zu
tansend kommt und dieses die Kinlieit wird, nnd so geht es bis
zur Unendlichkeit weiter. Siche, damit ist gezeigt, dass alle
Zahlen bei neun enden.  Siele nun, cins und die folgenden Zalilen
bis neun nennen wir die erste Stufe), zehn und die folgenden
Zehner bis nennzig die zweite Stufe, hundert und die folgenden
Hunderter bis neunhundert soll dritte Stufe heissen, und fausend
und die folgenden Tausender die vierte Stafe.
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Auf diese Weise slehen die Binheiten der Stufen bis zur
Unendlichkeit in Proportion, d. h. jede einzelne von thnen steht
zu der HEinheit der vorangehenden Stufe im Verhilinis von 10
zul. Wirsagten: ,.bis zur Unendlichkeit*, weil man die Zahlen,
so weit man will, vermehren kann, d. b. soviel man auch hinzu-
fiigh, man kann noch mehr hinzufiigen, nicht aber, dass eine Zahl
existierte, die unendlich wiire. Denn es ist klar, dass jedwede
Zahl ein Ende hat, ilw Ende ist die Einheit, dureh die, als
letzte, sie vellendet wurde. Kurz, weun wir gesagt, dass eine
Zshl unendlich sei, so jst es klar, dass das nur in der Person
des Zihlenden liegt®), denn das wabre Wesen der Zahl ist die
Bestimmung, das Ende der Teile anzugeben, die sie umfasst.
Dazu kommi, dass jede Zahl gerade oder ungerade sein muss ).
Daher kann es nicht umgekehrt sein, d. h. dass man sie unauf-
horlich teilen kann, wie das bei einer Linie gesagt werden kann,
denn notwendigerweise muss man schliesslich auf ,Eins* Kommen,
und da bleiben wir stehen. Tmmerhin kann anch die Zabl Eins
geteilt werden als eine benannte Zahl®2), wie es die Geometer tun,
wenn sic eine Rechnung genau durchfithren wollen, dann teilen
sie die LKinheit in 60 Teile und nennen sie Briiche erster Ordnung )
{Primen), und jeden dieser Britche teilen sie in 60 Teile und
nennen sie Briiche sweiter Ordnung (Secunhen), und jeden Bruch
zweiter Ovdnung teilen sie in 60 Teile und nemnen sie Briiche
dritter Ordnung (Terzen), und so zieht sich die Reihe der Briiche
proportional bis ins Unendliche hin, und ihre Grundlage, d. h.
ihr Avsgangspunkt ist die erste Stufe, d, h. die Rinheit
derselben.

Eine unbekannte Zahl findet man auf eine von zwei Weisen,
durch Verbindung ) oder durch Verminderung$!), und was es sonst
dabei gibt, das ist das Bekannte selbst. Bei der Verbindung
gibt es zwei Wege, entweder wir verbinden gleiche Zahlen oder
ungleiche ; bei der Verbindung ungleicher Zahlen gibt es drei
Wege, entweder sie unterscheiden sich durch ihre Grosse oder
durch ihre Benennung, sind aber in ihver Grisse gleich®), oder sie
sind in Grosse und Benennung gleich und unterscheiden sich nnr
durch die Reihenfolge ). Bei den durch die Grésse unterschiedenen
Zablen gibt es zwei Wege, entweder die Zahlen oder die Zahl,
die wir hinzugefiigen, sind bekannt eder nnbekannt. Und bei den
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unbekannten gibt es zwel Wege, eniweder es wird durch

eine gleiche Grosse, die angegehen ist, vermehrt, wie es

bei Reihen®7) ist, oder sie werden in einem Masse, das
nicht angegeben ist, vergrdsserl, aber sie stehen in Pro-
portion, d. h. das Verhiiltnis der cinen zur anderen isl das gleiche.

Bei der Verminderung gibt es zwei Wege, entweder eine Zahi

oder Zahten werden von einer Zahl abgezogen, oder wir teilen

eine Zahl durch eine Zahl. Bei der Division gibt es zwei Wege,
entweder die Zahl, durch die wir teilen, ist bekannt oder un-
bekannt, wie beim Auszieben der Quadrat- und Kubikwurzeln.

Dabei gibt es eine Operation, deren man sich bei den meisten

dieser Arten oder bei allen bedient, das ist das Aufsuchen einer

Zahl, die sich zn einer Zahl wie die gegebene Zahl zu einer

anderen gegebenen verhdli, und was dem dhmlich ist, bei der

Aufsachung des Unbekannten aus dem Bekannten. Wir wolien

m, G, H. diese Operationen und Wege, durch die man das Ge-

suchte findet, in diesem Abschniit erlintern und haben diesen

Abschnitt, dieser Untersuchung entsprechend, in ¢ Pforten (Kapitel)

geteilt.

Erstes Kapitel: Von der Addition einer bekannten Zahl oder
bekannter Zahlen zu einer Zahl und der Subtraktion einer
bekannten Zahl oder bekannter Zahlen von einer Zahl.

Zweites Kapitel: Von der Addition gleicher Zahlen,

Drittes Kapitel: Von der Addition arithmetischer und geome-
trischer Reihen.

Viertes Kapitel: Von der Kombinatorik von Elementen, migen
sich die Complexionen durch die Elemente oder durch die
Reihenfolge fitr sich, oder durch beide zusammen unter-
scheiden.

Fiinftes Kapitel: Von der Division einer Zahl durch eine Zahl,
mag die Zahl, durch diedie Zahl geteilt wird, bekannt oder
unbekannt sein. )

Sechstes Kapitel: Von den Proportionen.

Erstes Kapitel:

Von der Addition von Zahlen zu einander und
der Subtraktion von Zahlen voneinandenr.

Es ist bereits anscinandervgesetzt, dass alle Zahlen bei 9
enden. Und wenn dem so ist, wivd dic Zall, die am Ende irgend
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giner Stufe (Dekade) steht, 9 sein, wul dic Addition von Zablen,
die nenn nicht fibersehreiten, wivd  fiir jeden Verstindigen  die
erste Wenntuis sein.

Wenn du eine belichige Anzabl von Zahlen wildieren willst,
%0 ist os angebracht, dass du jede Zahl vou ihnen in eine beson-
dere Reile sehreibst und die Reihen in Rubriken cinteilst. In
die erste Rubrik schreibst du, was in der betreffenden Zahl von
Einheiten der ersten Stufe vorkonmt, und wenn sie nichts  voun
der ersten Stufe enthiilt, so schiveibst du eine 03%) dorthin. zu zeigen,
dass in dicser Rubrik keine Zaht stehi. In die zweite Hubrik
schreibst du, was in der betreffenden Zall von der zweiten Stufe
vorkommt, und wenn vou dieser Stufe nichts vorkommt, so setzest
du eine O hinein. In die dritte Rubrik sehreibst dn, was in der
hetreftenden Zall von der dritfen Stufe vorkommt, wul so weiter
bis jns Unendliche. Die Reihen sehreibst du unter einander, und
die Rubriken sollen in allen Reilien cinander entsprechen. Tad
wenn das volleudet ist, schreibst do das Resnltat  der Addition
dieser Zahlen wnter diese Reihen in cine besondere Reile an die
Stellen, die den entsprechenden Stufen zukommen.

Der Weg, aul dem du bel Addition dieser Zahlen vorgehen
sollst: Addiere, was in allen Reihen in der ersten Rubrik steht,
and wenn dun mehrals 10 erhiltst, mache ans je 10 eine Einheit der
zweiten Stufe, denn jede Einheit derselben enthilt 10 Einheiten
der ersten Stufe. Und was dir dbrig bleibt, schreibe in die Reihe
unter allen Reihen in die erste Rubrik. Diese Reihe nennen wip
die Reile des Ergebnisses. Dannaddiere das, was in der zweiten
Rubrik aller Reihen steht, und wemn dw mehr als 9 evhittst. mache
aus je 10 eine Einheit der dritten Stufe, und was fibrig bleibt,
schreibe in die Reihe des Ergebnisses in die zweite Rubrik.
Dann addiere, was in der dritten Rubrik in allen Reihen steht
und sehreibe das Resultat in die Reihe des Ergebnisses auf die
erwahnte Weise, und so tue, bis alle Zahlen in allen Stufen zu
Ende sind. Ist dieses zu Ende gefithrt, so ist es klar, dass das
Ergebnis die Summe aller Zahlen ist, denn die Teile der cinen
sind in ihrer Gesamtheit zn den Teilen der andern addiert, wnd
das Ganze ist ja gleich der Summe seiner Teile.

Beispiel : Du willst 209 zu 3089 und 7439 addieren.
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Seliveibe sie in folgender Worm: In der orsten Reihe steht
9 in der ersten, 0 in der zweiten, 2 in der dritten Rubrik.
Zweite Reihe: 9 in der ersten, 8 in der zweiten, 0 in der dritten,

3 in der vierten Rubrik. Dritte Reihe: 9 in 2.0 9
der ersten, 3 in der zweiten, 6 inder dritten, '3 0 8 9
T in der vierten Rubrik. Addieren wir alles, 176 3 9

was in der crsten Rubrik steht, so erhalten 1 0 O 3 1
wir 2%, du schreibst in die Reihe des Ergebuisses 7 in die erste
Rubrik, dic 20 werden 2 in der zweiten. Addieren wir, was in
der zweiten in allen Reilien steht, so kommt 11 heraus, zwei
waren uns dort iibrig geblieben, das ist 13; schreibe in die Reihe
des Krgebnisses 3 in die zweite Rubrik, die 10 seien 1 in der
dritten. Addieren wir, was in der dritten in allen Reihen steht, so
ergibt sich 8 wnd 1, das ung dort ibrig gebliehen war, das ist 9,
schreibe sie in die Reihe des Resoltats in die dritte Rubrik. Wir
addieren, was in der vierten Rubrik in allen Reihen steht, das
gibt 10, daher schreibe 0 in die vierte Rubrik in die Reihe des
Ergebnisscs, und die 19 schreiben wir als 1 in dic fiinfte Rubrik
der Reihe des Ergebnisses. Damit ist die Addition der Teile
dieser Zahlen zu einander beendet, und das Resultat der Addition
dieser Zahlen ist zehntausend neunhundert sieben und dreissig,
Willst du Briche und Briche addieren — die Briiche seien
die Briiche der Geometrie, — so sclreibe die Briiche der einen
Zahl in eine Reibe nach ihver Abstufung, d. L. wenn sie von
erster Ordnung sind, schreibe sie in die letzte Rubrik der Reihe,
umgekebrt wie dn es bei den ganzen Zahlen machst. Und wemn
keine Bruche erster Ordnung da sind, schreibe dort 0 hin, die
Briiche zweiter Ordnung schreibst du in die zweite Rubrik nach
rickwirts®) von der ersten aus, die dritter Ordnung in die dritte
Rubrik nach riickwiirts von der ersten aus, n. s. w., bis du alle
Briiche, die in der einen Zahl vorkommen, niedergescirieben.
So tust du es mit den Briichen aller Zahlen, du schreibst sie auf
diese Weise, einen jeden an seinen Platz. Das ist so, demn die
Art der Abstufung der Briiche ist entgegengesetzt der der ganzen
Zallen. Denn bei der Abstufung der Zahlen findet sich nur das
eine Ende, ndmlich die niedrigste Stufe, bei den Briichen aber
ist es umgekebrt®). Denn das Ende, das sich bei ihnen findet, ist
die hochste Stufe, daher ist es angebracht, mit ihr zu beginnen,
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so dass die Briiche erster Orvdnung in der hichsten Stufe stehen
migsen, daber ist es natiirlich angebracht, dass die Briiche erster
Ordnung in der letzten Rubrik der Briiche stehen. Hast du das
heendet, so addiere alles, was du an Briichen der niedrigsten
Ordnung in allen Reihen findest, ziehe das, was du mehr als 60
erhiiltst, davon ab, ans 60 machst du eins in der verhergehenden
Stufe, und was fibrig bleibt, schreibe in die betretfende Rubrik
in die Reihe des Ergebnisses, und so fort, bis du alle Briiche
addicrt hast. Und wenn die Addition der Briche erster Ordmmg
mehr als 60 oder 60 ergibt, so machst dn ans je 60 ein
Ganzes in der Reihe des FErgebnisses. Beispiel : Wir wollen

0 56 56 Secunden zu 2 Primen, 40 Secunden,

20 40 30 30 Terzen und zu 46 Primen, 27 Secumden
46 27 55 und 53 Terzen addiercn.
1|8 4 25 Reihe des Resultats.

Wir schreiben sic in 3 Reihen wie in dieser Figur. Erste
Reihe: 0 in der letzten, 56 in der zweiten Rubrik nach viickwiirts.
Zweite Reihe: 20 in derletzten, 40 in der nichsten Rubrik ritck-
wilrts, 30 in der dritten, Dritte Reihe: 46 in der letaten, 27 in
der nichsten, 35 in der dritten Rubrik. Und siche, dic Lubrik
deren Briiche die kleinsten in diesen Reihen sind, ist die dritte.
Wir addieren, was in allen diesen Reihen in der dritten Rubrik
stehs, das ergibt 85, wir ziehen 60 davon ahb, so bleiben 25,
schreibe sie in die Reihe des Ergebnisses in die dritte Rubrik,
dic 60, die wir abgezogen, werden 1 in der zweiten. Addieren
wir nun, was in allen Reihen in der zweiten Rubrik ist, und dic
1, dic wns dort gebliehen war, so ergibt sich 124, schreibe 4 in
ilie Reihe des Ergebnisses, die 120 sind 2 in der letzien Rubrik.
Addieren wir, was in allen Reihen in der letzéen Rubrik ist, wnd
die 2, die uns dort geblieben, so ergibt sich 68, schreibe § in die
Reihe des Resultats in die letzte Rubrik, die 60 werden ein
Ganzes, wir schreiben sie hinter die letzte Rubrik und machen
dort einen Strich, zwischen den Ganzen und den Briichen zu
trennen. Das Resultat ist t Ganzes, 8 Primen, 4 Secunden,
25 Terzen, richte dich in fhnlichon Fillen danaeh.

Und wenn unter den Zabhlen, die du addieven willst, ganze
Zahlen und Briiche sind, so schreibe zuerst die ganzen Zahlen
auf die Weise hin, die ich dir [gezeigt habe, und mache einen
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Strieh zwischen der Rubrik der Einer und der Briiche, damit es
Keine Verwirrung gibt, und schreibe vor die Einer die Briiche
erster Ordnung und vor dic Primen die Secunden u. s. w., wic
oben.  Und wenn dn das vollendet, beginne die kleinsten Briiche
zu addieren, addiere Briiche zu Briichen und Ganze zu Gauzen,
wic wir es erwilnt haben, und sehreibe das Resultat in eine be-
sonderc Reihe unter diese Reihen an die rechten Stellen,

Ich will dir ein Beispiel geben, wie du eine Reihe schreiben
sollst, in der Ganze und Briiche sind, du willst 230 Ganze,
37 Secunden, 44 Juarten, 45 Quinten sehreiben. Siehe, die Ganzen
werden folgendermassen aussehen, 0 in der ersten, 3 in der zweiten,
2 in der dritten Rubrik. 2 3 0 | 0 37 0 44 45. Mache
cinen Strich zwischen die erste
Rubrik und die Briiche uwnd schreibe hinter den Strich vor die
erste Rubrik der Ganzen 0, weil in dieser Zahl keine Primen
sind, und in die darauf folgende nach ritckwirts schreibe 37, das
sind Secunden, in die dritte Rubrik, voun ihr riickwirts gerechnat,
schreibe 0, weil in dieser Zah! keine Terzen sind, in die vierte
nach ritckwirts schreibe 44 und in die fiinfte nach rickwirts
schreibe 45, wie diese Figur. Was die Addition betrifft, so ist
sic schon durch das Vorhergehende bekamt.

Wenn du eine Zahl von einer Zah! abziehen willst, schreibe die
Zahl, von der du ahziehen willst, in eine Reihe nach ihren Ab-
stufungen und darunter in die andere Reihe die Zahl, welche du
abzieben wolltest. Dann sieh, welche Stufe die niedrigste in
allen Reihen ist, und ziehe von dem, was in der obren Reihe in
dieser Stufe steht, das ah, was in der unteren Reihe an ent-
sprechender Stelle ist, den Rest schreibe in die Reihe des Resultats
in dieselbe Rubrik. Und wenn nicht genug zum Abziehen da
war und du es mit DBritchen zu tun hast, hole eine Kinheit der
nachher kommenden Rubrik herab, das sind 60 in der vorher-
gehenden, und dann kannst du abziehen, was du willst. Und so
machst du es, bis die ganze untere Reihe von der oberen abge-
zogen ist. Den Rest schreibst du jedesmal in die Reihe des
Resultats an die geborige Stelle. Und wenn du das zu Ende
gefiihrt hast, so ist es klar, dass du die ganze untere Reihe von
der oberen abgezogen hast, denn die Teile eines Dinges in ihrer
(fesamtheit sind dem gapzen Ding gleich. Notig ist es, dass in




der Reitie, von der du abziehst, ein Grosseres stehen wmuss, als
in der zweiten Reihe, denn es ist unmdglich das Grossere von
dem Kleinerendt) abzuziehen.

Beispiel : Wir wollen 206 Gauze, 50 Primen, 37 Terzen von
31080 Ganzen, 46 Secunden, 35 Terzen, 47 {Juarten, 53 Sexten
abziehen.

0 10 1T 45 Siehe in der nied-
37 0 8 06 16 35 It 0 53 rigsten Rubrik sind
2 0 6B 0 8T Sexten. [n ihr sind

50 8 T 3/9 45 58 471 0 53 in der oberen Reihe

58 Sexten, wir ziehen davon das ab, was ihm in der unteren
Reihe cutspricht, aber dort ist nichts, deshalb schreibe 53 in die
Beihe des Resultats in die Rubrik der Sexten. Dann ziehen wir
von der 0, die nach 3 kommt, ab was ikr in der untern Reihe
vegeniiber steht, aber da ist niehfs in der untern Rethe, daher
schreibe 0 in die Reile des Resultats in die Bubrik der Quinten
Dann ziehen wir von 47 das ab, was in der untern Reihe gegen-
fiber steht, aber da ist nichts, daher schreibe in die Reihe des
Resultats 47 in die Rubrik der Quarten. Dann ziehen wir von
den 35 in der oberen Reihe das ab, was in der untern gegeniiber
steht, das sind 37, das kounen wir nicht von 35 abziehen, des-
halb nehmen wir eines aus der Rubrik, die nach 35 kommt, es
wird in dieser Stufe 60, addieve sie zu 35, so sind es 95, ziehen
wir daven 37 ab, so bleiben 58, wir schreiben sie in die Reihe
des Resaltats in die Rubrik der Terzen. Daher bleiben in der
folgenden Rubrik nur 45 ifbrig. Wir ziehen davon das Ent-
sprechende der untern Reihe ab, aber da ist nichts, also schreibe
45 in die Reihe des Resultats in die Rubrik der Secunden. Es
bleibt noch von der 0 das abzuziehen, was in der untern Reihe
steht, da steht aber 50, wir kdnnen jedoeh von O nicht 50 abziehen,
und auch in dev Rubrik der ganzen Zahlen, die daneben steht,
ist nichts, was man heranterholen honute. Aber in der dritten
Rubrik ven der fraglichen aus ist eine Zabl, namlich 8, wir
nehmen eines davon weg, und holen es in die vorhergehende
Rubrik, schreiben iiber die 8 eine 7, und die 1, die wir herabge-
holt, wird 10 in der ersten Rubrik. Holen wir eines von dieser
in die Rubrik der Primen, so bleiben in der ersten 9, das schreiben
wir fiber die 0, und die 1, die wir herabgeholt, wird 60 in der
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Rubrik der Primen. Ziehen wir davon 50 ab, so bleiben 10, das
schreiben wir in die Reihe des Resultats in die Rubrik der Primen.
Nun zichen wir von 9 ab, was in der untern Reihe steht, das
ist 6, es bleiben 3, diz wir in die Ergcbnisreihe unter die Einer
schreiben, Ferner ziehen wir von 7 ab, was entsprechend in der
untern Reihe stebt, es bleiben 7, weil dort nichts war, das
schreiben wir in die Reilie des Resultats zu den Zehnern. Weiter
zieher wir von 0 ab, was entsprechend in der untern Reihe steht,
das ist 2, aber wir konnen 2 nicht von 0 abziehen, in der neben-
stehenden Rubrik ist 1, holen wir es herab, so sind es in dieser
Rubrik 10, wir schreiben iber die 1 eine 0, ziehen von 10 die
2 ab, es bleiben 8, die wir in die Resulfatreihe in die Rubrik
der Hunderter schreiben. Dann ziechen wir von 0 ab, was ent-
sprechend in der untern Reibe steht, dort ist aber nichts, daber
sehreiben wir 0 in die Resultatreihe in die vierte Rubrik. Dann
zichen wir von 3 ab, was entsprechend in der nntern Reihe steht,
dort ist aber nichts, so dass wir 3 in die Reihe des Ergebnisses
in die fisnfte Rubrik schreiben. Siebe, das Resultat ist 30873
Ganze, 9 Primen, 45 Secunden, 58 Terzen, 47 Quarten, 53 Sexten.
Richte dich in #hnlichen Fallen danach.

Manchmal kann es in geometrischen Rechnungen vorkommen,
dass du eine grissere Zahl von einer kleinercn abziehen musst,
und zwar kommt das in der Astronomie vor, dann fiige den
Wert dés Kreisumfangs der gleich 380 jst, zu der kleineven Zahl,
von der du abziehen willst, hinzu, und dann kannst du abziehen,
was du willst, weil es bei astronomischen Berechuungen keine
Zahl gibt, dic grosser als 360 ist, denn wenn es vorkommt,
dass eine Zahl grosser als 360 wird, so lisst man soviel weg
und nimmt nur den Rest*?). Solche Rechnung kommt bei der land-
liufigen Neumondsberechnung aueh vor, dass man eine grissere
Zahl von einer kleineren abziehen muss, dann fige zu der klei-
neren Zahl 743) Tage hinzu, und do kannst abziehen, was du willst,
denn die Berechner des Neumonds, die eine Zahl erhalten, die
grosser als 7 Tage ist, lassen die 7 Tage fort und behalten nur
den Rest, Richte dich in dhnlichen Fillen danach,
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Zweites Kapitel:
Vonder Addition gleicher Grossen, d i vou der
Multiplikation einer Zahl mit eimer andern,

Du weisst schon, dass, wenn 4 Zahlen in Proportien stehen, d. b,
wenn das Verhiiltnis der ersten zu dor zweiten gleich dem Verhilinis
der dritten zu der vierfen ist, das Produkt aus der ersten in die
vierte gleich dem Produkt der zweiten in die dritte ist. Daber
ist es kiar, dass dus Produki ats der Einheit der zweiten Stufe
in die Einheit der vierten gleich der Einheit der fiinften Stufe
sein muss, denn die Finbeit der ersten verhilt sieh zur Kinheit
der zweiten, wie die der vierten zu der der fitnften Stufe, also
ist das Produkt aus dev Hinheit der ersten in die Einkeit der
fiinften gleich dem Produkt aus der Einheit der zweiten in die
der vierten. Die Kinheit der ersten Stufe ist aber 1, also isé
das Produkt aus der Binheit der zweiten Stufe in die der vierten
eleich der Einheit der fiinften. Fbenso ist zu beweisen, dass das
Produkt aus der Einheit der dritten Stufe in die der vierten,
gleich der Einbeit der sechsten ist, da die Proportion besteht,
nach der das Verhiltnis der Einheit der erstem Stufe zu der der
dritten, gleich dem Verhaltnis der Einheit der vierten zu der
der sechsten ist. Und wenn dn das fortfiihvst, so wird es dir
klar sein, dass die Einheit irgend einer Stufe, die man mit der
Rinheit irgend einer Stufe maltipliziert, die Einheit der Stufe
ergibt, deren Abstand von der Einheit des Multiplikandea so
weit nach rickwirts4) ist, wie der Abstand der Einheit des Multi-
plikators von der ersten Stufe angibt, das ergibt die um 1 ver-
winderte Summe der Stufen des Multiplikators wnd des Multipli-
kanden, weil du die eine der Stufen zweimal zahlst. Deispiel
dafiir: Das Verhiiltnis der ersten Stufe zur vierten ist gleich
dem Verhiltnis der fiinften zu achten, denn die achte ist die
vierte nach der fiinften, wenn man die ftinfte mitzdhlt4!). Nun
wird aber die finfte schon wmitgezahlt, wenn man jhre Stufen
aufrechnet, also wird sie zweimal gezdhlt, und daher fehlt eine
an der Summe der Stufen. Multipliziert man nun irgend einme
Zshl von Kinleiten einer Stufe wit einer Zahl von Einheiten
giner belisbigen Stufe, so ist durch das Bisherige schon gezeigt,
dass das Resultat in dis Stufc gesetzt werden muss, deren Ab-

5
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stand von der Stufe des Multiplikanden nach riickwirts so oT088
ist wie der Abstand des Multiplikators von der ersten Stufe.
Beispiel : Gesetzt, wir haben 6 Einheiten der dritten Stufe mit
7 der zweiten zu multiplizieren. Klar ist es, dass die Finheit
der ersten zn der der dritten sich wie die der zweiten zu der
der vierten verhilt, Aber ¢ Einheiten der ersten verhalten sich
zu 6 Eioheiten der dritten wis eine Einheit der ersten zn ainer
Finheit der dritten, weil die Multiplikatoren der Glisder gleich
sind, und 7 Emheaten der zweiten verbalten sich zu 7 Einheiten
der vierten wie eine Einbeit der zweiten zu einer der vierten.
Also verhalten sich 6 Einheiten der ersten Stufe zu 6 Hinheiton
der dritten, wie 7 Einheiten der zweiten zu 7 der vierten, also
ist das Plodukt aus 6 Kinheiten der ersten in 7 Einheiten der
vierten gleich dem Produkt aus 6 Einheiten der zweiten in 7
der dritten Stufe. Aber das Produkt aus einer Einheit der ersten
in 7 der vierten Stufe gehdrt zu der vierten, also gehért das
Produkt aus 6 Itinbeiten der ersten in 7 der vierten Stufe zu
den Kinheiten der vierten, und zwar sind es 6 gleiche Teile von
je 7 Einheiten der vierten Stufe. Auf genau dieselbe Weise be-
weist man, dass bei Multiplikation von ngeometrischen Brichen-
das Resultat in die Stafe gehiirt, deren Abstand nach vorwirts
von der Stufe des Multiplikanden so gross ist wie der Abstand
des Multiplikators von der der Ganzen, weil auch diese Stufen
in Proportion stehen, und daher ist das Resultat der Multiplika-
tion von Zahlen aus einer Stufe der Briiche in eine Zahl aus einer
Stufe von Briichen von der Stufe, deren Zahl gleich der Summe
der Stufen des Multiplikators und des Multiplikanden ist. Der
Grund dafiir liegt darin, dass dort die Zah! der Stufen von der
der Einer an gezihlt wird, von der sie ansgehen, wihrend der
Anfang der Stufen der Briiche von den Primen ausgeht, das ist
sehr klar. So geht auch aus dem Gesagten hervor, dass das
Resultat der Multiplikation von Einheiten der ersten Stufen uad
Briichen irgend einer Stufe zn Briiehen von derselben Stufe fihrt.
Das wollten wir darlegen, es ist hierdurch klar geworden, was
wir erkliren woliten, Indessen die Multiplikation von Briichen
mit Briichen oder ganzen Zahlen ist in Wahrhsit eine
Division, deshald wollen wir sie in diesem Kapitel nicht be-
handeln.
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Der Weg, den du bei Multiplikation von Zahlen mit Zahlen
einschlagen sollst: Es ist angemessen, dass du dir den Multipli-
kator in eine Reihe, nach seinen Stufen geordnet, aufschreibst,
den Muitiplikanden in eine Reihe darunter, gleichfalls entsprechend
seinen Stufen. Und wm es dir zu erleichtern, setze die Zabl,
die an Stufen geringer ist, in die erste Reihe, selbst wenn sie an
Wert grosser ist, denn es kommt alles auf dasselbe hinaus, d. h.
die Reihenfolge der Faktoren ist gleichgiiltig, das bat Enklid be-
wigsen. Dann stelle dir unter diesen zwei Reihen so viel Reihen
her, wie die Aunzahl der Stufen angibt, in denen sich in der
ersten Reihe eine Zahl befindet, das sollen die Reihen werden,
in die du das Resultat der einzelsen Multiplikationen der Zahlen
mit einander schreiben solist, Nachdem du das getan, multipli-
ziere die erste Zahl der oberen Reihe mit der ersten der untern
Rejhe, das Resultat setze in die erste der Resultatreiben in die
nach dem Vorherigen gehorige Stufe. Und um es dir zu erleichb-
tern, damit du nicht erst berechnen musst, wohin du das Resultai
jedesmal setzen sollst, multipliziere mit der ersten Zail der obern
Reihe das, was in der ersten Rubrik der untern Reihe steht, und
schreibe das Resultat in die erste Resultatreibe in die Rubrik
des Multiplikators. Dapn multiplizierst du damit, was in der
zweiten Reike in der zweiten Rubrik steht, und schreibst das
Yirgebnis in die Rubrik der nichsten Stufe nach der, mit der du
begonnen hast, das Resultat einzuschreiben, Und so multipliziere
mit der ersten Zakl der oberen Reihe alles, was in den Bubriken
der unteren steht, und schreibe das Ergebnis jedesmal in die
Rubrik, die auf die Rubrik folgt, in welche du vor dieser Multi-
plikation eingetragen hast. Dann multipliziere mit der zweilen
Zahl der overen Reihc der Reihe nach alles, wasin den Rubriken
der unteren siehf, und begiune, das Resultat in die zweite Reihe
der Resultatreihen in die Rubrik der Multiplikators zu schreiben,
daran schliessen sich dic Rubriken dieser Resultatrethe der Reihe
nach an. Dann multipliziere mit der dritten Zahl der obern
Reihe alles, was in den Rubriken der untern steht, der Reihe
nach, schreibe das Resultat nach der oben angegebenen Ordnung
hin, und so fabre fort, bis alle Zahlen der obern Reihe zu Ende sind.

Dann addiere alle Zahlen der Resultatreihen und schreibe
das Resultat inJeine Reihe nnter die Resultatreihen, das ist das
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Produkt der ersten und zweiten Zabl, denn die Gesamtheit der
Teile der cinen ist mit der Gesamtheit der L'eile der andern
ammltipliziert worden,

Betspiel : Wir wollen in diesem Schema mit 700003¢ (7000
mal 1000 und 30) 180640 multiplizieren. Siebe, die Zahl, die in
ihren Rubriken am wenigsten Zahlen hat, ist 7000030, wir
schreiben sie in die obere Reile an die gehdrigen Stellen, die
andere Zahl schreiben wir in eine andere Reihe darunter,
Siehe: Die erste Zahl der oberen Reihe ist 3 von der zweiten
Stafe, wir multiplizieren mit 3 das, was in der ersten Rubrik
der unferen Reihe steht, ndmlich 0, das gibt 0, wir schreiben
sie in die zweite Rubrik der crsten Resultatreihe., Wir multi-
plizieren mit 3, was in der zweiten Rubrik der untern Reihe
steht, némlich 4, das gibt 12, wir schreiben 2 in die dritte Rubrik
der Resultatreihe, die 10 werden 1 in der auf sic folgenden
Rubrik. Wir multiplizieren wmit 8, was in der dritten Rubrik
der zweiten Reihe steht, néimlich 6, das gibt 18, und 1 war uns
dort geblieben, das sind 19, wir schreiben 9 in die Resultatreihe
hinter 2, und die 10 werdes 1 in der folgenden Rubrik. Wir
multiplizieren mit 3 das, was in der vierten Rubrik steht, nim-
lieh 0, das gibt 0, und 1 war uns dort geblieben, also haben wir
1, wir schreiben sie in der Resultatreihe hinter die 9. Wir mul-
tiplizieren mit 3, was in der fiinften Rubrik steht, ndmlich 8,
das gibt 24, wir schreiben 4 hinfer die 1, die 20 werden 2 in
der nidchsten Rubrik. Wir multiplizieren mit 3, was in der sechsten
Rubrik steht, niimlich 1, das gibt 3, 2 waren uns dort geblieben,
also haben wir 5, wir schreiben 5 hinter die 4 in die Resultat-
reihe. Damit ist die Multiplikation von 3 und allem, was in den
Rubriken der unteren Reihe stand, beendet,

00 0 0 3 0

T3 8 0 6 4 0

h41TTY 270 o
126 4 2 80

TR 48 s 4T 200

Wir multiplizieren mit der Zakl, die nach 3 in der oberen
Reihe steht, ndmlich mit 7, alles was in der unteren Reihe stebt.
Wir multiplizieren 7 mit 0, das gibt 0, wir setzen sie in die
zweite Resultatreihe in die siebte Rubrik, entsprechend der 7,



— G —

die in der siebten Rubrik steht. Wir multiplizieren die 7 mit
4, das gibt 28, wir schreiben 8 hinter die 0, die 20 werden 2 in
der niichsten Rubrik. Wir multiplizieren 6 mit 7, das gibt 42,
und £ waren uns dort fibrig geblieben, das sind 44. "Wir schreiben
4 hinter die 8, die 4¢ werden 4 in der niichsten Rubrik. Wir
multiplizieren 0 mit 7, das gibt 0, mit den 4, die uns dort ge-
blieben waren, sind es 4, wir schreiben sie hinter die 4. Wir
multiplizieren 8 mit 7, das gibt 56, wir schreiben 6 hinter die 4,
die 50 werden 5 in der ndchsten Rubrik. Wir maltiplizieren 7 mit
1, das gibt 7, 5 waren uns dort geblicben, also sind es 12, wir
schreiben 2 hinter die 6, und aus den 10 machen wir 1 der nichsten
Rubrik. Damit ist die Multiplikation aller Zahlen der oberen
Reihe in alle Zahlen der unteren beendet. Das Resultat ist, 0 in
der ersten Rubrik, 0 in der zweiten, 2 in der dritten, 9 in der
vierten, 1 in der finften, 4 in der sechsten, 5 in der siebenten,
8 in der achten, 4 in der neunten, 4 in der zehnten, 6 in der
elften. 2 in der zwolften, 1 in der dreizehnten. Richte dich danach.

Und wenn wir wissen wollen, wie gross das Quadrat einer
gegebenen Zahl ist, schreiben wir die Zahl, deren Quadrat wir
wissen wollen, in eine Reihe, dann schreibe sie noch einmal in
eine Reihe unter diese erste und multipliziere mit jeder Zahl der
oberen Reihe alles, was in den Rubriken der untern Reihe steht,
so crhdltst du das gewiinschte Resultat.

Und wenn du wissen willst, wie gross die dritte Potenz
einer gegebenen Zahl ist, so ist es wdtig, dass du zwei Schemata
machst. Erst multiplizierst du diese Zahl mit sich selbst, so er-
hiltst du das Quadrat der Zahl, deren drvitte Potenz du wissen
willst. Dann machst du ein zweites Schema und multiplizierst
wit dev Zahl, deren dritte Potenz du suchst, ihr Quadrat, das du
erhalten hast, das Ergebnis ist das Gesuchte.

Und um es dir leichter zu machen, will ich dir viele Weisen
angeben, um dureh sie das Produkt zweier Zahlen mit Leichtigkeit
zu berechnen. Du weisst schon, dass die Multiplikation eineyr
Zahl der ersten Stufc mit einer Zahl der ersten Stufe eine leichte
sache ist, und ebenso die Multiplikation einer ,gebrochenen® Zahl,
damit meine ich die Multiplikation einer Zahl aus der ersten und
zweiten Stufe, mit einer Zahl aus der ersten. Wenn du nun eine
»gebrochene® Zahl it ciner ,gebrochenen® zu multiplizieren hast,
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so runde die eine der Zalden nach Jder michsten Seite hin ab.
Wenn du zu dieser Zalhl addiert hast, wm sie zn der ndchsten
Kinheit abzurunden, ziche von der andern Zahl al, was da zun
der ersten hinzngefitgt hast, den Rest multipliziere mit der ab-
gerundeten Zahl, die du hast, und merke dir das Ergebnis. [nd
wenn du von der Zakl abgezogen last, um cine abgerundele Zahl
zu haben, fiige zu der andern Zahl Linzu, was du von der ersten
Zahl abgezogen, was dir dann bleibt, multiplizicre mit der abge-
randeten Zahl und inerke das Resultat. Dann sieh, um wievicl
die grossere Zall nach der Addition oder Subtraktion die kleinere
vor der Einrichtung ibervtrifit, nltipliziere die Differenz mit
der Zahl, die du zu ciner der Zahlen hinzugefiigt hast, das Resul-
tat merke, es ist das zweite Zwisehenresultat. Sich dann, von
welcher Zall du abgezogen hast, hast du vou der grbsseren ab-
gezogen, so ziehe das zweite Zwischenresultat von dem ersten ab,
die Differenz ist das Gesuchte. Und wenn du zu der grosseren
Zahl addiert hast, addiere das zweite Zwischenresultat zu dem
ersten, so hast du das Gesuchte42).

Ich gebe dir cinige Beispiele. Wir wollen 34 und 57 multi-
plizieren. Wir runden 57 anf die nichste Zahl ab, das gibt 6O,
Da 60 nun 3 mehr ist als 57, ziehen wir 3 von 34 ab und er-
halten 31. Wir muléiplizieren 60 mit 31, das gibt 1860, das ist
das erste Zwischenresaltat. Da 60 um 26 mehr ist als 34, mul-
tiplizieren wir 26 mit 3, das gibt 78, das ist das zweite Zwischen-
resultat. Da wir nun zu der grisseren Zahl hinzugefigt haben,
addieren wir das zweite Zwischenresultat zum ersten, das gibt
1938, das ist die gesuchte Zahl, Hitten wir in diesem uansern
Beispiel 57 nach unten auf 50 abgerundet, so hitten wir 7 zu 34
hinzufigen miissen, das wire 41. Multiplizieren wir 41 mit 50,
so erhalten wir 2050, das ist das erste Zwischenresultat. Da nun
50 um 16 grosser ist als 34, multiplizieren wir 16 mit 7, das ist
112, das ist das zweite Zwischenresnltat, und da wir von der
grisseren Zahl abgezogen hatten, ziehen wir das aweite Zwischen-
resultat vem ersten ab, cs bleiben 1988, das ist dic gesuchte
Zahl. Hitten wir in unserem Beispiel 34 nach unten abgerundet,
s0 hatten wir 80 erhalten. Addieven wir 4 zu 37, so gibt das
61, multiplizieren wir 61 mit 30, so gibt das 1830, das ist das erste
Zwischenresultat. Siehe nun, die Differenz zwischen 61 und 34
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ist 27, multipliziere 27 mit 4, das gibt 108, das ist dus zweite
Zwischenresultat. Und da du die grossere Zahl vermehrt hast,
50 addiere das zweite Zwischenresultat zu dem ersten, das sind
1938, das Ist die gesuchte Zahl. Hittest du 34 nach oben auf
40 abgerundet, so hiittest dw 6 von 57 abzishen miissen, das
gibt L. Multipliziere 51 mit 40, so ist das 2040, das ist das
erste Zwischenresultat. Siche, die Differenz zwischen 31 undl 34
ist 17, multipliziere sie mit 6, so gibt das 102, das ist das zweite
Zwischenresultat, und da du vou der grbsseren Zahl abgezogen
hast, ziehe das zweite Zwischenresultat von dem ersten ab. es
bleihen 1988 die gesuchte Zahl.

Manchesmal ergibt sich bei diesem Verfahren, dass du eine
Zall mit sich selbst zu wultiplizieren hast, dann wird dir dieser
Weg sehr leichit sein. Beispiel : Du hast 43 mit 57 zu multi-
plizieren. Rundest du 43 auf 50 ab, so bast du 57 wm T zu ver-
mindern, das gibt 50. Dann hast du 50 mit 50 zu nmltiplizieren
und von dem Frgebnis das Quadrat von T abzuziehen, der Rest
ist das Gesachtc. Das ist sehr klar nack dem, was wir am An-
fang des ersten Abschnittes dieses Buches gesagt haben, beachte
es, s0 wirst du es findewn.

Ein andern Weg dafiir : Runde die eine Zahl nach der niichsten
Seite ab, multipliziere das Ergebnis mit der andern Zahl und
merke das Resultat. Multipliziere ferner die andre Zahl mit der
Abrundengszahl, merke das Resultat, es ist das zweite Zwischen-
resultat. Und wenn nun die Abrundung durch Addition geschah,
so ziehe das zweite Zwischenresultat von dem ersten ah, der
Rest, ist das Gesuchte. War aber die Abrundung durch Subtrak-
tion vorgenommen, so addiere das zweite Zwischenresultat zum
ersten, das Lrgebnis ist das Gesuchte. Anwendung auf wnser
voriges Beispiel : Wir runden 57 nach der niichsten Seite ab, das
ist 60, multiplizieren 60 mit 34, das sind 2040, das ist das erste
Zwischenresultat. Die Abrundungszahl war 3, wir multiplizieren
34 mit 3, das gibt 102, das ist das zweite Zwischenresultat. Da
die Abrundung durch Addition gesehehen war, ziehen wir das
zweite Zwischenresultat vom ersten ab, es bleiben 1938, das ist
das Gesuchte. Hitten wir in unserm Beispiel 34 nach der
-hlichsten Seite abgerundet so wiren es 30. Multiplizierefi wir
<30 mit 57, so erhalten wir 1710, das ist das erste Zwischenresnl-




tat.  Dic Abrundungszahl ist aun 4, nltiplizieren wir 57 mit 4,
sa isf das 228, das ist das zweite Zwischenresultat. Und da die
Abrundung durch Subtraktion geschah, addieren wir das zweite
Zwischenresultat  zum  ersten, das  gibt 1938, das ist das
Tesuehte.

Wenn wir das Quadrat einer gegebenen ,gebrochenen® Zahi
wissen wollen, so runden wir diec Zahl naeli der ndchsten Seite
ah, und ziehen die Abrundungszahl von der gegebenen ab, den
Rest multiplizieren wir mit der abgerundeten Zahl uwnd addieren
zu dem Resultat das Quadrat der Abrundnngszahl, das ist das
Gesuchite. Beispiel: Dn willst das Quadrat von 47 wissen. Die
nichste runde Zahl ist 50, ithr Abstand von 47 ist 3, ziehe das
von 47 ab, so sind das 44, multipliziere 44 mit 50, das sind 2200,
siehe die Fntferning war 3, das gibt %, also haben wiv 2009,
ns ist das Gesuchte,

Ein andrer Weg, um wit Leichtigkeit dus Quadrat eciner
Zahl von irgend ciner Stufe zu finden : Sieh das Verhiltnis dieser
Zahl zu der Kinheit der ndchsten Stufe. Niwmm den durch dieses
Verhidltnis bestimmten Teit der Zahl, deren Qunadrat du suchst,
und muitipliziere thn mit der Einheit deor ndchsten Stufe, das ist
das Gesuchte.,  Beispiel: Du willst  das Quadrat  von 30 wissen.
Siehe das Verhiltnis ven 30 zu 100, der Fioheit der nichsten
Stufe, ist ®lyg.  Nimm #yg von 30, das ist 9, mualtiplizicre es mit
100, das ist 900, das ist das Gesuchte. Dias ist so, weil 80 die
mittlere Proportionale zwischen 9 und 100 ist.

Und wenn die Zahl, deren Quadrat du wissen willst, ans 2
Stofen ist, die anf einander folgen, runde die Zabl nach der
nichsten Seite ab, suche ihr Quadrat und merke das Rosultat.
[rann addiere die abgerundete Zahl za der gebrochenen und nwul-
tipliziere sie mit der Abrundungszahl, das ist das zweite Zwischen-
resultat. Und wemn die Abrundung dureh Addition geschah, ziehe
dus zweite Zwischenrcsultat vom ersten ab, wenn die Abrundung
durch Addition geschal, addiere das zweite Zwischenresultat zum
ersten, das Ergebnis ist das Gesuchte. Beispiel: Du willst das
Quadrat von 33 wissen. Runde die Zahl nach der nichsten Seite
anf 30 ab, das Onadrat von 80 ist 800, merke es. Dann addiere
33 ubd 39, das ist 63, multipliziere es mit B, der Abrundungs-
zahl, das gibt 189, das ist das zweite Zwischenresnltat, Da die
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Abrundung durch Subtraktion gesclah, addiere 189 zu dem ersten
Zwischenresultat, das gibt 1089, das ist das Gesuchte. Hitiest
dn 33 anf 40 in unserm Beispiel abgerundet, so wiire das (Juadrat
1600 gewescn, merke es.  Addiere 33 und 40, das gibt 73, und
multipliziere mit 7, das gibt 511. Und da die Abrundung durch
Addition geschah, ziehe 511 von dem ersten Zwischenresultat ab,
es bleiben 1089, das ist das Gesuchte. Das ist so, weil die
Differenz zwischen dem Quadrat von 40 und dem Quadrat von 33
gleich der Summe der Produkt 7.40 und 7.33 ist, das ist aber
gleich 7. 73, vichte dich in dhnlichen Féllen danach!

43} Bin andrer Weg : Nimm ein Drittel der Zahl, deren Quadrat
du suchst, suche das Quadrat davon und merke es. Setze es in
die nidchsthohere Stufc und ziehe von dem Resultat das Zwischen-
resuliat ab, so ist der Rest das Gesuchte, Beispiel: Wir wollen
das Quadrat von 33 wissen, wir nehmen ein Drittel davon, das
ist 11, sein Quadrat ist 121, wir setzen das in die nichsthéhere
Stufe, das gibt 1210, wir zichen davon 121 ab, es bleiben 1089,
das ist das (Gesuchte. Das ist so, denn 1210 ist 10 mal 121.
Und siehe, das Verhiiltnis des Quadrats von 33 zu dem Quadrat
von 11 ist das Verhiltnis der Seite des einen Quadrats zn der
der andern, mit sich selbst multipliziert, Aber das Verhiltnis
der Seite zu der Neite, mit sich sclbst wdtipliziert, ist gleich
dem Verhitltnis von 9 zu I, also ist dag Quadrat von 338 gleich
O mal dem Quadrat von 11. Nun war 1210 gleich dem 10 mal
genommenen Quadrat von 11; wemn wir also von 1210 das
Quadrat von 11 abziehen, so ist der Rest gleich dem Quadrat
von 38, Richte dich in dhnlichen Fillen danach!

Drittes Kapitel:
VonderAddition arithmetischer und geo-
metrischer Reihen

Wenn du eine natiirliche Zahlenreibe, die bei 1 beginnt wul
sich bis za einer gegebenen Zahl erstreckt, addieren willst, nimm
die Halfte des Qnadrats der gegebenen Zahl und addiere dazn
die Hilfte der Zahl, so ist das das Gesuchte. Beispiel: Du
willst 1, 2, 3, 4 w. s. w. bis 10, 10 eingeschlossen, addieren,
nimm die Hilite des Quadrats von 10 wnd die Hélfte von 10,
das ist 55, das ist das Gesuchte.
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Ein andrer Weg: Multipliziere mit dieser Zall die Halfte
der folgenden, das ist das Gesuchte. In diesem wusern Beispiele
multipliziere 10 und dic Halfte von 11 oder 11 und die Hilfte
von 10, das gibt 53, das war das Gesuchte.

Und wenn die Zahlen keine natiirliche Reile bilden, ich

meine, die erste ist cine gegebene Zahl, die zweite zweimal die
gegebene Zahl, die dritte dreimal w. s. w. bis zu ciner gegehenen
Anzall von Malen, so bilde die Summe der natiirlichen Zahlenrcihe
his zu der gegebenen Zahl auf dic vorhergenannte Art und multi- -
pliziere das Resnltat mit der gegebenen ersten Zahl, das ist das
Gesuchbe. Beispiel dafiiv: die orste Zahl sci 7, iie zweite 14,
die dritte 21, die viertc 28, und auf diese Weise sollen Zahlen
auf einander folgen bis zur neunten, so weisst du schon, dass dic
Summe der Zahlen von 1 bis 9 gleich 45 ist, multipliziere das
mit 7, der ersten Zahl, so gibt das 315, das ist das Gesuebte.
Das ist so, weil das Verhiltnis von 1 zu der orsten ahl gleich
dem von 2 zu der zweiten und dem von 3 zu der dritien, dem
von 4 zu der vierten, dem von 5 zu der finften, dem von 6 zu
der sechsten, dem von 7 zu der siebten, dem von 8 zn der achten
und dem von 9 zu der neunten ist, aber das Verhiltnis von 1zu
seinem Hinterglied ist gleich dem Verhiltnis der Summe der
Vorderglieder zu der Summe der Hinterglieder, also verhilt sich
1 zu 7, wie die Summe aller Vorderglieder zu der aller Hinter-
glieder. Nun enthalt 7 die 1 siebenmal als Faktor, also enthilt die
Samme dieser Zahlen 45 auch sicbenmal, also multipliziere man
7 und 45, das Resultat ist gleich der Summe dieser Zahlen.
Richte dich in dhnlichen Fillen danach!

Wilist du die ungraden Zahlen von 1 bis zu einer gege-
benen Zahl addieren, so nimm das Quadrat der mittleren Zahl
zwischen 1 und der gegebenen Zahl, so hast du das Gesuchte,
Beispiel dafiir: Du willst die ungraden Zahlen von 1 bis 9,1
mitgerechnet, addieren. Die Zahl in der Mitte zwischen 1 und 9
ist 5, nimm ihr Quadrat, das ist 25, so hast du das Gesuchte,
Willst du die graden Zahlen bis zu einer bestimmten Zahl addieren,
so ist die erste Zahl 2, die zweite zweimal 2, die dritte dreimal
2, und so reihen sich Zallen an einander, die nicht der natiir-
"fichen Reihe entsprechen, dafir weisst du aber den Grang schon,
Darum nimm die Hilfte der letzten Zahl, weil sie gleich der An-
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zahl der zu addierenden graden Zahlen ist, dann weisst du, was
die Summe der natiitlichen Zahlenreihe von 1 bis zu ihr ist,
multipliziere das Resultat mit 2, der ersten Zahl, so hast du
das Gesuchte. Beispiel dafiir: du willst die graden Zahlen bis
10 addieren. Du weisst schon, dass die Summe der Zahlen bis
5 gleieh 15 ist, multipliziere das mit 2, der ersten Zahl, so gibt
das 30, das ist das Gewiinschte.

#YWenn du die Quadrate einer natiirlichen Zahlenreihe von
1 bis zu einer gegebenen Zahl addieren willst, so nimm die ge-
gebene Zah! weniger ein drittel der ihr vorangehenden und mul-
tipliziere damit die Summe der Zahlen von 1 bis zu der gege-
benen. Beispiel dafiir: Du willst die Summe der Quadrate der
Zahlenreihe von 1 bis 5 wissen. Siehe, die Zahl von 5 is{ 4,
ziehen wir von jener ein Drittel von 4, das ist 4/; ab, so bleiben
4 wenige 1/, multiplizieren wir damit 15, die Summe der Zablen
von 1 bis 5, so gibt das 55, das ist das Gesuchte.

Wenn du die Quadrate der ungraden Zahlen der natiirlichen
Reihe von 1 an oder die Quadrate der graden Zahlen bis zu
einer gegebenen Zahl addieren willst, d. h.,, die gegebene Zahl
soll die letzte sein, so nimm die Summe der Zahlen der natiir-
lichen Reihe bis zu der aunf die gegebene folgenden Zahl und
multipliziere sic mit /3 der gegebenen Zahl. Beispiel dafir:
Wir wollen die Summe der Quadrate der ungraden Zablen bis 9
finden. Die Summe der Zahlenreihe bis 10 ist 55, wir multipli-
zieren damit den dritten Teil von 9, das gibt 165, das ist das
Gresuchte.

Und wenn du die Quadrate einer gegebenen Anzahl von
Zahlen einer nicht natiirlichen Reihe multiplizieren willst, multi-
pliziere die Summe der Quadrate der natiirlichen Reihe bis zu
der gegebenen Zahl mit dem Quadrat der ersten Zahl, das Er-
gebnis ist das Gesuchte. Beispiel dafiir: Du willst die Quadrate
einer Zahlenreibhe addieren, deren erste Zahl 4, deren zweite 8,
deren dritte 12 ist, und so sollen sich auf diese Weise 7 Zahlen
folgen. Siehe, du weisst schon, dass die Summe der Quadrate
aller Zablen bis 7 gleich 140 ist, multipliziere damit 16, das
Quadrat der ersten Zahl, so ergibt das 2240, das ist das Ge-
wiinschte. Das ist so, weil das Verbdltnis von 1 zu der ersten
Zah! gleich dem von 2 zu der zweiten und gleich dem einer
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jeden Zabl zu der entsprechenden ist, also ist das Verbiltnis des
Quadrats von 1 zu dem Quadrat der ersten Zahl gleich dem des
Quadrats einer jeden Zahl zu dem Quadrat der entsprechenden,
und daher ist das Verhdltnis des Quadrats von 1 zu dem Quadral
der ersten Zahl gleich dem Verhiltnis der ganzen ersten Summe
zu der ganzen zweiten.

4) Wenn du die dritten Potenzen der Zahlen einer natiirlichen
Reihe bis zu einer gegebenen Zahl addieren willst, so nimm das
Quadrat der Summe der Zahlen von 1 bis zu der gegebenen, das
ist das Gewiinschte. Beispiel dafiir: Du willst die Summe der
dritten Potenzen der Zahlen von 1 bis zu 6 wissen. Siehe, die
Summe der Zahlen von 1 his 6 ist 21, wir nehmen das Quadrat,
das gleich 441 ist, das ist das Gesuchte. Und wenn die Zahlen
nicht eine natiirliche Reihe bildeten und es eine gegebene Anzahl
ist, von der wir die Summe der dritten Potenzen wissen wollen,
so suche die Summe der dritten Potenzen der Zahlen der natiir-
lichen Reihe von 1 bis zu der gegebenen Zahl und maultipliziere
damit die dritte Potenz der ersten Zahl, das ist das Gewiinschte.
Die Ursache dafir ist schon im Vorhergehenden gezeigt. Beispiel
dafiir : s sei die erste Zahl 4, die zweite 8, und es mdgen
nach diesem Gesetz 5 Zablen auf einander folgen. Wir wissen
schon, dass die Summe der dritten Potenzen der npatiirlichen
Zahlenreihe bis 5 gleieh 225 ist. Wir multiplizieren damit 64,
die dritte Potenz der ersten Zahl, das Ergebnis ist 14400, das
ist das Gewiinschte.

Und wenn wir dic Summes der dritten Potenzen der graden
Zahlen aus einer bei 1 beginnenden und bis zu einer gegebenen
Zahl sich erstreckenden Reihe wissen wollen, so nimm die Summe
der dritten Potenzen der Zablen aus der Reihe bis zur Hélfte
der gegebenen Zah! und multipliziere mit. dem Ergebnis die dritte
Potenz der ersten Zahl, "die gleich 2 und deren dritte Potenz
8 ist, das ist das Gewiinschte. Im Vorigen ist der Grund hierfir
schon auseinander gesefzt, d. h. diese Zahlen lassen sich auf
Reihen, die nicht der natiirlichen Reihe entsprechen zuriickfiihren,
Beispiel dafir: Du willst die Summs der dritten Potenzen der
graden Zahlen aus der Reihe bis 6 wissen. Siehe, die Summe
der dritten Potenzen der Zahlen bis 3 ist 36, maltipliziere damit
8, die dritte Potenz von 2, so ist das 288, das ist das Gewiinschte.




Daraus kamnst du auch die Suwmme der dritten Potenzen der wn-
graden Zahlen der Beihe vor 1 bis zu eciner gegehenen Zall
finden, ich meine, du suchst znerst die Summe der deitten Po-
tenzen aller Zablen bis zu der gegebenen und ziehst von dem
Resultat die Summe der dritten Potenzen der wraden Zablen ab,
der Rest ist die Summe der dritten Potenzen der ungraden.

Wenn wir die Zahlen einer natiirlichen Zahlenfolge, dic
nieht bei 1 sondern bei einer gegebenen Zahl beginnt, und die
hei einer zweiten gegebenen Zah} endet, wissen wollen, so nehmen wir
dic Summe der Zahlen bis zu der zweiten gegebenen. merken sie und
ziehen von dem Zwischenvesultat dic Summe der Zahlen von 1
bis zu der Zahl vor der ersten gegebenen ab. Beispiel dafiir:
Die erste Zahl sei 6, wir wollen dic folgenden Zahlen his 11
addieren. Die Summe der Zahlen big 11 ist 66, wir ziehen davon
dic Summe der Zahlen von 1 bis 5 ah, das ist 15, es bleiben 51,
das ist das Gewiinschte, Und so machst du es mit der Snmwe
der Quadrate einer Zahlenveilie, die nicht bei | beginnt, oder bei
der Swmme der dritten Potenzen, die Ursache dafir ist klar.
Und so machst du es mit der Summe der Quadrate einer Reihe
von ungraden Zahlen, wenn sie nicht bel 1 beginnen, oder bei
der Sunme von Quadraten von graden Zahlen wenn sie nicht bei
2 beginnen, ans eben diesem Grunde.

Wenn du eine gegebene Anzahl von Zahlen addieren willst,
die eine nicht natiirliche Reihe bilden, und bel denen die ersie
nicht gleich der ,Abstandszahl® (Differenz) ist+4%), sondern um eine
gegehene zweite Zahl kleiner oder grisser als dieselbe, so multi-
pliziere die zweite gegebene Zahl mit der ersten gegebenen, das
Frgebnis ist das erste Zwischenresnltat. Nimm auch die Summe
der Zahlen der natiivlichen Zahlenreihe bis zu der ersten gege-
henen Zahl wnd multipliziere dwmit  die Differenz, das ist das
zweite Zwischenvesultat. [nd wenn das Anfangsglied kleiner
war als dic Differenz, so ziehe das crste von dem zweiten
Zwischenresultat ab, der Rest ist das Gewifnsehte. Heispiel da-
fir: Dun willst T Zahlen addieren, deren jede 3 grisser ist als
die vorhergchende, das crste Gilied ist um 2 grosser oder kleiner als
3. Sishe, das Produkt 2.7 ist gleich 14, das ist das erste
Zwischenresultat. Die Summe der Zahlen der Heihe von 1 his ¥
ist 28, wir multiplizieren sie mit 3, das gibt 84, Wenn nmn das
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Anfangsglied 2 kleiner™ wayr als 3, so ziehe 14 von 84 ab, es
bleiben 70, das ist das Gewiinschte. Der Grund liegt darin, dass,
wenn wir die Differenz zwischen 3 und dem Anfangsglied zu jeder
der Zahlen der Reihe hinzugefiigt hitten, so hitten wir eine
nicht natiirliche Zahlenreihe gehaht, deshalb miissen wir von dem
Hesnltat das Produkt 7.2 abziehen.

Und wenn das Anfangsplied um 2 grésser als 3 ist, so addierc
14 zu 84, das gibt 98, das ist das Gewilnschie. Der Grund liegt
darin, dass wir eine nicht natfirliche Reihe gehabt h#tten, wenn
wir von jeder der Zahlen die Differenz zwischen dem Anfangs-
glied und 3 abgezogen hiitten. Richte dich in dhnlichen Fillon
danacl.

Wenn du die Quadrate einer gegebenen Anzahl von (Hliedern
ciner allgemeinen arithmetischen Reihe addieren willst, bei der
das Anfangsglied sich um eine gewisse Grésse von der Differenz
unterschicidet, so mmltiplizierc die zweite gegebene Zall mit der
doppelten Summe dieser Zahlen und das Ergebnis addiere zu dem
Produkt der ersten gegebenen Zabl in das Quadrat der zweiten
gegebenen, wenn das Anfangsglied kleiner als die Differenz war,
ud wenn das Anfangsglied grésser als die Differenz war, so
ziche dieses erwilmte Produkt ab, das Resulfat der Addition oder
Subtraktion ist das erste Zwischenresultat. Dann addiere die
GQuadrate der natiirlichen Zahlenreihe von 1 bis zu der ersten ge-
gebenen Zahl und multipliziere mit dem Krgebnis das Quadvat
der Differenz, das ist das zweite Zwischenresultat. War das
Anfangsglied kleiner als die Differenz, so ziele das erste Zwischen-
resultat vom zweiten ab, der Rest ist das (Gewiinschte. Und war
das Anfangsglied grosser als die zweite gegebene Zahl, so addiere
das erste und zweite Zwischenresultat, das Ergebuis ist das Ge-
wiingchte48). Beispiel dafir: Du willst die Quadrate von 7 Zahlen
addieren, hei denen jede folgende wm 3 grisser ist als die vor-
hergehende, die erste ist am 2 grisser oder kleiner als 3. Sei das
Anfangsglied zundchst wm 2 grisser als 3. Siehe, wir wissen,
dass die Smume dieser Zahlen 98 ist, verdoppele sic, se ist das
194, wir multiplizieren das mit 2, das gibt 392. Abver das Pro-
dukt ans dem Quadrat von 2, das gleich 4 ist, und 7 ist 28, wir

ziehen es von 332 ah, das gibt 364, das ist das erste Zwischen-

resultat,
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Oder wenn du mit 2 die doppelte Summe von 7 Zallen, die eine
nicht natiirliche Reihe bilden, deren jede die Vorhergehende um
3 iibertrifft und deren erste 3 ist, multiplizieren wiirdest und su
dem Resultat das Produkt ans dem Quadrat von 2 und 7 addier-
test, so wiirde anch 364 herauskommen. Denn 2.2.84 ist gleich
336. Addieren wir dazu 4.7, das gleich 28 ist, so erhalten wir
auch 364, Siele, die beiden Wege bringen dich zu einer Zahl,
das geht ganz klar bei nur geringem Nachdenken aus dem Anfang
des ersten Abschnitts hervor*7).

Aber dic Summe der (uadrate der Zahlenreiie von 1 bis 7
ist gleich 140, multipliziere damit 9, das Quadrat der Differenz,
das gibt 1260, addiere das zu 364, so ergibt sich 1624, das ist
das Gewfinsclite. Sei nun das Anfangsglied wm 2 kleiner als 3
in diesem unsern Beispiel, siche, so wissen wir, dass die Summe
der Zahlen 70 ist, verdoppeln wir sie, so gibt das 140, multipli-
zieven wir mit 2, so ist «das 280. Aber das Produkt ans T und
dem Quadrat von 2 ist 28, addieren wir das, so haben wir 308,
das erste Zwischenresultat. Aber die Summe der Quadrate der
Zahlenreihe bis 7 ist 140, multiplizieren wir damit 9, das Quadrat
der Differenz, so evhalten wir 1260, davon zichen wir 308 ab,
das gibt 952, das ist das Gewiinschte. Das ist so, weil die
Zahlen, wenn man 2 zu jeder von ihnen hinzufiigt, eine nicht
natiirliche Reihe bilden, die Difterenz zwischen dem Quadrat einer
Jjeden um 2 vermehrten, Zahl und dem Quadrat der Zahl ist aber
zweimal das Doppelte dieser Zahl, vermehrt um das Quadrat von
2, addiert man alle diese Differenzen, so ergibt das das doppelte
Produkt ans 2 in die Summe dieser Zahlen, vermehrt um das
Produkt ans dem Quadrat von 2 in die Anzahl dieser Zahlen.
Zieht man dieses Resultat von der Summe der Quadrate der
Glieder einer nicht natfirlichen Reike mit der gegebenen Differenz
und so viel Gliedery, wie dic gegehene Zahl angibt, ab, so bleibt
das gesuchte Resultat. So beweist man das fiiv den entsprechenden
Fall mit geringem Nachdenken, suche es zu verstehen, so wirst
du es finden48),

Wenn du die dritten Potenzen einer gegebenen Anzahl von Glie-
dern einer aligemeinen arithmetischen Reihe addieren willst, deren
Differenz sich unt eine gegebene zweite Zahl von dem Anfangselied
unterscheidet, so nimm, wenn das Anfangsglied Xleiner ist als dic
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Differcnz, die Suwmme der Quadrate dieser Zahlen, multipliziere
das Resultat mit dem dreifachen der zweiten gegebenen Zahl uud
merke das Ergebnix, daun multipliziere das Dreilache des Quadrats
der zweiten gegebeuen Zahl mit der Summe der Zahlen und
merke sdas Resultat. Dann multipliziere die dritte Potenz der
zweiton gegebenen Zahl mit der ersten Zahl und addiere das Er-
gebnis zu den zwei frither gemerkten Zwischenresultaten, so hast
du das erste fertige Zwischenresultat. Dann bilde die Summe
der dritten Potenzen einer natiirlichen Reihe 1 Dis zu  der gege-
henen ersten Zahl und multipligiere damit die dritte Potenz der
Ditterenz und ziehe davon das erste fertive Zwischenresultat ab,
50 bleibt dir das Gewiinschte. Beispiel daftir: Wir wollen dic
Summe der dritten Potenzen von 7 Zahlen bilden, deven jede die
vorhergehende wm 3 fibertrifts, wahrend das Anfangsglied um 2
Kleiner ist als 3. Wir wissen schon, dass die Summe der Quadrate
aller dieser Zahlen 952 ist, multiplizieren wir das mit 3.2, das
gleich & ist, so gibt das 5712, wir merken diese Zahl. Und
ferner ist die Summe dieser Zahlen 70, wir wultiplizicren sie mit
dem dreifachen Quadrat von 2, das ist 12, das ergibt 840, aunch
das merken wir. Dann mulfiplizieren wir die dritte Potenz von
2, also 8, mit 7, das ist 56. Addieren wir das und die beiden
ersten Zwischenresultate, so ergibt das 6608, das ist das fertige
erste Zwischenresultat, Bilden wir nun die Summe der dritfen
Potenzen der Zahlen von 1 bis 7, so ist das 784, multiplizieren
wir das mit 27, der dritten Potenz von 3, so haben wir 21168,
davon zjehen wir das erste fertige Zwischenresultat ab, so bleiben
14560, das ist das Gewiinschte. Und wenn das Anfangsglied
grisser war als die Differenz, so bilde die Summe von soviel
Gliedern einer nicht natiirlichen Reihe, (erven Differenz gleich der
gegebenen ist, wie die crste gegebene Zull angibt — du weisst
durch das Vorherige dic Weise des Vorgelens —, multipliziere
mit dem Resulfat das dreifache Quadrat der zweiten gegebenen
Zahl und werke das Ergebnis.  Dann bilde die Summe der Quadrate
von soviel (3liedern ciner nicht natiirlichen Reihe mit der gege-
henen Differenz, wie die erste gegebene Zahl besagt, und wulti-
pliziere wit dem Frgebnis dus Dreifuche der zwelten  gegebenen
Zahl und merke dag Resultat. Endlich bilde die dritfe Potenz
der gegebenen zweiten Zabl, multipliziers dic ersie Zall] wit ibr
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mud addiere das Ergebnis zu den beiden ersten Zwischenresultaten,
das ergibt das erste fortige Zwischenvesultat. Damn bilde die
Summe  der  dritten Potenzen von soviel (liedern einer nicht
natiirlichen Reihe mit der gegebenen Ditferenz. wie die erste we-
gebene Zahl besagt, und addiere das erste fertige Zwischenresultat
zu dem Ergebnis, so ist das das Gesuchte.

Beispiel dafiir: auns unserm vorigen Beispiel: d. h. das
Anfangsglied soll wm 2 grosser sein  als  die  Differenz,
Siehe, wir wissen, dass die Swmme der Quadrate von T Glie-
dern einer nicht natirlichen Reihe mit der Differenz 3 gleich
1260 ist.  Wir wultiplizieren 1260 mit dem dreifaclien der Z2ten
gegebenen Zahl, also mit 6, das gibt 7560, wnd wir merken diese
Zahl.  Ferner ist die Summe von 7 solchen Zahlen mit der
Differenz 3 gleich 84, wir multiplizieren das mit dem dreifachen
Quadrat der gegebenen zweiten Zahl, also mit 12, und erhalten
1008, die wir merken. Die dritte Potenz der gegebenen zweiten
Zahl ist nun 8, wir multiplizieren sie wit der ersten Zahl, also
mit 7, das gibt H6. Wir addieren das zu den zwel gemerkten
Zahlen, das gibt 8514, das ist das erste fertize Zwischenresultat.
Nun ist die Summe der dritten Potenzen vou T Gliedern einer
nicht uatiirlichen Reihe wit der Differenz 3 gleich 211658, wir
addieren sie zu dem ersten fevtigen Zwischenrvesultat nad erhalten
20792, das ist das Gewiinsehte. Das ist so. denn wenn wir von
jeder dieser Zahlen 2 abziehen, so bilden sie eine nicht natiirliche
Reihe mit der Ditierenz 3. Die dritte Potenz jedes Gliedes ist
aber um das dreifache Produkt aus dem Quadrat der Zahl und 2,
vermehrt um das dreifache Produkt aus der Zahl und dem Quadrat
von 2 und wn die dritte Potenz von 2, kleiner als die dritte
Potenz des cntsprechenden vermehrten Gliedes.  Addiert man das
bei allen Gliedern, so ergibt es das, was wir crwiihnt haben,
beachite es, mud du wirst es fiuden; und so zeigt man den Grund
in dem entsprechenden andern Fall mit geringem Nachdenken.

Wenn du wissen willst, wie gross die letzte Zahl einer ge-
gebenen Anzahl von Gliedern in einer nach einem gegebenen Ver-
hilltnis fortschreitendeu geometrischen Reihe ist, so suche das
Quadrat der gegebenen Verhiiltniszahl®9), daun hast dn das dritte
Glied, suche das Quadrat der dritten, so hast du das fiinfie, das
Quadrat des fiinften, so Tast du das neunte, auf diese Weise

6
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kannst du durch das Quadrat jedes Gliedes das Glied finden, dag
von ihm denselben Abstand hat, wie es von dem ersten. Und
wenn du zu einem Glied kommst, das dem gegehenen Glied niber
ist, so merke es dir, dann suche seinen Abstand von dem gege-
benen Glied, sieh anch, wie gross das Glied der geometrischen
Reihe ist, das ebenso weit wvon der ! absteht, und wit dieser
Zahl multipliziere das Gemerkte, so hast du das Gewiinschte.
Beispiel dafiir: du willst wissen, wie gross das letzte Glied von
5 Zahlen einer mit gegebenen Exponenten fortschreitenden geo-
metrischen Reihe ist, die bei 1 beginut. Der gegebene Exponent
sei 3, demnach jst das zweite Glied 3, wir nehmen das Quadrat von
3, alse 9, das ist das dritte Glied, wir nehmen das Quadrat von
81, also 6561, das ist das neunte. Und wenn wir das Quadrat
des neunten ndlinen, so bekdmen wir das siebzelnte, und wir
wiiren fiber die gegebene Zahl hinausgekommen, deshalb sehen
wir, wie gross der Abstand des fiinfzehnten von dem neunten ist,
und siehe, das fiinfzelinte ist das siebte nach ihm. Deshalh
mitssen wir sehen, wie gross das siebte Glied ist, wenn wir vom
ersten anfangen. Wir wissen, dass das finfte Glied, vom ersten
an gerechnet, 81 war, das siebfe ist das dritte, vom fiinften an
gerechnet, wir multiplizieren 81 und 9, das dritte Glied, und er-
halten 729 als das siebte Glied. Multipliziere das siebfe mit dem
neunten, s¢ hast du das fiinfzelinte, es ist 4782969 (viertausend
mal tausend und siebenhwndertzweinndachtzigiansend und 969),
das ist das fiinfzehnte, richte dich in dhnlichen Fallen danaeh.
Das ist so, weil das Verhiltnis des ersten zum zweiten wie
das des zweiten zum dritten und daher das Produkt aus dem
ersien und dritten gleich dem Produkt aws dem zweiten in sich
selbst ist. Aber das Produkt aus dem ersten und dritten ist das
dritte, weil das erste 1 ist, also ist das Produkt des zweiten in
sich selbst das dritte. Ebenso beweist man, dass das Produkt
des ersten und fiinften gleich dem Produkt des dritten in sich
selbst ist, und so auch fiir das, was folgt. Ferner ist das Ver-
hiltnis des ersten zum dritten gleich dem des fiinften zum siebten,
also ist das Produkt des dritten und fiinften gleich dem Produkt
des ersten und siebten, das ist gleich dem siebfen. Terner ist
das Verhaltnis des ersten zum siebten gleich dem des neunten
zum finfzehnien, also ist das Produkt des siebten und neunten
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gleich dem Produkt der corsten und fiinfzehuten, das ist gleich
dem finfzehnten. Richte dich in #hnlichen Fillen danach.

Und wenn du wissen willst, wie gross das letzte Glied einer
gegebenen Zaht von Gliedern einer nieht mit 1 beginnenden geo-
metrisehen Reihe mit gewehenen Exponcuten ist, suche Zuerst, wie
gross das gegebene Glied in einer mit 1 beginpenden Reihie wmit
demselben Exponenten ist, und multipliziere das mit dem ersten
Glied, das ist das Gewinschte. Beispiel dafiir: Die Anzahl der
(ilieder der geometrischen Reile seien 5, der Exponent 3, das
Anfangsglied 5, und du willst wissen, wie gross das letzte ist.
Siehe, wir wissen schon, dass das finfte Glied einer bei 1 be-
ginnenden geometrischen Reihe mit diesem Exponenten gleich 81
ist, multipliziere 81 mit der ersten Zahl, also mit 3, das gibt 405,

das ist das Gewiinschite. Das ist s0, denn die Proportion besteht,

nach der das erste (der einen Reihe), das gleich 1 ist, sich zu
dem fiinften, von ihm ans gerechnet, so verhili wie das erste
(der andern Reihe), das gleich 5 ist, zu dew fiinften, von ihm
aus gerechnet. Und vertauschen wir die inneren Ghedet 50 ver-
hilt sich das erste zu dem (andern) ersten, wie das funft.e zu
dem (andern) finfien, Aber das Verhdltnis des ersten zu dem
(andern) ersten ist 1 zu 5, also ist das Verhiltnis des finften zu
dem (andern) finften auch 1 zu 5. Richte dich in Zhnlichen
Fillen danach.

Willst du eine gegebene Zahi von Gliedern einer geomet-
rischen Reihe mit gegebenen Exponenten addieren, so ziehe das
orste von dem zweiten ab und sieh, wie sich der von dem zweiten
librig gebliebenen Rest zum ersten verhilt, so verhalt sich die
Differenz des letzten und ersten zur Summe aller Zahlenreihen,
das ist schon am Sechluss des 9ten Buchs von Euklid bewiesen 5),

Beispiel daffir: Du willst 6 Glieder einer geometrischen
Reihe mit dem Exponenten § und dem Anfangsglied 4 addieren.
Du weisst, dass das zweite 12 und das letzte 972 ist. Wir
ziehen das erste, also 4, vom zweiten ab, es bleiben 8, und das
Verhiltnis von 4 zu 8 ist }/s. Wir ziehen 4 vom letzt.en ab, es
bleiben 968, wir nehmen die Halfte davon, das ist 484, addieren
ex Zu 972, das gibt 1456, das ist das Gewinschte,

-
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ViertesKapitel:
Vonder Combinatorik gegebener Elemente, sei
es dass die Complexionen sich durch die Ele-
mente oder durch die Ordnung oder dureh beido
zusammen unterscheiden,

Wenn du die Permutationszahl ciner gegebenen Aunzahl ver-
schiedener Elemente wissen willst, bilde die Zahl, die sich aus
den Zahlen der natiirlichen Reihe von 1 bis =zu der gegebenell
Zahl zusammensetzt, das ist das Gewiinschte. Beispiel dafiir -
Du willst wissen, anf wieviel Weisen sich 5 Elemente zusammen-
stellen lassen, so dass sich die Complexionen nur dureh die Ord-
nung unterscheiden. Siehe. die Zahlen von 1 bis 5 sind 1, 2, 3,
4, 5, und die Zahl, die aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 zusammen-
gesetzt ist, ist 120, das ist das Gesuchte. Das ist so, weil die
Anzahl der Complexionen bei 2 Elementen gleich 2 ist, und das
ish gleich 1.2. Die Anzahl der Complexionen bei 3 Elementen
ist 8.2, das ist gleieh 1.2.3, und so beweist man das bis ins
Unendliche.

Willst du die Anzahl der Variationen einer dureh eine
zweite gegebene Zahl bestimmten Klasse von einer durch eine
gegebene erste Zahl ausgedriickten Menge von verschiedenen
Elementen wissen, so weisst du schon, dass die Variationen
der zweiten Klasse gleich dem Produkt ans der ersten gegebenen
Zahl in die ihr vorangehende sind, und dass dic Variationszahl
der dritten Klasse sich zu der der zweiten verhilt, wie die Differenz
zwischen der ersten Zahl und 2 zu 1, dass ferner die Variations-
zghl der vierten Klasse sich zn der der dritten wie die Dif-
ferenz der ersten Zahl und 3 zu 1 verhillt, und so geht es ohne
Ende weiter. Daher ist das Vorgehen folgendermassen : Du bildest
die Zahl, die sich ans soviel auf einanderfolgenden Zahlen, wie die
zweite gegebene angibt, zusammensetzt, und zwar soll die lotzte
gleich der ersten gegebenen Zahl sein, das Resultat ist dag Ge-
wiinschte. Beispiel dafiir: Du willst die Anzahl der Variationen
der fiinften Klasse aus 8 Elementen wissen. Siehe, da die zweite
Zahl 5 ist, nimmst du die aus fiinf auf einanderfolgenden Zahlen
gebildete Zahl, so dass die letzte 8 ist, das ist 4.5.6.7.8,
diese zusammengesetzte Zahl ist aber 6720, soviel Variationen
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der fiinften Klasse aus 8 verschiedenen Elementen gibt es. Das
ist so, weil die Variationen der zweiten Klasse an Zahl %8
sind und die der dritten Klasse 6. (7.8), wie es vorher gezeigt
ist, und die Variationen der vierten Klasse 5.(6.7.8) wnd die
der fiinften Klasse +.(5.6.7.8) und s. £, das ist alles aus
dem Obigen kiar.

Wenn du die Anzahl der Combinationen einer durch eine
zweite gegebene Zahl bestimmten Klasse aus einer durech erste
Zahl bestimmten Anzall verschiedener Elemente wissen willst,
suche die Zabl der Variationen der durch die zweite Zahl be-
stimmten Klasse aus so viel verschiedenen Elementen, wie die
crste Zall angibt und merke sie dir, dann suche die Permutations-
zabl der zweiten Zahl, und so gross wic “die Zahl, die angibt,
wie oft das Zwischenresultat in diesem Ergebnis enthalten ist,
ist das Gesuchte. Beispiel dafiir: Dn wilist die Anzahl der Com-
binationen der finften Klasse aus 8 Elementen wissen, Sieh, wie
oft die aus 1, 2, 3, 4, 5 zusammengesetzte Zah! in der aus
4, 3, 6, 7, 8 zusammengeselzten enthalten ist. Nun ist die aus
4,5, B, 7, 8 zusammengesetzte Zahl 6720, und die aus 1,2,8,4,5
Zzusammengesetzte ist 120, 6720 enthilt 120 aber 56 mal, siehe,
56 ist das Gesuchte. Die Art der Teilung wirst du im nichsten
Kapitel kennen lernen. Und wm os dir zu erleichtern, so weisst
du schon, dass die Anzahl der Combinationen der fiinften Klasse
aus 8 verschiedenen Klementen pleich "der Aazahl der Combina-
tionen der dritten Klasse aus diesen Elementen ist, deshalb sieh,
wie oft die aus den Zaklen o, T, § gebildete Zahl, die 336 ist,
die aus 1, 2, 3 gehildete Zsbl, die gleich 6 ist, enthiilt, sie ent-
hilt sie aber ‘58mal, so viel sind die Combinationen der dritten
Klasse ans 8 Elementen; so viel sind auch die Combinationen der
finften Klasse. Der Grund dafiiv ist in dem Fritheren schon
angegeben.

Finftes Kapitel:
Vonder Division von Zahlea durch Zahlen.
Du weisst schon; dass jedes Produkt den einen seiner Fak-

toren so oft enthiit, wie die Anzahl der Einheiten des andern
Faktors angibt. Wenn du daher die Zahl des Produkts und
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einer der Faktoren kennst, so kannst du den andern Faktor be-
rechnen. Und siehe, das Vorgehen bei dieser Operation ist so,
dass du dir die Zahl des Produkts (den Dividenden) in eine Reihe
schreibst und darunter in eine andre Reihe den bekannten Faktor,
dann teilst du die obere Reihe durch die unlere, das Resultat
ist der zweite Faktor. Wie du aher die ohere Reihe durch die
untere teilen sollst, wird so sein, wie ich dir sagen werde. Be-
trachie zuerst die letzte Zahl der untern Reihe und die Zahl in
der Stufe vorher, und alle Zahlen, die in den nach friiheren
Stufen der untern Reihe sind, betrachte als wiren sie 1 in der
vorletzten Stufe. Was du  an Einheiten in der letzten Stufe
hast, betrachte als Einer, und was du an Einheiten in der vor-
letzten Stufe hast, seien Zehntel eines Ganzen, merke dir, was
du an Einern und Zehnteln hast. Dann betrachte die letzte
Zahl der obern Reihe, sie gebe dir Einer und die Einheiten, die
in der Stufe vorher sind, seien Zehntel, um die @brigen “ahlen
kiimmere dieh nicht. Und wenn das, was dwa an Einern und
Zehnteln erhalten hast, mebr ist als das Gemerkte oder so viel
wie das Gemerkte, so rechne aus, wie viel ganze Male das Ge-
merkte darin enthalten ist, das Resultat setzest du in eine mitt-
lere Reihe zwischen die beiden Reihen in die Rubrik, deren Ab-
stand nach vorn von der letzten Rubrik der obern Reihe so gross
ist wie der Abstand der letzten Rubrik der  untern Reihe von
der Rubrik der Einer. Dann multipliziere die untere Reihe mit
der Zahl in der Resultatreihe, das Resultat ziehe von der obern
Reihe ab und schreibe den Rest itber die obere Reibe und
streiche die friihere obere Reihe aus. Und wenn die letzte Zahl
der obern Reihe mit den Zehnteln, die dabei waren, nicht soviel
war wie das Gemerkte, so hole die letzte Stufe in die Vorher-
gehende herab, rechne die Einer von ihr und die Zehntel von
der Vorhergehenden. Sieh, wic viel ganze Male das Resultat
die gemerkte Zahl- enildlt, und schreibe das Ergebnis in die
Hubrik, deren Abstand vpach vorn von der letzten Rubrik der
obern Reibe nach der Erniederung so gross ist, wie der Abstand
der letzten Rubrik der untern Reihe von der Rubrik der Einer,
dapn machst du es so weiter, wie oben angegeben. Dann machst
du es mit der obern Reihe, die du jetzé behalten hast, wie du
es mit der ersten oberen Reihe gemacht hast, und so fahrst du
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fort, bis dir in der oberen Reihe nichis bleibt, oder bis die obere
Reibe die untere nicht mehr enthélt. Im Folgenden werden wir
dir zeigen, was du mit diesem Rest machen sollst. Und manch-
mal wird es vorkommen, dass wir in der Resultatreihe zweimal
in eine Rubrik schreiben miissen, aber es ist selten, dass das
vorkommt.

Beispiel dafiir: Wir wollen die Reihe 987654321 durch die
Reihe 9437 teilen. Siehe, die letzte Zahl der untern Reihe, 9437,
ist 9, sie seien Ganze, in der Rabrik vorher stebt die Zahl 4,
und alles, was vorher isi, gilt anndherungsweise als 1 in dieser
Rubrik, sodass 5 darin siehen, sie gelten als Zehntel. Daher ist
das zu Merkende 9 Ganze und 5 Zehntel. Siehe nun, 9 Ganze
und 8 Zehntel enthdlt 9 Ganze und 5 Zehntel einmal, daher
schreiben wir ! in die Reibe zwischen dep beiden Reihen in die
vierte Rubrik vor der letzten der oberen Reihe, weil die letzle
Zahl der untern Reihe von der vierten Stufe ist. Demnach ist
die 1 in der Resulfatreihe von der sechsten Stufe. Wir multi-
plizieren die untere Reibe mit 1 und erhalten 7 in der sechsten
Stufe, 3 von der sisbten, 4 von der achten, 9 von der neunfen,
wir ziehen das Ergebnis von der obern Reihe ab, es bleiben in
der obern Reihe 43954321, das schreiben wir iber die obere
Reihe und streichen die frithere obere Reihe aus. Und siehe, in
der letzten Rubrili der oberen Rethe sind mit dem, was vorher
stebt, 4 Ganze 3 Zehntel, das ist weniger als das zu Merkende,
daher holen wir 4 als 40 in die vorhergehende Rubrik herab, 3
waren dort schon, das sind 43, und 9 Zehniel kommen aus der
Rubrik vorher. Wir teilen 43 und 9 Zehntel durch 9 und 5 Zehntel,
das zun Merkende, das ergibt 4 Ganze, wir schreiben 4 in die
mittlere Reihe in die vierte Rubrik vor die der 43, daher sind
die 4 von der vierten Stufe. Wir multiplizieren die untere Reihe
mit 4 und erhalten 8 in der vierten Rubrik, 4 in der fiinfSen,
7 in der sechsten, 7 in der siebten, 3 in der achfen.

Wir ziehen das Ergebnis von der zweiten oberen Reihe ab,
und es blieben 6206321, Siehe, was in der letzten Rubrik und
in der vorangehenden steht ist weniger als der zu Merkende,
daher holen wir die 6 der letzten Rubrik in die vorhergehende
als 60 herab, und 2 waren dort, das sind 62, in der Rubrik vor-
her ist nichts, Wir teilen 62 durch das zu Merkende, das gibt
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6, wir setzen sie in die dritte Rubrik, weil sie die vierie vor
der Rubrik detr 62 ist, die wir geteilt haben, Wir multiplizieren
6 von der dritten Stufe mit der untern Reihe, ‘das gibt 2 in der
dritten Stufe, 2 in der vierten, ¢ in der finften, 6 in der sechsten,
5 in der siebten., Wir ziehen das Krgebnis von der dritten
oberen Reihe ab, es bleibt als vierte ohere Reihe 544121, Wir
holen 5 in die vorhergebende Rubrik herab, mit den 4, die dort
standen sind es 54, und die 4 in der Stufe vorher sind 4 Zehntel,

Reihe d. Dividenden

Resultatreihe
Reibe des Di\'__izc_c‘)_li

wir teilen 54 und 4 Zehnfel durch das zu Merkende, das gibt 5,
wir schreiben sic in die mittlere Reihe in die zweite Rubrik,
denn sie ist die vierte vor der Rubrik, die wir geteilt haben,
Wir multiplizieren 5 von der zweiten Stufe mit der untern Reibe
und erhalten 471850, das zieben wir von der vierten oberen
Reihe ab, es bleiben 72271, das ist die fiinfte obere Reihe. Wir
holen 7 in die Rubrik vor ihr herab, mit den 2, die dort waren,
sind es 72, wir teilen sie durch das zun Merkende, das gibt T,
wir setzen sie in die mittlere Reihe in die erste Rubrik, da sie
die vierte vor der Rubl'il{ist, die wir getcilt haben. Wir multi-
plizieren 7 von der ersten Stufe mit der unteren Reihe das gibt
66059. Siehe, das Resultat in der wmittleren Reibe ist 104857,
der Rest der oberen Reihe ist 6212, wir schreiben sie in die
sechste Reihe, Richte dich in dhnlichen Fillen danach!

1du musst nun wissen : wenn die Zahlen in der oberen Reihe
bis zu der Rubrik, deren Entfernung von der letzien dieser Beihe
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50 gross ist wic der Abstand der letzien Rubrik der untern Reihe
von der ersten, wenn wir sie alle in diese Stufe herabgeholt
haben, gleich den Zahlen der untern Reihe sind, nachdem wir
sie in die erste Stufe aber noch weiter heruntergeholt haben,
so ist es richtig, dass du in die Resultatreibe in die gehbrige
Rubrik eine 1 schreibst, selbst wenn du in der obern Reihe die
Zahl der Zehntel nach der angegebnen Weise nicht ganz er-
reichst, '

Beispiel : Du hast die Reihe 9, 4, 3, 7 durch die Reihe
9, 4, 3 zu teilen. " Das zu Mérkende, wird nach dem Angegebenen
9 Kiner und 5 Zehnte! stin, in der obern Reihe sind aber o
Ganze und 4 Zehntel, deshalb konnten wir nach dem Vorherigen
glauben, wir milssten die 9 in die Stefe vorher herunter holen.
Wenn wir aber Y, 4, 3 der obern Reihe in die dritte Rubrik vor
der Rubrik der 9 herunter holen, so sind es 948, so gross ist
aber auch die Zahl der untern Rethe, wenn wir sic in die erste
Rubrik gebracht haben, daher setze in die zweite Rubrik der
Resultatreihe 1, multipliziere damit die untere Reihe und ziehe
das Ergebnis von der obern Reihe ah, dann bleiben dir in der
obern Reihe nur 7 von der ersten Stufe. Richte dich in &hn-
lichen Fallen danach! An so ctwas musst du denken, wenn die
letzte Zabl der untern Reihe gleich der letaten der obern und
die nichste Zahl davor in der untern gleich der niichsten Zahl
davor in der obern ist. Da es nun angebrachi ist, auseinander-
zusetzen, was du mit dem Rest in der obersten Reihe tun sollst,
und es keinen Weg fiir diese Auseinandersetzung gibt, wenn man
nicht vorher den Weg fiir die Multiplikation von Briichen und
ganzen Zahlen auseinand'ergesetzt hat, so wollen wir znerst den
Gang der Multiplikation von Briichen und Doppelbriichen auf alle
Weisen anseinanderseizen ),

Wisse, dass das Verbiltnis eines jeden Bruches zu 1 gleich
dem Verhéltnis von 1 zu dem Nenner dieses Bruchs ist. Beispiel:
/3 verhdllt sich zn 1, wie I zu 3, dem Nemmer von '/, wail 1
eben Y5 von B ist, Wenn das beachtet ist, so wollen wir aus-
einandersetzen, dass das Verhilinis des Produkis aus 1 und
einem gegebenen Brueb zu dem Produkt 1.1 gleieh dem Ver-
hilltnis von 1 zu dem Nenner des gegebenen Bruchs ist. Beispiel:
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Das Produkt 1., verhilt sich zu dem Produkt 1.1 wie 1 zu 3.
Das ist so, denn das Verhiltnis des Produkts 1.1/ zu dem
Produkt 1.1 ist gleich dem Verhiltnis Y3 zu 1, aber das Verhiltnis
/s zu 1 ist gleich dem von 1 zu 3 und das Verbéltnis 1:9 ist
‘fa, also ist das Produkt aus 1y uud 1 gleich dem dritten Teil
von 1, weil das Produkt 1.1 gleich 1 ist. Und ebenso beweist
man, dass das Produkt einer gegebenen Anzahl von ganzen
Zahlen oder einer ganzen Zabl in eine gegebene Anzahl von
Briichen oder einen Bruch, so viel derartige, durch den Nenner he-
stimmte, Teile sind, wie das Produkt aus Multiplikator und Mul-
tiplikanden besagt. Beispiel: Wir wollen 5/, und 40 Ganze mul-
tiplizieren ; wir behaupten, dass das Resultat so viel siebte Teile
vor 1 sind, wie das Produkt 5.40, das gleich 200 ist, besagt.
Das ist so, denn das Verhiiltnis 5/; .40 zu /.1 setzt sich aus
2 Verhiltnissen zusammen, aus dem Verhiltnis 5 zu 1 und
40 zu 1. Nun ist das aus diesen DLeiden zusammengesetzte Ver-
haltnis gleich dem von 200 zu 1. Also verhilt sich das Produkt
3, .40 zu /7.1, wie 200 zu 1, aber das Produkt '/z .1 ist gleich
/7, also ist das Produkt %/;.40 gleich 200 mal dem siebten Teil
“von 1, das ist 28 Ganze und'4,. Ohne Zweifel kann man die
Sache auf dieselbe Weise beweisen, wenn nur einer der beiden
Faktoren, d. h. die Briiche oder die Ganzen, eine Zahl aufweisen.
Nachdem so die Multiplikation von Britchen und ganzen Zahlen

auf alle Weisen dargelegt ist, wollen wir den Gang bei Multi-
plikation von Briichen mit Britchen darlegen. Wir wollen zeigen,
dass das Verhélinis des Produkts zweier Briiche zu1 gleich dem
Verbilltnis von 1 za dem Produkt des cinen Nenners in den
andern ist. Beispiel : Das Verhiltnis des Produkts Ys. Vs 2u 1
ist gleich dem Verhéltnis von 1 zu dem Produkt 3.5, das gleich
15 jst. Das ist der Fall, denn das Verhiltnis des Produkts
Y3.',5 zu dem Produkt 1.1, das gleich 1 ist, setzt sich aus den
zwei Verhéltnissen /3 zu 1 and Y5 zu 1 zusammen, und ebenso
setzt sich das Verhdltnis des Produkts 1.1, das gleich 1 ist, zu
dem Produkt 3.5, ans 2 Verhdltnissen, '/, zu 1 und s zu 1
zusammen. Aber auch das Verhiltnis des Produkts !/y.%/, zu
dem Produkt 1.1 war aus diesen beiden Verhéltnissen zusammen-
gesetzt, also verhdlt sich das Produkt Y;. '/ zu 1 wie 1 zu dem
Produkt 3.5. Nun ist der Wert des Verhiltnisses von1zu3.5



gleich Y/,;, also ist das Produkt */5. %, gleich dem fiinfzehnten
Peil von 1. Richte dich in #bnlichen Féllen danach,

So beweist man, dass das Produkt aus i/y und !/; gleich
dem neunten Teil von 1 ist, und so beweist man auch, dass das
Produkt einer gegebenen Anzabl! von Briichen oder eines Bruches
in eine gegebene Anzahl von Briichen oder einen Bruch gleich
soviel derartiger, durch das Produkt der beiden Nenner benannter
Teilen ist, wie das Produkt aus dem Zihler des Multiplikators
und dem des Multiplikanden angibt. Beispiel: Wir wollen #/; mit
8/ multiplizieren und behaupten, dass das Resultat gleich soviel
dreiundsechzigstel Teilen von 1 — das ist durch das Produkt
der beiden Nenner bestimmt — ist, wie das Produkt 4.5, also
20, angibt. Das ist der Fall, denn das Verhdlinis !/;. !/, 2u
4j7 . 3y setzt sich aus 2 Verbiltnissen zusammen, aus dem Ver-
kiltnis von 1 zu 4 und dem von 1 zu 5, aber dieses zusammen-
gesetzte Verhilltnis ist gleich dem wvon 1 zn 20, alsa verhilt sich
das Produkt /.Y, zu dem Produkt 4/;.54 wie 1 zn 20. Das
Produkt 17 .1y ist aber der dreiundsechzigste Teil von 1, also
ist 4;.%, gleich 20 solchen dreiundsechzigsten Teilen von 1.
Richte dich in #hnlichen Fallen danach. Und ohne Zweifel be-
weist man das auf ebendiese Weise, wenn nur einer von ihnen
einen Zihler hat.

Und wenn dieses alles klar isi, so wollen wir dir zeigen,
auf welche Weise man den Nenner bei einem Doppelbruch findet.
Wir behaupten, dass der Nenner eines Doppelbruchs die Zahl ist,
die sich ans dem Produkt der Nenner dieser Briiche zusammen-
setzt. Beispiel: Der Nenner von einem Drittel eines Fiinftels
eines Drittels ist aus den 3 Zahlen 3, 5, 3 zusammengesetzt,
daher ist er der fiinfundvierzigste Teil von 1. Das ist so, denn
das® Verhiltnis des Produkfs '/5./s zu dem Produks 1.1 ist
gleich dem Verhdltnis des Prodnkts 1.1 zu dem Produkt 3.5,
also ist Ys.%s gleich dem fiinfzehnten Teil von 1. Und ebenso
‘ist das Verhiltnis des Produkts Y5.'f;s von 1 zu dem Pro-
dukt 1.1 wie das Verh#ltnis des Produkts 1.1 zu dem Produkt
3,15,

Und nachdem wir den Nenner kennen, kannst du die Multi-
plikation auf die vorige Weise sowohl bei ganzen Zahklen als bei
Briichen durchfiihren. Beispiel dafity : Wenn wir 3/; eines Drittels



4y

mit 7/s multiplizieren wollen, so ist der Neuner fiir ein Siebtel
eines Drittels 21, und der Nenner von /g ist 8, die aus den
beiden Nennern zusammengesetzte Zahl ist 168. Wir multipli-
zieren 5 mit 7, das gibt 35, es sind 35 Teile, von denen 168 ein
Ganzes geben. Richte dich in dhnlichen Fillen danach.

Die Weise der Addition von ungleichnamigen Briichen :
Suche das kleinste gemeinschaftliche Vielfache fiir diese Briiche,
das ist der Nenner,und von ihm nimmst du diese Briiche inihrer
Gesamtheit, und das Resultat teilst du durch den Nenner, das
ist das Gewiinschte. Beispiel dafi: Wenn wir /3 und 4/, und
% und 3/, eines Sechstels addieren wollen, so wissen wir schon,
dass das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 3, 5, 6, 24
gleich 120 ist; die Weise des Aufsuchens hat Euklid schon dar-
gelegt. Nun sind 2/3 gleich 80, das zeigt sich, wenn wir 120
durch 3 teilen und zwei gleiche Teile des Resultats nehmen, *;
sind 96,°/ sind 100 und 3/, eines Sechstels sind 15, Addieren
wir alle diese Zahlen, so ergibt das 291. Wir teilen 291 durch
120, das gibt zwei Ganze und 51 Teile, von denen 120 auf eins
gehen, Das ist so, weil 2/3 von 1 sich zu 1 verhilt wie
%3 von 120 zau 120, so zeigt man das auch bei den iibrigen
Zahlen. Addieren wir, so verhiilt sich die Summe aller dieser
Briiche zu ! wie 291 zu 120. Richte dich in ihnlichen
Fillen danach.

Der Weg, das Resultat der Multiplikation von Briichen mit
Briichen oder Doppelbriichen zu finden: du weisst schon, dass
die Multiplikation von Britchen wit Briichen Briche ergibt, deren
Nenner sich aus ihren Nennern zusammensetzt, und es ist schon
bewiesen, dass die aus mehreren anderen zusammengesetzte Zahl
jede der Zahlen so oft enthilt, wie die Einheiten der aus den
librigen Zahlen zusammengesetzten angeben, und so enthilt sie
die aus irgend welchen von ihnen zusammengesetzte Zahl
so oft, wie die Einkeiten der aus dem Rest der Zablen zusam-
mengesetzten angeben. Wenn dem so ist, und du teilst die Zahl
die du hast, durch eine der Zahlen, wird das Resoltat Teile er-
geben, die die aus den anderen zusammengesetzte Zahl als
Nenner hat. Beispiel dafiir: Wenn du /; mit 7/s multiplizierst
s0 kommt 42 heraus, und wenn du 42 durch 7 teilst, so enthilt
das Resultat, das du bekommst, Achtel, weil die aus 7 und 8




zusemmengesetzte Zahl 7 achtinal enthilt, daher ist das Resultat
6/s. Und wenn du 42 durch S teilst, so enthilt das Resultat
Siebtel. Daher ist das BResultat 3/; und 2/; eines Siebtels. Ein
anderes Beigpiel : Wenn du %5, mit 6/; eines Drittels multipli-
zieren willst, und multiplizierst 28 mit 6, so ergibt das 168,
Wenn du nun 168 durch 29 teilst, so bekommst du Siebtel eines
Drittels, das sind die iibrigen Briiche, und dein Resultat ist 5j;
eines Drittels und 2%, eines Siebtels eines Drittels. Und wenn
du durch die aus 7 und 3 gebildete Zahl, also 21, teilst, so be-
steht das Resultat aus Neunundzwanzigsteln, das ist der andere
Bruch, daher ‘ist das Ergebnis 8/, Und wenn du durch 7 teilst,
g0 erbiltst du dritte Teile von Teilen, von denen 29 auf 1 geben,
und daher ist das Resultat 24 dritte Teile von Teilen, von denen
29 auf 1 gehen, das sind 8%, Und wenn du durch 3 teilst, so
erhiiltst du siebte Teile von Teilen, von denen 29 auf 1 gehen;
und daher ist das Resultat %', Teile, von denen 29 auf 1 gehen,
das sind 8j24. Richte dich in dhnlichen Fiéllen danach.

Die Weise, Briiche mit Briichen zu multiplizieren und das
Resultat mit Briichen u. s. w.:Multipliziere die Zihler der ersten
Briiche mit den Zihlern der zweiten und das Resuliat mmltipli-
ziere mit dem Zahler der dritten Briiche u. s. w., bis alle Briiche
zu Ende sind. Dann dividiere das Resultat mit dem Nenner eines
der Briiche oder mit dem Produkt der Nenner beliebig vieler der
Briiche, das Resultat, das du erhiilist, ist eine gewisse Zahl von
Briichen, deren Nenner das Produkt der Nenner der iibrigen
Briiche ist, du wirst dir die bequemste Weise zur Division her-
aussuchen. Beispiel dafiir: Wir wollen &, mit 5;, das Resultat
mit ¥, das neue Resultat mit 7/;, dieses Resultat mit 24, das
Resultat mit ?; und dieses Resultat mit einem Drittel eines
Drittels multiplizieren. Wir multiplizieren 6 mit 5, das gibt 30,
multiplizieren 30 mit 3. das giht 90, multiplizieren 90 mit 7,
das gibt 630, multiplizieren 630 mit 2, das gibt 1260, multipli-
zieren 1260 mit 2, das gibt 2520, multiplizieren 2520 mit 1, das
gibt 2520. Siehe, die Briiche, die duw hast, sind : Siebtel, Sechstel,
Viertel, Achtel, Drittel, Siebtel, Drittel eines Drittels. Und wenn wir
2520 durch den Nenner eines dieser Briiche dividieren, so enthilt
das Resultat Teile, die durch die Zahl benanut sind, die sich aus den
Nennern der iibrigen Briiche zusammensetzt. Und da die Zahl




gross ist, ist es bequem, dass du durch eine Zahl teilst, die sich
aus einem Teil der Nenner zusammensetzt, und von der du
glanbst, dass es am bequemsten ist, durch sie zu teilen, Teilst
du durch die Zahl, die sich aus 7, 6, 3, 4, zusammensetzt, nim-
lich 504, so gibt das 5, das sind Briiche, die als Nepner das
Produkt der Nenner der iibrigen Briiche haben. Nun -sind die
iibrigen Briiche Achtel, Siebtel, Drittel eines Drittels, also ist
das Resultat dieser Multiplikation 5 Achtel von Siebteln wvon
Dritteln eines Drittels. Richte dich in dhnlichen Fillen danach.
Das ist so, weil man mit geringem Nachdenken sehen kann, dass
das Resultat 2520 Teile von 1 sind, die als Nenner das
Produkt der Nenner aller Briiche haben. Ueberlege es, du wirst
es verstehen,

Ein anderer leichterer Weg dafiir: Wisse, die Zahl, die sich
aus gegebenen Zahlen und gegebenen Briichen zusammensetzt,
verhidlt sich zu 1 wie das Verhfiltnis, das sich aus dem Ver-
hiltnis der Zihler dieser Briiche als Vordergliedern zn den Nennern
dieser Briiche als Hintergliedern zusammensetzt. Beispiel dafir:
Das Verhaltnis des Produkts 3%;.4 .25 eines Viertels zu dem
Produkt 1.1 und dem Produkt aus 1 und diesem Resultat, das
auch 1 ist, setzt sich aus drei Verhiltnissen zusammen: Aus dem
Verhdltnis von 3; zu 7, was gleich eins ist, aus dem Verhaltnis
von *5 zu 3, was gleich eins ist, und aus dem Verhdltnis von
2312 ZU '3y, was auch gleich einsist. Nun weisst du schon, dass,
wenn man die Ordnung der Vorderglieder oder der Hinterglieder
oder beider zugleich vertauscht, das zusammengesetzte Verhiltnis
dasselbe bleibt. Wenn dem so ist, und du hast eine Anzahl von
Briichen mit einer Anzahl von Briichen zu multiplizieren u. s, w.,
so kannst du die Zihler der cinen Briiche mit den Zihlern der
anderen Briiche vertauschen, wenn es fiir die Multiplikation be-
gquemer ist. Beispiel dafiir : Wenn du 3/; mit 7y zn multiplizieren
hast, so kannst du die 7 zu den Siebfeln hiniibervertauschen,
dann hast du 3)s wnd *f-, was gleich 1 ist, zu multiplizieren, das
Resultat ist 3/;, das ist das Gewiitnschte. Ein anderes Beispiel:
Wenn du 4. mit 5 multiplizieren willst, so kannst dn die 4 zn
den 8 hiniibervertanschen, und du hast g, was gleich der Halfte
von eins ist, mit 3; zu multiplizieren und dun erhiltst 2/; und ‘/g S
Pras ist das Gewiinschte. '
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Ein anderes Beispiel : Wenn du 3j; mit 45, das Resultat mit
8., das Resultat mit 7 zu multiplizieren hast, so vertausche die
Zihler, die 3, 4, 6, 7 sind, so dass sie an den bequemsten Stellen
stehen, daher setze die 7 zu den Siebteln, die 4 zu den Vierteln,
die 6 zu den Achteln und die 3 zun den Fiinfteln, dann hast du
., also 1, mit ¥, das auch gleich 1 ist, zu multiplizieren, das
oibt 1, das Resultat, also 1, multipliziere mit 65, du erhdltst %,
das Resultat multipliziere mit 35, du erhéltst %, eines Fiinifels.
Teilst du durch 4, so enthilt das Resultat Fiinftel, und du be-
kommst 25 and '/, eines Fiinftels. Teilst du durch 5, so enthélt
das Resultat Viertel, du erhiltst 1, und 45 eines Viertels, das
ist das Gewiinschie.

Ein anderes Beispiel: Wenn du 3/; mit /s, das Resultat mit
Tle, das Resultat mit 4, zn multiplizieren hast, vertausche die
Zshler, 3, T, 4, so dass sie an den bequemsten Stellen stehen.
Daher setze die 3 zu den Sechsteln, die 4 zu den Achteln, die
7 zu den Neunteln, es bleibt 1/s ohne Zdhler. Dann multiplizierst
du %, das ist !js, mit s, das auch ' ist, du erhiiltst '/, muolti-
pliziere es mit 1, du erhéltst Y eines Finftels, multipliziere 7,
mit I/, eines Fiinftels, so erhiltst du ), eines Fiinftels eines
Neuntels. Richte dich in dhnlichen Fiéllen danach,

Die Weise der Multiplikation beliebiger Britche und einer
Summe ungleichnamiger Briiche: Wenn du mit einem beliebigen
Brueh oder mit einer Anzahl beliebiger Briiche eine Summe un-
gleichnamiger Briiche zu multiplizieren hast, so multipliziere mit
dem gegebenen Bruch oder den gegebenen Briichen die erste
Art der ungleichnamigen Briiche, teile das Resultat durch den
Nenner des Multiplikanden, damit das Resultat Teile sind, die
dem Multiplikator entsprechen, so machst du es, bis die ganze
Reile mit dem ersten (lied des Multiplikators multipliziert ist,
dann sind alle Briiche, die du im Resultat hast, Briiche von der
Benennung des Multiplikators.

Beispiel : Wir wollen 5, Tjs und 1fp, mit *;3 multiplizieren.
Wit multiplizieren 2 mit 6, das gibt 12, teilen es durch T, den
Nenner des Multiplikandenbruchs, das gibt 1 und 35 und zwar
sind g und ¥, eines Drittels. Wir multiplizieren 2 und 7, das
gibt 14, teilen das durch 8, das entspricht dem Multiplikanden-
bruch, es gibt 1 &, das ist Y3 und 3 eines Drittels, Wir mul-




tiplizieren 2 und 8, das gibt 16, teilen es durch 9, das gibt 1
und 7y, und zwar ist das Y5 und Y cines Drittels. Wir addieren
alle Briiche des Resultats, das waren %3, %7 eines Drittels, ¥,
cines Drittels, 7, eines Drittels, das gibt I Gtanzes und 23 wnd
61 Teile, von den 756 ein Ganzes sind. Richte dich in dhnlichen
Fillen danach,

Und wenn du ganze Zahlen und Briiche, so viele es seien
mégen, mit ganzen Zablen und Briichen, so viele es seien mégen,
ziw multiplizieren hast, so weisst du Ja schon, wie man ganze
Zahlen mit einander und ganze Zahlen mit Briichen und Briiche
mit Briichen zu multiplizieren hat. Daher multiplizierst du mit
allen Ganzen der Multiplikatorreihe alle Ganzen und Briiche der
Multiplikandenreihe, dann multiplizierst du mit allen Briichen der
Multiplikatorreihe alle Ganzen und Briiche der Multiplikandenreihe,
Beispiel dafiir: Wenn dua mit 12 Ganzen und 8/; und ¥, 21 Ganze
und 24 und 3/, multiplizieren willst, so multipliziere 12 und 21,
das gibt 252, multipliziere 12 und %5, das gibt 8 Ganze, multi-
pliziere 12 und 3/,, das gibt 9 Ganze. Dann multipliziere 875 und
21 Ganze, das gibt 12 Ganze und %;, multipliziere 3/; mit s, das
gibt 2/, multipliziere 3/; und 3/, das gibt %/, und 1/, eines Fiinftels.
Multipliziere %/, und 21 Ganze, das gibt 9 Ganze und '/, multi-
pliziere */y und %/, das gibt 2/, und %/; eines Neuntels, multipli-
ziere /5 mit ¥/, das gibt !f,. Addieren wir alle Ergebnisse, so
erhalten wir 292 Ganze %/, und 7 Teile, von denen 540 auf 1
gehen, das ist das Gewiinschte.

So ist ein abnlicher Fall, wenn dort Doppelbriiche sind, denn
du weisst schon, anf welche Weise man sie multipliziert. Man-
chesmal hast du da viele Operationen notig, wie z. B, wenn dun
eine Anzahl von ganzen Zahlen und Briichen und von Produkten
aus Briichen und Briichen oder ganzen Zahlen mit ganzen Zahlen
und Briichen und Produkten von Briichen und Brichen zu multi-
plizieren hast. Der Weg ist hier der, dass du zuerst den
Multiplikator berechnest, indem du suchst was das Produkt er-
gibt und das zu den Ganzen und Briichen addierst, kwmz, du
addierst zuerst den ganzen Multiplikator. Dann addierst du den
Multiplikanden and multiplizierst dann anf die vorige Art alles,
was i der einen Reihe steht, mit allem, was in der andern ist,
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Und wemn du Briiche, soviel essind, vonunglelchnamigen Briichen
abzuziehen hast, so suche zuerst das Kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Nenner aller dieser Briiche, und das wird der
Nenner, von ihm nimmst du die Teile, die du abziehen willst,
setzest sie in eine Reibe: damn nimmst von ihm die Teile, von
denen du abziehen willst, und von ihnen ziehst du die andre
Reihe ab, was dir bleibt, sind Teile, die den Nenner haben, den
wir genommen. Das ist Klar.

Kin andrer Weg, ganze Zahlen und Briiche mit gunzen Zah-
len und Briichen zu multiplizieren : Nimm das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der Nenner aller dieser Briiche, es ist jetzt
der Nenner, mit ihm multipliziere die Multiplikatorreihe, setze
das Ergebnis in eine erste Reihe. Auch die Multiplikandenreihe
multipliziere mit dem Nenner und setze das Resultat in eine
zweite Reihe. Multipliziere mit der obern Reihe die untere,
teile das Krgebnis durch das Quadrat des Nenners, das
Resultat ist das Gewiinschte. Beispiel : Du hast mit 12 (3anzen
und 3, und 4y 21 Ganze und %y und ¥ zu multiplizieren. Du
weisst, dass das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller dieser
Nenner 180 ist. Nimm 12 Teile, die gleich 180 sind, und 3; von
von 180 und %, von 180, das gibt 2348, setze das in eine Reihe.
Nimm 21 Teile die gleich 180 sind, und 3 von 180 und 3; von
180, das gibt 4085, setze sie in die andre Reihe. Multipliziere
die eine Reihe mit der andern, das gibt 9474180. Teile das Er-
gebnis durch das Quadrat von 180, das gibt 292 Ganze, es bleibt
als Rest 13380, das sind Teile, von denen so viele auf ! gehen,
wie das Quadrat von 180 besagt. Und wenn du das prifst,
findest du den Rest gleich 2 und 420 Teilen, von denen so viel
auf 1 gehen, wie das Quadrat von 180 angibt, das sind *; und g4,
das stimmt mit der ersten Rechnung. Richte dich in #hnlichen
Fillen danach. Das ist so, denn, weil jeder Faktor des Produkts
mit 180 multipliziert wurde, ist das Verhéltnis des einen Produkts
zu dem andern gleich dem Verhiltnis des einen Faktors zu dem
entsprechenden, mit sich selbst multipliziert, weil die Flichen5?)
shnlich sind. Aber das Verhiiltnis des einen Faktors zum andern
ist 180 zu 1, also verhilt sich das eine Produkt zum andern,
wie das Quadrat von 180 zu 1, also enthdlt das Produkt, dessen
Faktoren mit 180 multipliziert sind, das Quadrat vom 180 so oft,
wie das erste Produkt angibt, 7
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Nachdem mun die Weise der Multiplikation auseinandergesetzt
ist, wollen wir dir angeben, was du mit dem anfangen sollst, was
du nicht teilen konntest. Der Gang ist der, dass du teilst, so-
weit du teilen kannst, und der Rest stellt Teile dar, von denen
0 viele auf 1 gehen, wie die Zahl der Divisorreihe angibt. Bei-
spiel dafiir: Wenn du 53 durch 14 teilen willst, so gibt das 3
Rest 11. Das sind 11 Teile, von denen 14 auf 1 gehen. Das
ist so, weil ¥, multipliziert mit 14, 14 Teile bedeutet, von denen
14 auf 1 gehen, also ein Ganzes. Daher geben die 11 Teile,
wenn sie mit 14 multipliziert werden, 11 Ganze. Ddas war unser
Rest. Richte diek in dhnlichken Fillen danach.

Wenn du ganze Zahlen und Briiche durch ganze Zahlen und
Briiche teilen willst, so suche den Generalnenner aller dieser
Briiche und multipliziere mit-ihm die ganze Reilie, die du teilen
willst, setze das Resultat in eine Reihe, dann multipliziere mit
dem Generalnenner die Reibe, mit der du teilen willst, setze das Er-
gebnis in eine zweite Reihe unter die erste, so dass du die Re-
sultatreihe zwischen die zwei Reihen setzen kannst. Und weun
du das vollendest hast, so teile die obere Reihe durch die untere,
das Ergebnis ist das gesuchte Resultat. Beispiel dafiir: Wenn
du 84 und 3i; und 3, durch 10 und ?3 und 3¢ teilen willst, so
ist der Generalnenner fiir alle diese Briiche 120, Wir multipli-
zieren 84 and 35 und 3, mit 120, das gibt 10242, das ist die zun
teilende Reihe. Wir multiplizieren 10 und 2, und 3y wmit 120,
das gibt 1325. 'Teilst du damn die obere Reilic dureh die untere,
80 gibt das 7 Ganze und 967 Teile, von denen 1325 ein Ganzes
bilden, das ist das Gewiinschte. Das ist so, denn es sind erstens
84 Ganze und 3, und 3, zweitens 10 Ganze und %; und 8¢ in
gleicher Weise, niimlich 120mal vergréssert worden, also verhalten
sich die vergrisserten ersten Teilc zu den vergrosserten zweiten,
wie die ersten zu den zweiten. Das Verhiltnis der vergrisserten
ersten Teile zu den vergrosserten zweiten hat aber den Wert
T Ganze %595, also hat das Verhiltnis der ersten Zahl zur
zweiten auch den Wert 7 Ganze %7,,,.. Wenn du die Probe
darauf machen willst, multipliziere 10 uwnd 2y und 3¢ wit 7 wnd
987 405, dann wirst du 84 Ganze *; und %, erhalten.

Nachdem dieses auseinandergesetzt, ist es angebracht, dir
die Weise der Division bej p2eometrischen Brilehen® zy erlintern,
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Du weisst schon, dass das Ergebnis der Multiplikation von Briichen
mit Briichen in die Stufe gehort. deren Abstand von der Stute
des Multiplikators nach vorn gleich dem Abstand des Multipli-
kanden von der Stufe der Einer. ist. Und wemn das beachtet
ist, so will ich dir einen Weg angeben, Britche und ganze Zahlen
mit Briichen und ganzen Zahlen zu multiplizieren, und darauns
kannst du alle Weisen der Multiplikation von Briichen ersehen.
Wenn du Ganze und geometrische Briiche mit ganzen Zahlen und
solchen Briichen wultiplizieven willst. so ist es ungebracht, dass du
die Zahl, die weniger Zahlen in ibren Stufen hat. in eine RHeihe
nach ihren Rubriken hinschreibst und einen Strich zwischen die
ganzen Zahlen und die Bréiche machst, wie wir es oben erwalmt.
Dann schreibe die andre Zahl nach ihren Rubriken in eine andre
Reihe darunter, multipliziere die evsie Zahl der obern Reihe und
die erste der untern und setze das Resultat in die  gehorige
Rubrik, wenn mehr als 60 herauskommt, teile das Resultat dureh
60, das Ergebnis sind Einer in der folgenden Rubrik, und den
Rest setzt du in die gehorige Rubrik. Und wenn in der folgen-
den Rubrik mehyr als 60 heranskime, so teilst du noch einmal
durch 60. So machst du es, bis du zu der Stufe der Einer
kommst, und von da an teilst du nur durch 10, der Grund dafiir
ist einleuchtend. So fihrst du fort, bis alle Zahlen der untern
Reihe mit allen der obern multipliziert sind. Es sind dann soviel
Resultatreihen, wie Rubriken in der obern Reihe sind, in denen
Zahlen stehen, ausgenommen die Rubriken der ganzen Zahlen,
fiir die zusammen nur eine Resultreihe besteht, so viel es auch
sein mogen. Dann sddierst du, was in allen Resultatreihen steht,
das Ergebnis ist das Gewilnschte. Und wenn du so weit bist,
dass du mit den Briichen ganze Zahlen zun multiplizieren hast,
dann multipliziere sie zusammen 3¢) mit allen (Ganzen auf einmal, da-
mit die Rechnung nicht verunziert wird, und teile das Resultat
durch 60 wie oben, den Rest setze jedesmal an die gehorige
Stelle. Und wenn du daza kommst, die Briiche mit ganzen
Zahlen zu multiplizieren, multipliziere gleichfalls jedesmal mit
allen ganzen Zahlen, die in der obern Reihe stehen, zusammen
die Briiche der untern Reihe. Beispiel dafir: Wir wollen in
liesem Schema mit 57 Secunden, 9 Primen und 83 Ganzen
7090 Ganze, 40 Secunden, 51 Terzen, 3 Quarten punltiplizieren,




- 100, -

Wir multiplizieren 57 Secunden und 3 Quay ten, das gibt 2 Quinten und
51 Sexten. Wir multiplizieren 57 Secunden und 51 Terzen, das gibt
48 Quarten und 27 Quinten. Wir nltiplizieren 57 Socunden und
40 Secunden, das gibt 38 Terzen. Wir multiplizieren 57 Secunden
mit 7090 Ganzen, das gibt 30 Secunden, 15 Primen, 2 Ganze in
der ersten Rubuk I in der zweiten, 1 in der d11tten Und wenn
wir das so weiter fortfilhren, bis alle Zahlen der untern Reihe
mit allen Zahlen der obern multipliziert sind, so ergibt sich das
51 Resultat: 51 Sexten, 56 Quinten, 36 Qudlten, 23 Terzen, 7
Secunden, 42 Primen und 589646, Richte dich in ihnlichen
Fallen danach.

[Reihe des Multiplikators 83 8 51

Relhod ’\Iultlphl\anden ] O - 40 51 3
112 156 30 . 385 48274251
1063301 6§73J2;'
588470 55+1 10+)0 4+33 9.

Resultatreite 5 8 96 4 6 49 T2 3636)1

Und wenn du eine Zahl durch ganze Zahlen und so]che Briiche,
mit denen wir ans eben beschiftigen, teilen willst, so sehreibe
dic Zahl, die du teilen willst, in eine obere Reihe und die Zald,
dureh dle du teilen willst, in cine untere an die gchorigen Stellen,
so dass du das Resultat zwischen die beiden Reilen setzen kannst, wic
du es frither getan. Dann sieh, was in der letzten Rubrik der untern
Reihe ist, das betrachte als Einer und alle Zahlen, die vor der
Vorhergehenden Rubrik stehen, betrachte als 1 in der vorher-
gehenden Rubrik, addiere sie zu der Zahl, die-in ihr steht, und
wenn die Rubrik vor der letzten ganze Zahlen enthielt, hetrachte
das, was in ihr steht, als Zelmtel, und cathielt sie Briiche, so0
stelle die Zahl, die in ilr ist, Sechzigtel vor, addiere sic zu den
Einern in der letzten Rubrik, das ist das zu Merkende, mit demn
du die letzte Rubrik der obern Reihe und das, was in der vor-
hergehenden steht, teilen sollst, seien dieses 7 ehntel oder Sechzigstel.
Das Ergebnis setze in die nach dem Vorangegangenen richtige
Rubrik und multipliziere damit die untere Reihe, das Ergebnis
ziehe von der ohern Reihe ab, und so filrst du fmt bis 1in der
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obern Reihe weniger als in der Divisorreihe iibrig bleibt. Bei-
spiel dafiir: Wir wollen 700 und 40 Primen und 30 Secunden
durch 9 Ganze, 20 Primen und 30 Terzen teilen. Siehe, wir be-
trachten die Zahlen, die vor der vorletzten Rubrik der untern
Reihe stehen, als 1 in dieser, 20 fanden wir darin schon vor,
also sind es 21,und zwar *'/gy, in der letzten Rubrik sind 9, und
zwar Hiner. Daher ist das zu Merkende 9 und 'y, Wir teilen
die Zahl in der letzten Rubrik der obern Reihe steht, das sind
70, nachdem wir sie in die vorhergehende Stufe herabgeholt, das
gibt nach den Vorigen 7 von der zweiten Stufe. Wir schreiben
7 in die zweite Rubrik der mittleren Reihe und multiplizieren

die untere Reihe damit. Wenn wir das auwf die erwihnte Weise

durchfithren, so ergibt sich das Resultat: 7 von der zweiten
Stute, 5 von der ersten, in der obern Reihe bleibt ein ungeteilter
Rest von 40 Primen, 12 Secunden, 30 Terzen. Richte dick in
ahnlichen Fallen danach.

Die Weise, den Rest, dessen Teilung nicht aufgeht, zu teileu.
wenn in der untern Reihe ganze Zahlen stehen. Wir wollen
dieser Erlduterung vorausschicken, dass die Division von irgend
welchen Briichen durch ganze Zahlen Briiche derselben Stufe or-
gibt. Das geht aus der Multiplikation hervor. Wenn du das
betrachtet hast, so sieh, wieviel Primeu dir in der obern Reihe
geblieben sind, wenn du das Letzte der obern Reihe in die Stofe
der Primen bringst, Diese Zahl der Primen, die du dann hast,
sielt als Einer an, und was in der Rubrik vorher ist, seien
Sechzigstel. Teile durech das zu Merkende, das Ergebnis sind
Primen, schreibe sie in die Resultatreihe an die rechte Stelle und
multipliziere die ganze untere Reihe damit, mit der du geteilt
hast. Das Resultat ziehe von der obern Reihe ab. Ferner teile
die letzte Zahl der obern Reihe durch das zun Merkende, kannst
du das nicht teilen, so hole es in die vorhergehende Rubrik herab,
so kannst du das unendlich weit fortsetzen. Das zn Merkende
findet man jedoch, indem man alle Ganzen der untern Reihe in
dic erste Stufe bringt, das Hrgebnis als Einer betrachtet wnnd
alles, was vor der ersten Rubrik ist als Sechzigstel nach der
vorigen Weise ansieht; so findest du das zu Merkende fiir den
Rest, bei dem die Teilung nicht aufgeht, wenn in der nntern Reihe
ganze Zahlen sind.  Beispiel dafiir: der Rest, dessen Teilung in




unseri obigen Beispiel nicht aufging. Wir teilen 40 und 12 Ceile
durch das zu Merkende, némlich 9 und !4, das gibt 4 Teile,
und zwar Primen, da wir Primen durch ganze Zahlen geteilt
haben, wir multiplizieren 4 Primen und die untere Reihe, das gibt
37 Primen, 20 Secunden, 2 Terzen, das ziehen wir von der obern
Reihe ab, es bleiben 2 Primen, 52 Secunden, 28 Terzen. Wir
konnen 2 Primen aber durch das zu Merkende nicht teilen, wir
holen sie zu den Secunden herab, also sind es 172 und 28, Wir
teilen sie durch das zu Merkende, dasgibt 18 Teile, und zwar Secunden.

4 28
2 52 2928
40 12 30
20 15
T 40 50 Reihe des Dividenden
4 18 Reihe des Resultats
20 0 30 Reihe des Divisors
6 20 3h
40 2 30
364120 2
2 4248 0

Wir multiplizieren die untere Reihe mit 18 Secunden und ziehen das
Resultat von der obern Reihe ab, es bleiben dort 4 Sekunden,
28 Terzen, 51 Quarten. Auf diese Weise konntest du noch genan
Terzen und Quarten und weiteres ausrechnen, aber es ist nicht
notig, da man das Resultat annidherungsweise erreicht hat.

Die Weise der Division, wenn die letzte Stufe der untern
Reihe zu den Stufen der Briiche gehdrt: Wisse, dass die Division
von Briichen durch Briiche gleicher Art die Division ganzer
Zahlen ist, und die Division von Briichen hdherer Stufen ergibt
Briiche der Stufe, deren Abstand ven den Ganzen nach vorn so
gross ist wie der Abstand des Dividendenbruchs vom Divisor-
bruch. Der Grund ist aus dem Vorangegangenen ecrsichtlich.
Beispiel dafiir : Dividieren wir Secunden durch Seeunden, so gibt
das Resultat Ganze, dividieren wir Terzen durch Secunden, so
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* onthilt das Resultat Primen. Richte dich in #hnlichen Fillen
danach. _

Wenn du eine beliebige Zahl durch eine andre teilen willst,

und die letzte Stufe der Divisorreihe gehort zu den Stufen der
" Briiche, so betrachte die letzte Stufe der Dividendenreihe. Ist
sie eine hohere Stufe als die letzte der untern Reihe, so setze
sie in die Stufe der untern Reihe herab, so dass die letzte Stufe
der obern und der untern Reihe eben dieselbe ist. Dann teile
die letzte Rubrik mit den Sechzigsteln, die vor ihr sind, nach der
fritheren Weise durch das zu Merkende, das Ergebnis sind ganze
Zahlen. Multipliziere mit ihnen die untere Reihe und ziehe das
Ergebnis von der obern ab. Teile ferner das, was als Rest in
der letzten Rubrik der obern Reihe geblieben war, durch das zu
Merkende, das Resultat setze in die entsprechende Rubrik, multi-
pliziere mit ihm die untere Reihe und ziehe das Ergebnis von
der obern Reihe ab. So fihrst du fort, his dir in der obern Reihe
nichts mehr bleibt oder doch nur wexig. Beispiel dafir: Du
willst 17 Ganze und 30 Primen und 40 Secunden dureh 41 Secuaden
und 32 Terzen und 45 Quarten teilen. Da die letzte Stufe der
untern Reihe die der Secunden ist; SO getzen wir das, was
nach den Secunden in der obern Reihe stehi, in die Rubrik der
Secunden herab, @. h. wir helen die 17 Ganzen in die Rubrik der
Primen herab, dort sind sie 1020, und 30 waren dort schon, das
sind 1050 Primen. Setzen wir sie in die Rubrik der Secunden
herab, so gibt das 63000, 40 waren dort, das gibt 63040 Secunden,
die sollen als Einer gelten. Siehe nun, in der letzten Rubrik der
untern Reihe stehen 41, sie werden als Kiner angesehen, und
was vorher steht, gilt nach dem Fritheren als 334, daber ist das
su Merkende 415%. Teilen wir 63040 durch 4153, 50 gibt das
1505. Wir multiplizieren die untere Reihe mit 1505, das gibt
17 Ganze, 30 Primen, 28 Secunden, 8 Terzen, 45 Quarten, ziehen
wir das von der obern Reihe ab, so bleiben 11 Secunden, 51
Terzen, 15 Quarten. Wir kinnen nun, was in der letzten Rubrik
der obern Reihe steht, nieht dureh das zu Merkende teilen, daher
cetzen wir es in die Rubrik der Terzem, dort sind es 111'8p,
teilen wir das durch das zn Merkeonde, so gibt es 16, das gind
Primen nach dem Obigen. Multiplizieren wir 16 Primen mit der
untern Reihe und ziehen das Ergebnis von der oberen ab, s0
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bleiben uns in der obern Reihe 41 Terzen, 11 Quarten. Wir
konnen nun 41 Terzen durch das zu Merkende nicht teilen, daher
holen wir sie in die Rubrik der Quarten herab, dort sind dann
2471, die wir durch das zu Merkende teilen, dann haben wir 58 8oy,
und zwar Secunden nach dem Vorhergehenden, multiplizieren wir
die untere Reihe damit und ziehen das Ergebnis von der oberen
ab, so bletben oben 30 Sexten, 42 Quarten. Siehe, wir kénuen
nun die letzte Rubrik der obern Reihe durch das zu Merkende

j \ T 45
| 42 0 30
! 41 11
| 11 51 15
Reihe der Dividenden 1 7 30 40
Reihe des Resultats I 5 0 5 16 2841
Reihe des Divisors 41 52 45
1 7521 +8 18444425 20448 45
4 10 5613 52412
J 39 50+38 16443 30
Ii 41 52 45

teilen, es kime 1 heraus, und zwar 1 Secunde nach dem Vorher-
gehenden. Multiplizieren wir damit die untere Reihe und zichen
das Ergebnis von der oberen ah, so blieben von der oberen 7
Quinten, 45 Sexten. Wenn du wolltest kénntest du noch genauer
rechnen und die Quinten zu den Sexten herabholen, am durch das
zu Merkende zu teilen, das Ergebnis wiren Quarten nach dem
Obigen, aber es ist das nicht notwendig, denn wir haben schon
eine grosse Anniherung erreicht . . . . Damit ist die Ausein-
andersetzung ither die Division einer Zahl durch eine Zahl fiir
alle Fille der Division beendet.

Nachdem nun die Weise der Teilung einer bekannten Zahl
durch eine bekannte Zahl erliutert ist, ist es angebracht die
Teilung einer bekannten Zahi durch eine unbekannte auseinander-
zusetzen, wie es bei dem Anfsuchen der Quadrat- und Kubik-
“wurzeln aus gegebenen Zahlen die Aufgabe ist. Zuerst wollen
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wir diese Weise des Aufsuchens der {Quadratwurzein behandeln.
7u Grunde wollen wir der Erliuterung den Beweis des Satzes
legen, dass es unmdiglich ist, durch Zahlen ausdriickbare ‘Whurzeln
fiic die Zahlen zu finden, die nur Ganze enthalten, wenn die
Wurzel nicht eine ganze Zahl ist. Das hat seinen Grund darin,
dass 1 eine Quadratzahl ist. Du weisst aber schon aus dem
8. Kap. des Euklid, Satz 14, dass wenn ein Quadrat ein Mass
einer andern ist, seine Seite ein Mass der Seite des andern sein
muss. Nun ist 1 das Mass eiver jeden Zahl, und wenn diese
nun ein Quadrat ist, so muss 1 auch ein Mass fiir die QQuadrat-
wurzel aus der Zahl sein, wenn also 1 in der Quadratwurzel
nicht als Faktor vorhanden sein soll, so kann die Zahl keine
Quadratzahl sein. So ist bewiesen, dass die Zahl keine durch
Zahlen ausdrickbare Quadratwurzel haben kann. Beispiel dafiir:
Die Quadratwurzel aus 10 ist keine ganze Zahl, weil das Qua-
drat von 3 gleich 9 ist und die Quadratwurzel aus 10 grosser
sein muss, als die aas 9, weil 10 grosser als 9 ist. BEbenso
zeigt man, dass die Quadratwurzel aas 10 kleiner als 4 sein
muss, weil das Quadrat von 4 gleich 186 ist, also ist die Quadrat-
wurzel aus 10 keine ganze Zahl. 10 enthdlt aber die Quadratzahl
1 als Faktor, wenn nun 10 eine Quadratzahl wire, so misste
die Quadratwurzel daraus die Quadratwarzel aus 1, die auch
gleich 1 ist, als Mass haben, das ist aber, wie bewiesen, nicht
der Fall, also hat 10 keine durch eine gebrochene oder nicht
gebrochene Zahl ausdriickbare Quadratwurzel, deshalb wird die
Wurzel irrational ) genannt, Richte dich in dhnlichen Fillen
danach.

Nachdem dieses beachtet ist, wollen wir dir zeigen, in
welchen Stufen man aus Zahlen die Wurzeln ziehen kann, und in
welchen es nicht angingig ist. Siehe, die Quadrate der Zahlen-
reike von 1 bis 10 sind 1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 84, 81, und da die
Tinheiten der Stufen in Proportion stehen und bei 1 beginnen
und die der zweiten, nimlich 10, keine Quadratzahl ist, so fin-
den sich Quadratzahlen in der ersten, drittem, fiinften u. s. w. in
ungeraden Stufen. Ist das beachtet, so ist es Kklar, dass jede
Quadratzahl, die sich in einer ungeraden Rubrik befindet, eine
Quadratzahl ist,weil sie die Einheit dieser Stufe, die ja eine Quadrat-
zahl ist, so oft als Faktor enthalt, wie eine Quadratzah) angibt, also
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ist das Krgebnis, als das Produkt zweier Quadratzahlen, wieder
eine Quadratzahl nach dem Obigen. Ebenso beweist man, dass
jede Quadratzahl, die sich in einer geraden Rubrik befindet, un-
moglich eine Quadratzahl sein kann, Ebenso zeigt man auch
bei den Rubriken der ,geometrischen Briiche“, dass die Ein-
heiten jeder geraden Stufe Quadratzahlen sind. Das liegt daran,
dass 60 keine Quadratzahl ist, also kann eine Prime keine
Quadratzahl sein, weil sie 1, also eine Quadratzahl, eine durch
die Zahl 60 bestimmte Anzahl von Malen enthilt, 60 ist aber
keine Quadratzahl, also ist eine Prime keine Quadratzahl. Wir
behaupten, dass eine Sekunde eine Guadratzahl ist, denn das
Verhiltnis von 1 zu einer Prime ist gleich dem Verhiltnis einer
Prime zu einer Sekunde, also ist das Produkt einer Prime in
sich selbst gleich dem Produkt aus 1 und einer Sekunde, aber
dieses Produkt ist gleich einer Sekunde, also ist eine Sekunde
eine Quadratzahl und ihre Wurzel ist eine Prime. So beweist
man auch, dass eine Quarte eine Quadratzahl ist, denn 1 verhilt
sich zu einer Sekunde wie eine Sekunde zu einer Quarte, also
ist das Produkt aus 1 und einer Quarte gleich dem Produkt
einer Sekunde in sich selbst, also ist eine Quarte eine
Quadratzahl, und ebenso zeigt man, dass die Einheiten der
andern graden Stufen Quoadratzahlen sind. Und daher ist es
klar, dass jede Quadratzahl, dic sich in einer graden Rub-
rik befindet, eine Quadratzahl sein muss, weil ihre Einheiten solche
sind. Man kann das auch auf die Weise zeigen, auf die es
Euklid bewiesen hat, denn weil 1 eine Quadi‘atzahl ist, muss die
dritte der von ikr ausgerechneten Einheiten als Glied einer geo-
metrisches Reihe eine Quadratzahl sein, daher ist die Sekunde
eine Quadratzahl, ebenso die Quarte und ehenso, was in den
graden Rubriken darauf folgt.

Die Weise des Ausziehens der Quadratwurzeln aus ganzen
Zahlen: Es ist angebracht, dass wir uns die Zahl, deren Quadrat-
wurzel wir suchen, in eine Reihe, nach ihren Rubriken geordnet,
aufschreiben, Dann priife die letzte Rubrik der Reihe, ob sie
ungerade oder gerade ist, und wenn sie nicht ungerade ist, setze
sie in die vorhergehende herab, damit die letzte Zahl einer un-
geraden Rubrik angehiort. Dann suche die nichste Quadratzahl
zu dieser Zahl, indessen die nichstkleinere. Die Quadratwurzel
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aus ibr schreibst du in die Reihe, die fir die Wurzel bestimmt
ist, in die Rubrik, die in der Mitte zwischen der ersten
und der letzten steht, diese Reihe werden wir die Er-
gebnisreihe 5) nennen. Das Quadrat der erhaltenen Wurzel ziehe
von der oberen Reihe ab, den Rest teile durch das Doppelte der
gefundenen Wurzel, jedoch achte darauf, dass dir nach der Di-
vision noch so viel bleibt, wie das Quadrat der durch die Division
gefundenen Wurzel betrigt, das Resnitat der Division, das ist
die sich ergebende %) Wurzel, schreibe in die Ergebnisreihe, in die
Rubrik, die so weit nach riickwirts von der geteilten Rubrik
absteht, wie die Rubrik des Divisors von der ersten. Multipli-
ziere diese Wurzel, die du durch die Division erhalten hast,
mit dem Doppelten der gefundenen Wurzel und mit sich selbst
und ziehe das Krgebnis der Multiplikation von der oberen
Reihe ab. Dann teile den Rest durch das Doppelte der bis
jetzt gefundenen Wurzel, jedoch so, dass dir nach der Divi-
sion noch soviel bleibt, wie das Quadrat der durch die Division
sich ergebenden Wurzel betrigt, das Resultat der Division
schreibe in die Reihe der Wurzel in die nach dem Obigen ge-
horige Rubrik. Die durch die Division sich ergebende Wurzel
multipliziere mit dem Doppelten der gefundenen und mit sich
selbst, das Resultat ziche von der oberen Reihe ab, und so {ahrst
dn fort, bis dir in der oberen Reihe nichts bleibt. Beispiel dafir:
Du willst die Wurzel aus 826281 ziehen. Da die letzte Stufe
die achte ist, hole sie in die vorhergehende herab, da sind es
82. Nun ist 81 die nichste Quadratzahl zu dieser Zahl, ihre
Wurzel ist 9, schreibe' 9 in die Reihe der Wurzel in die
vierte Rubrik, die mittlerse zwischen der siebten und er-
sten. Nun ist das Quadrat von 9 der vierten Rubrik 31 der
siebten, wir ziehen das von 82 ab, es bleibt uns 1in der siebten,
Das kénnen wir aber durch das Doppelte von 9, der gefundenen
Warzel, nicht teilen, daher holen wir es in die vorhergehende
Rubrik herab, mit den 6, die dort sind, gibt das 16, wir konnen
aber 16 nicht durch 2. 9 teilen, daher holen wir sie in die vor-
hergehende Rubrik herab, dort haben wir 164. Teilen wir das
durch das Doppelte der gefundenen Wurzel, nimlich 18, so gibt

- es 9, das ist die sich ergebende Wurzel. Wir schreiben sie in

die Reihe der Wurzel, in die vierte Rubrik pach rlickwirts von
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der Rubrik der 164. Wir multiplizieren sie mit dem Doppelten
der gefundenen Wurzel und mit sich selbst, das Ergebnis ziehen
wir von der oberen Reihe ab, es bleiben darin 18181. Wir
teilen das durch Doppelte der gefundenen Wurzel, d. i. nach dem
Vorigen 18 Einer und ¥/, ¢s gibt ungefibhr 1 in der in der er-
sten Rubrik. Wir schreiben das in die Reihe der Wurzel in die
erste Rubrik, multiplizieren es mit dem Doppelten der gefundenen
Waurzeln und mit sich selbst und ziehen das Resultat von der
oberen Reiiie ab, es bleibt in der oberen Reihe nichts. Siehe,
die gesuchte Wurzel dieser Zall ist 9091, das ist das Gewiinschte,
Wenn du willst, kannst du die Probe darauf machen, wenn du
die Reihe der Wurzel it sich selbst multiplizierst; dann he-
kommst du die obere Reihe. Das?®) ist so, weil schon hewiesen ist,
[ | dass, wenn man eine Zahl zu einer

S 1 1 .
1 S 8 Zahl addiert, das Quadrat der
1 6 4 6 2 8 1 : )
8 2 6 4 6 2 & 1 Summe gleich ist der Summe der
2 Y ; o Quadraten der beiden Zahlen, .ver-

mehrt am ihr doppeltes Produkt.

Die Weise des Ausziehens der Quadratwurzel aus Zahlen,
die nicht aus ganzen Einheiten bestehen, und in denen keine geo-
metrischen Briiche vorkommen. Suche den Generalnenner fiir alle
diese Briiche, d. h. das Kkleinste gemeinschaftliche Vielfache fiir
die Nenner aller dieser Briiche, Mit ihm selbst, wenn er eine
Quadratzahl ist, oder mit seinem Quadrat, wenn er keine solche
ist, multipliziere diese Zahl, ziehe die Wurzel aus dem Ergebnis
und teile sie durch die Quadratwurzel aus der Zahl, mit der du
die gegebene Zahl multipliziert hast, das Resultat ist das Ge-
wiinschte. Beispiel dafiir: Wenn du die Quadratwurzel aus 82
Ganzen und */, und ¥/, eines Siebtels wissen willst, so ist der
Generalnenner fiir afle diese Briche, nach dem, was Euklid ge-
zeigt, 196, das ist die ans 4 und 49 zusanunengesetzte Zahl.
Das sind aber Quadrate, daher ist 196 cine Quadratzahl. Wir
multiplizieren die Zahl damit, das gibt 16129. Wir zichen die
Wurzel daraus, das ist 127, wir teilen sie dureh die Wurzel aus
196, das ist 14, das gibt 9 Ganze und die Hilfte eines Siebtels,
das ist das Gewiinschte. Richte dich in dhnlichen Fillen danach,
Das ist so, weil, wie schon auseinandergesetzt, hei der Multipli-
kation zweier Quadratzahlen mit einander die Wurzel aus dem
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Krgebnis die Zahl ist, die sich aus den Wurzeln aus den beiden
(uadrate zusammensetzt, also enthilt das Ergebnis die eine
Wurzel so oft, wie die Einheiten der andern Wurzel besagen.
Die Weise, die Quadratwurzel aus Nichtquadratzahlen mit
arosser Apniherung zu ziehen, wenn in der Wurzel ganze Zahlen
vorkommen : Ziehe zuerst die der wahren Wurzel aus dieser Zahl
niichste Quadratwurzel auf die angegebene Weise, so dass dir in
der oberen Reihe weniger als das Doppelte der gefundenen Wurzel
vermehrt um- 1, bleibt (das wiire das Quadrat der sich ergebenden
Wurzel)89). Was dir bleibt, hole in die Reihe der Primen herab
und teile es durch das Doppelte der ganzen Reihe der Wurzel,
wenn du alles in die Rubrik der Einer setzest, achte darauf, dass
dir in der oberen Reihe so viel bleibt, wie das Quadrat der sich
ergebenden Wurzel betrigt. Das Ergebnis sind nach dem Obigen
Primen. Multipliziere sie mit dem Doppelten der gefundenen
Wurzel und mit sich selbst und ziehe das Ergebnis von der oberen
Reihe ab. Und wenn der Rest weniger ist als das Doppelte der
gefundenen Wurzel, vermehrt um 1, hole ihn in die vorhergehende
Stufe herab und teile wieder durch das Doppelte der gefundenen
Wurzel, nachdem du alle Ganzen in die Rubrik der Einer gesetzt
und die Briiche, die vor ihnen stehen, als Sechzigstel be-
trachtet hast. Die sich ergebende Wurzel ist nach dem Obigen
von der Rubrik der geteilten Briiche, dorthin schreibst du sie
auch in die Resultatreihe. Multipliziere sie mit dem Doppelten
der gefundenen Wurzel und mit sich selbst und ziehe das Resultat
von der obern Reihe ab, auf diese Weise kannst du so genau
rechnen, wie du willst. Beispiel dafiir: Wenn du die Quadrat-
wurzel aus der Zahl 7654321 und 40 Primen, 30 Secunden wissen
willst, so suche die nichste Quadratwurzel auf die obige Weise,
das ist 2766, es bleibt in der obern Reihe 3565 Ganze 40 Primen,
30 Secunden. Wir holen die Ganzen in die Rubrik der Primen
zwar herab, dann haben wir 213940 und in der Rubrik vorher 30, und
Sechzigstel. Wir teilen das Ergebnis dureh das Doppelte der untern
Reihe, also der gefundenen Wurzel, das betrdgt 3532, so dass das
Quadrat der sich ergebenden Wurze! ibrig bleibt, das gibt 38, und
zwar sind es Primen nach dem Obigen, dorthin schreiben wir sie
in die Reihe der Wurzel. Wir multiplizieren sie mit dem Dop-
pelten der gefundenen Wurzel und mit sich selbst und ziehen das
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Resultat von der obern Reihe ab, es bleiben in der obern Reihe
61 Ganze, 40 Primen, 26 Secunden, das sind 3700 Primen, 26
Secunden. Das ist aber weniger als das Doppelte der gefundenen
Wurzel, die 5383 G(anze und 8¢, betriigt. Wir holen den Rest
der obern Reihe in die Rubrik der Secunden, daun haben wir
222026. Wir teilen sie durch das Doppelte der gefundenen Wur-
zel, das gibt 40, und zwar sind es Secunden nach dem Obigen,
dorthin schreiben wir sie in die Reihe der Wurzel. Wir multi-
plizieren sie mit dem Doppelten der gefundenen Wurzel und mit
sich selbst und ziehen das Ergebnis von der oberen Reihe ab, es
blieben in der oberen Reihe 11 Primen, 34 Secunden, 53 Terzen,
20 Quarten, das sind 694 Secunden, 53 Terzen, 20 Quarten, das
ist weniger als das Doppelte der gefundenen Wurzel. Wir holen

11 84 53 20
6 1 | 40 26
35 6 5 | 40 30
T 65438 21 | 40 30
2 7 6 6 | 38 40 T

I

daher alles.in die Rubrik der Terzen, das gibt 41693 und 20|g,
Wir teilen das durch das Doppelte der gefundenen Wurzel, das
ist 5538 7, das gibt 7 Terzen, wir multiplizieren sie mit dem
Doppelten der gefundenen Wurzel und mit sich selbst und ziehen
das Resultat von der obern Reihe ab. So finden wir, dass wir
uns der gesuchten Wurzel schon geniihert haben, denn der Rest
i der obern Reihe ist nicht einmal cine Secunde, und das ist
wenig, wenn man es mit dem vergleicht, um dessentwillen man
den wahren Wert der Wurzel teilen miisste. Wenn du  willst,
kannst du noch genauwer rechnen, aber es ist nicht ndtig.

Eine andere $) Weise fiir den Fall, dass die Wurzel ganze
Zahlen enthdlt. Wisse, dass, je grosser die Zahl ist, deren Wurzel
du wissen willst, desto schwerer auch das Aunfsuehen dieser
Wurzel ist. Ieh will dir nun zeigen, wie du aus einer grisseren
Zahl eine kleinere machen kannst, nachdem ich dir zuerst ausein-
andergesetzt. hahe. dass die Multiplikation ejner Zahl mit 36
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Secunden gleich der Division dureh 100 ist. Das ist so, demn
36 Secunden bedeutet einen Teil, von denen 100 ein Ganzes bildeu,
denn 1 Ganzes enthilt 3600 Secunden. Und wenn dir das klav
oeworden ist, so teile die grosse Zahl durch 100, diese Division
ist sehr leicht, so weit sie durchzufihren ist. Das, was nicht
mehr geteilt werden kann, multipliziere mit 36 Secunden, das
Resultat an ganzen Zahlen und Briichen, ist die einmal herabge-
setzte grosse Zahl. Ist nun diese herabgesetzte Zahl nicht
weniger als 100, so setze sie anf diese Weise noch einmal herab,
bis du zu weniger als 100 kommst. Die letzte herabgesetzte
Zahl ist die, deren Wurzel gezogen wird. Siehe, du wirst sie
mit grosser Leichtigkeit finden und wirst bis anf Quinten oder
Sexten genau rechnen, damit die Rechnung eine aunsserordentliche
Anndherung erreicht. Und wenn du sie gefunden hast, zithle die
Anzahl der Herabsetzungen und ninun die Zahl, die sich ans so-
viel Faktoren 10 zusammensetzt, wie die Anzahl der Herabsetzungen
betrigt. Das stimmt mit der Einheit der Stufe itberein, deren
Zahl die Anzahl der Herabsetzungen um 1 itbertrifft. Mit dem
Resultat multipliziere die Wurzel, die du hast, und was sich bei
der Multiplikation ergibt, ist das Gewiinschie. Beispiel: Wir
wollen die Wurzel aus 98754321 suchen. Wir teilen die Zahl
dureh 100 und den Rest multiplizieren wir mit 36 Secunden, das
ergibt 987543 und 12 Primen, 36 Secunden, das ist die erste
Herabsetzung. Und weil nun unser Resultat nicht Kkleiner als
100 ist, teilen wir diese Reihe noch einmal durch 100 und
multiplizieren das, was nicht zu feilen ist, mit 36 Secunden, wir
erhalten 9875 und 25 Primen, 55 Secunden, 33 Terzen, 36 Quarten,
das ist die zweite Herabsetzung., Wir teilen diese Reihe, die
wir erhalten liaben, auf die vorige Art noch einmal durch 100
und erhalten 8 in der ersten Rubrik, 9 in der zweiten, 45 Primen,
15 Secunden, 33 Terzen, 20 Quarten, 9 Quinten, 36 Sexten.
Diese Zahl ist kleiner als 100, deshalb setzen wir sie nicht weiter
herunter. Die Anzahl der Herabsetzungen war 3. Wir suchen
pun die Wurzel dieser Kleinen Zahl, und da die letzte Rubrik
der Reihe zu den graden gehdrte, holen wir sie in die Vorher-
vehende lierab, wir laben also 98 in der ersten. Die nichstkleine
Quadraizahl vor dieser Zahl ist nun 81, die Wurzel daraus 9 in
der ersten Rubrik, Wir schreiben 9 in dic Reihe der Winrzel
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in die erste Rubrik. Wir ziehen das Quadrat von 9 von 98 ab,
es bleiben uns 17, die wir in die Rubrik der Primen herabholen,
Das gibt nach dem Obigen 1065 und 5, Wir teilen das durch
das Doppelte der gefundenen Wurzel, das ist 18, so dass in der
obern Reihe das Quadrat der sich ergelbenden Wurzel iibrig bleibt,
das gibt 56, und zwar Primen nach dem, was oben auseinander-
gesetzt war. Wir schreiben sie in die Reihe der Wurzel, multi-
plizieren sie mit dem Doppelten der gefundenen Wurzel und mit
sich selbst und ziehen das Resultat von der obern Reihe ab, es
bleiben in der obern Reihe 4 Primen, 59 Secunden, und was sich
daran von Briichen anschliesst. Wir holen die Primen in die
Rubrik der Secunden herunter, dann sind es 299 und ¥, Wir
teilen sie durch das Doppelte der gefundenen Wurzel, das ist 19
und 3%g, so dass nns das Quadrat der durch die Division sich
ergebenden Wurzel bleibt, das gibt 15, und zwar Secunden. Wir
multiplizieren sie mit dem Doppelten der gefundenen Wurzel und
mit sich selbst und ziehen das Resultat von der obern Reihe ab, es

~-bleibt in der obern Reihe 1 Secunde, 29 Terzen, 35 Quarten,

9 Quinten, 36 Sexten. Und wenn wir das fortsetzen, so finden
wir diese Wurzel mit grosser Annidherung als 9 Ganze, 56 Primen,
15 Secunden, 9 Terzen, 30 Quarten, 26 Quinten, 52 Sexten, 52
Septimen. Die Anniherung ist von oben her zu dem Quadrat
2 Septimen, 42 Oectaven, 7, 50, 35, 38, 53, 4, merke sie. Und
da die Herabsefzungen 3 waren, multiplizicren wir diese Wurzel
mit 1000, denn die Zahl, die sich aus 3 gleichen Faktoren 10
zusammensetzt, ist 1000. Und siehe, das Resultat ist 9938 Granze,
37 Primen, 15 Secunden, 7 Terzen, 48 Quarten, 3 Quinten, 6
Sexten, 40 Septimen, das ist anndherungsweise die gesuchte
Wurzel der Zahl, Und um die Anndiherung zu beurteilen, multi-
pliziere die erste Anndherung, die du gemerkt, mit dem Quadrat
vol 1600, womit du die Wurzel multipliziert hattest. Siehe die
Annéherung ist von der Seite her, von der die erste Anndherung
gewesen. Daher ist die erste Anndherung 9 Quarten, 46 Quinten,
18 Sexten, 32 Septimen, 0, 32, 34, 34, 4, 26, 40. Das ist eine
grosse Anndherung fiir diese grosse Zahl, denn sie erreicht nicht
einmal das Quadrat eines Viertels der Terzen. Richte dich in
dhnlichen Féllen danach. Das ist so, weil die Zahl der ersten
Reile die Zahl der zweiten herabgesetzten Reihe so oft enthilf
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wie 100 die Einheit. Multipliziert man also die zweite Reihe
wit 100, so crhilt man die erste. Und ebenso beweist man, dass
man die letztc herabgesetzte Reihe mit der Zahl, die aus 3 gleichen
Faktoren 100 zusamnengesetzt ist, das ist mit 1000000, muliiphi-
zieren muss, um die erste Reihe zu erhalten, also ist der Wert
des Verhiltnisses der ersten Reihe zu der letzten herabgesetzten
Reihe gleich 1000000. Und ebenso verhilt sich die gidssere
Wurzel zur kleineren wie 1000 zu 1, und der Wert des Verhilt-
nisses des Quadrats der grisseren Wurzel zum Quadrat der Kklei-
peren ist 1000000, daher verhilt sich das Quadrat der grosseren
Wurzel zu dem Quadrat der kleineren wie die erste Reibe zur
letzten. Vertauschen wir die inneren Glieder, so verhilt sich das
Quadrat der grisseren Wurzel zur ersten Reihe, wie das Quadrat
der Kleineren Wurzel zur leizten Reihe. Aber das Quadrat der
kleineren Wurze! ist annihernd gleich der ersten Reike. Und
ebenso muss, weil das Quadrat der grisseren Wurzel sich zur
ersten Reihe. wie das der Kkleineren Wurzel zur letzten Reihe
verhalt und das Quadrat der kleineren Wurzel grosser als die
letzte Reihe ist, das Quadrat der griosseren Wurzel grosser als
die erste Reihe sein. Und wenn wir die Differenzen bilden, =0
verhilt sich das Quadrat der grosseren Wurzel zu der Differenz
zwischen ihm und der ersten Reihe wie das Quadrat der kieineren
Wurzel zur Differenz zwischen ihm und der letzten Rethe.  Ver-
tauschen wir die Glieder, so verhdlt sich das Quadrat der grosseren
Wurzel zum Quadrat der kleineren, wie sich die Differenz zwischen
dem Quadrat der grosseren Wurzel und der ersten Reihe zu der
Differenz zwischen dem Quadrat der kleineren Wurzel und der
letzten Reihe verhilt. Der Wert des Verhiltnisses des Quadrats
der grosseren Wurzel zu dem der kleineren ist aber gleich 1000000,
also ist der Wert des Verhiiltnisses der Differenz zwischen dem
Quadrat der grossern Wurzel und der ersten Reihe zu der Dif-
ferenz zwisehen dem Quadrat der kleineren Wurzel und der
letzten Reihe gleich 1000000, Richte dich in iihnlichen Féllen
danach.

Die Weise des Ausziehens der Quadratwurzel aus ,geomet-
rischen Briichen¢. Sieh nach, ob die hochste aller Stufen eine
grade ist. Und wenn sie nicht zu den graden gehdrt, hole sie

8
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in die vorhergehende herab, damit sie grade wird. Von dem
Ergebnis suche die wahre oder die angendhrte, jedoch dann klei-
nere Wurzel, setze sie in die Reihe der Wurzel in die Rubrik
in der Mitte zwischen dieser und der erster Rubrik. Wenn du
einen Rest hast, hole ihn in eine niedere Rubrik herab, bis du
ithn durch das Doppelte der gefundenen Wurzel teilen kannst.
Das Resultat der Division setze in die Rubrik, deren Abstand
nach riickwiirts von der Dividendenrubrik gleich dem Abstand
der Divisorrabrik von der ersten ist, Und auf diese Weise
suchst du eine Genauigkeit, so weit du willst, Beispiel dafiir:
Wenn du die Wurzel aus 53 Terzen, 41 Quarten, 50 Quinten,
25 Sexten wissen willst, siehe, so ist die sechste Rubrik die der
Terzen, sie ist also nicht grade, hole sie herab, dann hast du
3221, die Wurzel aus der nichsten Quadratzahl ist 56, wir
schreiben sie in die Rubrik in der Mitte zwischen den Einern
und den Quarten, das ist in die der Secunden. Wir multipli-
zieren sie mit sich selbst und ziehen das Ergebnis von der
obern Reihe ab, es bleiben uns 85 Quarten. Wir holen sie zu
den Quinten herab und haben 5150 Quinten, teilen diese durch
das Doppelte der gefundenen Wurzel, das ist durch 112, so dass
uns das Quadrat der sich ergebenden Wurzel noch itbrig bleibt,
das ergibt 45. Und da die Stufe mit der wir geteilt die dritte
von der der Einer aus gewesen, setzen wir die 45 in die Reihe
der Wurzel in die dritte Rubrik nach riickwirts von der geteilten
Rubrik aus, daher sind die 45 Terzen. Wir multiplizieren mit
dem Doppelten der gefundenen Wurzel und mit sich selbst,
ziehen das Ergebnis von der obern Reihe ab, und es bleiben
uns in der oberen Reike 76 Quinten, 50 Sexten. Wir holen die
Quinten zu den Sexten herab, das pibt 4610. Wir teilen sie
durch das Doppelte der gefundenen Wurzel, das ist durch 113 82/e0
ungeféhr, und das ergibt 33, und zwar nach den obigen Quinten.
Wir multiplizieren sie mit dem Doppelten der gefundenen Wurzel
und mit sich selbst und ziehen das Frgebnis von der oberen
Reihe ab. Es blieben in der oberen Reihie 54 Septimen, 8 Octaven,
29 Nonen, 51 Dezimen. Und so kannst du so genau rechnen,
wie du willst, aber es ist nicht ndtig, noch genauer zZu rechnen,
da die Anndherung bis auf 1 Sexte genau ist. Richte dich in
dhnlichen Fillen danach,
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Die Weise, Kubrikwurzelo zu ziehen: Wir schicken der
Auseinandersetzung voraus, dass einige Zahlen keine durch Zahlen
ausdriickbare Kubikwurze! haben, Das ist so, denn wenn ein
Wiirfel in einem andern enthalten ist, muss seine Seite in dessen
Seite enthalten sein. Daher muss es notwendigerweise unmdglich
sein, dass sich eine durch Zahlen ausdriickbare Kubikwurzel fiir
eine ganze Zahl findet, wenn diese Wurzel keine ganze Zahl ist
denn hitte sie eine durch Zahlen ausdriickbare Kublemzel 50
wiire sie eine Kubikzahl, und da diese Zahl die 1, die eine
Kubikzahl ist, als Faktor enthalt, milsste ihre Kublkwmzel deren
Kubikwurzel enthalten. Enthielte sie diese aber, so wire die
Wurzel eine ganze Zahl, es war aber vorausgesetzt, dass die
Wurzel keine ganze Zahl wire, also ist die Annahme falsch, also
ist die Zahl keine Kubikzahl. Daher sieht man, dass weder die
Zahl 10 noch die Zahl 60 eine Kubikzahl ist, und dass es un-
moglich ist, die Kubikwurzel aus ihnen dur ch Zahlen aunszudriicken.
Da dieses nun klar ist, und da die Einheiten der Stufen eine
geometrische Reihe bilden, die mit 1 beginnt, und 10, die Einheit
der zweiten Stufe, keine Kubikzahl ist, so kann keine Einheit
einer Stufe ausser der der vierten, siebten, zehnten, eine Kubik-
zahl. sein; das sind aber die Stufen, deren um 1 verminderte
Zahl ein Vielfaches von 8 ist. Ebenso zeigt mam, dass unter
den Rubriken der Briiche keine Stufe ist, deren Einheiten Kubik-
zahlen sind, ausser der dritten, sechsten, neunten, deren Zahl
ain Vielfaches von 8 ist. Nun sind die Kuben der Zahlenreihe
von 1 bis 9 gleich 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512,729. Wenn
das so ist, so ist es klar, dass Jede Kub:kzahl die sich in einer
der Stufe befindet, deren Einheiten Kubikzahlen sind, selbst eine
solehe darstellt, weil sie diese Einheit, die eine Kubikzahl ist,
so oft enthilt wie eine Kubikzahl angibt, also ist eine Kubik-
zahl mif einer solehen multipliziert, daher muss das Ergebnis
eine Kubikzahl sein. Ebenso besweist man, dass eine Kubikzahl,
die in einer Rubrik steht, deren Einheiten keine Kubikzahlen
sind, keine solche darstellen kann. Wenn dieses alles eingeprigt
ist, wollen wir erliufern, wie man die Kubikwurzel aus ganzen
Zahlen, die Kubikzahlen sind, findet und wie man sie anniherungs-
weise aus Nichtkubikzahlen zieht. Hs ist richtig, dass du dir
die Zahl, deren Kubikwurzel du wissen willst, in eine Reihe ent-
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sprechend ihren Stufen hinschreibst. Dann sieh, ob die letzte
Stufe zu den kubischen gehort; ist es nicht der Fall, so hole
die Zahl in eine frithere Rubrik herab, bis sie in einer kubischen
Rubrik steht. Die Zahl, die nun in dieser kubischen Rubrik ist,
untersuche an Hand der Kubikzahlen, die wir erwihnt haben,
und nimm die nichstkleinere Kubikzahl, ihré Wurzel kennst du,
diese Wurzel schreibst du in die Reihe der Wurzel in die Rubrik,
die ich dir auseinandersetzen werde. Teile nimlich die Zahl, die
die Ordnung (Hghe) dieser Stufe angibt, durch 3 dann behiltst
du 1 ibrig, addiere sie zu dem Ergebnis der Division, und in
die Rubrik, die dieser Zahl entspricht, setze das Ergebnis. Bei-
spiel dafiir: Wenn die letzte Stufe die dreizehnte war, teile 13
durch 3, das gibt 4, addiere dieses zu der bei der Division iibrig
gebliebenen 1, das gibt 5, also setzest du das Ergebnis in die
fiinfte Rubrik. Das ist so, weil die Einheit der fiinften Stufe,
mit sich selbst multipliziert, die der neunten ergibt, und man,
wenn man die neunte noch einmal mit der fiinften multipliziert,
die dreizehnte erbilt. Richte dich in #hnlichen Fillen danach.

Ziehe die dritte Potenz der "gefundenen Wurzel, von der
obern Reihe ab, der Rest ist der erste Rest. Dann nimm die
gefundene Wurzel, vermehrt um eine Einheit der vorangehenden
Stufe, multipliziere das mit der gefundenen Wurzel und das Er-
gebnis mit dem dreifachen der hinzugefiigten Einheit, merke dir
das Ergebnis. Ist das Gemerkte weniger als der erste Rest, so
teile den ersten Rest durch das Gemerkte, nur ist es notig, dass
du darauf achtest, dass dir die dritte Potenz der sich durch die
Division ergebenden Wurzel iibrig bleibt, und dass ferner in der
obern Reihe ein Rest bleibt, der sich zu der Zahl, die du geteilt
hast, so verhdlt, wie die um 1 verminderte, sich ergebende
Wurzel zu der Summe der schon gefundenen und sich ergebenden
Wurzel 2), d. h. wenn die gefundene Wurzel 6 von einer gegebenen
Stufe war und die sich ergebende Wurzel 5 von der vorher-
gehenden Stufe ist, so soll von dem Geteilten ein Rest bleiben,
der sich zu dem Dividenden ungefihr so verhilt wie 4 zu 65.
Das ist beim ersten Rest sehr schwer., Jedoch von da und
weiter geniligt es, wenn nur ein wenig mehr als die dritte
Potenz der sich ergebenden Wurzel iibrig bleibt,
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Und um es dir zu erleichtern, will ich dir eine schnelle
Weise angeben, nach der du bei dem ersten Rest verfahren kannst,
Es ist die folgende: Sieh nach, um wieviel die dritte Potenz
der auf die gefundene Wurze! folgenden Zahl die dritte Potenz
der gefundenen Wurzel iibertrifft, mit einem Zehntel dieser Dif-
ferenz teile den ersten Rest, und die sich bei der Division er-
gebende Wurzel besteht aus Hinheiten der Stufe, die vor der
Stufe der gefundenen Wurzel ist.

Nachdem du dieses, sei es auf die erste oder auf die
‘zweite Weise, beendet hast, multipliziere die sich ergebende
Wurzel mit der Summe der gefundenen und sich ergebenden
Wurzel, das Resunitat multipliziere mit dem Dreifachen der ge-
fundenen Wurzel und addiere dazu die dritte Potenz der sich
ergebenden Wurzel, das Resultat ziehe von dem ersten Rest ab,
was dir bleibt, ist der zweite Rest 63). Wenn der erste Rest aber
auch nicht gleich dem zehnten Teil der erwihnten Zahl ist,
dureh die wir teilen wollten, so schliesse daraus noch nicht,
dass du nicht 1 in die Stufe vor die gefundene Wurzel setzen
darfst, sondern sieh nach, ob du ein Kleineres als den ersten Rest
erhiltst, wenn du 1 von der vorhergehenden Stufe zn der ge-
fundenen Wurzel addierst, die Summe mit der gefundenen Wurzel
multiplizierst, das gefundene Produkt mit dem Dreifachen des
Hinzugefiigten, d. h. der zu der gefundenen Wurzel hinzugefiigten
Einheit, multiplizierst und zu dem Evgebnis die dritte Potenz
des Hinzugefiigten addierst. Ist das kleiner als der erste Rest,
so ziehe es von demselben ab und schreibe 1 in die Rubrik vor
der gefundenen Warzel; ist es grosser als der erste Rest, so
hat es sich gezeigt, dass in dieser Wurzel nichts von dieser
Stufe vorkommt, und du musst dasselbe mit der Einheit der
vorhergehenden Stufe, der dritten, von der Stufe der gefundenen
Wurzel gerechnet, vornehmen, d. h. du addierst sie zu der ge-
gefundenen Wurzel, multiplizierst die Summe mit dem dreifachen
des zu der gefundenen Wurzel Hinzugefiigten und dividierst
durch das Ergebnis den Rest, den du hast, so dass dir
die dritte Potenz der des Quotienten und noch mehr, dem
angegebenen Verhiltnis entsprechend, ibrig bleibt, nur dass
jetzt ein Kkleiner Rest geniigt. Der Quotient ist die sich
ergebende Wurzel, schreibe sie in die Reihe der Wurzel
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in die entsprechende Rubrik muluipliziere die gefundene Wurzel
mit der Summe der gefundener und sich ergebenden, das Produkt
mit dem Dreifachen der sich ergebenden Wurzel, addiere dazu
die dritte Potenz der gefundenen Wurzel und ziehe das Resultat
von dem Rest, den du hattest, ab. So kannst du genau weiter
rechuen, bis du zu der gesuchten Kubikwurzel der Zahl oder
nahe daran kommst,

Siehe, wir wollen die Beispiele fiir diese einzelnen Weisen
geben. Beispiel dafiir: Wir wollen in diesem Schema die Kubik-
wurzel aus 654321 suchen. Da die letzte Stufe keine kubische
ist, setzen wir sie in eine vorhergehende herab, die eine kubische
ist. Siehe die nachste Kubikzahl ist 512, die Kubikwurzel daraus
8, und da diese Rubrik die vierte ist, setzen wir die Wurzel,
also 8, in die zweite. Die dritte Potenz, 512 von der vierten
Rubrik, ziehen wir von 654, die wir in der vierten haben ab, es
bleiben ans 142 in der vierten. Das ist mit dem, was in den
iibrigen Rubriken geblieben war, der erste Rest. Nach der
ersten Weise multiplizieren wir nun die gefundene Wurzel, 8 von
der zweiten Rubrik, mit 8 von der zweiten und 1 von der ersten,
das gibt 6480. Dieses Resuitat multipliziere mit dem Dreifachen
einer Einhelt von der ersten Stufe, die wir hinzugefiigt, das
gibt 19440. Wir teilen den ersten Rest durch dieses Resultat,
das ergdbe 7, aber es bleiben von dem ersten Rest, nachdem wir
noch die dritte Potenz von 7 abgezogen, nur 5894. Und siehe
das Verhédltnis dieser Zahl zu dem ersten Rest ist bedeutend
kleiner als das Verhiltnis von 6 der ersten Stufe zu 87 von der
ersten, der Summe der gefundenen und sich ergebenden Waurzel.
Denn dieses Verhiltnis hat ungefihr den Wert !/;,. Wenn wir
aber als die sich aus der Division ergebende Wurzel 6 ansehen,
reicht der Rest fiir dieses Verhdltnis,
1 4 2 d. b, fir das Verhiltnis von 5 zu 84,
das ungefihr dem Wert /;; hat, weil
G » 1+ 3 2 1 der Rest 25850 ist, das ist mehr als der
sicbzehnte Teil des ersten Restes. Daher
8 61 ist das Resultat 6 von der ersten, das
ist die sich ergebende Wurzel. Wir
multiplizieren 8 von der zweiten Stufe mit der Summe der ge-
fundenen und der sich ergebenden Wurzel, das gibt 6880, das




— 11y -

multiplizieren wir mit dreimal 6 von der ersten Stufe, also dem
dreifachen der sich ergebenden Wurzel, das gibt 123840. Die
dritte Potenz der sich ergebenden Wurzel ist 216, das addieren
wir zu dem Resultat und erhalten 124056. Wir ziehen sie von
dem ersten Rest ab, es bleiben 18265. Und es ist uns Kklar,
dass wir nicht 1 zu der Wurzel hinzufiigen konnen, weil 1, zn
80 hinzugefiigt, die dritte Potenz schon um 19441 vergrossert,
und das ist schon mehr als das, was uns selbst iibrig blieb.
Und wenn du es dir leichter machen willst, nachdem du dureh
19440 geteilt, das Resultat gefunden hast und dir 25465 nach
der Subtraktion der dritten Potenz geblieben waren, so multipli-
ziere die gefundene Wurzel mit dem Produkt aus der um 1 ver-
minderten sich ergebenden Wurzel in das Dreifache der sich er-
gebenden Wurzel, das Resultat ziehe von 25465 ab, so hast du
das Gewiinschte. Beispiel dafiir: Du multiplizierst 80 mit 518,
das gibt 7200, ziehe das von 25465 ab, so bleibt 18265, das
stimmt mit dem frither gefundenen Rest iiberein.

Dadurch wird dir anch der Grund klar werden, aus dem
ich dir gesagt, du solltest darauf achten, dass dir das erwdhnte
Verhiltnis fibrig bleibt. Das ist so, weil das Produkt 80 .81
mit 3 multipliziert wurde, das Ergebnis dann mit 6, das ist aber
gleich dem Produkt aus 8t in das Produkt 18.80. Und dasist
einleuchtend,, dass die Summe des Produkts 81.(80.18) und des
Produkts 5.(80.18) gleich dem Produkt 86.(80.18), das wir
suchten, ist. Richte dich in dbnlichen Fillen danach.

Wenn wir die zweite Weise angewendet hitten, die fiir
die annihernde Berechnung leichter ist, so hétten wir den Rest
142321 durch der zehnten Teil der Differenz zwischen der dritten
Potenz von 9 in der zweiten Stufe — der auf die gefundene
Wurzel folgenden Zahl — und der dritten Potenz, von 8 in der
zweiten Stufe geteilt. Diese Differenz ist 217000, der zehnte
Teil ist 217 Zehntel, also 21700, Teilen wir den Rest durch
21700, so bekommen wir 6 Ganze, das ist die sich ergebende
Wurzel. Wir multiplizieren die gefundene Wurzel, namlich 80,
mit der Summe der gefundenen und sich ergebenden Wurzel, das
gibt 6880; wir multiplizieren das mit dem Dreifachen der sich
ergebenden Wurzel, das gibt 123840, dazu addieren wir die
dritte Potenz der sich ergebenden Wurzel, nimlich 216, das gibt
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124056, das zieben wir von der obern Reilie ab, es bleiben
18265, das ist der zweite Rest. Richte dich in dbnlichen Fillen
danach. .

Nun sich hei diesem zweiten Rest, indem du eine Prime,
die der Stufe vor der gefundenen Wurzel, ndmlich 86, entspricht,
hinzufiigst, wieviel dic dritte Potenz grisser wird, merke dir das
Ergebnis. Teile den zweiten Rest durch das irgebnis, achte
darauf, dass dir die dritte Potenz der sich crgebenden Wurzel
und das Produkt aus der um 1 verminderten sich ergehenden
Wurzel in das Produki aus der gefundenen Wurzel in das Drei-
fache der sich ergehenden ithrig bleibt. Wir multiplizieren 86,
die gefundene Wurzel, wmit 86--1 Prime und das Ergebnis mit
3 Primen, das gibt 369 Ganze, 52 Primen, 18 Secunden. Wir
teilen den zweiten Rest dureh das Ergebnis, das gibt 49 und
zwar Primen, aber cs bleibt uns von dem zweiten Rest nicht so
viel, wie der Wert des Verhiltnisses von 48 Primen zu 86 Ganzen,
49 Primen, der ungefihr Yy ist, denn der Rest ist ungefihr 140
Ganze und das ist weniger als der 149te Teil des zweiten Restes.
Daher schreiben wir in die Reihe der Wurzel nur 48 Primen
denn dann reicht nns jener Rest fir das erwihnte Verhiiltnis.
Wir multiplizieren 86 mit 86 Ganzen und 48 Primen, das Ergebnis
dann mit dem Dreifachen von 48 Primen, das gibt 17916 Ganze,
31 Primen, 12 Secunden. Wir addicren dazu die dritte Potenz
von 48 Primen, der sich ergebenden Wurzel, das gibt 30 Primen,
43 Secunden, 12 Terzen. Wir ziehen das Resultat von dem
zweiten Rest ab, es bleiben 348 Ganze, 58 Primen, 4 Secunden,
48 Terzen. Nun priifen wir, indem wir eine Secunde zu der ge-
fundenen Wurzel addieren, wieviel die dritte Potenz grosser
wird. Wir multiplizieren §6 Ganze, 48 Primen, 1 Secunde, mit
86 Ganzen, 48 Primen, und multiplizieren das Resultat mit 3 Se-
cunden, das gibt annihernd 6 Ganze, 17 Primen, das merke, denn
du wirst von nun an keine weitere Priffung mehr nétig haben,
denn der Wert des Verhiltnisses der sich ergebenden Wurzel zn
der gefundenen, wird Klein sein. Wir teilen den Rest durch dieses
Gemerkte, das gibt 55, und zwar Secunden. Wir multiplizieren
86 Ganze, 48 Primen, 55 Secunden mit 86 Ganzen, 48 Primen
und das Resultat mit dem Dreifachen von 55 Secunden, dazu
addieren wir die dritte Potenz von 55 Secunden, das gibt 345
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Ganze, 22 lrimen, 48 Secunden, 29 Terzen, 16 Quarten, 12
Quinten, 55 Sexten. Ziehen wir das von dem Rest ab so bleiben
3 Ganze, 35 Primen, 16 Secunden, 18 Terzen, 43 Quarten, 47
Quinten, 5 Sexten. Wir teilen durch 'jg der Gemerkten, das ist
gleich 6 Primen, 17 Secunden, das ist das zweite zu Merkende,
das gibt 34, und zwar Terzen, denn die Terz ist der sechzigste
Teil der Secunden, eine Secunde Vermehrung hatte ja anndhernd
6 (Ganze, 17 Primen Vergrosscrung der dritten Potenz gebracht.
Multiplizieren wiy die gefundene Wurzel, also 86 Ganze, 48 Dri-
men, 55 Secunden mit 86 Ganzen, 48 Primen, 355 Secunden, 34
Terzen und das Ergebnis mit dem Dreifachen von 34 'Terzen,
und addieren die dritte Potenz von 34 Terzen, so gibt das 3 Ganze,
33 Primen, 32 Secunden, 44 Terzen, 25 Quarten, 27 Quinten, 38
Sexten, 3 Septimen, 55 Octaven, 4 Nonen. Ziehen wir das von
dem Rest ab, so bleibt 1 Prime, 43, 34, 18, 19, 26, 56, 4, 56.

Wir teilen nun durch den sechzigsten Teil des zweiten Ge-
merkten, das sind 6 Secunden, 17 Terzen, das ist das an dritter
Stelle zu Merkende, das gibt 16, nAmlich Quarten. Man braucht
jedoch nicht genauer zu rechnen, wolltest du es aber, so konntest
du auf diesem Wege so weit gehen, wie du willst. Siehe die
gesuchte Kubikwurzel dieser Zahl ist 86 Ganze, 48 Primen, 55
Secunden, 34 Terzen, 16 Quarten. Fitr den zweiten Weg, den
ich dir bei dem ersten Rest gegeben, ist es angebracht, fiir den
Fall, dass die Rubrik vor der gefundenen Wurzel einen Bruch
darstellt, dass du die Differenz zwischen der dritten Potenz der
auf die gefundene Wurzel folgenden Zahl und der der gefundenen
Wurzel durch 80 teilst, das ist sehr einlenchtend.

54) Eine andere Weise, die Kubikwurzel einer gegebenen Zahl,
wenn ganze Zahlen darin vorkommen, zu suchen; Wisse, dass es
sehr leicht ist, fiir Zahlen, die kleiner als 1000 sind, die Kubik-
wurzel zu ziehen, wenigstens im Verhdltnis zu dem, was grosser
ist. Nun will ich dir zeigen, wie du eine grosse Zahl auf eine
kleine zuriickfithren kannst, nachdem ich dir vorher gezeigt, dass
die Multiplikation einer Zahl mit 3 Secunden und 36 Terzen
gleich der Division derselben durch 1000 ist. Denn tausendmal
3 Secunden und 36 Terzen ist gleich einem Ganzen, also sind 3
Secunden, 36 Terzen der tausendste Teil eines Ganzen. Wenn
das beachtet ist, so ist es richtig, dass du die Zahl durch 1009
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teilst und den Rest, der nicht geteilt werden konnte, multiplizierst
du mit 3 Secunden und 36 Terzen, das ist die erste Herabsetzung
Ist das Resultat nicht kleiner als 1000, so teilst da es auf die
vorige Art nochmals durch 1000, das ist die zweite Herabsetzung.
Und so horst du nicht auf, durch 1000 zu teilen, bis die Zahl
kleiner als 1000 ist. Dann zihlst du die Zahl der Herabsetzungen
ziehst die Wurzel aus der kleinen Zahl und rechnest sehr genau
bis zu den Sexten, oder soweit du willst, denn auf diese Weise
ist das sehr leicht. Das Ergebnis multlpllzlerst du mit der Zahl,
die aus so viel Faktoren 10 gebildet ist, wie die Anzahl der
Herabsetzungen betrug, diese Zahl stimmt mit der Einheit der
Stufe iiberein, deren Ordnung die Anzahl der Herabsetzungen um
1 iibertrifit, so hast du das Gewiinschte. Beispie! dafiir: Wenn
du die Wurzel ans 5987654321 ziehen willst, wirst du sie hier
dreimal herabsetzen, damit die Zahl, die du zuletzt erhiltst,
kleiner als 1000 ist. Und siehe die Zahl, die du zuletzt erhiltst,
ist 5 Ganze, 59 Primen, 15 Secunden, 83 Terzen, 7 Quarten,
54 Quinten, 33 Septimen, 34 Octaven, 36 Nonen.

Und siehe, die Kubikzahl, die dem am nichsten ist, was in
der letzten Rubrik steht, die eine kubische ist, ist 1, die Kubik-
wurzel daraus ist 1. Schreibe 1 in die Reike der Wurzel. Ziche
seine dritte Potenz von der obern Reihe ab, es bleiben 4 Ganze,
59 Primen, und was noch an Briichen folgt. Du weisst nun, dass
die dritte Potenz von 2 die von 1 um 7 ibertrifft, die Rubrik
vor der gefundenen Wurzel gehért aber zu den Briichen. Teilst
du den Rest in der obern Reihe durch /g von 7 Ganzen, das
sind 7 Primen, so gibt das 42, das sind Sechzigstel eines Ganzen
daher also Primen. Multlphmere die gefundene Wurzel, also 1,
mit 1 und 42 Primen, das Ergebnis mit dem Dreifachen der swh
ergebenden Wurzel, das sind 42 Primen, addiere dazu die dritte
Potenz von 42 Primen, der sich ergebenden Wurzel, so gibt das
3 Ganze, 42 Primen, 8 Terzen. Wir ziehen das von dem Rest
ab, es bleibt 1 Ganzes, 17T Primen, 15 Secunden, 25 Terzen, T
Quarten 54 Quinten, 34 Septimen, 33 Octaven, 36 Nonen. Siehe,
Jetzt sollten wir priiffen, was die Hinzufiigung einer Prime fir
die dritte Potenz ausmacht. Wir multiplizieren die gefundene
Wurzel, 1 Ganzes, 42 Primen, mit I Ganzen, 43 Primen, das
Besultat mit dem Dreifachen des Addierten, also einer Prime,
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Das gibt ungefihr 8 Primen, 46 Secunden. Wir teilen den Rest
damit, das gibt 8, and zwar Primen. Wir addieren zu der ge-
fundenen Wurzel 8 Primen, multiplizieren 1 Ganzes und 42 Primen
mit 1 Ganzen und 50 Primen, das Resultat mit 24 Primen, das
ist das Dreitache der sich ergebenden Wurzel, die ja 8 Primen
war, addieren dazn die dritte Potenz von 8 Primen, das gibt
1 Ganzes, 14 Primen, 56 Secunden, 32 ‘Terzen. Wir ziehen das
von dem Rest ab, es bleiben 2 Primen, 18 Secunden, 53, 7,0, 54,
34, 33, 36, Der Rest ist weniger als das was die Addition einer
Prime fiir die dritte Potenz ausmacht.

Nun miissen wir sehen, was die Hinzufiigung einer Secunde
fir die dritte Potenz ansmacht. Wir multiplizieren die gefundene
Wurzel, | und 50 Primen, mit 1 und 50 Primen und 1 Secunde,
das Ergebnis mit dem Dreifachen des Hinzugefiigten, also einer
Secunde, das gibt ungefihr 10 Secunden und 40 Terzen. Das ist
das erste zu Merkende. Teile den Rest damit, das gibt 13,
Multipliziere 1 und 30 Primen mit 1,50 Primen und 13 Secunden,
das Krgebnis mit dem Dreifachen der sich ergebenden Wurzel,
die 18 Secunden betrigt, das gibt 2 Primen, 11, 20, 30, 6, 37. Wir
ziehen das von dem Rest ab, es bleiben 7 Secunden, 32, 37,
47, 23, 34, 33, 36. Wir teilen diesen Rest durch Y, der ersten
zu Merkenden, das sind 10 Terzen und 40 Quarten, das ist das
zweite zu Merkende, das gibt 44, und zwar Terzen. Wir multi-
plizieren 1, 50 Primen, 13 Secunden mit [, 50 Primen, 13 Secundey,
44 Terzen, das Ergebnis mit dem Dreifachen der sich ergebenden
Wurzel, also von 44 Terzen, addieren dazu die dritte Potenz von
44 Terzen, das gibt 7 Secunden, 25 Terzen, 26, 58, 1,50, 53, 44.
Das ziehen wir von dem Rest ab, es bleiben 7 Terzen 9, 51, 22,
24, 59, 52. Wir teilen den Rest durch /g, des zweiten zu Mer-
kenden, ndmlich 10 Quarten und 7 Quinten, ungefihr, das ist das
dritte zu Merkende, das gibt 42 Quarten. Wir multiplizieren
1, 50 Primen, 13 Secunden, 44 Terzen mit 1, 50 Primen. 13 Se-
cunden, 44 Terzen und 42 Quarten, das Ergebnis mit dem Drei-
fachen der sich ergebenden Wurzel, addieren dazu die dritte
Potenz von 42 Quarten, das gibt 7 Terzen, 5, 15, 24, 18, 21,
13, 22, 48, das ziehen wir von dem Rest ab, es bleiben 4 Quarten,
35 Quinten, 28, 18, 23, 34, 46, 37 12. Genauer braucht man
nicht zu rechnen. Wenn du wolltest konntest du noch
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2 Rubriken genauer rechnen und wirest dem (Gesuchten
sehr nah.

Denn wenn du den Rest durch %/g des dritten Gemerkten
teilst, also durch 10 Quinten, 16 Sexten, so kommt 40 heraus,
und das sind Quinten, ferner 16, némlich Sexten. Und wenn du
untersuchst, so findest du, dass die Anndherung Xkleiner als %/
eines Finftels ist. Daher ist die Kubikwurzel dieser herabge-
setzten Zah! 1 Ganzes, 50 Primen, 13 Secunden, 44, 42, 40, 16.
Wir multiplizieren diese Wurzel mit 1000, weil die Herabsetzungen
3 waren; das gibt 1833 Ganze, 9 Primen, 5 Secunden, 7 Terzen,
34 Quarten, 40 Quinten, 40 Sexten. Man beweist nun wie oben,
als die Zahl zur Aufsuchung der Quadratwurzel herabgesetzt
wurde, dass dieses die angendhrte Kubikwurzel der grossen Zahl
ist, und dass das Verhiltnis der Nihrungswerte gleich dem Ver-
hiltnis der einen Zahl zur andern ist, d. h. den Wert 1000000000
hat, denn die grosse Zahl enthilt die kleine tausend Millionenmal,
denn das Verhdltnis eines Wiirfels zu einem Wiiifel ist das Ver-
hiltnis der Seiten, dreimal mit sich multipliziert. Und wenn du
das so machst, wird es dir auf eben dieselbe Weise klar werden,
dass das Verhdltnis der Anndherung der dritten Potenz der
grossen Wurzel an die grosse Zahl zu der Anniherung der dritten
Potenz der kleinen Wurzel an die kleine Zahl auch den Wert
1000006000 hat.

Die Weise, die Kubikwurzel aus einer gegebenen Kubikzall
zu ziehen, die nicht nur Ganze und keine ,geometrischen Briiche®
enthilt. Suche den Generalnenner aller Briiche, wenn es keine
Kubikzahl ist, so multipliziere die Zahl mit der dritten Potenz
des Generalnenners oder mit ihm selbst, wenn er eine Kubikzahl
ist. Aus dem Ergebnis ziehst du die Kubikwurzel, das Resultat
teilst du durch die Grundzahl der dritten Potenz, mit der du die
Zahl multipliziert hast. Das gibt das Gewiinschte. _

5%) Beispiel dafiir : Du willst die Kubikzahl aus 44 Ganzen,
*l+ eines Viertels, 3/; eines Siebtels eines Viertels eines Viertels
und */; eines Siebtels eines Viertels eines Viertels wissen. Wir
suchen den Generalnenner fiir diese Briiche und Doppelbriiche, er
ist ans den Zahlen, 7, 7, 7, 4, 4, 4, zusammengesetzte Zahl, das
ist dasselbe wie die durch Multiplikation der dritten Potenz von
7 und der von 4 entstandene Zahl. Also ist der Generalnenner
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pine Kubikzahl, seine Kubikwurzel ist 7.4, also 28. Wir multi-
plizieren 44 und dic Briiche mit dem Generalnenner und ziehen
die Wurzel, das gibt 99, wir tcilen 99 durch 28, das gibt 3 Ganze
und 15 Teile, von denen 28 ein Ganzes sind.

Die Weise, dic Kubikwurzel aus gegebenen ,geometrischen
Briichen® zu ziehen: Sieh zuerst nach, ob die letzte Stufe der
Reihe einc kubische ist, ist sic es nicht, so setze diese Rubrik
so lange vorwirts, bis sie in eine kubische kommt. Dann ziehst
du dic nichstkleinere Kubikwurzel aus der Zahl, die du in dieser
Tubrik hast, und setzest das Resultat in die Rubrik, die oben
senannt ist, d. . du teilst die Ordnung der Stufe %) {die Niedrig-
keit der Stufe) durch 3, dorthin setzest du das Resultat. Bei-
spiel dafiir: Wenn die Rubrik die der Sexten war und du teilst
dic Ordnung der Rubrik durch 3, so gibt das 2, daher setzest
du das Ergebnis in die Rubrik der Secunden, denn multipliziert
man Secunden mit Secunden, so erhilt man Quarten, und Quarten
mit Secunden multipliziert, geben Sexten. Dann hildest du die
dritte Potenz der gefundenen Wurzel und ziehst sie von der
obern Reihe ab, den Rest untersuchst du daraunf, wie viel die
dritte Potenz grosser wird, wenn du der Wurzel eins von der
vorangehenden Rubrik hinzufiigst. Mit dem Resultat teile ndmlich
den Rest, so dass dir noch die dritte Potenz der sich ergebenden
Wurzel und eine Zahl itbrig bleibt, die sich zu der geteilten Zahl,
wie dic um 1 verminderte sich ergebende Wurzel zu der Summe
der gefundenen und sich ergebenden Wurzel verhilt, kurz du
verfihrst ganzlich nach der fritheren Weise.

~ Beispiel dafiir: Du willst die Kubikwurzel aus 59 Primen,
93 Sceunden, 7 Terzen, 40 Quarten wissen. Hole die Primen
und Secunden zu den Terzen herab dort sind es 213787. Wir
zichen die nichste Kubikwurzel, das ist 59, und zwar Primen
nach dem Obigen. Der Rest ist 8408 Terzen, 40 Quarten. Wir
miissen nun priifen, was die Vermehrung der Zahl um 1 Secunde
fir die dritte Potenz ausmacht. Wir multiplizieren 59 Primen
mit 59 Primen und 1 Secunde, das Ergebnis mit 3 Secunden, das
gibt ungefihr 2 Secunden, 54 Terzen, dadurch teilen wir den
Rest, die bhei der Teilung sich ergebende Wurzel ist 47, und
zwar Seeunden. Geblieben ist noch geniigend fiir das Verhdltnis
von 46 Secunden zw 59 Primen 46 Secunden, das ungefdhr '/
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ist. Wir multiplizieren 59 Primen mit 59 Primen, 47 Secunden,
das Ergebnis mit dem Dreifachen von 47 Secunden und addieren
dazu die dritte Potenz von 47 Sekunden, das gibt 2 Prinen
18 Secunden, 9, 26, 23, 23; das ziehen wir von dem Rest ab,
es bleiben 119 Terzen, 18 Quarten, 36 Quinten, 37 Sexten. Wir
mfissten nun priifen, was die Vermehrung um 1 Terz fir die
dritte Potenz ausmacht, aber wir brauchen es nicht mehr zu tun,
weil das Verhiltnis zu der Wurzel so klein ist. Siehe wir erhalten
ungefdhr 2 Tergen, 45 Quarten, das ist das erste zu Merkende.
Die sich ergebende Wurzel ist 40, und zwar Terzen. Wir multi-
plizieren 59 Primen, 47 Secunden mit 59 Primen, 47 Secunden,
40 Terzen, das Ergebnis mit dem Dreifachen von 40 Terzen und
addieren dazu die dritte Potenz von 40 Terzen, das gibt 119
Terzen, 9 Quarten, 25, 2, 57, 46, 40, das ziehen wir von dem
Rest ab, es bleiben 4 Quarten, 11, 20, 13, 20.

Die Weise, zwei Zahlen, zwischen zwei angegebenen ver-
schiedenen Zahlen zu finden, so dass sie mittlere Proportionalen
sind. Teile die grossere durch die kleinere, ziehe ans dem Quo-
tienten die dritte Wurzel, das ist das erste Zwischenresultat.
Suche auch das Quadrat der dritten Wurzel, das ist das zweite
Zwischenresultat. Multipliziere das erste Zwischenresultat mit
der kleineren Zahl, so erhiltst du die Zahl, die zu der kleineren
Zahl in dem gewiinschten Verhiltnis steht. Multipliziere das
zweite Zwischenresultat mit der kleineren Zahl, so erhiltst du
die dritte Zahl, die in dem gewiinschten Verhaltnis zu der klei-
nerer. Zahl steht,

67) Beispiel dafiir: Wenn wir zwei solche mittleren Proportio-
nalen zwischen 15 und 25 finden wollen, so teile 25 durch 15,
das gibt 1 Ganzes 40 Primen. Suche die Kubikwurzel daraus,
das gibt 1 Ganzes, 11 Primen, 8 Secunden, 11 Terzen, 19 Quarten,
4 Quinten, 30 Sexten. Das ist das orste Zwischenresultat. Das
Quadrat des ersten Zwischenresultats ist nun 1 Ganzes, 24 Pri-
men, 20, 35, 45, 34, 10, 28, 27, 51, 20, 15. Das ist das zweite
Zwischenresultat. Wir multiplizieren das erste Zwischenresultat
mit 15, das gibt 17 Ganze, 47 Primen, 4, 4, 46, 7, 30. Das ist
die zweite Zahl nach 15. Wir multiplizieren das zweite Zwischen-
resultat mit 15, das gibt 21 Ganze, 5, 8, 56, 23, 32, 317, 6, b7,
3, 4D, das ist die dritte Zahl von der Zahl 15 aus,

)
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Behauptung : Diese Zahlen sind als stetige Proportion
zwischen 15 und 25 eingeschaltet. Das ist so, denn zwischen 1
und die dritte Potenz jeder Zahl fallen zwei solcher Zahlen, die
eine stetige Proportion herstellen, die eine von ihnen ist die
Kubikwurzel, die andere ihr Quadrat. Denn 1 verhilt sich zu
der Kubikwurzel, wie diese zu ihrem Quadrat und wie das Quadrat
zur dritten Potenz. Wir haben aber diese Zahlen mit denselben
Faktoren multipliziert, denn 1, mit 15 multipliziert, gibt 15, die
dritte Potenz der Wurzel, mit 15 multipliziert, gibt 25, und die
beiden mittleren Zahlen sind auch mit 15 multipliziert, Also
stehen diese 4 Zahlen, die mit 15 multipliziert =sind, auch in
demselben Verhéltnis.

Sechstes Kapitel:
Vonden Proportionen, dasist das Vergleichen
von Zahlen miteinander.

Du weisst schon, dass, wenn 4 Zahlen in Proportion stehen
das Produkt aus der ersten in die vierte gleich deren Produkt
aus der zweiten in die dritte ist. Und wenn das so ist, so
werden wir dir auseinandersetzen, wenn irgend welche Zahlen
gegeben sind und wir eine zweite Zahl haben, die einer von
dieser Zahlen entspricht, wie du die iibrigen entsprechenden
Zahlen finden kannst, so dass die entsprechenden Zahlen in eben
diesem fritheren Verh#ltnis stehen. Du musst wissen, dass, wenn
du eine von den Zahlen mit der gegebenen zweiten Zahl multi-
plizierst und durch die ihr entsprechenden dividierst, du die ent-
sprechende Zahl fiir die Zahl findest, welche mit der gegebenen
zweiten multipliziert wurde. Beispiel dafiir: Die gegebenen
Zahlen seien a, b, ¢, 4, b, und die Zahl s soll d entsprechen.
Wir wollen nun die entsprechenden Zahlen fiir a, b, ¢, h finden.
Siehe : Wir multiplizieren s mit a und dividieren durch d. Wir
erhalten k. Da nun s.a==k.d ist, verhalte sich a zu ¢ wie k
zu 8. Vertauschen wir die Glieder, so verhilt sich a zu k wie
¢ zu s. Ebenso beweist man, wenn man b mit s multipliziert
und durch d teilt und das Ergebnis t ist, dass t die enisprechende
Zahl zu b ist. Ebenso multipliziere man ¢ mit s und teile durch
d, das gebe g, so entspricht g demc. Endlich multipliziere man
h mit s und teile durch d, das gebe 1, so entspricht 1der Zahl h-
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Siehe, so haben wir dic entsprechenden Zallen zu a, by ¢, d, h
gefunden, es sind k, t, g, s, . Klar ist es, dass die Zahlen Kk, t,
g, s, 1 in demselben Verhiltnis wie a, b, ¢, d, h stehen,
w. % b.ow.

Auch wenn uns keine Zahl aus der Reihe der entsprechenden
Glieder bekannt ist, wenn wir aber die Summe von zweien oder
dreien von ihnen kenne, so ist es moglich, die entsprechenden
Zahlen zu finden. Beispiel: Wir modgen aus unserem frithercn
Beispiele wissen, dass die Summe (k-4-s-1) gleich m ist, und wir
wollen daraus die entsprechenden Zahlen fiir die gegebenen a, b,
¢, d, I finden. Siehe, dann setzen wir die Summe der k, s, |
entsprechenden Glieder, das sind a, d, h, gleich n und dem Ver-
hiltnisse n zu m setzen wir das Verhdltnis jedes der Zahlen
a, b, ¢, d, h zu der entsprechenden gleich. Deshalb multiplizieren
wir m mit a und teilen durch n, so erhalten wir k. Auf dieselbe
Weise finden wir die Zahlen t, g, s, . Behauptung : k, t, g, s, 1
sind die gewiinschten Zahlen. Beweis: n verhilt sich zz m wie
a4 zu k und wie d zu 8 und wie h zu 1. Addieren wir, so ver-
hélt sich n zu m wie (a-}d+h) zu (k+s-+1). Vertauschen wir die
Glieder, so verhdlt sich n zu (a4-d-4h) wiem zu (k4s+1). n war
. aber gleich (a--d~+h), also ist m gleich (k+4s<1). Also haben wir
schon die entsprechenden Glieder zun a, b, ¢, d, h gefunden, und
die Summe von k, s und I aus ihrer Reihe ist gleich der gege-
benen Zahl m. Und auch, wenn uns von den entsprechenden
Gliedern nur bekannt ist, dass die Differenz zwischen einer Zahl,
deren entsprechende Stellung bekannt ist, oder einer Summe von
Zahlen, deren entsprechende Stellung bekannt ist, und irgend
einer Zahl oder einer Summe von Zahlen gleich einer gegebenen
Zahl ist, so konnen wir dadurch schon die entsprechenden Glieder,
gin jedes an seiner Stelle, finden. Beispiel dafar aus unserem
fritheren Beispiel : Wir mogen wissen, dass die Summe der Zahlen
b und g die Zahl 1 und m iibertrifft, und wenn wir daraus die
entsprechenden Glieder zu a, b, ¢, d, h finden wollen, so setzen
wir (a-+c) gleich n. Zuerst beweisen wir, dass n grosser ist als
h, denn weil das bekannte a sich zu dem unbekannten k verhiilt
wie das bekannte ¢ zun dem unbekannten g und wie h zu dem
unbekannten 1, so verhilt sich (a4c) zu h wie (k+4g) zu 1. Aber
(k-t-g) ist grosser als 1, also ist (a--c) grosser als h. Wir setzen




—_ 129 —

nn die Differenz zwischen n und h gleiel x, muliiplizieren a mit
m und teilen durch x, so erhalten wir k als die entsprechende
Zahl zu a, and so hdren wir nicht anf, bis wir die Zahlen K, t.
g, s, | gefunden haben. Wir wollen nun heweisen, dass k. t, &
s, L. die gewiinschten Zalien sind. Beweis: x verhilt sich zn m
wie jede Zahl aus der Reihe a, b, ¢, d, h zu der entsprechenden,
also verhilt sich atc zu k4-g wie h zun 1. Bilden wir die Dif-
ferenzen, so verhilt sich x zu h wie die Differenz zwischen k--g
und 1 zu 1. Vertauschen wir die Glieder, so verhilt sieh x zu
der Differenz zwischen k-+g and 1 wie h zn 1. Da sich nun x
zu m wie b zu | verhilt, ist die Differenz zwischen k-+4g und 1
cleich m. Also sind die Zahlen k, t, g, s, 1 die entsprechende
zu a, b, ¢, d, h, und die Differenz zwischen k+4-g und 1 ist m,
w. z. b. w. '

Auch, wenn uns von den entsprechenden unbekannten Gliedern
nur bekannt ist, dass eine Zahl, deven entsprechende Stellung
man weiss, oder eine Summe von Zallen, deren entsprechende
Stellung man weiss, ecinen Teil oder Teile von Zahlen, deren
Stellung man kennt, wm cine gewisse Grosse iibertrittt, so konnen
wir dadurch schon die entsprechenden Zahlen zu den gegebenen
finden. Fs sei in unserem Beispiel bekannt, dass t gewisse gegebene
Teile der Summe k-5 um m iibertrifft, siehe, so setzen wir dieselben
Teile der Summe a—4-d gleich n und beweisen, dass b grisser Ist
als n. Denn das bekannte b verhilt sich zu dem unbekannten t
wie das bekannte a zu dem unbekannten k. Also verhilt sich b
zu t wie a-+d zu k-+s, Aber a4 verhilt sich zn k4-s wie n zu den
gegebenen Teilen von k-+s, die wir mit x bezeichnen 8) denn das ist ja
Klar, dass a-+d sich zu n wie k-5 zu diesen gegebenen Teilen von
ks verhilt. Vertauschen wir die Glieder, so zeigt sich die Rich-
tigkeit unserer Behauptung. Also verhilt sich b zu t wie nzu den ge-
cehenen Teilen von k--s. Vertauschen wir die Glieder, so ver-
hiiit sich b zu n wie t zu den gegebenen Teilen von ks, tist
aber grosser als diese Teile, also ist b grosser als n. Nei die
Differenz zwischen ilm und 1 gleich e.  Wir multiplizieren a mit m
und teilen dureh e, so bekommen wir k. das a entspricht. Und
o héren wir nicht anf, bis wir die Zallen k, t, g, 5, 1 gefunden
baben. Wir behaupten nun, dass k, t,g, s, 1 die gesuchten Zahlen
sind, Beweis: e verhiilt sich zu m wie jede der Zahlen a, b, ¢,

9
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d, h zu der cutsprechenden. Also verhilt sich e zu m wie a-}-d
zu K--s und wie b zu t. Biehe, weil sich n zu a-+d verhilt wie
X zu k-5, verhilt sich n zu x wie a+-d zu k4s durch Ver-
tauschung der Glieder. Aber a--d verhilt sich zu k-4s wie b zu
t, also verh&lt sieh n zu x wie b zu t. Vertauschen wir und
kehren wir um, so verhdlt sich b zu n wie t zu x.© Aber b war
um e grisser als n, also muss t grosser sein als x. Nun ver-
Lielt sieh b zu ¢ wie t zu m durch Vertauschung der inneren
Glieder. Also ist die Differenz zwischen t und x gleich m. Also
sind die Zahlen k, t, g, s, 1 die entsprechenden zu a, b, ¢, d, h,
und die Differenz zwischen t und den gegebenen Teilen von k4-s
ist m, w. z. b. w.

Es schreibt der Verfasser: Das sechste Kapitel dieses Ab-
sehnitts ist beendet und damit dieses ganze Buch. Der Ruhm
sei Gotl allein!

Der Schluss war am Anfang Nissan des einundachtzigsten
Jahres des sechsten Jahrtausends, als ich das dreiunddreissigste
nteiner Lebensjahre erreicht hatte. Gelobt sei der Helfer!



Anmerkungen.

1) Der Text 20w awyn enthilt ein Wortspiel, das sich im Deutschen
nicht wieder geben ldsst. avn hat die Grundbedeutung kniipfen, dann
heisst es denken, auch rechnen. 2zw nwyo enthdly sogleich den Gegensatz
»Theorie und Praxis“ und den Begriff ,Praxis des Rechners®, vgl. Exodus 28,6.

2) In M. I und M. Il lautet der Text mwyn® jwyn. Wohl veranlasst durch
die vorhergehenden Ausfilhrungen der Einleitung, in denen betont wird,
dass die Kenntnis der Theorie fiir die Praxis von Nutzen sei, aber wohl auch
wegen der eigentlimlichen Stellung der Worte 12 pyn3 —— man hitte erwartet
'yn o 12 ppe? v - hat der Abschreiber das pyxb in mwpe verwandelt,
den Worten den Sinn gebend: ,[Ye Theorie solle der Praxis vorausgehen®.
Der Zusammenhang gestattet aber nur die Lesart W. als richtig anzunehmen.
J. a. scheinen M. Il und W. aus gleicher Quelle herzuriihren, wie man sich
leicht iiberzeugt, wihrend M | unabhingig zu sein scheint.

3) »wmh, Gewohnlich ist avn widerlegen, hier muss der Sinn sein ,zu
wiederholen®, vgl. dazu oyn w27 ax new 2em Exodus 19,

4} Die genannten Summen (1424 - - - - n)4+{2+4+3+ - - 4+n), und

)
- +. [{n—1)4nl+n, fir n, sind in anderer Form die archimedische
0

Reihe der Quadratzahlen, Zu der vorangehenden Definition sei noch be.
merkt, dass i 2ten Abschnitt der Ausdruck =sonm 7w ndwa o2ems nicht fir die
allgemeine arithmetische Reihe gebraucht wird, sondern fiir solche Reihen,
deren Anfangsglied gleich der Reihendifferenz ist, der Ausdruck ist weiter-
hin immer-mit ,nicht natiirliche Reihe* fibersetzt, weil er gewdhnlich im
Gegensatz zu "ponn T2 powbs steht.

5) Diese Reihensummen sind die figurierten Zahlen, die unter dem
Namen Dreieckszahlen bekannt sind.

6) Eins als benannte Zahl ist die ,Zahi* Eins. Fins als unbenannte
Zahl ist die ,Einheit*. Der Begriff Einheit kann allerdings den Begriff der
Teilung nicht vertragen. Durch die Vermischung der beiden Begrifie ist es
wohl gekommen, dass man 1 im Altertum nicht als Zahl betrachtet hat,
weil zum Begriff der Zahl der der Teilbarkeit gehdrt. Unser Autor unter-
scheidet die beiden Seiten also schon, vgl. Note 32

7) maen ist eigentlich Figur, als pars pro toto ,Satz® oder ,Beweis“.
Die urspriinglich geometrische Form der Sdtze und Beweise hat sich in den
Terminis technicis erhalten.

8) Fiir zwei Faktoren ist der Satz, dass ihre Reihenfolge gleichgiiltig
ist, ohne Beweis in Nr. 1 angefithrt. Wenn er auch, wie in den folgenden
Sitzen, in rein algebraischer Form erscheint, so ist er doch eine Abstraktion
aus einer geometrischen Betrachtung, die natiirlich fiir mehr als drei Fak.
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toren nicht mehr anwendbar ist, daher sind die folgenden 3 Sdtze noch be-
sonders bewiesen. Der Beweisgang ist analytisch, nicht synthetisch, wihrend
unsre Beweisfiihrung jetzt auf dem letztgenannten Weg vorgeht.

9} Vorausgesetzt ist bei dem Beweis, wie man sieht, dass - - | = | ist.

10) Der hebrdische Text lautet s ‘2 sson by oy wnwe s, Hier ist oy
in dem Sinne ,neben® gebraucht, wie nwin nwe ¥on Numeri 28,20 - - - - Der
Zweck der hinzuzusetzenden 1 ist, dadurch ebensoviele Glieder im Zihler
wie im Nenner zu haben.

11) Wire b in Nr. 13 gleich 1, so wirde der erste Teil des Beweises
lauten : Wir multiplizieren die aus ¢, d, h, s zusammengesetzte Zahl mit t,
das Resultat sei x. Siehe, das Produkt cdhs wurde mit 1 multipliziert und
ergab a und mit t multipliziert und ergab x, also verhdlt sich a zu x wie §
zu t. Wird also 1 selbst nicht als Zahl angesehen wurde, wire der Beweis
doch richtig.

12) Nimlich, wenn wir je zwei von den Enden der Reihe gleich weit
abstehende Zahfen zusammen fassen.

13) ,Zu der letzten Zahl“ ,wie" ,zu der ersten® soll heissen, durch
Addition derselben Zahl zu: d gelangt man zur letzten, wie man duech Sub-
traktion ebendieser Zahl von d zur ersten gelangt. Vielleicht kdnnte man
wyane zeitlich fassen, ,dass man zur letzten Zahl gelangt, ,wenn" man zur
ersten kommt®.

14) Die Formel stimmt in anderer Schreibweise mit der von Leonardo
Pisano (1225) mitgeteilten Formel. 12(1*4-2:+4 - - . - n%)=n(n+2) (2n+2)
wenn n ungrade, 12(22+4%+ « + + - n¥Y==n(n+2} (2n+2), wenn n grade ist,
itberein. Fiir ein grades. h ist f ungrade, demnach, nach Satz 28, die Summe
(a+b- - - - - +h=f e+ 0),ats0n(atb - - +n=i—nrlHDRO L EF
das ist = 3(124+22+hD)%hth-+2) . 2th+1)=12(1*+2* - - -« +h?). lIsth ungrade,
so folgt dasselbe aus Satz 26. Vgl. Tropike, Geschichte der Elementar-
mathematik Bd. II, S. 321.

15) Die Formel stimmt mit der in der Mitte des ersten Jahrtausends
schon bekannten 1*+284- . - - —[—n9=n(n—+&(62L+Q (iberein.

16) Vgl dazu Tropfke. Bd. II, S. 332, der diesen Satz zuerst bei Luca
Paciuolo {1494) unter den Abendlindern findet und die Frage aufwirft, ob

derselbe ihn nicht nur induktiv gewonnen habe. Wir haben hier einen streng
mathematischen Beweis.

17) Dieser Satz und die folgenden sind fiir die Losung der von Nr.
53 an folgenden Aufgaben bestimmt. Der Beweis ist fir uns, die wir
synthetisch vorzugehen gewdhnt sind, allerdings sehr umstindlich, fiir uns
wire er durch die2 Reihen c¢(b—a)+a(c—b)=cb—ca-+ca—ab=b(c—a) be-
wiesen. In den folgenden Beweisen wird ibrigens dieser Weg verlassen
und bis auf die Zeichenschrift so vorgegangen, wie wir es gewdhnt sind.

18) Der hebriische Text ist etwas unklar, er lautet ganz unvermittelt
sysasn a0, Wir haben es ja eigentlich mit 4 Zahlen 2, ¢, a, b, zu tun.
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Bisher waren nur 2, c, a, b fir sich betrachtet, von jetzt an wird ¢ ausgé-
schaltet und auf 2, a, b der vorige Satz angewendet. Daher die ganz freie
Uebersetzung der Stelle.

190) a kann natiirlich nicht 1 sein, denn fiir a=1 ist die Aufgabe nicht

zu ldsen. In moderner Form wiirde die Aufgabe lauten x+y:!:z=y+x-j-:-z-=

z+xjy[2<b < C]. Man sieht sofort, a kann nicht 1 sein. Sucht man

1 —{(h— —2
X und Y. zu bestimmen, so erhiit man X = s be—(b—2)fc—2)
z

® iz-Hb et (b—1)(c—2) 4+ b(c—1?
y __ clb—1) —2)(c—1) - - . -
= ('B_:l_)fc——n?)N-'{—Bw(E;NH' So erhdlt man zunidchst je einen Wert fiir x,y
und z, und wie .man sich leicht iiberzeugt, stimmen diese Werte mit dem
angegebenen (iberein.

20) Vgl. Satz 52 und zwar fiir Seite 37; 20) fiir den Fall, dass die
kleinste Zahl gleich 2 ist, fir Seite 39; 20) fiir den allgemeinen Fall.

21} Vgl, Satz 51, auf Seite 37; 21) fiir den Eall a=2, auf Seite 39;
21) fiir den allgemeinen Fall.

22) Fiir den allgemeinen Fall lautete die eine Lésung der Gleichungen

a a
[(c—Da—b)+cla—1)b—1)].  y=[(b—a)ic—1)+cla—1}b—1}
z=[(b—1)c—a)+blc—1}{a—1)]. Durch leichte Umformung kommt auf die

hier angegebenen Werte.

23) Vgl. dazu Satz 50.

24) D. h. die Variationen sollen ohne Wiederholung sein, ebenso nach-
her bei den Combinationen.

25) Der hebr. Text lautet : mpu wn ow.  Es soll wohl damit gesagt sein
dass die 1 nicht nach phytagordischer Weise als das Wesen der Dinge auf
gefasst werden darf, n-pe ist in der philosophischen Sprache ein Accidenz,
nicht ein wesentliches Attribut.

26) Die Stelle lautef: pws =spy powy nxp veoen wme o2 i, Der Sinn der

.Worte kann unmbdglich sein, sie habe keine benachbarte Zahl, die ihre

Grenze bedeutete, denn nach oben hitte sie eine solche ja wohl, ausserdem
wiirde ja dann nicht passen ma D322 pans mp osa msp oveees w5 oama ox. Der
Sinn wird durch das Weitere klar. Wire die Linieneinheit aus Punktein-
heiten zusammengesetzt, so hitte sie eine Begrenzung nach beiden Seiten
hin, das sollte dann heissen, sie wire entstanden, indem man von einer
Punkteinheit ausgegangen wire, und diese wire dann die untere Begrenzung.
Die letzte Punkteinheit, bei der man schliesst, wire die obere Begrenzung.
Die 1 ist aber nicht zusammengesetzt, wihrend sie das zusammensetzende
Element aller Zahlen und so zunichst ihre untere Grenze bedeutet. Vgl
auch Note 28.

27) Durch ein Versehen sind die Worte ,nach unten® in den deutschen
Text gekommen. Es muss heissen: ,Wollte man der Eins als Zahi eine Be-
grenzung zuschreiben - - - - - - Man kann sich die Eins ja aus Briichen
zusammengesetzt denken, und zwar aus lauter gleichen. Aber dann wire
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1 nicht mehr die Einheit sondern ibres Charakters als Einheit, der mit ihr
doch verbunden sein solf, entkleidet worden.

28) Vgl. Note 26. In diesem Sinne ist die Eins vielleicht die Begren-
zung der Zahlen nach oben genannt. Vgl. dazu auch Abr. ibn Esra, das
Buch der Zahl, herausgegeben ven M. Silberberg, 5. 1, und Anm. 9.

29) Das hebr. nwye ist bald mit Stufe, bald mit Rubrik iibersetzt, je
nachdem von der Zahl selbst oder von ihrer Stellung im Rechenbilde die
Rede ist.

30) Der hebr. Text wuen wea ist dunkel, Ob es vielleicht heissen soll
wen geiz, gleich s moen 22 Der Sinn ist jedenfalls der, dass das Unend-
liche nicht ein aktuell Existierendes sein kann, sondern nur potentieil
in der unendlichen Vermehrbarkeit der Zahlen gegeben ist. Es sind die
aristotelischen Darlegungen aus dem 3ten und 4ten Buch der Physik.

31) Die Schiussfolgerung ist nicht ausgesprochen — diese lantet:
»als0 kann es keine aktuell existierende unendlich grosse Zahl geben, denn
diese miisste mit Notwendigkeit entweder grade oder ungrade sein“. Die
jetzt folgenden Worte: »Daher kann és nicht umgekehrt sein® — bezichen
sich nicht auf diesen letzten vorhergehenden Satz allein, wie das % er-
warten liesse, sondern sie haben auf den ganzen letzten Abschnitt Bezug,
Sie wollen sagen, wenn keine unendlich grosse Zahl aktuell existiert,
so ist auch eine unendliche Teilbarkeit ausgeschiossen. Zum Wesen jeder
endlichen Zahl gehdrt es aber, dass man durch eine endliche Anzahl von
Teilungen zur Einheit gelangt, die wieder ihrem Wesen nach unteilbar ist.

32) Wir haben hier wieder den Unterschied zwischen nEinheit®, als
logischem Begriff, und Eins. Der Zusammenhang der Sitze ist klar, weil
eben die Einheit, als logischer Begriff, als etwas Unteilbares hingestellt war,
vgl. Note 31, wird jetzt von der Eins, der Trigerin der Einheit, als etwas
Teilbarem gesprochen.

33) owewn, der Ausdruck Primen hitte vielleicht durch ~Minuten®
iibersetzt werden kdnnen, um der Gleichmissigkeit des Ausdrucks wegen
ist wortlich oawwr durch Primen iibertragen worden.

34) nmamw Konnte nicht ,Vermehrung® (ibersetzt werden, denn auch
Combinatorik ist darunter zu verstehen, wie wir nachher sehen,

35) und 36) Man ist versucht, unter dem hebriischen Wort omiezz  die
Anzahl zu verstehen und die verschiedenen Abteilungen der Combinatorik
unter den angegebenen drei Weisen zu begreifen, indessen muss das erste
Mai, wie aus dem Folgenden ersichtlich ist unter tmesz die Grosse verstanden
werden. Wir haben also zuerst Addition, dann, in der zweiten Gruppe,
Combination und Variation, in der dritten Gruppe endlich Permutation
zu sehen.

37) Mit ooens sind arithmetische Reihen semeint, der terminus tech-
nicus fiir geometrische Reihe ist oomms,

38) %0, 0, wurde zuerst als voller Kreis geschrieben, daher die Be-
zeichnung 5. Der Ursprung des Symbols als des 0 des griechischen poddy

ist bekannt. Einen Positionswert hat 0 bei unserm Autor noch nicht, es
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bedeutet nur das Zeichen, dass nichts vorhanden ist, ven nipn sw2 ez me
Ausdriicke, wie 2 nop %% iy wen, bedeuten nichts Gegenteiliges.

39) Da die hebriische Schreibweise von rechts nach links geht, ist
ciickwarts die rechte Seite. Wo Buchstaben Positionswert als Ziffern
haben, sind sie immer von links nach rechts zu lesen.

40) Die ganzen Zahlen sind nach oben hin unendlich weit fortzufiihren,
die Briiche nach unten hin, daher steigen die Rubriken der ganzen Zahlen
von links nach rechts, die der Briiche, so weit der Wert in Betracht kommt
auch, aber da die Rubriken der Briiche nach dem Nenner bezeichnet werden
sollen, steigen die Ordnungen der Briiche von links nach rechts. Bezeich-
nend nennt unser Autor sie an einer Stelle myen mosw, i. G. zu mbyen o
bei den ganzen Zahlen. .

41) Der Beweis ist nicht richtig. In Wabrheit ist die erste Stufe
ebenso gut doppelt gezihlt wie die finfte. Der Grund liegt vielmehr darin,
dass dic erste Stufe faktisch den Namen der nullten verdient, dann wire
die Stufe des Produkts wirklich die Summe der Stufen der Faktoren. Die
erste Stufe verdiente aber den Namen der nullten, weil, selbst wenn man
bei ihrem Anfangspunkt zu messen beginnt, ja der Abstand 1 erst bei 10
erreicht wird, 10 also die erste Einheit einer Stufe ist, die einen Abstand besitzt,
wihrend die Finheit 1 einen solchen nicht hat. Bei den Briichen befindet sich die
Einheit aber grade, wenn wir geometrisch die Sache betrachten, am Ende
der Stufe, hat also schon den Abstand 1 nach rechts, so dass hier die
Primen schon als erste Rubrik der Briiche gerechnet werden diirfen und doch
die Stufe des Produkts gleich der Summe der Stufen der Faktoren ist. Far
uns ist es klar, dass wir so zihlen, 10°=1, 10'=10! Daher ist z. B. 10000
fiir uns die vierte Stufe, wihrend sie unser Autor als die fiinfte zZhit. Die
Stelle, in der er lber die Multiplikation von Briichen spricht, und in der es
heigst: nbynm pas fbman R OAWMON LD WR DM@ METD DA auR shw w3 mz2on
mnpsn tenems hat diese Unterscheidung offenbar im Auge, ,der Grund dafiir
— nimlich, dass bei den Briichen die Stufe des Produkts gleich der Summe
der Stufen der Faktoren ist — liegt darin, dass bei den Briichen die Stufe
der Finer nicht mitgezihlt wird, sondern der Beginn der Stufe der Briichen
ist bei den Primen®, das ist zwar nicht deutlich ausgedriickt, kann aber
nichts anderes bedeuten. Um so befremdlicher ist es, dass das nicht oben
ausgesprochen ist.

42) Das erste Zwischenresultat ist nach unsrer Ausdrucksweise
(a1-x)(b—x). An sich ist es gleichgiltig, ob a>> oder < b ist, immer gibt in dem
Falle, dass a durch Addition abgerundet wurde, die Addition von x(a+x—b)
das Resultat a. b ebenso wenn a nach unten abgeruindet wurde und das erste
Zwischenresultat demnach (a—x) (b—+x) wire, gibe sowochl flir a > b
als fiir a < b die Subtraktion von x (a—x—b) das Resultat a.b. Unser
Autor kennt aber keine negativen Grossen, deshalb muss er unterscheiden,
wie er unterschieden. hat.

43) Diese Weise ist von Abraham ibu Esra in seinem ,Buch die Zahl“
(Ed. Silberberg, S. 6) angegeben: ,Die Stelle lautet dort: »Eine andere, wich-
tige Methode, die ich herausgefunden, mit Hilfe von Dritteln: Wir nehmen
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‘15 der Zahl, berechnen, wie gross das Quadrat hiervon ist, nehmen die ent
sprechende Zahl in der noch hioheren Stufe und subtrahieren das Quadrat
des Drittels, so ist der Rest das Gesuchte®. Die Methoden erscheinen uns
sehr nebensdchlich und kaum anwendbar, man muss aber bedenken, dass sie
wohl nur fiir Berechnungen angewendet werden sollen, die nicht schriftlich
vorgenommen werden,

44} Vgl. im ersten Teil Satz 38,

45) Vgl. im ersten Teil Satz 42.

46) 8. 77 Tennn wew ist die Reihendifferenz, Differenz schlechthm, S0
ist das Wort von jetzt an {ibersetzt. Die Summe einer arithmetischen Reihe von
n Giliedern, mit dem Anfangsglied a und der Differenz d ist s=is[la+{n—1)d]. n.
Unser Autor flibrt sie auf die Summe der natiirlichen Reihe zurfick. Er er-
hilt in unsrer Zeichenschrift s=n . ";_1 d-—{d—akn oders=n. —T;A d+{a—d)n,

je nachdem d >>oder< a ist, man sieht sofort, dass die Formel dieselbe ist.
Dass fiir den Fall d > oder<  a 2 Formeln angegeben werden, hat seinen Grund
darin, dass negative Zahlen nicht gestattet sind.

Seite 78. Auch hier muss aus demselben Grunde zwischen den 2
Fillen unterschieden werden. Vgl. Note 48,

47} Das dem so ist, sieht man sofort aus der Formel.

[n. nt1 d+(a—d)n] 2(a— d)—n(a—di—2 [d "7;1] (a—d)+nia—d)".

Die ecklge Klammer links, ist in unsrer Schreibweise die Summenformel einer
allgemeinen arithmetischen Reihe, wie sie unser Autor angibt, die eckige
Klammer rechts dic Summe der nicht natiitlichen Reihe mit dem Anfangs-
glied und der Differenz d. Der Hinweis auf den Anfang des ersten Abschnittes
bezieht sich njcht auf einen bestimmten Satz sondern auf das allgemeine
dort dargelegte Prinzip des Absonderns gemeinschaftlicher Faktoren, das

. dort in mehr geometrischem Gewande erscheint.

48) Im andern Falle musste eben von jeder Zahl 2 abgezogen werden,
um eine nicht natfirliche Reihe herzustellen, also ist jedes Glied der Reihe
um 2(a—d).a+{a—d)* verkleinert worden, also hat man das entsprechende
Zwischenresultat zu addieren. Der erste Fall wiirde sich inp unsrer Schreib-
weise so darstellen. Das allgemeine Glied der Reihe ist (a-pd)®. Dafiir
schreiben wir [(d—a)+a-+pd)*—(d--a)2—2(d—a)(a+pd)=[(p-+1)d]*—(d—a)'—
2(d—a}.(a+pd). Summiert man so erhdlt man a*+(zt+d)*4- - - - -
[a+n—0)d]*=d?+-2d*+ -« - - (ndP—n(d—a)®*—2(d—aa+@+d)+ - - - a+
(n—1)d]. Fiir den andern Fall, erhielte man, wenn fiir das allg. Gliedes
{a+pd)> geschrieben wird [a— (a—d) + pd]*— (a—d)}*—2 (a—d) (a-+pd)
als Wert fir die Summe der Reihe 2*+(a+d)*+ - « - - [a+(n—1)d]2=d*+
@dy*+ - - - (ndy—n(a —d)*—-2Aa—dfa+(a+d)+ - - - a-+(n—1)d]. Fiir die
jetzt folgende Summerierung der Reihe (a¥+{a+d)¥+ - - - [a+in—1)d]
stellt man sich dieselben Beziehungen leicht her.
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49) Gemeint ist der Exponent der Reihe, der ja eben das Verhditnis
je zweier folgenden Glieder ausdriickt.

50) Vgl. Berichtigungen. Es muss heissen, so verhalt sich die Dif-
ferenz zwischen dem letzten und dem ersten zu der Summe aller Zahlen
der Reihe vor ifim, d. h. zu der Summe aller Glieder vor dem letzten. Hier
fehlt offenbar ein Satz: Multipliziere die Differenz zwischen dem letzten

und ersten Glied mit diesem Verhdltnis und addiere die letzte Zzhl hinzu.
a—1

Die sich ergebende Formel in moderner Schreibart ‘te*a;)—i—t:a{-c-:‘—:—’ +
_ e
n
n—L . e —1) o ., = o
ae ist mit unsrer Forme! a .t fast Gibereinstimmend.

51) Es sollten eigentlich die Zahlen der + Reihen iiber der Reihe des
Dividenden durchgestrichen sein, die Typen waren nicht zu bekommen. Be-
trachtet man sich das Rechentableau, so wird man die Uebereinstinmung
gerade mit unserm modernsten Verfahren finden. Man denke sich nur die
Reihen der Dividenden nach umten gesetzt, so hitte man unser modernstes
Schema. Dass die Resultate der einzelnen Multiplikationen hier angegeben
sind [der Text verlangt das nicht], ist eine angenehme Controtle, addiert
man die Reihen unter der Reihe des Divisors und dazu die oberste Reihe
des Restes, so muss sich die Dividendenreihe ergeben. Vielleicht ist der
Grund, dass die Resultatreihe zwischen die beiden andern gesetzt ist, darin

_zu suchen, dass sie ja als Multiplikatorreihe gebraucht wird, die Divisorreihe
als Multiplikandenreihe. Wir haben dann hier zugleich Schema der Multipli-
kation und der Division.

52) omaw waw ist mit Doppelbriichen iibersetzt, es bedeutet aber nicht
nur Doppelbsiiche, sondern ebenso sehir mehriache Briiche iiberhaupt.

53) owewn onowoe S, die Flichen, d. h. die Rechtecke sind einander
ihnlich. Aehnliche Figuren verhaiten sich wie die Quadrate homologer
Seiten. Der Satz erscheint hier also ganz und gar in geometrischer Ein-
kleidung.

54) Es ist wortlich {ibersetzt worden, nach dem Wortlaut des Textes
im hebr, gehdrte das ,zusammen® zu den Briichen, gemeint ist aber jeden
Bruch einzeln mit allen Ganzen auf einmal.

55) Hier ist ein Beispie! fiir die Bemerkung Seite 87, Zeile 3ff. Hatte
man als Resultat der Division 59* genommen, so wire bei Muitiplikation
mit 4158/4, dem erhdhten Divisor, mehr als 2471 herausgekommen. Also
musste man erst mit 58 versuchen und erhielt dann die fehlende 1” bei der
"nichsten Division.

56) b2 nza wem s o so lautet der hebr. Text. 72 ist das Potentielle,
also haben wir etwas, was sich nur als potentiell darstellen 1ldsst, nicht
aber genau erreicht werden kann, das ist das Irrationale.

57) Spéter ist die Reihe immer vvwn wo, die Reihe der Wurzel ge-
nannt.

58) Es wird hier unterschieden zwischen svizn 2w und sswn v, bei
jeder folgenden Operation ist das bisher gefundene Resultat swwn ww, die
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»gefundene® Wurzel, so haben wir es iibersetzt, wenn es wohl auch in
kein?m Fall etwas mit sxb etwa als Part. Il Qual zu tun hat, sondern Hophal
von &% ist. ¥ ww ist die sich ergebende* Wurzel.

59) ,Das ist so“, nicht dass die Probe dieses Resultat ergeben muss,
sondern der ganze Vorgang beim Ausziehen der Quadratwurzel beruht
darauf,

65) Wiirde noch soviel bleiben, so wire die angenihrte Wurzel eben
um 1 zu klein genommen.

61} Die Methode stammt zus sehr alter Zeit, was sie eigentlich an
Erleichterung bringen soll, ist flir uns nicht einzusehen. Nur wenn wir an
cine Zeit denken wollen, der die Zahlenschrift nicht geldufig war, kdnnten
wir verstehen, dass es angenehmer ist. lieber viele kleine Zahlen niederzu-
schreiben, als so unformig grosse. Da unser Autor aber den Ziffern schon
einen Positionswert gegeben, ist es fir ihn eher eine Erschwerung der
Rechnung als eine Erleichterung. Vgl. dazu Cantor, Geschichte der Mathe-
matik. .
62) Der Grund ist leicht einzusehen. Sei die Zahl (10x-4y)*=110x)3
+3 . (10x)°y+3010x)y2-+y®.  Zuerst wird (10x)® abgezogen, es bleibt 3. (10x)%y
+3(10x)y*+y*. Dividiert wurde durch’ 3. (10x)}(10x--1). Ergibt das ein y und
muitipliziert man 3(10x)(10x+1) mit y, und wird das Ergebnis sowie y°
weggenommen, so bleibt 3. (10x)y*-3. (10x)yy=3(10x)y{y+1). Wenn also
der Radikand sich in die Form (10x+y)® bringen lassen soll, muss
jetzt noch 3(10x)y{y—1) da sein. Das wird auf folgende Weise gepriift.

3. (10x)y(y—1) P 3.(10x)y(y—_1Ld h < _3.0x)y(y—1)
310x)°y+3(10x)y*+y* 3(10x)y*+-3.10x)y° " 3. (10x)y(10x+y)

oder < 1?;;:)'. Ist also der Rest so gross, dass sein Verhiltnis zu der

geteilten Zahl gleich oder grosser ist als das Verhdltnis 18{7——:? so ist die

die Zahl in die Form (10x-+y)»® bezw. (10x+y)® +4r zu bringen.

63) Die zweite Weise, y zu berecbnen, ist eben nur eine Schitzung,
es ist ja gar nicht der Fall, dass (10x+1)°—x3 gleich ! ,.[(11x)"—10x)?] ist. Zur
Abschitzung des Wertes von y ist die Annahme, als Intenpolationsmethode
zu gebrauchen. Die Erleichterung ist, genau genommen, also eine illusorische
unter Umstinden. Bei Anwendung des ersten Weges kann es vorkommen,
dass man y zu gross wihlt Es war dort durch [(10x+1)3—{(10x)?] geteilt
worden, die Differenzen zwischen den Reihen auf einander folgenden Zahlen
wachsen ja aber fortwihrend, so dass man durch Division durch die zu
kleine Zahl zu einem zu grossen Resultat kommen kann. Im zweiten Falle
kann man, wie hier bemerkt wird, zu einem zu kleinen y kommen, weil das,
wodurch man teilt, als zu gross anzusehen ist.

64) Vgl, Nr. 61. Das dort Gesagte gilt in erhdhtem Masse hier. Das
Beispiel, das im Manuscr. durchgefiihrt wird, weist wesentliche Fehler auf-
Die einzelnen Resultate stimmen nicht, und auch unter einander stimmen
sie nicht iiberein. Dieser Teil ist ja nur im Wiener Manuscr. vorhanden,
es liegt dadurch die Vermutung nahe, dass er nicht von Gersonides herriihrt.
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Der Abschreiber hatte ja auch vorher schon .2 Sitze eingefiigt hahe. (Hebra-
ischer Teil | Note 200). Schon die erste Umrechnung stimmt nicht. Um
5,987654321 in geometrische Briiche zu verwandeln, brauchen wir ja nur
folgendes Schema aufzusteiten.

5°:9 87 65 43 2160
592 59259260 - 60
15:5 5 5 5556 00 - 60
33:3 33336000 - 60
20,0001 60000 60
Q0:0 0 9 6 00000 - 60
0;576000000460
345 6 000000 0 - 60
3:6 00000000 - 60
1 0000000C0CO0

Man sieht also, das Resultat der Herabsetzung ist 5 Ganze, 59°, 15“, 33"*
2014, Qe o, 3400, 330, 360, Da der Text nicht so gedndert
werden sollte, sind die Zahlen der Handschrift stehen gebliecben. Im Resul-
tat stimmen die Worte fibrigens auch nur bis zu den Secunden.

63) Auch dieses Beispiel stimmt absolut nichi, und zwar muss der
Fehler in den Nennern der Doppelbriiche stecken. Denn bei diesen Nennern
wiren Erweiterungen mit 7%, 4%, bezw. 7°.4%, bezw. mit 7.4 vorzunehmen,
dabei konnen aber nur gerade Zahlen herauskommen, und 99 ist doch
ungrade.

66) Der Ausdruck nbyen nvew ist natitrlich darauf zuriickzufiihren, dass
ja der Wert des Bruchs durch das Wurzelausziehen grosser wird.

67) Auch hier stimmen die Zahlen nur in den ersten Briichen genau.

68) Die Bezeichnung dessen, was x bedeuten soll, fehlt im Manuscr.,
das auch an dieser Stelle sehr fehlerhaft ist.

Berichtigung.
Seite 31 Zeile 5 muss heissen: ,aus der um 1 verminderten mittleren®.

» 32 4, 10 " nund die kleinste 2 ist".
w 56, 14 die Worte ,nach unten sind zu streichen.
s 83, 9 von unten muss es heissen: zur Summe aller Zahlen der

Reihe vor dem letzten.
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Rubrik

Eins, Einbeit

unendlich

arithmethische Mittel
geometrische Mittel, mittlere
suchen s, mecr  [Proportionale
die Ordnung der Stufe
entsprechend

Null

subtrahieren

Subtraktion

Kérper :

a) Beispicl, b) gleicher Teil
siehe =opn [bei Proporlioncn
Differenzen bilden, insbesondere
addieren [b) heruntersetzen
a) herunterholen, bei Division
Multiplikation

multiplizieren [vertauschen
die Glieder einer Proportion
Abstand, Differenz, s. auch ~opn
annehmen

geniigen

umkehren, sc. die Glieder einer
enthalten | Proportion
abrunden

Abrundung

gemeinsam haben
verschieden sein

in Proportion stehen
paar, grade
addieren
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entsprechende Zahlen

Zahlen, die gemeingchaftlichen
Zahlenreihe [Faktor haben
Stufe, Rubrik

Wiirfel, dritte Potenz — von
Summe (37, erhaben sein, vgl.

Quadrat [ernd mpyn mm
Abstand

Benennung, Element (in der
Summe [Combinatorik)

a) Zahlenreihe, b) Hinterglisder
[einer Proportion

natiirliche Zahlenreihe

nicht nat@rliche Zahlenreihe, s.

das Unbekannte [Note 4.,

Produkt

ungrade

Summe

Summe

des Resultat

multiplizieren

Dezime

Seite, Faktor

addieren

Vorderglieder einer Proportion

Linie

Nenner

obere Grenze

untere Grenze

benennen

Minute, Prime

prim zu

Quarte

Septime

Bruch

Doppelbruch

Flache, Produkt

Terz
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Addition, Summe

Bruch, Teil

dividieren durch

Quinte

subtrahieren

Differenz

Reihe

Verhaltnis

Proportion [tes Verhiltnis
ein mit sich selbst muitiplizier-
ein dreimal als Faktor gesetz-
Wurzel, Basis  [tes Verhdltnis
Differenzen, Ueberschuss
Dekade

multiplizieren

das Doppelte

das Vielfache

angenommen, dass

Subtraktion

irrational

Stufe, Rubrik

Multiplikand

Nenner

Generalnenner

Addition

Complexion (in der Combinatorik)
Permutationen

Combinationen

Variationen

Multiplikator

als Faktor enthalten oder ent-
Zahl, Z&hler [balten sein
gesuchte Zahl

Reibendifferenz

gegebene Zahl
zusammengesetzte Zahl

eine Zahl aus 2 Stufen, zwei-
abgerundete Zahl [ziffrige Zahl
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des Gemerkte, (. :Zwischenre-
Oktave [sulfat
Sekunde

Ordnung der Stufe

Sexte

Warzel

die sich ergebende Wurzel

die gefundene Wurzel
Ueberschuss, Differens
Geowetrie

Tigur, Beweis Satz
Vertauschung der Glieder einer
None [Proportion
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