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Abstract

We generalize the reduction theory of lattice bases to arbitrary norms and show

new properties of reduced bases for the generalized reduction concepts� We genera�

lize the Gaussian Algorithm for the reduction of two�dimensional lattice bases to

arbitrary norms and obtain an universally sharp upper bound on the number of its

iterations for all norms� We develop a new variant of the Gaussian Algorithm with

low bit complexity for special lp�norms� Therefore we use the ideas of Schoenhage�s

fast reduction algorithm for quadratic forms to obtain the rst asymptotically fast

centered reduction algorithm for two�dimensional lattice bases�



Zusammenfassung

Wir verallgemeinern die Reduktionstheorie von Gitterbasen f�ur beliebige Normen�

Dabei zeigen wir neue Eigenschaften reduzierter Basen f�ur die verallgemeinerten Re�

duktionsbegri�e� Wir verallgemeinern den Gau��Algorithmus zur Reduktion zweidi�

mensionaler Gitterbasen f�ur alle Normen und erhalten eine universelle scharfe obere

Schranke f�ur die Zahl seiner Iterationen� Wir entwickeln f�ur spezielle lp�Normen

eine Variante des Gau��Algorithmus mit niedriger Bit�Komplexit�at� Hierzu wird

Sch�onhages schneller Reduktionsalgorithmus f�ur quadratische Formen auf die Re�

duktion von Gitterbasen im klassischen zentrierten Fall �ubertragen�
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Einleitung

Der historische Zugang zu Gittern war das zahlentheoretische Studium der ganzzah�

ligen Gitterpunkte im mehrdimensionalen reellen Raum� Die geometrische Betrach�

tungsweise f�uhrte zum Begri�
�
Geometrie der Zahlen�� Allgemeiner versteht man

unter einem Gitter jede �durch eine Gitterbasis erzeugte� diskrete additive Unter�

gruppe des R
n � Die Reduktionstheorie von Gitterbasen hat das Ziel� eine kanonische

Basis aus der Menge der Basen eines Gitters auszuw�ahlen� Sie wurde zun�achst in

der �aquivalenten Darstellung quadratischer Formen von Lagrange �La������ Gau�

�Ga����� � Dirichlet �Di��
��� Hermite �He��
��� Korkine und Zolotarev �KZ�����

und Minkowski �Mi����� entwickelt�

Die algorithmischen Gesichtspunkte der Gitterbasenreduktion sind in letzter Zeit

wieder in das Blickfeld der angewandten Mathematik ger�uckt� Eingeleitet wurde

dies durch H�W� Lenstra�s neue Methode zur ganzzahligen Optimierung ����	�� die

im wesentlichen die Berechnung reduzierter Basen von geeigneten Gittern erfordert�

wie auch durch den e�zienten Reduktionsalgorithmus von Lovasz� den sogenannten

L��Algorithmus �LLL�	�� Inzwischen wurden diese Algorithmen in vielen Bereichen

verbessert �S��� SE���� Verwandte Algorithmen zur Berechnung reduzierter Basen

f�ur neue Reduktionsbegri�e wurden entwickelt �S���� Daneben wurden neue Anwen�

dungen der Gitterbasenreduktion� z�B� in der Kryptographie und algorithmischen

Zahlentheorie� gefunden �Co�a�	� S�	��

Ein Beispiel f�ur eine wichtige Anwendung sind die kryptographischen Schemen

von Chor� Rivest �CR��� und Damgard� deren Sicherheit auf der Schwierigkeit des

Subset�Sum�Problems basiert� Mit Subset�Sum�Problem bezeichnet man das NP�

vollst�andige Entscheidungsproblem� ob zu gegebenen a�� � � � � am� s � N� gewisse

x�� � � � � xm � f�� �g existieren� so da�
P

i xiai � s � Zum L�osen dieser Aufgabe

gen�ugt die Berechnung eines k�urzesten Vektors bez�uglich der l��Norm in dem Git�

ter L � Z
m��� das von den Vektoren bi � 	ei � 	aiem�� f�ur i � �� � � � � m und

bm�� �
Pm

� ei � 	sem�� � em�� erzeugt wird �ei bezeichnet den i�ten Einheitsvek�

tor�� F�ur die Vektoren dieses Gitters gilt n�amlich k Pm��
i�� xibi k� � � dann und

nur dann� wenn � � ��� x�� � � � � xm � f�� �g� xm�� � ��� Pi xiai � �s � Andere
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Beispiele sind das ��SAT�Problem und das Aussieben von Kongruenzgleichungen

in Faktorisierungsalgorithmen� Diese Probleme lassen sich durch Berechnung eines

k�urzesten Vektors geeigneter Gitter bez�uglich der l�� resp� l��Norm l�osen�

K�urzlich stellten Lovasz und Scarf eine Variante des L��Algorithmus f�ur beliebige

Normen vor �LS�	�� Bis dahin war der algorithmische Teil der Gitterbasenreduktion

nur f�ur die euklidische Norm entwickelt� Man versuchte gegebenenfalls� die allgemei�

ne Norm durch die euklidische zu approximieren� In diesem Zusammenhang zeigte

Lenstra� da� f�ur jede Norm ein geeigneter Isomorphismus A von R
n berech�

net werden kann� so da� k x k � k Ax k� � 	n���k x k f�ur alle x � R
n gilt

�Len���� Die teilwiese sehr aufwendigen Approximationstechniken sind jedoch in ho�

hen Dimensionen oft nicht ausreichend� um eine L�osung f�ur ein gegebenes Problem

zu berechnen� So kann man f�ur das Subset�Sum�Problem zwar eine gro�e Klasse

der Eingaben durch l��Norm�k�urzeste Vektoren des Gitters l�osen� jedoch bleibt ein

schwieriger Teil unzug�anglich �Co�a�	�� Daher erscheint die Verallgemeinerung der

Gitterbasenreduktion und ihrer Algorithmen f�ur beliebige Normen sinnvoll�

Die bekanntesten Reduktionsbegri�e stammen von Gau�� Hermite� Minkowski� Lo�

vasz und Schnorr� Gau�� Reduktionsbegri� beschr�ankt sich auf den zweidimensiona�

len Fall� Die Begri�e von Hermite und Lovasz entstanden durch Verallgemeinerung

des Gau�schen Begri�es auf beliebige Dimensionen� indem die Dimension durch Pro�

jektion verringert wird� Dieses Vorgehen ist algorithmisch motiviert� Allerdings sind

die Algorithmen zur Berechnung Hermite�reduzierter Basen f�ur h�ohere Dimensionen

nicht praktikabel� Daher erkl�arte Schnorr eine Hierarchie von Reduktionsbegri�en�

die die Begri�e von Hermite und Lovasz als Extremalf�alle umfa�t� Diese Begri�e

wurden bisher fast nur f�ur die euklidische Norm betrachtet� Beliebige Normen hatte

nur Minkowski betrachtet� Sein Reduktionsbegri� ist aber leider nicht algorithmisch

motiviert�

Diese Arbeit hat das Ziel� die algorithmischen Aspekte der Gitterbasenreduktion

von der euklidischen Norm auf beliebige Normen zu erweitern� Damit wird die von

Lovasz und Scarf begonnene Forschungsarbeit fortgesetzt� Wir �ubertragen im er�

sten Kapitel die oben genannten Reduktionsbegri�e f�ur allgemeine Normen� Unser

Augenmerk gilt dabei insbesondere den algorithmisch motivierten Begri�en� Wir

zeigen erstmals die Eigenschaften Schnorr�reduzierter Basen f�ur beliebige Normen�

Wesentlich sind hierf�ur die von Lovasz und Scarf eingef�uhrten H�ohenfunktionen� die

die orthogonalen Projektionen des euklidischen Falles ersetzen� Ist b�� � � � � bm ei�

ne feste Gitterbasis� so mi�t die H�ohenfunktion Fi den Abstand eines Punktes

�in der gegebenen Norm� zu dem von b�� � � � � bi�� aufgespannten Unterraum� Das

H�ohenprodukt
Q
Fi�bi� verallgemeinert den euklidischen Begri� der Gitterdeter�

minante� Das H�ohenprodukt ist im Gegensatz zur Determinante von der speziellen
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Wahl der Basis abh�angig� Die Verallgemeinerung der bekannten Theorie wird je�

doch erm�oglicht durch die gitterunabh�angigen oberen und unteren Schranken f�ur

den Quotienten aus H�ohenprodukt und Determinante� die wir in Lemma 
 zeigen�

Ein h�aug verwendetes Ma� f�ur die Reduziertheit einer Gitterbasis sind die sukzes�

siven Minima �i � F�ur die euklidische Norm ist der Quotient ��� �detL����m nach

oben durch die Hermite�Konstante �m beschr�ankt� Wir zeigen in Satz � die wichtige

Ungleichung

��

�
mY
i��

Fi �bi�

����m
� m ��m

f�ur alle Normen� Wir nennen �m das Supremum der linken Seite f�ur alle Normen

und Gitterbasen� Es folgt �m � ��m � Die von der euklidischen Norm bekann�

ten Ungleichungen �p
i��

�
� i��
���

� � k bi k� � �i �
p
i��
�

�
m��
���

� f�ur mit Blockweite

	 Schnorr�reduzierte Basen erscheinen in Satz �	 in der Form

�

i � �
�
�� i��

���

� � k bi k � �i � i � �

�
�
� m��
���

� �

Zum Abschlu� des ersten Kapitels werden sch�arfere Resultate f�ur den zweidimen�

sionalen Fall gezeigt� Gau��reduzierte Basen werden deniert� Ihre Eigenschaften

werden in den S�atzen �� und �� gezeigt�

Wir analysieren Algorithmen f�ur den zweidimensionalen Fall� Der Gau��

Algorithmus erh�alt als Eingabe eine Gitterbasis �a� b� und ndet eine reduzierte

Basis desselben Gitters aus Vektoren� deren Normen die sukzessiven Minima sind�

Er f�uhrt hierzu Reduktionsschritte der Art

�a� b� �� ��b� 
a�� a�

aus� wobei 
 � Zdie Norm k b� 
a k minimiert� Das zweite Kapitel verallgemeinert

den Gau��Algorithmus von der euklidischen auf beliebige Normen� Wir zeigen f�ur

die Anzahl seiner Reduktionsschritte die obere Schranke

log��
p
� �	

p
	B� � o��� �

f�ur B � 	 � wobei B der Quotient aus der Norm des l�angsten Eingabevektors

und dem zweiten sukzessiven Minimum des Gitters ist �Satz ���� F�ur jede Norm und
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jedes Gitter gibt es eine Folge von Eingabebasen� die diese Schranke bis auf maxi�

mal ����� Iterationen erreicht �Satz �	�� Die worst�case�Eingaben erf�ullen dieselbe

Rekursion wie sie schon Dupr�e in seiner Analyse des zentrierten euklidischen Algo�

rithmus entdeckte �Du������ Somit werden die scharfen Schranken von Vall�ee �Va���

f�ur beliebige Normen gezeigt� Sehr hilfreich ist die von Vall�ee eingef�uhrte Deniti�

on wohlgeordneter Basen� die wir auf den Fall beliebiger Normen �ubertragen� Wir

charakterisieren in Lemma 	� die Vorg�angerbasen einer wohlgeordneten Gitterbasis

unabh�angig von der Norm�

Im dritten Kapitel analysieren wir die Schrittzahl des verallgemeinerten Gau��

Algorithmus f�ur das RAM�Modell� Wir zeigen in Satz �� die obere Schranke von

O�n log �n � ������ � log B�

arithmetischen Schritten und O�log �n � ������� Normberechnungen �n ist die

Dimension der Eingabevektoren�� F�ur die l�� und l��Norm werden e�ziente Al�

gorithmen zur Durchf�uhrung des Reduktionsschrittes angegeben� Dies ergibt eine

Verbesserung der soeben genannten Schranke f�ur diese beiden speziellen Normen

auf O�n log n � log B� arithmetische Schritte�

Im letzten Kapitel stellen wir zum ersten Mal eine Variante des Gau��Algorithmus

f�ur die l��� l�� und l��Norm mit niedriger Bitkomplexit�at vor� Es bezeichne M�B�

eine obere Schranke f�ur die Bitoperationen zur Multiplikation von B�Bit�Zahlen�

Der Algorithmus ben�otigt h�ochstens O��n�log B�M�B�� Bitoperationen f�ur die l��

Norm und h�ochstens O�nM�B� log B� bzw� O�n log nM�B� log B� Bitoperationen

f�ur die l�� bzw� l��Norm bei Eingabe von Vektoren a� b � Z mit Norm h�ochstens

	B� Dadurch werden die schnellen Algorithmen von Sch�onhage �Sh��� Sh��� auf den

zentrierten Fall und auf verschiedene Normen erweitert�

Wie bei Lehmer �Leh��� und Sch�onhage wird der gr�o�te Teil der arithmetischen

Operationen nur auf den f�uhrenden Stellen der ganzen Zahlen ausgef�uhrt� Wir

�ubertragen diese Ideen erstmals auf die Gau��Reduktion im zentrierten Fall� Un�

sere neue �Uberlegung ist� da� die Schritte des Gau��Algorithmus stabil bleiben�

solange der Approximationsfehler �
��

der Norm des bislang k�urzeren Basisvektors

nicht �ubersteigt� Dieses Ergebnis gilt f�ur alle Normen� Weiter verwenden wir die

genauen Analysen der Reduktionsschritte aus dem zweiten Kapitel� Der Approxi�

mationsfehler wird im Algorithmus durch den Abstieg� die Di�erenz aus Eingabe�

und Ausgabegr�o�e� kontrolliert� Der Algorithmus vollzieht nach Sch�onhages Vorbild

zwei rekursive Aufrufe von etwa halber Genauigkeit�

Ich m�ochte mich insbesondere bei meinem Lehrer� Professor Claus Schnorr� f�ur viele

fachliche Hinweise und fruchtbare Diskussionen und f�ur die umfassende Ausbildung
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bedanken� an deren Abschlu� diese Arbeit steht� Weiter m�ochte ich mich f�ur hilf�

reiche Diskussionen besonders bei Brigitte Vall�ee �Caen�� Herv�e Daud�e �Marseille�

und Arnold Sch�onhage �Bonn� bedanken�





Kapitel �

Reduzierte Gitterbasen f�ur

beliebige Normen

Wir entwickeln in diesem Kapitel Reduktionskonzepte f�ur verschiedene Normen� Die

Begri�e blockreduzierter und Gau��reduzierter Basen werden von der euklidischen

auf beliebige Normen �ubertragen� Die f�ur die euklidische Norm bekannten Ergebnisse

entstehen dabei f�ur beliebige Normen in ver�anderter Form und in neuem Licht�

��� Grundlagen

Gitter sind diskrete additive Untergruppen L � R
n � Ein linear unabh�angiges Er�

zeugendensystem eines Gitters L hei�t Basis von L� Jedes Gitter besitzt eine Basis�

Umgekehrt ist jede von endlich vielen linear unabh�angigen Vektoren erzeugte Grup�

pe diskret� also ein Gitter� Der Rang eines Gitters ist die Anzahl der Vektoren einer

Basis� Ein System von k Gittervektoren b�� � � � � bk hei�t primitives System f�ur das

Gitter L� wenn sich b�� � � � � bk zu einer Basis von L erg�anzen lassen� Ein System

b�� � � � � bk ist genau dann primitiv� wenn span�b�� � � � � bk� 
 L � Zb� � � � � � Zbk �

Sei eine beliebige Norm k � k auf Rn gegeben� Wir bezeichnen mit

B��c � fx � R
n j k x� c k � �g

die Kugel mit Radius � um c� Auf Rn ist die Diskretheit einer Menge unabh�angig von

der speziellen Wahl der Norm� In jeder Kugel k�onnen nur endlich viele Gittervektoren

liegen� Wir denieren



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

Denition �� Das i�te sukzessive Minimum �i des Gitters L bez�uglich der Norm

k � k ist der minimale Radius einer Kugel um �� die i linear unabh�angige Gitter�

vektoren enth�alt�

�i � inff� j dim spanL 
 B��� � ig �

Insbesondere ist � � ���L� die k�urzeste positive L�ange eines Vektors im Gitter L�

Ist x � L mit k x k � � � so hei�t x ein k�urzester Gittervektor �

Ziel der Gitterbasenreduktion ist es� mit e�zienten Algorithmen eine gegebene Git�

terbasis in eine Basis desselben Gitters zu transformieren� deren Vektoren m�oglichst

gut die sukzessiven Minima approximieren� Solche Basen nennt man reduzierte Ba�

sen� Sie wurden zuerst f�ur die Dimensionen 	 und � von Lagrange �La������ Gau�

�Ga����� und Dirichlet �Di��
�� studiert� Die grundlegenden Arbeiten f�ur beliebi�

ge Dimensionen stammen von Hermite �He��
��� Korkine und Zolotarev �KZ������

Minkowski �Mi������ Lovasz e�a� �LLL�	� LS�	� und von Schnorr �S��� � Der nahe�

liegendste� aber nicht algorithmisch motivierte Begri� stammt von Minkowski!

Denition �� Eine Gitterbasis b�� � � � � bm hei�t reduziert im Sinne von Minkowski�

wenn jeweils bk der k�urzeste unter allen Gittervektoren ist� die mit b�� � � � � bk�� ein

primitives System bilden �k � �� � � � � m� �

Die algorithmischen Aspekte der Gitterbasenreduktion in den oben genannten Arbei�

ten beschr�ankten sich �bis auf �LS�	�� auf die euklidische Norm k x k �
qPn

i�i x
�
i �

Diese ist daf�ur besonders geeignet� u�a� wegen ihrer Rotationssymmetrie sowie ein�

fachen Berechnungen von Winkeln und Projektionen mithilfe von Skalarprodukten�

Wir werden die wichtigsten Reduktionsbegri�e f�ur beliebige Normen verallgemei�

nern� Wir k�onnen die speziellen Eigenschaften der euklidischen Norm nicht mehr

nutzen� sondern alleine die Denition

�� k x k � � f�ur alle x � R
n � f�g �Positivit�at�

	� k x k � jj k x k f�ur alle  � R und alle x � R
n �Symmetrie� Linearit�at�

�� k x � y k � k x k � k y k f�ur alle x� y � R
n �Konvexit�at�

Die Kugel B � B��� ist eine kompakte konvexe nullsymmetrische Menge von

positivem Volumen� Umgekehrt deniert jede solche Menge B eine Norm durch

die Setzung k x k � inff� j x � �Bg � Von besonderer Bedeutung bleiben die

lp�Normen� die durch k x kp � �
Pn

i�� jxijp���p f�ur � � p �	 und durch k x k� �

maxni�� jxij deniert sind�



��� Die H	ohenfunktionen ��

Nicht jedes Gitter besitzt eine Basis aus Vektoren� deren Normen die sukzessiven

Minima sind� Es kann in hinreichend gro�en Dimensionen vorkommen� da� ein pri�

mitives System von Gittervektoren durch Hinzunahme eines linear unabh�angigen

Vektors von minimaler Norm seine Primitivit�at verliert� Ein Beispiel hierf�ur ist das

von den Einheitsvektoren e�� � � � � en � R
n und x � �

�

Pn
i�� ei erzeugte Gitter� Ist

n � 	p� so gilt in der lp�Norm �� � � � � � �n � �� Die n Einheitsvektoren sind die

einzigen Gittervektoren mit Norm �� erzeugen das Gitter aber nicht� Von Mahler

�Ma��� und H� Weyl �We�	� stammt folgendes Resultat �uber die Approximation der

sukzessiven Minima durch Minkowski�reduzierte Basen f�ur beliebige Normen!

Satz �� F�ur jede Minkowski�reduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

� � k bi k � �i�L� �
�

�

	

�i��
�

Eine sch�one Darstellung der nicht algorithmischen Gittertheorie f�ur beliebige Nor�

men ndet man zum Beispiel in dem Buch von Gruber und Lekkerkerker �GL����

Wir suchen jetzt neue Reduktionsbegri�e� f�ur die

� die Normen der Basisvektoren m�oglichst gute Approximationen der sukzessi�

ven Minima sind und

� sich eine reduzierte Basis
�
e�zient� berechnen l�a�t�

Das zweite Ziel ist Gegenstand der n�achsten Kapitel� wobei wir uns auf Gitter vom

Rang 	 beschr�anken werden� Im weiteren Verlauf dieses Kapitels verallgemeinern

wir zun�achst die Denitionen reduzierter Basen im Sinne von Korkine� Zolotarev

und Hermite �He��
�� KZ����� und von Schnorr �S��� f�ur beliebige Normen� Wir

beweisen� da� diese Basen die sukzessiven Minima besser approximieren als dies von

im Sinne von Minkowski reduzierten Basen bekannt ist�

��� Die H�ohenfunktionen

Sei im folgenden b�� � � � � bm � R
n eine feste� geordnete Gitterbasis� Wir denieren

zu dieser Basis die H�ohenfunktionen Fi ! Rn �� R bez�uglich der gegebenen Norm

und Basis durch F��x� � k x k und f�ur i � m durch

Fi�x� � min
��������i���R

k x� ��b� � � � � � i��bi��� k � min
��R

Fi���x� bi��� �



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

Die H�ohe Fi eines Vektors ist sein Abstand zu dem von b�� � � � � bi�� erzeugten

Unterraum� Man rechnet leicht nach� da� jede H�ohenfunktion Fi eine Norm auf

span fbi� � � � � bmg ist� Die H�ohen der Basisvektoren approximieren die Norm des

k�urzesten Gittervektors!

Satz 	� F�ur jede Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

min
i�������m

Fi�bi� � ���L� �
�
m 

mY
i��

Fi �bi�

���m

�

Bevor wir Satz � beweisen� veranschaulichen wir seine Bedeutung am Beispiel der

euklidischen Norm� Dort ist das Produkt der H�ohen
Q
Fi�bi� das Volumen des von

den Basisvektoren b�� � � � � bm aufgespannten Parallelepipeds� also nach Denition

die Determinante detL des Gitters L � Zb� � � � � � Zbm � Die Hermite�Konstante

�m wird deniert als Supremum des Ausdruckes ��� �detL����m f�ur alle Gitter

vom Rang m � Man kennt die expliziten Werte von �m f�ur � � m � � und f�ur

m�	 die asymptotischen Schranken

m

	�e
�� � o���� � �m � m

�����e
�� � o���� �

Satz � erlaubt� in Analogie f�ur beliebige Normen k � k auf R
m die Konstante

�m�k�k zu denieren als Supremum

�m�k�k � sup
b������bm

Basis vonRm

���Zb� � � � �� Zbm�

�
mY
i��

Fi �bi�

����m
� �����

und �m � sup �m�k�k als Supremum von �m�k�k �uber alle Normen k � k auf Rm �

Dann ist �m � ��m�k�k� � �m�k�k � �m und� wegen Satz �� �m � m ��m� also gilt

p
�m � �m � m ��m �

Dadurch wird den H�ohen� die wesentlich f�ur die algorithmische Theorie sind� f�ur alle

Normen eine �ahnlich zentrale Rolle wie bei der euklidischen Norm zuerkannt� Das

wirkliche asymptotische Verhalten der ��Konstanten f�ur m�	 bleibt ein o�enes

Problem� Unsere obere Schranke ist etwa das Quadrat der unteren!

r
m

	�e
�� � o���� � �m � m

e
�� � o���� �



��� Die H	ohenfunktionen �


Wir werden im weiteren nur die Konstanten �m verwenden� weil wir im n�achsten

Abschnitt beim Beweis von Satz �	 zu einer
�
Blockweite� 	 � m eine simultane

Schranke f�ur ���F�� � � � � ���Fm�� ben�otigen� Im allgemeinen Fall sind die Normen

F�� � � � � Fm�� auf 	�dimensionalen Unterr�aumen verschieden�

Wir betrachten zun�achst ein Beispiel f�ur die l��Norm� Sei b�� � � � � bm � R
m die

durch bi � ei � � � � � em konstruierte Basis von L � Z
m � wobei ej � R

m der j�

te Einheitsvektor ist�

�

�
�
�
�
�
�
��

���������������������������������
�����������
�����������
�����������
�����������
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b� � e� b�

�
e�

k�k��

k�k� �
�

Abbildung ���! Beispiel f�ur m�	

Daraus folgt Fi�bi� � �
�

f�ur i � 	 � und mithin ist �m � 	
m��
m � Aus dem Satz folgt

somit

�� �
p

	 � ���	�

Weiter folgt� da� �m f�ur 	 � m � � gr�o�er ist als die untere Schranke
p
�
m

� Durch

Erweiterung dieser Konstruktion erhalten wir auf Seite �� die allgemeinere Unglei�

chung �m��
m�� � 	 �mm � Man sieht an diesem Beispiel auch� da� das H�ohenprodukt im

Gegensatz zur Determinante von der Wahl der Basis abh�angen kann� denn die Basis

e�� � � � � em von L � Z
m hat H�ohenprodukt � � Es gilt aber die zentrale Ungleichung!

Lemma 
� F�ur jede Basis b�� � � � � bm � R
n gilt

	m

m Vm
�

Q
i Fi �bi�

detL
� 	m

Vm
�

wobei Vm � volm �B��� 
 spanL� � volm fx � spanL j k x k � � g �



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

Aus dem Lemma folgt f�ur zwei verschiedene Basen b�� � � � � bm und "b�� � � � �"bm dessel�

ben Gitters mit den korrespondierenden H�ohenfunktionen Fi� "Fi die Ungleichung

mY
i��

Fi�bi� �
mY
i��

"Fi�"bi� � m � �����

Beweis des Lemmas� Bezeichne Vi f�ur i � �� � � � � m das i�dimensionale Vo�

lumen von B��� 
 spanfb�� � � � � big und #b�� � � � �#bm die zu b�� � � � � bm korrespondie�

rende orthogonale Basis bez�uglich des Standardskalarproduktes� so da� detL �

k #b� k� � � � k #bm k� � Wir beweisen die Ungleichungen durch Induktion �uber die Di�

mension m� Wir schreiben zun�achst Vm als Integration in Richtung #bm!

�

�bm
Fm	bm


�
�
�
�
�
�
�
���

bm
Fm	bm


�
� span�b�� � � � � bm���

�
Integrationsweg
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Fm	bm


�

Abbildung ��	! Absch�atzung des Kugelvolumens Vm

Vm �

�Z
��

v�r� dr �

wobei dann v�r� das Volumen des Schnittes von B��� mit der a�nen Hyperebene

H�r� � f x � spanL j � x� #bm � � r k #bm k�g
ist �vgl� Abb� ��	�� Es gilt v��� � Vm�� � Weiter gilt f�ur alle x � H�r�� da�

k x k � Fm�x� � r k #bm k��� Fm�#bm� �



��� Die H	ohenfunktionen ��

Da Fm�#bm� � Fm�bm� folgt f�ur jrj � #r !� k #bm k��Fm�bm� � da� k x k � � und

mithin v�r� � � � Wegen Konvexit�at und Nullsymmetrie enth�alt B��� eine m�

dimensionale Pyramide mit Grund$�ache B��� 
 span�b�� � � � � bm��� und Spitzen in

H��#r� � D�h�� f�ur jrj � #r gelten die Ungleichungen

�
�� jrj

#r

�m��
Vm�� � v�r� � Vm�� �

Die Auswertung des Integrales ergibt

	

m

k #bm k
Fm�bm�

Vm�� � Vm � 	
k #bm k
Fm�bm�

Vm�� �

woraus induktiv die Behauptung folgt� �

Man ndet die rechte Ungleichung des Lemmas f�ur das Gitter L � Z
n bereits bei

Lovasz und Scarf �LS�	� �Seite �

� Gleichung 
��

Beweis von Satz 	� Zum Beweis der linken Ungleichung sei b � r�b� � � � � � rkbk
eine Darstellung eines k�urzesten Gittervektors b mit r�� � � � � rk � Z wobei rk � ��

Dann ist

�� � k b k � Fk�b� � jrkjFk�bk� � Fk�bk� �

Zum Beweis der rechten Ungleichung zeigen wir zun�achst!

�
��
	

�m
Vm � detL � �����

Die linke Seite ist das Volumen einer Kugel mit Radius ���	� die rechte Seite das

Volumen des von den Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds� Zentriert man

in jedem Gitterpunkt eine Kugel vom Radius ���	� so hat der Schnitt von jeweils

zweien das m�dimensionale Volumen �� H�angt man an jeden Gitterpunkt ein von den

Basisvektoren aufgespanntes Parallelepiped� so hat der Schnitt von jeweils zweien

auch das Volumen �� Ihre Vereinigung ist jedoch ganz spanL� also gilt Ungleichung

���� Unter Verwendung der linken Ungleichung aus dem Lemma folgt jetzt die Be�

hauptung!



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

�m� � 	m detL

Vm
� m 

mY
i��

Fi �bi� � �

Ungleichung ��� wird auch als
�
erster Satz von Minkowski� bezeichnet� Es gilt sogar

der noch sch�arfere
�
zweite Satz von Minkowski�!

detL

m 
� �� � � ��m

	m
Vm � detL � ���
�

Daraus folgt zusammen mit dem Lemma eine Versch�arfung der oberen Schranke von

Satz �!

Satz �� F�ur jede Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

�

m 

mY
i��

Fi �bi� � �� � � ��m � m 
mY
i��

Fi �bi� �

Wir ben�otigen zum Beweis von Satz �	 im n�achsten Abschnitt noch die folgende

schwache Monotonieeigenschaft der ��Konstanten!

Lemma �� F�ur m � � ist �m��
m�� � 	 �mm �

Beweis� Zu jedem � � � gibt es eine geordnete Basis b�� � � � � bm eines Gitters

L und eine Norm k � k � so da� ���L�m �
Q
i Fi �bi� � ��mm � Wir k�onnen ohne

Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen� da� L � spanfe�� � � � � emg � R
m�� �

Sei b � L ein k�urzester Gittervektor mit Norm �� � Wir konstruieren eine Basis
"b�� � � � �"bm�� eines Gitters "L � R

m�� durch "bi � bi f�ur i � �� � � � � m und
"bm�� � ��

�
em�� � �

�
b und denieren auf R

m�� � spanfe�� � � � � em��g eine Norm

k � k� durch

k
m��X
i��

xiei k� !� k
mX
i��

xiei k � jxm��j �

Dann gilt einerseits "Fm���"bm��� � ���	 � Andererseits gilt f�ur jeden Gittervektor

"x �
Pm��

i�� xi"bi � "L � � � da� k "x k� � �� � Dies ist o�ensichtlich f�ur jxm��j � � �



��
 Blockreduzierte Basen ��

F�ur jxm��j � � ist k "x k� � k x� �
�
b k � ��

�
� �� � da x �

Pm
i�� xibi � L � � �

Folglich ist ���"L� � ���L� � ��� also gilt

�m��
m�� � �m��

�

"F��"b�� � � � "Fm���"bm���
� � �mm � 	 �

Daraus folgt das Lemma mit � � � � �

Die H�ohenfunktionen f�uhren zu einem st�arkeren Reduktionsbegri�� der auf Hermite�

Korkine und Zolotarev zur�uckgeht!

Denition �� Eine Basis b�� � � � � bm � R
n hei�t Hermite�reduziert�

wenn f�ur i � �� � � � � m gilt

� Fi�bi� � minfFi�b� j b � Zbi � � � � � Zbm � � g

� Fj�bi� � Fj�bi � bj� f�ur alle j � i �

Die folgende �Uberlegung zeigt� da� jedes Gitter eine Hermite�reduzierte Basis be�

sitzt� Sei eine beliebige Gitterbasis "b�� � � � �"bm gegeben� Da die i�te H�ohe ei�

ne Norm auf spanf"bi� � � � �"bmg ist� gibt es einen minimalen Gittervektor bi in

Z"bi� � � ��Z"bm � Die Vektoren b�� � � � � bm bilden eine Basis des Gitters� Andernfalls

g�abe es n�amlich einen Gittervektor b � ��b� � � � � � �ibi mit � � �i � � � f�ur

den Fi�b� � �iFi�bi� � Fi�bi� gelte� im Widerspruch zur Minimalit�at von Fi�bi� �

Lovasz und Scarf haben f�ur allgemeine Normen gezeigt �LS�	�� da� die Normen der

Basisvektoren einer solchen Basis die sukzessiven Minima in folgender G�ute appro�

ximieren!

Satz �� F�ur jede Hermite�reduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

	

i � �
� k bi k � �i � i � �

	
�

��� Blockreduzierte Basen

Man kennt selbst f�ur die euklidische Norm keine Algorithmen� die eine gegebene

Basis in eine Hermite�reduzierte Basis desselben Gitters in polynomial in der Di�

mension m vielen Schritten transformieren� Wir haben in der Einleitung gesehen�



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

da� f�ur die l��Norm das Entscheidungsproblem� ob ein durch eine Basis gegebe�

nes Gitter einen Vektor von Norm � enth�alt� sogar NP�vollst�andig ist� Somit ist

nicht zu ho�en� da� es Polynomialzeitalgorithmen zur Hermite�Reduktion gibt� Wir

suchen Reduktionsbegri�e� f�ur die sich reduzierte Basen e�zient berechnen lassen�

Von Schnorr stammt der Begri� blockreduzierter Basen �S��� � der sich in der Praxis

bew�ahrt �SE��� Co�a�	�� Sei 	 � 	 eine ganze Zahl� die �

Denition ��� Eine Basis b�� � � � � bm � R
n hei�t 	�blockreduziert�

wenn f�ur i � �� � � � � m gilt

� Fi�bi� � minfFi�b� j b � Zbi � � � � � Zbmin	i�����m
 � � g
� Fj�bi� � Fj�bi � bj� f�ur alle j � i �

F�ur 	 � � ist die erste Bedingung leer� Wir nennen eine solche Basis� die die

zweite Bedingung erf�ullt� l�angenreduziert � Eine Basis b�� � � � � bm ist genau dann 	�

blockreduziert� wenn sie l�angenreduziert ist und alle Bl�ocke bi� � � � � bi�j von jeweils

j � � aufeinanderfolgenden Vektoren Hermite�reduziert sind bez�uglich der Norm Fi
f�ur j � 	� i�j � m � Im Falle 	 � m sind blockreduzierte Basen Hermite�reduziert�

Im Falle 	 � 	 nennen wir sie Lov	asz�reduziert � weil solche Basen erstmals von

Lenstra� Lenstra und Lovsaz eingef�uhrt wurden �LLL�	� und von Lovasz und Scarf

f�ur allgemeine Normen untersucht wurden �LS�	��

F�ur den klassischen Fall der euklidischen Norm kennt man f�ur 	�blockreduzierte

Basen b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L die Ungleichungen von Schnorr �S��� S���

k b� k� � �
m��
���

��l�
���L� �����

f�ur 	 � � jm� � sowie

	p
i � �

�
� i��
���

� � k bi k� � �i �
p
i � �

	
�
m��
���

� �����

Dabei bezeichnen wir mit �k�l� das Supremum des Quotienten k b� k�Fk�bk� �uber

alle Hermite�reduzierten Gitterbasen b�� � � � � bk f�ur die l��Norm� Sei �k das Supre�

mum desselben Quotienten �uber alle Hermite�reduzierten Gitterbasen b�� � � � � bk
und alle Normen� Es gilt stets �k � �k�� � Ist n�amlich die Basis b�� � � � � bk �
spanfe�� � � � � ekg � R

k�� Hermite�reduziert bez�uglich der Norm k � k � so ist die

Basis b�� � � � � bk � R
k�� mit b� � ��ek�� Hermite�reduziert bez�uglich der Norm

k mP
i��

xibi k� !� max�k mP
i��

xibi k� jx�j��� � Wir verallgemeinern zun�achst Unglei�

chung ��� auf den Fall beliebiger Normen!
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Satz ��� F�ur jede 	�blockreduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

k b� k � �
dm��
���

e
� ���L� �

Beweis� Bezeichne hi !� Fi�bi� f�ur i � �� � � � � m � und sei 
 � f�� � � � � mg so

gew�ahlt� da� h	 � min hi � Aus Satz � folgt dann h	 � �� � Die Basen bi� � � � � bi�j
sind Hermite�reduziert bez�uglich der Norm Fi f�ur � � j � 	� i � j � m � Wegen

der Monotonie der �k gelten die Ungleichungen

hi � �� hi�j

f�ur � � j � 	� i � j � m � Somit ist

h� � �� h��	���
 � � � � � �
b���
���

c
� h��b���

���
c	���
 � �

d���
���

e
� h	 � �

Die G�ute des Satzes h�angt von der unbekannten Gr�o�e �� ab� Aus Satz �� dieses

Kapitels folgt �� � 	� F�ur k � 	 gilt die folgende Absch�atzung von Schnorr �S���

S��p�!

�k�l� � k
��log k

� � �k � k�k � ��log 	k��
 � �����

Einsetzen dieser Schranken in Ungleichung ��� bzw� Satz �� ergibt die Schranken

k b� k � mO	m logm
�


�� � die schw�acher sind als Ungleichung ���� Wir verallgemeinern

Ungleichung ��� f�ur beliebige Normen!

Satz ��� F�ur jede 	�blockreduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

	 � i � m ! �
i��

�
�� i��

���

�

� � i � 	 ! �
i��

����
��	 � k bi k

�i
�


���
���

i��
�

�
� m��
���

� ! � � i � m

i��
�

! m� 	 � � � i � m
�

Beweis� Der Beweis gliedert sich zun�achst in zwei Lemmata� aus denen die rechte

Ungleichung des Satzes f�ur i � � folgt!



�� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

Lemma ��� F�ur jede 	�blockreduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

k b� k �

����Y

i��

�ii

�
A

�
������

�
� m��

���

�

m��
max

i�m����
Fi�bi� �

Beweis� Bezeichne hi � Fi�bi� die i�te H�ohe� Nach Denition gelten die Ungleichun�

gen

hi� � �ii h� � � �hi � f�ur i � �� ���� 	 � � und

h�i � ��� hi � � �hi���� � f�ur i � �� ���� m� 	 �

Multiplikation dieser Gleichungen ergibt

h
	���

�



� h�� � � �h�m�� � ��� �
�
� � � � ������� �

�	m��

� h��h

�
� � � �h�m��h���m���� � � �h�m�� �

woraus durch K�urzen folgt

h
	�
�



� � ��� �
�
� � � � ������� �

�	m��

� h���m���� � � �h�m��

� ��� �
�
� � � � ������� �

�	m��

�

�
m��
max

i�m����
Fi�bi�

�	�
�



� �

Lemma �	� F�ur jede 	�blockreduzierte Basis b�� � � � � bm � R
n eines Gitters L gilt

k b� k �

����Y

i��

�ii

�
A

�
������

�
� m��

���

� ���L� �

Beweis� Die Behauptung folgt mittels Induktion �uber m aus Lemma ��� F�ur m � 	

gilt die Behauptung nach Denition ��� Sei jetzt b � r�b� � � � �� rmbm ein k�urzester

Gittervektor� F�ur rm � �� folgt die Behauptung aus der Induktionsannahme� An�

dernfalls gilt f�ur m� 	 � � � i � m die Ungleichung

���L� � k b k � Fi�b� � Fi�bi� �



��
 Blockreduzierte Basen ��

und die Behauptung folgt aus Lemma ��� �

Durch sukzessive Anwendung von Lemma � folgt aus Lemma �� die �� Ungleichung

des Satzes!

k b� k � �

	
�
� m��
���

� ���L� � �����

Beweis der rechten Ungleichung von Satz ��� F�ur jedes j � m ist die Basis

bj� � � � � bm 	�blockreduziert bez�uglich der Norm Fj � Also gilt Fj�bj� � ���Fj�Zbj �

� � � � Zbm� f�ur m� 	 � � � j � m und� wegen Ungleichung ���!

Fj�bj� � �
�
�
� m��
���

� ���Fj�Zbj � � � � � Zbm� �

f�ur � � i � m � Weiterhin gilt ���Fj�Zbj � � � � � Zbm� � �j�L� � �i�L� f�ur j � i �

Die obere Schranke folgt jetzt aus der Ungleichung

k bi k � Fi�bi� �
�

	

i��X
j��

Fj�bj� � ������

Wir zeigen die G�ultigkeit von Ungleichung ���� f�ur jede l�angenreduzierte Basis! Sei

Fj�bi � �bj� � min��R Fj�bi � bj� � Fj���bi� � Aus Fj�bi� � Fj�bi � bj� f�ur

j � i folgt

Fj�bi� � min
	�Z Fj�bi � 
bj�

� Fj�bi � b�ebj�
� Fj �bi � �bj � �b�e � �� bj�

� Fj���bi� �
�

	
Fj�bj� �

da f�ur Fj die Dreieckungleichung gilt� Sukzessive Anwendung dieser Ungleichung f�ur

j � �� � � � � i� � beweist Ungleichung �����

Beweis der linken Ungleichung von Satz ��� Nach Denition der sukzessiven

Minima und Ungleichung ���� gilt

�i � i
max
j��

k bj k � i � �

	

i
max
j��

Fj�bj� �
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Die Behauptung folgt jetzt aus den Ungleichungen Fj�bj� � k bi k f�ur i� 	 � � �
j � i und

Fj�bj� � �
�
�
� i�j
���

� k bi k f�ur � � j � i � ������

Die Ungleichungen ���� folgen unmittelbar! Jede Basis bj� � � � � bi ist n�amlich 	�

blockreduziert bez�uglich der Norm Fj� Also beschr�ankt Lemma �� die vorderen

H�ohen f�ur � � j � i� 	 � � in folgender Weise durch die hinteren!

Fj�bj� � �
�
�
� i�j
���

�

i��
max

h�i����
Fh�bh� �

Die hinteren H�ohen erf�ullen f�ur i � 	 � � � j � i nach Denition �� die Unglei�

chungen

Fj�bj� � Fj�bi� � k bi k � �

Bemerkungen� A� F�ur 	 � 	 folgt aus Satz �	 mit �� �
p

	 �Ungl� ��	� die

Schranke k b� k � 	m���� � Das versch�arft sogar leicht die Schranke k b� k �
	m���� von Lovasz und Scarf �LS�	�� Th� 	�

B� Durch Anwendung von Ungleichung ���� auf das von bi� � � � � bm erzeugte Git�

ter bez�uglich der Norm Fi folgen f�ur die H�ohen einer 	�blockreduzierten Basis die

Ungleichungen

Fi�bi���i �


���
���

�
�
�
� m�i
���

� f�ur i � m� 	 �

�� f�ur i � m� 	 �
����	�

Diese Ungleichungen gelten unabh�angig von den L�angenreduktionsbedingungen

Fj�bj� � Fj�bi � bj� �

C� Es gibt f�ur jede Norm k � k ein Ellipsoid E� so da� in der korrespondierenden

Norm k � kE f�ur alle x � R
n gilt �Jo���

k x kE � k x k � p
nk x kE �
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Daraus folgt f�ur f�ur eine bez�uglich k � kE 	�blockreduzierte Basis b�� � � � � bm

�

n

	p
i � �

�
� i��
���

� � k bi k � �i�k�k � n

p
i � �

	
�
m��
���

� �

D� Unsere oberen Schranken f�ur die ��Konstanten aus Satz � liefern im Vergleich

etwas schw�achere absolute Schranken als die absoluten oberen Schranken f�ur die

Hermite�Konstanten� Verwendet man im Beweis von Satz �	 zur Absch�atzung des

Produktes der ��Konstanten aus Lemma �� die obere Schranke aus Satz �� so erh�alt

man f�ur alle 	�blockreduzierten Basen b�� � � � � bm die Ungleichungen

�p
e

	

i � �

�
	 

�
�

�� i��
���

� k bi k � �i �
p
e
�

i � �

	

�
	 

�
�

�m��
���

� ������

Beweis der Ungleichungen ����� Sei P �	� �
�
�����	���
�
�����

� �
������ � Dann ist

� log P �	� � �
�	���


�X
i��

�i� �� log i

� �
�	���



B�

�Z
�

�x� �� log x dx �
�X
i��

	i��
 log i � 	i��
 log 	i��

�

�
CA

� log 	 � log 	

	�	 � ��
� �

	
�

�

		
� log 	 � �

	
�

und somit ist P �	� �
p
e�	 � Also folgt aus Lemma �� unter Verwendung von

�kk � k �Satz ��!

k b� k � P �	�
�
	 

�
�

�m��
���

���L� �

p
e

	

�
	 

�
�

�m��
���

���L� � ������

Die Ungleichungen ���� folgen jetzt durch Verwendung von Ungleichung ���� anstelle

von Ungleichung ��� im Beweis von Satz �	� �

E� F�ur i � e�
�
� 	 � log 	 lassen sich die Schranken ���� folgenderma�en versch�arfen!

Wir setzen Ungleichung ���	 in Ungleichung ���� ein� werten das Resultat mit der

geometrischen Summenformel aus und erhalten

k bi k � P �	� Bm � � �B � 	��Bi

	 �B � ��
�i

� P �	�

	 �B � ��
Bm �i �
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wobei B � 	 
�

������ � Wir wenden die geometrische Summenformel in gleicher Weise

im Beweis der linken Unlgeichung an� Mit etwas M�uhe erhalten wir die Absch�atzung
P 	�

B�� �

�
log �

� woraus dann folgt!

	 log 	
�
	 

�
�

�� i
���

� k bi k � �i �
�

	 log 	

�
	 

�
�

� m
���

� ����
�

F� F�ur 	 � 	 �m � 	� log �m � 	� � � lassen sich die Ungleichungen ��� bzw�

����� und damit die bisher genannten Schranken folgenderma�en versch�arfen! F�ur

jedes k � 	 gelten die Ungleichungen

hi� � �kk h� � � �hi � f�ur i � �� ���� k � � und

hki � �kk hi � � �hi�k�� � f�ur i � �� ���� m� 	 �

Daraus erhalten wir wie im Beweis von Lemma �� und Ungleichung ���� die Unglei�

chung

k b� k �

p
e

k

�
k 

�
k

�m���k��
k�� ���L� � �m� 	 � ����o	�
 ���L� � ������

wobei im letzten Schritt k � d	 �m� 	� log �m� 	� � �e gesetzt wurde�

G� Ist 	 ein konstanter Bruchteil von m� so ist die Schranke von Satz �	 polynomial

in m�

Algorithmen zur Blockreduktion� F�ur die euklidische Norm gibt es einen

polynomialzeit�Algorithmus zur Berechnung einer semi�blockreduzierten Basis �f�ur

feste Blockgr�o�e 	� von Schnorr �S���� An gleicher Stelle ndet man einen e�zienten

Algorithmus zur Blockreduktion� der von Schnorr und Euchner praktisch verbessert

und zum L�osen von Subset�Sum�Problemen erfolgreich eingesetzt wurde �SE����

Ritter entwickelte und analysierte Varianten des Algorithmus zur Berechnung eines

k�urzesten Gittervektors in anderen Normen� die besonders e�zient f�ur die l��Norm

sind �R���� und die zu einem Blockreduktions�Algorithmus f�ur beliebige Normen

f�uhren �KR����
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��� Gau�reduzierte Basen

Wir verstehen die Geometrie in niedrigen Dimensionen wesentlich besser als in

h�oheren� Vermutlich studierten deshalb Lagrange� Gau� und Dirichlet bei der Ent�

wicklung der Reduktionsbegri�e f�ur die euklidische Norm nur die Dimensionen zwei

und drei� Wie wir sehen werden� �uberblicken wir in Dimension zwei auch f�ur beliebige

Normen den Gau�schen Algorithmus und die in ihm auftretenden Begri�e�

Wir nutzen f�ur beliebige Normen k � k h�aug die Konvexit�at der Funktion k F �� k
f�ur jede Gerade F ! R � R

n !  �� a � b in folgender Schlu�weise!

Lemma �
� Sei F ! R � R
n eine Gerade in R

n und �� �� ��� �� � R mit

� � �� �� � ��� � � ��� � � �� �

Dann folgt aus k F ��� k � k F ��� k die Ungleichung k F ���� k � k F ���� k
und aus k F ��� k � k F ��� k die Ungleichung k F ���� k � k F ���� k �

Meistens verwenden wir Lemma �
 im Fall � � � und � � �� Au�erdem ben�otigen

wir die folgende elementare Schlu�weise!

Lemma ��� Sei M eine abgeschlossene Menge in R
n und � ��M � Dann nimmt die

Norm ihr Minimum auf M auf dem Rand von M an�

Sei im folgenden L � Za � Zb � R
n ein Gitter vom Rang 	 mit Basis a� b� Wir

denieren reduzierte und wohlgeordnete Basen� die f�ur die Analyse des verallgemei�

nerten Gau��Algorithmus im n�achsten Kapitel wesentlich sind� Damit werden diese

auf Gau� �Ga����� und Vallee �Va��� zur�uckgehenden Begri�e f�ur beliebige Normen

verallgemeinert�

Denition ��� Eine Gitterbasis �a� b� hei�t Gau��reduziert � falls

k a k � k b k � k a� b k � k a � b k

und � falls

k a k � k a� b k � k b k �
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Mittels Lemma �
 k�onnen wir von k a� b k � k b k auf

k b k � k �a � b k �� � � ������

schlie�en� Folglich ist �a� b� genau dann wohlgeordnet� wenn

k a k � k a� b k � k b k � k a � b k �

Proposition 	� gibt einen algorithmischen Beweis daf�ur� da� jedes Gitter eine re�

duzierte Basis besitzt� Wir beweisen zun�achst� da� die Norm der Vektoren einer

reduzierten Basis die sukzessiven Minima in der gegebenen Norm sind�

Satz ��� Sei �a� b� eine Gau��reduzierte Basis� Dann sind die Normen der Basis�

vektoren die sukzessiven Minima des Gitters L � Za� Zb �

Beweis� Sei o�B�d�A� k a k � k b k � Die Aussage des Satzes ist!

k a k � k ra � sb k f�ur alle �r� s� � Z
�� f��� ��g �

k b k � k ra � sb k f�ur alle r � Z� s � Z� f�g �

Diese Ungleichungen folgen aus den Ungleichungen!

k a k � k b k �
k a k � k ra k f�ur alle r � Z� f�g �
k b k � k a � �b k f�ur alle � � � R mit jj� j�j � � � ������

Es gen�ugt also� Ungleichung ���� zu zeigen� Hierf�ur beweisen wir folgende

Behauptung� In jeder der vier schattierten Fl�achen in Abbildung 
�� nimmt die

Norm ihr Minimum in den Punkten �a� b an�

Ungleichung ���� folgt direkt aus der Behauptung und den Reduktionsbedingungen

k b k � k a� b k �
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� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �
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a � b

b� a
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Abbildung ���! Reduzierte Basis �a� b�

Beweis der Behauptung� Jede gestrichelte Strecke in der Abbildung enth�alt drei

Gitterpunkte� von denen der jeweils mittlere minimale Norm hat!

k �a� b k � k �a k � k �a � b k
k �a� b k � k � b k � k a� b k

Mit Lemma �
 folgt f�ur alle  � �!

k �a� b k � k �a� b k � k �a k �
k �a� b k � k �a� b k � k �b k �

Folglich minimieren die Punkte �a�b die Norm auf den punktierten Linien� also auf

dem Rand der schattierten Fl�achen� Nach Lemma �� nimmt die Norm ihr Minimum

in jeder schattierten Fl�ache auf dem Rand an� Das beweist die Behauptung� �

Aus Satz �� folgt� da� Gau��reduzierte Basen �Denition ��� bis auf die Reihenfolge

der Vektoren auch im Sinne von Minkowski� von Hermite� Korkine� Zolotarev� von

Schnorr und von Lovasz �Denitionen 	� � und ��� reduziert sind� Wir sprechen

deshalb in Dimension 	 lediglich von reduzierten Basen� Der folgende Satz beschreibt

die Normen� f�ur die eine gegebene Gitterbasis vom Rang zwei reduziert ist� indem

eine die Kreisscheibe B���� umfassende Kurve beschrieben wird�

Satz ��� Sei �a� b� eine reduzierte Basis mit �� � k a k � k b k � �� �

Dann gilt k x k � k a k f�ur alle Punkte x auf der Kurve

Ka�b � �fb � t�b� a�� �a� b� � tb� �a� b� � ta j � � t � �g
� �f	a� tb� 	a � t�b� a� j � � t � �g
� �fsa � tb j t � � und �s� �
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Ka�b

Abbildung 
��� Grenze f�ur B���� bei reduzierter Basis

Der Satz ist scharf in dem Sinne� da� es zu jeder geordneten Basis �a� b� f�ur jeden

Punkt x � Ka�b eine Norm gibt� so da� �a� b� reduziert ist mit k a k � k b k und

k x k � k a k � Man sieht dies an den Beispielen in Abbildung ��
� Mithin ist Kurve

in Abbildung ��� der Rand der Vereinigung aller Kugeln B���� f�ur alle Normen� f�ur

die �a� b� reduziert ist mit k a k � k b k �
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Abbildung ��
! Extreme Beispiele f�ur B����



��� Gaureduzierte Basen ��

Von den Punkten sa � tb � Ka�b mit s � t � � hat stets h�ochstens einer Norm

�� �

Beweis� Der Beweis gliedert sich in Fallunterscheidungen f�ur die einzelnen Strecken�

abschnitte� Wir f�uhren hier nur den schwierigsten Fall der beiden Kreissektoren aus

�vgl� Abb� ����� Nehmen wir an� x � sa � tb � wobei t � � � �s� �
�
�� � �t� �

�
�� �

�
�

� aber� im Widerspruch zum Satz! k x k � k a k � Sei

� �
t� s

t� s � �
�  �

t

t� s � �
� x� � �b � a�� x� � �b� a� �

�

�
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Abbildung ���! Absch�atzung der Norm auf dem Kreisabschnitt

Aus der Reduktionsbedingung k b� a k � k b � a k folgt k x� k � k x� k � Aus

Lemma �
 folgt wegen x� � �����x��a die Ungleichung k x� k � k a k � woraus

k x� k � k a k folgt� Wir zeigen� da� b auf der Gerade zwischen x und x� liegt!

Die Kreisgleichung ist gleichbedeutend mit t� � s� � t � s � Nach Setzung von

� !� t�s��
t�s

veriziert man leicht

��� �� s� �  � � � ��� �� t � �  � � �

was gleichbedeutend ist mit ��� �� x� � x� � b � Aus Lemma �
 folgt nun k b k �
maxfk x k� k x� kg � k a k � im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes� �

Einfache Folgerungen aus Satz ���

� Die Norm jedes Puktes y � spanL ist mindestens �� supf� j y � �Ka�bg �

� Es gilt min��Rk b� a k � �
�
k a k � Somit ist die in Satz �� denierte

Konstante �� � 	 �




� �� Reduzierte Gitterbasen f	ur beliebige Normen

� Falls andere Gitterpunkte als f�a� �b� �a � bg existieren mit Norm ��� so

sind dies entweder ��	b � a� oder ��	a � b�� F�ur beide F�alle ist die Kugel

B���� in Abbildung ��
 dargestellt�

� In jedem Gitter gibt es h�ochstens � Vektoren mit Norm ��� �In der Regel sind

es 	� Hier sehen wir� da� das Besispiel �Z�� k � k�� bereits der
�
worst case�

ist��

� Jedes Gitter hat eine reduzierte Basis �a� b� � so da� die Norm aller Gitter�

vektoren au�erhalb der konvexen H�ulle von �a� b mindestens �
�
�� ist�



Kapitel �

Der verallgemeinerte

Gau��Algorithmus

Wir verallgemeinern den Gau��Algorithmus von der euklidischen Norm auf eine

beliebige Norm� Dabei wird die G�ultigkeit und Sch�arfe der worst�case�Schranken

f�ur die Zahl der Iterationen aus Vall�ees Analyse �Va��� f�ur beliebige Normen gezeigt�

Die Kapitel 	 und � sind eine vertiefende Darstellung der neuen Arbeiten von Kaib

und Schnorr� �Ka��� KS���

��� Der Reduktionsschritt

Gau� entwickelte seinen Algorithmus aus dem Studium reduzierter quadratischer

Formen �Ga����� � Der Algotrithmus f�uhrt Reduktionsschritte der Art

�a� b� �� ���b� 
a�� a�

aus� wobei der ganzzahlige Reduktionskoezient 
 � 
�a� b� so gew�ahlt wird� da�

die Norm k b� 
a k minimiert wird und � � �� � Man kann den Algorithmus als

nat�urliche Verallgemeinerung des zentrierten Euklidischen Algorithmus auf Vektoren

au�assen� Bei Gau� galt stets � � � � Er betrachtete nur die euklidische Norn� f�ur

die 
�a� b� eine n�achste ganze Zahl zu 
a�b�

a�a�

ist� Wir w�ahlen das Vorzeichen � �

��a� b� � �� einer Idee von Vall�ee �Va��� folgend so� da� die neue Basis wohlgeordnet

oder reduziert ist� Au�erdem betrachten wir beliebige Normen� Es kann vorkommen�

da� �� 
 durch die eben genannten Bedingungen nicht eindeutig bestimmt sind� Es

bezeichne succ ! Rn � R
n �� R

n eine feste Funktion mit den Eigenschaften




� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

�� succ �a� b� � ��b� 
a� f�ur ein 
 � Z� � � �� �

	� k succ�a� b� k � min	�Z k b� 
a k �

�� k succ�a� b� � a k � k succ�a� b� � a k �

Wir nennen succ die Nachfolgerfunktion� Eine der beiden M�oglichkeiten

��a� b� � �� erf�ullt stets Bedingung �� Die Berechnung des Reduktionskoe�zien�

ten 
�a� b� f�ur andere Normen als die euklidische behandeln wir in Kapitel ��

Wir beschreiben den �verallgemeinerten� Gau��Algorithmus als Iteration der Nach�

folgerfunktion auf den Basisvektoren!

Der Gau��Algorithmus�

INPUT� a� b � R
n

REPEAT

�a� b� !� �succ �a� b� � a�

UNTIL k b k � k a� b k
OUTPUT� �a� b�

Proposition ���


� Jede Basis �a� b� � �succ �%a�%b�� %a� ist wohlgeordnet oder reduziert und

�� genau dann reduziert� wenn k b k � k a� b k �

�� Der Algorithmus endet nach endlich vielen Iterationen�

Beweis� Ad � und 	� Sei �a� b� � ���%a� 
%b�� %a� � Aus Bedingung 	 folgt k a k �

k %b� 
%a k � k %b� �
� ��%a k � k a� b k � Wegen Bedingung � gilt k a� b k �
k a � b k � Ist jetzt k a� b k � k b k � so ist �a� b� wohlgeordnet� Andernfalls ist

�a� b� reduziert und der Algorithmus bricht ab�

Ad �� In jeder beschr�ankten Menge gibt es nur endlich viele Gittervektoren� Wegen

Aussagen � und 	 gilt entweder k succ �a� b� k � k a k oder �succ �a� b�� a� ist

reduziert und der Algorithmus bricht ab� �

��� Vorg�anger einer wohlgeordneten Basis

Wir assoziieren mit der Eingabebasis die von den Reduktionsschritten �a� b� !�

�succ �a� b�� a� erzeugte Folge von Gitterbasen� Wir sehen an Proposition 	�� da�



��� Vorg	anger einer wohlgeordneten Basis 



die letzte Basis dieser Folge reduziert ist und alle vorherigen wohlgeordnet sind�

Wir nennen �a� b� � �succ �b� c�� b� die Nachfolgerbasis von �b� c� und �b� c� eine

Vorg�angerbasis von �a� b�� Eine wohlgeordnete Basis hat genau eine Nachfolgerbasis�

kann jedoch unendlich viele Vorg�angerbasen haben� Das Ziel der n�achsten Denition

und des folgenden Lemma 		 ist� die Menge aller Vorg�angerbasen einer wohlgeord�

neten Gitterbasis zu charakterisieren�

Denition ��� Ein Vektor c hei�t Vorg�anger der Basis �a� b� � wenn die Basis �b� c�

wohlgeordnet ist und a � succ �b� c� �

Fakt� Es sei �a� b� eine wohlgeordnete Gitterbasis� Dann ist ein Vektor c genau dann

Vorg�anger von �a� b� wenn �b� c� wohlgeordnet ist und c � �a�
b mit � � ��� 
 � Z�

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma � aus Vall�ees Arbeit

�Va��� f�ur beliebige Normen�

Lemma ��� Sei �a� b� eine wohlgeordnete Gitterbasis� Ein Vektor c ist Vorg�anger

von �a� b� dann und nur dann� wenn c � �a � 
b gilt� wobei entweder � � �� 
 � 	

oder � � ��� 
 � � ist�

Bemerkung� Ein interessanter Aspekt von Lemma 		 ist� da� die Menge der

Vorg�angerbasen einer wohlgeordneten Gitterbasis unabh�angig von der Norm ist� Ist

eine Gitterbasis �a� b� wohlgeordnet f�ur zwei verschiedene Normen� so sind die Men�

gen ihrer Vorg�angerbasen f�ur beide Normen gleich�

Beweis� Die Wohlordnung der Basen �a� b� und �b� c� besagt

k a k � k a� b k � k b k � k b� c k � k c k � �	���

Wir betrachten die Geraden

F �� � ��� � �b� a� �  b �

G�� � ��� � a �  b �

H��� � ��� � a �  �a � b� �

H��� � ��� � �a �  �b� a� �
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r r r r r r

�

a

b�a �b

a� b

a� �b a� �b

�a� b �a� �b �a� �b

F

H�

G

H�

Abbildung 	��! Wohlgeordnete Basis �a� b�

Wegen Ungleichung 	�� gilt!

k F ��� k � k b� a k � k b k � k F ��� k �
k G��� k � k a k � k b k � k G��� k �
k H���� k � k a k � k b� a k � k H���� k �

Nach Lemma �
 ist nun k F �� k und k G�� k eine streng monoton wachsende

Funktion und k H��� k eine monoton wachsende �d�h� nicht�fallende� Funktion

f�ur  � �� Hieraus folgt die entsprechende Ungleichung f�ur H�!

k H���� k � k G��� k
� k G��� k � k F ��� k
� k F �	� k � k H���� k

Wir entscheiden f�ur alle m�oglichen F�alle von 
 und � � ��� ob �b� c� wohlgeordnet

ist oder nicht!

� � �� 
 � ��

Dann ist k b� c k � k ��� 
�b� a k � k H���� 
� k � k H��	� k �

k 	b� a k � k G�	� k � k G��� k � k b k und folglich ist �b� c� nicht wohlge�

ordnet�

� � ��� 
 � �

Dann ist k b� c k � k ��� 
�b � a k � k H���� 
� k � k H���� k �

k F �	� k � k F ��� k � k b k und folglich ist �b� c� nicht wohlgeordnet�


 � �

Dann ist k c k � k a k � k b k und mithin �b� c� nicht wohlgeordnet�


 � �

Dann ist k b� c k � k a k � k b k und deshalb �b� c� nicht wohlgeordnet�



��
 Vorg	anger einer reduzierten Basis 
�

� � ��� 
 � 	

Dann ist k b� c k � k a� b k � k b k � also ist �b� c� nicht wohlgeordnet�

� � �� 
 � 	

Dann ist k c k � k a � 
b k � k H��
� k � k H��
� �� k �

k a � �
� ��b k � k b� c k � k H���� k � k F �	� k � k F ��� k � k b k und

folglich ist �b� c� wohlgeordnet�

� � ��� 
 � �

Dann ist k c k � k �a � 
b k � k H��
� k � k H��
� �� k � k b� c k �
k H��	� k � k G�	� k � k G��� k � k b k und folglich ist �b� c� wohlgeordnet�

�

��� Vorg�anger einer reduzierten Basis

Lemma ��� Sei �a� b� reduziert und c � �a � 
b wobei � � �� und 
 � Z � Dann

gilt�


� Ist k a k � k b k und ��� 
� � ���� 	�� so ist �b� c� wohlgeordnet g�d�w� 
 � 	�

�� Ist k a k � k b k � so ist �b� c� nicht wohlgeordnet f�ur 
 � � und wohlgeordnet

f�ur � � �� 
 � 	������� und f�ur � � ��� 
 � 	����� wobei �i � �i�Za�Zb� �

Beweis� Die Basis �b� c� ist wohlgeordnet g�d�w�

k b k � k �a � �
� ��b k � k �a � 
b k � �	�	�

Die linke Ungleichung ist immer erf�ullt� falls k b k � k a k ist� Aus Satz �� folgt�

da� die linke Ungleichung �aquivalent zu 
 � � ist� falls k a k � k b k ist�

F�ur die rechte Ungleichung betrachten wir die Gerade H�� � �a � b� In beiden

F�allen des Lemmas gilt die Ungleichung k H���� k � k �a� b k � k a k �

k H��� k � k �a � b k � k H��� k � F�ur 
 � � folgt aus Lemma �


k �a � �
� ��b k � H�
� �� � H�
� � k �a � 
b k �

Also ist �b� c� nicht wohlgeordnet� Das beweist alle Behauptungen f�ur 
 � ��




� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

Sei also 
 � �� Es gilt

k �a � �
� ��b k � H�
� �� � H�
� � k �a � 
b k � �	���

Falls � � �� gilt k a k � �� � k c k � also

k b k �
�



k a � c k � 	



k c k � �	���

Falls � � � folgt aus k b� a k � k a � b k � H��� � k c k !

k b k �
�


 � �
k �b� a� � c k � 	


 � �
k c k � �	�
�

Angenommen� die linke Ungleichung gilt� aber �b� c� ist nicht wohlgeordnet� Dann

gilt in Ungleichung 	�� Gleichheit� Also ist �b� c� reduziert und folglich k b k �

��� k c k � ��� Weiterhin ist �a� b� reduziert mit k a k � k b k � also gilt die

rechte Ungleichung 	�	 nicht� Es gilt k b k � �� � k c k � also 
 � � f�ur � � �

und 
 � 	 f�ur � � ��� Falls k b k � k a k � folgt aus Ungleichung 	��� da� 
 � 	��
��

und aus Ungleichung 	�
� da� 
 � 	��
��
� � �

Zusammfassend haben wir also im Fall 
 � � f�ur jene �� 
� f�ur die Wohlordnung

von �b� c� behauptet ist� die Annahme� da� �b� c� nicht wohlgeordnet ist� zum Wi�

derspruch gef�uhrt� Weiter haben wir gezeigt� da� f�ur k a k � k b k und 
 � � die

Basis �b� c� nicht wohlgeordnet sein kann� �

Bemerkung� In den unbestimmten F�allen von Lemma 	�� d�h��

� k a k � k b k � � � ��� 
 � 	

� k b k � k a k � � � ��� � � 
 � 	�����

� k b k � k a k � � � �� � � 
 � 	����� � � �

zeigt der Beweis� da� �b� c� entweder reduziert oder wohlgeordnet ist� Beide F�alle

treten f�ur gewisse Normen bzw� Gitter auf� F�ur die euklidische Norm �und f�ur alle

�
glatten� Normen� gibt es allerdings nur einen unbestimmten Fall� n�amlich k b k �
k a k und � � ��� 
 � � �



��� Norm aufeinanderfolgender Basisvektoren 
�

��� Norm aufeinanderfolgender Basisvektoren

Jede Nachfolgerbasis im Gau��Algorithmus ist entweder wohlgeordnet� oder der

Algorithmus bricht ab� Aus der Charakterisierung der Vorg�anger einer wohlgeord�

neten Basis in Lemma 		 folgt� da� die Reduktionskoe�zienten � � ��� 
 � Z in

der Transformation succ �a� b� � ��b � 
a� der Bedingung � � 
 � � gen�ugen� In

diesem Abschnitt folgern wir daraus scharfe Schranken f�ur die Norm der Vektoren in

aufeinanderfolgenden Iterationen des Gau��Algorithmus� Die Ergebnisse dieses Ab�

schnittes werden f�ur die scharfe Absch�atzung der Anzahl der Iterationen im n�achsten

Abschnitt nicht ben�otigt� Sie werden aber f�ur Absch�atzungen zur Schrittzahl und

Stabilit�at des Gau��Algorithmus in den Kapiteln � und � verwendet�

Lemma �	� Es seien �a� b�� �b� c� wohlgeordnete Basen mit

a � succ �b� c� � ��c� 
b� � Dann gilt


� �
 � �� k b k � k c k � 
 k b k f�ur � � �

�� 
 k b k � k c k � �
� �� k b k f�ur � � �� �

Beweis� Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Wohlordnungsbedingung sieht

man leicht zun�achst die linken Ungleichungen!

k a � 
b k � k a k � k 
b k
� �
 � �� k b k

k �a � 
b k � k �a � b k � k �
� ��b k
� k b k � �
� �� k b k
� 
 k b k �

Mit den rechten Ungleichungen verfahren wir ebenso!

k a � 
b k � k a� b � �
 � ��b k
� �
 � �� k b k � k a� b k
� 
 k b k

k �a � 
b k � k 
b k � k a k
� �
� �� k b k �

�

Wir folgern aus Lemma 	�� da� in den inneren Basen des Gau��Algorithmus die

Norm des k�urzeren Vektors h�ochsten halb so gro� ist wie die Norm des l�angeren�

Somit folgt unmittelbar aus der Charakterisierung der Vorg�anger in Lemma 		� da�

der Gau��Algorithmus h�ochstens log�B � � Iterationen ausf�uhrt� wobei B der




� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

Quotient aus der Norm des l�angsten Eingabevektors und dem zweiten sukzessiven

Minimum des Gitters ist�

Satz �
� Hat die wohlgeordnete Basis �b� c� eine wohlgeordnete Nachfolgerbasis� so

gilt k c k � 	 k b k �

Beweis� Sei �a� b� die wohlgeordnete Nachfolgerbasis von �b� c� wobei a �

succ �b� c� � ��c � 
b� � Aus Lemma 		 folgen die Ungleichungen 
 � 	 f�ur � � ��

und 
 � � f�ur � � ��� Also folgt aus den rechten Ungleichungen von Lemma 	� die

Ungleichung k c k � 	 k b k � �

Das folgende Lemma gibt Schranken f�ur die Norm der Vektoren in den drei Basen

nach zwei aufeinanderfolgenden Iterationen des Gau��Algorithmus�

Lemma ��� Sei �c� d� wohlgeordnet� b � succ �c� d� und a � succ �b� c� � ��c� 
b�

mit Reduktionskoezienten � � ��� 
 � Z�

� Sei � � k c k�k a k � Dann ist


� k d k � 	�	��
���
	�

k c k � �	 � �
	
� k c k � �

	
k a k �

�� k c k � 	�
��� k b k �

� Ist �a� b� wohlgeordnet� so gilt

�� k d k � �	
 � �� k b k f�ur � � �

�� k d k � 	
 k b k f�ur � � ��

Aussage � versch�arft Satz 	
� Aus den Aussagen � und � folgt� da� in allen au�er

den beiden letzten Iterationen des Gau��Algorithmus gilt

k b k � 
 k succ �a� b� k � �	���

Daraus folgt f�ur den Gau��Algorithmus eine elementare obere Schranke von

logp� B � O��� Iterationen�

Beweis des Lemmas� Sei m � b � 	c und n � �b � �c� Da k b k � k c� b k
ist auch min�k m k� k n k� � k d k � Sei F die Gerade durch ��a und b!

F �� � ��� � ��a �  c
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c�

c� c� c�

m� m�
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	b� a


F

H�

H�x

y

Abbildung 	�	! Beweis von Lemma 	� �� � ��

Seien x� y� z die Schnittpunkte von F mit den Geraden von � durch m� b� n� Es gilt

F �
�	
 � ���

�	
 � ��� � �
� � x �


�

�	
 � ��� � �
m � �	���

F �
�

� � �
� � y �


�

� � �
b � �	���

F �
��
� ���

��
� ��� � �
� � z �


�

��
� ��� � �
n � �	���

Nach Voraussetzung ist k F ��� k � k �a k � k c k � k F ��� k � Also ist wegen

Lemma �


k c k � k F ��� k � k F � 	�	��
�
	�	��
��� � k � k F � �

���� k � k F � 	�	��
�
	�	��
���

� k �

Daraus folgt direkt Aussage 	� F�ur Aussage � bleibt zu zeigen! ��
� ��� � � �
�	
 � ��� � �� was �aquivalent zu 
 � 	 � � � 	 ist� F�ur 
 � � folgt aus Lemma 	��

da� k a k � k b k � also � � k c k�k a k � k �a � b k�k a k � 	�



�� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

Zum Beweis der Aussagen � und � betrachten wir die Geraden

H	�� � ��� � �	
 � ���b� a� �  �	
 � ��b

f�ur 
 � 	� �� � � � � Da �a� b� wohlgeordnet ist� gilt einerseits k n k � k m k und

andererseits k b� a k � k b k und folglich k �	
 � ���b� a� k � k �	
 � ��b k �

Anwendung von Lemma �
 ergibt k m k � k 	b� � �	
 � ��b k � k �	
 � ��b k �

Zum Beweis von Aussage � schlie�en wir genauso mit

H	�� � ��� � �	
� ��a �  �	
� ��b � �

��� Absch�atzung der Anzahl der Iterationen

Wir numerieren die Vektoren in einem Lauf des Algorithmus� Sei �b�� b�� !� �a� b�

die Eingabebasis� Wir nehmen an� die Eingabe sei wohlgeordnet & andernfalls ist

dies nach der ersten Iteration der Fall� Der in der i�ten Iteration berechnete Vektor

a sei mit

bi�� !� succ �bi� bi��� �! �i�bi�� � 
ibi�

bezeichnet� wobei �i� 
i die dabei auftretenden Reduktionskoe�zienten sind� Die i�te

Iteration transformiert also die Basis �bi� bi��� in die Basis �bi��� bi� mittels

�bi��� bi� � �bi� bi���


BB� ��i
i �

�i �

�
CCA � �	����

Sei k � � die Anzahl der Iterationen� Die ersten k Iterationen erzeugen die Basen

�b�� b��� � � � � �bk��� bk�� die wegen Proposition 	� wohlgeordnet sind� Die reduzierte

Ausgabebasis wird von der k � ��ten Iteration erzeugt und ist �bk��� bk��� oder

�bk��� bk���� Inversion der Matrix in Gleichung 	��� ergibt

�bi� bi��� � �bi��� bi�


BB� � �i

� 
i

�
CCA �



��� Absch	atzung der Anzahl der Iterationen ��

woraus wir folgende Darstellung der Eingabe als Linearkombination der letzten wohl�

geordneten Basis in dem Lauf des Algorithmus erhalten!

�b�� b�� � �bk��� bk�


BB� � �k

� 
k

�
CCA

BB� � �k��

� 
k��

�
CCA � � �


BB� � ��

� 
�

�
CCA � �	����

Unser Ziel ist es nun� eine scharfe untere Schranke f�ur die Gr�o�e von b� zu nden�

Dazu werten wir das Matrixprodukt in Gleichung 	��� explizit aus� Zun�achst f�uhren

wir ein hilfreiches Werkzeug hierf�ur ein� Die verallgemeinerten Kontinuanten sind

Polynome

�
x� � � � xn��
y� � � � yn

�
n

� Z�x�� � � � � xn��� y�� � � � � yn� �

die rekursiv deniert sind durch

� �
��

� ��
� �

�
� ��

�
y�

�
�

� y�

�
x� � � � xn��
y� � � � yn

�
n

� yn

�
x� � � � xn��
y� � � � yn��

�
n��

� xn��

�
x� � � � xn��
y� � � � yn��

�
n��

� �	��	�

Es gilt�
x� � � � xn��
y� � � � yn

�
n

�

�
xn�� � � � x�
yn � � � y�

�
n

� y�

�
x� � � � xn��
y� � � � yn

�
n��

� x�

�
x� � � � xn��
y� � � � yn

�
n��

� �	����

Bemerkung� Die verallgemeinerten Kontinuanten wurden von Rieger zur Analyse

des zentrierten Euklidischen Algorithmus eingef�uhrt �R���� Sie verallgemeinern die

gew�ohnlichen Kontinuanten Qn�y�� � � � � yn� �
h

�����
y� ��� yn

i
n

� die von der Analyse

des gew�ohnlichen �monotonen� Euklidischen Algorithmus wohlbekannt sind� F�ur

xi � �i � f��g lassen sich die verallgemeinerten Kontinuanten auch durch die

gew�ohnlichen ausdr�ucken!

�
�� � � � �n��

� � � � 
n

�
n

� �n���n�� � � �Q�
�� ��
�� ����
�� � � � � �� � � � �n��
n� �
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Obwohl die Forderung �i � f��g beim zentrierten Reduktionsalgorithmus erf�ullt

ist� scheint mir der Gebrauch der verallgemeinerten Kontinuanten �ubersichtlicher�

Wir erhalten folgende Resultate!

Lemma ��� F�ur k � � gilt


BB� � �k

� 
k

�
CCA � � �


BB� � ��

� 
�

�
CCA �


BBB�

�k
h

����k��

	� ��� 	k��

i
k��

�k
h

����k��

	� ��� 	k��

i
k��h

����k��

	� ��� 	k

i
k��

h
����k��

	� ��� 	k

i
k

�
CCCA

Beweis� Wir beweisen die Gleichung mittels Induktion �uber k� Die Gleichung gilt

f�ur k � �� Einsetzen der rekursiven Denition �	��	� in die Gleichung f�ur k ergibt

direkt
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was die Induktionsbehauptung f�ur k � � ist� �

Wir studieren die Produktmatrix aus Lemma 	� f�ur den Fall 
� � 
� � � � � � 
k � 	�

Wegen Lemma 		 sind dann alle �i positiv� Sei Ti �
h

�����
� ��� �

i
i
� Wir beweisen zun�achst

folgende einfache Formel f�ur Ti!

Lemma ��� F�ur i � � gilt

Ti �
�� �

p
	�i�� � ���p

	�i��

	
p

	
�

Beweis� Nach Rekursionsvorschift gilt Ti � 	Ti�� � Ti�� � als Rekurrenz gelesen!

�Ti��� Ti� � �Ti��� Ti���
�

� �

� 	

�
� �T��� T��

�
� �

� 	

�i
� ��� ��

�
� �

� 	

�i
�



��� Absch	atzung der Anzahl der Iterationen �


Wir transformieren die Matrix
�
� �
� �

�
auf Diagonalgestalt� Seien ���� � � � p

	 ihre

Eigenwerte� Dann gilt
BB� � �

� 	

�
CCA
i

�
�

�� � ��


BB� �� ���
�� �

�
CCA

BB� �i� �

� �i�

�
CCA

BB� � ��

� ��

�
CCA

�
�

�� � ��


BB� �� ���
�� �

�
CCA

BB� � � � �i��

�

� � � �i��
�

�
CCA

�
�

�� � ��


BB� � � � � � �

� � � ��i��
� � �i��

�

�
CCA �

also

Ti �
�

�� � ��
���i��

� � �i��
� � �

�� �
p

	�i�� � ���p
	�i��

	
p

	
� �

Lemma 	� bestimmt mit Gleichung 	��� die Koe�zienten der Darstellung des Ein�

gabevektors b� bez�uglich der Ausgabebasis

b� � �k

�
�� � � � �k��

� � � � 
k��

�
k��

bk�� �

�
�� � � � �k��

� � � � 
k

�
k

bk � �	����

F�ur die Kontinuanten in dieser Gleichung gilt!

Lemma ��� Sei i � �� 
j � 	 f�ur � � j � i und 
j � � f�ur �j � ��� Dann ist�
�� � � � �i��

� � � � 
i

�
i

� Ti �	��
�

�
�� � � � �i��

� � � � 
i

�
i

� 	

�
�� � � � �i��

� � � � 
i

�
i��

� �	����

Beweis� Wir beweisen die Ungleichungen 	��
 und 	��� durch Induktion �uber i�

Man sieht die Ungleichungen direkt f�ur i � � und i � �� Nehmen wir an� sie gelten

f�ur alle i � l� Aus der rekursiven Denition 	��� folgt

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l��

� 
�

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l
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�
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l��

�
l��

�



�� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

Wegen Induktionsvoraussetzung 	��� f�ur i � l und 	��
 f�ur i � l � � gilt

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l

� 	

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l��

� � �

Somit folgt in den beiden F�allen �� � �� 
� � 	 und �� � ��� 
� � � die

Ungleichung

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l��

� 	

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l

�

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l��

�

womit Induktionsbehauptung 	��� f�ur i � l � � gezeigt ist� Mit Induktionsvoraus�

setzung 	��
 f�ur i � l� l � � folgt jetzt!

�
�� � � � �l


� � � � 
l��

�
l��

� 	Tl � Tl�� � Tl�� � �

Lemma ��� Sei �b�� b��� � � � � �bk��� bk� eine Folge von wohlgeordneten Basen mit

bi�� � succ �bi� bi��� � �i�bi�� � 
ibi�� Dann ist k b� k � Tk k bk k �

Beweis� Wegen Lemma 	� ist der Koe�zient von bk in Gleichung 	��� positiv und

der Koe�zient von bk�� hat Vorzeichen �k� Wir unterscheiden zwei F�alle!

Fall �� �k � �� Die Behauptung folgt aus Gleichung 	��� unter Verwendung der

Wohlordnung vom �bk��� bk� und Ungleichung 	��
!

k b� k �
�
�� � � � �k��

� � � � 
k

�
k

k bk k
� Tk k bk k

Fall �� �k � ��� Da �bk��� bk� wohlgeordnet ist� gilt k bk�� k � k bk k � Aus

Gleichung 	��� folgt mit der Dreiecksungleichung

k b� k �
��

�� � � � �k��

� � � � 
k

�
k

�
�
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��� Absch	atzung der Anzahl der Iterationen ��

Die Auswertung der Kontinuantendi�erenz ergibt nach Denition!

�
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� � � � �
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�
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Da �k � �� gilt 
k � �� Also ist der letzte Kontinuant wegen Ungleichung 	��


mindestens Ti� �

Satz ��� Bei Eingabe einer wohlgeordneten Gitterbasis �a� b� bricht der verallgemei�

nerte Gau��Algorithmus nach h�ochstens

log��
p
� �	

p
	B� � o���

Iterationen ab f�ur B �	� wobei B � max �k a k� k b k���� ist�

Bemerkung� Ist die Eingabebasis nicht wohlgeordnet� kann eine zus�atzliche Ite�

ration ausgef�uhrt werden� Der Betrag des o�Termes ist beschr�ankt durch 	 �
log��

p
���
p

	� � ������ wobei das Maximum bei einer einzigen Iteration angenom�

men wird�

Beweis� Wegen Lemma �� gilt

Tk � k b� k
k bk k � B �

Der Satz folgt mittels Einsetzen der Schranke aus Lemma 	� und anschlie�endem

Logarithmieren der Ungleichung� �

Satz ��� Sei �bm��� bm� eine reduzierte Gitterbasis und die Folge bm� � � � � b� von

Vorg�angern de�niert durch bi�� � bi�� � 	bi f�ur i � m� � � � � � � Dann durchl�auft der



�� �� Der verallgemeinerte Gau�Algorithmus

verallgemeinerte Gau��Algorithmus auf Eingabe �b�� b�� genau m Iterationen� wobei

die Folge b�� � � � � bm�� durchlaufen wird� Es gilt

m � log��
p
� �	B� � � � o��� �

wobei B � k b� k����

Bemerkung� Die Di�erenz der Schranken in den beiden S�atzen ist

log��
p
� �	

p
	�� log��

p
� � �

��
p
�
� � o���

� log��
p
� �
p

	� � � � o��� � ����� �

Beweis� Wegen Lemma 	� ist �bm� bm��� wohlgeordnet und wegen Lemma 	� ist

auch jede weitere Basis �bi� bi��� f�ur i � m� � � � � � wohlgeordnet� Folglich ist stets

bi�� � succ �bi� bi��� und m die Anzahl der Iterationen� wobei alle Reduktionskoef�

zienten gleich 	 sind� Wie in Gleichung 	��� gilt

b� � Tm��bm � Tm��bm�� �

Wir verwenden k b� k � ���L�� k b� k � ����L� und Lemma 	� f�ur die

Absch�atzung

k bm�� k � �Tm�� � �Tm�����

� �� �
p

	�m��
� � ��� �

p
	�

	
p

	
�� �� � o���� �

Also gilt

m � log��
p
� � �

��
p
�
B� � o��� � �

Bemerkungen�

� Die obere Schranke von Satz �� wird f�ur gewisse Normen und Gitter angenom�

men� Als Beispiel nehme man bei der Konstruktion aus Satz �	 das Gitter Z�

bez�uglich der l��Norm mit der reduzierten Basis bm�� � ��� ��� bm � ��� �� �

Dann gilt tats�achlich die Gleichheit k b� k � Tm �



��� Absch	atzung der Anzahl der Iterationen ��

� W�ahlt man die ganzen Zahlen bm�� � �� bm � � anstelle der reduzierten

Ausgabebasis in Satz �	� so liefert die Rekursion bi�� � bi�� � 	bi� wie bereits

Dupr�e erkannte �Du������ die minimalen ganzen Zahlen� f�ur die der euklidische

Algorithmus genau m Divisionen durchf�uhrt� Vall�ee hat diese Minimalit�at f�ur

das Gitter Z
� und die euklidische Norm gezeigt �Va���� Die neue Erkenntnis

aus Satz �	 ist die G�ultigkeit dieses Sachverhaltes f�ur alle Gitter� alle Normen

und alle reduzierten Ausgabebasen�





Kapitel �

Zur Schrittzahl des

verallgemeinerten

Gau��Algorithmus

Wir geben in diesem Kapitel obere Schranken f�ur die Schrittzahl des Gau��

Algorithmus im RAM�Modell an� Zur Ausf�uhrung des im letzten Kapitel vorge�

stellten verallgemeinerten Gau��Algorithmus mu� in jeder Iteration der ganzzahlige

Reduktionskoe�zient 
 � 
�a� b� � Z berechnet werden� der k b� 
a k f�ur 
 � Z

minimiert� Da au�erdem Normen von Vektoren verglichen werden m�ussen� setzen

wir voraus� da� die RAM

� Zugri� auf ein Norm�Orakel hat und

� neben den arithmetischen Operationen Addition� Subtraktion� Multiplikation

und Division auch Gr�o�envergleich und Berechnung der n�achsten ganzen Zahl

durchf�uhren kann�

Wir z�ahlen die arithmetischen Operationen im uniformen Zeitmodell� d�h� zu ein�

heitlichen Kosten� Als Schritte z�ahlen wir arithmetische Schritte und Orakelaufrufe�

Wir beweisen mit Satz �� eine Schrittzahlschranke f�ur beliebige Normen� Im zweiten

Abschnitt dieses Kapitels geben wir Algorithmen f�ur die l�� und l��Norm an� die

dann keine Orakelaufrufe verwenden und eine sch�arfere Schranke f�ur diese Normen

ergeben�

Satz ��� F�ur jede Norm gibt es einen Algorithmus� der unter Verwendung eines Ora�

kels f�ur die Norm jede gegebene wohlgeordnete Basis �a� b� in O�n log �n������� �

log B� arithmetischen Schritten und O�log �n � ������� Orakelaufrufen reduziert�

wobei B � k b k��� �



�� 
� Zur Schrittzahl des verallgemeinerten Gau�Algorithmus

��� E	ziente Reduktion

Zur e�zienten Reduktion einer Basis a� b � R
n in einer beliebigen Norm k � k f�uhren

wir zun�achst eine Vorreduktion von a� b in der durch ein geeignetes Skalarprodukt

��� denierten sph�arischen Norm durch� Anschlie�end reduzieren wir die ����

reduzierte Basis in der urspr�unglichen Norm� Die sph�arische Reduktion ist sinnvoll�

weil hier eine Iteration in nur O��� arithmetischen Schritten durchgef�uhrt werden

kann�

Das Skalarprodukt ��� wird so gew�ahlt� da� die Kugel fx � R
n j k x k � �g

sph�arisch in dem Sinne ist� da� maxx�y�Rn
kxk
y�y����

kyk
x�x���� � O�n���� � Die Existenz

eines solchen Skalarprodukts folgt aus �Len���� siehe Konstruktion von � in Kapitel

	� pp� 
�	 �� Wir nehmen an� da� das Skalarprodukt gegeben ist und z�ahlen nicht

die Schritte f�ur seine Konstruktion� Es gilt

B
�� � max �� a� a ����� � b� b ���������
�� � O�n���B� �

Vorreduktion in O�n�logB� arithmetischen Schritten� In jeder Iteration wird

nur die Gram�Matrix

G �


BB� � a� a � � a� b �

� b� a � � b� b �

�
CCA

transformiert und die Transformation der Vektoren in den Matrizen H � GLn�Z�

mit �acurrent� bcurrent� � �ainput� binput�H protokolliert als G !� S�GS�H !� HS

wobei

S �


BB� ��
 �

� �

�
CCA

ist und 
 die n�achste ganze Zahl zu 
a�b�

a�a�

ist� Jede Iteration kostet � Multiplika�

tionen� � Subtraktionen� � Division und � Berechnung einer n�achsten ganzen Zahl�

Die Transformationen von �a� b� in G und zur�uck von H in die Ausgabebasis �a� b�

kosten �n Multiplikationen und 
n � � Additionen� Nach Satz �� f�uhrt der Gau��

Algorithmus zur ����Reduktion von �a� b� h�ochstens O �log B
��� � O �log �B�n��

Iterationen durch�




�� E�ziente Reduktion ��

Berechnung von 
 in O��� bzw� O�log �������� Orakelschritten� Bezeichne 
 !

R
n �� Z die in Abschnitt 	�� eingef�uhrte Funktion� die Norm k b� 
a k minimiert�

Ist a� b � R
n gegeben� so gilt es 
 � k b� x k�k a k zu berechnen� wobei x �

succ �a� b�� Folglich ist j
 � kbk
kak j � kxk

kak � F�ur den letzten Quotienten gelten die

folgenden Schranken!

�� kxk
kak � ��

��
�

	� kxk
kak � � � in allen au�er der letzten Iteration�

�� kxk
kak � �

�
� in allen au�er den letzten beiden Iterationen�

�� kxk
kak �

�
�

� in allen au�er den letzten drei Iterationen�

Die Behauptungen sind direkt einsehbar! Ist �x� a� reduziert� so gilt wegen Satz ��

die Identit�at fk x k� k a kg � f��� ��g� Andernfalls ist nach Proposition 	� die Basis

�x� a� wohlgeordnet� und somit ist k x k � k a k � Weiter gilt nach Satz 	
 in allen

au�er den letzten beiden Iterationen 	 k x k � k a k und nach Behauptung � aus

Lemma 	� in allen au�er den letzten beiden Iterationen sogar 	 k x k � k a k �

Folglich ist 
�a� b� in allen Iterationen au�er der letzten eine der beiden n�achsten

ganzen Zahlen zu kbk
kak und kann mithin durch Auswertung des Normorakels an den

beiden Werten b� d kbkkakea� b� b kbkkakca und Vergleich beider Werte ermittelt werden�

�In allen au�er den letzten � Iterationen ist 
 sogar die n�achste ganze Zahl zu kbk
kak ��

In der letzten Iteration ist das gesuchte 
 eine ganze Zahl in einem Intervall der

L�ange 	����� mit Zentrum kbk
kak � Der Quotient ������ der a priori i�A� nicht bekannt

ist� l�a�t sich durch Auswertung der Norm an den benachbarten ganzen Zahlen und

sukzessiver Verdoppelung der Testintervallgr�o�e in O�log ������ Orakelaufrufen und

O�n log ������ arithmetischen Schritten absch�atzen� Mittels Bisektion l�a�t sich 


dann in einer ebenso beschr�ankten Anzahl von Schritten berechnen�

Endg�ultige k � k�Reduktion in O�n log �n�������� Schritten� Aus Satz �� folgt�

da� der Gau��Algorithmus zur endg�ultigen k � k�Reduktion der vorreduzierten Ba�

sis h�ochstens log��
p
� �	

p
	 maxx�y�Rn

kxk
y�y����

kyk
x�x���� � � � � o��� � O�log n� Iterationen

durchf�uhrt� Jede Iteration au�er der letzten kostet O��� Normberechnungen und

O�n� arithmetische Schritte� Die letzte Iteration kostet O�log ������ Normberech�

nungen und O�n log ������ arithmetische Schritte�



�� 
� Zur Schrittzahl des verallgemeinerten Gau�Algorithmus

��� Algorithmen f�ur die l�
 und die l	
Norm

Wir geben in diesem Abschnitt einfache e�ziente Algorithmen zur Berechnung des

Reduktionskoe�zienten 
�a� b� f�ur die l��Norm k � k� und die l��Norm k � k� an�

Wir beweisen folgende Laufzeitschranken!

Lemma �	� F�ur die l�� und die l��Norm kann der ganzzahlige Reduktionskoezient


 � 
�a� b� � der k b� 
a k minimiert� in O�n� arithmetischen Operationen f�ur die

l��Norm und in O�n logn� arithmetischen Operationen f�ur die l��Norm berechnet

werden�

Zusammen mit den zu Beginn des Kapitels beschriebenen Algorithmen ergibt sich

also f�ur die beiden Normen die angek�undigte Versch�arfung von Satz ��!

Satz �
� F�ur die l�� und l��Norm gibt es einen Algorithmus� der jede gegebene

wohlgeordnete Basis �a� b� in O�n log n � log B� arithmetischen Schritten reduziert�

wobei B � k b k��� �

In den beiden F�allen k �a�� � � � � an� k� �
Pn

i�� jaij und k �a�� � � � � an� k� � maxi jaij
ist die Funktion f�� � k b� a k st�uckweise linear und konvex mit h�ochstens n

Ecken� Die Funktion f nimmt ihr Minimum an einer dieser Ecken an und der Re�

duktionskoe�zient ist folglich eine der beiden n�achsten ganzen Zahlen zu der Ecke

M � die f�M� minimiert� Um M zu bestimmen betrachten wir die Komponenten

fi�� � jbi � aij f�ur i � �� � � � � n� Es gilt f�� �
Pn

i�� fi�� f�ur die l��Norm und

f�� � maxf fi�� j � � i � ng f�ur die Maximumnorm� Wir betrachten nur Koordi�

naten i mit ai � � da fi sonst konstant ist�

����� Ein gewichteter Median�Algorithmus f�ur die l��Norm

F�ur die l��Norm sind die Ecken die Nullstellen i � bi�ai der Komponentenfunktio�

nen� Es gilt

f�� �
nX
i��

jbi � aij

�
nX
i��

jaij ji � j




�� Algorithmen f	ur die l�� und die l��Norm �


�
nX
i	�
�i��

jaij �i � � �
nX
i	�
�i��

jaij �i � �

�
X
�i��

jaiji �
X
�i��

jaiji �  �
X
�i��

jaij �
X
�i��

jaij�
� �z �

A	�


wobei die Steigung �A�� konstant ist zwischen zwei Ecken� f ist ein einsei�

tig di�erenzierbares konvexes Polygon mit lim��	� f�� � �	� Also ist eine

Nullstelle M Minimalstelle von f genau dann� wenn die einseitigen Ableitungen

f 
l �M� � � � f 
r�M� erf�ullen� Da die Ableitung f 
�� zwischen zwei Nullstellen

gleich �A�� ist� ist dies gleichbedeutend mit

X
�i
�M

jaij �
X

�i��M
jaij � � � X

�i��M
jaij �

X
�i��M

jaij � �����

F�ur jaij � � nennt man ein solches M mit jP�i��M � � P
�i��M �j � � Median

von �� � � � � n � Die gesuchte Minimalstelle M ist also ein gewichteter Median der

Nullstellen i mit Gewichten jaij � Der folgende Algorithmus WM berechnet dieses

M in O�n� RAM�Schritten!

Algorithmus WM f�ur den k � k��Reduktionskoe�zienten
Input ��� a��� � � � � �n� an� � R � �R � f�g� �

�Wobei i � bi�ai f�ur b � �b�� � � � � bn� und a � �a�� � � � � an� ��

�� IF n � 	 THEN Output M f�ur das jaM j maximal ist� STOP�

	� Berechne den Median S von f�� � � � � ng in linearer Zeit

�z�B� mit dem Sch�onhage�Paterson�Pippenger�Algorithmus �ShPP�����

�� A� !�
P

�i
�S jaij � A� !�
P

�i��S jaij �

�� M !�


�������
�������

WM�f�S� jaSj� A��� �i� ai� j i � Sg� � falls A� � jaSj� A�

WM�f�S� jaSj� A��� �i� ai� j i � Sg� � falls A� � jaSj� A�

S � sonst�

Output M � �
 � dMe oder 
 � bMc minimiert k b� 
a k� ��
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Die Ausgabe M in Schritt � minimiert f � da sie die Ungleichungen ��� erf�ullt� die

M charakterisieren� Die Korrektheit von Schritt � folgt rekursiv� da er die Unglei�

chungen ��� erh�alt� Die Schritte ��� ben�otigen O�n� RAM�Schritte� Der rekursive

Aufruf in Schritt � ist von etwa halber Eingabegr�o�e� woraus eine Laufzeitschranke

von O�n� RAM�Schritten folgt�

����� Sortierung der Komponenten f�ur die l��Norm

F�ur die l��Norm ist der Graph von f�x� � maxi�n jbi � xaij das Maximalpolygon

der steigenden Geraden f�
i �x� !� jaij�x � bi�ai� und der fallenden Geraden

f�i �x� !� jaij�bi�ai � x� � jeweils f�ur i � �� � � � � n � wobei die Komponenten mit

ai � � bereits entfernt seien� Die Komponenten werden nach dem Betrag ihrer

Steigung sortiert� Sei also o�B�d�A� ja�j � ja�j � � � � � janj � �� Wir bezeichnen

mit f 	k
�x� � maxi�k jbi � xaij das Maximalpolygon der k steilsten Komponenten�

Wir bestimmen sukzessive f�ur k � �� � � � � n die Darstellung von f 	k
 als geordnete

Teilmenge von Geraden� deren Abschnitte das Maximalpolygon bilden� Mit diesen

Geraden werden ihre aufeinanderfolgenden Schnittstellen� darunter die Minimalstelle

x	k
 von f 	k
� bestimmt�

Ist fk���x
	k
� � f 	k
�x	k
�� so gilt f 	k
 � f 	k��
 und die Komponente fk�� braucht

nicht ber�ucksichtigt zu werden� Andernfalls wird sie hinzugenommen und die Dar�

stellung von f 	k��
 wird neu berechnet� Das beschreiben wir im Folgenden!

Von der Komponente fk�� � maxff�
k��� f

�
k��g braucht nur die Gerade f	k�� mit

gr�o�erem Wert f	k���x
	k
� ber�ucksichtigt werden� Treten mehrere Komponenten mit

gleicher Steigung jaij � � � � � jajj auf� so wird von ihnen nur die steigende Gerade

mit kleinster Nullstelle bmin�amin und die fallende Gerade mit gr�o�ter Nullstelle

bmax�amax ber�ucksichtigt� da stets f�
min � f�

r und f�max � f�r f�ur i � r � j gilt�

Wir verwalten Geradenabschnitte von f 	k
 in zwei Stacks R�L wobei R die stei�

genden und L die fallenden Geraden enth�alt� Der Betrag der Steigung der obersten

Geraden ist jeweils minimal f�ur den Stack� Der Wert x � x	k
 bezeichnet stets

die Minimalstelle von f 	k
� n�amlich die Schnittstelle der obersten Geraden der bei�

den Stacks� Auf jedem Stack legen wir neben einer Geraden auch ihre Schnittstelle

mit der unter ihr liegenden Geraden ab� Wir bezeichnen das oberste Stackelement

mit �gL� xL� bzw� �gR� xR� � Wir bezeichnen f�ur zwei Geraden gi�� � bi � ai mit

g� 
 g� � b��b�
a��a� ihre Schnittstelle�

Wir initialisieren R mit �g���	� und L mit �g���	� wobei g� die steilste ver�

bliebene steigende bzw� g� die steilste fallende Gerade ist und x !� g� 
 g�� Jetzt




�� Algorithmen f	ur die l�� und die l��Norm ��

werden alle verbliebenen Geraden in Reihenfolge von abnehmender Steigung durch�

laufen� Wir unterscheiden dabei� ob die neue Gerade steigend oder fallend ist� Die

beiden F�alle sind symmetrisch� Wir beschreiben die Hinzunahme einer steigenden

Geraden!

F�uge steigende Gerade g zu�

�� "x !� g 
 gL

	� Falls "x � x� gehe zur n�achsten Geraden�

�� Solange "x � xL! �POP�L�� "x !� g 
 gL��

�� x !� "x�


� #x !� g 
 gR

�� Solange #x � xR! �POP�R�� #x !� g 
 gR��

�� PUSH�R� �g� #x���

�

�
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Abbildung ���! Hinzuf�ugung der steigenden Gerade g�

�Die gestrichelten Geraden werden durch POP�Schritte entfernt��

F�ur das Sortieren der Komponenten nach Steigung werden i�a� O�n logn� arithmeti�

sche Schritte ben�otigt� Wie in Abschnitt ��� gezeigt� kann der Reduktionskoe�zient

in O�n� Schritten berechnet werden� wenn a nicht bereits ein k�urzester Gittervektor
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ist� In diesem Fall k�onnen die Komponenten durch Verwendung von verallgemeiner�

tem Bucket�Sort in O�n log k a k�� � O�n log ��� arithmetischen Schritten sortiert

werden�

Der Durchlauf der sortierten Geraden kostet h�ochstens O�n� arithmetische Schritte�

F�ur jede Komponente wird n�amlich h�ochstens ein PUSH�Schritt �d�h� ein Stackele�

ment hinzuf�ugen� durchgef�uhrt� Die Schleifen k�onnen also bei allen Hinzuf�ugungen

von steigenden �fallenden� Geraden insgesamt nicht mehr als n � � POP�Schritte

�d�h� ein Stackelement entfernen� durchf�uhren� Die Stacks werden nie leer� da f�ur

das unterste Stackelement jeweils x � �	 gilt�



Kapitel �

Verbesserte Bitkomplexit�at des

Gau��Algorithmus

Der Gau��Algorithmus ist eine nat�urliche Verallgemeinerung des zentrierten Eu�

klidischen Algorithmus auf den Fall von zwei linear unabh�angigen Eingabevekto�

ren� Lehmer �Leh��� verwendete zuerst die Idee� im Euklidischen Algorithmus den

gr�o�ten Teil der arithmetischen Operationen nur auf den f�uhrenden Stellen der Zah�

len durchzuf�uhren� Sch�onhage �Sh��� verfeinerte diese Technike zu einem Algorith�

mus von niedriger Bitkomplexit�at� K�urzlich hat Sch�onhage �Sh��� diese Methoden

zu einem schnellen Reduktionsalgorithmus f�ur bin�are quadratische Formen weiter�

entwickelt� Yap �Ya�	� ver�o�entlichte eine Skizze eines �ahnlichen Algorithmus in

der Sprache der Gitterbasenreduktion� Alle diese Arbeiten betrachteten nur mo�

notone Reduktionsalgorithmen� bei denen keine negativen Reduktionskoe�zienten

& in unserer Notation keine negativen Vorzeichen � & auftreten� Es ist aber be�

kannt� da� der Gau��Algorithmus bei zentrierten Reduktionsschritten e�zienter ist

�Va��� Da��� � Wir stellen in diesem Kapitel einen zentrierten Reduktionsalgorithmus

mit niedriger Bitkomplexit�at vor �siehe auch �Ka����� Eine wesentliche Erkenntnis

hierf�ur ist� da� die Schritte des Gau��Algorithmus stabil sind solange der Appro�

ximationsfehler �
��

der Norm des k�urzesten Basisvektors nicht �ubersteigt� Dieses

Resultat gilt f�ur beliebige Normen� Die genaue Kontrolle des Approximationsfeh�

lers wird erm�oglicht durch die expliziten Formeln f�ur die Transformationsmatrizen

sowie die scharfen Absch�atzungen der Norm von Vektoren in aufeinanderfolgenden

wohlgeordneten Basen aus Kapitel 	�



�� �� Verbesserte Bitkomplexit	at des Gau�Algorithmus

��� Vor�uberlegungen zu Bitkomplexit�at und Sta


bilit�at

Sei M�B� eine Schranke f�ur die Bitkomplexit�at der Multiplikation von B�stelligen

Bin�arzahlen� Die beste bekannte asymptotische Schranke hierf�ur ist M�B� �

O�B logB log logB� und stammt von Sch�onhage und Strassen �ShS����

F�ur das Ziel einer niedrigen Bitkomplexit�at bei einer Variante des Gau��Algorithmus

mu� jeder Reduktionsschritt an sich
�
e�zient� berechenbar sein� Genauer fordern

wir� da� f�ur a� b � Z
n mit max �k a k� k b k� � 	B der Nachfolger succ �a� b� und

die Norm �oder eine monotone Funktion der Norm� in O�nM�B�� Bitoperationen

berechnet werden kann� Wir haben in Kapitel � gesehen� da� dies f�ur die l��� l�� und

l��Norm der Fall ist und beschr�anken uns deshalb in diesem Kapitel auf jene drei

lp�Normen� Die Resultate lassen sich leicht an beliebige andere Normen anpassen�

Nach der Lekt�ure von Kapitel 	 wissen wir� da� die Transformationsmatrizen der

Nachfolgerrelation �succ �a� b�� a� � �a� b�M�� im Gau��Algorithmus von der Gestalt

M �


BB� � �

� 


�
CCA � SL��Z� wobei � � �� 
 � 	 oder � � ��� 
 � �

sind� Der Gau�sche Reduktionsschritt ��� 	� !� �succ �a� b�� a� � �a� b�M�� wird

von dem Inversen von M beschrieben� Wir verwenden wesentlich die Charakteri�

sierung der Vorg�anger einer wohlgeordneten Basis aus Lemma 		� Daraus folgt f�ur

eine wohlgeordnete Basis ��� 	�� da� das Produkt �a� b� � ��� 	�M wohlgeordnet ist

und ��� 	� � �succ �a� b�� a�� Wir nennen ein Produkt solcher Matrizen Mt � � �M��

das die Transformation �a� b� � ��� 	�Mt � � �M� von t aufeinanderfolgenden Reduk�

tionsschritten beschreibt� kurz Reduktionsmatrix�

Ziel dieses Kapitels ist es� durch Verwendung von approximativer Arithmetik eine

asymptotisch kleine Bitkomplexit�at zu erreichen� Dies ist m�oglich� da die Schritte

des Gau��Algorithmus stabil sind solange der Approximationsfehler unterhalb einer

impliziten Schwelle liegt� Um dies zu zeigen denieren wir eine Eigenschaft� die alle

bis auf die letzten drei Basen in jedem Lauf des Gau��Algorithmus erf�ullen� Daraus

folgt eine Schwelle f�ur den Approximationsfehler� unterhalb derer die Wohlordnung

der Basen erhalten bleibt�
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Denition ��� Eine Gitterbasis �a� b� hei�t


� strikt wohlgeordnet �swo� falls

� �
�
k a k � k a� b k � k b k � �

�
k a k und

� 	 k a k � k b k �

�� ��minimal f�ur eine Schwelle � � R falls �a� b� strikt wohlgeordnet ist mit

k a k � � und entweder

� k succ �a� b� k � � oder

� �succ �a� b�� a� ist nicht strikt wohlgeordnet�

Diese Begri�e verallgemeinern das Konzept der wohlgeordneten und reduzierten

Basen des Gau��Algorithmus bei exakter Arithmetik� Im schnellen Algorithmus

erzeugt jeder Reduktionsschritt entweder eine strikt wohlgeordnete oder eine ��

minimale Basis� Ist die erzeugte Basis ��minimal� so w�urde der Algorithmus nach

sp�atestens drei weiteren Schritten eine reduzierte Basis erzeugen� Sind die Vektoren

nur Approximationen der eigentlichen Basis� so ist in diesem Falle die Norm der

Vektoren zu klein in Relation zum Approximationsfehler und der schnelle Algorith�

mus ruft sich mit angepa�ter Genauigkeit erneut auf� Wir werden sehen� da� der

Approximationsfehler auf diese Weise genau kontrolliert werden kann�

Eine strikt wohlgeordnete Basis bleibt auch bei geringen St�orungen wohlgeordnet!

Lemma ��� Es sei �a� b� eine strikt wohlgeordnete Basis und

max fk 'a k� k 'b kg � �
��
k a k � Dann ist �a � 'a� b � 'b� wohlgeordnet�

Beweis� Man sieht unmittelbar!

k b � 'b k � k a � 'a � �b � 'b� k � �
�
k a k � 	 k 'a k � k 'b k � �

k a � 'a � �b � 'b� k � k a � 'a k � �
�
k a k � 	 k 'a k � k 'b k � � �

�

Das folgende Lemma sagt aus� da� in einem Lauf des Gau��Algorithmus die Norm

der Di�erenz der Basisvektoren sich nicht beliebig der Norm der Vektoren selbst

n�ahern kann!
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Lemma ��� Seien �a� b�� �b� c� wohlgeordnete Gitterbasen mit a � succ �b� c� �

��c� 
b� und k succ �a� b� k � ' k b k� wobei ' � �� Dann gilt


� k c k � k c� b k � k b k � k a k
�� k c� b k � k b k � ���

�
k b k �

Daraus folgt� da� einem Lauf des Gau��Algorithmus h�ochstens die letzten drei Basen

nicht strikt wohlgeordnet sind!

Korollar ��� Seien �b�� b��� �b�� b��� �b�� b�� wohlgeordnete Gitterbasen mit bi �

succ �bi��� bi���� Dann ist �b�� b�� strikt wohlgeordnet�

Zur Reduktion einer gegebenen Gitterbasis �a� b� � Z
n gen�ugt es also� eine ��

minimale Basis desselben Gitters zu erzeugen� Diese ist dann swo� ihre Nachfol�

gerbasis aber nicht� Also f�uhrt der Gau��Algorithmus auf ihr h�ochstens drei Reduk�

tionsschritte durch� Eine genauere� hier nicht ausgef�uhrte Fallunterscheidung zeigt

sogar� da� im dritten Reduktionsschritt 
 � � gelten mu� und mithin f�ur eine ��

minimale Basis a� b gilt! k succ �a� b� k � 	���La�b� �

Beweis von Korollar ��� Wir wenden Lemma �� an mit b� � a� b� � b� b� � c�

Da �b�� b�� wohlgeordnet ist� gilt k b� k � �
�
k b� k und folglich ist

k b� k � k b� � b� k � k b� k � k b� k � �

	
k b� k �

Weiterhin ist k b� k � k b� k � �
�
k b� k � also folgt mit ' � �

�
!

k b� � b� k � k b� k � �
�
k b� k � �

Beweis von Lemma ��� Ad �! Sei � !� k b k�k a k� Wir unterscheiden zwei

F�alle!

� � �! Es gilt

k c� b k � k �
� ��b � a k
� �
� �� k b k �

�

�
k b k

� �
� � �
�

�
�
�



k c k

� ��� �� �

�

� k c k �
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Folglich ist

k c k � k c� b k � �� �

�

k c k � �� �

�


 k b k � k b k � k a k �

� � ��! Sei � � 
 � � � �
�

und G die Gerade G�� � �� � ���a � �b � Es

gilt k G��� k � �� k a k � � k b k � k G��� k und somit nach Lemma �


auch �� k a k � k G�	��
�

� k � k c� b k � Bezeichne H die Gerade H�� �

��� �����a� � �c� b�� Wegen k H��� k � �� k a k � k c� b k � k H��� k
gilt dann wie oben k c� b k � k H� 	�

	���� k � ��� ���
	���� k c k � Zusammen ergibt

sich also

k c k � k c� b k � �� �


�� �
k c k � �� �


�� �
�
� �� k b k � k b k � k a k �

Ad 	! Bezeichne x !� succ �a� b� � "��b � "
a� den Nachfolger von �a� b� und G die

Gerade G�� � �� � ��b � c wobei � � 	��	��
����
�	��

� Aus Lemma 	� folgt

G��� � k c k � � k b k � G��� � also� wieder unter Verwendung von Lemma �
!

�

�� �
k c� b k � k G� �

���� k � k G��� k � � k b k �

Somit folgt Behauptung 	!

k c� b k � k b k � ��� 	� k b k � ���
�

k b k � �

Die Schranken f�ur die Di�erenz der Vektoren in dem vorangehenden Lemma und

Korollar lassen sich noch etwas versch�arfen� Wir stellen diese Eigenschaften hier

kurz vor� verzichten jedoch auf vollst�andige Beweise� da die Aussagen im weiteren

nicht ben�otigt werden�

Bemerkungen� Unter den Voraussetzungen von Lemma �� gilt

�� k c k � k c� b k � �
�
k b k �

	� k c� b k � k b k � k b k � k a k falls 
 � � �
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Beweis von Aussage �� Wir unterscheiden zwei F�alle!

� � �!

k c� b k � k �
� ��b � a k
� �
� �� k b k �

�

	
k b k

� �
� �

	
�
�



k c k

� ��� �

	

� k c k �

Also ist

k c k � k c� b k � �

	

k c k � �

	


 k b k �

�

	
k b k �

� � ��! Wir verwenden die Gerade G�� � �� � ���	a� � �c � b�� Es gilt

k G��� k � 	 k a k � k b k � k c� b k � k G��� k � Also ist k c� b k �
k G� �	

�	��� k � k ��� �
�	��� c k und somit

k c k � k c� b k � �
�	�� k c k

� �
�	���
� �� k b k

� �
�
k b k �weil 
 � � �� �

Die vorangehenden �Uberlegungen beweisen folgende zentrale Stabilit�atsbetrachtung�

Korollar 	�� Seien b�� b�� b�� � � � mit bi !� succ �bi��� bi��� die letzten in ei�

nem Lauf des Gau��Algorithmus erzeugten Vektoren� Dabei sei �b�� b�� die redu�

zierte Ausgabebasis� �bi� bi��� swo f�ur i � t aber �bt��� bt� nicht swo� Wegen Ko�

rollar �� gilt t � �� Seien die beiden Vektoren %bt� %bt�� Approximationen von

bt� bt�� so da� k %bi � bi k � �
��
k bi k f�ur i � t� t� � � Bezeichne � die durch

bi �� %bi �i � t� t � �� de�nierte lineare Abbildung und %bi !� ��bi� f�ur i � t � � �

Dann ist �%bi�%bi��� wohlgeordnet f�ur i � t und wegen Korollar �� sogar swo f�ur

i � t � 	 � Der Gau��Algorithmus bricht auf Eingabe �%bt�%bt��� nach h�ochstens �

Gau�schritten ab�
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��� Der schnelle Algorithmus

Die vorangehenden Ergebnisse geben uns das Muster f�ur das Vorgehen im schnellen

Algorithmus!

� Wird die Approximationsgenauigkeit erh�oht oder erniedrigt� beschrieben durch

Addition von Fehlertermen ' in �a� b� !� �a � 'a� b � 'b� � so erf�ullt deren

Norm stets max�k 'a k� k 'b k� � �
��
k a k �

� Tritt durch Wechsel der Approximationsg�ute eine wohlgeordnete aber nicht

strikt wohlgeordnete Basis auf� so werden die Transformationen der �h�ochstens

	� letzten Gau�schritte aufgehoben� bis man wieder bei einer strikt wohlge�

ordneten Basis angelangt ist�

Zur Rekonstruktion der vollen Genauigkeit nach Abschlu� eines rekursiven Aufru�

fes mu� die Reduktionsmatrix M � die die vom Algorithmus auf den Basisvektoren

durchgef�uhrte Transformation beschreibt� mitgef�uhrt werden� F�ur das Aufheben ein�

zelner Schritte ist es sogar n�otig� die Faktorisierung von M � Mt � � � � �M� in die

Transformationsmatrizen aller Gau�schritte zu speichern� In unserer Notation le�

sen sich die Prozeduren f�ur die Durchf�uhrung bzw� Aufhebung von Gau�schritten

folgenderma�en!

Gau�schritt� t !� t � �� �t z�ahlt die Gau�schritte�

��� 	� !� succ ��� 	� �! ��� 	�M��
t � M !� MtM �

R�uckschritt� ��� 	� !� ��� 	�Mt � M !� M��
t M� t !� t� ��

Um Approximation von Vektoren im allgemeinen Fall betrachten zu k�onnen� verall�

gemeinern wir die
�
N�achste�Ganze�Zahl��Funktion auf n�dimensionale Vektoren�

Sei b�e ! Rn �� Z
n irgendeine Funktion� die k x� bxe k minimiert und die in

O�nM�log k x k�� Bitoperationen zu berechnen ist� Wir bezeichnen die schlechteste

Approximation mit

( !� sup
x�Rn

inf
��Zn k x� � k �

F�ur lp�Normen gilt ( � �
�
n��p� denn hier ist lediglich eine n�achste ganze Zahl in

jeder Komponente zu w�ahlen� Im schnellen Algorithmus verwenden wir ( in Form

der technischen Konstante � � d�
�

log� (�� � �e � d �
�p

log� n � ����e wobei

� �
q

��
��
� ��
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Algorithmus FG�a� b�m��

Eingabe� Wohlgeordnete Basis �a� b� � Schwelle m � N�

�� M !� I � ��� 	� !� �a� b�

IF k a k � 	m���� THEN GOTO � �

	� W�ahle d minimal mit k b k � 	m�d �

m
 !� min �m� d�� h !� m
 � bd��
�
c � h
 !� dm
 � �e�

IF m � d THEN GOTO ��

�� k !� m� d � �� ��� 	� !� �b	�k ae� b	�k be� �

IF ��� 	� nicht swo THEN � ��� 	� !� �a� b� � GOTO � � �

�� IF k � k � 	h THEN ��� 	�M� !� FG��� 	� h� �


� WHILE k 	 k � 	h und k � k � 	h
�

und ��� 	� swo DO Gau�schritt

IF k � k � 	h
�

oder ��� 	� nicht swo THEN � R�uckschritt� GOTO � ��

�� ��� 	�M 
� !� FG��� 	� h
� � M !� M 
M �

�� IF m � d THEN ��� 	� !� �a� b�M�� �

�� WHILE ��� 	� swo und k a k � 	m DO Gau�schritt �

WHILE ��� 	� nicht swo DO R�uckschritt �

Ausgabe� ��� 	�M� wobei

� ��� 	� eine 	m�minimale Basis ist und

� M die Reduktionsmatrix f�ur ��� 	�M � �a� b� mit Faktorisierung in die Ma�

trizen der einzelnen Gau�schritte ist�

Aus der rekursiven Konstruktion folgt� da� die Ausgabe die geforderten Bedingungen

erf�ullt� Die grunds�atzliche Idee f�ur die Absch�atzung der Schrittzahl ist� da� der in

Schritt 	 eingef�uhrte Parameter d ein Ma� f�ur den Abstieg des Algorithmus ist� Wir

werden sehen� da� die beiden rekursiven Aufrufe des Algorithmus in Schritt � und

� h�ochstens Abstieg d�	 haben� Wir erhalten folgende Schranke f�ur die Zahl der

Bitoperationen!

Satz 	�� Bei Eingabe von a� b � Z
n mit k a k� k b k � 	B bricht Algorithmus FG

nach h�ochstens O�n �� � log n��p� M�B� logB� Bitoperationen ab�
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Bemerkung� F�ur die drei Eingangs erw�ahnten Normen ergeben sich folgende

Schranken f�ur die Bitkomplexit�at!

l� � norm O �M �B� �n � logB��

l� � norm O �M �B� n logB�

l� � norm O �M �B� n logB log n� �

Dabei folgt die Schranke f�ur die l��Norm durch Reduktion auf den Fall n � 	� Hier

lassen sich n�amlich� wie im letzten Kapitel bereits erw�ahnt� s�amtliche Operationen

unter Verwendung der Gram�Matrix �a� b���a� b� anstelle der ganzen Vektoren a� b �
Z
n durchf�uhren� Die anf�angliche Berechnung der Gram�Matrix und die Berechnung

der Ausgabebasis aus der Gram�Matrix und der Eingabebasis erfordern O�nM�B��

Bitoperationen�

��� Beweis der Schrittzahl

Notation� Bezeichne ���� 	�� � �b	�kae� b	�kbe� � �	�ka � 'a� 	
�kb � 'b�

die in Schritt � erhaltene Approximation der Basis aus den f�uhrenden Bits der

Vektoren� Bezeichne weiter ���� 	�� die Ausgabebasis des rekursiven Aufrufs in

Schritt � und ��� 	� die in Schritt � erhaltene Basis in voller Genauigkeit� Sei M

die Reduktionsmatrix f�ur die Berechnungen auf Approximationen der Basis so da�

���� 	�� � ���� 	��M
��� Somit liest sich die Wiederherstellung der vollen Genauig�

keit in Schritt � als

��� 	� � �a� b�M��

� 	k ����� 	�� � �'a�'b��M
��

� 	k
h
���� 	�� � �'a�'b�M

��i
�! 	k ����� 	�� � �'��'��� �

Schranken f�ur die ReduktionsmatrixM � Zur Absch�atzung der Norm der Feh�

lervektoren '��'� verwenden wir die in Lemma 	� explizit angegebene Form der

Reduktionsmatrix M � Danach hat M die Gestalt

M �


BB� �p �q

r s

�
CCA
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wobei � � �� das Vorzeichen des letzten Reduktionskoe�zienten ist und p� q� r� s

die positiven� ganzzahligen Werte der Kontinuanten sind� die nach Lemma 	� die

Ungleichungen s � 	r� 	q � �p � � und ��ps� qr� � detM � �� erf�ullen� Also gilt

k 	� k � k �q�� � s	� k � �s� q

	
� k 	� k � �

�
s k 	� k �

Andere elementare Absch�atzungen� Es gilt

�'��'�� � �'a�'b�M
�� � � �s'a � r'b� � �q'a � p'b�� �

wobei aus den letzten Ungleichungen r � s � 	k��kk�
k und p � q � k��k
k�
k folgt� Nach

Denition von ( gilt k 'a k� k 'b k � (� und somit ist k '� k � 	k��kk�
k ( sowie

k '� k � k��k
k�
k ( � Nach Schritt � gilt � � d� 	 und nach Schritt 	 ( � �	����

wobei � � �
q

��
��
� ��� Somit gilt auch

k 	� k � 	�k k b k � ( � 	�d�� � ( � �� �
�

	
� 	�d���

Aus der 	h
�

�Minimalit�at von ���� 	�� folgt 	h
� � k �� k � �

�
k 	� k � Unter Ver�

wendung der Vorausgehenden Ungleichungen folgen leicht die eng�ultigen Schranken

f�ur die Approximationsfehler!

k '� k � �

�	
k �� k und k '� k � �

	�
k �� k �

Lemma 	�� Algorithmus FG f�uhrt h�ochstens

� 	 Gau�schritte in Schritt �

� � � � Gau�schritte in Schritt �

� 	 R�uckschritte in Schritt �

aus�

Beweis f�ur Schritt 
� Wie in Satz 	
 gezeigt verkleinert jeder Gau�schritt die

Norm der Vektoren mindestens um einen Faktor 	� Sei die Basis bei Eintritt in

Schritt 
 mit ���� 	�� bezeichnet und �� � succ ���� 	�� ihr Nachfolger� Wegen der

	h�Minimalit�at von ���� 	�� gilt k �� k � 	h� Also ist k 	 k � 	h nach h�ochstens

zwei Iterationen� �
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Beweis f�ur Schritt �� Der Algorithmus erreicht Schritt � nach der Ausf�uhrung

von Schritt � oder nach einem Sprung von Schritt � oder Schritt �� Wir untersuchen

diese F�alle separat� Wir k�onnen dabei m � d annehmen� denn andernfalls werden

die Schritte � und � �ubersprungen und somit ist die Ausgabe der rekursiven Aufrufs

in Schritt � bereits 	m���minimal�

Sprung von Schritt �! Es gilt k � k � 	m����� Nach Satz 	
 f�allt die Norm bei

jedem Gau�schritt mindestens um den Faktor 	� Daher ist ��� 	� nach sp�atestens

� � � Gau�schritten 	m�minimal�

Sprung von Schritt �! In diesem Fall ist ���� 	�� nicht swo� Wir verizieren zun�achst

die Ungleichung max fk 'a k� k 'b kg � �
��
k a k � Dies sieht man leicht unter

Verwendung von d � m!

�	(

k a k � �	 �	�����m�� � �	 �	��d�m���� � �� � � �

Folglich ist ���� 	�� wohlgeordnet� Aus der Korollar �� folgt� da� der Algorithmus

in diesem Fall nach h�ochstens 
 Gau�schritten auf �a� b� abbricht�

Sprung von Schritt �! Es sei der Nachfolger von ���� 	�� mit �� � succ ���� 	�� �

��	��
��� bezeichnet� Wir k�onnen annehmen� da� ���� 	�� strikt wohlgeordnet ist�

denn andernfalls werden keine Gau�sschritte in Schritt � ausgef�uhrt� Also gilt we�

gen der 	h
�

�Minimalit�at von ���� 	�� die Ungleichung k �� k � 	h
�

� Weiter erf�ullen

wegen k '� k � �
��
k �� k die gleichen Koe�zienten 
� � die Transformationsglei�

chung

� � succ ��� 	� � ��	 � 
�� � 	k��� � ��'� � 
'��� �

Wir verwenden


 �
k 	� � ��� k

k �� k � �

	

k 	� k
k �� k
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zur Absch�atzung der Approximationsfehler!

k '� k � 
 k '� k � k 	� k
k 	� k ( �

� k 	� k
	 k �� k 	

k 	� k
k 	� k (

� �
k 	� k
k 	� k �

� k 	� k
k �� k � (

� �

	
(
k 	� k
k �� k

� �

	
� 	���� �� �

�

	
� 	�d�� � 	�d��

�
�

	�
	d�� �

Somit gilt

k � k � 	k�	d�� �
�

	�
	d��� �

��

�	
	m�� �

Also bricht der Algorithmus in Schritt � nach h�ochstens ����log�
��
��

Gau�schritten

ab� �

Absch�atzung der Schrittzahl� Der wesentliche Parameter f�ur die Rechenzeit�

analyse ist der in Schritt 	 bestimmte Abstiegswert d� Wir bezeichnen mit d� den

Abstiegswert des rekursiven Aufrufs in Schritt � und mit d� den Abstiegswert des

rekursiven Aufrufs in Schritt �� Dann ist

d� � h� h
 � bd� �

	
c

sowie

d� � dlog� k 	� k e � h � 	d� � � log��� �
�

	
�� d� bd � �

	
c � dd� �

	
e �

und f�ur m � d

d� � m � d� �m � bd � �

	
c� � bd� �

	
c �

Die beiden rekursiven Aufrufe haben also h�ochstens den halben Abstiegswert�

Alle anderen Schritte k�onnen bei geschickter Implementierung in O�n �� �

log n��p� M�B�� Bitoperationen durchgef�uhrt werden� Dazu beachte man� da� der
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Algorithmus au�erhalb der beiden rekursiven Aufrufe nach Lemma �	 h�ochstens

d �
�p

log� n������e�� Gau�schritte ausf�uhrt� Jeder Gau�schritt ben�otigt O�nM�B��

Bitoperationen� Die Fehlerkorrektur in Schritt � kann sehr e�zient durch die Be�

rechnung

��� 	� !� 	k ��� 	� � �a� 	k b	�k ae� b� 	k b	�k be�M�� �

ausgef�uhrt werden� Bezeichne T �d� die Zahl der Bitoperationen� die der Algorithmus

auf einer Eingabe von Abstieg d und Norm O�	d� ben�otigt� Im nichttrivialen Fall

gilt m � d und folglich auch d � B � 	d holds� Folglich liefert die Rekursion

T �d� � 	T �
d

	
� � O�� n M�d��

� O�n� M�d� log d�

�
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