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1 Einleitung

Diese Diplomarbeit basiert auf einem 1998 erschienenen Artikel von C. Shubin,
R. Vakilian und T. Wolff [6]. Ziel dieser Arbeit ist es, fiir das eindimensionale
diskrete Bernoulli-Anderson-Modell zwei Varianten der Wegner-Ungleichung [2]
zu beweisen, die ein wichtiger Teil in Lokalisierungsbeweisen ist. Wir betrachten
Schrodingeroperatoren der Form

Hy = A4V, Hy: I*(1) — 1*(I)

auf einem diskreten Intervall I := {—I[,... ,l} C Z. Hierbei ist A der diskrete
Laplaceoperator,

(Au)(2) = 5(u(z +1) + u(z - 1)).
V,, ist ein zufilliges Potential,
(Vou)(z) = w(z)u.

Der Zufallsparameter w durchliuft hierbei einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P)
mit einer o-Algebra F' auf und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Ein Modell
mit unabhéngig gleich verteiltem Potential V,, bezeichnet man als das Anderson-
Modell. Die zufélligen Potentiale in solchen Modellen stellen hierbei bestimmte
Unordnungen dar. Verwendet man Potentiale V,,, die nur zwei Werte annehmen,
0.E. 0 und 1 mit jeweils Wahrscheinlichkeit %, so bezeichnet man das Modell
als Bernoulli-Anderson-Modell. In der Physik ist das Anderson-Modell besonders
wichtig um Verunreinigungen in Festkorpern zu simulieren. Die diesbeziiglich
grundlegenden Arbeiten von P.W. Anderson [1] sowie N.F. Mott und W.D. Two-
se [3] wurden mit dem Nobelpreis ausgezeichnet. Das Bernoulli-Anderson-Modell
eignet sich besonders zur physikalischen Beschreibung von Kristallen mit Defek-
ten. Dabei bedeutet (V,,)u(j) = 0 gerade, dal an dem Punkt j des Intervalls 1
kein Defekt-Ton sitzt. Die Wegner-Ungleichung ist eine Abschétzung, daf sich in
bestimmten Intervallen die zufiilligen Eigenwerte nur begrenzt hdufen. Fiir das
Bernoulli-Anderson-Modell gibt es Beweise fiir die Wegner-Ungleichung in der
Dimension d = 1. Fiir Dimensionen d > 2 ist bis heute kein Beweis bekannt. Eine
ausfiihrliche Abhandlung iiber ungeordnete Medien und Lokalisierung findet man
in dem Buch von P. Stollmann [4]. Wir werden um die Wegner-Ungleichung in
d = 1 zu beweisen wie, folgt vorgehen: In Kapitel 2 werden wir eine Unschérfe-
relation beweisen. Das Prinzip der Unschérfe beruht auf der Tatsache, daf3 eine
Funktion f und ihre Fouriertransformation f nicht beide auf einer kleinen Menge
konzentriert sein kénnen. Der bekannteste Vertreter der Unschérferelationen ist
die in der Physik wohl bekannte Unschérferelation nach Heisenberg. Dann wer-
den wir die bewiesene Unschirferelation verwenden um eine Normabschitzung
fiir Operatoren der Form TyT¢ zu erhalten (||Z£[TG|| <p< 1/).\Die Oparato-

ren T, Ty sind auf L? definiert durch Tof = Gf und Ty f = Hf, wobei G, H
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Funktionen mit L Norm gleich 1 sind. Kapitel 3 gibt einen kurzen Uberblick
iiber Grassmann-Algebren und Analysis auf Superrdumen. Wir werden die Su-
peranalysis verwenden um den sogenannten supersymmetrischen Replica Trick
zu beweisen. Der supersymmetrische Replica Trick ist im wesentlichen eine Dar-
stellung der Inversen Matrix iiber ein supersymmetrisches Integral. In Kapitel 4
werden wir den supersymmetrischen Replica Trick verwenden um eine Darstel-
lung der Resolventen des Schrodingeroperators H; zu erhalten. Nach ausintegrie-
ren der Supervariablen kénnen wir letztlich die Normabschitzung ||TyT¢|| < p
verwenden um zwei Varianten der Wegner-Ungleichung fiir das diskrete Bernoulli-
Anderson-Modell in einer Dimension zu beweisen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die zum Entstehen dieser
Arbeit beigetragen haben. Besonders bedanken mdochte ich mich bei meiner Frau
Silke und meinen Eltern, die mich wihrend meines ganzen Studiums unterstiitzt
haben; bei P. Stollmann, D.Lenz und B.Metzger fiir manchen fachlichen Rat und
nicht zuletzt bei Silke Klassert, Marion Gutermann und Michael Héndler, die sich
die Miihe gemacht haben diese Arbeit auf Tippfehler zu untersuchen.



2 Epsilon-diinne Mengen

Wir wollen in diesem Kapitel einige Vorarbeit leisten. Im wesentlichen beweisen
wir in Teil 1 dieses Kapitels eine Unschérferelation nach Shubin, Vakilian und
Wolff [6] Das Prinzip der Unschérfe beruht auf der Tatsache, daf eine Funktion f
und ihre Fouriertransformation f nicht beide auf einer kleinen Menge konzentriert
sein konnen. Im 2. Teil zeigen wir, dafl unter geeigneten Voraussetzungen das maf
der Menge, auf der die Fouriertransformation eines Wahrscheinlichkeismafles nahe
ihrem maximalen Wert 1 ist, klein ist. Wir werden dies und die Unschérferelati-
on verwenden um zu zeigen, daf fiir geeignete Funktionen G, H die Operatoren
Tef = Gf und Ty = Hf auf L? die Normabschitzung ||TGTH||L2_)L2 <p<l1
erfiillen. Siehe auch [6].

2.1 Eine Unschéarferelation

Im folgenden sei D(z,r) die Kugel um = mit Radius 7 und |- | das Lebesgue Maf.
Wir definieren folgende Diinnheitseigenschaft

Definition 2.1. Sei p(z) := min(1, E ‘) Fine Menge E C R"™ heifit e-diinn, wenn
fiir ein € > 0 und alle v € R" gilt

|E N D(z, p(z))| < €|D(, p(x))].

Die Fourier Transformation sei im folgenden f(€) := = [on € 7T f(2)dx. Sei
® : R" — R eine radial symmetrische Schwartz- Funktlon fir die 0 < & <
1, supp® C D(0,2) gilt und & = 1 auf D(0,1) ist. Fiir j € Zg sei ®;(z) :=
2/m® (27 z). Dann gilt || @ [|;=|| ®; ||, und ®;(€) = ®(27¢). Damit erhalten wir
supp®; C D(0,27*!) und ®; = 1 auf D(0,27). Sei nun v := ® und fiir j € Z* sei
;= &;—d; ;. Fiir den Trager von 1, gilt dann suppty; C D(0, 271\ D(0,2771).
Fiir ein festes xr € R” und ein ¢ € Ny erhalten wir

D = i(@) + thigr (2) + iga(@) = igaln) — Disa(w) = igalw) = 1.
7=0
Damit definiert 37 1;(z) eine Zerlegung der Eins.

Lemma 2.2. Sei E e-dinn. Dann existiert ein C' so, daf$ fir alle x € R und
t > p(x)

|EN D(x,1)| < Ce|D(x,1)).

qgilt.



Beweis. Wir fiihren den Beweis in 3 Schritten.
1. Fiir z,y € R gilt

ly — x| < p(z) = C7'p(z) < ply) < Cp(z)

mit einem von x unabhingigen C'.
Ist p(x) = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei also p(z) = ﬁ Wir zeigen

Aus |y — 2| < ﬁ folgt || — & < |y| < |=| + ﬁ und damit auch

|z

1 1 1 1 1
—— < —< —
L+os o 7yl ~ 1-pp |2l
Fiir [z] > 2 konnen wir demnach C' = § wihlen. Ist |z| < 2, so gilt wegen

y € D(z, p(x)) auch y € D(0,3). Es gilt also |y| < 3 und damit min p(y) = 3 und
max p(y) = 1. Wir kénnen demnach C' = 4 fiir p(y) = 5 und C' = 2 fiir p(y) = 1
wihlen. Fiir alle C' > 4 gilt dann

ly — x| < p(z) = C p(x) < ply) < Op(x).

2. Es existiert eine maximale Menge von Punkten {z} C D(z,t), so da8
|2k — ;| = min(p(z;), p(2))

fiir alle j, k gilt.
Sei M eine Menge von Punkten {x;} C D(z,t) und

Z :={M :Vxj, v, € M gilt |z — ;| > min(p(z;), p(zk))}

Seien M,M € Z und M < M &= M C M, dann ist Z halbgeordnet beziiglich
<. Sei nun G C Z und G = (M,;);er mit M; C M, fiir alle i einer Indexmenge
I. Damit folgt M := U;e; € Z. Sind nun Tj, T € M, so gibt es ein iy, fiir das gilt
xj, Tr € M;,. Mit dem Lemma von Zorn existiert nun mindestens ein maximales
Element in Z. Wir wihlen nun ein maximales Element M € Z. Da M eine Menge
von Punkten {z;} C D(z,t) mit |z — z;| > min(p(z;), p(rx)) und maximal ist,
tiberdecken die Kugeln D(xy, p(xy)) die Kugel D(z,t). Aus Kompaktheitsgriinden
existiert eine endliche Teiliiberdeckung von D(x,t).

3. Es existiert ein C, so daf die Kugeln D(zy, C~'p(x1)) mit x, € M disjunkt
und in D(z,Ct) enthalten sind.

Es gilt

D(xy, C™'p(xx)) N D(aj, C™'p())) = 0 & [z — 2] > C7(p()) + play))-
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Wir haben zwei Félle zu betrachten. Ist p(z;) < |z; — z¢| und p(zg) < |z; — 2|,
so gilt p(z;) + p(zr) < 2|x; — x| und wir kénnen C' = 2 wihlen. Gilt nun
0.E. p(x) > |v; — k], so folgt p(x;) < |v; — x| Mit Teil 1 des Lemmas folgt
p(x) + p(x;) < 4|z; — x| + |z; — x| und wir kénnen C' = 6 wihlen.

Wir kénnen nun das Lemma beweisen. Es gilt

ZC "D, plr))| < Z|D zr, O~ p(ap))| < |D(w,Ct)| = C"|D(a,1)].

Da FE e-diinn ist erhalten wir letztlich

[D(z, ) N E| < ) |D(ax, p(ax)) N E| < € ) |D(ay, pla))] < eC[D(a, )|

fiir alle z € R und ¢t > p(z).

O
Der Beweis der Unschérferelation basiert auf der Anwendung von Schurs Test.
Das folgende Lemma beinhaltet die nétigen Abschitzungen.

Lemma 2.3. Sei
An(z,y) =) () ®;(z — y)

und
N ~
)= (& —n)(1 - ;(n)).
§=0
Dann gilt fir eine von N unabhdngige Konstante C
(i) [ |An(z,y)ldy < C fiir alle x.
Rn
(i1) f |An (2, y)|dx < C fir alle y.
(i17) f |Bn(&,m)|dn < C fiir alle €.

(iv) f |Bn(&,n)|dé < C fiir alle n.

Sind E und F' e-diinn gilt weiter
(v) [|An(z,y)|ldy < C fiir alle z.

E
(vi) [ |Bn(&,)ld§ < C fiir alle
F

Beweis. (i) Fiir festes  gibt es maximal drei Werte von j, fiir die ¢;(x) # 0
ist. Weiter ist || ¢ [|c< 1 und || ®; [[;=|| @ [|; fiir alle j. Wir erhalten dadurch

[ lan= [ 13 w00 =l <3 @ -



(ii) Bezeichne ) die Summe iiber alle j € {1,... , N} fiir die dist(y, suppy;) > 1

*
ist. Da @ € § ist, gilt |®;(z — y)| < C2"(1 + 27|z — y|)~*". Fiir maximal drei
Werte von j gilt dist(y, suppy;) < 1. Dementsprechend erhalten wir

[1av@plds = [ 136,06 - y)ids
310+ [ 3 st - ylds

310 +C [ 3 Iyt (1 + 2o — yl) s

IN

IN

IN

3@ +C [ 3 Iyta)izn -2 s
3@ +0 Y2 [ @)lds

3@l +CY 275" ||y s

IN

IN

< 3D +C) 272U < O
iii)+(iv) Sei 7, := min(z — 1, N). Wir formen B,, wie folgt um.
(iii) +(iv) (i—1, g

By(&n) = i%(f—n)(l—@j(n)
= ngs n) (Zm )
= Z%f 0 gjwz
= ;wi(n);i)j({—n)
= iwi(n) (‘I>o(n—§)+i<bj(n—g)—q>jl(n_g)>

= Zwi(nm(n—f)-



Da & radial symmetrisch ist, folgt

sz ®;, (€ —1). (2.1)

Durch Wiederholung des Beweises von (i) folgt (iv). Um (iii) zu beweisen, bendti-
gen wir noch folgende Umformung.

BN(fﬂ?) = sz z*f 77)

_ Z Yim)@ia(§ = m) + Y i) Ox (€ — )

_ Zwl O; 1 (E—n)+ (1 — Ddn(n)Pn(E — 7).

Entsprechend gilt

[ 1Byenlans [15witne e —ndn+ [ 10— xm)®xie - nldn

A

Da ®y(n) = ®(27¥n) und 0 < & < 1 ist, gilt

[10 = dxtmen(e - nldn<j @ .

Damit erhalten wir

/|Z¢Z Bor (6~ m)ldnt || B |

Durch Wiederholung des Beweises von (ii) folgt (iii).

(v)+(vi) Wir beweisen nur (v), da (vi) unter Verwendung von (2.1) durch gleiche
Argumentation folgt. Wir wéhlen ein  und es sei j, so dafl ¢;(x) # 0 ist. Wenn
wir

[ 12— )iy < ce
FE

zeigen konnen, ist (v) bewiesen, da wie in (i) nur maximal drei Werte von j
ungleich Null sind und 1; fiir alle j beschriinkt ist. Falls ¢;(x) # 0 ist gilt 2971 <



max(1, |z]) = p(z) "' < 27%1 dasuppy; € D(0,27)\D(0,277) ist. Es gilt weiter

—2n
|Dj(x —y)| < Cp(z)™ <1 ‘Z&g‘) , da ® € S ist. Wir kénnen nun abschétzen

[ie-vi < > [ we-nl

< > |D(z,2%p(x))| - max|B(y)|
k=0 Y
N k n g "
< Y- 0D, 2 ()] - Colw) ™ (1454
k=0
© —2n
< o ced () pla) " (14 224)
k=0
- kn 2k p(z) —2n
< 2062 (1+ p(x))
k=0
<

2062*’“” < (C.
k=0

O

Definition 2.4. Fine approzimierende Eins auf R" ist eine Folge von Funktio-
nen f; der Form fj(x) = j" f(jz) wobei [5, f(x)dx =1 ist.

Demnach ist ®;(z) = 2/"®(2/z) eine Teilfolge einer approximierenden Eins,
denn lim; e j"®(jz) = limj 00 2/"®(2'2) und [ ®(z)dz = ®(0) = 1. Fiir eine
approximierende Eins gilt

Satz 2.5. Sei ®; eine approzimierende Eins auf R" und f € S. Dann gilt in S
lim @; « f = f.
j—00

Einen Beweis findet man in [7]. Wir definieren
N

Snf o= > Wi(®; % f)
=0

N
Inf = ) w(f — /).

J=0
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Fiir eine Funktion f € S konvergieren Sy f und Ty f in S. Dazu geniigt es zu
zeigen, daf sup,, |[*D? (Sy f(x) — Sy f(x)) | fiir alle Multiindizes o, 3 und grofies
N klein wird. Da § in der von diesen Halbnormen erzeugten Topologie vollstindig
ist, folgt Konvergenz. Hierzu sei 0.E. M > N. Es gilt

sup |2 DP (Syrf(x) — Sy f(2)) |

—sup|anﬁzwj B, % ()]

—sup|x°‘DﬁZ¢] () * f(m) _f(f))ﬂLZ%(I)f(x”

<sup|x°‘DﬁzT/)g (®x f(z) — f(z))] +e

j=N

fiir grofle N. Fiir festes x gilt

|an/32¢] (®; x f(z) — f(x))|

N0+2

< Z |2 D iy () (@5 % f () — f(2))]

<3. max|2( )DW)] 2D (@ f(x) — f(x))]
v<B

<C- maX|xO‘D’B (@5 % f(z) = f(z))]

y<pB
<C- max sup 2D~ (D % f(z) — f())].
S T
Da ®; % f in S fiir j — 0o gegen f konvergiert, folgt

sup |2 D? (Syf(x) — Sy f(2)) | < e+ e

Analog folgt Konvergenz fiir T f. Weiter konvergiert damit S, f + Tnf — (S +
T)f = f in S. Fiir den Beweis der Unschirferelation fiir e-diinne Mengen nach
Shubin Vakilian Wolff [6] verwenden wir folgende Variante von Schurs Test.

Satz 2.6. Sei K : My x My — C eine mefibare Funktion. Der Operator P :
Ly(My) — Lo(My) sei definiert durch

Py f(x /ny
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Seien weiter
/ K (z,y)|dy < C,
My

und
[ 1K @y)de < .
M>

Dann ist der Operator Px beschrinkt mit ||Pk|| < v/C1Cs.

Einen Beweis findet man in Weidmann [5]. Wir beweisen nun die Unschérfe-
relation fiir e-diinne Mengen.

Satz 2.7. Es existieren € > 0 und C' < oo so, daff wenn E, F C R" e-diinn sind
fiir jedes f € L? gilt

1£1l2 < U Mgy + 11 F 2.

Beweis. Man rechnet leicht nach
Sufle) = [ Avle)f()dy
i) = [ Buemioan

Nach Schurs Test und Lemma (2.3) (i), (ii) gilt ||Sy|| < C fiir alle N. Weiter
gilt nach Schurs Test und Lemma (2.3) (iii), (iv) auch |[Ty|| < C fiir alle N.
Mit Sy und T beschrankt fiir alle IV sind auch .S und 7T beschriankt und erfiillen
S+T = I. Durch Anwendung von Lemma (2.3) (ii), (v) und Schurs Test erhalten

1 1
wir ||Syxe|| < Cez. Damit gilt auch ||[S(xef)|l2 < Ce2||f|]2. Analog erhalten
—_—~ 1
wir mit Lemma (2.3) (iii) und (vi) dann ||xrT f||]2 < Ce2||f||2. Es gilt weiter

f=(S+D)f=S0xuf)+SOGF) + xeTf +xsTF.

Sei nun o.E. ||f||]2 = 1, so erhalten wir

If = SOxwf) = xwTFlla = [1S(xef) +xrTfll
1 1
< Ce||f]ls + O f]]
< C’eé.
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Ist || f]|r2(rey < @, dann gilt

1z = 1(f = xeTF)xrell
< |If = xwT71
< |If = S(xwef) = XeT ||+ C||S (xwef)|]

1
Cle2 +a) <4/3

IN

fiir € und « klein genug. Somit gilt ||f||L2(Fc) > \/g und damit letztlich

1£1l2 < CU1f1r2ee) + 1| F1lz2gre))-

2.2 Eine Anwendung der Unschéirferelation

In diesem Abschnitt soll die oben erwiihnte Normabschéitzung || Ty Tg||r2—r2 < p
unter Verwendung der Unschirferelation bewiesen werden. Wir benétigen hierzu
einige Vorbereitungen.

Lemma 2.8. Sei D(a,r) die Kugel um a € R™ mit Radius r. Dann gilt fir alle
ke R™

sup [{€ € D(a,1) : cos(2rk - €) > 1 — a}| < Ca max(L, [k|™).

acR™

Beweis. Aus Symmetriegriinden reicht es den Fall m = 1 zu betrachten. Sei
also m = 1. Wir betrachten den Cosinus im Intervall 27k — 7, 27k} + 7] wobei
n € Z und % € [—1,1] ist. Damit ist £ € [ — 5, % + o-]. Wir kénnen 0.E. a =0
annehmen. Weiter kénnen wir n = 0 annehmen, da mit n nur das zu betrachtende
Intervall um 27n verschoben wird. Sei also £ € [ ] N D(0,1). Durch z&hlen

2%k 2k
der Intervalle [— in D(0,1) erhalten wir

55> 9%
{¢€ € D(0,1) : cos(2mké) > 1 — a}|
= 2-max(3, [k[){€ € [~ 5, 5:] N D(0,1) : cos(2mkE) > 1 — a}]

= 2-max(L, [k[){€ € [~ 5k, 5] : cos(2mkE) > 1 — a}].
Sei nun ¢ < 3 | - Dann gilt sm(ﬁt) > 27r1|k‘ £, denn

2 2
sin(zlt) = 04 ghot — sin(101) (27}“6‘) 2y

2
SR NI (U N R 1t
2 27r\k:|t <27r|k\> 2 2 2rm|k| 27

Y
?

13



Weiter gilt fiir £ < 27r|k\

cos(0) — cos(2m|k|€) = 1 — cos(2n|k|€)

x

/27r|k|sin(27r|k|t)dt

IN

< 27r|k|/ Lot

a
< L,

2

Wir erhalten nun fiir cos(27|k|§) > 1 — «

a > cos(0) — cos(2m|k|€) > (QWLk\)Qg

=

und damit § < 5 |a2 Dementsprechend gilt nun

1

< Ca2 max(1, |k|Y).

l\'}l»—‘

{¢ € D(0,1) : cos(2mk€) > 1 — a}| < 2-max(3, |k]) 53

l\')

0
Wir zeigen nun, dafl das Mafl der Menge auf der die Fouriertransformation des
unten definierten Wahrscheinlichkeismasses 1 Werte nahe dem maximalen Wert
1 annimmt, klein ist.

Lemma 2.9. Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Es gebe A,y € (0,1) mit
pxp({(z,y) €eR* XR : |z —y| > A}) = 7.
Sei Es :={& € R : |u(&)] > 1 =8}, dann gibt es fir alle e > 0 ein § > 0, so dafs

sup |D(a,1) N Ej| < e.
a€R™

Beweis. Wir wihlen ein ¢ und definieren EY := E5 N D(a,1). Es gilt

[ 1€ Pde > (1= 6718 > (1 - 26) gl

Eg

JALGIKS
2

Weiter gilt

/ / / ™I dp () dp(y)dé

Eg R" Rn

- ///cos(mrg-(x—y)dﬁdu(fv)du(y)-

R" Rn E2

14



1
Sei a so, daff Ca2 = L|E¢|\ ist mit der Konstanten C' aus Lemma (2.8) und es
sei

—y)>1-a}

A5 = EfNn{¢:cos(2mé - (x
E-(x—y) <1-—a}.

B§: = Efn{{:cos(2m

Dann ist

[ eostzng- o=y = [ costene o —ypde+ [[eostzne (o - pag

e g s
< /1d§+/(1—a)d§
A§ By

= |[EgN{{:cos(2m - (v —y)) > 1 —all
+ (1—a)|EfNn{€:cos2n€-(x —y)) <1—a}

Gilt |z — y| > A, so folgt mit Lemma (2.8)

|E5 N {E: cos(2mE - (z —y)) > 1 — o}

< sup [{€ € D(a,1) : cos(2r€ - (v — y)) > 1 — a}]
acR"

1
< Ca2max(l, |z —y|[™') = |l*75|)\ﬂflax(1 lz —y™h) < SIE3].

1
2
Wir erhalten damit

/ cos(2mE - (z —y)dE < AL+ (1— a)(|E2] — |A%])
Ef

|E5| — a(|EF] — | A5])
(1= 3)IEs

15



fiir |z — y| > A. Es folgt nun

[1a©rs = [ [ / cos(2E - (x — y)dedu(x)dpy)

- // [ costznt - (@~ y)deduta)auty)
+ f |$ TAE]cos(zws (a — y)dedp(x)dp(y)
</ w /E — B du()du(y)
' / / Efldp(x)dn(y)
- (1|x_—g|ng| / | /| )

- |Eg R[R[mu Dty - [ /Aldu #)duly

Definieren wir V:= [ [ ldu(x)du(y), so folgt

lz—y[>X

[l Pde < |51 - 1BV < (1- B

Eg
da nach Voraussetzung

— [ [ @) = nx n{lm) e B E o=yl 200 2
lz—y|>A
ist. Letztlich gilt also
(1-20)185 < [ | < (1 - I
E}

1
und wir kénnen 2 < § folgern. Da a die Gleichung Ca2 = 1|E¢|) erfiillt, folgt
mit 4o = C7?|E¢|?A? die Ungleichung C—?y\?|E¢|? < 6. Wir kénnen damit nun
§ = O2y\%e? wiihlen. O
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Lemma 2.10. Sei () nichtausgeartete symmetrische quadratische Form in R".
Dann bildet Q jede Kugel D(z, p(x)) auf ein Intervall I, ab mit |I,| € [C, C].
Ist E C I, so gilt weiter

Q" (E) N D(x, p(x))|
| D(, p(x))|

Beweis. Wir beweisen das Lemma hier nur fiir den Fall, dal E = [a, b] ein

Intervall ist. Sei Q(x) = (Ax,z). Da @ nichtausgeartet ist, ist die Matrix A

symmetrisch und invertierbar. Weiter seien vy, ... , v, die Eigenvektoren (ONB)

zu den Eigenwerten A;,...,\, von A. Fiir mindestens eine Richtung v; gilt

(v, )] < ﬁ|x| Wir nehmen dies o.E. fiir j = 1 an. Weiter sei 0.E. A posi-
tiv definit und (v, z) > 0. Wir definieren nun die Menge

S:=Q'END(z,p(x)) = {y € D(z,p(x)) : a < Q(y) < b}.

Sei x = vy + ...+ Cv,. Fiir die Menge S gilt dann

1
< C|E.

n

S={&): QG ~&))

J=1

N[

<plx)Na< Z)\jsz < b}.
j=1

Um das Maf§ der Menge S abzuschétzen, halten wir die letzten n—1 Koordinaten
fest, mit

n

O (G-

=2

N[

< p(@).

Die Koordinate &; betrachen wir nun genauer. Wir unterscheiden zwei Fille:
(i) |z| ist klein. Ist |z| < 1, so ist p(z) = 1. Es gilt dann

b—al > Q& +h) — Q&) = [M(&+h)> — MET
2)\1|§1h| —|—)\1h2
>\ AL

Daraus folgt

|h] < Z=p(2)V/|b—al.

(ii) |x| ist groB. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir eine Zwischenstelle 6, von

(&1 +h)&
b —al > [Q(& + ) — Q(&)] = 2101 |h].

Geht nun |z| — oo so folgt |#1] — |(1]. Wir erhalten dann
[h] < 5= < Cp(a) /b — al.
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Fiir das Maf3 der Menge S gilt damit

5| = /xs(fl,... 60)dE: . de,
< Cp@)vb—a 06 ... de,

(
< Cp(@)"v/|b—al.

Hieraus folgt letztlich die Behauptung. O
Sei G eine Funktion auf R" mit ||G||. = 1. Wir definieren einen Operator T¢; :
L* — L? durch

(G —€)*)2 <p(z)

i
N[

Tof = GJ.

Fiir den Operator Tg gilt ||T|| = 1. Wir werden nun die bewiesene Unschérfere-
lation verwenden um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 2.11. Seien p,v Wahrscheinlichkeitsmafle auf R. Keines der beiden sei ein
Dirac Mafs. Q1,Q> seien nichtentartete symmetrische quadratische Formen auf
R™. Seien weiter G, H Funktionen auf R" so, daf

(@
|2(Q2())].
Dann gilt ||TuTg||2-12 < p, wobei p < 1 nur von u,v,Qy und Q2 abhdingt.

Beweis. Wir zeigen zunéichst unter Verwendung von Lemma (2.9) und Lem-
ma (2.10), daf die Mengen auf denen die Funktionen G und H Werte nahe 1
annehmen, e-diinn sind. Fiir gegebenes € sind die Mengen

A = {zeR":[(Qi(2))] > 1 -8}
B = {£eR":[2(Q2(8))] >1 -}

Ve-diinn. Denn sei D(a,1) die Kugel um a mit Radius 1 in R, so gilt fiir die
Menge

E§ ={x € D(a,1) : |i(z)| > 1 -6}
nach Lemma (2.9) sup,cr |E§| < €. Weiter ist

Q'EY) = {zeR":Q(z) € EY}
= {zeR": Q)] > 1 -6}
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Nach Lemma (2.10) ergibt sich

QM (E}) N D, p())| < CIE2|D(x, pla))]
< Ce2|D(z, p(x))]

Fiir § = C'y)\?¢? (sieche Beweis von Lemma (2.9)) sind die Mengen A und B
Ve-diinn. Es sei bemerkt, da§ C' hier nur von den quadratischen Formen )y und
(22 abhéngt. Da nach Voraussetzung

|G ()]

< |
|H(x)] < |v

gilt, sind nun die Mengen

E = {zeR":|G(x)] >1-4},

F o= {{eR": |H()|>1-6}
e-diinn. Mit der Unschérferelation fiir e-diinne Mengen erhalten wir die gewiinsch-
te Abschéitzung. Denn der Operator Ty 1T multipliziert einmal mit der Funktion
G im Ortsraum und nach der Fouriertransformation mit der Funktion A im Im-
pulsraum. Genauer kénnen wir nach der Unschérferelation (Satz (2.7)) nun 5 > 0

und 7 > 0 in Abhéngigkeit von Q; und @, wihlen, so dafl mit § = Sy\? fiir alle
Funktionen f € L2

20| fll2 < (1 lzogeey + 1 f1z2re)

gilt. Es gilt also fiir f entweder

1 l|zageey < nll 12,

oder

[ f1lz2qre) < nll ]2
Wir wahlen ein f und betrachen die zwei Félle
@) ez = nllfll2,
(@) flleewey < nllflle
In Fall (i) haben wir

IGAIE = NG FI Lz + IGf Lo

(1= 0)°I1f 2 me) +||Gf||L2

(1= 0)?If Nz ey + I£115 = ||f||L2(EC)
((1—0)" - )77 A1 + 11113
(
(

IN

IN

(1=0)n" +1=m)If1I3
1- )Ilfllz
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wobei
a = (20 — 6%)n? (2.2)
ist. Es gilt demnach ||[HGf|]2 < ||Gf]|2 < (1 — o)||f|2. Im Fall (ii) gilt

G fllz2zey < nllGfll2,

G| < infg |G| ist. Dementsprechend gilt

da sup e

|G fllrz2pey = nllG fll2

also auch

|G Fllz2grey > nl|G Sl
Mit den Argumenten von (i) und « aus Gleichung (2.2) erhalten wir dann
||HC/¥7||§ < (1 —=a)||f]]3 Da 0 < a < 1 ist folgt die Behauptung. O

Wir werden noch folgende Variante von Satz (2.11) verwenden.

Korollar 2.12. Sei U eine feste orthogonale Abbildung auf R", dann gilt
Taf(x) = Gf (U).

Beweis. Wir erhalten dies, indem wir in Satz (2.11) F' durch f o U und Q)
durch @), o U ersetzen. 0

3 Der supersymmetrische Formalismus

In diesem Abschnitt wollen wir die benotigten Grundlagen iiber Superrdume und
formale Ableitungen bzw. Integration behandeln, sowie eine supersymmetrische
Darstellung der inversen Matrix beweisen.

3.1 Grassmann-Algebren

Wir konstruieren die Grassmann Algebra A, mit n Erzeugenden iiber dem Korper
K. Dazu ordnen wir jeder Teilmenge M von {1,2,... ,n} einen Vektor 1, zu
und definieren eine Multiplikation auf den Basiselementen 1, wie folgt. Sei M
in natiirlicher Weise geordnet. Wir driicken dies durch die Schreibweise M =
{is <...<iy} fir M = {iy,... i} aus. Sind nun M = {i; <... < i} und
N = {j1 <...<ji} gegeben, so definieren wir

0 , falls MNN#0

Y A = { (=1) Yaon . falls M AN =, (3.1)
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wobei (—1)7 das Vorzeichen einer Permutation von {iy,... ik, ji1,...,ji} ist, die
die Elemente von M U N in die Reihenfolge

MUN:{m1<...<mk+l}

bringt. Wir definieren die Grassmann Algebra A, als den von den Vektoren 1,
frei erzeugte K-Vektorraum mit der assoziativen Multiplikation

A, x A=A,

und dem Einselement vy. Die Erzeugenden der Grassmann Algebra A, sind die
Vektoren ¢; := ;3 (i =1,...,n). Denn fiir M = {i; <... <4} gilt

Um = Yiy Ao AN Y

Definition 3.1. Sei A eine Algebra und G eine abelsche Halbgruppe. A heisst

G-graduierte Algebra falls A = @ AF und A¥ - AL C AR+ gilt.
keG

Die Grassmann Algebra A, ist eine Z-graduierte Algebra. Fiir 0 < k < n
definieren wir

AR = Tlin {pns | #M =k},

fir k < 0 und k& > n sei AF := {0}. Fiir 0 < k < n ist AF ein K-Vektorraum der

Dimension (Z) und es gilt

A =EP AL

kEZ

Weiter gilt nach (3.1) fiir das Dachprodukt
AFAAL C AR

Die Multiplikation in Grassmann-Algebren ist nach Definition antikommutativ
und erfiillt demnach die Vertauschungsregel

uhv=(-D)"vAu  VYue A wveAl. (3.2)

Weiter bemerken wir, daf} die Z-Graduierung von A,, eine Z,-Graduierung indu-
ziert. Mit

AY = D AX

kEZ
1 . 2k+1
AL = A2
kEZ
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gilt fiir die Grassmann-Algebra
A, =A@ A
und
AL AT C A,

wobei hier die Addition ¢ + j in Zs, d.h. mod 2 zu verstehen ist. Die Elemente
von AY heifien gerade, die von A} heiflen ungerade. Nach (3.2) gilt somit

uANv=vAu Vue A) veAl,.

uANv=—-vAu Vu,v € A},

Insbesondere gilt u A u = 0 fiir u € A}..

3.2 Analysis auf Superrdumen

Die in diesem Abschnitt zu betrachtenden Objekte sind Zs-graduierte Vektorrdume
V =V, & V;. Ein Beispiel fiir Superrdume sind die im vorigen Abschnitt ein-
gefithrten Grassmann-Algebren aufgefasst als Vektorraum iiber einem Korper K.
Ausgehend von der Grassmann-Algebra A, iiber R mit Erzeugenden 1,... ¥,
kann ein a € A,, eindeutig geschrieben werden in der Form

a=ap+ Z Wy + Z T Z Vo O Vs (3:3)
1] 1258 sHn

1,12 -

wobei wir ¢; A v; := 1;1); gesetzt haben. Man beachte hierbei, dafl 1;1; = 0
ist und dadurch einige Terme der Summe entfallen. Wir definieren nun einen
Raum der C'°°-Funktionen mit m kommutierenden und n antikommutierenden

Variablen durch
C= (R™") := C~ (R™) ® A,..

Hierbei ist das Tensorprodukt iiber R zu verstehen. Man kann also eine Funktion
f € C> (R™") analog zu (3.3) eindeutig darstellen als

f(xaw) = f(xla"-;xmawl---awn)
= Jo@) + fi@)r 4+ fa(@)Un + o furoin (2) Uy Py

Wir koénnen also den Raum C'* (Rm‘") als Grassmann-Algebra mit Koeffizienten
in C*°(R™) auffassen.

Beispiele.
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1. Fiir n = 0 ist der C> (R™°) ein gewdhnlicher C*°(R™).
2. Fiir m = 0 ist der C* (R") die Grassmann-Algebra A,,.
3. Fiir n = m ist der C'™ (R”'”) die Algebra der Differentialformen auf R".

Wir wollen nun partielle Ableitungen und ein Integral auf Superrdumen erkléren.

Definition 3.2. Sei f € C*® (Rm‘”) eine Funktion in den Variablen (z1,... ,Tm, 1, . ..

Dann ist die partielle Ableitung von f(x, 1) definiert durch

0 O f e
a—l‘ifﬂl“'ﬂk (@) - Y, = f“Ti(I)

0
Wfﬂl“'ﬂk (:L‘)lbm t .¢Mk = (_l)ui_lful"'uk¢u1 t '@bui—l@buiﬂ t '%k-
Hi

1/)”1 . wuk

Die partielle Ableitung nach z; ist die gewohnliche partielle Ableitung auf R™.
Die partielle Ableitung nach den antikommutierenden Variablen ist linear
0 of

(Cf) = ¢ )
81/)”1. 81/)#1

_of | 0Og

awﬂi
und es gilt die Produktregel

0 of ;. 0g
wobei f der Z,-Grad von f ist.

Definition 3.3 (Berezin Integral). Sei f € C* (Rm‘"), und es seien alle Ko-
effizienten von f in S(R™). Wir definieren das Integral von f auf R™" durch

/ flx,)dxy - - dxydipy - - - dipy, == (—1)"™ / Junopn (@15 ooy T )dy -+ - dy,.
Rm

Rm|n

Fiir R™" definieren wir

d(z, ) = dxy - - dag,diy - - - dipy,.

Seien f,g € C'™ (Rm|”) mit Koeffizienten in S(R™) und ¢ € R, dann gelten fiir
das Berezin Integral folgende spéter wichtige Beziehungen:
Das Berezin Integral ist linear

/ (F (o) + 9o, ) d(z, ) = / F (@ )d(z, ) + / o(z, 9)d(z, ),

Rm™In Rm™In Rm™In
[ etei) = ¢ [ e
Rm™In Rm™In

71/)774)'



und es gilt (Fubini)

/ £ [(@0), (v, B)] dy, B)d(z, )

RmIn «Rplg

— (1) / / £ 1@ ), (4, B)] dly, D)y, ).

Im Folgenden betrachten wir speziell den Raum C>(R?*"?"). Hierzu sndern wir
unsere Notation und gruppieren die 4n Koordinaten in 2n Koordinatenpaare. Sei-

enz; €R? (i=1,...,n) die kommutierenden Variablen und ;,v; € A, (i =
1,...,n) die antikommutierenden Variablen. Fiir diese gelten nach (3.1) die Kom-
mutatorrelationen

(i, ;] = i+ b =0
[V, 5] = i+ b =0
[V, ;] = Py + 0 =0
2 = i
Wir schreiben ein Element X € R*™?" als (X;,...,X,) wobei wir die Notation
X; = (w;,1,%;) € R¥? verwenden. Eine allgemeine Konstruktion eines Super-

koordinatensystems findet man in [10]. Wir definieren ein Super-Punktprodukt
durch

Xi  Xji=mi-zj+ %(ﬁ/}z‘%’ + i)

wobei X; - X; € C*°(R¥?)ist und z; - 7; das Skalarprodukt von z; und z; auf R?
bezeichnet. Wir bezeichnen die Menge der Koordinatentransformationen unter
denen das Super-Punktprodukt invariant ist, als supersymmetrische Transforma-
tionen oder Supersymmetrien.

Definition 3.4. Eine Superfunktion F € C* (]R"””) heifst supersymmetrisch,
wenn fir alle supersymmetrischen Transformationen T
F(X;...,X,)=F(Xy,...,7X,)
qgilt.
Zum Schluf} des Kapitels wollen wir noch einen wichtigen Satz fiir supersym-
metrische Funktionen zitieren.

Satz 3.5. Sei ' € C®(R*?") supersymmetrisch und seien alle Koeffizienten
von F in S(R*™). Weiter sei dX; = @2 dobdap. Dann gilt

™

/F(Xl,... , X,)dX, - -dX, = Fy(0,...,0).

Einen Beweis findet man in [8, 9]. Wir haben nun alle bené6tigten Hilfsmittel
aus der Superanalysis eingefiihrt. Weit ausfiihrlichere Einfiihrungen findet man
z.B. in [10].
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3.3 Der supersymmetrische Replica Trick

Wir wollen nun die Inverse einer Matrix {iber ein supersymmetrisches Gauflin-
tegral darstellen. Siehe dazu auch [11, 13]. Hierzu benétigen wir Aussagen iiber
GauBsche Integrale in R?” und R1?".

Lemma 3.6. Sei A € GL,(K), dann gilt fiir die inverse Matriz A~

1 0
-1 — [
(A )k:l = dot A aakl det A.

Beweis. Nach der Cramerschen Regel gilt

_ det Akl
(A 1)kl = )
det A
wobei hier Ay = (a',...,a"" !, ep, altt, ... a™) ist. Es ist also zu zeigen

i det A = det Akl-
aakl

Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz (Entwicklung nach der k-ten Zeile) gilt
det A = Z(—l)kﬂ - ag; - det Ay,
j=1

wobei A} die Streichmatrix der k-ten Zeile und der j-ten Spalte ist. Damit folgt

0 0 < . 5
—det A= — —1DF g det AL = (—=1)FH . det AL, = det Ay,
Oay ¢ Oayy 321( ) L - o oo

O

Satz 3.7. Sei I eine endliche Indexmenge und |I| die Anzahl der Elemente von
I. Sei weiter x;,x; € R?, A eine Matriz auf R mit A = A, + 1Ay wobei A; >0
und Ay reelle symmetrische Matrizen sind. Dann gilt

1 — > aijxix; d?x.
JeI

und

A*l “ - 3 ajjzrix; d2 .
(detz)ilb :/xa.xbe iger JH ;]. (3.5)

Jjel
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Beweis. Wir beweisen Gleichung (3.4) zunéchst fiir den Fall, dal A > 0 eine
reelle symmetrische Matrix ist. Fiir jedes solche A gibt es eine unitire Matrix S,
so dafl SAS™! = A’ gilt wobei A’ diagonal ist. Ist A > 0, so existiert das Integral,
und es gilt nach Substitution

- 2 ajwiw; ' s
[ F = [T T =11
a'. .
Jel Jer jerI jer 11
Damit folgt

1 / - 3 ayriv; o dPa;
— e i,j€T -
det A’

jer
Da die Determinanten von A’ und A gleich sind, gilt auch

1 / - X aijTiT; d2xj
e e i,j€1 -
det A

jer
Wir zeigen nun den allgemeinen Fall. Sei M, := {z € C | Re(z) < €}, A(z) =
Ay + zA; mit Ay > 0 und Ay, Ay reell und symmetrisch. Fiir den Fall z = 0
ist Gleichung (3.4) bewiesen, denn es gilt A(0) = A; > 0 ist reelle symmetrische
Matrix. Ist nun A(0) > 0, so ist auch A(z) > 0 fiir z € M, N R mit € klein genug.
Es gilt also fiir z € M. "R

1 / - 2 aij(2)ziz; dej
- @ @ @ @ - e i,J€1 -
det A(2)

jel

Sei nun z € M, und

- X aij(2)ziag d*x
— igel J
fi(z) /e =

jer
1
fa(z) = det A(z)
Die Funktionen f;, f sind holomorph und auf M, "R identisch. Nach dem Iden-
titdtssatz gilt dann fi(2) = f2(z) auf ganz C. Setzt man jetzt 2z = i, folgt die
Behauptung. Gleichung (3.5) folgt aus Gleichung (3.4) durch Anwendung von
Lemma (3.6). Es gilt

o 1 1 0 (A Dy

Gakl det A T (det A)2 Gakl det A =— det A .

Durch ableiten von Gleichung (3.4) nach ay; folgt nun

(A7) - X awiwj v d?a;
ki ijer J
T -T€Xp “/ .
T

det A

jeI
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Satz 3.8. Sei wieder I eine endliche Indexmenge, |I| die Anzahl der Elemente
von I und A eine Matriz auf R{ mit A = Ay + 1Ay wobei Ay > 0, Ay reelle
symmetrische Matrizen sind. 1, ¢ seien Grassmann Erzeuger. Dann gilt

= 3 aijvi; _
det A = / e iiEr 1] d;dv; (3.6)
jel
und
aijhip;
(4 et A= [ Do S iy, (3.7)
jel

Beweis. Wir beweisen zuerst Gleichung (3.6) und setzen |I| = n. Da bei dem
Berezin Integral nur Koeffizienten maximaler Ordnung beriicksichtigt werden, gilt

- Y aijvi; _
[0 B M

jeI
— [ TLa - ad) [T iy,
i,j€l jerl
= /(—1)n > ity - a0y, [ | didi
ik 7 U i€t
Jk # Ji
= / Z Sgn ala 1?11/)0— - ana(n)d_)nwa(n) H dJ)]dw]
o0ESR jerl
= " [ X seu()atatn -ttty Dt [ e
oESR jerl
= ) sgn(o)aiq) no(n)
D'ESTL
= det A
Damit gilt Gleichung (3.6). Die Gleichung (3.7) folgt aus Gleichung (3.6) durch
Anwendung von Lemma (3.6). O

Durch Kombination von Satz (3.7) und (3.8) erhalten wir

Korollar 3.9 (supersymmetrischer Replica Trick). Seien I, A wie oben und
Xi, X; € R*2. Dann gilt

- > aij XX
(A = [ = Ty,

jel

- > i XX
= /¢a (,6 niel HdX

jeI
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wobei dX; = L2 dijdip; ist.

™

Beweis. Kombiniert man Gleichung (3.5) mit Gleichung (3.6) und Gleichung
(3.4) mit Gleichung (3.7) so folgt die Behauptung. O

4 Diskrete Schrédingeroperatoren

4.1 Das Bernoulli-Anderson-Modell

Im folgenden wollen wir Schrodingeroperatoren auf einem eindimensionalen dis-
kreten Intervall mit zufilligem Potential betrachten. Wir betrachten also Opera-
toren auf einem Intervall I := {—1[,... I} C Z der Form

Hy=A+V, Hy: I2(I) — I*(1).

Falls klar ist welches Gitter I gemeint ist schreiben wir fiir den Operator H; kurz
H. Der Hilbertraum [?(7) sei definiert durch

P(I) = {u : I — C| Z|u(x)|2 < oo}.

Im diskreten Fall wird aus dem Laplace Differentialoperator A ein Differenzen-
operator, den wir definieren wollen durch

1
(Au) (z) := 3 (w(x+1) +u(z—1)).
Weiter sei der Potentialterm V, auf [*(I) erklirt als
(Vou) (z) = w(x)u.

Hierbei sei w(x) € {0,1} eine unabhéingig gleich verteilte Zufallsvariable auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit einer o-Algebra F' auf Q = {0,1}!
und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P = v®!. Hierbei gilt fiir die Einzelverteilun-
gen

U(A) = 561(A) + u(A)

wobei A Element der von {0, 1} erzeugten o-Algebra ist und

s(an={ 154

das Dirac-Ma$ ist. Ein Potential mit Werten in {0, 1} nennt man auch Bernoulli
Potential. Schrodinger Operatoren mit unabhiingig gleich verteiltem Potential
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bezeichnet man als das Anderson Modell. Demnach bezeichnen wir unser hier
definiertes Modell als Bernoulli-Anderson Modell. Die Resolvente des Operators
H im Punkt z ist gegeben durch

R(H,z):=(H —2)!, R(H,z):0o(H) = B (I*(I)).

Hier bezeichnet o(H) C C die Resolventenmenge von H und B (I*(I)) die be-
schriinkten Operatoren auf [?(I). Da |I| endlich vorausgesetzt war, kénnen wir
I?(I) mit C'"!' durch den Isomorphismus

u(=1)
F:2(I) —=cl  ue Fu) =

u(l)
identifizieren. Wir kénnen also im folgenden den Operator H : C'l — CI be-
trachten. Da im Fall |I| < oo die Riume [?(1) und C’! isomorph sind schreiben

wir fiir H und H gleichermasen H. Der Schrédingeroperator H hat demnach eine
Matrixdarstellung

V(=) 3
: 0
H =
0 3
5 Vol

4.2 Eine Darstellung der Resolvente

Wir wollen den in Kapitel 3.3 bewiesenen supersymmetrischen Replica Trick nun
auf das Bernoulli-Anderson-Modell anwenden und die Grassmann-Variablen aus-
integrieren. Die so erhaltene Resolventendarstellung verwenden wir dann letztlich,
um Lokalisierung zu zeigen. Die Idee eine solche Darstellung zu verwenden ist aus
Campanino, Klein [12]. Wir benutzen hier folgende Variante des supersymmetri-
schen Replica Tricks.

Satz 4.1. Sei H € L(I1*(I)), a,b € I und Im 2z > 0. Fiir die Resolvente von H
qilt dann

D)y = lea, (H—2)te,) = /wawbezmueH HdX (4.1)

nel
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Beweis. Es gilt
(ea, (H—2)"'ey) = Zii{eq, (H — 2)'ey) = 2= (eq, 2mi(H — 2) ') .
Sei z := z 44y und E die Einheitsmatrix. Dann gilt
2mi(H — zE) = 2miH — 2wizE + 2nyE = 2ryE + 2ni(H — xE).

Definieren wir A, := yE und Ay := (H — 2E), so gilt Im z > 0 genau dann
wenn A; > 0 ist. Durch Anwendung des supersymmetrischen Replica Tricks (vgl.
Korollar (3.9)) folgt die Behauptung. O
Setzt man die Definition des Operators H in Gleichung (4.1) ein, erhélt man

; - Aij Xi-Xj+ (Vi —2)Xi-X;
12 = o [ TR
nel
Da wir den Operator in eine symmetrische Matrix mit Werten ungleich Null nur
auf den Nebendiagonalen und eine Diagonalmatrix zerlegt haben, kénnen wir den
Ausdruck vereinfachen. Wir summieren also iiber die Hauptdiagonale von V' — z
und zwei Mal iiber die untere Nebendiagonale des diskreten Laplaceoperators.
Wenn wir abkiirzend X? := X - X definieren erhalten wir

-1 !
y —2mi X X;11—-2m V,.—2)X?2

(11— 25t = 5 [ TS T,

m

nel

Um eine fiir uns brauchbare Darstellung der Resolventen des Operators H zu
bekommen miissen wir die Grassmann-Variablen ausintegrieren. Hierzu ben6tigen
wir noch einige Vorbereitungen.

Lemma 4.2. Sei F : C®(R*?) = C®°(R?2) und F, € C®(R?) der Koeffizient
nullter Ordnung der Superfunktion F'. Dann gilt

F(X -X)=Fy(x-z)+ Fy(x - x)h.
Beweis. Nach Definition gilt
X-sz-x+%(@/}¢+@/}¢) =2+ Yp.

Betrachten wir nun die Potenzreihen Entwicklung von F', so erhalten wir

F(X-X) = Zan(x-x+@zd})": an [(z-2)" +n(z - 2)" Py
= Zan(x z)" + Zann(x x)" M)



Lemma 4.3. Seien F,G : C®(R¥%) — C>(R*1?), mit Fy, Gy wie in Lemma (4.2)
und es gelte

2
Lj

, d
G[)(l'?) :/6 27rz:1:1:1:]F( ]) ,

™
R?

wobei wir abkiirzend x - x := 1 gesetzt haben. Dann gilt
[ S, = = [Go(a?) + Ghla? )] = ~GLX2).
Beweis. Nach Lemma (4.2) gilt F(X?) = Fy(2?) + F}(2?)y1). Weiter gilt
o 2miXi X _ 6—2mxi-xj—%zzi¢, Q;TZzp]zpl = o 2miniwy (] i) (1 — i)
Damit erhalten wir

/ e 2N X p(X2)dX; = / e PN Ry (2F) + Fy(a) ] dX
// =2 [ (a2)  F(a2) iy (1 — minday) (1 — mith ;) 2 diy i),

== [ [y + 2R )] £

R2

= - /emwm'( D /2”””’F( T it

[R2 R2

- _ Gg(l'?)—f—’ﬂJ/ 27rz:vl:v]F( )d x; ¢z¢z

L R2

Es bleibt also zu zeigen Gj(z?) = 72 [ e 2% Fj (x?)difj
RQ
x; = y/re; wobei e; Einheitsvektor im R? ist. Durch Einsetzen folgt nun

GO (7") — / —2mi/re1-x; Fl( )d2$]

™

Wir differenzieren jetzt nach r und erhalten

Gor) = [ e e Ry L

™

_ //—2m —2miy/re1-z; 8;?] Fy(x ) dx;j dzj,.
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Integrieren wir jetzt partiell nach z; und setzen z; = y/re; ein, so erhalten wir
letztlich

Gy = // _2m\[el%F( ) dxj, dj,
T T d’z;
_ / ez Fy () 0.

O

Sei der Ableitungsoperator einer differenzierbaren Funktion auf R* definiert
durch

Df =—2f".

Weiter sei T' die Fouriertransformation auf R%. Dann ist folgendes Korollar zu
Lemma (4.3) bewiesen.

Korollar 4.4. Seien Fy, Gy wie in Lemma (4.2). Dann gilt
Gy(23) = DTDFy(2?) = TFy(x3).

Wir kénnen nun folgende Darstellung der Resolvente des Operators H bewei-
sen.

Satz 4.5. Sei H der oben definierte Schrddingeroperator. Weiter seien Im 2 >20
und B; der Multiplikationsoperator mit der Funktion 3;(|z;|?) = e (Vi —2)lmil",
Dann gilt fir die Resolvente von H

(H—Z);bl = (271'2 /[(H TDB]) ] |-'L'a|)

(70 ) (0

Fiir Operatoren O; bezeichnet anl O; den Operator O,0p_;...0q. Zum

Beispiel bedeutet [(H], lTDjﬁj) ] (|]z2) starte mit der konstanten Funktion

1, wende den Operator 5_; an, dann D, dann 7', dann ;1 und so weiter. Der
so entstandene Ausdruck wird letztlich in |z,|> ausgewertet. Es sei hier noch
bemerkt, dal wir vereinfachend |z;|> = 27 gesetzt hatten. Wir werden dies im
Beweis verwenden. Fiir Produkte von Funktionen verwenden wir die Konvention

H?:l fj(xj) = fn(xn)fnflf(xnfl) e f1(«T1)-
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Beweis. Der Beweis der Resolventendarstellung beruht im wesentlichen auf wie-
derholter Anwendung von Lemma (4.3), wobei auf die Reihenfolge der supersym-
metrischen Integration zu achten ist. Diese Darstellung erhalten wir, wenn wir
die Grassmann-Variablen in der Reihenfolge

dibrdipdiy 1 dif - o dPa 1 dipaadip di d g ad gy didadi,

ausintegrieren, wobei 0.E. ¢ < b angenommen wird. Die Grassmannvariablen
der Komponenten [ bis b + 1 und —[ bis ¢ — 1 werden durch Anwendung von
Lemma (4.3) integriert. Die restlichen Komponenten miissen manuell integriert
werden. Die Einzelheiten zeigt nachstehende Rechnung. Sei also 0.E. @ < b und
wir definieren vereinfachend v := V, — z. Dann gilt nach Satz (4.1)

l

-1
_ 7/ _ —2m Z X]‘-Xj+1 —271 Z ’UjX-2
(H o Z)abl = %/wawbe j=-l e j=-l ! HdX]

jer
. a—1
— L 1/)&6*27”-1111)(3 H 6*27rin+1-Xj6727riv]'XJ2
2m
j=-l
b—a—1
. H e_QWiXb—j—l'Xb—j6727rivb7jX[?_j
=1
I—b ! I+a
T ; . . P ) - 2
Ay [ [ e 2mXimimrXimi e 2mivs X T axX; [[ dXa-;.
Jj=0 j=a+1 j=0
Im Folgenden werden wir die Abkiirzungen
a—1
A — ¢a€*27rivaxg H e*?ﬂinJrl-XjefZﬂiv]‘X]?
j==l
b—a—1
B — H 6_27riXb—j—l'Xb—j e*27fi’l}b,]'Xg_j
=1

) — 6727rivaj2 und Gj—l — f6—2ij_1.X,-Fj(X]2)de,
3)

verwenden. Definieren wir F ) (X]2
so gilt fiir j = [ nach Lemma (4.

. -b
_ (4 - _9ri S C _9miu X2
(H—Z) T AB _wb e 2mi Xy 1 Xl,]e 27rwl,JXl_]
ab oIt
j=2

-2 l+a
—omi . _omi 2
'/6 2miXi—2 XHe 27rwl*1Xl—lGl,1(Xl{l)Xmfl H deHan,J
j=a+1 j=0
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Setzt man nun Fj(X7) := e’%ivjxszj(Xf) erhélt man durch (I — b) maliges

Anwenden von Lemma (4.3)

(H—z)gbl = —22 (—1)l_b/AB
m
b—1 l+a

: / e N R (X)dXy [T dXG [ [ dX o

j=a+1 =0
Nach Lemma (4.2) gilt F}(X?) = Fjo(27) + F} o(3)1;4;. Wir berechnen nun ein
Integral der Form

/w] —2miX;1-X; [ oz )—|—F’ (x f)z@%] d&jdwj@
d’z;

‘/ e 2Ty (1= mithy aipy) (1= mithythy ) [Fro(af) + Fo(a)byebs] dhyeyy =

_ . —2mix;j 1T I, 2\, 7,
——m/e =V Fyo(25) 4

Wir werden 7 hier erst zum Ende des Beweises kiirzen. Fiir j = b ergibt sich

durch einsetzen in (H — 2),'

(=25 = 5-(-)"m) [ AB

2w
b—1 l+a

Frr / e~zmiran gy (o2 En T dx, [ dX.,

j=a+1 7=0
1
=y /A
(1) i)
b—a—1
H 6727erb j—1-Xpo J6—27rwJXb ;
j=2
/b _%Z.Xb_Q.Xb_IFb—I(Xb{l)dlgqu%q
/ b—2 l+a

6727”‘“ 1:1?be ( b)d xb% H deHanfj

™
j=a+1 7=0
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Wiederholen wir diese Integration fiir j =b—1,... ,a + 1, erhalten wir
i
27
. /wawaehrwa)( H e —27mi X 41-X; 6—27TZU]X H dw]dw]

j=—1 j=—1

—27iT o T n 2 — 2Ty Tp—1 I 2

(H —2)5 (=1)=* (=mi)' =

I+a

/ —2mixTy—1 mebO -Tb H dzxj H Az, ]
j=a+1
Durch (I +a — 1) maliges Anwenden von Lemma (4.3) ergibt sich
(H =205 = 5= (-1 (=mimed (-
m

- / VuBue NG (XD) dudi)e

b
—2mixTy_ 1T 2 d’z; iz
'/6 b—1 be,O(xb) H 7rJ 7ra

j=a+1

Mit Lemma (4.2) kénnen wir die verbliebenen Grassmann-Variablen ausintegrie-
ren und erhalten

/ Yot NG (X2 dipadipy = e 2% Gy g (22).

Einsetzen ergibt letztlich

i

(=2t = (=) (i) (1) / o Gl
-/6 2MiTq- ma+1Fa+10 a+1 ) /627rsz 2T lFb 10(% 1)
omizr .- Pz B¢
-/e 1T By o () H e
j=a+1

Setzen wir nun die Definition von G riickwérts wiederholt ein und beachten
Fyo(z2) = e~ 270G, o (22) erhalten wir

Gunle?) = (ﬁ TD@-) 1] (2)

Gb’g(.fb'g) = <_1_J_: TDﬂl]) 1] (l‘i)
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Durch einsetzen in (H — 2);, folgt nun die Behauptung. O

4.3 Zwei Varianten der Wegner-Ungleichung

In diesem letzten Abschnitt beweisen wir zwei Varianten der Wegner-Ungleichung
nach [6], die in Kombination mit den {iblichen multiscale argumenten Lokalisie-
rung beweisen. Wir gehen vor wie in [12] und definieren die Hilbertrdume H, und

H, durch
(MY
i, = [ (L)

R2

11 = [ 1) + [DF (o)
RQ

Sei eine Funktion f auf R™ gegeben, so dafl
Fllal?) 2

in L?(R?) ist. Die Fourier Transformation dieser Funktion hat wieder die Form

9(2*) gz
Wir definieren einen Operator R durch Rf = ig. Weiter bezeichne S = TD
und T' gleichermasen die Funktion ['(r) = #(r)e?™" mit r € R*, sowie den

Multiplikationsoperator mit der Funktion I'. Hierbei sei z = FE +1in, wobei E,n €
R sind und 5 > 0 ist. Bilden wir mit der aus Satz (4.5) erhaltenen Formel fiir
(H — 2),, den Erwartungswert an der Stelle a = 0 und b = 0, so erhalten wir

U = 28] = 55 [ [SD) (P T (o)

R2

Im Folgenden bezeichne G(a,b,z) = [(H —2),;'] und G(2) = £ [(H — 2)5 |-
Betrachten wir auf R Funktionen der Form h,(r) = ¢*™*" mit Im z > 0, so gilt

Lemma 4.6.

Beweis. Wir zeigen zunichst fiir die eindimensionale Fouriertransformation
und reelle o mit oo > 0

—27y?

7\2 —2miyr —2max? —2miyr—2max? b
e~mart — [ e e dr = [ e dr = \/s=e 4o

2T

R R
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Es gilt nach quadratischer Erginzung und dem Cauchy-Integralsatz

. 27y> 1y
2 _2my _ 1y 2
/627rzy:1:27ro¢:1: dr = e T e 27ra(2a+:r) dx
R R
2my” 2
— e da [ e 2
L

2my?
= e 4a [T
2T

wobei L die Gerade ((z) = % + x ist. Fiir Komplexe « folgt dies Analog dem

Beweis von Satz (3.7) mit dem Identitétssatz. Sei nun s* = r. Mit dem Einheits-
vektor e, gilt

Sh,(|se1|?) = TDh,(|sei|*)
— _m/e—Qmsey:veQﬂizMPdm

™

/ -2 2
— 27rzz 2 /6 TiS1T1 mledx
Tz
27r
— 27rzz i y
2mz

2my?
—= 67 da

O
Insbesondere ist die Klasse der Funktionen h, abgeschlossen unter S und unter
Produktbildung. Dementsprechend hat (ST')"1 und andere #hnliche spéter ver-
wendete Ausdriicke L>° Norm < 1, denn sie sind iiber ein Wahrscheinlichkeitsmaf
gemittelte Funktionen der Form h,. Nach [12] gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.7. Seien f, Sund R wir oben, dann gilt Sf = f(0)+Rf. Ist f(0) =
s0 ist auch Sf(0) =0 und Rf stimmt mit Sf dberein.

Mit dem Lemma gilt auch
Korollar 4.8. Seien S, R und I" wie oben, dann gilt
!
=Y (Rr)'1
§=0

Beweis. Wir beweisen das Korollar durch vollstdndige Induktion. Fiir [ = 1
ist die Behauptung durch Lemma (4.7) bewiesen. Wir nehmen an, die Behauptung
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gelte fiir [ = n und betrachten.

=0

=T (Z(Rr)n(o)) + (Z(Rr)n(r))

(ST)"1(r) = SF( Y (Rr)ﬂi(r))

=T (Z(RF)M(O)) + (Z(Rr)n(r)) :

Es bleibt also zu zeigen I'(Y_ (RT')71(0)) = 0. Kénnen wir R['(0) = 0 zeigen, so
j=1

folgt mit einer weiteren vollstindigen Induktion die Behauptung. Es gilt R['(0) =
ST(0) —I'(0) = TDT'(0) — I'(0). Beachten wir, dafi I'(0) = 1 ist, so miissen wir
TDT(0) =1 zeigen. Sei s*> = r, so gilt mit dem Einheitsvektor e;

TDI(r) = TDI(|se]*)
_ _% </627risel-:1:l>l(|x|2)627riz:r2dl__|_/27m-ze27risel-:1:l>(|x|2)627rizIzdx>
= _%//271-@‘(2_y)e—Qﬂisel-xe—meaﬁ2627rizx2dl/(y)dl,.
Wir erhalten damit
TDr(0) =~ / / 2mi(z — )2 VI dy(y)de = 1

O
Die néichsten drei Lemmata beinhalten den grofiten Teil des Beweises der ersten
Variante der Wegner-Ungleichung. Fiir den Beweis des folgenden Lemmas wer-
den wir die aus Satz (2.11) erhaltene Normabschétzung fiir den Operator Ty T
verwenden. Damit geht die gesammte Vorarbeit aus Kapitel 2 hier in den Beweis
der Wegner-Ungleichung ein.

Lemma 4.9. Sei j > 2 und p < 1, dann gilt fir f € Hy

I(RTY £l < 27[1f 1110,

wobei p nur von v abhdngt.

Beweis. Nach dem Satz von Plancherel ist R eine Isometrie auf Hy. Da f €
Hy e fop € L? kénnen wir Satz (2.11) auf Funktionen f anwenden, indem
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wir H=G =T und Tg = Ty = RT setzen. Es gilt ||T'||c = 1, ||RT||z22 = 1.
Mit Q(z) = |z|? folgt

Do) = Io(Q@)e =0
< Q)] [ EA| o)
< Q@)

Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz (2.11) erfiillt und es gilt

I(RD)* f = lee = ||(RT)* flla, < p*11f] o,
wobei p? < 1 ist. Durch Iteration erhalten wir ||[(RD)¥ f||m, < p¥||f||m,. Fiir

2 , _ . B
p = p3 und j > 2 gilt dann [[(RT)’ f [z, < 27| f]mo- 0

Lemma 4.10. Sei ® € C;°(R") und supp (1 —®) C [a,b] mit 0 < a < b. Weiter
seien k > 2 und p < 1. Dann gilt

1
I(RTYE(1 = @)| |, < p(l0g 1)?
und
1
2
I(RD)*1|s, < € (log 1)?.

Beweis. Wir definieren eine weitere Funktion ®,(r) := ®(¢ 'r), so gilt supp (1—
®,) C [t™"a,t~'b]. Beachten wir nun |(|z|?) < e~2™l#1> < 1. Fiir diese gilt n < ¢

(L= @)T] < [[1 = Py|]ag

1= b=

|2

IN

dz

¢t~ la<|z|2<t—1b

t—1b
. 2\]2
of [hsdnr,
r

1
2

o~
|
-
S8
N[

IN
Q
et
=
—
SN——
N[



Wihlen wir ¢ = 1 und verwenden Lemma (4.9), so erhalten wir fiir j = k

[(RTY(1 = @) I, < p*(log 1)2.

Definieren wir nun eine Funktion ¢ : R* — R durch g(x) = W(q) ) (|z]?).
Dann gilt

gl = / | (@) ()

c/|q> 12 P)|da

< C’/|<I>(771r2)|rdr

IN

N[ &

< Cn2.

1 1 ,
Damit gilt auch ||g]|c < Cn2 und |RT®,(r?)| < Cn2r. Wegen |T'(r?)] < e 2™
folgt

1 2
ITRT'®,(r?)] < Cn2re 2™,

Wir erhalten somit nun

ITRT®, |1, = 0/7764”"’"21"611" < 00

unabhiingig von 1. Da R eine Isometrie auf Hy ist gilt auch ||(RL)2®,||m, < oco.
Nun gilt

[I(RT)*1]] ||(RF)2(1—<1> + @)l
I(RT)*(1 = @,)||m, + || (RT)*®

Ci(log )2+02<C(10g )2

IN

||H0

VAN
N)I»—A \_/

Lemma 4.11. Sei [ |z|dv(z) < oco. Dann gilt fir f € H,

ST fllm < Allfl]my,

wobei A nur von |E| abhdngt.
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Beweis. Nach Korollar (4.4) ist S eine Isometrie auf Hy. Mit [ |z|dv(z) < oo
gilt auch 7/(]z|*) < co. Nun erhalten wir wieder mit Korollar (4.4)

ST f [y = [T, < Allf |-

O
Wir kénnen nun die erste Variante der Wegner-Ungleichung beweisen.

Satz 4.12. Seienn < % und | > € log%. Fiir jedes €y > 0 existieren dann €, > 0
und C < oo, abhingend von v, ey und |E|, so daf gilt

G(2)] < Cp~ (7,
Beweis. Sei ® wie in Lemma (4.10). Fiir £ > 2 und [ > k gilt dann
(ST)'® = (ST)"'1 + (RI)'®.
Dementsprechend konnen wir (ST)!1 in folgender Form ausdriicken

(ST)'1 = zl: (RT)71 4 (ST)*® + (RT)*(1 — ®).

j=k+1
Nach Lemma (4.11) gilt die Abschitzung
1(ST)* @[, < CA.

Mit Lemma (4.9) und Lemma (4.10) erhalten wir

N[

(R [, < Cp(log L)z,

Fiir jedes k > 2 und [ > k ist nun (ST)'1 = f + g mit Funktionen f und g fiir
die gilt

N[

9|1, < Cp*(log 1)2.
Setzen wir jetzt k = ¢ log%, dann ist (ST)!'1 = f + g wobei

1 1
1£1[%, < C(e® M2 < o2

und

9117, < Cn
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ist. Da [D(r2)| < e 2™ ist gilt letztlich

G (2)]

IN

— T 7‘2
(I1£ 11, + [lgll7,) sup(re >
r

C’nel_l.

IN

O
Die zweite Variante der Wegner-Ungleichung erhalten wir indem wir die aus Satz
(4.5) erhaltene Formel mit ihrem Komplex konjugierten multiplizieren und den
Erwartungswert bilden. Wir erhalten

£(Gila,b, 2)?) = - / (T, 1)Ou(z, y)T (z y)didy.

4t
R2xR2

Hier ist T die R? x R? Fouriertransformation, die definiert ist durch
TfEm = [ ey
R2xR2
und

D(z,y) = o(|z]2 — |y|?)e2mECal ~luP) g=2mn(al +IyP")

Wie vorher bezeichne I' auch den Multipikationsoperator mit der Funktion I.
Nach Lemma (4.6) haben ©, und ©, L* Norm < 1. Demnach gilt

ITTOy|| 2o xrey < [le U HYNIQ, || 122 me) < O L
Genauso erhalten wir
||F@b||L2(R2><R2) S 07771.

Mit Korollar (2.12) und der quadratischen Form Q(z,y) = |z|*> — |y|? folgt nun
die Abschiitzung ||(TT)?||p2_ 2 < p?, wobei p? < 1 nur von v abhiingt. Wenden
wir diese Abschitzung etwa |b — a| mal auf die Funktion TT'O,(x,y) an erhalten
wir fiir la| < £ und |b| > L analog zu Lemma (4.9)

llog p — €_Cl

N[

b b 1
H(TT) ™ [r2msre < 7" < p2 =€
Das fiihrt letztlich zu folgender Varianten der Wegner-Ungleichung

Satz 4.13. Seia,b e {—I,... 1} mit |a| <L und|b] >
mit 0 <n < 1. Dann gilt

l . . _ .
5. Weiter sei 2 = E+1in

E(|Gia, b, 2)]*) < Ce™ 2.
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