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Kapitel 1

Einleitung

Fiir den Entwurf digitaler Systeme sind im Laufe der Jahre viele Werkzeuge
entstanden, die den Designer wihrend des Entwurfsprozesses unterstiitzen
und Teile des Entwurfs, wie z. B. die Synthese, sogar automatisieren. Auf
diese Weise konnte der Entwurfsprozef} fiir digitale Systeme stark beschleu-
nigt werden.

Wenn ein System jedoch mit seiner analogen Umwelt kommuniziert, wie es
z. B. bei eingebetteten Systemen (embedded systems) der Fall ist, wird eine
sogenannte Einbettungshardware notwendig, welche fiir die Signalvor- und
-nachverarbeitung sorgt (siehe Abbildung 1.1).

eingebettetes
System

A/D-Wandler D/A-Wandler

analoge Umwelt

Abbildung 1.1: Eingebettetes System

Da die Einbettungshardware nicht aus digitalen Komponenten besteht, mufy
sie separat von der eigentlichen Schaltung entworfen werden. Daher be-
steht die Einbettungshardware im allgemeinen lediglich aus A /D- und D/A-
Wandlern.

Jedoch konnten viele digital realisierte Funktionen auch analog implemen-
tiert werden. Zum Beispiel kann ein Filter in Analogtechnik durch ein ein-
faches RC-Glied realisiert werden, wéhrend die digitale Implementierung
eine aufwendige Logik, oder einen Mikrocontroller benétigt. Wenn der Fil-
ter also zur Signalvorverarbeitung benétigt wird, ist es unter Umstidnden
sinnvoller, ihn in Analogtechnik vor dem A/D-Wandler zu implementieren
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2 Einleitung

(Abbildung 1.2(b)), anstatt einen digitalen Filter hinter dem A/D-Wandler
zu benutzen (Abbildung 1.2(a)). Dadurch kénnen eventuell sogar geringere
Anforderungen an den A/D-Wandler gestellt werden, weil er dann nur noch
eine geringere Bandbreite zu verarbeiten hat.

A D

digitaler embedded

D Filter system A

(a) digitaler Filter hinter A /D-Wandler

A D

analoger embedded

Filter D system A

(b) analoger Filter vor A/D-Wandler

Abbildung 1.2: Varianten zur Signalvorverarbeitung

Um solche Freiheitsgrade ausnutzen zu konnen, ist es sinnvoll, den Entwurf
analog/digitaler Systeme (hybrider Systeme) innerhalb einer Methodik zu-
sammenzufassen. Dies hat die Vorteile, dafl eine Untersuchung des gesamten
zur Verfiigung stehenden Entwurfsraums moglich wird, und etwaige Neben-
bedingungen (verfiigbare Chipfliche, maximale Verzogerungszeit, ... ) ge-
meinsam verwaltet werden konnen.

Eine solche Top-Down Entwurfsmethodik fiir hybride Systeme wird in [16]
vorgeschlagen. Die Spezifikation wird hierbei auf einen hybriden Daten-
fluBgraphen (HDFG) abgebildet und durch ein Blockschaltbild représentiert
(siehe hierfiir z. B. [17]). Aufgrund der speziellen Eigenschaften des HDFG
ist es moglich, die jeweiligen Zugehorigkeiten zu einer Zeitmodelldoméne
innerhalb der einzelnen Blocke festzuhalten.

Um fiir die einzelnen Blocke verschiedene Implementierungen in unterschied-
lichen Zeitmodelldoménen zur Verfiigung stellen zu kénnen, wird in [19] das
Modell des Systemgraphen vorgestellt. Mit diesem Modell wird es moglich,
verschiedene Implementierungen beziiglich ihrer Eigenschaften (Flichenbe-
darf, Signallaufzeit, ... ) zu bewerten und miteinander zu vergleichen.

Das Ziel dieser Diplom-Arbeit ist, zu untersuchen, ob und welche Optimie-
rungsverfahren anwendbar sind, um das sich aus dem Systemgraphen-Modell
ergebende Optimierungsproblem zu 16sen. Da das Modell viele Aspekte der
Realitat aufgrund ihrer Komplexitit nicht beriicksichtigen kann, ist die Op-
timalitét einer Implementierung natiirlich auf das Modell zu beziehen und
nicht auf die Realitét.



Das bedeutet zwar, da ein Optimierungsergebnis nicht zwangsldufig die
optimale reale Implementierung ergibt, aber die systematische Untersuchung
der Implementierungsalternativen wird im allgemeinen ein besseres Ergebnis
erzielen als der intuitive manuelle Entwurf.

Die vorliegende Arbeit besteht aus einem theoretischen und einem prakti-
schen Teil. In Kapitel 2 wird das in [19] vorgeschlagene Modell fiir hybride
Systeme vorgestellt, erweitert und diskutiert.

Anschlielend wird die Komplexitidt des Optimierungsproblems aufgezeigt,
indem die N'P-Vollstindigkeit (Kapitel 3) und die Nicht-Approximierbarkeit
(Kapitel 4) bewiesen werden. Aufgrund dieser Ergebnisse steht fest, daf es
weder einen effizienten (d.h. polynomiellen) Optimierungsalgorithmus fiir
das Problem gibt, noch einen polynomiellen Approximationsalgorithmus mit
konstanter Approximationsgarantie — sofern P # NP. Schliefilich wird
in Kapitel 5 gezeigt, dal es sich bei dem in [19] vorgeschlagenen Modell
fiir hybride Systeme offensichtlich um ein v6llig neues graphentheoretisches
Problem handelt, fiir das bisher noch keine Losungsverfahren untersucht
worden sind.

Nach diesen theoretischen Ergebnissen werden im praktischen Teil verschie-
dene Optimierungsverfahren hinsichtlich ihrer Eignung betrachtet und an
das vorliegende Problem angepaft. Nach einem einleitenden Kapitel wer-
den in den Kapiteln 7, 8 und 9 exakte Optimierungsverfahren (Lineares
Programmieren, Branch & Bound und Dynamisches Programmieren) vorge-
stellt. Alle drei Verfahren bené6tigen zur Optimierung allgemeiner Systeme
exponentielle Zeit. In Kapitel 9 wird jedoch gezeigt, dafl sich spezielle Klas-
sen von hybriden Systemen mittels dynamischer Programmierung in poly-
nomieller Zeit exakt optimieren lassen.

AnschlieBend werden in den Kapiteln 10-13 die Meta-Heuristiken Simulated
Annealing, Tabu Search und Genetische Algorithmen an das Problem ange-
paBt und Greedy-Algorithmen zum Finden einer ,guten“ Implementierung
vorgestellt.

Alle diese Verfahren sind Einzelziel-Optimierungsalgorithmen, sie verglei-
chen die moglichen Implementierungen also nur beziiglich eines Optimie-
rungskriteriums (z. B. Flichenbedarf oder Verzogerungszeit). Haufig wird
jedoch ein Kompromify zwischen mehreren Optimierungszielen benétigt.

Zum Schluf} dieser Arbeit werden deshalb Methoden vorgestellt, die einen
geeigneten Kompromify zwischen den verschiedenen Optimierungszielen su-
chen und entsprechende System-Implementierungen liefern.

Eine abschlieflende Zusammenfassung der Arbeit findet sich in Kapitel 15.

Hier werden auch einige Hinweise zu vorhandener Optimierungs-Software
gegeben.
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Kapitel 2

Ein Modell fiir hybride
Systeme

2.1 Grundlegende Begriffe

Der Begriff des Systems ist je nach Betrachtungsweise (z.B. Wirtschaft,
Recht, Politik, Philosophie) mit sehr unterschiedlichen Bedeutungen belegt.
Im Bereich der Elektrotechnik wird ein System folgendermaflen definiert:

Definition 2.1. Ein System ist ein an der Wirklichkeit orientiertes mathe-
matisches Modell einer (meist technischen) komplexen Anordnung, das zur
Beschreibung des Ubertragungsverhaltens geeignet ist, also eine mathema-

tisch eindeutige Zuordnung eines Ausgangssignales zu einem Eingangssignal
gibt [28].

Das Modell dient auch zur Abstraktion der Wirklichkeit, indem man un-
wichtigere Eigenschaften der Realitéit nicht in das Modell mit einbindet, um
die Komplexitdt moglichst klein zu halten.

Definition 2.2. Unter einer Spezifikation versteht man die Beschreibung
der Funktionalitit (d.h. das Verhalten) eines Systems [17].

Die Spezifikation beschreibt also, wie sich das System verhalten soll. Da-
runter gehoren zum Beispiel

e Festlegung der Ein-/Ausgangs-Signale und deren zeitliche Relationen

e Leistungsdaten des Systems und der Ein-/Ausgangs-Signale.

Allerdings beschreibt die Spezifikation insbesondere nicht, wie das System
aufgebaut ist [4].



6 Ein Modell fiir hybride Systeme

Bei der Spezifikation von Systemen kann man je nach Problemstellung un-
terschiedliche Modelle benutzen. Zum Beispiel wird man die Ubertragungs-
funktion einer analogen Schaltung mit Differentialgleichungen beschreiben,
wéihrend dieses Modell digitale Schaltungen nicht beschreiben kann, weil sie
ein nicht-stetiges Ubertragungsverhalten haben. Stattdessen wird man eher
einen endlichen Automaten o. d. als Modell zur Spezifikation benutzen.

Héaufig ist ein System aber so komplex, daf3 es sich nicht mit Hilfe eines einzi-
gen Modells spezifizieren 148t. Dann mufl das System in Teilsysteme unter-
schiedlicher Modelle unterteilt werden. Diese werden anschlieend separat
spezifiziert, optimiert und implementiert. Solch ein System wird heterogenes
System genannt.

Diese Methode liefert jedoch i.a. kein optimales Ergebnis, da man das Sy-
stem nicht als Ganzes betrachtet, sondern in Teilprobleme gleicher Modell-
klassen zerlegt. Wenn man die verschiedenen Modelle miteinander kop-
pelt und Teilsysteme in verschiedenen Modellen spezifiziert, gemeinsam op-
timiert und implementiert, wird man mit besseren Ergebnissen rechnen
konnen. Solche Systeme nennt man hybride Systeme.

2.2 Zeitmodelldoménen
Hybride Systeme lassen sich in drei Zeitmodelldomdnen unterteilen [19]:

e zeitkontinuierliche Domdne (DESS)
e zeitdiskrete Domdne (DTSS)

e creignisdiskrete Domdne (DEVS)

Die Sperzifikation eines zeitkontinuierlichen Systemteils 148t sich durch Dif-
ferentialgleichungen beschreiben (DESS, Differential Equation Specified Sy-
stem). Dies ist ein geeignetes Modell, um analoge Komponenten zu spezifi-
zieren.

In einem zeitdiskreten Systemteil treten Signalinderungen an Ein- und Aus-
giangen ausschlieBlich zu diskreten, dquidistanten Zeitpunkten auf (DTSS,
Discrete Time Specified System). Dies ist zum Beispiel bei SC- (Switched
Capacitors) und Abtast-Systemen der Fall.

In einem ereignisdiskreten System treten Signalinderungen am Eingang zu
beliebigen Zeitpunkten auf, werden jedoch nur zu diskreten, ereignisabhéngi-
gen Zeitpunkten (z. B. bei Uberschreitung eines Schwellwertes am Eingang)
verarbeitet (DEVS, Discrete Event Specified System). Die Ausgangssignale
dndern sich entsprechend auch nur zu diesen Zeitpunkten. In diese System-
klasse fallen z. B. Mealy- oder Moore-Automaten.
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Die einzelnen Modelle zur Spezifikation des Systems enthalten zwar zwangs-
laufig Strukturinformationen (und insbesondere die Zeitmodelldoméne des
Modells), diese legen aber noch nicht die endgiiltige Zeitmodelldomine der
Teilsysteme fest. Diese initiale Unterteilung entspricht dem heterogenen
System und wird i. a. suboptimal sein. Aufgrund der ,iiberschiissigen® In-
formationen spricht man von einer Uberspezifikation.

2.3 Partitionierung hybrider Systeme

Aufgabe des Schaltungsentwurfs ist es, eine Systemspezifikation in eine iiber-
priifbare, korrekte Implementierung umzusetzen [11]. Dabei wird aus der
Systemspezifikation ein Blockschaltbild der beteiligten Systemkomponenten
erzeugt. Dies entspricht im Y-Diagramm nach Gajski (siehe hierfiir z. B.
[11, 4]) dem Ubergang von der System-Ebene der Verhaltensdomiine zur
Schaltungs-Ebene der Strukturdomiine (Abbildung 2.1, Ubergiéinge 0 und
0). Durch den Ubergang von der Verhaltensdomine zur Strukturdoméine O
wird fiir jeden Block auch die Zeitmodelldoméne festgesetzt.

System-Ebene
Architektur-Ebene
Schaltungs-Ebene
Bauelemente-Ebene

Geometrie

Abbildung 2.1: Einordnung des Entwurfs hybrider Systeme im Y-Diagramm

Ziel ist es nun, den einzelnen Systemkomponenten (auch Blocke genannt)
Implementierungen zuzuordnen, die mit entsprechenden Werkzeugen spéter
weiterbearbeitet werden konnen. Diese zugeordneten Implementierungen
der Blocke sind jedoch keineswegs eindeutig festgelegt, sondern es wird
im allgemeinen verschiedene Implementierungsmoglichkeiten, auch in un-
terschiedlichen Zeitmodelldoménen, geben.

Es ist aber andererseits auch nicht gesagt, daf§ alle moglichen Implemen-
tierungen genutzt werden diirfen. Dies kann z. B. firmenpolitische Griinde
haben (Bauteil nicht lieferbar, keine Vertrige mit dem Hersteller, zu teuer,
Aus den verschiedenen Implementierungen der Blocke lassen sich nun wie-
derum die entsprechenden nichitfunktionalen Figenschaften extrahieren. Das
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entspricht im Y-Diagramm dem Ubergang von der Bauelemente-Ebene der
Geometriedoméne zur Schaltungs-Ebene der Strukturdoméne (siehe Abbil-
dung 2.1, Ubergéinge 0 und 0O).
Nichtfunktionale Eigenschaften sind zum Beispiel:

e Flichenbedarf

e Leistungsverbrauch

e Geschwindigkeit / Verzogerungszeit

Fertigungskosten
e Chipausbeute
e Genauigkeit

Die Auswahl der Implementierungen aller Systemkomponenten findet also
sowohl in der Systemebene als auch in der Schaltungsebene statt. Und zwar
wird in der Systemebene (wihrend des Schrittes ) die Zeitmodelldoméne
der Systemkomponenten ausgewéhlt, wihrend die Auswahl der geeigneten
Implementierungen der Blocke (fiir die gewéhlten Zeitmodelldoménen) in
der Schaltungsebene (an dem Schnittpunkt der Schritte 0 und O) stattfin-
det. Um die groBtmoglichen Freiheitsgrade bei der Wahl der Implementie-
rung eines Blocks zu erreichen, werden beide Auswahlschritte kombiniert.
Nur auf diese Weise ist es moglich, ein homogenes Modell zu erhalten.

Definition 2.3. Eine Implementierungsmdglichkeit ist die Kombination
von Zugehorigkeit zu einer Zeitmodelldoméne und einer Implementierungs-
form innerhalb dieser Zeitmodelldoméne [19].

Unter einer Implementierungsmoglichkeit versteht man also eine mdégliche,
d.h. erlaubte Implementierung eines Blocks, unabhéingig von der Zeitmo-
delldoméne.

Wenn man das System in unterschiedlichen Zeitmodelldoménen implemen-
tiert, benotigt man an den Schnittstellen noch zusitzliche Wandler, die das
Ausgangssignal eines Blocks in das kompatible Eingangssignal des Nach-
folge-Blocks transformieren. Diese Wandler besitzen natiirlich ebenfalls
nichtfunktionale Eigenschaften, vergréflern also Fléchenbedarf, Laufzeit, etc.
des Systems.

Um die Gesamt-Kosten (bzgl. einer Kostenfunktion aus den nichtfunktio-
nalen Eigenschaften) des Systems mdoglichst niedrig zu halten, ist die Ein-
teilung (d.h. die Festlegung) der Spezifikation in die verschiedenen Zeit-
modelldoméinen ein wichtiger Punkt im Systementwurf. Diese Einteilung
bezeichnet man als Partitionierung.

Definition 2.4. Eine Partition ist ein maximaler, zusammenhéngender Be-
reich des Systems, der in nur einer Zeitmodelldoméne liegt.
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2.4 Darstellung als Graph

Ein hybrides System 148t sich formal durch einen gerichteten Graphen be-
schreiben.

Bemerkung 2.1. Sei S ein durch ein Blockschaltbild dargestelltes hybrides
System. Dann existiert ein gerichteter Graph G = (V, E), dessen Knoten
b € V die jeweiligen Blocke des hybriden Systems darstellen und die Kan-
ten (b,b') € E den gerichteten Signalflu zwischen den Blocken b und ¥’
reprisentieren.

Nun miissen die Knoten mit den moglichen Implementierungen verkniipft
werden.

Definition 2.5. D := {DESS,DTSS,DEVS} ist die Menge der Zeitdomi-
nen.

Definition 2.6. L; bezeichnet die Menge der moglichen Implementierun-
gen von Block k.

Definition 2.7. Seil € L;. Dann definiert der allgemeine Block

k,l kl gkl
By, = (07, ... o5, dbt d do),, t5h)

" Yin ) Yout»

die Implementierung ! von Block k. Dabei sind

. plf ’l, ceey plﬁb’l die nichtfunktionalen Eigenschaften der Implementierung
(z. B. Chipfliche, Leistungsverbrauch, Verzégerungszeit, Genauigkeit,
. ). Die Reihenfolge 1,... ,n dieser Eigenschaften ist systemweit
festgelegt.
o gl d* "l ¢ D die Zeitmodelldomine der Implementierung ! von
' Yin » Yout
Block k (d*!), die benétigte Zeitmodelldomiine der Eingangssignale
(dlic,;l) und der Ausgangssignale (d*,).

e th! ein Zeiger auf ein (Text-)Objekt, das die Implementierung I des
Blocks k eindeutig beschreibt.

k,l k,l
din > Bk l dout}

Abbildung 2.2: Allgemeiner Block k£ mit Implementierung [
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Im allgemeinen wird zwar d¥! = df,’bl = d’;it gelten, das ist aber nicht not-
wendig und fiir die Optimierungsalgorithmen auch unerheblich.

In t*! befindet sich ein Verweis auf die exakte Schaltungsimplementierung
der Implementierung ! von Block k. Die Implementierung selbst wird bei
der Optimierung nicht bené6tigt. Daher mufl die Datenstruktur hier nicht
ndher betrachtet werden.

Fiir jeden Block k gibt es also |Lg| verschiedene Implementierungen. Wenn
man diese zu einer Menge By, aller Implementierungsmoglichkeiten von Block
k zusammenfaft, liegt folgende Definition des Dimensionsbegriffs nahe:

Definition 2.8. dim By := |Lg|

2.5 Ein-/Ausgabe-Blocke

Jedes nicht-abgeschlossene System mufl mit seiner Umgebung in Kontakt
treten, also Eingabe-Signale empfangen und Ausgabe-Signale abgeben kon-
nen. Wiirde man die Ein-/Ausgabe-Signale im Graphen nur durch Kanten
realisieren, wiirden die Ein- und Ausgabe-Kanten an einem Ende keinen
Knoten besitzen. Das Blockschaltbild wére also nicht mehr durch einen
Graphen darstellbar.

Daher werden Eingabe- bzw. Ausgabeblécke in den Graphen eingefiigt, die
die Schnittstelle zur Umwelt symbolisieren.

Definition 2.9. Ein Ein-/Ausgabe-Block By ist ein Block, der

e keine Funktionalitat,
e nur Ausgangskanten (gilt nur fiir Eingabe-Blocke),
e genau eine Eingangskante (gilt nur fiir Ausgabe-Blocke) und

e nur eine Implementierungsmoglichkeit
besitzt.

Die Einschrankung auf eine Implementierungsmoglichkeit garantiert, daf ein
Ein-/Ausgabe-Block nur einer einzigen Zeitmodelldoméne angehéren kann.
Dadurch ergeben die Ein-/Ausgabe-Blocke eine definierte Schnittstelle zur
Umwelt des Systems.

Zur Unterscheidung der Ein-/Ausgabe-Blocke von den allgemeinen Blécken
werden sie durch Kreise symbolisiert (siche Abbildung 2.3).

Da die Ein-/Ausgabe-Blocke einen Spezialfall der Blocke darstellen, bezeich-
net im folgenden, sofern nicht gesondert erwihnt, der Begriff Block ebenfalls
die Ein-/Ausgabe-Blocke.
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(a) Eingabe-Block (b) Ausgabe-Block
Abbildung 2.3: Ein-/Ausgabe-Block

2.6 Wandlerblocke

Der Signalfluf} zwischen zwei Blocken 4, j € V wird durch die Kante (4,j) € E
reprasentiert. Je nach Implementierung Il; € L;, [; € L; der beiden Blocke
kann der Signaltyp des Ausgangs vom Quellblock B;;; inkompatibel zum
Signaltyp des Eingangs vom Zielblock Bj;;. sein. Formal

.’l' ]7l
dLmZt 7é din] -

Deshalb ist es notwendig, in solchen Féllen geeignete Wandler zwischen den
beiden Blocken ¢ und j einzufiigen. Da die Wandler ebenso wie normale
Blocke ein Subsystem darstellen, sind sie auch bewertbar beziiglich ihrer
nichtfunktionalen Eigenschaften. Somit verdndert die Existenz der Wandler
die Eigenschaften des Gesamtsystems. Deshalb ist die Verschiebung der
Partitionsgrenzen und die Minimierung der Wandler ein wichtiges Kriterium
zur Optimierung.

Der Wandlerblock wird genauso wie der normale Block definiert.

Definition 2.10. Sei (i,j) € E und | € L(; ;). Dann bezeichnet B; ;); den
allgemeinen Wandlerblock zwischen den Blocken ¢ und j mit der Implemen-

tierung [.

Abbildung 2.4: Wandler zwischen Block ¢ und j

Da ein Wandler selbst keiner Zeitmodelldoméine zugeordnet werden kann,
wird die Zeitmodelldoméne des Wandlers auf eine virtuelle Wandler-Do-
méne

dd .— CONV Vi e L )

gesetzt.
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dgi’j)’l und d(oiiﬁ)’l beschreiben weiterhin die Zeitmodelldoménen der Ein-

gangs- bzw. Ausgangs-Signale und sind Elemente aus D.

Somit kann man die Wandlerblocke als speziellen Block

B( R ((pgzz.]),l’ . ’pgi,j),l)’ CONV, d(zy.])’l d(za]),l’ t(l,j),l)

B3)d in 2 %out

auffassen.

Da ein Wandlerblock nur einen Eingang und einen Ausgang besitzt, kann
man ihn mit der Kante des Graphen identifizieren, deren beide Knoten (bzw.
Blocke) er verbindet.

Um nicht zwischen Kanten mit und ohne Wandlerblock unterscheiden zu
miissen, wird generell zwischen zwei durch einen Signalflufl verbundenen
Blocken ¢ und j ein Wandlerblock (i,7) eingefiigt. Auflerdem wird damit
die Gesamtzahl der Blécke konstant gehalten, was die Software-Implemen-
tierung des Modells vereinfacht. Das Einfiigen der zusétzlichen Wandler-
blocke ist unkritisch, da man fiir die Wandler, deren Ein- und Ausgang der
gleichen Zeitmodelldoméne angehéren, , kostenneutrale“ Implementierungen
zur Verfiigung stellen kann.

B j)orss = ((NULL,... ,NULL), CONV,DTSS, DTSS, NULL)
B(; j)pess = ((NULL, ... ,NULL), CONV, DESS, DESS, NULL)

J
B(; j),pevs == ((NULL,... ,NULL), CONV,DEVS, DEVS, NULL)

Dabei stellt NULL den jeweils entsprechenden Wert dar, so dafl sich der
Wandlerblock bei der System-Bewertung neutral verhilt. Im allgemeinen
wird NULL auf 0 (bzw. bedeutungsiquivalent) gesetzt.

Um einen Block deutlicher von einem Wandlerblock zu unterscheiden, wird
er hiufig auch Funktionsblock genannt. Unter diesem Begriff werden auch
die Ein-/Ausgabe-Blocke verstanden, da diese lediglich ausgezeichnete Blok-
ke sind.

Definition 2.11. Der Vektor aller Mengen By (k € V U E) wird mit B
bezeichnet.

Definition 2.12. Das Tupel & := (G, B) wird als Systemgraph bezeichnet.

2.7 Bewertbare Eigenschaften

Wie in Kapitel 2.3 bereits erwéhnt, kann man aus den verschiedenen Im-
plementierungsméglichkeiten die nichtfunktionalen Eigenschaften, wie z. B.
Flédche oder Leistungsverbrauch, bestimmen. Die nichtfunktionalen Eigen-
schaften werden auch als Kosten bezeichnet.



2.7. Bewertbare Eigenschaften 13

\
Bs —Be)
R

Abbildung 2.5: Beispiel fiir einen Systemgraphen

Bs

By

Die Eigenschaften, bzgl. denen optimiert werden soll, sind aus den Imple-
mentierungsmoglichkeiten aller Blécke und Wandler zu extrahieren und dem
entsprechenden Vektor (pi,...,p,) systemweit in eindeutiger Reihenfolge
zuzuordnen. Daher kommen fiir die Bewertung nur Eigenschaften in Frage,
die sich aus allen Implementierungsmoglichkeiten aller Blocke extrahieren
lassen. Dies sind zum Beispiel

p1: bendtigte Chipfliche
pa: Verzdgerungszeit
ps: Leistungsverbrauch
ps: Genauigkeit

ps: Fertigungskosten

pg: Chipausbeute

Ziel ist es nun, die Implementierungen fiir die einzelnen Funktions- und
Wandler-Blocke so festzulegen, dafl das Gesamt-System beziiglich der ge-
wiinschten Kriterien optimal ist. Dazu gehort iiblicherweise auch, dafl das
System bestimmte Grenzwerte (z. B. maximale zur Verfiigung stehende Fli-
che, maximal erlaubter Leistungsverbrauch) nicht iiberschreiten darf.

Um die Darstellung iibersichtlicher zu gestalten, beschreibe [ den Vektor der
Implementierungen aller Funktions- und Wandler-Blécke.

Definition 2.13.

Li= Ly, X ... X Ly X Ley X ... X L

[ .= (lb1"" ’lb\vl’lel"" ’le|E|) €l

B

Die Bewertung des Gesamtsystems aufgrund der einzelnen Blocke ist je nach
betrachteter nichtfunktionaler Eigenschaft recht unterschiedlich. Die folgen-
den Berechnungsfunktionen sind nur als einfache Beispiele zu verstehen. Ei-
ne genauere Berechnung der Systemeigenschaften fithrt im allgemeinen zu
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komplexeren Funktionen, die aber eine Optimierung deutlich aufwendiger
werden lassen.

Die Chipfliche verhilt sich additiv, d.h. die Gesamtchipfliche berechnet
sich als Summe der Fliche aller Blocke. Das gleiche gilt auch fiir den Lei-
stungsverbrauch und die Fertigungskosten.

P = Yo pb Y p e

kev (4,5)€E

'5 j 5l 7,7

Py = Yo g+ S0
keV (i,5)€E

‘5 j 5l 7,7

i) = Yo gkt 30 e
kev (i,j)EE

Die Ausbeute verhilt sich hingegen multiplikativ, wenn man davon ausgeht,
daB die Fehlerwahrscheinlichkeiten unabhingig voneinander sind. Daher
muf fiir die kostenneutralen Wandlerblocke p((;’J Moy gelten, damit sie sich
in der Kostenberechnung tatsichlich neutral verhalten.

"' 1l %)
Ps(l) := leg’lk' H pé”) @9

kev (i,))EE

Noch aufwendiger ist die Berechnung der Gesamt- Verzogerungszeit, da diese
durch den kritischen Pfad durch die einzelnen Blécke bestimmt ist, also kein
lineares Verhalten aufweist, sondern neben den einzelnen Block-Verzoge-
rungszeiten von der Graphen-Struktur abhingt.

— kg (4:9):1(i.5)
Py(l) := Jhax Z Pyt + Z Dy
k (4:,3)EX

a%
FjeVi(k,5)EAV(f,k)EX

Die Genauigkeit eines Systems hingt von der System-Struktur und von der
Funktionalitit der einzelnen Blécke ab. Daher 148t sich fiir die Genauigkeit
keine allgemeine Funktion angeben.

2.8 Beurteilung des Modells

Es stellt sich die Frage, wie genau das Modell die Realitit abbildet.

Diese Fragestellung 148t sich in verschiedene Aspekte unterteilen:

e Wie genau sind die Daten, die man aus der Realitit bzw. Simulation
erhélt?
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e Wie gut lassen sich die Daten auf das Modell iibertragen?
e Wie stark schrinkt das Modell den Entwurfsraum ein?

e Wie weit ist die optimale reale Implementierung von der optimalen
Implementierung im Modell entfernt?

2.8.1 Abbildung der Spezifikation

Als erster Schritt mufl die Spezifikation in Blocke unterteilt werden, die
spéter separat synthetisiert werden. Da, diese Block-Aufteilung verwendet
wird, um den Graphen zu erzeugen, sollte man bereits vor der Synthese ein
besonderes Augenmerk auf die Aufteilung der Blécke haben. Dies ist kein
einfaches Problem, da zu diesem Zeitpunkt, aufler der Verhaltensbeschrei-
bung, keine weiteren Informationen vorliegen.

Neben dem Problem der ungliicklich gewéhlten Block-Grenzen ergibt sich
aber noch ein weiteres Problem bei der Abbildung der Spezifikation in die
Funktionsblécke. Enthalten die Blécke zuviel Funktionalitit, d.h. sind sie
zu grof, dann besitzt die Optimierung nicht geniigend Freiheitsgrade, da
vielleicht eine Partitionierung innerhalb eines Blocks kostengiinstiger wéire.
Sind die Blocke andererseits zu klein, dann existieren zum einen extrem
viele Kanten (also Interconnect-Leitungen), die in den Gesamtkosten nicht
beriicksichtigt werden (siehe auch weiter unten), zum anderen wird der
Graph sehr grof, was den Optimierungsaufwand drastisch erhéht. Daher
ist der Abbildungsschritt sehr sorgfiltig auszufithren. Eventuell ist es auch
sinnvoll, diesen mehrfach auszufithren und die Optimierungsergebnisse mit-
einander zu vergleichen.

2.8.2 Genauigkeit der nichtfunktionalen Eigenschaften

Die Eigenschaften der Blocke miissen aus den verschiedenen Implementie-
rungen bestimmt werden. Dies ist jedoch keine einfache Aufgabe, und sollte
zudem noch moglichst genau erfolgen, da die Werte der nichtfunktionalen
Eigenschaften die Grundlage der Optimierung darstellen. Sind diese Wer-
te ungenau, liegen die Kosten der berechneten optimalen Implementierung
zwar in der Nidhe der Kosten der wahren optimalen Implementierung, aber
das Ergebnis kann grundsitzlich nur so gut sein, wie die extrahierten Eigen-
schaftswerte. Andererseits ist es fiir die exakte Extraktion der Eigenschaften
notwendig, die Blécke bis zu einer sehr niedrigen Ebene zu implementieren.
Dies ist jedoch extrem zeitaufwendig und daher nicht praktikabel. Deshalb
ist es wichtig, einen geeigneten Kompromif} zwischen Genauigkeit und Zeit-
aufwand zu finden.

Zusétzlich zu den Implementierungen der einzelnen Blocke benotigt man fiir
die exakte Extraktion der Eigenschaften noch zusétzliche Informationen, die
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sich erst durch die Betrachtung der fertigen Schaltung ergeben.

Zum Beispiel 148t sich die Verzogerungszeit des clock-Signals (durch Signal-
laufzeit auf der Leitung) erst abschétzen, wenn die Schaltung komplett ge-
routet ist. Die Differenz der clock-Signal-Ankunftszeit zwischen zwei be-
nachbarten Blocken (clock-skew) ist aber notwendig, um die Verzogerungs-
zeit eines Blocks in DTSS besser abschitzen zu konnen. AuBerdem benétigt
die Taktleitung eine gewisse, von der Leitungsldnge abhingige Fliche. Diese
kann man aber auch nicht a priori berechnen, da

1. die Schaltung noch nicht geroutet ist, und

2. Teile der Leitung von mehreren Blécken verwendet werden koénnten,
also nicht jedem Block komplett aufgeschlagen werden diirfen.

Genau wie bei den Funktionsblocken, kénnen auch bei den Wandlerbl6cken
die Leitungslaufzeiten, sowie die Leitungsfliche nicht richtig abgeschéitzt
werden, solange die Schaltung nicht geroutet ist.

Mogliche Toleranzen der nichtfunktionalen Eigenschaften werden nicht be-
riicksichtigt, um das System nicht zusétzlich zu verkomplizieren. Aufler-
dem lieflen sich die Toleranzen in der Kostenfunktion u.U. nicht geeignet
handhaben. Stattdessen sollte man Toleranzen als ungenaue Extraktion der
nichtfunktionalen Figenschaften auffassen, denn im allgemeinen wird die
Verfilschung durch die Toleranzen deutlich geringer ausfallen als durch die
Extraktion.

2.8.3 Einschrinkung des Entwurfsraums durch das Modell

Das Modell selbst schrankt den Entwurfsraum ein. Und zwar miissen alle
Eingangs- bzw. Ausgangssignale eines Blocks die gleiche Zeitmodelldoméne
besitzen. Ein Block mit Ausgingen in zwei verschiedenen Zeitmodelldo-
ménen kann nachgebildet werden, indem man ihn dupliziert — die beiden
Blocke besitzen dann jeweils nur Ausgénge in einer Zeitmodelldoméine (siehe
auch Abbildung 2.6). Allerdings werden die Kosten auf diese Weise im
schlechtesten Fall verdoppelt.

Blocke mit Eingéngen unterschiedlicher Zeitmodelldoménen lassen sich nicht
so einfach ersetzen. Sie miissen schon beim Entwurf entsprechend spezifiziert
werden, d.h. in die Implementierung des Blocks miissen bereits Wandler
eingebaut werden (Abbildung 2.7). Auch dadurch erhhen sich die Kosten
unnotigerweise.

Eine weitere Einschrinkung ergibt sich durch die Modellierung als Graph:
Angenommen mit dem Ausgang von Block b seien zwei Blocke b’ und b”
verbunden (Abbildung 2.8(a)) , und die Blocke ¥, b besitzen in der opti-
malen Implementierung gleiche Zeitmodelldoménen, aber unterschiedlich zu
der von b. Somit wiirde ein Wandler von b zu &' und b” benétigt werden.
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(a) urspriingliche Spezifikation
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(b) modifizierte Spezifikation

Abbildung 2.6: Modellierung von Blocken mit verschiedenen Ausgangs-Zeit-
modelldominen

Da die Wandler in dem Modell jedoch als Kanten interpretiert werden, wer-
den also zwei Wandlerblocke benotigt (Abbildung 2.8(b)). Dies vergrofiert
natiirlich wiederum die Kosten des Optimierungsergebnisses.

Auch hier ist es moglich, eine bessere Losung zu konstruieren, indem man
zwischen b und b' bzw. b” einen Dummy-Block d ohne Kosten einfiigt. Somit
wird in diesem Fall ein optimales Ergebnis erzielt, indem man den Wandler
zwischen b und d einfiigt, anstatt zwischen d und b, sowie d und b” (Abbil-
dung 2.8(c)). Dieser Trick ist allerdings als Standardmethode nicht sinnvoll,
da die Komplexitit des Graphen dadurch deutlich erh6ht wird.

2.8.4 Gesamtbeurteilung

Das Hauptproblem ist die optimale Abbildung der Spezifikation auf die
Blocke, die aber erst auf der Schaltungsebene optimal durchfithrbar ist. Es
ist allerdings gar nicht gewollt, auf eine so niedrige Ebene herunterzugehen
— vielmehr ist es das Ziel, auf moglichst hohem Abstraktionsniveau zu ar-
beiten. Nur dadurch kann man die Komplexitit des Optimierungsproblems
und des gesamten gemischt analog/digitalen Schaltungsentwurfs in realisti-
schen Grenzen halten.

Die Kosten fiir die Interconnect-Leitungen zwischen den Blocken und Wand-
lern werden in dem Modell nicht beriicksichtigt. Dies ist aber durchaus
iblich: In den heutzutage verfiigharen Optimierungs-Werkzeugen werden
ebenfalls nur die Kosten fiir die aktiven Bauteile optimiert und die Lei-
tungskosten nicht beriicksichtigt. Dadurch lassen sich zwar die Gesamt-



18 Ein Modell fiir hybride Systeme
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(b) modifizierte Spezifikation

Abbildung 2.7: Modellierung von Blocken mit verschiedenen Eingangs-Zeit-
modelldoménen

kosten nicht exakt berechnen, jedoch kann man davon ausgehen, dafl eine
optimale Implementierung im Modell auch einer optimalen Implementierung
unter Beriicksichtigung der Signalleitungs-Kosten entspricht.

Durch die in Kapitel 2.8.3 beschriebenen Einschriankungen des Entwurfs-
raums wird das Optimierungsergebnis im Vergleich zum tatséchlichen Op-
timum nochmals verschlechtert.

Auf diese Weise kann man zwar beliebig schlechte Ergebnisse erzielen, in
praktischen Anwendungen wird man im allgemeinen aber relativ realistische
Ergebnisse erreichen. Dies miifite jedoch mit reprisentativen Benchmarks
iiberpriift werden.

2.9 Formalisierung des Modells

Um die Komplexitét des Modells einschitzen zu kénnen, mufl das Problem
zuerst entsprechend formalisiert werden.

Das eben erzeugte Modell zur méglichst kostengiinstigen Partitionierung hy-
brider Systeme, 148t sich in zwei Teilschritten folgendermaflen formalisieren:
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Bbl >

> Bb B(b,bl)

Bbu >

(a) urspriingliche Spezifikation

(c) evtl. optimal implementierbare Spezifikation (d ist neutraler Funkti-
onsblock, die Wandler (d,d’) und (d,b") sind Kopien der Wandler (b,%'),
bzw. (b,0"))

Abbildung 2.8: Spezifikation mehrfach nutzbarer Wandlerblécke

Definition 2.14.
PART := {6 = (G,%)| Jel: dz;f;; — dg:i’w)vl(v,w) A
d(’U,’w),l(v,w) _ dq;n,lw Vv, w) € E}

out

PART ist also die Menge aller Systemgraphen fiir die eine Implementierung
existiert. Das Problem der Entscheidung, ob ein Systemgraph & in PART
enthalten ist (& € PART) oder nicht (& ¢ PART) wird Sprachenproblem
genannt. Mit polynomial vielen Abfragen des Sprachenproblems PART 148t
sich fiir einen Systemgraphen & € PART eine giiltige Implementierung be-
rechnen, indem man Schritt fiir Schritt die Implementierungsmoglichkeiten
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der Blocke einschrinkt und iiberpriift, ob dieser neue Systemgraph noch
immer zu der Sprache PART gehort.

Es ist aber mit dem Sprachenproblem nicht méglich, eine nach bestimmten
Gesichtspunkten optimale Implementierung fiir einen Systemgraphen zu er-
halten. Erst das Optimierungsproblem gibt Auskunft, welche der moglichen
Implementierungen die giinstigste beziiglich einer Kostenfunktion ist.

Definition 2.15. Sei ein Systemgraph & € PART gegeben, sowie ein in
Polynomialzeit berechenbares Mafl

m:I3xI1—R

(% bezeichne die Menge aller Systemgraphen & € PART und 1 die Menge
aller moglichen Implementierungen (Def. 2.13). Dann bezeichnet

PART?}'(8) = min{m(G, D] tel, diy = do e A

out 3

out

W) _ d¥t V(v w) € E}

das Optimierungsproblem von PART.

PARTSP*(G) ergibt also die Kosten der beziiglich der Kostenfunktion m op-
timalen Implementierung. Da |1| endlich ist, existiert das zu berechnende
Minimum, sofern 1 # ( (da dann inf = min). Falls die Implementierungs-
kosten maximiert werden sollen, ist dies durch Invertierung von m moéglich
(wg. —maxz = min—z). Aufgrund dieser Tatsache wird in den folgenden
Kapiteln angenommen, dafl die Kosten zu minimieren sind.

Wenn eine Aussage unabhingig von der Kostenfunktion m gilt, bzw. das
Optimierungsproblem ohne eine spezielle Kostenfunktion bezeichnet werden
soll, entfillt im folgenden das m in der Bezeichnung, und das Optimierungs-
problem wird im allgemeinen nur mit PART°P® bezeichnet.

Analog zum Sprachenproblem 138t sich auch fiir das Optimierungsproblem
eine optimale Implementierung mit Hilfe von polynomiell vielen Abfragen
des Optimierungsproblems errechnen, indem die Implementierungsméglich-
keiten der Blocke systematisch eingeschrinkt werden, und man iiberpriift, ob
die minimalen Kosten fiir den eingeschréinkten Systemgraphen zu denen des
urspriinglichen Systemgraphen gleich bleiben oder sich vergréflern. Sollten
die minimalen Kosten gréfler werden, dann kann diese Block-Implementie-
rung nicht in der optimalen System-Implementierung enthalten sein.



Kapitel 3

NP-Vollstiandigkeit

In diesem Kapitel wird gezeigt, da8 PART N 'P-vollstindig ist. Das be-
deutet, daf} es keinen Polynomialzeit-Algorithmus gibt, der entscheidet, ob
ein Systemgraph G implementierbar ist oder nicht (sofern P # NP). Dies
erscheint irrelevant, da aufgrund der Uberspezifikation bekannt ist, daB ei-
ne Implementierung fiir G existiert. Auflerdem lautet die eigentliche Frage
nicht, ob iiberhaupt eine Implementierung existiert, sondern welches die op-
timale Implementierung ist.

Die beiden Probleme sind aber durchaus miteinander verwandt. So ist es
nicht méglich, da$ PART®P® ein leichteres Problem darstellt als PART, denn
falls PART®P' die Kosten einer optimalen Implementierung liefert, dann ist
G zwangslidufig implementierbar, also in PART enthalten. Wenn anderer-
seits PART®P' keine optimale Implementierung findet, heifit dies automa-
tisch, daB3 & nicht implementierbar ist, also nicht in PART enthalten ist.

Das bedeutet somit, da PART°P* ein N'P-vollstindiges Optimierungspro-
blem sein muf}, wenn PART N P-vollstindig ist, da es nicht leichter 16sbar
sein kann als PART (siehe dazu auch [15]).

Auflerdem ist der ,,Umweg“ iiber PART notwendig, weil der Begriff der
NP-Vollstindigkeit nur fiir Sprachenprobleme definiert ist. Wenn man also
von einem N P-vollstindigen Optimierungsproblem spricht, bedeutet das,
daf} die Sprachenversion des Optimierungsproblems N P-vollstéindig ist. Die
Sprachenversion eines Optimierungsproblems charakterisiert aber, wie schon
gesagt, die Komplexitit des Optimierungsproblems.

3.1 Theoretische Grundlagen

Es gibt verschiedene Wege, die N'P-Vollstindigkeit zu definieren (z. B. mit-
tels Existenz-Quantoren, nichtdeterministischer Turing-Maschine oder Tu-
ringmaschine mit Orakel-Band). Diese spannen aber alle die gleiche Pro-

21



22 NP-Vollstindigkeit

blemklasse auf, so dafl man fiir das hier gegebene Problem die geeignetste
Definition nutzen kann.

Definition 3.1. Eine Sprache L ist in NP enthalten (L € N'P), wenn eine
nicht-deterministische Turingmaschine in polynomieller Zeit (in Abhingig-
keit zur Eingabeldnge) entscheidet, ob eine Eingabe w in L enthalten ist,
oder nicht.

Es sind natiirlich auch in Polynomialzeit 1osbare Probleme (d.h. L € P)
in NP enthalten, da sich eine deterministische Turingmaschine durch eine
nicht-deterministische ersetzen 148t, die den Nicht-Determinismus nicht aus-
nutzt. Es konnte jedoch bisher noch nicht bewiesen werden, dal P # NP
ist. Zumindest gilt aber P C N'P.

Jedoch gibt es Sprachen in NP, die als Repriisentanten von NP angese-

hen werden kénnen. Dafiir wird aber zuerst der Begriff der polynomiellen
Reduzierbarkeit bendtigt.

Definition 3.2. Seien L; und Lo Sprachen iiber den Eingabe-Alphabeten
Y1 und ¥3. Dann heifit L; polynomiell auf Lo reduzierbar (L <, Ls),
wenn es eine von einer deterministischen Turingmaschine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : ¥7 — 35 gibt, so daf8} fiir alle Eingaben w € X}
gilt:

w € L1 < f(w) € Lo

Falls L1 <, Lo gilt, kann also L; héchstens um einen polynomiellen Faktor
schwieriger sein als Lo (weil Ly mit Hilfe von Lo und einer (relativ) einfa-
chen, turing-berechenbaren Funktion f nachgeahmt werden kann). Da die
Anti-Symmetrie nicht erfiillt ist, ist die ,, <“-Schreibweise nur symbolisch zu
verstehen und darf nicht als Ordnungsrelation aufgefait werden.

Definition 3.3. Eine Sprache L heifit N'P-hart, wenn fiir alle L' € NP
gilt: L' <, L.

Definition 3.4. Eine Sprache L heifit N"P-vollstindig, wenn L € NP und
L N'P-hart ist.

Es lassen sich also alle Sprachen aus NP auf N'P-harte bzw. N'P-vollstindi-
ge Sprache reduzieren. Und dies gilt insbesondere auch fiir N"P-vollstéindige
Sprachen.

Daher gilt folgender Satz:

Satz 3.1. Sei L; N'P-vollstindig und Ly € NP. Dann gilt

Ly <, Ly = Ly N'P-vollstindig
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Bisher wurde noch keine Aussage getroffen, ob es iiberhaupt N'P-vollstéindi-
ge Probleme gibt. Den Existenzbeweis lieferte Cook, indem er die nicht-
deterministische Turingmaschine auf eine konjunktive Normalform abbilde-
te. Fiir den Beweis sei z. B. auf [15] verwiesen.

Definition 3.5.

KNF-SAT :={f : f ist Boolesche Formel in

konjunktiver Normalform A f ist erfillbar}
Satz 3.2 (Cook, 1971). KNF-SAT ist N'P-vollstindig

Das Ziel ist es, ein N P-vollstindiges Problem auf PART zu reduzieren.
Dies wird 8-KNF-SAT sein. Dafiir mufl aber erst einmal gezeigt werden,
dal 3-KNF-SAT NP-vollstindig ist.

Definition 3.6.

3-KNF-SAT :={f: f € KNF-SAT A
jede Klausel in f besitzt genau 3 Literale}

Satz 3.3. 3-KNF-SAT ist N'P-vollstindig

Beweis. Der Beweis erfolgt durch polynomielle Reduktion von KNF-SAT

auf 3-KNF-SAT (KNF-SAT <, 8-KNF-SAT) und kann in [37] nachgelesen
werden. 0

3.2 NP-Vollstindigkeit von PART
Satz 3.4. PART ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen, dal 3-KNF-SAT <, PART — konstruieren also eine
Funktion, so daf} sich 3-KNF-SAT durch PART ausdriicken I4ft.

Die Struktur einer Booleschen Formel in 8- KNF' entspricht

F=CiA...ACp

CiZC,'IVCZ'QVCiS Vi=1,...,m

ci; €{z1,7w1,... Tn,"xn} Vi=1,...,m, j=12,3
wobei die Variablen z1, ... , z, die logischen Werte 0 und 1 annehmen diirfen.
Ziel ist es nun, die Variablen z1,... ,z, und die Klauseln C1, ... ,Cy, so auf

Funktionsbltcke eines Systemgraphen abzubilden, dal der Systemgraph ge-
nau dann implementierbar ist, wenn eine erfiillbare Belegung fiir die Formel
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f existiert. Daher wird fiir jede Variable z; und fiir jede Klausel Cj; ein
Funktionsblock erzeugt.

Wenn eine Implementierung fiir den Systemgraphen existiert, sollen die
Nummern der gewdhlten Implementierungen der Variablen-Blocke direkt
der Belegungen der Variablen entsprechen, die die Formel erfiillen. Des-
halb diirfen die Variablenblocke auch nur zwei Doménen fiir die Ausgéinge
besitzen':

Die 3 Variablen einer Klausel lassen sich auf 2% = 8 verschiedene Arten be-
legen, aber nur 22 — 1 = 7 dieser Belegungen erfiillen die Klausel. Da die
Erfiillbarkeit einer Klausel als giiltige Implementierung verschiedener Blécke
dargestellt werden soll, werden fiir jeden Klauselblock 7 verschiedene Imple-
mentierungen benétigt, die die einzelnen erfiillenden Belegungsmoglichkei-
ten der Klausel eindeutig nachahmen.

Beg = (—,—1,——) )

Be, o= (——,2,—,—)

BC¢,3 = (_a -3, -, _)
Beai=(——4,——) ¢ Vi=1,...,m
Be, 5= (—,—,5,—,—)

Be, 6 :=(——,6,—,—)
Beyri=(——7—-) )

Die achte Implementierungsméglichkeit entspriche derjenigen Belegung, die
die Klausel nicht erfiillt, und darf deshalb nicht implementierbar sein.

Nun miissen die Klausel-Blocke mit den zu der Klausel gehérenden Varia-
blen-Blocken verkniipft werden. Dies geschieht mit Wandlern, die nur die
Implementierungen der Variablen-Blocke (also Belegungen der Variablen)
zulassen, fiir die auch die entsprechenden Klauseln erfiillbar sind.

Zur besseren Anschauung sei folgendes Beispiel gegeben.

Beispiel 3.1. Sei C = z1 V =z2 V 3. Dann ergeben sich fiir C folgende
giiltige Belegungen:

!Die nichtfunktionalen Eigenschaften und die Implementierung des Blockes sind fiir
den Beweis unerheblich und werden deshalb mit — gekennzeichnet.
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—_ O Rk =k OO
SO = O = O =
—— == O = OO

Die Belegung 21 = 0,z9 = 1, z3 = 0 ist die Belegung, fiir die C' = 0 ist, also
C nicht erfiillt.

Nun lassen sich den einzelnen giiltigen Belegungen die moglichen Imple-
mentierungen der Klausel so zuordnen, dafl die sich ergebende Abbildung
bijektiv ist. Zum Beispiel:

Implementierung
1

8
_
8
I\
8
o

_ O == OO -
SO = O = O =
== O = OO
N O O W

Wenn nun fiir Block C' Implementierung 1 gewidhlt wird, dann miissen
zwangsliufig £1 = 1, z9 = 1 und z3 = 0 sein; wenn Implementierung 2
gewéhlt wird, dann miissen 1 = 0, 9 = 0 und x3 = 0 sein, usw. Dadurch
gibt es keine Moglichkeit, die Implementierung des Klauselblocks und der
zugehorigen Wandler-Blocke so zu wihlen, da8 eine nicht-erfiillende Bele-
gung von den Variablenblocken implementiert werden kann.

Die Implementierungsmoglichkeiten der Wandler-Blécke miissen dann der
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obigen Tabelle entsprechend lauten:

B0y = (——,1,1,-) B,y = (——,1,1,-)
Bg,,0)2 = (——0,2,—) Bg,,0)2 = (= —,0,2,—)
B0y = (——,0,3,—) B,y = (——1,3,-)
Bg,0)4 = (—— 1,4,-) Bz, 04 = (—,—,0,4,—)
B, ,0)5 = (——1,5,—) B0y = (——1,5,—)
Bg,,0)6 == (——,0,6,—) Bg,,0)6 = (=, —,0,6,—)
B, o) = (——1,7,-) By 0y, = (——,0,7,—)
Bzs,c)1 = (——,0,1,—)
Bsoy2 = (——,0,2,—)
Bs,oy3 = (——,1,3,—)
Bzs,cya = (——,0,4,—)
Bg;,0)5 = (——1,5,—)
Bzs,0y6 = (= —,1,6,—)
Bs,cyr = (= —1,7,-)

Eine bildliche Darstellung findet sich in Abbildung 3.1. Zur besseren Uber-
sichtlichkeit werden nur die Zeitmodell-Doménen der einzelnen Implemen-
tierungen angegeben. Weitere Informationen, wie z. B. nichtfunktionale Ei-
genschaften, sind fiir den Beweis irrelevant.

z1

Y
>—AO»—A>\—AOO>—A
O UL W N

Y
OOD—!‘OD—‘OI—‘
N U W
N O W N

ul‘\ﬁ’—‘

0
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Abbildung 3.1: Systemgraph der Klausel C = z1 V —z2 V 3
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Um zum allgemeinen Fall zuriickzukehren, miissen die Wandler-Blécke so de-
finiert werden, daf} alle Belegungen der Variablen, die die Klauseln erfiillen,
implementiert werden kénnen. Andererseits diirfen diejenigen Variablenbe-
legungen, die mindestens eine Klausel nicht erfiillen, nicht implementierbar
sein.

i,C3),l .
B(zj,Ci),l = (_a_adgi] ) ala_) Vi = 17 , 1M,

Vz; € {ciy, Ciy 5 Cin, Ciy, Cig, TCig }

(CC],Cl),l

Zur einfacheren Definition der d;, wird nach z; unterschieden.

1. zj = ¢;;: (d.h. z; ist 1. Literal in Klausel C;)

Jfarend _ [0 falls | € {2,3,6}
in |1 fallsle{1,4,5,7}

2. zj = —¢;,: (d.h. —zj ist 1. Literal in Klausel C;)

m

SO _ 0 fallsle {1,4,5,7}
1 falls I € {2,3,6)

3. zj = ¢yt (d.h. z; ist 2. Literal in Klausel C;)

@O 0 fallsle{1,3,5}
in T 1 fallsl e {2,456’7}

4. z; = —¢jy: (d.h. —z;j ist 2. Literal in Klausel C;)

m

Jancd _ [0 falls 1€ {2,4,6,7)
1 falls [ € {1,3,5}

5. zj = ¢j3: (d.h. z; ist 3. Literal in Klausel C;)

m

J@Cd 0 fallsle{1,2,4}
1 falls{ € {3,5,6,7}

6. zj = 7¢jy: (d.h. —zj ist 3. Literal in Klausel C;)

J@Cd 0 falls! € {3,5,6,7}
in 1 falls I € {1,2,4}
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Abbildung 3.2: Systemgraph & der Funktion f =C; A...ACy,

Damit ergibt sich durch die Wandler folgende Abbildung von den jeweiligen
Variablen-Blocken zu dem entsprechenden Klausel-Block. Da in den Klau-
seln natirlich auch negierte Variablen vorkommen kénnen, werden hier nur
die Literale angegeben?):

Ci, Ci, Ciy | Implementierung
0 0 O nicht méglich
1 0 0 1
0 1 0 2
0o 0 1 3
1 1 0 4
1 0 1 5
0o 1 1 6
1 1 1 7

Somit haben wir aus der 3-KNF einen Systemgraphen & (Abbildung 3.2)
generiert, der auf Zugehorigkeit zu PART iberprift werden kann. Wie
man leicht erkennt, sind der Graph und die Blécke in Polynomialzeit (zur
Eingabelinge) berechenbar.

Jetzt ist noch zu zeigen, dafl

f € 3-KNF-SAT <= 6 € PART.

Sei f erfiillbar mit der Belegung z1 := 21,... , o, := 2z, (z; € {0,1}). Dann
erhilt man eine giiltige Implementierung der Blocke, indem die Variablen-
Blocke entsprechend der Variablenbelegung zi,... , 2, implementiert wer-

2Das entspricht einer Klausel, die nur nicht-negierte Variablen enthilt.
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den. Also:
.

2

=z Vi=1,... ,n.

Da bei einer erfiillenden Variablenbelegung alle Klauseln erfiillt werden, exi-
stiert — aufgrund der Konstruktion — auch fiir jeden Klausel-Block C; eine
Implementierung lc; € {1,...,7}, so daB die Wandler implementierbar sind.
Damit ist also & € PART.

Andererseits sei [ eine giiltige Partitionierung des Graphen. Die Implemen-
tierung Ic; eines einzelnen Klausel-Blocks C; zwingt aufgrund der Implemen-
tierungsmaglichkeiten der Wandler die zugehorigen Variablen-Blocke zu Im-
plementierungen, die die Klausel C; erfiillen. Da dies fiir alle Klausel-Blécke
gilt, ergeben sich die Implementierungen der Variablen-Blécke zum Schnitt
aller moglichen Erfiillungen der Klauseln. Somit ergibt sich die erfiillende
Belegung von f direkt aus den Implementierungen der Variablen-Blocke:

Zi :lei Vi:l,...,n

Damit ist die polynomielle Reduzierbarkeit von 8-KNF-SAT zu PART be-

wiesen.

Zum Beweis der N'P-Vollsténdigkeit von PART fehlt noch der Nachweis, daf}
PART € N'P. Es sei & € PART zu entscheiden. Eine nichtdeterministische
Turingmaschine ,errate“ (in Polynomialzeit) eine giiltige Implementierung
fiir 6. Ob diese Implementierung giiltig ist, ist in polynomieller Zeit mittels
eines Traversierungs-Algorithmus nachpriifbar. Also ist PART € NP und
damit auch NP-vollstindig. O

Fiir den Beweis wurden Blocke mit 7 verschiedenen Zeitmodelldominen
verwendet. Man konnte annehmen, dafi darin die N'P-Vollstindigkeit be-
griindet ist. Da die Partitionierung hybrider Systeme aber nur drei Zeitmo-
delldoméinen besitzt, konnte das praxisrelevante Problem eventuell doch in
P liegen. Dem ist aber nicht so:

Bemerkung 3.1. PART ist N'P-vollstindig, auch wenn |D| = 3 festgelegt
wird.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl man eine Klausel mit 3 Literalen (mit
polynomiellem Aufwand) so darstellen kann, daf§ die sieben erfiillenden Be-
legungen implementierbar sind, aber die nicht-erfiillende Belegung nicht.
Denn dann kann man dies auf alle im Beweis von Satz 3.4 erzeugten Klau-
seln anwenden und diesen Beweis nochmals fithren mit der Einschrinkung,
da§ |D| = 3 gilt.

0O.B.d. A. sei

C=xz1VzaVx3
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die zu wandelnde Klausel. Klauseln mit ein oder mehreren negierten Varia-
blen lassen sich analog behandeln, ebenso unterschiedliche Variablenreihen-
folgen.

Um die Klausel im Graphen nachzubilden, werden drei Klauselblocke C*,
C?, C® benétigt, fiir die es je drei verschiedene Implementierungsmoglich-
keiten gibt.

Bck,l = (_7 ) 07 ) _)
Bck,z =(-—1,—,-) VkE=1,2,3
Bck,?) = (_’ ] 25 ] _)

Die Variablen-Blocke sind genauso definiert, wie im Beweis zu Satz 3.4:

Nun miissen die einzelnen erfiillenden Variablenbelegungen in den Klau-
selblocken so codiert werden, dafl die nichterfiillende Belegung nicht imple-
mentiert werden kann, die erfiillenden Variablenbelegungen aber implemen-
tierbar bleiben.

I ro2 T3 Cl C2 C?’
1 0 0| 2 1 0
0 1 0 1 2 1
0 0 1 0 0 2
1 1 0 2 2 1
1 0 1 2 1 2
0 1 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

Damit ergeben sich folgende Implementierungsmdoglichkeiten fiir die Wand-
lerblocke:
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Bg,c1)1 == (——0,0,—)
B, ,cny2 = (= —,0,1,-)
B, ,cng = (——1,2,-)
B(g,,c1)1 == (——0,0,—)
Bg,y,c1)2 == (——1,1,-)
Bgy o3 = (——,0,2,—)
By, cnya = (——1,2,-)
B(g;,c1)1 = (——0,1,-)
Bgy,cnye = (= —,0,2,-)
Bgs,cnyz = (——,1,0,—)
Bgs,cnya = (——1,1,-)
Bgs,c1)5 = (——1,2,—)

Die Implementierungsmoglichkeiten der restlichen Wandlerblécke lassen sich
aufgrund der geschickten Codierung auf die bereits Definierten zuriickfiih-
ren.

B(zl,Cz) = B(z%cl)
B(xz,C2) = B(xl,Cl)
B(w3,02) = B(wg,Cl)

B(ar,c2) = Bas,cn)
B(az,c2) = Bas,on)
B(aa,c3) = Blar,on
Dadurch entsteht der in Abbildung 3.3 dargestellte Systemgraph.

Um zu zeigen, daf die sich auf diese Weise ergebende Abbildung die notwen-
digen Bedingungen (also Implementierbarkeit genau aller erfiillenden Bele-
gungen der Klausel C) erfiillt, berechnet man die giiltigen Variablen-Block-
Implementierungen zu allen Implementierungs-Kombinationen der Klausel-
Blocke Ct, C? und C3. Die Wertetabelle der Umkehrabbildung ist in Tabelle
3.1 angegeben. Daraus erkennt man auch, daf§ die Abbildung sogar bijektiv
ist.

Da die Einschrinkung der Zeitmodelldoménen auf |D| = 3 die Anzahl der
Klausel-Blocke nur um den Faktor 3 (d.h. O(1)) vergrofiert, lafit sich der
Beweis von Satz 3.4 mit den adaptierten Klausel-Strukturen direkt wieder-
holen.
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ct C? C¥ |z z9 3 Bemerkung

0 0 0 | = 0 =+ | nicht implementierbar
0 0 1 | 0 <+ =+ | nicht implementierbar
0 0 210 0 1

0 1 0 | + 0 =+ | nicht implementierbar
0 1 1 | + <+ =+ | nicht implementierbar
0 1 2 | + 0 1 | nicht implementierbar
0 2 0 | + + =+ | nicht implementierbar
0 2 1 0 <+ =+ | nicht implementierbar
0 2 2 | 0 + 1 | nicht implementierbar
1 0 0 | + + =+ | nicht implementierbar
1 0 1 0 =+ <+ | nicht implementierbar
1 0 2 | 0 =+ 1 | nicht implementierbar
1 1 0 | + <+ 0 | nicht implementierbar
1 1 1 | =+ =+ 0 | nicht implementierbar
1 1 2 | = <+ 1 | nicht implementierbar
1 2 0 | + <+ 0 | nicht implementierbar
1 2 170 1 0

1 2 210 1 1

2 0 0 | + 0 = | nicht implementierbar
2 0 1 | + =+ =+ | nicht implementierbar
2 0 2|1+ 0 1

2 1 0]1 0 0

2 1 1 1 =+ 0 | nicht implementierbar
2 1 2|11 0 1

2 2 0 1 =+ 0 | nicht implementierbar
2 2 1 1 1 0

2 2 211 1 1

Tabelle 3.1: giiltige Implementierungen fiir Klausel- und Variablen-Blécke
(+ bedeutet, daBl keine giiltige Implementierung fiir den Variablen-Block
existiert)
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Abbildung 3.3: Systemgraph & fiir die Klausel C = z1Vz2 V3, mit |[D| =3
Es gilt also die Behauptung. O

In diesem Kapitel wurde gezeigt, da8 PART NP-vollstindig ist und auch,
daf} dies nicht nur fiir die allgemeine Form von PART, bei der die Menge der
Zeitmodelldoménen beliebig sein darf, gilt, sondern dal auch die praxisre-
levante Version mit auf |D| = 3 eingeschrinkter Zeitmodelldoménen-Menge
NP-vollstindig ist.

Aus den gezeigten Sitzen ergibt sich somit, daf fiir die Entscheidung, ob es
fiir einen Systemgraphen eine Implementierung gibt oder nicht, exponenti-
elle Laufzeit benstigt wird (sofern P # N'P). Wie eingangs schon erwihnt,
bedeutet dies weiterhin, daB auch PARTS* ein N'P-vollstiindiges Optimie-
rungsproblem ist, also auch das Finden einer optimalen Implementierung
(bzgl. einer Kostenfunktion m) exponentielle Zeit kostet.
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Aber auch aus dem Beweis selbst lassen sich Schlufifolgerungen fiir das Lésen
von PART bzw. die Optimierung von PARTP® ziehen.

Es war bisher nicht klar, welche Eigenschaft des Systemgraphen das Pro-
blem ,schwierig® macht. FEine Vermutung war, daf§ die (erlaubten) Si-
gnalriickfithrungen oder rekonvergente Signalwege fiir die N'P-Vollstindig-
keit verantwortlich seien. Fiir den Beweis wurden aber weder Zykel noch
Rekonvergenzen benétigt. Vielmehr ist fiir die Komplexitit des Problems
die ,Breite“ (d.h. die parallel angeordneten Funktionsblocke) des System-
graphen verantwortlich (das wird in Kapitel 9 deutlich) sowie die inhérent
nicht auflésbaren Abhéingigkeitsverhéltnisse zwischen jedem Funktionsblock
und seinen benachbarten Wandlern beziiglich deren Zeitmodelldoménen.

Daraus folgt, da§ es vermutlich keine sinnvollen Klassen (wie z. B. System-
graphen ohne Zyklen (also Schaltnetze) oder Systemgraphen ohne Rekon-
vergenzen) gibt, die nur polynomielle Zeit zur Lisung bzw. Optimierung
benotigen. Jedoch konnte fiir die Klasse der zykelfreien Systemgraphen mit
logarithmischer Breite ein polynomieller Optimierungsalgorithmus gefunden
werden, sofern bzgl. einer linearen Kostenfunktion optimiert werden soll (sie-
he Kapitel 9.1.2). Diese Klasse 148t sich sogar noch erweitern, indem man
logarithmisch viele Zykel zulafit.



Kapitel 4

Approximation

Aufgrund der Ergebnisse von Kapitel 3 ist klar, da PART°P* fiir allgemeine
Systemgraphen nicht effizient (d.h. in Polynomialzeit) gelost werden kann.

Daher stellt sich die Frage, ob es nicht mdoglich ist, einen Algorithmus zu
finden, der in Polynomialzeit eine Losung findet, die fast so gut ist wie die
optimale Losung.

Fiir viele N'P-vollstéindige Probleme existieren Approximationsalgorithmen,
die beliebig nahe an die optimale Losung heranreichen (Approximationssche-
ma) oder zumindest einen konstanten, maximalen Verlustfaktor garantieren.
Im folgenden wird gezeigt, da es fiir PARTP* keinen Approximationsal-
gorithmus geben kann, der garantiert, da} seine Losungen fiir beliebige Sy-
stemgraphen um hochstens einen konstanten Faktor schlechter ist als die
Kosten der jeweils optimalen Implementierung. Fiir jeden Approximations-
algorithmus und jeden beliebigen Verlustfaktor « existiert ein Systemgraph,
dessen vom Approximationsalgorithmus gefundene Kosten um einen Faktor
> « schlechter sind als die optimale Losung.

Das bedeutet zwar nicht, dafl man grundsétzlich keine approximative Lésung
erhalten kann, aber daf} die Approximationsgiite vom Systemgraphen abhén-
gig ist.

4.1 Theoretische Grundlagen

Definition 4.1. Eine Implementierung [* heiit optimal (bzgl. der Kosten-
funktion m) fiir den Systemgraphen &, falls

m(&,*) = PARTSP' ().
Eine optimale Losung verursacht also minimale Kosten beziiglich m.

Definition 4.2. Ein Algorithmus A heift a-Approzimationsalgorithmus fir

35
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PART?" falls fiir alle Systemgraphen & gilt:

a- PART?PY(S) > A(S)

Das Ergebnis eines a-Approximationsalgorithmus ist also fiir beliebige Sy-
stemgraphen um hochstens Faktor a schlechter als die Kosten einer op-
timalen Losung. « wird auch Verlustfaktor oder Approximationsgarantie
genannt.

Wenn man einen polynomiellen Approximationsalgorithmus mit Approxi-
mationsgarantie fir PART®P* finden wiirde, konnte man die Kosten der
optimalen Losung abschitzen und sogar verschiedene Heuristiken mit dem
Optimum vergleichen.

Daher ist es interessant zu wissen, ob solch ein polynomieller Approximati-
onsalgorithmus iiberhaupt existieren kann.

Satz 4.1. Sei P ein beliebiges Minimierungsproblem, S ein N'P-vollstindi-
ges Sprachenproblem und 7 eine polynomielle Reduktion von S auf P. FEs
gelte:

fes= P(r(f)) =1
fé&8=P(r(f))>1+e¢

Dann existiert fiir P kein polynomieller Approzimationsalgorithmus mit a <
1+ ¢ (vorausgesetzt P # N'P) [20].

Beweis. Angenommen es existiere fiir P ein polynomieller Approximations-
algorithmus A mit a <1 +¢.

Dann gilt aufgrund der Approximationsgarantie

f €8 = A(r(f) € 1,1 +¢] (€[00, 1+¢])
f &S = A(r(f) € (1+¢,00)

also mittels Kontraposition

A(r(f)) >14+e=f ¢S
A(r(f)) <l+e= f€S.

Da A € P und 7 € P kann somit f € S, bzw. f € S mit polynomiellem
Zeitaufwand durch die Berechnung von A(7(f)) entschieden werden. Dies
steht aber im Widerspruch zur NP-Vollsténdigkeit von S, sofern P # NP.

]
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4.2 Nicht-Approximierbarkeit von PART°P*

Mit Hilfe von Satz 4.1 148t sich zeigen, da§ es fiir PARTP® i.a. keine Ap-
proximationsgarantie geben kann.

Es gibt jedoch triviale Ausnahmen, da neben dem Systemgraphen auch noch
die Kostenfunktion das Optimierungsergebnis bestimmt. Wenn man z. B.
die Kostenfunktion

2 falls Y7, (1 > const

m(G,1) := {
1 sonst

wihlt, erhidlt man einen polynomiellen 2-Approximationsalgorithmus A in-
dem dieser stets 2 zuriickgibt. Selbst wenn PARTP*(G) = 2 sein sollte, ist
das Ergebnis von A nur um Faktor 2 schlechter.

Die praxisrelevanten Kostenfunktionen sind jedoch nach oben unbeschrinkt
(d.h. K € R V&,l: m(6,) < K) und sind von den nichtfunktionalen
Eigenschaften aller Blocke und Wandler abhéngig. Es ist nicht méglich, den
Beweis fiir diese sehr allgemeine Funktionsklasse zu zeigen. Stattdessen soll
hier nur die Nicht-Approximierbarkeit fiir PART" gezeigt werden, wenn
m aus der Klasse der linearen Funktionen (fiir Definition und Eigenschaften
von linearen Funktionen sei z. B. auf [13] verwiesen) stammt, denn lineare
Funktionen sind die vermutlich am h&ufigsten verwendeten Kostenfunktio-
nen. An andere Kostenfunktionen I8t sich der Beweis leicht anpassen.

Satz 4.2. Sei m eine nichtkonstante, lineare Abbildung. Dann gibt es fir
PARTSP' — wunter der Voraussetzung P # NP — keinen polynomiellen
Approximationsalgorithmus mit konstantem Verlustfaktor.

Beweis. Sei A ein polynomieller a-Approximationsalgorithmus (a konstant)
fiir PARTP".

Das Ziel ist es nun, eine polynomielle Reduktion 7 zu finden, so daf} gilt

f € 3-KNF-SAT = PART®"(7(f)) =1
f & 3-KNF-SAT = PART®"(1(f)) > «,

denn dann 148t sich die Aussage auf Satz 4.1 zuriickfithren.
0O.B.d. A. sei

m(&,0) => pi+ > p§i7j)7l(i,j)

kev (i,))€E

also nur von einer Eigenschaft abhingig.
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Wir nutzen den gleichen Systemgraphen wie im Beweis zu Satz 3.4. Al-
lerdings erhalten die Klauselblécke noch eine zusétzliche achte Zeitmodell-
doméne, die die Nichterfiillbarkeit derjenigen Klausel reprisentiert. Dies
ist notwendig, weil fiir die Losbarkeit von PART(&) der Systemgraph &
implementierbar sein muf. Also muf 7(f) einen implementierbaren System-
graphen ergeben, unabhéngig davon, ob f € 3-KNF-SAT oder nicht.

Bci;g = (_,_,8,—,—) Vz=1, ,m

Die Wandlerblécke miissen entsprechend angepafit werden, damit die neu-
en Implementierungsmoglichkeiten der Klausel-Blécke bei beliebigen Imple-
mentierungen der Variablen-Blocke (d.h. auch bei den nichterfiillenden Be-
legungen) genutzt werden kénnen.

B(ijci),S = (_a > 07 8’ _) } V]

=1,...,n,1=1,...,.m
B(zj,Cq;),Q = (—,—,1,8,—)

Da nicht die Belegung der Variablen interessiert, sondern nur, ob alle Klau-
seln erfiillbar sind, werden die nichtfunktionalen Eigenschaften der Varia-
blen-Blécke und der Wandler auf 0 gesetzt.

Die nichtfunktionalen Eigenschaften der Klauselblocke sollen davon abhén-
gen, ob die Klausel durch die Variablenbelegung erfiillt wird oder nicht.
Denn wenn eine Formel nicht erfiillbar ist, dann ist bei jeder Variablenbele-
gung mindestens eine Klausel nicht erfiillt. In diesem Fall sollen die Kosten
fiir den entsprechenden Systemgraphen so hoch sein, da PART* (&) > a.
Andererseits soll PART*(G) = 1 gelten, wenn die Formel erfiillbar ist,
d. h. alle Klauseln gleichzeitig erfiillbar sind.

Daher liegt es nahe, die Implementierungen 1-7 der Klausel-Blocke (also
,Klausel wird erfiillt“) nur mit = (wobei m der Anzahl der Klauseln ent-
spricht) zu gewichten.

v 1
PO == Vi=1,...,m,1=0,...,7
m

Das Gewicht fiir die Implementierung 8 hingegen muf} so grof8 gewihlt sein,
daB bereits eine nichterfiillte Klausel die Gesamtkosten auf > « zwingt.

pf”"’s =a Vi=1,...,m

0O.B.d. A. sei die Anzahl der Klauseln m > 2, damit % < « garantiert ist.
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Abbildung 4.1: Optimierbarer, mit nichtfunktionalen Eigenschaften verse-
hener Systemgraph & der Funktion f in KNF

Wenn f erfiillbar ist, ergibt PART P ((f)) somit - -1 = 1. Wenn f nicht
erfiillbar ist, dann ergibt PART®(7(f)) einen Wert > (m — 1) - % +a>a,
weil bei jeder Variablenbelegung mindestens eine Klausel nicht erfiillt werden
kann.

Damit wissen wir nach Satz 4.1, daf} es keinen polynomiellen Approximati-
onsalgorithmus fiir PARTSP® mit Approximationsgarantie < o geben kann,
ohne dafl P = N'P. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, da§ A ein
polynomieller a-Approximationsalgorithmus sei. U

Satz 4.2 besagt, daf} es keinen Approximationsalgorithmus mit konstantem
Verlustfaktor fiir lineare Kostenfunktionen geben kann. Er sagt aber nicht
aus, dafl es keine Approximationsalgorithmen geben kann. Die Giite der
Approximation wird aber von der Kostenfunktion und der Gestalt des Sy-
stemgraphen abhingen.
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Kapitel 5

Reduktion auf bekannte
Probleme

Grundsiitzlich kann jedes Problem, das in NP enthalten ist, auf ein belie-
biges anderes N'P-vollstindiges Problem abgebildet werden (aufgrund von
Definition 3.4).

Dies kann man fiir PART erreichen, indem man z.B. die PART losen-
de, nicht-deterministische Turingmaschine auf KNF-SAT reduziert und an-
schlieflend die konjunktive Normalform auf ein weiteres N P-vollstéindiges
Problem reduziert.

Bei einer solchen Reduktion verliert man im allgemeinen die Struktur des
Problems, da es auf ein ,artfremdes“ Problem abgebildet wird. Aber gerade
die Struktur von PART und PART®" sollte ausgenutzt werden, damit der
Losungsraum auf die in Frage kommenden Lésungen eingeschrinkt werden
kann und nicht sdmtliche mogliche Losungen betrachtet werden miissen.

Es werden also PART°P'-shnliche Probleme gesucht, die bereits eingehend
untersucht wurden und fiir die gute Losungsstrategien existieren.

5.1 Das Konstruktionsproblem

In [35] wird das sogenannte Konstruktionsproblem vorgestellt:

» --- WIill man irgendein System erstellen, z. B. eine Maschine,
die bestimmte Funktionen erfiillt, oder eine Organisation, die be-
stimmte Leistungen erbringen kann, so hat man i. d. R. mehrere
Moglichkeiten, ein solches System zu konstruieren. Meist hat
man fiir eine einzelne Funktion mehrere Elemente oder Element-
kombinationen (Subsysteme), die diese Funktionen realisieren.
Allerdings gibt es oft Elemente oder Elementkombinationen, die
miteinander unvertriglich sind. Man kann nun im allgemeinen
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mehrere Systeme entwerfen, die die geforderten Leistungen er-
bringen. Man wird dasjenige realisieren, das ein vorgegebenes
Ziel am besten erfiillt. Man erkennt leicht, dafl wir es hier mit
einem kombinatorischen Problem zu tun haben, mit der Beson-
derheit, dafl gewisse Kombinationen unzuléissig sind. ... “

Das Konstruktionsproblem optimiert also eine Auswahl an Elementen, bei
der bestimmte Kombinationen nicht erlaubt sind. Wenn man die einzel-
nen Implementierungsmoglichkeiten des Systemgraphen als die alternativen
Elemente auffafit, und die Zeitmodell-Abhingigkeiten zwischen Funktions-
blécken und benachbarten Wandlern explizit auflistet, kann man PART°P*
auf das Konstruktionsproblem abbilden.

Das Konstruktionsproblem wird in [35] als konjunktive Normalform dar-
gestellt,wobei man diejenige erfiillende Belegung sucht, die die Kosten der
Konstruktion minimiert. Man will also KNF-SAT mit der kostengiinstigsten
Variablen-Belegung 16sen. Da KNF-SAT nach [22] in O (1, 5045™) entschie-
den werden kann, 18}t sich PART°P* auf diese Weise in O (1,5045" - poly(n))
losen (wobei n die Anzahl der Variablen, also die Summe aller Implemen-
tierungsmoglichkeiten, ist).

Nachteilig daran ist, da} eine approximative Losung von KNF-SAT nicht
brauchbar ist, um PART°P' zu approximieren. Dies ergibt sich aus der Tat-
sache, dafl eine Approximation von KNF-SAT nur einige Klauseln erfiillt
und andere nicht. Das bedeutet fiir den Systemgraphen, da nicht alle
Zeitmodell-Abhéngigkeiten erfiillt werden wiirden, das Ergebnis also un-
brauchbar wire.

In [35] wird leider kein weiterer Losungsvorschlag gemacht und auch keine
Heuristiken fiir das Konstruktionsproblem angegeben. Auch wurde keine
weitere Literatur gefunden, die das Konstruktionsproblem behandelt.

5.2 Probleme aus der Betriebswirtschaftslehre

Es wire zu erwarten, dafl man im Bereich Operations Research der Betriebs-
wirtschaftslehre einige &hnlich zu PARTP* gelagerte Optimierungsprobleme
findet.

In der Literatur beschéiftigt man sich jedoch hauptséichlich mit Standard-
Problemen der Informatik, wie z. B. das Rucksackproblem, Traveling Sales-
man, Lagerhaltungs-, Transport- und Zuordnungsprobleme. Das gegebene
Problem wird dann iiblicherweise auf diese Standardprobleme reduziert und
anschlieend mittels Linearer Programmierung gelost.

Auf die Anwendung von Heuristiken wird im allgemeinen verzichtet. Statt-
dessen begniigt man sich meistens mit kleinen Problemgréfien, um die Lauf-
zeit in einem akzeptablen Rahmen zu halten.
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Daher konnte im betriebswirtschaftlichen Bereich (aufer dem Konstrukti-
onsproblem) kein geeignetes Problem gefunden werden, auf das PART°P*
adaquat reduziert werden kann.

5.3 Probleme aus der Informatik

Da PART®P* ein N'P-vollstindiges Optimierungsproblem ist, kann man sich
bei der Suche nach &hnlichen Problemen auf die Klasse N P-vollstindiger
Optimierungsprobleme beschrinken. Die vermutlich vollstindigste Aufli-
stung von Problemen dieser Klasse ist in [6] zu finden. Aber auch in [6] ist
kein auf direktem Weg an PART°P* adaptierbares Problem enthalten.

Der Grund hierfiir ist im Systemgraphen zu suchen. Die bisherigen Graphen-
Probleme bieten keine Moglichkeit, die Belegung eines Knotens oder einer
Kante aus mehreren Alternativen auszuwihlen. Wenn man nun fiir jede
Implementierungsméglichkeit eines Funktionsblocks einen separaten Knoten
erzeugen wiirde, miiite man fordern, dafl genau ein Knoten aus der Menge
der alternativen Knoten (d.h. eine Implementierungsméglichkeit aller Im-
plementierungsméglichkeiten eines Funktionsblocks) gewéhlt wird, wihrend
die anderen unberiicksichtigt bleiben. Auch dieses konnen die (untersuch-
ten) Graphen-Probleme nicht leisten.

Mengentheoretische Probleme, die eine Menge an Alternativen fiir ein Ele-
ment zulassen, sind hingegen nicht in der Lage, die Abhingigkeiten zwi-
schen der Implementierung eines Blocks und seiner benachbarten Wandler
zu beriicksichtigen.

Zudem ist es aber auch moglich, indirekt zu argumentieren — denn ein NP-
vollstdndiges, nicht mit konstantem Verlustfaktor approximierbares Opti-
mierungsproblem, kann nicht direkt auf ein Optimierungsproblem abgebil-
det werden, fiir das ein Approximationsalgorithmus mit konstantem Ver-
lustfaktor existiert. Auf diese Weise kann bereits ein Grofiteil der in Frage
kommenden Probleme ausgeschlossen werden.

Zwar laBt sich PARTP® auf das Konstruktionsproblem zuriickfithren, da
aber keine Losungsstrategien, bzw. Heuristiken vorliegen, ist es notwendig,
eigene Verfahren zur Optimierung, bzw. Approximation von PARTP' zu
entwickeln.

Aufgrund dieser Ergebnisse kann man davon ausgehen, dafl die Optimierung
eines Systemgraphen ein vollig neuartiges Problem ist, das sich nicht auf
bereits bekannte und genauer untersuchte Optimierungsprobleme zuriick-
fithren 148t.
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Kapitel 6
Einzelziel-Optimierung

Unter der Einzelziel-Optimierung versteht man die Optimierung, die nur ei-
ne Zielsetzung verfolgt, z. B. die Fliche oder die Laufzeit zu minimieren. Es
konnen zwar auch mehrere nichtfunktionale Eigenschaften betrachtet wer-
den, aber nur in der Art, daf} sie zu einer einzigen zusammengefafit werden
kénnen. Zum Beispiel wire es moglich, den Mittelwert des Flichenbedarfs
und des Leistungsverbrauchs pro Funktionsblock bzw. Wandler zu berech-
nen und diesen Mittelwert als nichtfunktionale Eigenschaft des Blocks bzw.
Wandlers zu betrachten. Daher wird im folgenden angenommen, dafl die
Blocke und Wandler nur eine nichtfunktionale Eigenschaft besitzen, bzw.
nur eine Eigenschaft betrachtet wird. Der Wert dieser nichtfunktionalen Ei-
genschaft von Implementierung [ des Funktionsblocks bzw. Wandlers ¢ wird
mit p» bezeichnet.

Wie schon in Abschnitt 2.7 angedeutet, lassen sich die Gesamtkosten der
verschiedenen nichtfunktionalen Eigenschaften nicht nach einem einheitli-
chen Schema berechnen. Die Gesamtfliche, totaler Leistungsverbrauch und
Gesamt-Fertigungskosten berechnen sich als Summe der jeweiligen Kosten
der einzelnen Blocke und Wandler. Sie haben also eine lineare Kosten-
funktion. Ebenso verhilt sich die Chipausbeute, wenn man die Kosten der
einzelnen Blocke logarithmiert (wg. y =[], z; = exp (D_, Inxz;)).

Die Laufzeit, bzw. Verzogerungszeit der Schaltung 148t sich hingegen nicht
durch eine lineare Funktion ausdriicken, da die Verzogerungszeit der Schal-
tung nur durch die Laufzeit des kritischen Pfades bestimmt ist, die aber nur
sehr ungenau mittels einer linearen Funktion abgeschitzt werden kann. Der
kritische Pfad 148t sich zwar z. B. mit Hilfe eines leicht modifizierten SSSP-
Algorithmus (Single Source Shortest Path) berechnen (siehe [18, S. 27-29]),
aber durch die Nichtlinearitdt kann man die Verzégerungszeit mit z. B. dem
Flichenbedarf nicht in eine einzelne nichtfunktionale Eigenschaft zusam-
menfassen.

Wenn nach nur einem Ziel optimiert werden soll, werden im allgemeinen
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zusédtzliche Randbedingungen wie maximal zur Verfiigung stehende Chipfli-
che nicht beriicksichtigt, da dies ein weiteres Ziel darstellen wiirde. Es ist
aber trotzdem moglich, diese Randbedingungen wiahrend der Laufzeit der
Optimierungs-Algorithmen stindig zu iiberpriifen und (Teil-) Ergebnisse ge-
gebenenfalls als nicht implementierbar zu markieren, indem ihre Implemen-
tierungskosten auf oo gesetzt werden. Fiir ein zu minimierendes Ziel ergibt
sich somit folgende, die Randbedingungen beriicksichtigende Kostenfunkti-
on:

m'(x) =
o) sonst

{m(zc) falls alle Randbedingungen erfiillt sind

Die Beriicksichtigung dieser Randbedingungen wird erst bei der Mehrziel-
Optimierung von Bedeutung, da auf diese Weise ungiinstige Implementie-
rungen aus dem Losungsraum ausgeschlossen werden.

6.1 Einfache Approximationsgarantien

Mit 8 Werden die minimal méglichen Kosten des Systemgraphen bezeich-
net.

Smin ‘= IT[lel]Pm(G’ f)

Dies ist die untere Schranke der Kosten des Systemgraphen und wird im
allgemeinen von keiner Implementierung erreicht, da die Abhéingigkeiten
zwischen Blocken und Wandlern nicht beriicksichtigt werden.

Smag bezeichnet dagegen die Kosten der ungiinstigsten, also teuersten Im-
plementierung.

Smaz = rr[lglx m(G, 1)

Das entspricht einer oberen Schranke der Implementierungskosten des Sy-
stemgraphen & und ist ebenfalls im allgemeinen nicht erreichbar.

Damit ergibt sich folgende, fiir die Abschitzung der Approximationsgiite
wichtige Beziehung:

Smin < PART%’t(G) < 5 < Smaz

(wobei § die Kosten einer beliebigen Implementierung von & darstellt).

Wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, welcher Systemgraph gemeint
ist und bzgl. welcher Kostenfunktion zu optimieren ist, werden die Kosten
der optimalen Losung statt PART*(S) im folgenden mit s* bezeichnet.

s* := PART" (&)
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Die Qualitéit eines Approximationsalgorithmus wird an seiner Laufzeit ge-
messen und an seiner Approximationsgarantie. In Kapitel 4 wurde ge-
zeigt, daf} es keine Approximationsgarantie mit konstantem Verlustfaktor
(unabhéngig vom Systemgraphen) geben kann. Jeder Approximationsalgo-
rithmus wird PART*(&) aber in jedem Fall bis auf Faktor

Qprj < Smaa < Smas (6'1)

8* Smin

approximieren. Der Faktor ZZ“: kann somit nicht von einem Approximati-
onsalgorithmus iiberschritten werden, ist also die triviale Approximations-
garantie fiir den gegebenen Graphen & und die Kostenfunktion m. Da sie
bereits vor dem Ausfiithren des Algorithmus bekannt ist, ist sie eine a-priori-

Abschdtzung.

Wenn man das Ergebnis § eines Approximationsalgorithmus schon kennt,
kann die Approximationsgiite durch

noch genauer abgeschitzt werden. Diese wird a-posteriori-Abschdtzung ge-
nannt.

6.2 Preprocessing

Es ist moglich, dafl in einem Systemgraphen fiir einen Block zwei verschie-
dene Implementierungsmoglichkeiten existieren, die beide in der gleichen
Zeitmodelldoméne operieren.

Wenn man nach nur einem Ziel optimiert und die Kostenfunktion monoton
(d.-h. ||z]| < |ly|| = f(z) < f(y)) ist, dann geniigt es, bei der Optimierung
fiir jeden Funktionsblock nur diejenigen Implementierungsméglichkeiten zu
betrachten, fiir die es keine kostengiinstigere Implementierungsmoglichkeit
mit gleicher Zeitmodelldoméne gibt. Die gleiche Argumentation kann auch
auf die Wandler angewendet werden.

Somit reicht es aus, fiir jeden Funktionsblock und Wandler nur 3, bzw. 9
Implementierungsméglichkeiten zu betrachten, sofern bzgl. einer monotonen
Kostenfunktion nach nur einem Ziel optimiert wird.

Alle in Kapitel 2.7 vorgestellten Kostenfunktionen sind monoton. Es sind
auch keine sinnvollen Kostenfunktionen vorstellbar, die nicht monoton sind,
denn das wiirde bedeuten, dal man einen teureren Funktionsblock oder
Wandler einem — die gleiche Zeitmodelldoméne besitzenden — giinstigeren
Block vorziehen miifite, weil sich daraus eine kostengiinstigere Gesamtim-
plementierung ergibt.



48 Einzelziel-Optimierung

AuBlerdem ist es sinnvoll, bereits vor der Optimierung zu iiberpriifen, ob be-
stimmte Implementierungsméglichkeiten von Funktionsblocken oder Wand-
lern iiberhaupt benutzt werden kénnen, weil die benachbarten Wandler,
bzw. Funktionsblocke eventuell gar keine Implementierungsmoglichkeit fiir
die entsprechende Zeitmodelldoméne besitzen.

Dieses Preprocessing ist mit Hilfe einer einfachen Traversierung des System-
graphen durchfithrbar und benétigt O(|V| + |E| + Y ,cyup |Li|) Laufzeit.

Es ist also durchaus lohnenswert, die unbenutzbaren Implementierungsmog-
lichkeiten der Blocke eines Systemgraphen vor der Optimierung zu entfernen,
da fiir die Optimierung des Systemgraphen exponentielle Laufzeit benttigt
wird, und durch das Preprocessing die Grofle des Losungsraums eines Sy-
stemgraphen deutlich verringert werden kann.

6.3 Optimierungsverfahren

Die nachfolgend vorgestellten Optimierungsverfahren lassen sich in verschie-
dene Klassen einteilen.

Unter exakten Optimierungsverfahren werden Algorithmen verstanden, die
in jedem Fall das optimale Ergebnis zuriickliefern. Darunter fillt die linea-
re Programmierung (Kapitel 7), das Branch & Bound-Verfahren (Kapitel 8)
und die dynamische Programmierung (Kapitel 9).

Aufgrund der N'P-Vollstindigkeit von PART®P ist klar, daB sich PART°P*
nicht in Polynomialzeit 16sen 148t (aufler eventuell in Spezialfillen, bzw. falls
P = NP). Daher werden exakte Optimierungsverfahren mindestens expo-
nentielle Zeit zum Optimieren von Systemgraphen benétigen. Jedoch versu-
chen die exakten Optimierungsverfahren durch geschicktes Einschrinken des
Suchraums und Eliminierung nicht-optimaler Losungsgebiete den Rechen-
aufwand moglichst gering zu halten, damit auch gréflere und komplizier-
tere Systemgraphen noch mit realistischem Zeitaufwand optimiert werden
konnen.

Im Gegensatz dazu berechnen Approximations-Algorithmen nur annihernd
optimale Ergebnisse, versuchen also das Optimum zu approximieren. Ap-
proximationsalgorithmen garantieren, dafl eine bestimmte Approximations-
schranke a von ihren berechneten Losungen eingehalten wird.

Héufig werden auch Algorithmen in diese Klasse gezdhlt, die eine von der
Eingabe abhingige Approximationsschranke garantieren. Daher kann man
auch die in Kapitel 13 erwidhnten Greedy-Algorithmen zu der Klasse der
Approximations-Algorithmen zihlen.

Die letzte Klasse ist die der Heuristiken. Unter einer Heuristik versteht
man einen Algorithmus, der im allgemeinen eine Losung liefert, die nahe
am Optimum ist. Es gibt allerdings durchaus Konfigurationen, bei denen
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der Algorithmus ,versagt* und nur eine sehr schlechte Losung liefert. Eine
Heuristik wird durch die Eigenschaft charakterisiert, dafl man aus ihr und
ihrer Eingabe keine Approximationsgarantie herleiten kann.

Zu den Heuristiken zidhlen Simulated Annealing (Kapitel 10), Tabu Search
(Kapitel 11) und Genetische Algorithmen (Kapitel 12).



50

Einzelziel-Optimierung



Kapitel 7

Lineares Programmieren

Der vermutlich allgemeinste Ansatz zur Optimierung komplexer Probleme
ist die Lineare Programmierung. Darunter versteht man Algorithmen, die
eine lineare Funktion minimieren (bzw. maximieren) wobei die Losung in-
nerhalb eines durch lineare Ungleichungen vorgegebenen Suchraums liegen
mu$.

7.1 Grundlagen

In der Standardform sind n reellwertige Variablen z1,... ,x, gegeben, die
m lineare Gleichungen

n
E aijijbi ’izl,... ,m
j=1

unter der Nichtnegativitdtsbedingung

erfiillen sollen. Unter allen Losungsvektoren ¢ = (zy,...,2z,) wird nun
derjenige gesucht, der die lineare Zielfunktion

n
(T1y-en y2p) chxj
j=1

minimiert. Die m linearen Gleichungen werden auch als Restriktionen oder
Constraints bezeichnet [31].

Wenn man nun a1, ... , @y, zu einer Matrix A und by,... ,bpundcy, ... ,cp
zu Vektoren b und ¢ zusammenfaflt, erhilt man die kanonische Form eines
linearen Programms:
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Definition 7.1. Die kanonische Form einer Aufgabe der linearen Program-
mierung (LP) lautet:

min ¢'g, so daB
Ar > b (LP)
>0

Bemerkung 7.1.

e Die Nichtnegativititsbedingung ist keine echte Einschrinkung, da man
z € R durch z+ — 2~ mit 21,2~ € R nachbilden kann.

e Wenn die Zielfunktion zu maximieren ist, so 148t sich dies durch
max ¢'r = —min —ch,

also durch Minimieren der negativen Zielfunktion und anschliefendem
Invertieren des Ergebnisses erreichen.

e Lineare Gleichungen kann man durch zwei Ungleichungen darstellen
(z.B.z=b++>z > b,—z > —b), sie sind also auch in einem linearen
Programm als Restriktionen zuldssig.

In der Literatur wird bei der Definition der linearen Programmierung statt
2Ar > b haufig auch die Gleichheit 2Ar = b gefordert. Diese Variante ist
aber dquivalent zu LP, da man sogenannte Slack-Variablen s; einfithren
kann, die nicht in die Kostenfunktion eingehen, und die Gleichheit durch
die Eigenschaft

n n
Zaijxj > b <— Zaij:cj +si=1b;, s;>0
Jj=1 J=1

yaufweichen“.

Zur weiteren Arbeit mit der linearen Programmierung sind die folgenden
Begriffe niitzlich.

Definition 7.2.
e 1 heiflt Losung, falls gilt: Ar > b, £ >0
e Ein lineares Programm heiflt /dsbar, wenn eine Losung 1 existiert.
LAb):={reR"Ar >b, r >0}

heifit Losungsmenge oder Ldsungsraum.
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e Mit r} » € L(2, b) bezeichnet man die optimale Lisung, das heifit:
cihp = inf{cTzc| €LY, h)}

Der Losungsraum 148t sich geometrisch interpretieren, indem die einzelnen
Restriktionen als Halbrdume in einem n-dimensionalen Raum aufgefait wer-
den. Somit ist die Lésungsmenge der Schnitt von m Halbrdumen und n
Nichtnegativitdtsbedingungen. Eine solche Figur wird auch Polyeder ge-
nannt. Falls der Polyeder beschrinkt ist, spricht man von einem Polytop.

Da Halbrdume konvexe Mengen sind und der Schnitt konvexer Mengen wie-
derum eine konvexe Menge ergibt (siehe z.B. [14]), ist der Losungsraum
folglich auch eine konvexe Menge. Damit ist er insbesondere auch zusam-
menhingend.

Die Ecken der Losungsmenge sind folgendermaflen definiert:

Definition 7.3. Eine Losung ¢ ist eine FEcke der nichtleeren Losungsmenge
L(A,b), wenn kein y # 0 existiert mit z —p, t+y € L(2A,b).

Anschaulich gesprochen, ist eine Ecke also ein Punkt, der nur Endpunkt von
Strecken innerhalb des Losungsraums sein kann und nicht auf deren Mitte
zu liegen kommen kann (siehe auch Abbildung 7.1).

Abbildung 7.1: Ecke ¢ eines Polyeders

Falls der Losungsraum leer ist, existiert keine optimale Losung. Falls die
Losungsmenge derart unbeschréinkt ist, da8 inf {¢"z| r € L(,b)} = —o0,
kann ebenfalls keine optimale Losung existieren. Falls aber eine optimale
Losung existiert, so existiert auch eine optimale Ecke.

Satz 7.1. Sei L(2A,b) # 0 und inf{cT}:‘ r € L(A,b)} endlich. Dann exi-

stiert eine Ecke, die optimal ist.

Beweis. Siehe z.B. [31, S.121-122]. O
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Beispiel 7.1. Sei folgendes lineares Programm gegeben:
max z1 + T3, so dafl
2$1 — T2 S 4
201 + 29 <7
2151 - 5.’1)2 Z —10

Die linearen Ungleichungen und der Losungsraum sind in Abbildung 7.2
dargestellt.

Iy

Abbildung 7.2: Loésungsraum von Beispiel 7.1

Dieses lineare Programm 148t sich umformulieren in die kanonische Form
der linearen Programmierung.
—min —z1 — x2, so daf
—2z1 + 0 > —4
—2x1 — 19 > —T7
221 — dxo > —10

Wenn man nun noch die Matrizenschreibweise anwendet, erhilt man

— min <_1) <w1> , so daf}
—1 To

2 1 —4
—2 -1 (331)2 -7
2 —5) \*2 ~10

Wie sich in diesem Beispiel noch anhand der grafischen Darstellung des
Losungsraums und der Berechnung des Eckpunktes erkennen 148t, liegt die
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optimale Losung bei

17
« _ (71N _ (76
rrp= .’L‘; - 25
12

Der zugehorige Optimalwert der Zielfunktion ist somit %.

Man beachte, dafl die Ecken nicht ganzzahlig sind. Die Tatsache, daf} alle
Koeffizienten der Matrizen aus Z sind, ist dafiir unerheblich.

Da die Matrizenschreibweise die Problemstellung uniibersichtlicher macht,
wird im folgenden hauptsichlich mit den linearen Gleichungen direkt ge-
arbeitet und auch keine einheitliche Richtung der Ungleichungen (>, <)
eingehalten.

Fir die lineare Programmierung gibt es Verfahren, die in Polynomialzeit
laufen, z. B. die Interior-Point-Methode mit O(n®L) (wobei L die Linge der
Matrizen 2(, b und ¢ in Bindrdarstellung angibt).

Somit liegt also die Sprachenversion der linearen Programmierung (LP)

LP :— {(Qt,b,c,w) ER™ xR™ xR" x R |
FeR": >0, A > b, cT;gw}

in P.

7.2 Ganzzahliges lineares Programmieren

Um PART°P" mit linearer Programmierung 16sen zu kénnen, mufl das Ver-
fahren ganzzahlige optimale Lésungen liefern. Das wird im allgemeinen aber
nicht der Fall sein, da die Ecken nicht ganzzahlig sein miissen, wie in Beispiel
7.1 schon angedeutet.

Um also ganzzahlige Losungen zu erhalten, mufl man den Lésungsraum der
linearen Programmierung weiter einschréanken und fordern, da§ die Losun-
gen ganzzahlig sind.

Definition 7.4. Die kanonische Form einer Aufgabe der ganzzahligen linea-
ren Programmierung (IP) lautet:

min ¢'g, so daB
Ar > b
r=>0
r, €Z Vi=1,...,n

Die optimale Lésung von IP wird mit rjp bezeichnet [9].
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Aufgrund der zusétzlichen Bedingung wird der Lésungsraum eines ganzzah-
ligen linearen Programms kleiner als der des gleichen linearen Programms
ohne Ganzzahligkeits-Bedingungen. Daraus ergibt sich direkt, daf

T, T,..x
c'tip2cCip

also die Kosten fiir die optimale Lésung eines linearen Programms niedriger
sind als fiir die seines ganzzahligen Pendants.

Weiterhin ist zu bemerken, dafl — falls die optimale Losung 7 p eines li-
nearen Programms nur ganzzahlige Werte besitzt — dies auch die opti-
male Losung rjp des gleichen ganzzahligen linearen Programms ist (also
¥jp = &} p). Diese Tatsache findet in fast allen Losungsverfahren von IP
Anwendung.

Man konnte vermuten, dafl die zusdtzliche Ganzzahligkeitsbedingung das
Problem nicht schwieriger macht, da der Losungsraum kleiner wird. Dem
ist aber nicht so, da bei der linearen Programmierung die optimale Lésung
in einer Ecke zu finden ist, wihrend die ganzzahlige lineare Programmierung
ein kombinatorisches Problem darstellt. D. h. schlimmstenfalls miifiten (fast)
alle Elemente der Losungsmenge auf Optimalitdt {iberpriift werden.

Dies bestéitigt auch der folgende Satz:

Satz 7.2. Die ganzzahlige lineare Programmierung (IP) lést N'P-vollstin-
dige Probleme.

Beweis. In Abschnitt 7.3 wird PART°P" als ganzzahliges lineares Programm
beschrieben. Da, PARTP* N'P-vollstiindig ist, gilt die Behauptung. O

Ein anderer Beweis findet sich z.B. in [24]. Dort wird der Beweis iiber
die Anwendung der ganzzahligen linearen Programmierung auf KNF-SAT
gefiihrt.

Wenn man die ganzzahlige lineare Programmierung, ebenso wie LP, als
Sprachenproblem

IP := {(%,b,c,w) € R™"™ x R™ x R" XR‘
JxeZ”: x>0, Ax > b, cTzcgw}

auffaBt, erhilt man — zusammen mit der Tatsache, daB IP € NP (da man
die optimale Losung ,raten“ und in Polynomialzeit verifizieren kann) —
somit die Aussage:

Satz 7.3. IP ist N'P-vollstindig.

Das Ziel ist, ganzzahlige lineare Programme mit Hilfe der linearen Program-
mierung — die keine Ganzzahligkeit der Ergebnisse garantiert — zu 16sen.
Dafiir mufl der Begriff der Relazation eingefithrt werden.
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Definition 7.5. Unter der Relazation eines linearen Programms versteht
man die Vergroflerung seines Losungsraums durch das Entfernen von Ne-
benbedingungen bzw. Ersetzen von Nebenbedingungen durch Schwéchere.

Das bedeutet, daB insbesondere die Uberfithrung eines ganzzahligen linearen
Programms in ein nichtganzzahliges lineares Programm durch das Entfernen
der Ganzzahligkeitsbedingungen eine Relaxation darstellt. Da diese Rela-
xation von besonderer Bedeutung ist, erhélt sie ihren eigenen Namen:

Definition 7.6. Die Relaxation der Ganzzahligkeitsbedingung eines ganz-
zahligen linearen Programms wird LP-Relazation oder Linearisierung ge-
nannt.

Zur Losung eines ganzzahligen linearen Programims liegt die Idee nahe, ein-
fach auf die Ganzzahligkeitsforderung zu verzichten, das linearisierte Pro-
blem mittels linearer Programmierung zu l6sen und anschliefend die nicht-
ganzzahligen Werte so zu runden, dafl ein nahezu optimales Ergebnis her-
auskommt.

Dies wire ein durchaus praktikabler Ansatz, wenn die Wertebereiche der
Variablen grof§ sind und somit die Rundung nicht allzu sehr ins Gewicht
fallen wiirde.

Es sind jedoch zwei Punkte zu beachten:

e Das Runden der Werte konnte aufgrund der Nebenbedingungen gar
nicht mdéglich sein.

e Wenn die gerundete optimale Losung in der Losungsmenge liegt, kann
sie von der optimalen Losung der ganzzahligen linearen Programmie-
rung weit entfernt sein.

Die folgenden zwei Beispiele verdeutlichen die in den beiden Bemerkungen
angesprochenen Probleme.

Beispiel 7.2 (aus [9]). Sei folgendes ganzzahlige lineare Programm gege-
ben:

max 21 + x2, so dafl
2x1 — 15z9 > —60
107 — 929 < 30 (7.1)
T1,z9 >0
T1,T9 €EZ

Bei Vernachléssigung der Ganzzahligkeitsbedingung ergibt sich eine optima-
le Losung von (Punkt P in Abbildung 7.3)

o 15
x 1\ _ 2
= (962) N (5)
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Abbildung 7.3: Losungsraum des linearen Programms (7.1) (schattierte Fli-
che: linearisierte Losung, Punkte: ganzzahlige Losungen)

Somit wiirde man beim Runden von z] die Lésungen 7 = 7 oder 2] = 8
erhalten, aber weder r*' = (z%,43) = (7,5) noch t*T = (8,5) (Punkte P
bzw. P in Abbildung 7.3) erfiillen die Nebenbedingungen des ganzzahligen
linearen Programms (7.1).

Vielmehr ist die optimale Losung von (7.1) (Punkt @ in Abbildung 7.3)

« (=) _ (6
;IP_.IE_ZL'

Beispiel 7.3. Ein Beispiel fiir die zweite Bemerkung ist das folgende ganz-
zahlige lineare Programm

max z1 + 5xg, so daf
x1 + 6z0 < 39
117 + 42y < 88 (7.2)
T1,22 >0

T1,%2 €74

Wenn man das Problem linearisiert, erhidlt man als optimale Losung den
Vektor 145" = (z},25) = (6, %) (Punkt P in Abbildung 7.4). Somit ergibe
sich als gerundete optimale ganzzahlige Losung der Vektor t*1 = (6,5)
(Punkt P; in Abbildung 7.4), der auch innerhalb des Lisungsraums liegt.
Der zugehorige Wert der Zielfunktion ist 31.

Der Optimalwert des ganzzahligen linearen Programms hingegen ist 33 mit
dem zugehorigen Losungsvektor x’;PT = (3,6).
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Abbildung 7.4: Loésungsraum des linearen Programms (7.2) (schattierte Fla-
che: ohne Ganzzahligkeitsbedingung, Punkte: ganzzahlige Lsungen)

Die Differenz zwischen tatsichlichem Optimum des ganzzahligen Programms
und dem gerundeten Optimum des LP-relaxierten Programms ld8t sich
durch Hinzunahme weiterer Variablen und/oder Nebenbedingungen belie-
big erhéhen.

Es gilt sogar:

Satz 7.4. Jeder a-Approzimationsalgorithmus (mit konstantem «) fir IP
ist N'P-hart.

Beweis. In Abschnitt 7.3 wird PART?" (mit beliebiger linearer Abbildung
m) als ganzzahliges lineares Programm beschrieben.

Da aber PARTSP" nach Satz 4.2 nicht mit einem Polynomialzeit- Algorithmus
mit konstantem Verlustfaktor approximiert werden kann (sofern P # N'P),
kann insbesondere auch ein beliebiges ganzzahliges lineares Programm nicht
in polynomieller Zeit mit konstantem Verlustfaktor approximiert werden.

O

Die ganzzahlige lineare Programmierung ist sogar derart méchtig, daf$ auch
gewisse nichtlineare Funktionen mit ihr beschrieben werden konnen (siehe
z.B. [26]). Das ist der Grund, weshalb die LP-Relaxation auch als Lineari-
sierung bezeichnet wird.

Beispiel 7.4. Eine Nebenbedingung eines ganzzahligen Programms laute

y = max(z1,x2)
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und die oberen Schranken von x; und z9 seien 0; bzw. 09. In vielen Féllen
sind die oberen Schranken der Variablen direkt aufgrund der Nebenbedin-
gungen bekannt, ansonsten kann man sie mittels linearer Programmierung
(ohne Ganzzahligkeitsforderung) leicht berechnen, indem man die Zielfunk-
tion durch max z; (bzw. der entsprechenden Variablen) ersetzt und die nicht-
linearen Nebenbedingungen nicht beriicksichtigt.

y = max(z1,x2) 148t sich auch beschreiben durch
y>x1 and y > o
und

y<z3 or y<xo.

Da y gleich dem gréfleren Wert von z1 und zo ist, gelten die Nebenbedin-
gungen

Yy > T
Y > Ta.

Weiterhin gilt y < z; oder y < z9. Hierfiir werden nun zwei zusétzliche
Variablen %1,Z9 € {0,1} eingefiihrt, die beschreiben, welche der beiden Va-
riablen 1 und zo die Maximale ist. Da die oberen Schranken o; und o9
von z1 bzw. zo bekannt sind, 148t sich die Bedingung y < z1 oder y < x9
formulieren als

T <1
To <1
T1+30=1
y— o011 <11

Yy — 092 < To.

Die ersten drei Bedingungen belegen Z1 und %9 so, dafl genau eine der beiden
Variablen 1 ist und die andere 0. Die letzten beiden Bedingungen nutzen die
oberen Schranken der Variablen 21 und z2, um eine der beiden Bedingungen
(und zwar die mit der nichterfiillbaren Schranke) trivial zu erfiillen.

Sofern z1 # x2, werden die beiden hinzugekommenen Variablen £ und s
eindeutig belegt, da ansonsten die Nebenbedingung y — 0121 < z7 (falls
z1 < x2) bzw. y — 0oi9 < o (falls z; > z5) nicht erfiillt werden kann.

Es ist also durch Hinzunahme von zwei Variablen und sieben neuen Neben-
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bedingungen
1 <1
To <1
T1+29=1
Yy >
Y > T2
y—o121 <1
Yy — 022 < T

mit der ganzzahligen linearen Programmierung mdglich, eine Nebenbedin-
gung der Art y = max(z1, z2) zu benutzen.

Somit wire es auch méglich, PART®P* mit Hilfe der ganzzahligen linearen
Programmierung beziiglich der Laufzeit zu optimieren.

7.3 Formulierung von PART°P* als ganzzahliges li-
neares Programm

In Definition 2.15 wurde PART°P* festgelegt durch die Funktion

PART%{”(G) = mln{m(G,[)‘ = ]1’ dg’l’{ _ d( W)k (v, w) A

v
u n

out

d(v,w),l(v,w) _ d;;;;lw V(’U,’w) = E}

Jede Bedingung dieser Funktion ld8t sich nun als Nebenbedingung eines
ganzzahligen linearen Programms formulieren.

Fiir jeden Funktionsblock und Wandler k € V UE existieren Ly verschiedene
Implementierungsmoglichkeiten. Fiir jede dieser Implementierungsmdoglich-
keiten wird eine Variable z; (mit [ € L) zur Verfiigung gestellt, die angibt,
ob die Implementierung gewéhlt wird (zy; = 1) oder nicht (z;; = 0).

Ty, <1 Ve VUE, [ € Ly

Die Bedingung, daf alle Variablen > 0 sein miissen, wird durch die Nicht-
negativitdtsbedingung garantiert. Somit kénnen die Variablen aufgrund der
Ganzzahligkeits-Forderung nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

Da fiir jeden Block bzw. Wandler nur genau eine Implementierung gewéhlt
werden darf, muf} zusétzlich noch garantiert werden, dafl nur eine Variable
pro Block 1 ist, wihrend die anderen 0 sind.

Y wpy=1VkeVUE
€Ly
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Zum Schlul mufl noch erreicht werden, dafl die Ausgangs-Zeitmodelldomé-
nen der Blocke (Wandler) mit den Eingangs-Zeitmodelldoménen der nach-
folgenden Wandler (Blocke) tibereinstimmen. Dafiir miissen die Zeitmodell-
doménen in Konstanten kodiert werden.

Zeitmodelldoméne ‘ Konstante

DTSS 0
DEVS 1
DESS 2

Die einzelnen Implementierungsmoglichkeiten der Blocke und Wandler besit-
zen je eine Zeitmodelldomiéne fiir den Ein- und den Ausgang. Da nur genau
eine Implementierung pro Block (Wandler) gewihlt werden kann, und die
gewidhlte Implementierung kompatibel zur gewdhlten Implementierung des
Nachbarwandlers (-blocks) sein soll, lassen sich die notwendigen Bedingun-
gen folgendermafen beschreiben:

Zdﬁitmi,l— > dgfij)’lm(z‘,j),FO

leL; lEL(i,j) v(z ) c B
dOD, N il — I
out ‘/E(Zﬂ)al WL'T.],Z -
lEL(i,j) lELj

wobei dlf,;l bzw. d’;;ft die Zahlen-Kodierungen der Zeitmodelldominen der

Block- und Wandler-Implementierungsmoglichkeiten bezeichnen.

Damit ist die Menge der giiltigen Implementierungen von PARTP" als Lo-
sungsraum eines ganzzahligen linearen Programms beschrieben. Aber um
eine beziiglich der linearen Funktion m : $ x 1 — R optimale Losung zu
erhalten, mufl m an das ganzzahlige Programm entsprechend angepafit wer-
den. Da ein bestimmter Systemgraph bereits vorliegt, hidngt m nicht mehr
vom Systemgraphen & als Eingabe ab. Die Werte konnen stattdessen direkt
in der Funktion angegeben werden. Andererseits wird die gewédhlte Imple-
mentierung des Graphen nicht auf die iibliche Weise kodiert, sondern pro
Block bzw. Wandler als One-Hot-Codierung.

Damit ergibt sich zum Beispiel fiir eine flichenoptimierende Kostenfunktion
m (wobei — wie in Kapitel 6 bereits defininiert — die Fliche der Imple-
mentierung [ des Blocks k durch p¥' angegeben werde) die Zielfunktion

. k.l 7) i s
miny Y Mo+ Yo Y PP gy
keV IxeLly (GHEE 1,5l )

Beliebige andere lineare Kostenfunktionen lassen sich nach diesem Verfahren
ebenfalls anpassen.

Zur Beschreibung von PARTC°P' mit Hilfe der ganzzahligen linearen Pro-
grammierung beno6tigt man also ), v i Li verschiedene Variablen mit dem
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Wertebereich {0,1}. Damit werden ),y 5 Lx Nebenbedingungen bens-
tigt, um die Beschrinkung auf Werte < 1 zu erhalten.

Zur Auswahl von genau einer Implementierung pro Block bzw. Wandler sind
weitere 2 (|V| + | E|) notig. Der Vorfaktor 2 entsteht durch die Beschreibung
der Nebenbedingungen als Ungleichungen.

Um die Kompatibilitidt der Zeitmodelldoménen von Ein- und Ausgang der
Wandler und Blécke zu garantieren, werden fiir jeden Wandler zwei Be-
dingungen gebraucht. Da sie wiederum mittels Ungleichungen beschrieben
werden, ergeben sich so 4|E| Nebenbedingungen.

Insgesamt werden also

2[VI+6|B|+ > I
keVUE

Nebenbedingungen zur Beschreibung des Systemgraphen benétigt, plus die
Ganzzahligkeits- und Nichtnegativitdtsbedingungen fiir die ), v, 5 Li Va-
riablen.

Mit einer linearen Zielfunktion m (z.B. zur Minimierung der Fliche) 148t
sich somit PART" durch Zusammenfassen der benétigten Nebenbedingun-
gen als ganzzahliges lineares Programm beschreiben.

min E E Ptk Tk, S0 dafl

kEVUE I4€Ly

Yo >1 Vke VUE
leLy,
=Y @ > -1 Vke VUE
€Ly
il )l .
Z Aoy Tig — Z dﬁ;” i, >0  V(G,j) €E
leLi lEL(i,j)
] .7 j !l . .
= dgymii+ Y dy?) 5020 V(i) €EE
leL; lEL(i,j)
'7' 7l .,l -
> a5 Ty~ ), dinwjy >0 v(i,j) € E
leL;,j) leL;
6,3) 0 i, .
- a5y Tagat+ Y dipjy >0 V(i,j) € E
leL leL;
—Tggy, 2 —1 VkeVUE, I € Ly,
Thy, 2 0 VEEVUE, Iy € Ly

-Tk,lkeZ VEe VUE, I € L
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Abbildung 7.5: Graph mit exponentiell vielen Pfaden von v nach w

7.4 Zielfunktionen fiir PART°P*

Lineare Kostenfunktionen, wie z. B. Funktionen zur Optimierung der Chip-
fliche, Leistungsverbrauch oder Fertigungskosten bzw. linearisierbare Ko-
stenfunktionen, wie z.B. die Optimierung der Chipausbeute (siche auch
Abschnitt 2.7), lassen sich direkt als Zielfunktion der ganzzahligen linea-
ren Programmierung darstellen.

Bei der Optimierung nach der Genauigkeit oder der Verzogerungszeit des
Systems ist dies nicht so einfach moglich, da es sich hierbei nicht um lineare
Funktionen handelt.

In Beispiel 7.4 wurde gezeigt, daB} sich die Funktion max als ganzzahli-
ges lineares Programm darstellen 148t. Die Gesamtverzdgerungszeit des
Systems berechnet sich aus der maximalen Verzogerungszeit aller Pfade
von den Eingiingen zu den Ausgingen des Systems. Mit einem Standard-
Algorithmus (z.B. einem leicht modifizierten Single-Source-Shortest-Path-
Algorithmus (siehe [18]) oder auch mit einem separaten linearen Programm
(siehe [38])) konnte man die Verzogerungszeit effizient berechnen, da man
viele Pfade aufgrund der bereits berechneten Teil-Verzogerungszeiten un-
beriicksichtigt lassen kann. Da man aber die Formel zur Berechnung der
Verzogerungszeit als Zielfunktion bereits vor dem Loésen des ganzzahligen
Programms (also statisch) vorgeben muf}, miissen grundsétzlich die Verzoge-
rungszeiten aller Pfade miteinander verglichen werden.

Es existieren in einem Graphen unter Umstinden jedoch exponentiell viele
Pfade. Als Beispiel hierfiir betrachte man den Graphen in Abbildung 7.5.
Er besitzt 3n + 1 Knoten und 4n Kanten. Aufgrund der speziellen Struk-
tur existieren 2" verschiedene Pfade von Knoten v nach Knoten w, also
exponentiell viele.

Daher benétigt man im worst-case auch exponentiell viele Vergleiche (d. h.
max-Operationen), woraus sich nach Beispiel 7.4 auch exponentiell viele
zusétzliche Variablen und Nebenbedingungen ergeben. Es wird also nicht
sinnvoll sein — auch wenn es theoretisch moglich ist — mit Hilfe der ganz-
zahligen linearen Programmierung PA RT°P* beziiglich der Laufzeit zu opti-
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mieren.

Zusitzliche Randbedingungen, die sich als lineare Ungleichung formulieren
lassen, konnen bei der Optimierung von PART°P' beriicksichtigt werden,
indem sie als Nebenbedingungen in das lineare Programm eingefiigt werden.

Wenn z. B. der maximale Flachenbedarf auf < cpzche beschriankt werden
soll, so ist dies durch die zusétzliche Nebenbedingung

m
Z Z Prische Thilx < CFliche
keEVUE Iy €Ly,

moglich.

Nichtlineare Randbedingungen (wie z. B. maximale Verzogerungszeit) lassen
sich hingegen nicht, oder nur mit exponentiellem Aufwand in den Neben-
bedingungen des ganzzahligen linearen Programms realisieren. Dies ergibt
sich aus der Tatsache, daB eine zusétzliche Randbedingung letztendlich eine
in den Nebenbedingungen versteckte Zielfunktion ist, deren Ergebnis einen
bestimmten Wertebereich einzuhalten hat.

7.5 Losungsmethoden fiir IP

Da das lineare Programm von PART°P' nur Variablen mit Wertebereich
{0,1} enthilt, 148t sich die in Abschnitt 7.2 vorgeschlagene Heuristik, die
sich der Rundung der Variablen des linearisierten Programms bedient, nicht
sinnvoll realisieren.

Aufgrund der N'P-Vollstindigkeit von PART (siche Kapitel 3.2) ist auch
nicht anzunehmen, daf man durch Linearisierung (bzw. Relaxation gene-
rell) ein polynomielles Losungsverfahren, wie z.B. fiir total unimodulare
Matrizen (siehe [38]) erhalten kann — aufler falls P = N'P.

Es gibt aber verschiedene Grund-Methoden zur exakten Losung ganzzahliger
linearer Programme, auf die sich auch die meisten Verfahren zuriickfithren
lassen. Dies sind

e vollstindige Enumeration
e Schnittebenen-Verfahren
e Branch & Bound-Verfahren

e Lagrange-Relaxation.

Unter der vollstéindigen Enumeration versteht man das systematische Bele-
gen sdmtlicher Variablen mit allen Werten ihres Wertebereichs. Dabei wird
garantiert auch diejenige Variablenbelegung erreicht, die die Kostenfunkti-
on minimiert. Das Verfahren benétigt recht wenig Speicherplatz, da nur die
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aktuelle Belegung sowie die Kosten und Variablenbelegung fiir das bishe-
rige Optimum gespeichert werden miissen. Allerdings betrigt die Laufzeit
des Verfahrens O ([, vasianie €ard(z)), wobei card(z) die Grofle des Wer-
tebereichs von z angibt. Das bedeutet, daB fir PARTP' die vollstéindige

Enumeration eine Laufzeit von O (2ZkeVuE Lk) benoétigt, was das Verfah-

ren fiir das vorliegende Problem zwar theoretisch anwendbar, aber praktisch
unbrauchbar macht.

Bei Schnittebenen-Verfahren wird das ganzzahlige Problem als lineares Pro-
gramm ohne die Ganzzahligkeitsforderungen gelost. Fiir die Variablen, die
im Ergebnis mit nichtganzzahligen Werten belegt sind, werden zusétzliche
Nebenbedingungen in das Problem eingefiigt, so daf} die erhaltene Losung
nicht mehr im Losungsraum des neuen Problems enthalten ist, anderer-
seits aber der Losungsraum des ganzzahligen Problems nicht beeinflufit wird.
Dies wird solange wiederholt, bis man zu einem ganzzahligen Ergebnis ge-
langt.

Die Branch & Bound-Verfahren setzen ebenfalls auf der Lésung des Problems
mit Hilfe der nichtganzzahligen linearen Programmierung auf. Nach der
Berechnung des linearisierten Programms wird das Problem in zwei Teil-
probleme zerlegt, falls das FErgebnis noch Variablen mit nichtganzzahliger
Losung besitzt. Sei = eine Variable, die mit dem nichtganzzahligen Wert a
belegt wurde. Dann wird ein Teilproblem mit der zusétzlichen Nebenbedin-
gung = < |a| erzeugt, und ein anderes mit der zusétzlichen Nebenbedingung
z > [a]. Diese werden rekursiv mit der nichtganzzahligen linearen Program-
mierung optimiert, bis das optimale ganzzahlige Ergebnis feststeht. Dabei
kann man durch geschickte Auswahl des als nichsten zu bearbeitenden Teil-
problems und dem Abtrennen irrelevanter Teilprobleme viel Zeit einsparen.

Das Ziel der Lagrange-Relaxation ist das Finden der optimalen ganzzah-
ligen Losung, indem ein Teil der Nebenbedingungen in die Zielfunktion
eingebunden wird (siehe z.B. [38]). Die Lagrange-Relaxation liefert nicht
zwangsldufig ein Ergebnis und erscheint ungeeignet fiir Probleme mit {0, 1}-
wertigen Variablen. Daher wird sie hier nicht weiter betrachtet.

Da PART®P* N'P-vollstiandig ist, werden alle Losungsverfahren, die PART P!
exakt 16sen, im worst-case exponentielle Laufzeit benttigen. Das bedeutet
aber nicht, da} das Problem nicht 16sbar ist. Vielmehr lassen sich nur Sy-
stemgraphen kleiner Gréfle mit realistischem Zeitaufwand 16sen. Mit Hilfe
guter Verfahren ist es jedoch moglich, diese Grolenschranke deutlich zu
erhéhen.

7.5.1 Schnittebenen-Verfahren

Wie bereits in Abschnitt 7.2 beschrieben, liegt der Wert der optimalen Lo-
sung eines linearisierten ganzzahligen Programms niedriger als das tatséchli-
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che Optimum. Das ergab sich aus der Tatsache, daf} die Ecken eines linearen
Programms nicht ganzzahlig sein miissen.

Die konvexe Hiille conv (L;p (2, b)) des Losungsraums Lip (2, b) besitzt ei-
nerseits nur ganzzahlige Ecken, andererseits sind alle ganzzahligen Elemente
der konvexen Hiille auch Lésungen des ganzzahligen linearen Programms,
also

conv (,C[p(Ql, [l)) NZ" = ,C]P(Q[, b).

Zudem 148t sich die konvexe Hiille als Schnitt linearer Ungleichungen be-
schreiben.

Damit kann die Ganzzahligkeitsforderung entfallen, die optimale Lésung der
konvexen Hiille mittels nichtganzzahliger linearer Programmierung berech-
net werden und das Ergebnis entspricht der optimalen Losung des ganzzah-
ligen linearen Programms.

Im allgemeinen werden jedoch exponentiell viele Ungleichungen benétigt,
um die konvexe Hiille eines ganzzahligen Losungsraums zu beschreiben, wo-
durch diese Methode ineffizient wird (siehe [38]).

Es ist jedoch mdglich, die linearen Ungleichungen der konvexen Hiille dem
ganzzahligen linearen Programm erst bei Bedarf hinzuzufiigen.

Die optimale Losung des linearisierten Programms wird mit einem Standard-
verfahren berechnet. Erhilt man einen nichtganzzahligen Losungsvektor, so
wird dem Problem eine lineare Ungleichung hinzugefiigt, die einerseits den
Losungsraum des ganzzahligen linearen Programms nicht verdndert, ande-
rerseits aber die gerade berechnete Losung aus dem Lésungsraum ausschlieft
(zur Illustration siehe Abbildung 7.6). Diese Ungleichung wird Schnittebene
genannt. Weiterhin sollte die neu hinzugefiigte Schnittebene eine Kante der
konvexen Hiille sein, so da} man moglichst schnell ganzzahlige Ecken erhilt.
Dies ist aber keine notwendige Bedingung.

Diese beiden Schritte werden nun so lange wiederholt, bis man eine ganz-
zahlige Losung erhilt oder das Problem unldsbar wird (dann existiert keine
ganzzahlige Losung).

Da die Losungsmenge des ganzzahligen linearen Programms durch die zu-
sitzlichen Schnittebenen nicht verdndert wird, andererseits aber
rLp < Iip

gilt, ist die erhaltene ganzzahlige Losung auch die optimale Lésung des ganz-
zahligen linearen Programms.

In Algorithmus 7.1 wird das Schnittebenenverfahren nochmals verdeutlicht.

Fiir die Berechnung geeigneter Schnittebenen bieten sich verschiedene Ver-
fahren an, wie z.B. die Berechnung von Chvétal-Gomory-Ungleichungen.
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Abbildung 7.6: Schnittebene (gestrichelte Gerade) trennt berechnetes nicht-
ganzzahliges Optimum p}, aus dem Loésungsraum heraus (zrjp sei das
tatsdchliche, ganzzahlige Optimum)

Fiir tiefergehende Betrachtungen der Schnittebenenverfahren sei z. B. auf
[26, 38, 33, 9] verwiesen.

Anwendbarkeit auf PART°Pt

Die Endlichkeit des Schnittebenenverfahrens hingt stark von der Wahl ge-
eigneter Schnittebenen ab. Die Chvatal-Gomory-Ungleichungen fiithren zu
einem endlichen Verfahren, falls die Zielfunktion nur ganzzahlige Werte
enthilt. Eine solche Zielfunktion wire fiir PART°P® erhiltlich, indem die Ko-
sten der einzelnen Implementierungsmoglichkeiten mit einem entsprechen-
den Faktor multipliziert werden.

Chviatal-Gomory-Ungleichungen sind nicht zwangléufig lineare Ungleichun-
gen der konvexen Hiille des ganzzahligen Problems, sondern deutlich schwi-
chere Ungleichungen. Ungleichungen der konvexen Hiille — sogenannte
strong inequalities — wiirden eine schnelle Losung des Problems garantieren.
Die Berechnung der benétigten strong inequalities ist jedoch wiederum N P-
vollstindig, so daBl auch auf diese Weise keine effiziente Losung zu erwarten
ist.

Ob der Einsatz von Schnittebenenverfahren fiir das vorliegende Problem
sinnvoll ist, kann — aufgrund der relativ schlechten theoretischen Erkennt-

nisse iiber das Laufzeitverhalten — nicht ohne ausfiithrliche Testlaufe mit
PART°P*-Problemen beurteilt werden.

Kommerzielle Optimierungstools benutzen keine Schnittebenenverfahren.
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Eingabe: 2, b, ¢ fiir ganzzahliges lineares Programm
P :=min {c"z|r € L(A,b), r € Z"}

berechne optimale Losung r7 , fiir linearisiertes
Programm Pjp := min {CT;‘; € L(Ab)}

r7p ganzzahlig?
Ja ein

berechne Schnittebene
und fiige die neue
Nebenbedingung zu 2
und b hinzu

r7p ganzzahlig

Ausgabe: 17 p

Algorithmus 7.1: Schnittebenenverfahren zur Lésung ganzzahliger linearer
Programme

7.5.2 Branch & Bound-Verfahren

Branch & Bound-Verfahren hingegen werden in fast allen Optimierungstools
benutzt, wobei diverse zusétzliche ,, Tricks“ und Heuristiken zur Effizienz-
steigerung verwendet werden (siehe [26, 38]).

Im folgenden bezeichne P;p das ganzzahlige lineare Programm und Prp das
linearisierte Programm von Pjp.

Die Idee des Branch & Bound-Verfahrens ist, dafl man das gegebene Problem
in mehrere Teilprobleme zerlegt und diese dann getrennt voneinander 16st.
Fiir die ganzzahlige lineare Programmierung bedeutet das, dafl man den
Losungsraum in mehrere — hier zwei — Teile zerlegt, indem man einzelne
Variablen auf bestimmte Wertebereiche einschrénkt.

Die Wahl der einzuschrinkenden Variablen wird getroffen, indem man das
linearisierte Problem Prp 16st und sich eine Variable aussucht, die in der
optimalen linearisierten Losung keinen ganzzahligen Wert besitzt. Sei £ die
Variable und a ihre nichtganzzahlige Belegung.

Daraufhin wird das Problem Prp in zwei Teilprobleme PL1 p und Pf p unter-
teilt, die folgendermaflen definiert sind:

Plp = Prp N {2 <|al}
Pip = Prp N{& > [al]}
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Abbildung 7.7: Von Branch & Bound aufgespannter Baum der Teilprobleme

Dieser Teil des Verfahrens ist der Branch-Schritt.

Der Losungsraum P}, U P?;, der beiden Teilprobleme enthilt weiterhin den
gesamten Losungsraum des ganzzahligen Problems, also

Pip U Pjp = Prp
und somit gilt fiir das optimale Ergebnis
¢"r;p = min{c tlp, ¢ T2} (7.3)

Dieses Verfahren kann man nun rekursiv fortsetzen, bis jedes Teilproblem
nur noch ganzzahlige optimale Losungen besitzt bzw. unlésbar wird. Un-
ter diesen ganzzahligen Losungen 148t sich dann die minimale ganzzahlige
Losung finden.

Dieses Verfahren 1d8t sich gut als Baum représentieren (Abbildung 7.7),
aus dem man auch sofort erkennt, dafl das Verfahren exponentielle Laufzeit
besitzen mufl. Diesem exponentiellen Wachstum des Baumes versucht der
Bound-Schritt entgegenzutreten, indem ganze Teilbdume entfernt werden,
die die optimale Losung nicht enthalten kénnen.

Fiir jedes Teilproblem P* gilt (Abschnitt 7.2)
¢'xip < c'iip

Wenn also fiir ein beliebiges Teilproblem P!, bereits die optimale Lésung
3:7;3 feststeht und fiir ein anderes linearisiertes Teilproblem Pi p die optimale
Lésung x’l‘—jp > }:}} ist, braucht dieses Teilproblem aufgrund von (7.3) nicht
weiter betrachtet zu werden, da es keine bessere Losung als die von Teilpro-
blem P}, liefern kann. Somit kann man diesen Teilbaum abschneiden.

Wenn man diese Methode geschickt anwendet, konnen grofie Teilbdume ab-
geschnitten werden, so dafl das Verfahren auch fiir schwierige Probleme in-
teressant bleibt. Dabei stellen sich zwei Fragen:
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e Welche nichtganzzahlige Variable soll man im Branch-Schritt wihlen?

e Welches Teilproblem soll man als néichstes betrachten, um méoglichst
schnell zu einem mdoglichst guten, ganzzahligen Ergebnis zu gelangen?

‘Wahl der Branch-Variablen

Das ganzzahlige lineare Programm von PART P! besitzt keine ausgezeichne-
ten Variablen; und weil alle Variablen aus {0, 1} sind, wird die ausgewéhlte
Variable im Endeffekt wihrend des Branch-Schrittes auf ihren Wert festge-
legt. Da ein moglichst ausgeglichener Baum wiinschenswert ist, um Entar-
tungen zu vermeiden, liegt es nahe, diejenige nichtganzzahlige Variable x}
zu wahlen, die am nichsten bei % liegt, also

. * *
arg max min{z;,1 — z7.}.
ngVUE { k> k}

Diese Wahl der Branch-Variablen ist auch in der Praxis uiblich ([38]).

Es ist jedoch fraglich, ob diese Strategie fiir PART°P' geeignet ist. Fiir
jeden Block und Wandler werden genausoviele Variablen benétigt, wie sie
Implementierungsméglichkeiten besitzen, pro Block bzw. Wandler ist aber
nur eine Variable = 1 und die restlichen sind = 0. Dies wird fiir den Block
k durch die Nebenbedingung

Z $k,l =1

leLy,

garantiert.

Wenn nun einige der Variablen nicht ganzzahlig sind und eine von ihnen
(zk,;) als Branch-Variable gewéhlt wird, so wird das Problem aufgeteilt in
die beiden Teilprobleme

Ppp = Prp N {zx; = 0}
ng = PrpN {-'If'k,j = 1} .

Damit wird in Teilproblem P}, nur eine Variable belegt, wihrend durch
Teilproblem P2, Lj Variablen festgelegt werden. Auf diese Weise ergibt
sich ein stark unbalancierter Baum.

Einen balancierteren Baum erhilt man mittels sogenanntem GUB-Bran-
ching (Generalized Upper Bound; siehe auch [38]). Die Aufteilung des Pro-
blems in die Teilprobleme erfolgt hier durch das Schema

PIIIP Z:PLPH{CL‘]C’Z':OZ 1=1,... ,r}
Plpi=PrpN{zr;=0: i=r+1,..., L}
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wobei 7 = min {t : Zle Tpi 2 %} ist. P}, fordert also, daf fiir Block k ei-
ne Implementierungsmoglichkeit aus {r+1,... , Ly} gew#hlt wird, wihrend
P2, nur Implementierungsmoglichkeiten aus {1,... ,r} fiir Block k zulift.

Es ist zu erwarten, dafl GUB-Branching einen deutlich balancierteren Baum
fiir PART®P erzeugt, als die Standard-Methode. Auflerdem wird der Baum
deutlich weniger Knoten, d. h. Teilprobleme besitzen, weil pro Verzweigungs-
schritt mehrere Variablen gleichzeitig gebunden werden.

‘Wahl des nichsten zu bearbeitenden Teilproblems

Ziel ist es, moglichst schnell zu einem Blatt des Baumes, d. h. einer ganzzah-
ligen optimalen Losung zu gelangen, denn erst wenn man eine ganzzahlige
Losung besitzt, kann man den Bound-Schritt anwenden. Daher ist eine
Breitensuch-Strategie vo6llig ungeeignet — vielmehr wird eine Tiefensuch-
Strategie zu wihlen sein.

Nun kann man noch zwischen zwei Kindern, d. h. Teilproblemen auswéhlen,
welches zuerst bearbeitet werden soll. Da man hoffen kann, daf§ der Knoten
mit der kleineren unteren Schranke cT;fP derjenige ist, der auch das kleinere
ganzzahlige Optimum cTﬁ; besitzt, wird man diesen als erstes betrachten.
Auflerdem wird ein Teilbaum mit gréferer Wahrscheinlichkeit abgeschnitten,
je groBer seine untere Schranke ist. Diese Strategie heifit Best-Node-First.

Dies ist eine Standardmethode fiir das Branch & Bound-Verfahren auf ganz-
zahligen linearen Programmen, die auch fiir PARTP! sinnvoll erscheint.

Wenn man auf die ganzzahlige lineare Programmierung verzichtet und ein
problemspezifisches Branch & Bound-Verfahren entwickelt, ergeben sich eine
Reihe weiterer Methoden zur Aufteilung in Teilprobleme und zur Wahl des
nichsten Teilproblems. Diese werden in Kapitel 8 vorgestellt.

7.5.3 Preprocessing

Angenommen ein Funktionsblock besitzt nur eine einzige Implementierungs-
moglichkeit. Dann wire es prinzipiell gar nicht notwendig, daB fiir diese eine
Implementierungsméglichkeit eine Variable benutzt wird, die grundsitzlich
1 sein mufl. Auflerdem wire es nicht notwendig, die Zeitmodelldoménen der
benachbarten Wandler mit der Zeitmodelldoméne des Funktionsblocks zu
vergleichen.

Stattdessen benotigt man fiir diesen Funktionsblock keine Nebenbedingung
und keine Variable, weil die Ein- bzw. Ausgangszeitmodelldoméinen der
benachbarten Wandler konstant auf die Zeitmodelldoméne des Funktions-
blocks gesetzt werden konnen. Weiterhin kann man die nicht in Frage kom-
menden Implementierungsmdoglichkeiten der Wandler schon vor der Berech-
nung herausfiltern.
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Wenn man bzgl. einer linearen Kostenfunktion, wie z. B. der Minimierung
der Fliche, optimieren will, ist es unter Umstédnden gar nicht notwendig, al-
le Implementierungsméglichkeiten der Blocke zu beriicksichtigen. Ein Block
habe z.B. zwei Implementierungsmoglichkeiten innerhalb einer Zeitmodell-
domine. Dann ist es nicht notwendig, die Implementierungsmoglichkeit mit
dem grofleren Flichenbedarf zu beriicksichtigen, denn diese kann nicht in
der optimalen Partitionierung enthalten sein. Auf diese Weise kann man
die Anzahl der Implementierungsméglichkeiten fiir Blocke auf drei und fiir
Wandler auf neun beschrinken (siehe auch Kapitel 6.2).

Durch ein solches Preprocessing kann man je nach gegebenem Systemgra-
phen einige bis viele Variablen und Nebenbedingungen schon vor dem Be-
rechnen der optimalen Lésung des ganzzahligen linearen Programms elimi-
nieren, und somit die Laufzeit erheblich verringern.
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Kapitel 8

Branch & Bound

In Kapitel 7.5.2 wurde das Branch & Bound-Verfahren zur Lésung ganzzah-
liger linearer Programme benutzt. Dabei wird jedoch die Struktur des vor-
liegenden Problems nicht oder nur unzuldnglich beriicksichtigt. Dabei ist
Branch & Bound prédestiniert, um an spezielle Eigenschaften des zu 16sen-
den Problems angepafit zu werden.

8.1 Grundlagen

Wie der Name schon andeutet, besteht das Verfahren aus zwei grundlegen-
den Schritten, ndmlich dem Verzweigen in Teilprobleme und dem Abschit-
zen der einzelnen Teilprobleme. Dabei wird aber nicht das Problem selbst,
sondern dessen Losungsraum unterteilt und fiir die einzelnen Teilprobleme
die jeweils optimale Losung (rekursiv) bestimmt. Die beste der optimalen
Teilproblem-Lésungen ist dann das globale Optimum des gegebenen Pro-
blems.

Sei S der Losungsraum eines Minimierungsproblems P. s* bezeichne die
Kosten der optimalen Losung r* von P und s < s* eine untere Schranke der
optimalen Kosten fiir P. Wihrend sich s effizient berechnen 148t, beno6tige
die Berechnung der optimalen Lésung ¢* und der zugehorigen minimalen Ko-
sten s* exponentielle Zeit (sonst macht die Anwendung von Branch & Bound
keinen Sinn, da ein effizientes Losungsverfahren fiir P existiert).

Nun 148t sich der Losungsraum S in mehrere kleinere Teil-Losungsrdume
S1,...,Sy aufteilen, so daf§

S=5U...Uus§,
gilt. Weiterhin wire es sinnvoll, wenn auch nicht notwendig, daf8 die Teil-
Losungsrdume paarweise disjunkt zueinander (S; N S; =0 Vi,j =1,... ,n,

i # j) und ungefihr gleichméchtig (|S;| ~ [S;| Vi,j = 1,... ,n) sind.

75
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Abbildung 8.1: Von Branch & Bound aufgespannter Baum

Dieses Verzweigen kann man nun rekursiv fiir die Teilprobleme Si,... ,S,
fortfiithren, bis es sinnvoll erscheint, das Teilproblem nicht mehr weiter aufzu-
spalten, sondern direkt zu 16sen. Man erhélt also eine Baumstruktur (siehe
Abbildung 8.1). Dabei entspricht ein Knoten einem Problem und dessen
Kinder den Teilproblemen, die gelost werden miissen, bevor das Problem
selbst gelost werden kann.

Da der Losungsraum S des urspriinglichen Problems von den Loésungsriu-
men St,...,S, der erzeugten Teilprobleme iiberdeckt wird, gilt fiir die Ko-
sten der optimalen Lésung von P

s* =min{s],... ,s;}. 8.1
n

Entsprechend ist die optimale Losung * gleich der optimalen Lésung des
Teilproblems mit den geringsten Kosten.

Da die Anzahl der Teilprobleme im allgemeinen exponentiell zur Problem-
grofe ist, ist es sinnvoll, daf} nicht-optimale Teilprobleme bereits frithzeitig
erkannt und eliminiert werden, damit diese erst gar nicht weiter zerlegt und
untersucht werden miissen.

Wenn die optimalen Kosten s fiir das Teilproblem P; bereits berechnet sind,
so gilt nach 8.1

st <sj.
Das bedeutet, daB s} eine obere Schranke fiir P darstellt (5 := s}). Die obere

Schranke 5 entspricht immer den Kosten der giinstigsten bisher gefundenen
Losung.

Wenn nun ein anderes Teilproblem P; eine untere Schranke s; besitzt, die
grofer ist, als die obere Schranke 5 des Problems P (also s; > 3), dann
braucht das Teilproblem P; gar nicht erst gelost zu werden, da es die op-
timale Losung nicht enthalten kann. Teilbdume, die auf diese Weise abge-

schnitten werden, bezeichnet man auch als ausgelotet [32].

Um moglichst viele Teilprobleme ausloten zu kénnen, ist es notwendig, daf
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1. das Problem in Teilprobleme zerlegt wird, die sich in ihrer Giite stark
unterscheiden,

2. sehr schnell obere Schranken gefunden werden, die nahe am Optimum
des urspriinglichen Problems liegen und

3. die unteren Schranken sehr nahe am Optimum des jeweiligen Teilpro-
blems liegen.

Die Zerlegung des Problems in die Teilprobleme ist entscheidend fiir das
Ausloten der einzelnen Teilbdume. Denn wenn die Teilprobleme nahezu die
gleichen optimalen Kosten besitzen, liegen ihre unteren Schranken vermut-
lich unter den bisherigen optimalen Kosten. Somit kénnen sie nicht aus-
gelotet werden, sondern miissen alle untersucht und miteinander verglichen
werden.

Fiir den zweiten Punkt ist es zwar auch wichtig, eine geschickte Aufteilung
des Problems in die einzelnen Teilprobleme zu finden, aber noch wichti-
ger ist es, auch eine gute Strategie zu finden, um herauszubekommen, wel-
ches Teilproblem als nichstes betrachtet werden sollte, um moglichst schnell
moglichst exakte obere Schranken zu erhalten.

Der letzte Punkt ist fast noch wichtiger als die anderen beiden, denn wenn
man nur schwache untere Schranken fiir die Teilprobleme berechnen kann,
kann man nur wenige Teilbdume ausloten, so dafl man letztendlich fast den
ganzen Baum untersuchen mufl — auch wenn man eine geschickte Zerlegung
des Problems und gute obere Schranken findet.

8.2 Anwendung auf PART°P

Aufgrund der speziellen Struktur des Systemgraphen, nimlich daf} jeder
Block und Wandler mehrere verschiedene Implementierungsmoglichkeiten
besitzt, ist es naheliegend, den Systemgraphen in mehrere Teilgraphen zu
zerlegen, bei denen jeweils nur eine Implementierungsméglichkeit eines aus-
gewihlten Blockes zugelassen wird. Dieser Block wird auch als Branch-
Variable bezeichnet, da durch ihn das Problem in mehrere Teilprobleme
zerlegt wird, und sich so an dieser Stelle der von Branch & Bound erzeugte
Baum verzweigt.

Sei z. B. G der Systemgraph und & der gewihlte Block (mit |Ly| verschiede-
nen Implementierungsmaoglichkeiten). Dann wird der Systemgraph in |Ly|
verschiedene Teilprobleme &i,...,& | zerlegt, wobei in jedem Teilpro-
blem der Block k£ nur genau eine Implementierungsmoglichkeit besitzt, der
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restliche Systemgraph aber unveréndert bleibt:

6; = (G,B;) mit B; := (Bf))veVUE

B, fallsv € VUE\ {k}

wobei B! :=
{By,i} fallsv ==k

Es ist natiirlich nicht notwendig, daf} fiir jedes Teilproblem ein kompletter
Systemgraph gespeichert werden muf. Es reicht aus, den einzelnen Teil-
problemen die noch verfiigbaren Implementierungsmoglichkeiten fiir jeden
Funktionsblock zuzuordnen.

Es werden zur Zerlegung in die Teilprobleme nur Funktionsblocke ausge-
wihlt, da die optimale Implementierung eines Wandlers (bei der Einzelziel-
optimierung mittels einer monotonen Funktion) aufgrund seiner benachbar-
ten zwei Funktionsblocke eindeutig festgelegt wird.

WEeil die Unterteilung des Systemgraphen durch das Fixieren der Implemen-
tierungsmoglichkeiten der Branch-Variablen geschieht, wird der aufgespann-
te Baum zwar einerseits sehr breit, andererseits ist der Baum ausbalanciert
und relativ flach; er erreicht hochstens Tiefe |V|, also gleich der Anzahl der
Funktionsblécke.

Andere Unterteilungen des Systemgraphen in Teilgraphen (wie z. B. die in
Kapitel 7.5.2 aufgezeigte binidre Unterteilung) erscheinen nicht sinnvoll, da
sie nur ungeniigend auf die Graphenstruktur eingehen und so der System-
graph pro Branch-Schritt nicht ausreichend vereinfacht wird.

Das Abweichen von der Zerlegung in Teilprobleme durch Eliminieren von
Implementierungsmoglichkeiten (also z.B. Aufteilung aufgrund von spezi-
ellen Kostenfunktionen o.4.) ist auch nicht praktikabel, da die einzelnen
Teilprobleme dann u. U. nicht mehr strukturell zusammenhéngend sind, und
auBerdem die Berechnung der oberen und unteren Schranken sehr aufwendig
werden kann.

8.2.1 Wahl der Branch-Variablen

Es stellt sich jedoch die Frage, welcher Block des Systemgraphen gewéhlt
werden sollte, um die Teilgraphen zu erzeugen.

Wie in Abschnitt 8.1 bereits erwdhnt, soll mit einer geschickten Wahl der
Branch-Variablen erreicht werden, daf§ der Systemgraph in Teilgraphen zer-
legt wird, die sich deutlich in ihren optimalen Kosten unterscheiden.

Es sind verschiedene Auswahlverfahren denkbar:

e wihle Block mit den wenigsten Implementierungsméglichkeiten (take-
smallest)

e wihle Block mit den héchsten maximalen Kosten (take-maz)
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e wihle Block mit dem groBten Optimierungspotential (take-best)

Wenn man den Block mit den wenigsten Implementierungsmoglichkeiten
(take-smallest) wihlt, wird man einen Branch & Bound-Baum erhalten, der
nahe der Wurzel wenig verzweigt ist (also einen kleinen Grad besitzt), in der
Tiefe aber immer breiter wird. Wenn man erwartet, dafl man bereits friithzei-
tig, d.h. nahe der Wurzel Teilbdume ausloten kann, erscheint diese Wahl-
strategie sinnvoll. Jedoch existieren pro Block nur drei Zeitmodelldoméinen,
so daf} fiir monotone Kostenfunktionen (die der Normalfall sind) auch nur
drei Implementierungsméglichkeiten betrachtet werden miissen (siehe Ka-
pitel 6.2). Damit ist die Auswahl der Blocke beziiglich ihrer Implementie-
rungsmoglichkeiten sicher nicht praktikabel. Auerdem wird diese Strategie
der Forderung nach Teilgraphen mit méglichst unterschiedlichen optimalen
Kosten nicht nachkommen.

Die take-max-Strategie erscheint sinnvoller, da die Blécke mit hohen Im-
plementierungskosten auch den Hauptanteil an den Gesamtkosten besitzen.
Jedoch ist es ungeschickt, einen Block zu wihlen, der nur Implementie-
rungsmoglichkeiten besitzt, die alle nahezu genauso teuer sind. Denn dann
wird wiederum die Forderung nach unterschiedlich teuren Teilproblemen
nicht erfiillt.

Wenn man stattdessen den Block mit dem gréfiten Optimierungspotential
wihlt, erhélt man Teilprobleme mit groftmdglichen Unterschieden beziiglich
der Implementierungskosten. Das Optimierungspotential o des Blockes k
148t sich auf verschiedene Arten messen. Eine Moglichkeit ist, die Differenz
zwischen der teuersten und der giinstigsten Implementierung zu betrachten

k,l : k,l
O *= maxp™ — minp"”. 8.2
k leLy, p €Ly, p ( )
Eine andere Moglichkeit wire, den Quotienten zwischen teuerster und giin-
stigster Implementierung als Mafl zu benutzen:

k,l
maXjey, ’

Of ‘= .67]‘:])“. (8.3)
mlnleLkp )

Beide Mafle haben ihre Berechtigung, denn falls alle Implementierungsmag-
lichkeiten eines Blockes hohe Kosten verursachen, kann Gleichung (8.3) recht
klein sein, wihrend Gleichung (8.2) das Optimierungspotential besser wider-
spiegelt. Bei geringen Implementierungskosten verhélt es sich genau umge-
kehrt. Daher scheint es sinnvoll, die beiden Mafle in geeigneter Art und
Weise miteinander zu kombinieren (z.B. durch ein gewichtetes arithmeti-
sches oder geometrisches Mittel).

Man kann die Mafle auch noch weiter verfeinern, indem man die Kosten
der benachbarten Wandler mit einbezieht. Auch hierfiir gibt es wieder ver-
schiedene Varianten. Man konnte zum Beispiel stets die Kosten fiir die
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giinstigsten kompatiblen Wandler beriicksichtigen (hier fiir lineare Kosten-
funktionen):

maxier, {pk’l + wi}

O 1 — -
mier, {pk’l + wi}
mit wh = Z min  p@®Flan 4 min  p*EIlwd
. Lik) €L,k 5.5 EL
(Zk))EE (ik) (s) (k )EE (aJ) (1])
’ SR CND —d )
in = “out out_

Im allgemeinen werden die Wandler, deren Ein- und Ausgangs-Zeitmodell-
doménen identisch sind, keine Kosten verursachen, so daf wﬁc iiblicherweise
0 sein wird.

Andererseits konnten MaBe, die die maximalen Kosten der Nachbarwandler
beriicksichtigen, wie z. B.

maxier, {p™' + 7} }

minjer, {pk’l + Efc}

O 1=

mit wi: = E max p(Zak)al(z,lc) 4+ g max (kﬂ)J(k,])
l(k,J)EL(k:J)

(k,J)EE _ )

in out outi

oder sogar

ki ol
maxjcr, {p ’ —i—wk}
minger, {pF* + wi }

o =

das Optimierungspotential ebenfalls nicht korrekt widergeben.

Vermutlich erzielt man mit den gemittelten Kosten der Zeitmodell-kompa-
tiblen Wandlerblock-Implementierungsméoglichkeiten die geeignetsten Werte
fiir das Optimierungspotential. Z.B.!

maxer, {pF! + )}

miner,, {pk’l + u?fc}

O =

(4,k)5l s,k (k23 (k,
Zlu k)ELu N4 k) Zl(kwEL(k P D
L dit = dou(z k) s _d7 (k.3)
mit @ = Z > ‘ 1 + Z zt: 1
(ik)EE I, k)EL(zk) (k,j)CE Lk.g) €L (k,5)
di=d isl(i,k) gl =g (ki)
—Yout out™ “in

!Die Summen im Nenner von u?fc entsprechen der Summe der kompatiblen Implemen-
tierungsmoglichkeiten aller benachbarten Wandler.
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8.2.2 Berechnung der unteren Schranke

Die Genauigkeit der unteren Schranke der einzelnen Teilprobleme ist fiir
die Laufzeit des Branch & Bound-Algorithmus von grofler Bedeutung. Je
schwicher die untere Schranke ist (d.h. je weiter sie von dem tatsichlichen
Optimum entfernt ist), desto unwahrscheinlicher wird es, daf§ ein Teilgraph
ausgelotet wird, weil man nicht erkennt, dafl er die optimale Losung nicht
enthalten kann. Andererseits darf die Berechnung der unteren Schranke
nicht allzuviel Zeit in Anspruch nehmen, da sie fiir jedes einzelne Teilproblem
ausgefiihrt werden muf}, um entscheiden zu kénnen, ob es ausgelotet werden
kann, oder nicht.

Einfache untere Schranke

Die einfachste Moglichkeit, eine untere Schranke der Kosten eines System-
graphen zu berechnen (bei einer linearen Kostenfunktion), besteht darin,
dal man die minimalen Kosten der einzelnen Funktionsblécke und Wandler
addiert, ohne die Kompatibilitit ihrer Zeitmodelldoménen zu beriicksichti-
gen. Also

§:= min pFl.

=y
keVUE *-7k

Diese untere Schranke 148t sich in O(|V|+|E|+L) (wobei L := Y, . i | L]
die Summe aller Implementierungsméglichkeiten bezeichne) berechnen, wie
direkt aus der Formel ersichtlich ist. Im allgemeinen wird s jedoch rela-
tiv weit von den tatsdchlichen minimalen Kosten des Systemgraphen ent-
fernt sein, da die minimalen Kosten fiir die Wandler meistens 0 (fiir Imple-
mentierungen mit Eingangzeitmodelldoméne = Ausgangszeitmodelldoméne)
sind und somit im Endeffekt nur die minimalen Kosten der Funktionsblicke
beriicksichtigt werden.

Untere Schranke durch maximales Matching

Anstatt die untere Schranke aus den minimalen Kosten der jeweiligen Funk-
tionsblocke und Wandler zu berechnen, ohne die Kompatibilitit der Ein-
und Ausgangs-Zeitmodelldoménen zu beriicksichtigen, kann man (bei li-
nearen Kostenfunktionen) eine ,gréfiere Granularitit® wihlen, indem man
zwel benachbarte Funktionsblocke und den dazwischenliegenden Wandler
zusammenfafit. Fiir diese Einheiten kann man nun die Kosten bestimmen,
die sie minimal ben&tigen, wenn die entsprechenden Ein- und Ausgangs-
Zeitmodelldoménen der benachbarten Blocke bzw. Wandler zueinander pas-
sen. Diese minimalen Kosten fiir die Blocke 7 und j sowie fiir den entspre-
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S ~ - 0 (45)

W(z,4)

Abbildung 8.2: Block-/Wandlermengen, aus denen sich die minimalen Teil-
Kosten w; ;) berechnen

chenden Wandler (4, ) werden mit w; ;) bezeichnet?.

— . il il (6,9) 5 i

We; 7y = min + pli 4+ (4,4) 8.4

(2,9) LeLibeL; {p P’ p (8.4)
i) €L.g)

Nun darf man nicht einfach alle berechneten Gewichte addieren, denn die
Kosten der Funktionsblocke wiirden sonst mehrfach eingerechnet werden
(siehe Abbildung 8.2). Man darf nur eine Untermenge aller Kanten (d.h.
Wandler) E' C E auswiihlen, so daf} es keinen Knoten (d. h. Funktionsblock)

gibt, der Endpunkt von zwei Kanten aus E' ist.

Auf diese Weise ergibt sich eine untere Schranke fiir die Kosten des Sy-
stemgraphen, denn die w(; ;) besitzen kleinere Werte als die Kosten, die
die entsprechenden Blocke und der Wandler in der optimalen Systemgraph-
Partitionierung verursachen (wg. Gleichung (8.4)).

s* = min ool ele
CAPI AP

ecE

. k,l 1l€
2w +ming >, P4 Y pf
keV\{s,j} e€E\{(i,j)}

> ... (8.5)

Zw*f""nﬁei{l T ok 3 pek

e'er’ keV\V! eEE\E’

> Z Wer + Z min pPl + Z min p®'
k€LY le€L

e eE' keV\V’ ecE\E' ¢

v

’Da jeder Wandler mit genau seinen zwei benachbarten Funktionsblécken verbunden
ist, reicht es aus, die minimalen Kosten mit dem Wandler-Namen zu identifizieren.
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wobei
Vi={ieV|3j: (i,j) € E'V (i) € E'}

die Menge aller von E' iiberdeckten Knoten (also Blocke) ist.

Damit die auf diese Weise berechnete untere Schranke moglichst nahe am
tatséchlichen Optimum s* ist, sollten die Gesamtkosten ) we maxi-
miert werden unter allen in Frage kommenden Kantenmengen E’ C E.

Dieses Problem ist dquivalent zu Mazimal Weight Matching in allgemeinen
Graphen, fir das u.a. in [27] ein Algorithmus beschrieben wird und das in
O(|V]|E|) gelost werden kann.

Nun kann es jedoch passieren, dafl nicht alle Funktionsblocke durch das Mat-
ching iiberdeckt werden (d. h. V' # V') oder dafl es Kanten gibt, die nicht im
Matching enthalten sind, aber trotzdem minimale Implementierungskosten
> 0 besitzen (in dem in Abbildung 8.2 gezeigten Systemgraphen zum Bei-
spiel wird es auf jeden Fall Wandlerblécke geben, die nicht vom Matching
iiberdeckt werden). Die minimalen Kosten dieser Blocke und Wandler diirfen
nach Ungleichung 8.5 auf das Ergebnis des Maximal Weight Matching-Al-
gorithmus addiert werden, ohne dafl die Eigenschaft der unteren Schranke
verloren geht.

Fiir die Berechnung der einzelnen Teil-Kosten wy; ;) wird O(|L;| |L(i,j)| |Ljl)
Zeit benotigt. Da man die Anzahl der Implementierungsméoglichkeiten bei
einer linearen Kostenfunktion und Einzelzieloptimierung auf 3 fiir Funkti-
onsblocke und 9 fiir Wandler beschrinken kann, darf man die Laufzeit hierfiir
als konstant ansehen (siehe Kapitel 6.2). Es miissen | E| verschiedene Kosten
wy.,.) berechnet werden, so daf} sich die Laufzeit fiir das ,, Preprocessing® auf
O(|E)) ergibt.

Die nicht vom Matching E' iiberdeckten Blocke und Wandler lassen sich in
Zeit O(|V| + |E|) finden. Die Zeit zur Berechnung der minimalen Kosten
dieser Blocke und Wandler kann wiederum als konstant angesehen werden,
sofern ein Preprocessing durchgefiihrt wurde.

Somit ergibt sich die Gesamtlaufzeit zur Bestimmung der unteren Schranke
eines Systemgraphen mit Hilfe des maximalen Matchings zu

O(VIIE]) + O(|E]) + O(|V| + |E]) = O(|V] | E]).

Untere Schranke durch lineare Programmierung

Die vermutlich genaueste, effizient berechenbare untere Schranke liefert die
lineare Programmierung. Wie in Kapitel 7 bereits dargestellt, Lit sich
PART®P* als ganzzahliges lineares Programm beschreiben. Da es sich hierbei
um ein Minimierungsproblem handelt, erhélt man durch die Linearisierung
von PART®P' ein optimales, vermutlich nichtganzzahliges Ergebnis, dessen



84 Branch & Bound

Abbildung 8.3: Exploration eines Baumes mittels Depth-First-Strategie

Kosten kleiner oder gleich den Kosten der optimalen Implementierung sind.
Somit erhélt man mittels linearer Programmierung eine untere Schranke fiir
einen Systemgraphen.

Jedoch bendétigen Algorithmen zur Losung linearer Programme — auch
wenn sie asymptotisch gesehen nur polynomielle Laufzeit besitzen — in der
Realitat recht lange zur Berechnung des Ergebnisses.

Es ist experimentell zu iiberpriifen, welche der drei genannten Verfahren
untere Schranken liefern, die einerseits genau genug sind, um moglichst vie-
le Teilgraphen auszuloten, andererseits aber aber auch nicht zu viel Zeit
verbrauchen, um die unteren Schranken zu berechnen.

8.2.3 Finden einer oberen Schranke

Wenn man schnell eine gute obere Schranke fiir die minimalen Implemen-
tierungskosten findet, kann man frithzeitig Teilgraphen (also Mengen von
Partitionierungsmoglichkeiten) ausloten, weil sie nicht die optimale Lsung
enthalten konnen.

Um eine oberen Schranke zu erhalten, ist es notwendig, einen Pfad bis zu
seinem Blatt zu verfolgen, also die Implementierungen aller Funktionsblocke
festzulegen. Damit dies moglichst schnell geschieht, ist es sinnvoll eine
Depth-First-Strategie (siehe z.B. [5]; Abbildung 8.3) anzuwenden. Diese
hat gegeniiber einer Breadth-First-Strategie ([5]; Abbildung 8.4) auch den
Vorteil, daf deutlich weniger Speicherplatz benétigt wird, weil die bereits
bearbeiteten Konfigurationen nicht mehr gebraucht werden, und somit wie-
der geloscht werden kénnen.

Da der Baum balanciert ist, miissen in jedem Fall |V| Teilprobleme erzeugt
werden, um eine erste obere Schranke zu erhalten — unabhéngig davon, wel-
ches der |L.| Teilprobleme in jedem Rekursionsschritt gewéhlt wird. Jedoch
148t sich die Giite der berechneten oberen Schranke durch die Wahl des als
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Abbildung 8.4: Exploration eines Baumes mittels Breadth-First-Strategie

néichstes zu betrachtenden Teilproblems beeinflussen. Wenn man aus den
Teilproblemen & 1, ... ,6_ .| dasjenige auswihlt, das die minimale untere
Schranke besitzt, erwartet man, dal dieses Teilproblem auch eine niedrige
obere Schranke ergibt, d.h. eine nahe an die optimalen Kosten heranrei-
chende Implementierung enthilt. Daher erscheint es als geschickt, dieses
Teilproblem als néchstes zu untersuchen. Diese Strategie der Traversierung
des Branch & Bound-Baumes wird auch als Best-Node- First bezeichnet.

Es sind auch noch diverse Mischformen von Depth-First, Breadth-First und
Best-Node-First denkbar (siehe [29]). Deren Qualitét ist jedoch sehr emp-
findlich gegeniiber des zu optimierenden Problems, so daf} diese nur mit Hilfe
reprisentativer Tests auf ihre Anwendbarkeit iiberpriift werden kénnen.

Da die Implementierungskosten einer beliebigen giiltigen Implementierung
bereits eine obere Schranke darstellen, kann man eine erste obere Schranke
auch mit Hilfe anderer Algorithmen berechnen. Es ist durchaus ein sinn-
volles Verfahren, zuerst eine gute obere Schranke mit einer Heuristik, wie
z.B. Simulated Annealing (Kapitel 10) oder Tabu Search (Kapitel 11) zu
berechnen, und anschliefend das exakte Optimum mittels Branch & Bound
zu ermitteln.

8.2.4 Laufzeitbetrachtung

Im worst-case besitzt das Branch & Bound-Verfahren fiir PARTP® expo-
nentielle Laufzeit. Dies ist verstiindlich, da PART°P' ein N'P-vollstindiges
Optimierungsproblem ist, und Branch & Bound eine Lésung mit minimalen
Kosten liefert und nicht nur eine annihernd minimale Loésung.

Daher wird man nur relativ kleine Systemgraphen mit akzeptablem Zeitauf-
wand 16sen kénnen. Wenn man aber eine geeignete Strategie zur Wahl der
Branch-Variablen, zur Wahl des nichsten zu betrachtenden Teilproblems
und zur Berechnung der unteren Schranke benutzt, kann man die Gréfie der
noch partitionierbaren Systemgraphen deutlich erhéhen.
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Durch die Anwendung einer Heuristik zur Berechnung einer ersten oberen
Schranke (siehe Abschnitt 8.2.3) fiir die Implementierungskosten kann man
die Laufzeit eventuell nochmals verringern.

Wihrend der Abarbeitung des Branch & Bound-Algorithmus kann man fort-
wéihrend die bisherige Approximations-Giite abschitzen. Dies ergibt sich
aus der Tatsache, dafl eine obere und eine untere Schranke zur Verfiigung
stehen, so daf} sich der bisher erreichte Approximationskoeffizient durch

a<3s/s

abschétzen 1afit.

Falls eine bestimmte Approximationsschranke fiir die Partitionierung aus-
reichen sollte, kann man also nach Erreichen eines geeigneten Approximati-
onskoeflizienten den Algorithmus abbrechen. Die zu der oberen Schranke §
gehorende Implementierung geniigt dann der gewiinschten Approximations-
schranke.

Man kann den Algorithmus aber auch zu einem beliebigen Zeitpunkt ab-
brechen und erhélt so eine Heuristik mit einer a-posteriori-Abschéitzung von
Qpost < E/ S.

Somit 148t sich das Branch & Bound-Verfahren auch als Approximationsal-
gorithmus oder sogar als Heuristik verwenden.

8.2.5 Berechnung der Schranken bei nichtlinearen Kosten-
funktionen

Wenn nicht bzgl. der Fliche oder anderer linearer Kostenfunktionen opti-
miert werden soll, kann die untere Schranke nicht mehr mit den in Abschnitt
8.2.2 vorgestellten Methoden abgeschitzt werden.

Branch & Bound stellt jedoch an die Kostenfunktion keine Anforderungen,
da das Berechnen der unteren Schranken, sowie die Auswahl von Branch-
Variable und niichstem zu betrachtenden Teilproblem von separaten, in sich
abgeschlossenen Verfahren iibernommen werden kann.

Daher konnen diese Teile entsprechend dem benétigten Optimierungsziel
angepaflt werden. Dies ist recht problemspezifisch, so daf} es hier beispielhaft
nur fiir die Minimierung der Laufzeit des Gesamtsystems gezeigt werden soll.

Fiir die Beriicksichtigung zusétzlicher Randbedingungen miissen diese Teil-
Verfahren jedoch nicht verdndert werden, da die Randbedingungen, wie
in Kapitel 6 bereits gezeigt, in der Kostenfunktion beriicksichtigt werden
konnen. Dadurch ist die Kostenfunktion zwar nicht mehr linear, aber die
notwendigen Eigenschaften zur Berechnung der unteren Schranke, zur Aus-
wahl der Branch-Variablen und zur Wahl des nichsten zu betrachtenden
Teilproblems bleiben erhalten.
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Berechnung der Schranken zur Optimierung bzgl. der Laufzeit

Die Auswahl der Branch-Variablen sollte, ebenso wie bei linearen Kosten-
funktionen, nach der take-best-Strategie erfolgen. Da die Betrachtung aller
benachbarten Wandler aber keinen Sinn macht, da die maximale Laufzeit
des Systems durch den kritischen Pfad bestimmt wird (der nur von dem
Block und jeweils zwei benachbarten Wandlern abhéingt, und nicht allen),
kommen nur MaBe der Form (8.2) oder (8.3) in Frage.

Die Berechnungen der unteren Schranken der einzelnen Teilprobleme kann
dhnlich zu den in Abschnitt 8.2.2 entwickelten Ideen erfolgen. Die Berech-
nung mittels linearer Programmierung scheidet jedoch aufgrund der in Ka-
pitel 7.4 erlduterten Probleme aus.

Man kann aber fiir jeden Funktionsblock und Wandler seine minimale Lauf-
zeit anhand seiner Implementierungsmoglichkeiten ermitteln und mit diesen
Werten die maximale Verzogerungszeit durch
8=  1max Z min pk’l’“ + min p(i’j)’l(iai)
ACFE Pfad I €Ly “= L, ) EL G, )
3jeV:i(k,5)EAV(),k)EN (B)er

bestimmen. Diese untere Schranke 148t sich mit dem in [18] vorgestellten
Algorithmus zur Bestimmung des kritischen Pfades in O(|V| + |E|) berech-
nen.

Dieses Verfahren kann auch fiir die Laufzeit-Optimierung verfeinert wer-
den, indem man, wie bereits in Kapitel 8.2.2 fiir lineare Kostenfunktionen
ausgefiihrt, ein Matching E’ berechnet, und anschlielend mit Hilfe des Mat-
chings neue Gewichte

r ) wag falls (7,7) € E'
Wi,y = : (4,),1
mier,; P sonst

, {0 falls k € V'
’U)k =
sonst

: k.l
mijer, P

erzeugt. Dies garantiert, dafl die Kosten von Blocken und Wandlern nicht
mehrfach gezihlt werden und andererseits eine moglichst gute untere Ab-
schitzung erreicht wird. Nun kann man wiederum den Algorithmus zur
Bestimmung des kritischen Pfades, jedoch beziiglich der neuen Gewichte w’,
anwenden.

Da in dieser Variante die Kosten fiir die Mehrzahl der Funktionsblécke aber
auf die Wandlerkosten aufgeschlagen wurden, ist es moglich, dafl die er-
rechnete untere Schranke noch niedriger ist als die der einfachen Schitzung.
Dies ergibt sich aus der Moglichkeit, dafl die Kosten eines auf dem kriti-
schen Pfad liegenden Funktionsblocks in einem Gewicht (also einer Kante)
w' beriicksichtigt wird, das nicht im kritischen Pfad liegt.
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Fiir das Finden von guten oberen Schranke gilt das in Abschnitt 8.2.3 ge-
sagte, denn fiir die Effektivitit der dort genannten Auswahl-Verfahren des
néchsten Teilproblems ist die Monotonie-Eigenschaft der Kostenfunktion
entscheidend und nicht die Linearitét.

Aufgrund der N'P-Vollstindigkeit von PART°P" ist klar, da8 das Finden der
optimalen Implementierung eines Systemgraphen & mit Branch & Bound im
schlechtesten Fall exponentielle Laufzeit benttigen mus8.

Wenn eine optimale Lésung gefordert wird, ist aber Branch & Bound der
ganzzahligen linearen Programmierung durchaus vorzuziehen, da es viel
stirker an die speziellen Eigenschaften von PARTP' angepaBt werden kann.
Auflerdem ist es, im Gegensatz zur linearen Programmierung, mit Branch &
Bound méglich, PART* bzgl. einer nichtlinearen Kostenfunktion m zu op-
timieren, weil einzelne Teile des Verfahrens an die Kostenfunktion angepaft
werden konnen.

Zudem kann Branch & Bound zu beliebigen Zeitpunkten abgebrochen wer-
den und jederzeit eine approximative Losung liefern. Dies ist mit der ganz-
zahligen linearen Programmierung ebenfalls nicht méglich, da die Zwischen-
l6sungen die Ganzzahligkeitsbedingungen verletzen und somit keine giiltige
Implementierung ergeben.
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Initialisierung:

5 := oo (bzw. eine heuristisch vorbestimmte obere Schranke)

G := undefined (bzw. eine durch die Heuristik bestimmte
Implementierung)

S:=0

Original-Systemgraph & in Systemgraphenliste S einfiigen

wiihle einen Systemgraphen & € S (Kapitel 8.2.3) und entferne
ihn aus S

wiihle eine Branch-Variable k fiir & (Kapitel 8.2.1)

zerlege S in Teilprobleme &4, ... ,(‘%‘ 1, (Kapitel 8.2)

Sind die Implementierungen aller Blocke in den
Systemgraphen &1, . .. ,é‘ L, fixiert?

(Also sind Sy,... ,é|Lk| Blitter des

Branch & Bound-Baumes?)

Ja ein
Berechne Implementierungskosten berechne untere
S&yr e ’Sé|Lk| fiir die Systemgraphen Schranken N
A A S15--+ 58|, fr
G105 Gy die einzelnen
Teilprobleme
Existiert ein . Sy,... ’é|Lk|
i € {1,...,|Lg|} mit (Kapitel 8.2.2)
8. <s7?
Ja ' ein
fiige alle
Ersetze s := 56, Teilprobleme
Ersetze G := 6; S1,...,6L,in S
ein, fir die
< < 5 gilt (di
entferne alle Systemgraphen G € § se; <3 gilt (die
aus S, fiir die sz > 3 gilt (ausloten) anderen werden
’ =6 = ausgelotet)

wiederhole, solange S # ()

optimale Kosten: s* :=s o
Implementierung mit optimalen Kosten: 6* := &

Algorithmus 8.1: Branch & Bound-Verfahren zur Bestimmung der optimalen
Kosten und der zugehorigen System-Implementierung
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Kapitel 9

Dynamische
Programmierung

Die Dynamische Programmierung ist eine Erweiterung des Divide & Con-
quer-Verfahrens, bei dem das gegebene Problem in mehrere Teilprobleme
zerlegt wird, die separat gelost und schlielich wieder zu einer vollstdndigen
Lésung zusammengesetzt werden. Im Gegensatz zu Branch & Bound wird
aber nicht der Losungsraum zerlegt, sondern das Problem selbst.

Als Erweiterung von Divide & Conquer werden bei der Dynamischen Pro-
grammierung die Ergebnisse der berechneten Teilprobleme gespeichert, um
eventuelle Mehrfachberechnungen zu vermeiden. Dadurch ergeben die Be-
rechnungsabhéingigkeiten keinen Baum mehr, sondern einen gerichteten azy-
klischen Graphen (siehe Abbildung 9.1).

Abbildung 9.1: Durch die Berechnungsabhingigkeiten beim Dynamischen
Programmieren aufgespannter gerichteter azyklischer Graph

Ublicherweise bearbeitet man aber nicht, wie bei Divide & Conquer, rekursiv
die einzelnen Teilprobleme im Top-Down-Verfahren vom grofien zum kleinen
Problem, sondern geht (Bottom-Up) von atomischen, direkt 16sbaren Teil-
problemen aus und erweitert diese iterativ, bis man die Losung des eigentlich
zu losenden Problems erhalten hat (Abbildung 9.2). Dabei werden in jedem

91
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.

Abbildung 9.2: Sukzessives Losen der Teilprobleme 1, 2, ... bis das gegebene
Problem P gelost ist (gleiche Abhéngigkeiten wie in Abbildung 9.1).

Iterationsschritt die Ergebnisse gespeichert, so dafl auf bereits berechnete
Teilprobleme in Konstantzeit zugegriffen werden kann. Die Bottom-Up-
Strategie hat den Vorteil, dafl Daten, die im weiteren Verlauf des Algorith-
mus nicht mehr benotigt werden, wieder geloscht werden konnen!. Z.B.
wird nach dem Losen des Teilproblems 7 aus Abbildung 9.1 die Lésung von
Teilproblem 4 nicht mehr benétigt, kann also geléscht werden.

9.1 Anwendung auf PART°P"

Die geeignete Zerlegung des Systemgraphen in Teilprobleme soll zuerst an
einem Beispiel motiviert werden:

Beispiel 9.1. Sei der in Abbildung 9.3 dargestellte Systemgraph & bzgl.
seines Flichenbedarfs zu optimieren. Der Einfachheit wegen sind unter den
Blocken und Wandlern jeweils (informal) ihre Implementierungsmoglichkei-
ten mit den Zeitmodelldominen und dem Flichenbedarf angegeben.

DTsS 1: DTSS-DTSS, 0 1: DTSS, 10 1: DTSS-DESS, 5 1: DESS, 10 1: DESS-DEVS, 10 DEVS
2: DTSS-DESS, 5 2: DESS, 5 2: DESS-DESS, 0 2: DEVS, 5 2: DEVS-DEVS, 0
3: DTSS-DEVS, 5
4: DESS-DEVS, 10

Abbildung 9.3: Systemgraph &

Angenommen der Systemgraph bestehe nur aus dem Eingangsblock By und
dem Wandler B,y (Abbildung 9.4). Dieser Systemgraph &g besitzt zwei
verschiedene implementierbare Zeitmodelldoménen fiir den Ausgang, nim-
lich DTSS und DESS. Da die Ausgabe-Blocke eigentlich nur eine Zeitmo-
delldomine besitzen diirfen, wird der Systemgraph zwischen diesen unter-

! Meistens werden die Daten aber noch benétigt, weil man in einem zweiten Durchlauf
aus den berechneten optimalen Kosten die dazugehorige Losung bestimmt.
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(30—

1: DTSS 1: DTSS-DTSS, 0 1: DTSS
2: DTSS-DESS, § 2: DESS

Abbildung 9.4: Systemgraph &g

schieden: Der Systemgraph mit Ausgang in DTSS wird mit S(DTSS)
bezeichnet, der Systemgraph mit Ausgang in DESS mit Gy(DESS).

Da die beiden Systemgraphen G(DTSS) und Gy(DESS) aus nur einem
Wandler bestehen, 148t sich der jeweils minimale Platzbedarf direkt ablesen:

s5(DTSS) = p& =0
s;(DESS) = p(01)2 =5

Jetzt kann man diesen Systemgraphen Gy erweitern um den Block B; und
den Wandler B(; ) und erhilt so den Systemgraphen &; (d.h. &;1(DESS)
und & (DEVS); Abbildung 9.5). Deren minimaler Flachenbedarf berechnet

B(O,l) By B(1,9)

1: DTSS 1: DTSS-DTSS, 0 1: DTSS, 10 1: DTSS-DESS, 5 1: DESS
2: DTSS-DESS, 5 2: DESS, 5 2: DESS-DESS, 0 2: DEVS

3: DTSS-DEVS, 5

4: DESS DEVS, 10

Abbildung 9.5: Systemgraph &,

sich als Minimum aller giiltigen Kombinationen der optimalen Ergebnisse
von &g und der Kosten der neu hinzugekommenen B und By g).

s](DESS)
— min {s;;(DTss) +pt 4 p21 ¥ (DESS) + ph2 + p(1’2)’2}

=min{0 +10+5, 5+ 5+ 0}
=10

51 (DEVS)
— min {s;;(DTSS) +pll 4 pbD3 g5 (DESS) + p'? + p(1’2)’4}

=min{0+10+5, 5+ 5+ 10}
=15

Durch die Erweiterung von G; um Block By und Wandler B(2,3) erreicht
man den vollstdndigen Systemgraphen &. Auch hier ergibt sich die minimale
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Fliche wieder durch das Minimum aller giiltigen Kombinationen der Optima
von &; und den kompatiblen Implementierungsméglichkeiten von By und
By 3). Da die Zeitmodelldoméne des Ausgangs auf DEVS festgelegt ist,
berechnet sich das Minimum als

s* :=s5(DEVS)
— min {s’{(DEss) +p>! +p®1 51(DEVS) 4 p>? + p(2’3)’2}

=min {10 + 10 4+ 10, 15+ 5+ 0}
=20

Die minimal erreichbare Fliche der durch den Systemgraphen spezifizier-
ten Schaltung betrigt also 20. Die optimale Implementierung der einzelnen
Funktionsblécke und Wandler erhilt man, indem man fiir die einzelnen Teil-
graphen neben den optimalen Kosten auch die dazugehérigen Implementie-
rungen speichert. Fiir das Beispiel ergibt sich die optimale Implementierung

"= (1?0,1)’11"1?1,2)’@’[?2,3)) =(1,1,3,2,2).

Die in dem Beispiel angewandte Optimierungs-Strategie 148t sich ebenso
auf allgemeine (zykelfreie) Systemgraphen erweitern. Zuerst werden fiir
alle moglichen Kombinationen die Kosten der Wandler berechnet, die di-
rekt an den Eingangsblocken hingen. Dann werden die an diesen Wandlern
héngenden Funktionsblocke mit ihren nachfolgenden Wandlern hinzugenom-
men und die optimalen Kosten fiir alle Ausgangszeitmodell-Kombinationen
berechnet. Anschlieflend werden die von diesen Blécken abhingigen Funk-
tionsblocke inklusive nachfolgender Wandler in die Optimierung mit einbe-
zogen, U.s. w.

Der Systemgraph 148t sich mit Hilfe der Signalabhingigkeiten in verschiede-
ne Ebenen zerlegen, wobei alle in einer Ebene enthaltenen Funktionsblécke
voneinander unabhingig sind. Die nachfolgenden Wandler der Funktions-
blécke werden zu der gleichen Ebene gezihlt.

9.1.1 Zerlegung des Systemgraphen in einzelne Ebenen

Die einzelnen Ebenen lassen sich mit Hilfe eines leicht verdinderten Algo-
rithmus zur topologischen Sortierung (siehe z. B. [27]) berechnen. Auf diese
Weise erhilt man Mengen V; (i = 0,... ,n) von Funktionsblécken, deren
Eingabe-Signale von den Ausgaben der Funktionsblécke der Menge V;_;
abhingen. Es wird also eine Teilordnung iiber alle Blocke v € V' gebildet,
die die Signalabhingigkeiten der Funktionsblocke charakterisiert.

Anhand der in V; enthaltenen Funktionsblocke lassen sich die Wandler er-
mitteln, die an den Ausgingen der Funktionsblocke liegen, also zu der Ebene
i gehoren (E; := {(v,w) € E| v € V;}).
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Initialisierung:

V: Block-Menge des Systemgraphen
E: Wandler-Menge des Systemgraphen
1:=0

solange V # () (d. h. solange noch nicht alle Blocke in eine Ebene
eingeordnet sind)

Vi := 0 (neue Ebene initialisieren)

Vv € V : indeg(v) =0
(alle Blocke, deren Eingangssignale nur von Blécken aus
Vi,...,Vi_1 abhingig sind)

Vi :=V; U {v} (Block v der Ebene i hinzufiigen)

V=V \ {v} (Block v aus der Menge der noch nicht
einsortierten Blocke entfernen)

E:=E\{(v,v") € E| v € V} (Alle Wandler, die von Block

v ausgehen, entfernen)

i:=1+ 1 (Ebene 7 abschlieflen)

Vi,...,V, entsprechen den einzelnen Ebenen

Algorithmus 9.1: Einteilung des Systemgraphen in die einzelnen Abhéngig-
keitsebenen

Der modifizierte Algorithmus 9.1 benétigt O(|V| + |E|) Laufzeit, falls die
Kanten (d.h. Wandler) mit einer Adjazenzliste reprisentiert werden [27].

In Abbildung 9.6 wurde der in Kapitel 2.6 angegebene Beispiel-Systemgraph
(Abbildung 2.5) in seine einzelnen Ebenen unterteilt.

Aus dem Verfahren zur Aufteilung des Systemgraphen in die einzelnen Ebe-
nen kann man direkt eine wichtige Anforderung an den Systemgraphen er-
kennen. Und zwar terminiert der Algorithmus nur, wenn der Systemgraph
azyklisch ist. Diese Einschriankung ist aber eliminierbar, wie in Abschnitt
9.1.3 gezeigt wird.



96 Dynamische Programmierung

Vo Vi Va Vs

Abbildung 9.6: Einteilung eines Systemgraphen in Ebenen

9.1.2 Berechnung der optimalen Implementierung

Nachdem der Systemgraph in Ebenen unterteilt ist, kann man bei der ersten
Ebene beginnend, diesen Teilgraphen fiir jede mdogliche Kombination der
Ausgangs-Zeitmodelldoméanen der Wandler dieser Ebene optimieren und den
Teilgraphen sukzessive um eine Ebene vergréfiern.

Fiir jeden Teil-Systemgraphen G;, der aus den Blécken der Ebenen 0, ... ,1
besteht, ergeben sich bei linearer Kostenfunktion die minimalen Gesamtko-
sten s7(9;) durch

. . k.l
s:(al) = mlna {Szl(ai—l) + lnéan {p k4
0; 1ED| i—1 keV; dk’/;“ dI;"
in ~ i—1
l man p(lc,j),l(k,j)}}_ (9.1)
- (ko) €L(.5)

(kzj)EE k,7),1 .

dEnJ), (k,]):d’::«:,,ltk

k)l s ;

diut]) (k’J):dg

Dabei ist 9; := (dF)ey; der Vektor der Zeitmodelldoménen aller Ausgéinge
des von Vi,...,V; und deren Wandlern erzeugten Systemgraphen ;. Man
beachte, dal min{} := oo, so daB nicht implementierbare Ausgangs-Kom-
binationen automatisch mit unendlichen Kosten belegt werden. Ein Algo-
rithmus kann diese Belegungen direkt abfangen und braucht deren Kosten
s7(0;) erst gar nicht zu berechnen. Auflerdem ist es nicht notwendig, die op-
timalen Kosten fiir eine Kombination 9; zu berechnen, wenn erkennbar ist,
daf die Zeitmodelldoménen-Kombination zu den Implementierungsmaoglich-
keiten der Blocke k € V; 1 der nichsten Ebene 7 4+ 1 nicht kompatibel ist.

Zur Bestimmung des innersten Minimums von Gleichung (9.1) sind hoch-
stens max jyep ‘L(k,j)| Vergleiche notwendig. Da die i-te Ebene [9;_1|
Eingabe- und [0;| Ausgabe-Signale besitzt, kann es pro Ebene hochstens
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|0;_1| [0;| Wandler geben und genau [0;_;| Funktionsblscke. Da | D|®~*! ver-
schiedene Kombinationen der Zeitmodelldoménen fiir die Eingabe-Leitungen
der Ebene ¢ existieren, ergibt sich ein Gesamt-Rechenaufwand fiir s} (9;) von

0i—
O (1017 ({os-sl ol gma, |Eis |+ sl 241 ).

Die Anzahl der Implementierungsméglichkeiten 148t sich fiir lineare Kosten-
funktionen und Einzelzieloptimierung auf 9 pro Wandler und 3 pro Funkti-
onsblock mittels Preprocessing reduzieren (siehe Kapitel 6.2), so dafl diese
als konstant angesehen werden kénnen. Aufierdem ist |D| = 3. Damit ergibt
sich der Berechnungsaufwand fiir s} (9;) zu

O (3|°i—1| 01| |a,-|) .

Wenn die optimalen Kosten s?_, (9;_1) fiir alle Kombinationen d;_; € DI?-1l
der Ebene ¢ — 1 bereits bekannt sind, kénnen die optimalen Kosten s}(9;)
fiir samtliche Ausgangs-Zeitmodelldoméinen-Kombinationen d; € DI%l der
Ebene ¢ in Zeit

O (330 i il ) = O (3% Pl oy

berechnet werden.

Dies erscheint auf den ersten Blick nicht praktikabel, da exponentielle Zeit
zur Berechnung benoétigt wird. Wenn jedoch die Ebenen relativ klein sind,
der Systemgraph also nur wenig , Parallelitit“ aufweist, sind die optimalen
Kosten der einzelnen Ebenen durchaus in akzeptabler Zeit berechenbar.

Die Berechnung der s}(-) durch Gleichung 9.1 ist aber nur méglich, wenn
bzgl. einer linearen Kostenfunktion optimiert wird. Dies ergibt sich aus
der Tatsache, da8 nur lineare Funktionen die hier ausgenutzte Eigenschaft
min; f(z) + miny f(y) = ming,y f(z + y) garantieren.

Fiir nichtlineare Kostenfunktionen, wie z. B. fiir die Optimierung bzgl. der
maximalen Verzogerungszeit, lassen sich wahrscheinlich keine Adaptionen
an die Dynamische Programmierung finden, deren Komplexitéit unter der
der vollstdndigen Enumeration liegt.

Das sich aus Gleichung (9.1) ergebende Dynamische Programm zur Optimie-
rung von PART®P® bzgl. einer linearen Kostenfunktion ist in Algorithmus
9.2 angegeben. Da in der letzten Ebene n keine Wandler mehr enthalten
sind, sind die optimalen Kosten nicht abhingig von den Zeitmodelldomé&nen
der Ausgabe-Leitungen. Somit gibt es nur noch einen minimalen Kostenwert
5n.()-

Die zu s}() gehorende optimale Implementierung erhilt man, indem fir
jeden optimalen Wert s¥(-) die hierfiir notwendige Implementierung des ge-
samten Systemgraphen &; gespeichert wird. Dann kénnen alle Ergebnisse
der fritheren Ebenen < i — 2 geldscht werden.



98 Dynamische Programmierung

Eingabe: Systemgraph &

Berechne Ebenen Vj, ... ,V, nach Algorithmus 9.1

fori:=0ton
(sukzessive den Graphen um eine Ebene vergréfiern)

Y0; € Dol
(fiir alle Kombinationen der Zeitmodelldoménen der
Ausgabe-Signale der aktuellen Ebene 1)

Berechne s} (9;) (nach Gleichung (9.1))

Speichere den Wert s7(;) und die dafiir verwendeten
Implementierungen I3, I* | (v €V;, (v,w) € E;)

(v,w)

Ausgabe: s ()

Algorithmus 9.2: Verfahren zum Losen von PART°P* mittels Dynamischer
Programmierung

Alternativ wire es moglich, fiir jeden optimalen Wert s7(-) nur die dafiir not-
wendige Implementierung der Blécke und Wandler der Ebene i zu speichern,
sowie einen Zeiger auf die hierfiir gewdhlte Implementierung der (i — 1)-ten
Ebene.

Die Berechnung der optimalen Kosten der i-ten Ebene s} (-) basiert auf allen
Ergebnissen der (i — 1)-ten Ebene. Dadurch ergibt sich ein Abhingigkeits-
graph wie in Abbildung 9.7 dargestellt. Beginnend von nur einer Kom-
bination (aufgrund der festgelegten, eindeutigen Zeitmodelldoménen der
Eingabe-Blocke) wird der Systemgraph sukzessive erweitert, und in jeder
Ebene werden fiir alle giiltigen Kombinationen der Zeitmodelldoménen der
Ausgangs-Signale die minimalen Kosten s}(-) berechnet. In der Ebene n
sind nur noch die Ausgangs-Blocke enthalten, fiir die wiederum genau eine
Zeitmodelldoménen-Kombination festgelegt ist (s ()).

Aus dem Algorithmus 9.2 und der Laufzeitabschitzung zur Berechnung von
Gleichung (9.1) ergibt sich eine Laufzeit fiir den Algorithmus von

n
o (Z 3il+ial g, 4| |Di|> =0 (ng\ap\ \bp\) ,
i=0

wobei n die Anzahl der Ebenen (d.h. die Anzahl der Funktionsblocke, die
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Abbildung 9.7: Abhéngigkeitsgraph fiir PA RT P

ein Signal maximal durchlaufen kann) bezeichne und p die Ebene mit der
maximalen ,Breite“ (|0, = maxj_; [0;]).

Wenn die ,,Breite“ des Systemgraphen hochstens logarithmisch zur ,,Linge“
ist, d. h.

|DP| = O(]Og n)7

benétigt Algorithmus 9.2 nur polynomielle Laufzeit zur exakten Optimie-
rung von PARTP' bzgl. einer linearen Kostenfunktion!

9.1.3 Auflésen von Zykeln im Systemgraphen

Wie bereits angedeutet, funktioniert der Algorithmus 9.2 nur mit zykelfrei-
en Systemgraphen, weil die Einteilung in die einzelnen Ebenen sonst nicht
moglich wire, und aulerdem der Abhingigkeitsgraph des Dynamischen Pro-
gramms nicht azyklisch wére.

Wenn man den Systemgraphen mittels Breadth-First traversiert, werden
diejenigen Kanten als Riickwérts-Kanten markiert, ohne die der Graph zy-
kelfrei wire (siehe auch [5]).
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B, By,

)

~
IS
<

S

(a) Zykel

By (w,) (w,v) @

(b) aufgetrennter Zykel
Abbildung 9.8: Zykel in Systemgraphen

Jetzt darf man natiirlich eine Riickwirts-Kante (0. B. d. A. sei dies der Wand-
ler (w,v) € E) nicht einfach aus dem Systemgraphen entfernen, da dieser
Wandler die Zeitmodelldoménen der fiir die Blocke v und w gewahlten Im-
plementierungen entsprechend konvertieren muf}; und die Kosten fiir den
Wandler entsprechend beriicksichtigt werden miissen (Abbildung 9.8(a)).

Man kann den Systemgraphen an dieser Stelle aber auftrennen, einen neuen
Wandler By, ) einfiigen und die beiden , losen Enden“ mit einem Eingangs-,
bzw. Ausgangs-Block versehen (siehe Abbildung 9.8(b)).

Der neu hinzugefiigte Wandler besitzt keinerlei Konvertierungs-Funktionali-
tdt, kann aber alle Signal-Typen kostenneutral transportieren. Somit besitzt
er nur die Implementierungsméglichkeiten

B(ywy prss = ((NULL, CONV,DTSS, DTSS, NULL)
B(y,wy pEss = ((NULL, CONV,DESS, DESS, NULL)
B(y,wy pevs := ((NULL,CONV,DEVS,DEVS, NULL).

Wenn man nun den beiden Ein- und Ausgangs-Blocken die gleiche Zeit-
modelldoméane zuweist, kann man die beiden nach der Optimierung wieder
miteinander verbinden und erhélt den urspriinglichen Systemgraphen.

Somit konstruiert man aus diesem, azyklischen Systemgraphen 3 verschiede-
ne Systemgraphen, bei denen die Ein- und Ausgangs-Blocke v’ und w' jeweils
die gleichen Zeitmodelldoméinen DTSS, DESS, bzw. DEVS besitzen. Diese
3 Systemgraphen werden unabhingig voneinander optimiert. Die System-
Implementierung mit den niedrigsten Kosten ist die optimale fiir das System
mit dem Zykel (siche Algorithmus 9.3).
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Eingabe: Systemgraph &

Berechne zykelfreien Graphen &’ (neue Eingabe-Blécke seien
V1,... ,Um, und die zugehorigen neuen Ausgabe-Blocke w1, ... ,wp,)

V(li,...,ln) € {DTSS,DESS,DEVS}™ (fiir alle Kombinationen der
Zeitmodelldoméinen der neuen Ein-/Ausgabeblicke)

Berechne die optimalen Kosten S>(kll ) fiir den Systemgraphen
&' mit Algorithmus 9.2
(wobei by, :=ly, :==1l1,... 1y, =1y, :=1n)

Ausgabe: min sa )
(I1,... )l )€E{DTSS,DESS,DEVS}m \'1rotm

Algorithmus 9.3: Optimierung von zyklischen Systemgraphen mittels Dy-
namischer Programmierung

Wenn mehrere Zykel in dem Systemgraphen existieren, miissen alle Zeit-
modelldoménen-Kombinationen der neuen Ein- bzw. Ausginge optimiert
werden, also 3™-mal der Algorithmus 9.2 ausgefithrt werden (wenn m die
Anzahl der Zyklen ist).

9.1.4 Parallelisierbarkeit

Wie bereits erwidhnt, wird die Berechnung der optimalen Kosten fiir die i-te
Ebene ausschliellich auf die Kosten der Ebene ¢ — 1 zuriickgefiihrt. Ande-
rerseits werden in jeder Ebene 31%! verschiedene optimale Kosten berechnet,
die nicht voneinander abhéngig sind.

Dabher ist es durchaus interessant, die Berechnungen der einzelnen s} (-) auf
mehrere Prozessoren zu verteilen. Da aber jede Berechnung sidmtliche Da-
ten der vorherigen Ebene benutzt, ist vermutlich ein paralleles System mit
gemeinsamem Speicher notwendig, um extreme Netzbelastungen zu vermei-
den.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dafl die dynamische Programmierung
sehr gut geeignet ist fiir Systeme, die wenig Parallelitit aufweisen und
beziiglich einer linearen Kostenfunktion optimiert werden sollen. Fiir Sy-
steme mit héchstens logarithmischer ,,Breite* und logarithmischer Anzahl
an Signalriickfithrungen liefert dieses Optimierungsverfahren eine optimale
Implementierung in polynomieller Zeit.
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Allerdings ist die dynamische Programmierung fiir nichtlineare Kostenfunk-
tionen ungeeignet, und auch zusitzliche Randbedingungen (wie z. B. maxi-
mal zur Verfiigung stehende Chipfliche) kénnen nicht beriicksichtigt werden.

Daher kann die dynamische Programmierung zwar bei vielen Optimierungs-
problemen der Systemgraphen nicht angewendet werden, liefert bei speziel-
len Problemen aber optimale Implementierungen, ohne exponentiellen Zeit-
aufwand zu bendétigen.



Kapitel 10

Simulated Annealing

Simulated Annealing zihlt zu den lokalen Optimierungsverfahren, weil man
von einer Losung ausgehend die Nachbarschaft erkundet und dort nach einer
besseren Losung sucht. Es ist aber nicht garantiert, dafl Simulated Anne-
aling eine optimale Losung liefert. Vielmehr wird man das Verfahren nach
einer gewissen Anzahl von Schritten abbrechen und hoffen, da§ wihrend der
Laufzeit eine nahezu optimale Losung gefunden wurde. Da dies aber nicht
garantiert werden kann, ist Simulated Annealing eine Heuristik.

10.1 Grundlegendes Verfahren

Der Name des Verfahrens ergibt sich aus einem statistischen Modell fiir ther-
modynamische Prozesse der Kristallziichtung, in dem auch die Urspriinge
des Simulated Annealing liegen. Und zwar entspricht ein perfektes homo-
genes Kristallgitter einer Struktur mit minimaler Energie. Diese Gitter-
struktur erreicht man, indem das Material erhitzt wird bis es einen amor-
phen, fliissigen Zustand erreicht. Wenn man nun das Material sehr langsam
abkiihlt, bleibt bei jeder Temperatur das thermale Gleichgewicht erhalten,
und die Atome richten sich derart aus, dafl das Kristallgitter eine Struktur
mit nahezu minimaler Energie annimmt (siehe [23]).

Dieses Verfahren kann nun auf andere Optimierungsprobleme iibertragen
werden, indem man sich vorstellt, daf} die Kristallstruktur eine Konfigura-
tion des Problems darstellt, und der Wechsel in andere Konfigurationen,
genau wie die Anderung der Kristallstruktur, mit abnehmender Temperatur
immer schwieriger wird. Der anschauliche Begriff der Temperatur wird beim
abstrakten Optimierungsverfahren beibehalten.

Um Simulated Annealing anwenden zu koénnen, wird eine Anfangslésung
benétigt (die aber je nach Problemstellung auch per Zufallsgenerator er-
zeugt werden kann) und ein Nachbarschaftsverhiltnis U(:). Dieses Nach-
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barschaftsverhiltnis bestimmt, zu welchen Konfigurationen man von einer
beliebigen anderen Konfiguration wechseln kann.

Definition 10.1. Sei £ die Loésungsmenge eines Optimierungsproblems.

Dann ist

U :L — pot(L)
Loz—U(xr)CL

eine Nachbarschaftsfunktion, falls
yeU(z) <=z U(y).
Man sagt, zwei Losungen = und y sind benachbart, falls y € U(x).

AuBlerdem wird eine Kostenfunktion f(z) bendtigt, die die Kosten fiir die
Losung x angibt.

Das Verfahren startet bei der Anfangslosung = und wéhlt einen zufilligen
Nachbarn ' € U(z) aus. Besitzt dieser Nachbar geringere Kosten als die
vorherige Losung (also f(z') < f(z)), dann wird z’ als neue, bessere Losung
akzeptiert. Falls der Nachbar 2’ hohere Kosten als z verursacht (also f(z') >
f(z)), kann er immer noch als neue Losung akzeptiert werden, jedoch nur
mit einer von der Kostendifferenz f(z') — f(z) und der aktuellen Tempera-
tur T abhéingigen Wahrscheinlichkeit (Ws(z' wird als Losung akzeptiert) =

exp (ﬂ%w—,z)) Dahinter steckt die Idee, dal man zwar die lokalen Mi-

nima des Losungsraums erreichen will, wenn ein Minimum aber ,schlecht
ist, dann soll man aus diesem auch wieder , herausklettern“ kénnen.

Wihrend der Laufzeit des Algorithmus wird die Temperatur kontinuier-
lich gesenkt, so dafl es immer unwahrscheinlicher wird, daf§ eine schlechtere
Losung akzeptiert wird. Man kann also nicht mehr so leicht aus der Umge-
bung des Minimums entkommen, sondern wird vielmehr zu dem Minimum
»hingezogen“.

Die Struktur von Simulated Annealing wird durch Algorithmus 10.1 noch-
mals verdeutlicht.

Fiir die Adaptierung des Verfahrens auf die gegebene Problemstellung erge-
ben sich hauptséchlich zwei Fragen:

e Wie ist das Nachbarschaftsverhiltnis der Losungen zu wéhlen?

e Welche Anfangstemperatur T soll gewahlt werden? Wie schnell soll
T abgekiihlt werden, und nach welchem Verfahren? Wann kann der
Algorithmus beendet werden? (cooling scheme)

Die Nachbarschaftsfunktion sollte so gewéhlt sein, dafl einerseits nicht zu vie-
le Losungen zueinander benachbart sind, denn sonst springt man zu leicht
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Initialisierung:
setze Anfangslésung z
setze Anfangstemperatur T

z* := z (bisher beste Losung)

wihle rein zufiillig einen Nachbarn y € U(z)

fly) < f(z) .
Ja ein
setze z ==y z := y mit Wahrscheinlichkeit
exp (f(w);f(y))
¥ =y

berechne neue Temperatur 7'

wiederhole, bis ein Abbruch-Kriterium erfiillt ist

z* ist die beste gefundene Lisung

Algorithmus 10.1: Algorithmus von Simulated Annealing

aus der Umgebung eines (lokalen) Minimums heraus und kann auf diese
Weise das Minimum gar nicht (bzw. nur ,,per Zufall“) erreichen (Abbildung
10.1). Andererseits miissen die Nachbarschaftsverhiltnisse so gestaltet sein,
daB man von einer beliebigen Losung zu allen anderen Lésungen in end-
lich vielen Schritten gelangen kann. Denn sonst wiirde der Losungsraum
in zwei Zusammenhangskomponenten zerfallen, und man koénnte die opti-
male Losung eventuell iiberhaupt nicht erreichen, weil sie in einer anderen
Zusammenhangskomponente liegt (Abbildung 10.2).

Es 148t sich zeigen, dafl Simulated Annealing die optimale Losung finden
wird (falls der Losungsraum aufgrund der Nachbarschaftsfunktion zusam-
menhingend ist), wenn man die Temperatur nur langsam genug senkt (sie-
he hierfiir z. B. [1]). Dies ist aber nur von theoretischem Interesse, da dafiir
unter Umstdnden unendlich viele Schritte notwendig sind.

10.2 Anwendung auf PART°P*

Beim Branch & Bound-Verfahren wurde der Systemgraph & in verschiedene
Teilprobleme zerlegt, indem die Implementierung eines ausgewéhlten Blocks
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Abbildung 10.1: Schlechtes Nachbarschaftsverhéltnis, weil alle Losungen zu-
einander benachbart sind.

Abbildung 10.2: Schlechtes Nachbarschaftsverhéltnis, weil der Losungsraum
in drei Zusammenhangskomponenten zerfillt und nicht alle Losungen er-
reicht werden konnen.

fixiert wurde.

Eine dhnliche Idee kann man fiir die Nachbarschaftsbeziehungen verfolgen.
Es sollen diejenigen Implementierungen [,I' € 1 Nachbarn sein, die sich in
nur einer Funktionsblock-Implementierung unterscheiden. Dabei ist es un-
erheblich, welche Implementierungen dieser Block in den beiden System-
Implementierungen besitzt. Also

Ul = {[e]l‘ JieVVkeV\{i}: lk:l;}.

Auf diese Weise hat man eine einfach zu handhabende, symmetrische, nicht
zu viele Nachbarn enthaltende Nachbarschaftsfunktion. Trotzdem bleibt der
Losungsraum zusammenhéngend.

Bei der Auswahl der Nachbarschaftsbeziehungen werden auch hier wieder
die Wandler unberiicksichtigt gelassen, da sich ihre Implementierungen aus
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den Implementierungen der Funktionsblocke ergeben.

Eine Start-Implementierung kann erraten werden, wenn man davon aus-
geht, dafl bei dem Systemgraphen zwischen den benachbarten Funktions-
blocken alle Wandlertypen verfiigbar sind (auch wenn sie nicht kostengiinstig
implementierbar sind). Einfacher und sinnvoller wire es aber, eine Start-
Implementierung zu wahlen, deren Implementierungen aus moglichst vielen
gleichen Zeitmodelldominen besteht, also z.B. eine System-Implementie-
rung, die nur DTSS-Implementierungen enthélt. Auflerdem ist man auf-
grund der Uberspezifikation des Systems (siehe Kapitel 2.2) im Besitz einer
initialen System-Partitionierung.

Die Start-Temperatur sollte so gewihlt werden, daB der Ubergang zu einem
Nachbarn mit héheren Implementierungskosten mit einer Wahrscheinlichkeit
nahe 1 erlaubt wird. Dadurch erreicht man ein zufilliges Durchwandern des
Losungsraums, bei dem alle Lésungen als gleichwertig betrachtet werden.

AnschlieBend wird die Temperatur langsam gesenkt. Im allgemeinen wird
dafiir eine geometrische Temperaturkurve gewahlt, d. h.

Thy1:=cTy

wobei T}, die Temperatur zum Zeitpunkt n ist, und c eine Konstante. c¢
sollte einen Wert nahe unter 1 besitzen, und wird typischerweise aus dem
Intervall [0,8; 0,99] gewahlt (1t. [1]). Somit wird es mit der Zeit immer
unwahrscheinlicher, daf§ ein Nachbar mit gréfleren Implementierungskosten
als neue Losung akzeptiert wird. Dadurch wird garantiert, dafl nur noch
Losungen akzeptiert werden, die die Kosten verkleinern oder zumindest nur
sehr wenig vergroBlern. Die Losung wird beim Abkiihlen also in ein Minimum
ngedrangt®.

Simulated Annealing wird entweder nach einer bestimmten Anzahl Schritte
abgebrochen (indem eine , Gefrier-Temperatur® festgelgt wird) oder aber,
wenn die aktuelle Losung z seit einer bestimmten Zeit nicht mehr verindert
wurde, also schon lange kein Ubergang zu einem Nachbarn mehr stattgefun-
den hat.

Bei der ersten Abbruchbedingung weifs man nicht, ob die erhaltene Lésung
zumindest ein lokales Minimum ist. Dies garantiert die letztere Abbruch-
bedingung jedoch mit einer groflen Wahrscheinlichkeit (wenn man lange ge-
nug gewartet hat, ob die aktuelle Losung nicht doch noch einen giinstigeren
Nachbarn besitzt). Der Nachteil, dal man unter Umstéinden sehr lange war-
ten muf} bis Simulated Annealing abbricht, 148t sich durch geschickte Wahl
der Anfangstemperatur, der Abkiihlungskurve und der Abbruchbedingung
vermindern. Hierfiir wird in [1] ein Polynomialzeit-Abkiihlungsverfahren
vorgestellt.

Besonders praktisch ist bei Simulated Annealing, daf keinerlei Anspriiche an
die Kostenfunktion gestellt werden. Das bedeutet im Fall von PART°P*, daf
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ohne groflere Leistungseinbuflen bzgl. der Laufzeit oder auch beliebigen an-
deren (turing-berechenbaren) Kostenfunktionen optimiert werden kann. Bei
jedem Schritt werden die Kosten fiir den ausgewihlten Nachbarn berechnet
und die Implementierungskosten fiir die aktuelle Implementierung (die aber
schon aus dem vorherigen Schritt bekannt sind). Es ist zwar wiinschenswert,
da8 die Kostenfunktion moglichst effizient berechenbar ist (weil das Lauf-
zeitverhalten von Simulated Annealing von der Laufzeit der Kostenfunktion
mitbestimmt wird), dies ist aber nicht notwendig.

Auch zuséitzliche Randbedingungen lassen sich mit Hilfe der Kostenfunkti-
on beriicksichtigen. Jedoch ist darauf zu achten, da} die Randbedingungen
nicht zu restriktiv sind, so dafl grofle Teile des Losungsraums oo Kosten be-
sitzen. Da aufgrund der Wahrscheinlichkeitsfunktion keine Implementierung
mit oo Kosten als neue Losung gewdhlt werden kann, konnte der System-
graph durch zu starke Randbedingungen in mehrere Zusammenhangskom-
ponenten zerfallen. Das wiirde dann bedeuten, dafl Teile des Lésungraums
nicht mehr erreichbar wéren.

Aufgrund der einfachen Struktur und der durch die Randomisierung er-
staunlich guten Optimierungsergebnisse wird Simulated Annealing in vielen
Bereichen gerne verwendet. Es ist zu erwarten, dafl Simulated Annealing bei
geschickter Wahl von Anfangstemperatur, Abkithlungskurve und Abbruch-
bedingung auch fiir PARTP® gute Approximationsergebnisse liefert.



Kapitel 11

Tabu Search

Tabu Search zdhlt, wie auch Simulated Annealing, zu den lokalen Suchver-
fahren und arbeitet als Heuristik, die man nach einer bestimmten Anzahl
an Iterationen abbricht, wobei sie das bis dahin beste berechnete Ergebnis
liefert.

11.1  Grundlagen

Tabu-Search basiert auf der Idee des Hill-Climbing. Man ersetzt die aktuel-
le Losung durch ihren besten Nachbarn. Wenn man aber zu einem lokalen
Optimum z gelangt, kann man die Kosten durch Ersetzung der aktuellen
Loésung x mit ihrem besten Nachbarn ' nur verschlechtern. Wenn der Nach-
bar z’ nicht gerade ein Sattelpunkt ist, wird der Nachbar von z’ mit den
giinstigsten Kosten wieder z sein. Damit ist die Strategie in einem lokalen
Optimum ,gefangen“ und kann den Lésungsraum nicht mehr weiter erfor-
schen.

Um solche Situationen zu verhindern, werden besuchte Lésungen, bzw. Zii-
ge! tabu gesetzt, diirfen also nicht mehr besucht bzw. ausgefithrt werden.

Bei Tabu-Search ist das Finden von geeigneten Nachbarschaftsverhéltnissen
noch wichtiger als bei Simulated Annealing. Denn falls die Losungen zu
viele Nachbarn besitzen, wird iibermifig viel Zeit benétigt, um den Nach-
barn mit den niedrigsten Kosten zu finden. Bei dem in Abbildung 10.1
gezeigten Extremfall wiirde Tabu-Search zwar in einem Schritt die optimale
Losung finden, muf} dafiir aber alle Losungen des Lésungsraums miteinan-
der vergleichen. Dies wiren bei PARTP' exponentiell viele. Der andere

!Unter einem Zug wird nicht der Wechsel von Ldsung a nach Lésung b verstanden,
sondern die dafiir notwendige Verdnderung im Lésungsvektor (also z.B. der Wechsel der
Implementierung eines bestimmten Funktionsblocks). Somit darf insbesondere auch nicht
von Losung ¢ nach Losung d gewechselt werden, falls damit der inverse Zug von a nach d
ausgefiithrt wird und dieser tabu gesetzt ist.
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o

Abbildung 11.1: Losungsraum (Knotenmenge) mit zugehorigen Kosten (kl.
Werte neben den Knoten) und Nachbarschaftsbeziehungen (Kantenmenge)

Extremfall der Nachbarschaften in Abbildung 10.2 148t Tabu-Search, eben-
so wie Simulated Annealing, versagen, weil der Algorithmus die anderen
Zusammenhangskomponenten nicht erreichen kann.

Fiir das tabu-setzen von Losungen bzw. Ziigen gibt es verschiedene Verfah-
ren, die sich deutlich in ihrem Aufwand, aber auch in ihren Ergebnissen
unterscheiden [2]:

strict Tabu-Search: Eine bereits besuchte Losung darf kein zweites mal
besucht werden.

fixed Tabu-Search: Ein ausgefiihrter Zug darf innerhalb der nichsten n
(n konstant) Ziige nicht riickgéingig gemacht werden.

reactive Tabu-Search: wie fixed Tabu-Search, jedoch ist n nicht kon-
stant, sondern wird vom Algorithmus an das Problem angepaft.

11.1.1 Strict Tabu-Search

Da keine schon frither besuchte Lésung nochmals betrachtet werden darf,
kann es leicht zu Situationen kommen, in denen der Algorithmus abbrechen
muf}, weil es zu der aktuellen Losung keinen noch nicht besuchten Nachbarn
gibt. Wenn man zum Beispiel in dem in Abbildung 11.1 gezeigten Losungs-
raum mit der Anfangslésung 1 beginnt, wird strict Tabu-Search als néchste
Losung den Nachbarn 2 wihlen, weil er gegeniiber Lésung 4 die geringeren
Kosten besitzt. Aus diesem Grund wird im néchsten Schritt die Lésung 3
statt Losung 5 gewdhlt. Losung 1 ist tabu, weil sie bereits besucht wurde.
Diese Losung ist ein lokales Minimum. Da Losung 2 bereits besucht wur-
de, kommt als Folgelésung nur noch 4 in Betracht. Im folgenden Schritt
muf strict Tabu-Search abbrechen, da seine beiden Nachbarn bereits be-
sucht wurden. Somit ist es nicht moglich, das globale Optimum, ndmlich
Losung 6, zu finden.

Der Vorteil von strict Tabu-Search liegt in der einfachen Implementierung.
Um die bereits besuchten Losungen zu vermerken, kann man sich der sog.
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Initialisierung:
z := Anfangslésung

z* := z (bisher beste Losung)

B := {z} (Menge der bisher besuchten Losungen)

U(z)\B#07?
(existieren noch nicht besuchte Nachbarn von z7?)
Ja ein

:=card mi !
y = card e, 1)
z'¢B
(y ist kleinster Nachbar von z, der noch nicht besucht
wurde)

B := BU{y} (y tabu setzen)

y<z*? ]
Ja ein

z* :=y (y ist neue beste Losung)

wiederhole, bis ein Abbruch-Kriterium erfiillt ist

z* ist die beste gefundene Lisung

Algorithmus 11.1: Strict Tabu-Search

reverse elimination method (REM) bedienen, bei dem die einzelnen Ziige in
einer geordneten Liste gespeichert werden (siehe z. B. [2]). Es ist aber auch
moglich, die besuchten Lésungen in einer Hash-Tabelle abzulegen.

11.1.2 Fixed Tabu-Search

Unter Tabu-Search wird in der Literatur iiblicherweise die Variante fixed
Tabu-Search verstanden.

Hierbei werden die Invertierungen der letzten n Ziige tabu gesetzt, diirfen
also im néchsten Schritt nicht verwendet werden. Damit will man erreichen,
dafl man eine Lésung innerhalb von n Schritten nicht wieder erhalten kann.

Es ist aber nicht notwendig, dal man die Invertierungen der ausgefithrten
Zige tabu setzt. Je nach Problemstellung ist es durchaus sinnvoll, nicht
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die Ziige, sondern die Losungen selbst (wie bei strict Tabu-Search) tabu zu
setzen.

Die Listenlinge n mufl sorgfiltig an die Problemgréfie und -struktur ange-
paBt werden. Wird n zu klein gewéhlt, kann man in einen Zykel um ein
lokales Minimum geraten. Wenn man bei dem Beispiel in Abbildung 11.1
eine Listenlinge n = 4 wéihlen wiirde und die Losungen selbst tabu setzt,
besucht fixed Tabu-Search immer nur die Losungen 1, 2, 3 und 4, weil der
Besuch von Lésung 3 schon wieder erlaubt ist, wenn der Algorithmus bei
Losung 2 ist. Somit wird auch hier das globale Minimum nicht erreicht, weil
die Listenldnge zu klein ist.

Wenn n andererseits zu grofl gewéhlt wird, kann es wie bei strict Tabu-
Search passieren, dafl alle Nachbarn tabu sind und der Algorithmus nicht
fortfahren kann. Um das zu verhindern existieren aber Strategien, z. B. daf§
in diesem Fall derjenige Zug gewéhlt wird, der am ldngsten nicht benutzt
wurde, also als néichster aller moglichen Ziige wieder freigegeben wiirde.

Fixed Tabu-Search 148t sich auch recht einfach randomisieren, indem man
den Algorithmus mit hoher Wahrscheinlichkeit einen erlaubten Zug durch-
fithren 148t und mit geringer Wahrscheinlichkeit einen verbotenen Zug, also
einen Nachbarn wihlt der eigentlich tabu ist.

Die Verwaltung der tabu gesetzten Ziige (bzw. Losungen) 148t sich recht
einfach mittels einer einfach verketteten Liste realisieren. Wenn die Menge
der moglichen Ziige relativ klein ist, ist aber auch ein Array praktikabel, in
dem fiir alle moglichen Ziige (oder deren Inverse) die letzte Ausfithrungszeit
eingetragen ist.

11.1.3 Reactive Tabu-Search

Der Nachteil von fixed Tabu-Search ist, da} man die Listenléinge n & priori
festlegen mufl und der Erfolg des Algorithmus auch sehr stark von diesem
Parameter abhéingt.

Daher erhoht bzw. verringert man die Listenldinge anhand der beobachte-
ten Zykel, die im Losungsraum wéihrend der Abarbeitung des Algorithmus
durchlaufen werden. Fiir jede Lésung im Losungsraum wird gespeichert,
wie oft sie und zu welchem Zeitpunkt sie das letzte Mal besucht wurde.
Wird eine Losung ofter als eine bestimmte Schranke r mal besucht, kann
man davon ausgehen, dafl man einen Zykel durchlduft. Dann erh6ht man
die Listenlinge n um einen vordefinierten Faktor (also eine geometrische
Erhohung der Listenlinge). Somit mufl die Linge der Zykel zwangliufig
grofler werden und man kann hoffen, daff man auf diese Weise in ein anderes
Gebiet des Losungsraums vordringt und der Zykel nicht mehr durchlaufen
wird.

Es ist jedoch moglich, daf} selbst die Erh6hung der Listenldnge extrem lange
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Zykel, die aufgrund von speziellen Strukturen des Losungsraums auftreten
konnen, nicht verhindern kann.

Dafiir wird eine weitere Schranke 7’ eingefiihrt. Wenn eine Losung ofter
als 7’-mal besucht wurde, wird ein polynomiell zur durchschnittlichen Zy-
kellinge? langer, randomisierter Lauf durch den Losungsraum ausgefiihrt.
Damit kommt man mit groBer Wahrscheinlichkeit aus dem bereits besuch-
ten Gebiet heraus und in einen neuen Losungs-Teilraum.

Auf diese Weise werden grofie Gebiete des Losungsraums besucht. Allerdings
wird man so noch keine optimalen Losungen finden, da man mit grofien
»opringen“ durch den Losungsraum l&uft, weil der Suchraum durch eine
grofle Tabu-Liste zu sehr eingeschrinkt wird. Daher sollte die Listenldnge
n in geeigneter Weise auch wieder verkleinert werden kénnen, um weite-
re lokale Minima in den anderen Lsungsraum-Gebieten finden zu kénnen.
Wenn die Anzahl der Schritte seit der letzten Erhéhung von n die Gréfle der
durchschnittlichen Zykelléinge iiberschritten hat, kann man davon ausgehen,
dafl man sich in einem neuen, noch nicht besuchten Gebiet befindet und
verringert n um einen kleinen Faktor.

Da die Listenlange schnell erhoht wird, aber nur langsam (und mit Verzoge-
rung) reduziert wird, kann es (wie bei fixed Tabu-Search) passieren, daf}
keine neue Losung mehr erreicht werden kann, weil alle Ziige tabu sind.
In diesem Fall wird die Listenlinge ebenfalls verringert, so dafl immer eine
kleine Anzahl an Ziigen zur Verfiigung steht.

Reactive Tabu-Search ist aufwendiger als fixed oder strict Tabu-Search, weil
zusétzlich zur Tabu-Liste alle bisher besuchten Lésungen, deren Besuchs-
Héufigkeit und der Zeitpunkt des letzten Besuchs gespeichert werden miis-
sen. Dies wird man natiirlich nicht in einem Array machen, da man hierfiir
i. a. exponentiell viele Felder benétigen wiirde. Sinnvoll wire vielmehr eine
Hash-Tabelle oder ein Digital Tree (siche [21]), um die Lésungen zu spei-
chern. Sollte die Bindrdarstellung der Losungen sehr grof} sein, aber die Ko-
stenfunktion ,nahezu injektiv® (d.h. es gibt nur sehr wenige Loésungen die
die gleichen Kosten besitzen), konnte es zur Reduzierung des Speicherplatz-
bedarfs interessant sein, die Lésungen durch ihre Kosten zu identifizieren.

AuBerdem wird reactive Tabu-Search je nach Problemstruktur eine grifie-
re Anzahl an Schritten bené6tigen, als ein optimal eingestelltes fixed Tabu-
Search, weil die Tabu-Liste sehr schnell wichst, aber nur langsam verkleinert
wird.

Dafiir erreicht reactive Tabu-Search aber ein ausgewogenes Verhéltnis zwi-
schen einer breitgestreuten Suche im Losungsraum (diversification) und ei-
ner exakten Optimierung von lokalen Minima (intensification).

2die Zykellinge 158t sich mit Hilfe des Zeitpunktes des letzten Besuches der Losung,
bestimmen. Mit allen bisher aufgetretenen Zykelldngen 148t sich so die durchschnittliche
Zykellainge berechnen.
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Eine genaue Beschreibung der einzelnen Verfahren mit vergleichenden Test-
laufen findet sich in [2] und [3].

11.2 Anwendung auf PART°P

Fiir Tabu Search scheint die bereits fiir Simulated Annealing verwendete
Nachbarschaftsfunktion (siehe Kapitel 10.2) ebenfalls geeignet zu sein. Die
Nachbarn einer System-Implementierung lassen sich leicht ermitteln und
es existieren nur wenige Nachbarn, so dafl es nicht zu aufwendig ist, den
giinstigsten zu ermitteln. Andererseits kann sehr schnell jede beliebige Im-
plementierung des Systems erreicht werden (nidmlich in |V'| Schritten).

Es sind zwar alle Varianten von Tabu-Search auf PART°P' anwendbar, aber
aufgrund der in [3] vorgestellten Fallbeispiele scheint reactive Tabu-Search
speziell fiir Problemstrukturen mit vielen lokalen Minima sehr effektiv zu
sein.

Wenn in einem Schritt die Implementierung [ von Block k auf I’ verindert
wird, sollte nicht nur der Riickwechsel von I’ nach [ tabu gesetzt werden,
sondern der Wechsel zur Implementierung [ generell, unabhingig von der
aktuellen Implementierung. Denn sonst kann man den tabu-gesetzten Im-
plementierungswechsel mit Hilfe einer dritten Implementierungsmoglichkeit
aushebeln (durch I’ ~» I ~» [). Daher sollte die Implementierungsmoglich-
keit [ von Block k auf die Tabu-Liste gesetzt werden.

Zur Speicherung der Tabu-Liste bietet sich ein Array an. Das Array umfafit
sdmtliche Implementierungsmoglichkeiten aller Funktionsblécke, besitzt also
> kev |Lk| Elemente. In dem Array wird fiir jede Implementierungsmaoglich-
keit aller Blocke der Zeitpunkt ihrer letzten Verwendung gespeichert. Da-
mit kann man in Konstantzeit iiberpriifen, ob eine bestimmte Implementie-
rungsmoglichkeit zur Zeit tabu ist oder nicht.

Fiir die Speicherung der bereits besuchten Losungen (der Anzahl der Be-
suche und der Zeitpunkt des letzten Besuchs) sollte ein Hash-Verfahren
verwendet werden. Alternativ kann der M-dre Digital Tree (siehe [21]),
eine Verallgemeinerung des Digital Tree, verwendet werden. Neben der An-
zahl der Besuche und dem Zeitpunkt des letzten Besuchs sollten auch noch
die berechneten Kosten fiir jede besuchte Losung gespeichert werden. Dies
benotigt nur wenig mehr Speicherplatz, reduziert aber unter Umstinden die
Laufzeit drastisch, da die System-Implementierungen in der Nihe von loka-
len Minima vermutlich hdufiger vom Algorithmus besucht werden. Daher
wird es fiir die Optimierung von PART°P* vermutlich auch nicht sinnvoll
sein, anstatt der System-Implementierung die berechneten Kosten der Im-
plementierung als Hash-Wert bzw. Pfad durch den Baum zu verwenden,
denn dann kann die Speicherung der berechneten Kosten natiirlich keinen
Zeitvorteil ergeben.
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Tabu-Search stellt, genauso wie Simulated Annealing, keine Anspriiche an
die Kostenfunktion, so da man auch mit Tabu-Search bzgl. der Laufzeit
optimieren kann.

Zusitzliche Randbedingungen kénnen ebenfalls in der Kostenfunktion Be-
riicksichtigung finden, wobei das fiir Simulated Annealing gesagte auch fiir
Tabu-Search gilt. Wenn jedoch alle Nachbarn, die die Randbedingungen
einhalten, tabu gesetzt sind, wird Tabu-Search ,notgedrungen“ auch den-
jenigen Nachbarn als Nachfolge-Implementierung wihlen, der die Randbe-
dingung verletzt und somit co Kosten besitzt. Dadurch wird Tabu-Search,
im Gegensatz zu Simulated Annealing, als letzte Moglichkeit auch in andere
Zusammenhangskomponenten vordringen.

Gute Werte fiir die verschiedenen Parameter zur Steuerung der Erhéhung
und Verringerung der Listenldnge, sowie fiir die randomisierten Laufe miif-
ten durch Testliufe mit praxisnahen Systemgraphen ermittelt werden. Die
Einstellung der Parameter sollte jedoch nicht allzu schwierig sein, da reactive
Tabu-Search gegeniiber den Parameterwerten relativ robust ist. Von der
Giite der Parameter hingt hauptsichlich die Konvergenzgeschwindigkeit ab,
und nicht wie beim fixed Tabu-Search die Grofle des untersuchten Gebietes.
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Initialisierung:
x := Anfangslosung
z* := z (bisher beste Losung)

alle Ziige erlauben (Tabu-Liste:= ())

Existiert ein Nachbar 2’ € U(z) dessen Zug nicht

tabu ist? i
Ja ein
y := card min { f(z") | Listf:nléinge
v'el(z) verringern

Zug von x nach z’ nicht tabu} (nur reactive

(y ist kleinster Nachbar von z, der noch Tabu-Search)

nicht tabu ist)

denjenigen Zug
freigeben, der
einen Nachbarn
y € U(x) freigibt,
und der schon
moglichst lange
tabu ist

- Ny _— (nur fixed
1stenldnge aktualisieren Tabu-Search)

(nur reactive Tabu-Search)

Tabu-Liste aktualisieren (Zug von y nach z
tabu setzen, evtl. éltesten Zug wieder
freigeben)

oder den aktuellen Zeitpunkt dem benutzten
Zug zuordnen

Liste besuchter Losungen aktualisieren
(nur reactive Tabu-Search)

y<z*? ]
Ja ein

z* := y (y ist neue beste Losung)

Ti=y

wiederhole, bis ein Abbruch-Kriterium erfiillt ist

z* ist die beste gefundene Lisung

Algorithmus 11.2: Fixed und Reactive Tabu-Search
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Genetische Algorithmen

Genetische Algorithmen ahmen Evolutionsprozesse nach, um Optimierungs-
probleme zu 16sen bzw. zu approximieren. Dafiir werden jeweils zwei Losun-
gen (Individuen) aus einer Menge moglicher Losungen (Population) selek-
tiert und miteinander gekreuzt. Falls die erzeugte Losung gut ist, d. h. eine
grofle Fitness besitzt, wird sie ,,iiberleben“, ansonsten wird sie wieder ent-
fernt. Dies wird wiederholt, bis das erreichte Ergebnis gut genug ist oder
das Verfahren abgebrochen wird.

12.1 Grundlagen

Der grundlegende genetische Algorithmus ist in Algorithmus 12.1 darge-
stellt.

Je nach Verheiratungsstrategie, Mutation und Auswahl der iiberlebenden
Losungen werden die Verfahren unterschieden in evolutiondre Programmie-
rung, Evolutions-Strategien und Genetische Algorithmen [34]. Alle diese
Varianten werden im allgemeinen unter dem Begriff ,,Genetische Algorith-
men“ subsummiert.

12.1.1 Evolutionire Programmierung

Bei der evolutiondren Programmierung werden alle n Elemente aus L als
Eltern gewéhlt, jedoch nicht miteinander verheiratet. Vielmehr wird jedes
einzelne Individuum zufillig mutiert.

Somit erhilt man 2n Individuen, von denen nur n iiberleben, wobei das
Uberleben eines Individuums von einer auf seiner Fitness basierenden Zu-
fallsfunktion abhéingig ist. Die Menge der n iiberlebenden Individuen wird
also probabilistisch bestimmt.

Aufgrund der asexuellen Fortpflanzung der Individuen ist diese Variante gut
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Initialisierung:
L: vorgegebene Menge moglicher Losungen (Population)

wihle Individuen aus £ (Eltern)

kreuze die Individuen

mutiere die neu erhaltenen Individuen

aktualisiere die Population £

wiederhole, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist

das beste Individuum aus der Population £ ist die beste bisher
gefundene Losung

Algorithmus 12.1: Genetischer Algorithmus
geeignet fiir parallele Rechner-Systeme.

12.1.2 Evolutions-Strategien

Die Evolutions-Strategien wurden parallel zur evolutiondren Programmie-
rung entwickelt.

Es werden rein zufillig zwei Individuen aus der Population ausgewéhlt, ge-
kreuzt und das neu entstandene Individuum zuféllig mutiert. Dies wird
wiederholt, bis man mindestens n neue Individuen erzeugt hat. Aus der
> 2n Individuen enthaltenden Population iiberleben (nach einem determi-
nistischen Auswahlproze8) nur die n fittesten Individuen.

12.1.3 Genetische Algorithmen

Der genetische Algorithmus verheiratet die Eltern zufillig (in Abhingigkeit
ihrer Fitness) und erzeugt durch Kreuzung und Mutation n Kinder. Diese n
Kinder ersetzen unabhingig von ihrer Fitness die urspringliche Population,
also ihre Eltern.

Diese drei Verfahrensweisen werden normalerweise nicht in ihrer reinen Form
angewendet, sondern derart variiert, da} sie am besten auf das gegebene
Problem anwendbar sind.

Die Methoden zur Kreuzung der Individuen, der anschlieBenden Mutation
und auch der Auswahl der fittesten Individuen haben starken Einfluf} auf den
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Erfolg des Verfahrens und sollten daher ebenfalls an das Problem angepaft
werden.

12.2 Anwendung auf PART°P*

12.2.1 Wahl der initialen Lésungen

Allen Varianten der genetischen Algorithmen ist gemein, dafl man fiir die
Initialisierung mehrere Individuen, d.h. Lésungen bendétigt. Diese initialen
Losungen kann man z. B. mit Hilfe eines anderen Optimierungsverfahrens
(z. B. Branch & Bound, Simulated Annealing oder Tabu-Search) erzeugen,
indem man die erhaltenen Zwischen-Losungen verwendet. Wenn man da-
von ausgeht, dafl alle Wandler alle Kombinationen der Zeitmodelldoménen
unterstiitzen, kann man die Implementierungen der Funktionsblécke auch
zufillig aus der Menge ihrer Implementierungsmoglichkeiten wéhlen. Dies
ist vermutlich die sinnvollere Alternative, da auf diese Weise eine gréfiere
Vielfalt an System-Implementierungen erzeugt wird.

Es ist jedoch auszutesten, wie gro} die Population, die man fortpflanzen
will, sein sollte. Ist sie zu klein, ist es eventuell nicht mdoglich, die optimale
Losung zu erreichen. Ist sie andererseits zu grof}, dauert das Erzeugen der
néichsten Generation zu lange, so dafl man viel Zeit mit dem Fortpflanzen
schlechter Losungen verliert.

12.2.2 Wahl der Eltern

Wenn man die Eltern aufgrund ihrer Fitness auswahlt, besteht die Gefahr,
daB man sich zu sehr auf ein kleines Gebiet im Losungsraum beschrinkt
und aus diesem dann nicht mehr herauskommt (also in einem lokalen Mini-
mum gefangen ist). Daher ist fiir die Optimierung von PART°P* vermutlich
angebracht, die zu kreuzenden Eltern rein zufillig aus der Population aus-
zuwéhlen.

12.2.3 Methoden zur Kreuzung der Eltern

Wenn zwei Individuen gekreuzt werden, sollen von jedem ein Teil der ,,Erb-
informationen“ erhalten bleiben.

Um dies zu erreichen, sind drei Standardverfahren iiblich:

e Wiihle rein zufillig einen Schnitt in der Losungs-Reprisentation. Der
linke Teil des Kind-Erbguts stammt von Elter 1, der rechte Teil von
Elter 2 (one-point).
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e Wihle mehrere Schnitte in der Losungs-Reprisentation und wechsle
die Vererbung zwischen den beiden Eltern (multi-point).

e Wihle fiir jede Einheit der Losungs-Repréisentation rein zufillig aus,
ob diese Einheit von Elter 1 oder Elter 2 vererbt wird (uniform).

Alle drei Verfahren scheinen in ihrer Original-Form nicht richtig geeignet, um
fiir PART®P" eine bessere Losung aus den zwei Eltern zu erzeugen. Das be-
griindet sich in der Tatsache, daf} eine Implementierung durch einen Vektor
dargestellt wird, bei dem die Anordnung der Elemente nicht mit der Gra-
phenstruktur zusammenhéingen mufl. Wenn man diese Verfahren bei der
Kreuzung anwenden wiirde, wiirden mit grofler Wahrscheinlichkeit Partitio-
nen gleicher Zeitmodelldominen der Eltern-Implementierungen nicht ver-
erbt werden. Da aber normalerweise innerhalb einer Zeitmodelldoméne kei-
ne Kosten fiir die Wandler entstehen, wire eine Vererbung dieser Partitionen
durchaus wiinschenswert.

Daher erscheint es geschickter, wenn der Systemgraph rein zufillig in zwei
Zusammenhangskomponenten zerteilt wird, in der die eine Zusammenhangs-
komponente die Implementierungen des Elter 1 erbt und die andere Zusam-
menhangskomponente die Implementierungen von Elter 2. Eine solche Zer-
legung 148t sich z.B. erreichen, indem man rein zufillig eine Kante nach
der anderen aus dem Systemgraphen entfernt, bis keine Verbindung mehr
zwischen den Eingabe- und den Ausgabe-Blocken existiert. Nun kann man
diejenigen Funktionsblécke, zu denen es noch einen Pfad von einem der
Eingabe-Blocke aus gibt, zu der einen Zusammenhangskomponente zdhlen,
und die, zu denen kein Pfad mehr existiert, zu der anderen. Auf diese Wei-
se wird der Systemgraph einerseits relativ ,,gerecht® zerteilt, andererseits
wird er tendentiell an einer ,,schmalen® Stelle durchgetrennt. Da fiir einen
kleinen Schnitt nur wenige Wandler benétigt werden, um die Implementie-
rungen des einen Elter mit denen des anderen Elter zu verbinden, kénnte
sich dieser Effekt kostenminimierend auswirken.

12.2.4 Mutation des Kindes

Ob eine zufillige Mutation der durch die Kreuzung erzeugten Implementie-
rung eine Steigerung der Fitness hervorruft, miifite durch Versuche heraus-
gefunden werden.

In [25] wird vorgeschlagen, dafl zur Mutation eines Individuums ein einfa-
ches Hill-Climbing-Verfahren verwendet werden sollte. Diese Idee erscheint
auch fiir die Optimierung von PART°P* erfolgreich anwendbar zu sein. Da
man nicht erwarten kann, dal der Systemgraph bei der Kreuzung auf ideale
Weise in zwei Zusammenhangskomponenten zerfillt, wird die neu erzeugte
Implementierung kein lokales Optimum darstellen. Dieses lokale Optimum
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kann aber durch ein anschlieBendes Hill-Climbing erreicht werden. Alter-
nativ ist aber auch ein kurzer Lauf von strict-Tabu-Search oder Simulated
Annealing denkbar.

12.2.5 Uberleben der Individuen

Die einfachste Methode ist es, stets die n fittesten Individuen, also die n
giinstigsten Implementierungen, iiberleben zu lassen.

Bei dieser Strategie ist es auch moglich, zusétzliche Randbedingungen in
der Kostenfunktion zu beriicksichtigen, indem die Kosten auf oo gesetzt
werden, falls eine der Randbedingungen verletzt wird. Ein Individuum, das
oo Kosten besitzt, wird somit nicht iiberleben, falls mindestens n Individuen
existieren, die die Randbedingungen nicht verletzen.

Man sollte aber nicht nach jedem neu erzeugten Individuum die Population
aktualisieren, denn dadurch wiirde die Population unter Umstinden ihre
Vielfalt verlieren und nur noch sehr dhnliche Implementierungen besitzen.
Ublicherweise werden mindestens n neue Implementierungen erzeugt, bevor
die Population aktualisiert wird.

Alternativ kann man die n iiberlebenden Individuen in einem probabilisti-
schen Verfahren auswéhlen, wobei ein Individuum mit gréBerer Fitness auch
groBere Uberlebenschancen besitzt, als ein Individuum mit geringer Fitness.
Mit dieser Methode 148t sich nochmals die Vielfalt an unterschiedlichen Im-
plementierungen erhéhen. Allerdings mufl die Wahrscheinlichkeitsfunktion
genau an das Problem angepafit werden, damit sich im Laufe der Zeit die
Qualitit der Population auch tatséichlich verbessert.

12.2.6 Abbruchkriterien

Fiir die Beendigung des genetischen Algorithmus stehen wie auch bei Simu-
lated Annealing und Tabu-Search verschiedene Kriterien zur Verfiigung.

Wenn sich iiber einen gewissen Zeitraum die aktuelle Population durch Kreu-
zung nicht mehr verbessern 148t, kann man davon ausgehen, dafi man (zu-
mindest mit dieser Population) keine bessere Implementierung finden kann.
Die beste in der Population enthaltene Implementierung ist dann das gefun-
dene Optimum.

Es ist aber auch zu beliebigen Zeitpunkten mdoglich, den Algorithmus ab-
zubrechen. Wenn die iiberlebenden Individuen nicht deterministisch aus-
gewidhlt werden, kann es jedoch sein, dal das bisher gefundene Optimum
nicht in der aktuellen Population enthalten ist. Daher sollte die beste bis-
her gefundene Implementierung — wie bei Simulated Annealing und Tabu-
Search — zusétzlich gespeichert werden.
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Kapitel 13

Greedy-Algorithmen

Greedy-Algorithmen (greedy = gierig, gefrifiig) bestimmen ihre Losung ite-
rativ, wobei in jedem Schritt eine Entscheidung getroffen wird, die zu diesem
Zeitpunkt am vielversprechendsten erscheint. Finmal getroffene Entschei-
dungen werden nicht mehr revidiert [31]. Dadurch sind Greedy-Algorithmen
im allgemeinen sehr effizient. Andererseits bedeutet das aber auch, daf§
man von ihnen keine optimalen Losungen fiir komplexe Probleme, wie z. B.
PART®P* erwarten kann.

13.1 Einfacher Greedy-Algorithmus

Der denkbar einfachste Greedy-Algorithmus fiir PART®P* wihlt fiir jeden
Funktionsblock k die kostengiinstigste Implementierung I (d.h. pble =
ming, ez, phlk). AnschlieBend wird fiir alle Wandler die jeweils giinstigste
giiltige (d. h. zu den Nachbarblocken kompatible) Implementierung gewahlt
(siehe auch Algorithmus 13.1).

VkeV

wihle die giinstigste Implementierung fiir Block &

V(i,j) € E

wéhle die giinstigste, mit den Zeitmodelldoméinen der
Blocke i und j kompatible Implementierung fiir
Wandler (i, )

Algorithmus 13.1: Einfacher Greedy-Algorithmus
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Wie in Kapitel 6.1 bereits gezeigt, besitzen Approximationsalgorithmen fiir
PART®"® eine a-posteriori-Approximationsgarantie von

~

S

Qpost <

pos Smin
Fiir eine lineare Kostenfunktion 148t sich die rechte Seite der Ungleichung
in die Funktionsblock-Kosten 3V, s¥. und die Wandler-Kosten 8%, sZ.

aufspalten, so daf} sich die Abschitzung

< gV 4 3F
@ AL
post =~ "/ E
Smin + Smin
ergibt.
Da fiir alle Funktionsblocke die jeweils kostengiinstigste Implementierung
gewihlt wurde, gilt 8" = s¥. und somit
o < sy o+ 8F
post = 'y E
Smin + Smin
14 F
— Smin + S
14 E 14 E
Smin + Smin Smin + Smin
§E
<l+ ——%—
= 4 E
Smin + Smin
N
s
=1+
Smin

5" 14Bt sich mit s”__ nach oben abschiitzen, so daB man als a-priori-Ab-

mazxr
schitzung
SE
gy < 1+ Smaz
Smin
erhélt.
Im allgemeinen wird sZ. = 0 sein, da Wandler mit gleicher Ein- und

Ausgangs-Zeitmodelldoméne (dg;g M dgqft')’l) im Normalfall kostenfrei zur

Verfiigung stehen. Damit kann man die a-priori-Abschéitzung noch allge-
meiner fassen durch
E

S
maxr
Ozpm' S 1 + 3?

mn

Man kann also mit Algorithmus 13.1 bei der Optimierung bzgl. linearer Ko-
stenfunktionen recht gute Ergebnisse erzielen, wenn die maximalen Kosten
fiir die Wandler klein sind im Vergleich zu den minimalen Kosten der Funkti-
onsblocke. Wenn sdmtliche Wandler kostenlos zur Verfiigung stiinden, wire
der Algorithmus sogar optimal.
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Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O3, cyup |Lk|), da jede Implemen-
tierungsmoglichkeit aller Blocke und Wandler genau einmal betrachtet wer-
den muf. Damit liefert der Algorithmus also in Linearzeit eine Approxima-
tion und fiir bestimmte Systemgraphen sogar eine recht gute.

Man beachte, da der Algorithmus die Kostenfunktion nicht benutzt, so
daf eventuelle Gewichtungen in der Zielfunktion auf die nichtfunktionalen
Eigenschaften der einzelnen Blocke iibertragen werden miissen. Dadurch
ergibt sich auch, dafl der Algorithmus den Verlustfaktor nur fiir lineare Ziel-
funktionen garantieren kann.

Ein Nachteil dieser einfachen Heuristik ist, dafl jeder Wandler fiir sdmtli-
che Kombinationen der Ein-/Ausgangs-Zeitmodelldominen der benachbar-
ten Blocke eine Implementierungsméglichkeit zur Verfiigung stellen mu$, da
die Existenz der entsprechenden Wandler bei der Optimierung vorausgesetzt
werden.

Auflerdem kann der Greedy-Algorithmus keine Randbedingungen beriick-
sichtigen. Dies ergibt sich aus der Tatsache, daf} die einmal festgelegte Im-
plementierung eines Blocks nicht mehr revidiert werden kann. Wenn sich
also die Wahl der Implementierung eines Blocks im Laufe des Algorithmus
als ungiinstig herausstellt bzw. durch diese Wahl die Randbedingungen nicht
mehr erfiillt werden konnen, kann diese Wahl nicht mehr riickgingig gemacht
werden.

13.2 Erweiterung des Greedy-Algorithmus

Bei dem gerade vorgestellten Greedy-Algorithmus werden die Kosten der
Wandler bei der Optimierung iiberhaupt nicht beachtet. Da die Wandler
aber durchaus erhebliche Kosten verursachen konnen, sollten sie bei der
Bestimmung der System-Implementierung beriicksichtigt werden.

Dies kann man z.B. erreichen, indem man bei der Wahl der Implementie-
rung eines Funktionsblocks die notwendigen Wandler-Kosten in die Entschei-
dung mit einbezieht. Denn sobald einige Funktionsblocke festgelegt sind,
muf} iiberpriift werden, ob ein neu festzulegender Funktionsblock seine ko-
stengiinstigste Implementierungsmoglichkeit annehmen soll und die Kosten
fiir einen eventuell notwendigen Wandler in Kauf genommen werden, oder
ob der Funktionsblock in der gleichen Zeitmodelldoméine wie seine Nachbar-
blocke implementiert werden sollte und so die Kosten fiir Wandler entfallen.

Die Implementierungsméglichkeit i eines Blocks k 148t sich somit durch
ihre eigenen Kosten und die fiir diese Implementierungsmdglichkeit minimal
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notwendigen Wandlerkosten bewerten:

whlk = pk,lk + Z min p(i,k),l(i,k)
(i k)eE Lk ELGE)
’ d(%f)J(Lk)::d@Jk
_ ko (13.1)
+ min p 5] sb(k,5)
Uk VEL(K.
(k,j)EE (k,j) (k,5)

delp =P e
Falls fiir eine Implementierungsmoglichkeit kein kompatibler Wandler exi-
stieren sollte, ist w' = oo (wg. min{) := 00).

Nachdem ein Funktionsblock k auf die Implementierung i i festgesetzt wurde,
konnen alle inkompatiblen Implementierungsmoglichkeiten seiner benach-
barten Wandler (d. h. die Implementierungsmoglichkeiten [, ;) von Wandler

(k,j) mit di% # dEED by 1 von Wandler (i, k) mit din 0

out out
df,’zlk) gestrichen werden. Auf diese Weise werden in Gleichung (13.1) nur
diejenigen Wandler-Implementierungsmaoglichkeiten beriicksichtigt, die noch
zur Verfiigung stehen. Auflerdem stehen nach der Festlegung aller Funkti-
onsblécke nur noch kompatible Wandler-Implementierungsmoglichkeiten zur
Auswahl.

Wie man leicht erkennt, ist bei diesem Verfahren das Optimierungsergebnis
abhingig von der Reihenfolge, in der die Implementierungen der Funktions-
blocke festgelegt werden.

Daher sollten die Blocke mit dem grifiten Optimierungspotential zuerst fest-
gelegt werden. Zur Bestimmung des Optimierungspotentials von Block k
bieten sich die Funktionen
maxj, c L, whle

O 1= —
ming er, wholk

bzw.

O = max wh — min wkl

k€L lx €LY
an (sieche auch Kapitel 8.2.1). Auf diese Weise werden automatisch dieje-
nigen Funktionsblocke bevorzugt, bei denen, aufgrund der zur Verfiigung
stehenden Wandler, nicht alle Zeitmodelldoménen benutzt werden kénnen
(weil dann max;, ¢z, wh = 00).

Daraus ergibt sich das in Algorithmus 13.2 angegebene Verfahren.

Die Berechnung aller Kosten w benétigt O (3 ey up |Lk|) Zeit, da jede
Implementierungsmoglichkeit der Funktionsblocke genau einmal und der
Wandler genau zweimal betrachtet wird. Da bzgl. einer linearen Kosten-
funktion optimiert wird, kann man die Anzahl der Implementierungsmog-
lichkeiten mittels Preprocessing (O (|V| + |E| + Y_jcyur |Lx|) Laufzeit) auf
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wéhle den noch nicht festgelegten Funktionsblock &
mit dem gréfiten Optimierungspotential og

wihle die Implementierung [, mit minimalen Kosten
(wh e = ming, ¢, whlk)

entferne inkompatible Implementierungsmaoglich-
keiten aller benachbarten Wandler (i, k), (k,j) € E

wiederhole, bis alle Blocke festgelegt sind

V(i,j) € E

~

wiihle die giinstigste Implementierung [(; ;) fiir

.. 8,9), 007 — RN
Wandler (z, 7) (p(”) (ir§) = mlnl(i,j)eL(i,j)p(z 7):4.5)

Algorithmus 13.2: Erweiterter Greedy-Algorithmus

3 bzw. 9 reduzieren, also als konstant ansehen (siehe Kapitel 6.2). Das be-
deutet somit einen Zeitbedarf von O(|V'|+|E|) fiir die Berechnung aller Ko-
sten w'. Die Berechnung des Optimierungspotential o. aller Blocke benttigt
nochmals O (|V|) Zeit.

Um jeweils den Funktionsblock mit dem gréfiten Optimierungspotential zu
bestimmen, bietet sich eine Priority-Queue (siehe [5, 21]) an. In ihr miissen
|V| Funktionsblocke bzgl. w™ sortiert werden, so dafi das Einfiigen und das
spitere Entfernen der Blocke aus der Queue insgesamt O (|V| log |V'|) Zeit
benstigen.

Wenn die Implementierung eines Funktionsblocks festgelegt wurde, werden
die Implementierungsmoglichkeiten der benachbarten Wandler aktualisiert.
Dies passiert fiir jeden Wandler zweimal. In diesem Moment mufl das Op-
timierungspotential o. des benachbarten Funktionsblocks (sofern seine Im-
plementierung noch nicht festgelegt wurde) ebenfalls neu berechnet werden.
Dafiir miissen die entsprechenden Kosten w™ aktualisiert werden.

Durch die Anderung des Optimierungspotentials mufi auch die Priority-
Queue aktualisiert werden, was pro Anderung O (log |V|) Zeit kostet. Wih-
rend des gesamten Verfahrens wird also fiir diesen Aktualisierungsschritt
O(|E| log|V |+ |E| +|V]) Zeit benétigt.

Die Wahl der giinstigsten Implementierung fiir die Wandler dauert insgesamt
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O (|E|), so daB die Gesamtlaufzeit des Algorithmus

o (IVI + B[+ ( > |Lk|> +E] log|V] + [V logIV\>

keVUE

o (( 5 |Lk|> +<|V|+|E|>log|V|>

kEVUE

betrigt.

Fiir den erweiterten Greedy-Algorithmus kann zwar keine bessere a-priori-
Approximationsgarantie angegeben werden, es ist aber zu erwarten, daf} er
bessere Ergebnisse liefert als die einfache Version, die die Wandler-Kosten
gar nicht beriicksichtigt.

Auflerdem kann nicht garantiert werden, daf} eine giiltige Implementierung
gefunden wird, wenn die Wandler nicht sdmtliche Zeitmodellkombinationen
unterstiitzen. Die Wahrscheinlichkeit ist aber deutlich grofler als bei dem
einfachen Greedy-Algorithmus, da Funktionsblocke, die nicht in allen Zeit-
modelldoménen implementierbar sind, das hdchste Optimierungspotential
zugewiesen bekommen.

Fiir diese Verbesserungen ist eine etwas hohere Laufzeit durchaus akzepta-
bel.

Zusatzliche Randbedingungen kénnen aber auch mit diesem Algorithmus
nicht beriicksichtigt werden.
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Mehrziel-Optimierung

Héufig reicht es nicht aus, nach nur einem Ziel zu optimieren. Denn ein Sy-
stem, das zwar sehr schnell ist, dafiir aber extrem viel Chipfliche benétigt,
ist meistens genauso unbrauchbar wie ein flichenoptimales System, welches
sehr langsam ist. Im allgemeinen wiinscht man sich einen Kompromif§ zwi-
schen den Implementierungen, die sich aus den optimalen Loésungen der
einzelnen Ziele ergeben.

Wenn zwei Ziele gleiche (oder zumindest nahezu gleiche) optimale Imple-
mentierungen besitzen, dann sind diese Implementierungen automatisch ge-
eignete Kompromisse. Ein Beispiel fiir solche gekoppelten Ziele sind Fliachen-
bedarf und Leistungsverbrauch. Hiufig werden die einzelnen Zielsetzungen
aber zueinander im Zielkonflikt stehen (wie z. B. Fliche und Laufzeit oder
Fliche und Chipausbeute!), so daB die Suche nach einem geeigneten Kom-
promifl notwendig wird.

14.1 Grundlagen

Die Notation der Mehrziel-Optimierung orientiert sich an der Linearen Pro-
grammierung. Anstatt einer einzelnen Zielfunktion m ist jetzt aber ein Ziel-

funktionsbiindel m" = (my, ... ,my) zu minimieren.
my(¥)
Min : , so daf
my(x)
Ar > b
r20

Die Funktion Min ist nur symbolisch zu verstehen, da das Minimum fiir
skalare Werte definiert ist, aber nicht fiir Vektoren (da auf Vektoren keine

!Fiir spezielle Systeme konnen die Beispiele u. U. nicht gelten.
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Ordnung existiert).

Daher definiert man den Begriff der funktional-effizienten Ldosung, der ,gute®
Losungen charakterisiert.

Definition 14.1. Eine Losung ¢ € L(2,b) heiit funktional-effiziente Lo-
sung oder Pareto-Optimum, wenn es keine Losung ' € £(2,b) gibt, mit

m;(r') < mj(x) fiir mind. ein j € {1,... ,k}.

Wenn also p eine funktional-effiziente Losung ist, dann kann man diese
Losung nicht verbessern, ohne daf} sie bzgl. mindestens einem Ziel schlech-
ter wird. Héufig wird die Menge der funktional-effizienten Loésungen auch
Pareto-Menge genannt [10].

Ein sinnvoller Kompromif§ wird in dieser Menge zu suchen sein, denn eine
andere Losung liee sich bzgl. eines oder mehrerer Ziele verbessern, ohne die
Ergebnisse der anderen Zielfunktionen zu verschlechtern.

Es stellt sich nun die Frage, wie die Pareto-Menge bestimmt werden kann,
bzw. ob diese Menge iiberhaupt existiert. Die Antwort darauf gibt der fol-
gende Satz:

Satz 14.1 (Effizienztheorem). Fine Lisung t* € L(2,b) ist genau dann
funktional-effizient, wenn x* eine optimale Lisung des linearen Programms

min \ymq(x) + -+ - + MNemg(x), so daf
Ar > b
>0
M+ =1
N>O0 Vi=1,... k

1st.
Beweis. Fiir den Beweis sei auf [12] verwiesen. O

Das bedeutet also, dafl man die Mehrziel-Optimierung durchaus auf die
Einzelziel-Optimierung reduzieren kann. Allerdings ergibt sich durch diese
Abbildung eine parametrische Losung (mit den Parametern Aq, ... , Ag), und
zwar die Menge aller Linearkombinationen der Zielfunktionen. Geometrisch
betrachtet befinden sich die funktional-effizienten Lésungen am Rand der
Losungsmenge (siehe Abbildung 14.1).

Damit sind zwar die als Kompromif} in Frage kommenden Lisungen beschrie-
ben, aber es wurde keine Aussage getroffen, welche Lésung der Pareto-Menge
die vom Designer (d. h. dem Entscheidungstréiger, der eine geeignete Losung
des Problems sucht) gewiinschte ist. Diese Losung kénnte der Designer zwar
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x1

Abbildung 14.1: Pareto-Menge (dicke Linien) eines Mehrkriterien-Problems
mit zwei Zielfunktionen

manuell aus der Pareto-Menge auswéihlen, dies ist aber meistens nicht prak-
tikabel, weil die Pareto-Menge im allgemeinen sehr grofi und uniiberschau-
bar wird. Stattdessen wird der Optimierungsalgorithmus den Designer mit
Hilfe einer sogenannten Ersatzzielfunktion bei der Auswahl einer geeigneten
Losung zumindest unterstiitzen.

Im allgemeinen kann die Pareto-Menge bereits aufgrund von Randbedingun-
gen eingeschrinkt werden. Zum Beispiel wird die maximal zur Verfiigung
stehende Chipfliche durch die Gréfe des Wafers beschrinkt. Ublicherweise
ist auch die Verzogerungszeit des Systems durch Vorgaben aus der System-
umgebung beschrankt.

Dadurch ergibt sich der Begriff der befriedigenden Lisung:

Definition 14.2. Eine Losung ¢ ist eine befriedigende Lisung, wenn sie alle
Randbedingungen

erfiillt. Die Randbedingungen kénnen auch —oo, oo sein [40].

Die Menge aller befriedigenden Losungen wird auch praktisches Zielgebiet
genannt. (Man beachte, dafl eine befriedigende Losung nicht funktional-
effizient sein mu$.)

Das praktische Zielgebiet sollte aulerdem moglichst grofl sein, damit der
Entscheidungsspielraum nicht durch zu scharfe Randbedingungen unnétig
eingeschrinkt wird.

Im folgenden soll davon ausgegangen werden, daf giiltige Losungen eines
gegebenen Problems stets aus dem praktischen Zielgebiet stammen. Daher
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werden die Randbedingungen nicht mehr weiter aufgefiihrt, sondern implizit
angenommen.

14.2 Wahl eines optimalen Kompromisses

Da, wie bereits erwidhnt, die Pareto-Menge im allgemeinen recht grof ist,
kann der Designer mit der Auswahl einer geeigneten Lisung aus der Menge
aller Kompromiflésungen nicht , alleingelassen® werden.

Es stellt sich daher die Frage, wie man aus der Menge der funktional-
effizienten Losungen diejenige auswéihlt, die dem gewiinschten Ergebnis am
nichsten kommt. Eine solche Losung heifit optimale Kompromifilisung.

Um eine solche Kompromifilosung erhalten zu kénnen, benétigt man eine
Ersatzzielfunktion (auch reprdsentative Zielfunktion genannt), die die Ziel-
funktionen myq, ... , m; zusammenfaft. Da die Ersatzzielfunktion eindimen-
sional (und somit mefbar) ist, ist es moglich bzgl. dieser zu optimieren.
Die Schwierigkeit besteht nun darin, die sich aus den einzelnen Zielfunktio-
nen ergebenden Optimierungstendenzen in der Ersatzzielfunktion geeignet
einzubeziehen. Dabei ist es durchaus erlaubt, dafl die Ersatzzielfunktion
wihrend des Optimierungsprozesses verindert wird.

Zur Erzeugung von geeigneten Ersatzzielfunktionen haben sich folgende Mo-
delle bewihrt:

Nutzenmodelle: dieeinzelnen Zielfunktionen werden jeweils gewichtet und
in der Ersatzzielfunktion zusammengefafit.

Zielprogrammierung (Goal Programming): es werden die Abstinde
zu den optimalen Kosten der einzelnen Zielfunktionen in der Ersatz-
zielfunktion bewertet.

lexikographische Optimierung: es wird iterativ nach den einzelnen Ziel-
funktionen optimiert und die berechneten optimalen Kosten als Rand-
bedingungen zu der Problembeschreibung hinzugefiigt.

14.2.1 Nutzenmodelle

In den Nutzenmodellen ordnet man jedem Einzelziel ein Gewicht zu und
wertet so seinen Nutzen.

Im einfachsten Fall werden die einzelnen Ziele m; mit einem konstanten
Gewicht w; versehen und addiert.

k
m(r) == Z’wz‘ m;(x)



14.2. Wahl eines optimalen Kompromisses 133

Da man die Gewichte w1, ... , w; normieren kann, so daf3 Zle w; = 1, kann
man sie als die Parameter \{,... , A\, aus Satz 14.1 interpretieren. Damit
ergibt sich, dal die optimale Losung ¢ einer Ersatzzielfunktion m mit kon-
stanter Zielgewichtung stets funktional-effizient ist.

Diese Normierung ist aber nicht notwendig, da ein konstanter Faktor nur
die minimalen Kosten verdndert, nicht aber die optimale Losung, die die
minimalen Kosten erzeugt.

Beispiel 14.1. Angenommen man sucht einen Kompromif§ bzgl. zweier li-
nearer Zielfunktionen m; und mo und ist bereit, fiir die Verbesserung von
my um eine Einheit, mo um drei Einheiten zu verschlechtern. Dann kann
man die Ersatzzielfunktion durch

m(r) = 3mi (x) + Ima(r)

beschreiben. Wenn man die Gewichte normiert, erhilt man die Ersatzziel-
funktion

m(®) = Sma(r) + 2ma(p).

4 4
Die optimale Losung der Ersatzzielfunktion m ist aufgrund von Satz 14.1
funktional-effizient.

Héufig verdndert sich aber die Prioritét eines einzelnen Ziels, wenn seine
Kosten erst einmal ein bestimmtes Niveau unter- oder iiberschritten haben
(siehe auch [30]). Wenn man z. B. einen Kompromif§ zwischen Laufzeit und
Flédche eines Systems sucht und die Laufzeit des Systems wihrend des Op-
timierungsprozesses geniigend klein geworden ist, wird es sinnvoller sein,
im weiteren Verlauf der Optimierung mehr Wert auf die Optimierung der
Flidche zu legen, als noch weiter die Minimierung der Laufzeit zu forcieren.
Dies kann man erreichen, indem man die Gewichtung w; der einzelnen Zie-
le m; abhingig von der Losung ¢ macht. Die Gewichte w; werden durch
eine Gewichtsfunktion u; ersetzt, die von den Kosten der Zielfunktion m;
abhingt.

k
m(x) := Zuz (mi(x))
i=1

Wenn alle Gewichtsfunktionen u;, angewendet auf ihre Zielfunktionen m;
w;0m;)

streng konvex (d.h. o 2
Losung t* der Ersatzzielfunktion m funktional-effizient (siehe auch [40]).

(r) > 0 Vi) oder linear sind, ist die minimale

Fiir andere Gewichtsfunktionen kann keine Aussage iiber die Pareto-Opti-
malitdt ihrer optimalen Losungen getroffen werden.
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Beispiel 14.2. Wenn man die Zielfunktion m aus Beispiel 14.1 nicht mehr
konstant gewichten will, sondern ihre Gewichtung bei niedrigen Werten
(z1(r) < 10) kleiner sein soll (némlich 1 statt 3), wiirde dies folgende Ge-
wichtsfunktion ergeben (siehe auch Abbildung 14.2):

ui(z) =

1z fir z > 10
3z —20 sonst

Die Subtraktion im zweiten Fall ist notwendig, damit die Gewichtsfunktion
stetig ist.

u1(2)

50
T — :
30

20

L

0 5 10 15 20

Abbildung 14.2: Gewichtsfunktion u(2)
my soll weiterhin konstant gewichtet werden, also gilt
ug(z) = 1z.
Die Ersatzzielfunktion

m(r) := u1(m1(z)) + ua(me(r))

ist konvex, falls die beiden linearen Einzelzielfunktionen m; und mo monoton
steigend sind (ldBt sich durch zweifaches Differenzieren iiberpriifen). Da
u1 o mq und ug o mo aber nicht streng konvex sind und u; o m; auch nicht
linear ist, kann nicht garantiert werden, dafl die optimale Losung r* der
Ersatzzielfunktion m funktional-effizient ist.

14.2.2 Zielprogrammierung

Bei der Zielprogrammierung (auch Goal Programming genannt) werden fiir
jede einzelne Zielfunktion my,... ,my die optimalen Kosten berechnet.

s; = min {m,(x)| r € L(A,b)}

Es werden also k Einzelziel-Optimierungen durchgefiihrt.
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Mit Hilfe einer Metrik? d wird nun der Abstand zwischen den Kosten ei-
ner Loésung ¢ und den jeweiligen Kosten der optimalen Losungen s* gemes-
sen. Dieser Abstand wird als Giite des Kompromisses gewertet. Wenn der
Einzelziel-Vektor ,nahe“ bei dem Optimum s* ist, ist die Kompromif}lésung
gut. Also:

verwendet, bei der mit gréfler werdendem p die Abweichungen der einzelnen
Kosten my(g),... ,mg(zr) von den jeweiligen optimalen Kosten si,..., s
immer stirker ,,bestraft werden.

Falls notwendig, kénnen die einzelnen Summanden |z; — y;|” mit einer Kon-
stanten w; multipliziert werden, damit die ,,Strafe“ fiir ein ,schlechtes“ z;
noch zusitzlich gewichtet wird.

Im Fall einer [{-Metrik reduziert sich die Ersatzzielfunktion auf eine einfache
Nutzenfunktion (Abschnitt 14.2.1):

m(r) = [m@) —s*[, = D Imi(r) = il = D (ma(z) — 57)
i=1 i=1
= Zm,(;) - Zsf = const+2mi(;)
i=1 i=1 i=1

Die Entfernung der Absolut-Betrige ist moglich, da bei einem Minimie-
rungsproblem s; < m;(r) fir alle ¢ gilt.

Damit ergibt sich also bei der Optimierung mit Hilfe der [;-Metrik eine
funktional-effiziente Losung.

Fiir p = oo (Mazimum- oder Tschebyscheff-Norm) ergibt sich die Ersatz-
zielfunktion zu

m(r) = [m@) -5, = m%filmi(zi) — sl

Bei der Minimierung von m(z) wird also die maximale Abweichung von den
optimalen Kosten bzgl. aller Zielfunktionen minimiert. Auch diese Kom-
promififunktion liefert ein funktional-effizientes Optimum (siehe auch [12, S.
20-21)).

?zur Definition einer Metrik siehe z. B. [13]



136 Mehrziel-Optimierung

Fir 1 <p < oo,

m(r) = [m(z) — 57, = Zlmz

kann keine Aussage iiber die Pareto-Optimalitét einer optimalen Losung der
Ersatzzielfunktion getroffen werden. Das Ergebnis kann funktional-effizient
sein, muf} es aber nicht (siehe [12, S. 21-22]).

In der Praxis werden hauptséchlich /,-Metriken mit p =1, p =2 und p = o0
verwendet.

14.2.3 Lexikographische Optimierung

Bei der lexikographischen Optimierung werden die einzelnen Zielfunktionen
nach ihrer Wichtigkeit sortiert. Das Problem wird anschliefend sukzessive
nach den einzelnen Zielfunktionen m; optimiert und die berechneten opti-
malen Kosten s = m;(r*) werden als neue Randbedingung

m;(t) = s}

in die nachfolgenden Optimierungen bzgl. m;i1,... ,my eingefiigt.

Das Verfahren kann abgebrochen werden, sobald eine der Optimierungen
eine eindeutige Losung 1* liefert. Haufig wird das Verfahren jedoch schon
sehr frith abbrechen, weil bei der linearen Optimierung nur endlich viele
Zielfunktionen eine Menge an optimalen Losungen liefert (ndmlich wenn die
Zielfunktion eine Kante ,trifft“ und nicht eine Ecke). Daher sollte man
nicht die optimalen Kosten eines Optimierungsergebnisses als neue Rand-
bedingung fordern, sondern gewisse Toleranzen zulassen. Fiir ein Minimie-
rungsproblem m; ist die neu erzeugte Randbedingung also

1 *
m;(x) < p s

bzw., wenn m,; eine zu maximierende Einzelzielfunktion ist,

mi(x) > ¢ 53,
wobei die Konstante ¢; € [0,1] die Toleranz darstellt, die einzuhalten ist.

Fiir Zielfunktionen, die als gleichwertig betrachtet werden sollen, ist die
lexikographische Optimierung nicht brauchbar. Da sie sich aber nicht durch
Nutzenfunktionen darstellen 148t (siehe [40]), ist sie fiir Probleme, deren
Zielfunktionen in Haupt- und Nebenzielfunktionen aufgeteilt werden, als
einziges Modell geeignet.

Es sind auch Kombinationen mit den anderen beiden Modellen denkbar.

Wenn z. B. die Zielfunktion m; wichtig ist (Hauptzielfunktion), und die an-
deren Zielfunktionen ma, ... ,my gleichwertige Nebenziele sind, dann kann
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my lexikographisch optimiert werden und anschlieend das Optimierungs-
problem, mit der zusétzlichen Randbedingung m(r) < cl—ls{, mittels Zielpro-
grammierung oder Nutzenmodell ein Kompromify bzgl. ms, ... ,m; gesucht
werden.

14.2.4 Anpassen der Wertebereiche

Bei der Einzelzieloptimierung war es unerheblich, in welchem Wertebereich
die Zielfunktionen ihre Werte annahmen, da nur nach der Lésung mit den
optimalen Kosten gesucht wurde. Bei der Mehrzieloptimierung (speziell
bei den Nutzenmodellen und der Zielprogrammierung) hingegen werden
die Ergebnisse der einzelnen Zielfunktionen miteinander verglichen. Wenn
aber zwei Einzelzielfunktionen unterschiedliche Skalen besitzen (z. B. konnte
die eine Zielfunktion einen Bildbereich [0, 10] besitzen, wihrend die andere
Zielfunktion einen Bildbereich von [100,150] besitzt), konnen die von ei-
ner Losung erzeugten Kosten nicht direkt miteinander verglichen werden.
Der Abstand zum Optimum wiirde bei einer Einzelzielfunktion mit groflem
Wertebereich-Intervall im allgemeinen grofler ausfallen, als bei einer Einzel-
zielfunktion mit kleinem Wertebereich-Intervall. Daher ist es im allgemeinen
sinnvoll, die Einzelzielfunktionen zu normieren, d. h. ihren Wertebereich auf
das Intervall [0, 1] abzubilden.

Sei [ai, b;j] der Wertebereich der Einzelzielfunktion m;. Dann ist

o) = A

die normierte Einzelzielfunktion von m;.

Wenn man die normierte Zielfunktion in Nutzenmodellen einsetzt, erkennt
man, daf} die Normierung durch geeignete Wahl der Gewichte w; entfallen
kann.

k
Z’U)z —sz b py szﬁzaz mz )—G,Z)

=1

w; .
Z b - m;(x Z_;z —const+2wimi(;)

=1

=y =const

Der Offset ZZ 1 —p o ist fiir die Optimierung mit Nutzenmodellen irrele-
vant, da er als Konstante keinen Einflul auf die optimale Lésung ¢* hat.

Bei der Zielprogrammierung ist es ebenfalls méglich, auf die Normierung
zu verzichten, indem man die Gewichtung der einzelnen Summanden der
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l,-Norm entsprechend anpafit.

n
m(r) = p| ) wi|mix) — s |

) zn:w mi(r) —a; s8] —a;
\E Ubi—a b —a
=1 ——

E{ai ,bi}

p

p

m;(x) — a; — 5] + a;
P w;
(PR

n
w; .
b ai _Za,|p Imi(x) — s3IP = 2| > abi Jmix) — st
s v i=1

Il
H'M

=w/
Bei der lexikographischen Optimierung ist ein Anpassen der Wertebereiche
grundsitzlich nicht notwendig, da die Einzelziele nacheinander optimiert
werden, und somit ein Vergleich zwischen den Ergebnissen der einzelnen
Zielfunktionen nicht stattfindet.

Somit ist eine Normierung der Einzelzielfunktionen bei den drei vorgestellten
Kompromifimodellen nicht notwendig. Trotzdem sollte man genaue Kennt-
nis iiber das Verhalten und insbesondere den Wertebereich der einzelnen
Zielfunktionen besitzen, damit die Gewichte entsprechend angepafit werden
konnen.

14.3 Anwendung auf PART°P

Die drei verschiedenen Modelle (Nutzenmodell, Zielprogrammierung und le-
xikographische Optimierung) lassen sich direkt auf PART°P' iibertragen.
Die dadurch entstehende Ersatzzielfunktion kann anschlieBend von einem
Einzelziel-Optimierungsalgorithmus oder einer Heuristik minimiert werden.
Da die Ersatzzielfunktion unter Umstinden recht komplex wird, und even-
tuell auch zusétzliche Randbedingungen erfiillt werden miissen, kann aber
nicht jedes Optimierungsverfahren fiir jedes Modell eingesetzt werden.

14.3.1 Nutzenmodelle

Das Nutzenmodell li8t sich auf PART°P' recht einfach anwenden, da eine
Ersatzzielfunktion erzeugt wird, mit deren Hilfe man das Mehrziel-Optimie-
rungsproblem PARTY'(S) (mit m = (my,... ,my)") des Systemgraphen &
auf ein Einziel-Optimierungsproblem PARTSP* (&) reduziert.
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Eingabe:

Systemgraph &
Zielfunktionen mq, ... ,my
Gewichte wy, ... ,wg, bzw.
Gewichtsfunktionen w1, ... ,ug

erzeuge Ersatzzielfunktion

k
m(r) = Z w; mi(x)
bzw. =

k

m() =) ui(mir))

=1

optimiere PARTP*(&) bzgl. der Ersatzzielfunktion m
mit einem Einziel-Optimierungsverfahren

Ausgabe:
Kompromiflésung r*

Algorithmus 14.1: Mehrzieloptimierung mit dem Nutzenmodell

Wenn eine konstante Zielgewichtung (m(x) = Zle w; m;i(xr)) verwendet wird
und die einzelnen Zielfunktionen my, ... ,my linear sind, kann PARTP* (&)
mit Hilfe der linearen Programmierung oder der dynamischen Programmie-
rung exakt gelost werden, da die Ersatzzielfunktion m in diesem Fall linear
ist.

Falls Zielgewichtsfunktionen ui, ... ,u; verwendet werden oder die Einzel-
zielfunktionen myq, ... ,my nicht linear sind, kénnen trotzdem noch Simula-
ted Annealing, Tabu Search und Genetische Algorithmen angewendet wer-
den, da diese Verfahren keine Anspriiche an die Kostenfunktion stellen.

Branch & Bound kann ebenfalls verwendet werden, jedoch miissen die Ver-
fahren zur Bestimmung der unteren Schranke, sowie die Strategie zur Aus-
wahl der Branch-Variablen (siehe Kapitel 8) entsprechend angepafit werden.
Die Abschitzung der unteren Schranke kann z. B. erfolgen, indem man fiir
jede Einzelzielfunktion die untere Schranke der Kosten berechnet und die
unteren Schranken dann entsprechend der Ersatzzielfunktion gewichtet und
summiert. Die Branch-Variable kann z. B. ausgewidhlt werden, indem man
die nichtfunktionalen Eigenschaften des Funktionsblocks geeignet gewichtet,
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zu einer neuen nichtfunktionalen Eigenschaft zusammenfafit und mit dieser
die Branch-Variablen auswéhlt.

Wie bereits in Abschnitt 14.2.4 erwdhnt wurde, mufl besonderes Augen-
merk auf die Bestimmung der Gewichte bzw. der Gewichtsfunktionen gelegt
werden, da diese fiir die Qualitidt der berechneten Kompromifllésung ent-
scheidend sind.

Sinnvollerweise berechnet man mehrere Kompromifilosungen durch leichte
Variation der Gewichte, bzw. der Gewichtsfunktionen und wihlt anschlie-
Bend aus diesen die beste Losung aus.

14.3.2 Zielprogrammierung

Sofern nicht die [;-Metrik als Metrik d fiir die Zielprogrammierung gewé&hlt
wird (deren Aquivalenz zum Nutzenmodell bereits in Abschnitt 14.2.2 ge-
zeigt wurde), kann PARTP® nicht mit Hilfe der linearen Programmierung
oder der dynamischen Programmierung gelost werden, weil die Ersatzziel-
funktion m(r) := d (m(z), s*) nicht linear ist.

Wie auch bei den Nutzenfunktionen, 148t sich die Ersatzzielfunktion aber
mit Simulated Annealing, Tabu Search oder genetischen Algorithmen opti-
mieren, da bei diesen Verfahren die Kostenfunktion nicht linear sein muf.

Jedoch sollten die unterschiedlichen Wertebereiche der einzelnen Zielfunk-
tionen in der Ersatzzielfunktion beriicksichtigt werden, weil sonst kein sinn-
voller Kompromif} gefunden werden kann. Um den Wertebereich [a;, b;] einer
Zielfunktion m; zu ermitteln, mufl das Problem bzgl. dieser Zielfunktion mi-
nimiert ynd maximiert werden. Eine exakte Bestimmung des Wertebereichs
ist aufgrund der N'P-Vollstindigkeit von PARTP* im allgemeinen nicht mit
akzeptablem Zeitaufwand moglich.

Jedoch sollte eine relativ genaue Abschitzung ausreichend sein, da man
normalerweise auch keinen exakt berechneten Kompromif§ benttigt. Dies
wird durch die Tatsache, dafl die Zielprogrammierung im allgemeinen keine
funktional-effiziente Kompromifilosung liefert, zusdtzlich bekraftigt.

Eine solche Abschitzung des Wertebereichs kann man bei linearen Einzel-
zielfunktionen z. B. erreichen, indem man das linearisierte ganzzahlige Pro-
gramm von PART{P'(S) fiir alle ¢ = 1,... ,k zweimal 16st (einmal fiir die
untere Schranke und einmal fiir die obere Schranke).

Alternativ kann auch Branch & Bound verwendet werden, indem man den
Algorithmus nach einer gewissen Zeit abbricht und aus den Kosten der be-
sten bisher berechneten Lésung und der aktuellen Approximationsgarantie
eine obere bzw. untere Schranke (je nach Maximierung bzw. Minimierung
des Problems) berechnet. Da die tatsdchlichen Kosten fiir die optimale
Losung zwischen der oberen (bzw. unteren) Schranke und dem bisher be-
rechneten Optimum liegt, erscheint der Mittelwert zwischen den beiden Ko-
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Eingabe:

Systemgraph &

Zielfunktionen myq, ... ,my
Gewichte w1, ... ,wg

p (zur Bestimmung der [)-Metrik)

Fir alle Zielfunktionen m;

berechne minimale Kosten a; von m;

berechne maximale Kosten b; von m;

berechne optimale Kosten s} von m;

erzeuge Ersatzzielfunktion

n

m®) = {3 e ) — sl

i b —ai

optimiere PART*(&) bzgl. der Ersatzzielfunktion m
mit einem Einziel-Optimierungsverfahren

Ausgabe:
Kompromiflésung r*

Algorithmus 14.2: Mehrzieloptimierung durch Zielprogrammierung

sten eine geeignete Abschitzung fiir die obere (bzw. untere) Intervallgrenze
zu sein.

Die optimalen Kosten s; der Einzelzielfunktion m; sollten aber in jedem
Fall die optimalen Kosten oder bei einem Minimierungsproblem die untere
Schranke (d.h. sf > a;) bzw. bei einem Maximierungsproblem die obere
Schranke (d.h. s} < b;) sein, damit eine Losung, deren Kosten besser sind
als s — aufgrund der Messung des Abstandes zwischen s} und a; (bzw. b;
— nicht schlechter gewertet wird, als die schlechtere, s} erzeugende Losung.

Als letzte Moglichkeit bliebe noch, dafl der Designer selbst die Wertebereiche
der Einzelzielfunktionen abschitzt oder geeignete Schiatzfunktionen angibt.

Allerdings ist zu beachten, dafl die Qualitit des Kompromisses stark von
der Genauigkeit der Wertebereich-Abschitzungen abhingt. Daher sollte,
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sofern moglich, die Abschitzung mit einem linearisierten ganzzahligen Pro-
gramm erfolgen, da damit (in polynomieller Zeit) die genauesten Ergebnisse
zu erwarten sind.

Zuséatzlich ist es moglich, bestimmte Zielsetzungen zu bevorzugen, indem
eine Gewichtung der Einzelzielfunktionen mittels der Gewichte wy, ... ,wg
vorgenommen wird.

Wie in Abschnitt 14.2.2 bereits erwidhnt, kann bei der Wahl einer [,-Metrik
mit 1 < p < oo nicht garantiert werden, dafl der optimale Kompromif§
funktional-effizient ist. Dies ist aber kein wirklicher Nachteil der Zielpro-
grammierung, da fiir die Optimierung bzgl. der Ersatzzielfunktion (aufgrund
der N"P-Vollstindigkeit von PART°P") vermutlich eine Heuristik verwendet
werden wird, die im allgemeinen keine optimale Losung, und somit auch
keine funktional-effiziente Losung liefert.

Aufgrund der erforderlichen Berechnung der Wertebereiche werden, sofern
die Wertebereiche nicht auf andere Weise abgeschétzt werden, insgesamt
2k + 1 Optimierungen ausgefithrt. Das macht die Zielprogrammierung zwar
zu einem sehr aufwendigen Verfahren, dafiir sind aber keine genauen Kennt-
nisse iiber die Kostenfunktionen und den Systemgraphen notwendig.

14.3.3 Lexikographische Optimierung

Bei der lexikographischen Optimierung werden die einzelnen Ziele nachein-
ander optimiert. Deshalb wird keine Ersatzzielfunktion benétigt, wie bei
den Nutzenmodellen oder der Zielprogrammierung.

Allerdings werden k Optimierungsschritte durchgefiihrt, wobei mit jedem
Schritt das Problem, aufgrund der neu hinzukommenden Randbedingungen,
schwieriger wird.

Auflerdem lassen sich die Randbedingungen nicht in jedem Optimierungsver-
fahren beriicksichtigen. Simulated Annealing ist z. B. fiir die lexikographi-
sche Optimierung nicht anwendbar, weil hierbei die Randbedingungen mit
Hilfe der Kostenfunktion eingehalten werden (durch m(z) := oo, falls mind.
eine der Randbedingungen nicht erfiillt ist). Eine Nachbar-Implementierung,
die co Kosten hat, kann aber aufgrund der Wahrscheinlichkeitsverteilung
von Simulated Annealing keine Nachfolge-Losung werden. Dies bedeutet
wiederum, daf der Losungsraum durch viele Randbedingungen derart stark
eingeschrinkt wird, daf er im Hinblick auf die Nachbarschaftsbeziehungen in
mehrere Zusammenhangskomponenten zerfillt, und ein Gro8teil der Lésun-
gen gar nicht mehr erreichbar ist.

Tabu Search ist fiir die lexikographische Optimierung zwar anwendbar, wird
aber vermutlich viel Zeit benétigen, um akzeptable Ergebnisse zu liefern.
Dies ergibt sich aus der Tatsache, daf} stets der giinstigste nicht tabu-gesetzte
Nachbar als Nachfolge-Implementierung gewihlt wird, und somit die Im-
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Eingabe:

Systemgraph &
Zielfunktionen myq, ... ,my
Toleranzen ci,... ,cg

Firalle: =1,... ,k

optimiere PART?' (&) unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen bzgl. der Einzelzielfunktion m,; mit
einem Einziel-Optimierungsverfahren (die berechnete
Losung sei t*)

fiige neue Randbedingung

1 .
mi(r) < —s; (falls m; zu minimieren war)
C;
bzw.
*

m;(r) > ¢;s; (falls m; zu maximieren war)

dem Optimierungsproblem hinzu

Ausgabe:
Kompromif)lésung ¢*

Algorithmus 14.3: Mehrzieloptimierung durch lexikographische Optimie-
rung

plementierungen mit oo Kosten immer nur als letzte Moglichkeit in Frage
kommen. Dadurch ergeben sich unter Umsténden sehr lange Laufzeiten, um
von einem lokalen Optimum zu einem anderen zu gelangen.

Die dynamische Programmierung fiir PART°P* benétigt eine lineare Kosten-
funktion und kann keine Randbedingungen beriicksichtigen. Daher ist sie
ebenfalls nicht fiir die lexikographische Optimierung geeignet.

Fiir die lineare Programmierung hingegen kann man die Randbedingungen
als zusétzliche Nebenbedingungen auffassen. Wenn alle Einzelzielfunktionen
mi, ... ,my linear sind, sind auch die erzeugten Randbedingungen lineare
Funktionen, kénnen also als Nebenbedingungen verwendet werden.

Falls nicht alle Einzelzielfunktionen linear sind, steht nur Branch & Bound
und (mit den bereits genannten Einschrinkungen) Tabu Search zur Verfii-
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gung. Zur Berechnung der unteren Schranke und der Branch-Variablen gel-
ten bei der lexikographischen Optimierung die gleichen Uberlegungen wie
fiir das Nutzenmodell (siehe Abschnitt 14.3.1).

Es ist nicht mdoglich eine Empfehlung auszusprechen, welches der drei Mo-
delle zur Mehrzieloptimierung am besten geeignet ist, um PARTSP" zu lsen.
Vielmehr haben die einzelnen Modelle grundlegend verschiedene Zielsetzun-
gen: Das Nutzenmodell optimiert PART?,Ft, wobei die Kosten der Ein-
zelzielfunktionen in einem bestimmten Verhiltnis zueinander stehen. Die
Zielprogrammierung sucht eine KompromiBlésung derart, daB die Abwei-
chungen der einzelnen Zielfunktionen von ihren jeweiligen optimalen Kosten
moglichst minimal wird. Und die lexikographische Optimierung findet ih-
re Anwendung, wenn die einzelnen Ziele nicht gleichwertig sind, sondern

unterschiedliche Prioritiaten besitzen.

Aus diesem Grund mufl die Wahl des Kompromifimodells und des Optimie-
rungsverfahrens von der Zielsetzung der Optimierung, von der Beschaffen-
heit der Einzelzielfunktionen (linear, nicht linear, ... ) und von der Kenntnis
iiber den Systemgraphen (z.B. um den Wertebereich der Einzelzielfunktio-
nen mit einfachen Methoden bestimmen zu kénnen) abhéingig gemacht wer-
den.

14.4 Interaktive Optimierungsverfahren

Héaufig ist es schwierig zu entscheiden, ob eine berechnete Kompromiflésung
akzeptiert werden sollte, oder ob ein noch besserer Kompromif} erreicht wer-
den kann. Dies begriindet sich in der Tatsache, dafl der Designer beim Fest-
legen der Gewichte vor der Benutzung eines Optimierungsalgorithmus noch
keine Informationen iiber den Losungsraum besitzt und somit das Gebiet
der Kompromif}lésungen nur schwer abschétzen kann.

Interaktive Verfahren schlagen deshalb dem Designer eine Kompromifllsung
vor, und dieser kann daraufhin die Priferenzen, d. h. die Zielsetzungen ver-
dndern. Dieser Wechsel zwischen Berechnung einer Kompromiflésung und
Anpassung der Priferenzen wird solange fortgesetzt, bis der Designer mit
dem Kompromif} zufrieden ist.

Im Bereich der Multi-Criteria- Analyse existieren verschiedene Verfahren, die
eine Interaktion mit dem Designer erlauben. Diese Verfahren stellen jedoch
im allgemeinen hohe Anspriiche an die einzelnen Zielfunktionen und den
Loésungsraum.

Zum Beispiel verlangt das Verfahren von Geoffrion, Dyer und Feinberg
(GDF) (siehe z.B. [40]) die Differenzierbarkeit, Monotonie und Konkavitit
der einzelnen Zielfunktionen. Da die Zielfunktionen fiir die Optimierung
der Systemgraphen nur auf diskreten Werten (ndmlich den Implementie-
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Eingabe:

Systemgraph &

Zielfunktionen myq, ... ,my
Gewichte w1, ... ,wg

p (zur Bestimmung der [)-Metrik)

Berechne Kompromiflésung z* mit Hilfe der
Zielprogrammierung

aktualisiere Randbedingungen und Gewichte des
Optimierungsproblems (interaktiv)

wiederhole bis z* akzeptiert wird

Ausgabe:
KompromiBlésung r*

Algorithmus 14.4: Interaktive Mehrzieloptimierung mit Hilfe der Zielpro-
grammierung

rungsmoglichkeiten) definiert sind, sind diese Forderungen im allgemeinen
nicht erfiillbar.

Das Verfahren nach Zionts und Wallenius (siehe z. B. [39, 40]) bendtigt zwar
keine differenzierbaren Einzelzielfunktionen, jedoch miissen die Zielfunktio-
nen linear sein. Da bei der Optimierung des Systemgraphen nach mehreren
Zielsetzung iiblicherweise auch die Minimierung der Laufzeit ein Ziel sein
wird, ist dieses Verfahren nur bedingt einsetzbar.

Es ist aber moglich, die in Kapitel 14.3 vorgestellte Zielprogrammierung in
ein interaktives Verfahren umzuwandeln. Hierfiir wird mit Hilfe der Zielpro-
grammierung eine erste Kompromiflosung berechnet. Wenn der Designer
ein bestimmtes Ziel verbessern will, so kann er eine zuséitzliche Randbe-
dingung einfithren, die einen bestimmten Wertebereich dieses Einzelziels —
durch Einschrinkung des befriedigenden Losungsraums — erzwingt. Zusétz-
lich ist es auch moglich, die einzelnen Gewichte der Zielfunktionen zu vari-
ieren. Nun wird eine neue Kompromiflésung berechnet, die aufgrund der
Randbedingung das festgelegte praktische Zielgebiet einhiilt. Falls keine
giiltige Losung existiert, bricht das Verfahren ab. Es ist aber auch moglich,
Randbedingungen wihrend des Verfahrens zu entfernen, falls diese zu re-
striktiv sind. Die beiden Schritte der Berechnung einer Kompromifilésung
und der Wahl neuer Randbedingungen werden solange wiederholt, bis der
Designer die Kompromiflosung akzeptiert (siche Algorithmus 14.4).



146 Mehrziel-Optimierung

Zur Berechnung der Kompromiflésungen durch die Zielprogrammierung ist
zu beachten, dafl aufgrund der zusétzlichen Randbedingungen, die wihrend
des Verfahrens eventuell hinzugefiigt werden, nicht alle Einzelziel-Optimie-
rungsverfahren anwendbar sind.

Dieses Verfahren erfordert préizisere Entscheidungen vom Designer als an-
dere interaktive Verfahren, weil neue Randbedingungen unter Umstinden
zu restriktiv sein kénnen oder aber auch zu schwach. Daher ist es wichtig,
daB getroffene Entscheidungen notfalls wieder riickgéingig gemacht werden
kénnen. Andererseits stellt dieses interaktive Verfahren keine weiteren An-
forderungen an die einzelnen Zielfunktionen und kann mit verschiedenen
Einzelziel-Optimierungsverfahren betrieben werden.



Kapitel 15

Ergebnisse

15.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Diplom-Arbeit wurde das in [19] vorgeschlagene Mo-
dell zur Partitionierung hybrider Systeme diskutiert und die Anwendbarkeit
verschiedener Optimierungsverfahren auf das Problem untersucht.

Hierbei wurde der Systemgraph um die Ein-/Ausgabe-Blocke erweitert, da-
mit der Systemgraph eine konsistente Erweiterung des Graphen-Modells dar-
stellt. Weiterhin wurden die Probleme und Einschriankungen aufgezeigt, die
sich bei der Abbildung eines hybriden Systems auf den Systemgraphen er-
geben.

Im theoretischen Teil dieser Arbeit wurde bewiesen, dafi das Optimierungs-
problem des Systemgraphen PART°P* NP-vollstindig ist, und daB es kei-
nen polynomiellen Approximationsalgorithmus geben kann, der PART°P® bis
auf einen konstanten Verlustfaktor approximiert. Aufgrund der Literatur-
Recherche hat sich ergeben, daf es sich bei PART°P' vermutlich um ein véllig
neuartiges graphentheoretisches Optimierungsproblem handelt. Somit war
eine sinnvolle Reduktion auf bekannte Probleme nicht moglich.

Im praktischen Teil wurden verschiedene Optimierungsalgorithmen vorge-
stellt und an PART°P* angepaft.

Aus der Klasse der exakten Optimierungsverfahren wurden die ganzzahlige
lineare Programmierung, das Branch & Bound-Verfahren und die dynami-
sche Programmierung vorgestellt. Dabei wurde unter anderem gezeigt, daf§
sich Systeme mit wenig Parallelitdt mittels dynamischer Programmierung ef-
fizient optimieren lassen bzgl. einer linearen Zielfunktion (wie z. B. minimale
Chipfliche). Auflerdem ergab sich, dafi Branch & Bound ein sehr méchti-
ges Verfahren ist, um eine optimale Implementierung eines Systemgraphen
zu finden, auch wenn die Zielfunktion kompliziert sein sollte und zuséitzli-
che Randbedingungen (wie z. B. maximale Verzogerungszeit oder maximale
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Chipfliche) an die optimale Losung gestellt werden. Die ganzzahlige li-
neare Programmierung kann nicht so gut an die speziellen Eigenschaften
von PART®P" angepafit werden und ihre Anwendung ist aus Komplexitéits-
griinden auf lineare Kostenfunktionen beschrénkt. Jedoch 148t sich fiir eine
lineare Kostenfunktion m mit dem linearisierten Programm von PARTSP*
mit polynomiellem Zeitaufwand eine relativ genaue untere Schranke der op-
timalen Implementierungskosten ermitteln.

In der Klasse der Heuristiken wurden Simulated Annealing, Tabu-Search
und genetische Algorithmen an PART°P* angepaft. Alle drei Algorithmen
bendtigen eine Start-Implementierung, die sie schrittweise zu verbessern ver-
suchen. Fiir Simulated Annealing und Tabu-Search stellt dies kein Problem
dar, denn aufgrund der Uberspezifikation liefert der Designer withrend des
Entwurfs automatisch eine mégliche System-Implementierung. Die geneti-
schen Algorithmen benétigen jedoch mehrere Start-Implementierungen, die
miteinander gekreuzt werden. In diesem Fall mufl man auf zufillig erzeugte
Implementierungen zuriickgreifen. Alle drei Algorithmen haben den Vorteil,
dafl man sie zu beliebigen Zeitpunkten abbrechen kann und die beste bisher
gefundene Implementierung erhélt.

Die vorgestellten Heuristiken vertragen zusitzliche Randbedingungen bis zu
einem gewissen Grad recht gut, da Implementierungen, die die Randbe-
dingungen verletzen, nicht als neue Losung ausgewéihlt werden. Sind die
Restriktionen aber so grof, daf} verschiedene Lésungsgebiete durch Berei-
che, die die Randbedingungen verletzen, voneinander getrennt werden, so
versagen unter Umsténden diese Verfahren.

Weiterhin wurden zwei selbstentwickelte Greedy-Algorithmen vorgestellt.
Mit diesen beiden Verfahren kann mit sehr geringem Zeitaufwand eine Imple-
mentierung des Systemgraphen gefunden werden, vorausgesetzt, es sind die
notwendigen Wandler vorhanden. Die Auswahl der Implementierungsmég-
lichkeiten wurde speziell auf lineare Kostenfunktionen hin optimiert, und fiir
diese kann sogar eine a-priori-Approximationsgarantie berechnet werden.

Vielfach ist es nicht ausreichend, nach nur einem Ziel zu optimieren, son-
dern es muf} ein Kompromify zwischen verschiedenen konfliktioniren Zielen
gefunden werden. Hierfiir wurden verschiedene Modelle aufgezeigt, die die
einzelnen Ziele in einer Ersatzzielfunktion zusammenfassen, die dann in ei-
nem Einzelziel-Optimierungsverfahren verwendet werden kann. Es wurde
auch diskutiert, welche Einzelziel-Optimierungsverfahren fiir die einzelnen
Kompromifimodelle in Frage kommen, da aufgrund der speziellen Eigen-
schaften der Ersatzzielfunktionen nicht jedes Verfahren angewendet werden
kann.
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15.2 Optimierungssoftware

Eine Aufgabe dieser Arbeit war die Untersuchung existierender Softwa-
re auf ihre Anwendbarkeit fiir die Optimierung von Systemgraphen. Da
das Systemgraphen-Modell auf kein anderes Optimierungsmodell abgebil-
det werden konnte, kann es entsprechend auch keine Software geben, auf die
das vorliegende Optimierungsproblem in einfacher Weise abgebildet werden
konnte.

Allgemeine Optimierungssoftware (wie z. B. COSYTEC, LINDO, CPLEX,
MIP, ... ) ist fiir die Losung allgemeiner Optimierungsprobleme konzipiert
und somit nicht besonders gut an spezielle Eigenschaften des zu l6senden
Optimierungsproblems anpafibar. Vielmehr werden in diesen Optimierungs-
Softwarepaketen im allgemeinen nur Branch & Bound-Verfahren angewen-
det, die auch ohne besondere Kenntnisse iiber das Optimierungsproblem die
optimale Losung finden. Will man die Optimierungssoftware an sein Pro-
blem anpassen, sind spezielle Kenntnisse in einer Softwarepaket-spezifischen
Programmiersprache notwendig,.

Daher liegt die Idee nahe, die Optimierungsverfahren fiir PART°P' kom-
plett selbst zu programmieren. Auf diese Weise kénnen die speziellen Ei-
genschaften des Systemgraphen im Verfahren beriicksichtigt werden und das
Verfahren kann relativ einfach in bestehende Entwurfswerkzeuge integriert
werden.

Fiir viele der hier vorgestellten Verfahren werden im Internet Software-
Bibliotheken, bzw. der Source-Code zur Anpassung an eigene Probleme zur
Verfiigung gestellt. Eine Aufstellung der Adressen findet sich in Tabelle 15.1.

15.3 Ausblick

Nachdem nun die verschiedenen Optimierungsverfahren, die auf PART°P*
anwendbar sind, aufgezeigt wurden, stellt sich die Frage, welches Verfahren
fiir einen bestimmten gegebenen Systemgraphen am besten geeignet ist. Be-
sonders wichtig wird diese Frage bei der Anwendung von Heuristiken, denn
die Qualitit ihrer Ergebnisse hingt sehr stark von der Graphenstruktur,
der Zielfunktion und den vorhandenen Implementierungsméoglichkeiten der
Blécke und Wandler ab.

Der worst-case wird durch die Aussage iiber die Nichtapproximierbarkeit
von PART®P" bestimmt: Fiir jeden polynomiellen Approximationsalgorith-
mus kann ein Systemgraph konstruiert werden, der praktisch nicht approxi-
mierbar ist.

Interessanter ist aber der average-case: Wie gut optimieren die Heuristi-
ken ,normale“ Systemgraphen? Fiir die Beantwortung dieser Frage sind
ausfithrliche, reprisentative Benchmarks notwendig. Um einen Benchmark
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Lineare Programmierung | SoPlex
(www.zib.de/Optimization/

Software/Soplex)
Ip_solve
(ftp.ics.ele.tue.nl/pub/lp_solve)
Branch & Bound ABACUS

(www.informatik.uni-koeln.de/
1s_juenger/projects/abacus.html)

Simulated Annealing ASA

(www.ingber.com)

Tabu-Search Beispiel-Programm
(rtm.science.unitn.it/“battiti/
reactive.html)

Genetische Algorithmen | EPO
(telemann.ltt.rwth-aachen.de/epo)
GAlib

(lancet.mit.edu/ga)

Tabelle 15.1: Adressen fiir Tools zu den Optimierungsverfahren

ausfithren zu kénnen, bedarf es jedoch einer Implementierung des Optimie-
rungsverfahrens und einer Auswahl realistischer Systemgraphen, auf denen
die Optimierungsverfahren getestet und bewertet werden kénnen.

Ziel dieser Arbeit war es, einen Uberblick iiber Optimierungsverfahren zu
geben, die sich auf PARTP" anwenden lassen. Aufgrund der Breite dieser
Aufgabe war eine Implementierung der gefundenen Verfahren nicht vorge-
sehen und konnte auch nicht vorgenommen werden.

Auflerdem sind bisher noch keine hybriden Systeme vorhanden, fiir deren
Funktionseinheiten die nichtfunktionalen Eigenschaften bekannt sind, und
die somit auf einen Systemgraphen iibertragbar wiren. Mit diesem Thema
beschiftigt sich unter anderem zur Zeit die Projektgruppe ,, Entwurf hybrider
Systeme® des Lehrstuhls Technische Informatik an der J. W. G.-Universitét
Frankfurt/Main. Das Ziel ist es, dal das Entwurfswerkzeug die nichtfunk-
tionalen Eigenschaften selbstdndig berechnet und dem Systemgraphen zur
Verfiigung stellt.

Fiir eine abschlieBende Bewertung der einzelnen Optimierungsverfahren feh-
len also noch

e die Implementierung der Verfahren und

e die Erzeugung realistischer, reprisentativer Systemgraphen als geeig-
nete Basis fiir einen Benchmark.

Sobald diese beiden wesentlichen Voraussetzungen realisiert sind, kénnen



15.3. Ausblick 151

aufgrund der automatischen Optimierung des hybriden Systems mit Hilfe
des Systemgraphens deutlich bessere Implementierungen erwartet werden,
als der Designer mit einer manuellen intuitiven Optimierung erreichen kann.
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