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1 Vorrede

1.1 Zusammenfassung

Die Vorstellung, dafl ein Quantensystem zu jedem Zeitpunkt einen bestimmten Zu-
stand (aus einem ,klassischen® Phasenraum) einnimmt, ist im Formalismus der
Quantenmechanik nicht vorgesehen. Man kann eine solche Vorstellung zwar ver-
traglich mit den Regeln der QM unterhalten, jedoch erweisen sich dann ganz ver-
schiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasenraum als experimentell
ununterscheidbar; solche Modelle postulieren sozusagen die Existenz einer ,verbor-
genenen Information®* neben den priifbaren Fakten. Es wird gezeigt, dafl dies fiir
alle Modelle gilt, die mit den von der QM fiir jede Observable vorhergesagten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung im Einklang stehen, selbst wenn sie erlauben,

1. daf} nicht jede Verteilung auf dem Phasenraum durch makroskopische Apara-
turen prapariert werden kann

2. daBl das MefBlergebnis garnicht deterministisch vom Zustand des Quantensy-
stems abhéngt, sondern das Mefigerdt selbst einem (vom zu messenden System
unabhéngigen) Zufall unterliegt.

Dazu ist eine griindliche Auseinandersetzung mit der Theorie der Wahrschein-
lichkeitsmaBe auf distributiven und auf nicht-distributiven Verbdnden nétig.
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1.2 Gliederung

Der Text gruppiert sich um den einen Satz, den ich beweise. Kapitel 2 stellt den
Formalismus der QM bereit und einige (bekannte) Methoden, Begriffe und Fakten
dazu; Abschnitt 2.1 gibt eine Formulierung, wie man sie in Lehrbiichern der QM
findet; Abschnitte 2.2 und 2.3 befassen sich mit statistischen Operatoren, die fiir
uns deshalb interessant sind, weil sie genau die mefibare Information kodieren. Die
Abschnitte 2.4 und 2.5 beschreiben die Grundlagen der Theorie der (o-vollstandigen,
mit Komplementoperation ausgestatteten) Verbande und ihrer Mafle; die Verbindung
zur QM besteht im Theorem von Gleason.

Kapitel 3 stellt meine Ergebnisse dar. Die Abschnitt 3.1 und 3.2 erldutern die
Definition von ,treues stochastisches Modell der QM*. Abschnitt 3.3 bespricht ein
altbekanntes Argument, namlich daf die auf einen eindimensionalen Unterraum kon-
zentrierten Mafle die extremalen Punkte sind in der konvexen Menge der Quanten-W-
MafBle und daher als Zustdnde aufgefait werden sollten, und warum dieses Argument
bei unserer Definition eines stochastischen Modells der QM nicht greift. Abschnitt
3.4 beweist den versprochenen Satz, Abschnitt 3.5 wertet ihn.

Kapitel 4 besteht aus dem Beweis des in 3.4 bendtigten Lemmas.

2 Einfithrung

2.1 Formalismus der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik (QM) stellt einen Formalismus auf, der es erlaubt, die Ergeb-
nisse von Experimenten (genauer: die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge
der moglichen Ergebnisse) vorherzusagen. Der Formalismus schweigt sich jedoch
dariiber aus, was ,,in Wirklichkeit® geschieht; dies zu erkldren, inshbesondere fiir Au-
genblicke, in denen gerade keine Messung stattfindet, bemiihen sich die sogenannten
Interpretationen der Quantenmechanik. Solche Interpretationen (in einem préazise
definierten Sinn) werden wir betrachten. Zunéchst formulieren wir einen (verein-
fachten) Formalismus der QM (vgl. etwa [Je]) fiir ein System aus N spinlosen,
unterscheidbaren Teilchen. Die (undefinierten) Grundbegriffe des Formalismus sind
» Wellenfunktion®, ., Observable®* und ,Messung*®.

1. Die Wellenfunktion ist ein Element von LQ(RSN — C) =: H mit Norm 1.

2. Die Observablen sind die hermiteschen Operatoren des erwahnten Hilbert-
raumes. Fir den Formalismus geniigt es, die ,eigentlichen Observablen® zu
betrachten (diejenigen mit endlichem Spektrum; sie sind endliche R—Linear-
kombinationen von Projektionsoperatoren).

3. Findet in einem Zeitintervall keine Messung statt, so verédndert sich die Wel-
lenfunktion gemafl der Schréodingergleichung

wobei H der (hermitesche) Hamilton-Operator ist.
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Dies bedarf einer Erklédrung insofern, als H nicht auf ganz L? definiert ist (ein typischer Fall
ist ja H = —(h?/2m)A 4+ V (2)): die formale Lésung der Schrédingergleichung lautet

(1) = exp(ilt/h)y(0),
und exp(ilf]t/h) existiert tatsichlich auf ganz L2, auch wenn H das nicht tut.

4. (MeBpostulat). Mogliche Ergebnisse der Messung der eigentlichen Observablen
R sind ihre Eigenwerte; das Ergebnis ist im allgemeinen zufillig. Findet eine
Messung von R an einem System statt, das unmittelbar vor der Messung die
Wellenfunktion # hat, so betragt die Wahrscheinlichkeit, den Figenwert A von
R als MeBergebnis zu erhalten,

[Pl

wobei A, der zugehorige Figenraum von Rist und Py stets die orthogonale Pro-
jektion auf den (abgeschlossenen) Unterraum A bedeutet. Hat man tatséchlich
A gemessen, so liegt unmittelbar nach der Messung als neue Wellenfunktion

"pr¢"_1pr¢

VOr.

Zur Notation: [|¢) = 4, und die zum Vektor ¢ gehérige Linearform (3|—)
schreiben wir (0. Ist ein Operator €' hermitesch, schreiben wir auch (@|C/|¢) fiir
<¢|C’¢> <C’¢|¢> Ist A ein abgeschlossener Unterraum von H, so existiert der
Projektionsoperator P4 und ist eine eigentliche Observable; die Messung von Py
nennen wir auch ,das A-Experiment® und sagen, es sei erfolgreich, wenn der Wert 1
gemessen wurde (bzw. erfolglos, wenn der Wert 0 gemessen wurde; 0 und 1 sind die
einzigen Eigenwerte von PA) Demnach ist <;/)|PA;/)> die ErfolgswahrschemhChkelt
des A-Fxperimentes an der Wellenfunktion .

Ich habe bewufit den Begriff ,,Zustand® unterdriickt: in der klassischen Mecha-
nik bezeichnet er einen Punkt des Phasenraumes, im Formalismus der QM kommt
nichts Vergleichbares vor. Es ist weit verbreitet, Vektoren im Hilbertraum oder auch
statistische Operatoren (s.u.) als ,Zustdnde“ zu bezeichnen. Dies vermeiden wir.
Da wir stochastische (,klassische®) Modelle der QM betrachten werden, reservieren
wir das Wort ,,Zustand® fiir Phasenraumpunkte in klassischen Prozessen. Die Kon-
fusion, die entsteht, wenn man diese sprachliche Trennung nicht vornimmt, fithrte in
dem Lehrbuch [Ja] zu einem fehlerhaften Beweis fiir die unzutreffende Behauptung,
es gebe tiberhaupt keine stochastischen Modelle der QM.

2.2 Statistische Operatoren
Es fallt auf, daB die Wellenfunktionen ¢ und e*3 fiir beliebiges s € R durch kei-

nerlei Messung unterschieden werden kénnen. Dies fithrt auf die Frage, wieviel man
denn iiberhaupt iiber die Wellenfunktion eines quantenmechanischen Systems durch
Messungen feststellen kann. Nehmen wir also an, wir hitten eine Maschine, die



uns ein System beliebig oft in gleicher Weise prapariert, und wir diirfen beliebige
Messungen daran vornehmen. Was heifit, in gleicher Weise prépariert? — sagen
wir, sie prapariert eine zuféllig ausgewahlte Wellenfunktion, ausgewéhlt geméf einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung g auf der Einheitssphare S(#) im Hilbertraum. Der
Formalismus legt fiir jede Observable die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R fest,
die wir bei (wiederholter) Messung dieser Observablen an unserem System beobach-
ten werden: wenn eine eigentliche Observable R gegeben ist durch

E: Z TnpAn,

endl.

wobei r, € R und die A, paarweise orthogonale Unterrdume sind, dann ist die
Wahrscheinlichkeit, bei Messung von R an dem p-verteilten System den Eigenwert
r, zu erhalten,

- / 1P () = (£, / e ().

wobei tr die Spur eines Operators bedeutet, das ist die Summe der Matrixelemente
auf der Hauptdiagonalen beziiglich irgendeiner Basis. Offenbar lassen sich alle diese
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bereits aus Kenntnis des statistischen Operators

W = / e uta)

ermitteln, und dieser Operator 1a8t sich wiederum aus hinreichend vielen Mefler-
gebnissen errechnen, wie wir in Kiirze zeigen werden. Mit anderen Worten: Die
Praparate, die gemédfl © und g’ resp. verteilt sind, sind genau dann experimen-
tell ununterscheidbar (durch statistische Tests), wenn ihre statistischen Operatoren
iibereinstimmen; denn dann fiihren die beiden fiir jede Observable zu gleichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf den méoglichen Werten. Wir bemerken, daf statisti-
sche Operatoren selbstadjungiert, beschrankt und positiv sind und tr = 1.

Um nun andersherum an einem gegebenen Praparat (das ist das, was eine Prapa-
riermaschine wiederholbar ausspuckt) den statistischen Operator durch hinreichend
viele Messungen (im Sinne des Gesetzes der grofien Zahl) zu bestimmen, wahlen wir
eine Orthonormalbasis ¢y, @9, ... und bestimmen auf folgende Weise die Matrixein-
trage <¢n|W¢m> Fiir die Diagonalelemente bemerken wir, daf P, = | ) (D] =
]5@¢n eine eigentliche Observable ist mit den Eigenwerten 1 (und Eigenraum Cg,, )
und 0 (und Eigenraum (C¢, )*). Die Wahrscheinlichkeit, bei Messung dieser Obser-

vablen an unserem Praparat den Wert 1 zu erhalten, lautet, wie oben gesehen:

tr(an> = tr(P2W) = tr(P,WP,) = Z<¢m|pnwpn¢m> =

= > (G lba) (W) {(buldm) = (6ul W),

wegen (¢dm|én) = Oum. Also kann man die Diagonaleintrdge durch Messungen be-
stimmen. (Ubrigens sind die Diagonaleintrage immer reell und nichtnegativ.)
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Nichtdiagonaleintrage bestimmen wir aus Diagonaleintragen gemafl

(5 + J56m|W|d50n+ J56m ) = HlWI6a) + Re(@lW [6) + 360 W 161) und
(3t + J36m |W|dgn + Z36m ) = HOW100) = T[]} + LW |60,

Man beachte dabei (¢, + i | = (dn] — i{dp| und (Go|W|bn) = (G| Wby )", da W
selbstadjungiert ist. O

Das beschriebene Mefiverfahren kann man zur Definition fiir den statistischen
Operator eines Praparates machen, ohne daran zu glauben, dafl jedesmal eine wohl-
definierte Wellenfunktion vorliege. Wir bemerken weiter (siehe [Pa]), daff sich jeder
positive (selbstadjungierte) Operator mit Spur 1 schreiben 148t als

W= pelow)(xl.
k=1

wobei die ¢y, eine Orthonormalbasis bilden, p; € [0,1] und >, pr = 1. Daraus ersieht
man auch, daf} jeder solche Operator tatsdchlich als statistischer Operator auftreten
kann, ndmlich als Ergebnis einer Prédpariermaschine, die zuerst mit Wahrscheinlich-
keit py die natiirliche Zahl k£ wé&hlt und dann die Wellenfunktion ¢, herstellt.

Der statistische Operator tragt in folgendem Sinne nur statistische Information: wenn die
Praparationsapparatur als erstes eine zufillige Zahl J € {1,...,n} wahlt mit den respektiven
Wahrscheinlichkeiten pq, ..., p, und aus den statistischen Operatoren Wl, cee W, den W prapa-
riert, so wird derjenige Beobachter, der iiber den gezogenen J-Wert nicht informiert ist, insgesamt
nur den statistischen Operator

n
> W
j=1

feststellen kénnen, wie man am erwdhnten Mefiverfahren verifiziert. D.h. stochastische Kombinati-
on duflert sich als Konvexkombination. Derjenige Beobachter aber, der den Wert J jedesmal erfahrt,
wird auch die Wy, ..., W, feststellen kénnen. Derjenige Beobachter, der eine von J unabhingige
Zufallszahl K genannt bekommt, gelangt zu dem Resultat Wy = ... = W, — der statistische

Operator gibt also in gewissem Sinne nur iiber unser Wissen iiber das Préparat Auskunft.

2.3 Der Formalismus in Begriffen des statistischen Opera-
tors

Die Evolutionsgleichung fiir statistische Operatoren lautet

RdW oo
———=HW —-WH =[H,W]
v dt

beziehungsweise

W(t) = exp(iHt/h) W(0) exp(—iHt/h).
Dies folgt sofort aus () = exp(i[:[t/ﬁ);/)(()).



Das Mefpostulat: Mifit man an einem Préparat mit statistischem Operator 1%
die Observable & = > roPa, (endliche Summe), so betriagt die Wahrscheinlichkeit,
rn, als Mefwert zu erhalten, tr(ﬁAnW); in diesem Fall liegt unmittelbar nach der
Messung der statistische Operator

L pvh,,
tI’(PAn W)
vor.

Dies 148t sich anhand der Vorstellung nachweisen, der statistische Operator rithre
von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S(#H) her. Den Ausdruck fiir die Wahr-
scheinlichkeit hatten wir oben schon hergeleitet; wie lautet der neue statistische
Operator? Nimmt man unmittelbar nach der Messung von R eine Messung der Ob-
servablen S = > Smme vor (wobei B, paarweise orthogonale Unterrdume sind),
so betragt die Wahrscheinlichkeit, an einem System mit Wellenfunktion v zuerst den
Wert r, fir die Observable R zu messen und dann den Wert s,, Tur die Observable

5*7 gerade
Py, ¢

| Pa, |

Gewichtet mit u erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, an einem System mit pu-
zufalliger Wellenfunktion zuerst den Wert r,, fiir die Observable R zu messen und

dann den Wert s, fiir die Observable 5*7

B4, 17 P | =125, B,

/5( (Pp,, Pa, 0| Pp,, P, ) pu(dip) =

H)

— [ (01 Pa, P Pa ) d0) = (0 P, P, )
S(H)
Fiir die auf das erste Frgebnis r, bedingte Wahrscheinlichkeit der Messung von s,,

ergibt sich
1

?U’(ﬁAnWﬁAnﬁBm),

tI’(WPAn)
woran man den behaupteten statistischen Operator ablesen kann, denn das muf}
gerade tr(W’'Pg,,) sein mit neuem statistischem Operator W’. 4

2.4 Begriflliche Prizisierung: Verbinde

Wir benétigen eine Redeweise, in der sich gleichermaflen iiber Quantenmechanik wie
iiber stochastische Prozesse nach klassischem Vorbild sprechen 1at; insbesondere
eine solche Redeweise, in der statistische Operatoren und Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf Phasenrdumen dieselbe Art Objekte sind. Dies ist Zweck der folgenden
Definitionen.

Definition. Ein ot-Verband (o-vollstindiger Verband mit Komplement) besteht
aus einer Menge A, einer zweistelligen Relation < auf A, einem Element A € A,

einer Abbildung N\ : AY — A und einer Abbildung * : A — A derart, daB gilt:



1. < ist eine partielle Ordnung auf A, d.h.

(a) wenn A < B und B<C(C, dann A<C
(b) wenn A< B und B< A, dann A= B
(c) stets A < A.

2. A ist das kleinste Element von A, d.h. VA€ A: A < A.
3. Nyen An ist das Infimum von {A,|n € N} beziiglich <, d.h.

(a) Vme N: A\ A < A
(b) wenn Vm € N: B < A,,, dann B < A o An.

4. wenn A < B, dann Bt < A+
5. (A=A
6. wenn B < A und B < A%, dann B = A

Wenn wir im folgenden von Verbénden sprechen, meinen wir stets ot-Verbande.

Folgerungen. A _, A, ist unabhéngig von der Reihenfolge der A,. Je zwei Ele-

neN
mente, A, B € A, besitzen ein Infimum, genannt A A B; A ist eine assoziative
1
und kommutative Operation. \/ A, := </\neN(Ai)> ist das Supremum von

{A,|n € N}. V:= Al ist das groBte Element von A. Je zwei Elemente, A, B € A,
besitzen ein Supremum, genannt A V B; V ist eine assoziative und kommutative
Operation. FEs gelten AANA = AJAVA = AJAANV = A AVYV = V. Es gilt
A<B&AVB=B& AANB=A. Ferner ANAt =A AV ALt =V,

Definition. A, B ¢ A heiBen disjunkt, in Zeichen A 1. B, wenn A < Bt,

Esglt: AL B= B 1A A1l B=AANB=A AL A= A=A,
ALV=A=A und stets A L A.

Definition. FEine Teilmenge A" von A heifit ein Unterverband von A, wenn sie A
enthilt und mit den Einschrinkungen von <, A und * einen Verband bildet.

Hinreichend dafiir ist, dafl A € A, A(A™M) C A’ (,abgeschlossen gegen A“) und
(A"t C A’ (,abgeschlossen gegen Komplement®). Zu jeder Teilmenge A’ von A gibt
es einen kleinsten Unterverband, der A" umfaft, den ,von A’ erzeugten Unterver-

band*.

Beispiele. Sei A eine o-Algebra iiber der Menge , < die Inklusion C, A := (),
Nt An = Npen An und AL := {2 € Qlz ¢ A}. Dann liegt ein o*-Verband vor,
der tiberdies noch distributiv ist, d.h.

Bv(/\An>: /\(BvAn)undB/\<\/An>: \/ (B AAL).

neN neN neN neN



Ist  ein topologischer Raum, betrachten wir meist die von den offenen Mengen
erzeugte Borel-o-Algebra B(Q).

Das andere Beispiel, das uns begleiten wird, ist die Menge L(#) der abgeschlos-
senen Unterrdume eines separablen Hilbertraumes H, wobei < wieder die Inklusion

C bedeutet, A := {0}, A,y An 1= [),en An und
At = {X € H‘qu € A:(xlo) = 0}.

Es liegt ein ot-Verband vor, und es gilt

\/ A, = lineare Hiﬂle( U An>.

neN neN

Ein paar Notizen zum Beweis: Zu beachten ist, dal AL stets ein abgeschlossener Unterraum ist, und
daBl beliebige Schnitte von abgeschlossenen Unterrdumen wieder abgeschlossene Unterrdume sind.
Die geforderten Eigenschaften priift man leicht nach, raffinierter ist nur A+ = A. Die Richtung
AL D Aist klar. Wire y L AL, aber x € A, so kénnte A @ AL nicht dicht liegen in H, da die
orthogonale Summe zweier abgeschlossener Unterrdume wieder abgeschlossen ist. Liegt aber ein
Unterraum nicht dicht, so gibt es ein von Null verschiedenes Element, das auf diesem Unterraum
senkrecht steht [SzN, S. 8], im Widerspruch zur Annahme. O

L(H) ist im allgemeinen nicht distributiv, wie das Beispiel von drei verschiedenen,
komplanaren Geraden durch 0 zeigt. Allerdings ist L(H) Ketten-distributiv, d.h.
wenn A’ eine Teilmenge von A ist, auf der < eine Totalordnung ist (also A < B oder
B < A fir alle A, B € A’), dann ist der von A’ erzeugte Unterverband distributiv
(siehe [Ni], S. 262-285).

Eine Folge der Ketten-Distributivitdt ist die Existenz relativer Komplemente
B\ A := BAA*, fiir A < B, oder eigentlich nicht so sehr ihre Existenz als die Eigen-
schaften AV (B\ A) =B, B\ (B\ A) = A; aulerdem gilt natiirlich AA(B\ A) = A,
B\A=B, B\ B=Aund, falls A< A < B, B\ A <B\A.

Definition. FEin Morphismus von o*-Verbénden ist eine Abbildung ¢ : A; — As,
die folgende Bedingungen erfiillt:

1. A<y B= ¢(A) <2 9(B)
2. S‘Q(AI) = A2

3. ‘P(/\neN An) = /\nEN e(An)

4. p(A%) = (p(A))*

Einen Morphismus von der Borel-o-Algebra ¢ : B(R) — A nennen wir auch
eine reelle Spektralschar in A, einen Morphismus ¢ : B(C) — A eine komplexe
Spektralschar in A. FEin Isomorphismus von ot-Verbidnden ist (wie man erwarten
sollte) eine Bijektion, die in beiden Richtungen ein Morphismus im obigen Sinne ist.




Wir bemerken o(Vy) = Vo und o(V, oy An) = Ve 9(An). Wir bemerken ferner,
daf das Bild einer Spektralschar ¢(B(R)) ein distributiver Unterverband von A ist,
wie stets das Bild eines distributiven Verbandes ein distributiver Unterverband ist. In
der Funktionalanalysis ist folgender Sprachgebrauch iiblich: die Familie { £\|A € R}
von Projektoren, die sich aus F), = pw(—oo,k] ergibt, nennt man eine Spektralschar
und ordnet sie dem Operator fR AE), zu.

Beispiel. Daf o4 : B(R) — L(#) die Spektralschar des Projektionsoperators Py
sei, heifit

A falsO0¢g B, 1¢B

A fals0¢€ B,1€eB

At falls0e€ B,1¢ B

V.  falls0e B,1e€B

O'A(B) =

Fiir eine eigentliche Observable R= 2 pAl +.. .—|—r5]5A5 (mit r, € R und Eigenrdumen
A, L A, fir n # m) ist die Spektralschar

on(B) = @ A..

rn€B

Definition. Eine Teilmenge N des ot-Verbandes A heift ein Ideal, wenn

IL.AeN
2. wenn A€ N und B< A, dann Be N

3. wenn¥n € N: A, € N, dann \/ _, A, € N.

neN

Wenn ein Ideal NV zusétzlich die Bedingung
VAc AVBeN : wenn ANBY e N, dann A e NV

erfiillt, dann 148t sich der Quotientenverband A/ bilden, dessen Elemente die Aqui-
valenzklassen der folgenden Relation sind:

A~B:e 3X,YEN: B<AVX und A< BVY.

(Den Beweis lassen wir aus.) In distributiven Verbanden erfiillt jedes Ideal die
angegebene Faktorisierbarkeitsbedingung, denn A = AAV = AA(BV BY) =
(AANB)V (AA BY), und wenn B,AA B* € N, dann auch A A B € N wegen
ANB<BeN,ergo AeN.

Im allgemeinen gilt jedoch fiir Verbande kein Analogon zum ,ersten Isomorphiesatz“ (fiir Grup-
pen und Algebren) G'/ker(¢) = im(yp), denn die Menge ¢ ~1(A) der Verbandselemente, die ein Mor-
phismus ¢ auf A schickt, legt noch nicht fest, welche Verbandselemente A, B dasselbe Bild haben,

p(A) = ¢(B).



2.5 MaBe auf oc1--Verbinden

Definition. Fin positives endliches MaB auf einem o*-Verband A ist eine Abbil-
dung ¢ : A — R derart, dafi

L &A) =
2. A< B = {(A) <{(B)

3. fiir jede abzdhlbare Teilfamilie {A,|n € N} von A mit A, L A, fiir n # m die
Reihe Y ¢(A,) (absolut) konvergiert und ), ¢(A,) = f( V,en An>.

¢ heifit ein Wahrscheinlichkeitsmafl oder kurz W-MaB, wenn (V) = 1. Die Menge
der W-MaBe auf A bezeichnen wir mit WM(A).

Definition. Ein positives o-endliches MaB auf einem o*-Verband A ist eine Abbil-
dung ¢ : A — [0, 00] derart, daf3

L &A) =
2. A< B = {(A) <{(B)

3. fiir jede abzihlbare Teilfamilie {A,|n € N} von A mit A, 1. A, fiirn # m gilt
¥ €A = € Ve 4n)

4. eine Folge A; < Ay < A3 < ... existiert mit {(A,) < oo und \/ =V.

nEN

Zum Beispiel ist das Dimensionsmafl dim ein o-endliches Mafl auf (), das als
Gleichverteilung betrachtet werden kann, weil es invariant unter der Operation der
unitdren Gruppe ist. Wir bemerken, daf}, wenn ¢ ein (endliches oder o-endliches)
MaB auf A ist, {A € A| £(A) = 0} ein Ideal ist.

Man kann einen zu diesen Maflen passenden Integralbegriff schaffen; der Einfach-
heit halber gehen wir so vor: wenn o die Spektralschar einer Observablen ist und ¢
ein Maf} auf L(#), dann ist £ o o ein MaB auf R, und das kénnen wir integrieren:
[z (£ o00)(dr) gilt uns als Wert des &-Integrals [ o d. An die Stelle von reell-
wertigen Funktionen als Integranden treten Observable. Fiir eigentliche Observable

R= > roPa, (endliche Summe) gilt

[ e =3 nsa)

Das Integral beziiglich des Dimensionsmafles ist gerade die Spur. Der folgende Satz
sagt, dal W-MafBle auf L(H) so etwas wie eine Radon-Nikodym-Ableitung gegentiber
dem Dimensionsmaf} besitzen.

Satz. (Gleason 1957) Falls dimH > 3, sind die W-MaBe auf L.(H) von der Form

A — tr(PAW),
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wobei W : H — H ein positiver (selbstadjungierter) Operator mit W =1 ist.
Beweis. Siehe [Gl] oder [Pa].

Ab jetzt nehmen wir grundsétzlich dimH > 3 an und machen keinen Unterschied
mehr zwischen W-Maflen auf () und statistischen Operatoren. Wenn o die Spek-
tralschar einer Observablen ist und ¢ ein W-Maf auf L(#), dann ist das W-Maf (oo

auf R gerade die Verteilung der Mefiwerte bei Messung der erwdahnten Observablen.

3 Hauptteil

3.1 Das Problem

Der Formalismus der QQuantenmechanik spricht nur iiber Wahrscheinlichkeitsmafle,
aber nirgends iiber so etwas wie ,die Zustidnde®” eines Quantensystems. Die Be-
trachtung von Wahrscheinlichkeitsmaflen erscheint natiirlich, wenn man iiber haufig
wiederholte Experimente oder den Wissensstand eines Beobachters sprechen mochte:;
bei einem nur einmal ausgefithrten Experiment dagegen erscheint es unpassend, iiber
Wahrscheinlichkeitsmafle zu sprechen. Wie aber werden wir die Wahrscheinlichkeits-
mafe los? Es wird uns wohl nichts besseres einfallen als anzunehmen, daf} es fiir ein
betrachtetes Quantensystem (z.B. ein Atom) eine gewisse Menge ® der moglichen
Zustande gibt, und sich das Quantensystem zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand,
also einem Punkt von ® authélt. Das ist eine voéllig ,klassische® Annahme; ® ist
gerade das, was man einen Phasenraum nennen wiirde. Auch wenn wir nur un-
gern ,klassische® Annahmen machen: was soll man denn sonst annehmen, um die
W-Mafle zu eliminieren?

Nehmen wir also doch mal an, auch ein Quantensystem besafle einen Phasenraum
®. Ein zufilliger Zustand mufl dann wohl beschrieben werden durch ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf einer o-Algebra F auf ® (daher sollte ® von vornherein mit der
Struktur eines mefibaren Raumes ausgestattet sein). Nach den Regeln der Quan-
tenmechanik ist eine zufédllige Konfiguration eines Quantensystems jedoch durch ein
W-Maf} auf L(H) zu beschreiben. Demnach ist (erstes Problem) nach einer Bijektion
zwischen WM(F) und WM(L(#H)) zu suchen, die eine sinnvolle Identifikation stiften

konnte. Was dabei ,,sinnvoll“ heifit, klaren wir weiter unten.

Wir gehen noch allgemeiner vor: unter Umstédnden ist nur eine gewisse Teilmenge
C der Menge aller W-Mafle auf F als ,,durch makroskopische Apparaturen herstell-
bar®, wir sagen prdparabel, zu erachten.

7.B. kénnten die Punktmafle impréaparabel sein, d.h. es konnte sein, daf es prinzipiell unméglich
ist, mit makroskopischen Apparaturen das Quantensystem in einen ganz bestimmten Zustand (€
®) zu beférdern. Z.B. wird in der statistischen Mechanik gelegentlich die Annahme betrachtet,
nur solche Mafle auf dem Phasenraum (eines Gases) seien praparabel, die auf jeder infinitesimal
dicken Energieschale ein (von der Energie abhingiges) Vielfaches der Gleichverteilung, d.h. des

Liouvilleschen invarianten Mafles, sind.

Das wirft die Frage auf (zweites Problem), ob es eine Bijektion gibt zwischen

C (einer Menge von W-Maflen auf einem distributiven Verband) und WM(L(H))
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(der Menge aller W-Mafle auf einem nicht-distributiven Verband), die eine sinnvolle
Identifikation stiften kénnte.

Was heifit dabei ,sinnvoll“? Diese Bijektion sollte in beiden Richtungen konvex-
linear sein, ja sogar noch mehr: bedenkt man, daf§ die ,,préparablen Mafle“ gewissen
Préparier-Apparaturen entsprechen, so kénnen wir im ersten Schritt durch irgendei-
nen Zufallsmechanismus eine (unter allen méglichen) Prapariermaschine auswéhlen
und diese im zweiten Schritt zum Einsatz bringen; dadurch erhalten wir eine Mi-
schung der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafle, und zwar bei den Quanten-W-
MafBlen ebenso wie bei den , klassischen® auf der Menge ®. Dieselbe Mischung einan-
der entsprechender Mafle sollte daher auf einander entsprechende Mafe fithren. Wir
préazisieren dies:

Definition. Sei A ein ot-Verband, C C WM(A), F¢ eine o-Algebra auf C, die
wenigstens die einpunktigen Mengen und fiir jedes A € A, B € B[0,1] die Menge
{1 € Clu(A) € B} enthélt. Der Schwerpunkt eines W-MaBes m auf F¢ ist dasjenige
W-MafB auf A, das definiert ist durch

Er= [ pn(dp): A — [0,1]
A = [ u(A) m(dp)

(Man beachte, daB dieses Integral immer existiert.)

(C,Fc) heit mischbar, wenn fiir jedes W-MaBl = auf C der Schwerpunkt E.
wieder in C' liegt.

FEine Abbildung ¢ : C'y — Cy zwischen mischbaren Mengen heifit mischungserhaltend,
wenn sie Fe, — Feo,-mefBbar ist und fiir jedes W-MaB © auf Cy gilt

99(/0 /~L W(du)> = /@M (m o™ ")(dp),

(wobei ¢~ : Fo, — Fc, als Verbandsmorphismus zu lesen ist).

In unserem Fall also verlangen wir von der Menge (' der praparablen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf der (hypothetischen) Menge ® der ,wahren“ Zustande,
mischbar zu sein, und von der (ebenfalls hypothetischen) Identifikation ¢ : C' —
WM(L(#)), in beiden Richtungen mischungserhaltend zu sein. Um noch die Anfor-
derungen an die o-Algebra F¢ iiber €' zu kommentieren: diese dienen erstens dazu,
alle Auswertungsfunktionen, die jedem Maf} seinen Wert auf dem Verbandselement A
zuweisen, mefBbar zu machen, und zweitens, zu garantieren, dafl mischungserhaltende
Abbildungen auch konvexlinear sind (und mischbare Mengen auch konvex).

Wire nun ein Vorschlag fiir ® abzulehnen, wenn es keinen solchen ,Mischungs-
[somorphismus® ¢ gibt? Nicht unbedingt. Zumindest sollte man aber die Misch-
barkeit von € verlangen und die Existenz einer surjektiven mischungserhaltenden
Abbildung ¢ : C — WM(L(H)), denn: wenn das System in einem Zustand z € @
vorliegt (wobei der Experimentator womoglich nicht weifl, welches @ vorliegt), dann
kénnen wir das Experiment ausfithren, das zum Unterraum A < H gehort, und
werden ein FErgebnis 0 oder 1 erhalten; © muf festlegen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit das A-Experiment Erfolg hat (= den Wert 1 liefert), denn einerseits soll ja
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in x sozusagen alle Information kodiert sein, die der Natur {iber das Quantensystem
vorliegt; andererseits kénnen wir zugestehen, dafl das MeBergebnis vielleicht nicht
deterministisch von x abhéngt, sondern das Mefigerat ein zufélliges Ergebnis liefert
(z.B. unterliegt das Mefigeréat als makroskopische Apparatur vielleicht thermischem
Zufall). Wir fithren dafiir eine Bezeichnung ein:

w(A,z) := Wahrscheinlichkeit, bei Messung von P4 an einem System

im Zustand x den Wert 1 zu erhalten.

Aus dieser Funktion w : L(H) x ® — [0, 1] 148t sich die entsprechende Erfolgswahr-
scheinlichkeit bestimmen fiir ein System, das in einem zufélligen Zustand vorliegt,
der durch das W-Maf} ;x € €' auf ® beschrieben wird: die Wahrscheinlichkeit, bei

dem zum Unterraum A gehérigen Experiment als Ergebnis 1 zu erhalten, betréagt

[Dw(A,x)/,L(dx) =: P(A)

Um diesen Ausdruck bilden zu kénnen, muf} w( A, —) : & — [0, 1] meBibar sein. Nach
den Regeln der Quantenmechanik muff nun A — P(A) ein W-Maf auf L(H) sein.
Dieses W-Maf} wird ein Beobachter, der von ® und u nichts weif}, als das W-Maf (als
statistischen Operator) des Praparates feststellen. Dieses Mafl nennen wir (), und
auf diese Weise bekommen wir eine (von Natur aus mischungserhaltende) Abbildung
0 : C — L(H).

Nun hatte ich noch behauptet, ¢ miisse surjektiv sein. Das tragt der quan-
tenmechanischen Regel Rechnung, dafl uns jedes W-Maf auf L(H) im Experiment
begegnen kann; ein Vorschlag fiir ®, F, (', w, bei dem ¢ nicht surjektiv ist, ist abzu-
lehnen, weil nicht jede Situation, die in der Quantenmechanik auftritt, durch dieses
Modell erklart werden kann.

Ein Beispiel zeigt, dafl es sehr einfach (und sehr wenig hilfreich) ist, einen solchen Vorschlag zu
machen, bei dem ¢ nicht surjektiv ist: sei ® endlich, etwa ® = {1,... ;n}, F := Potenzmenge(®), C :
WM(F), und seien x1,...,xn € H paarweise orthogonal und auf 1 normiert; sei ferner w(A, z) :=
<Xx|pAXx>~ Das bedeutet, dafl das W-Maf p auf ®, sagen wir pu({z}) = py, durch ¢ abgebildet
wird auf das W-Mafl mit statistischem Operator

Z Pr |Xx><Xx|

zed

Die so erreichten statistischen Operatoren kommutieren paarweise; in diesem Modell gibt es keine
Phénomene wie Interferenz, und die Messung einer Observable, die nicht mit all diesen statistischen
Operatoren kommutiert, fithrt auf einen statistischen Operator, der nicht durch ein W-Maf$} auf &

beschrieben werden kann.
Fassen wir zusammen:

Definition. FEin stochastisches Modell der Quantenmechanik besteht aus einem
mefibaren Raum (®,F), einer mischbaren Teilmenge (C,F¢) von WM(F), einer
mischungserhaltenden und surjektiven Abbildung ¢ : C — WM(LL(H)) und einer
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Funktion w : L(H) x & — |
w(A,—): ¢ —[0,1] F - BJ[0,1

Y

0,1], derart daB fiir jedes A € L(H) die Funktion
]

mefBbar ist und

YueCVAeL(H): / w(A, x)p(de) = p(u)(A).
®
FEin stochastisches Modell der Quantenmechanik heifit treu, wenn ¢ injektiv ist.

Der Wohldefiniertheit von ,,mischungserhaltend® zuliebe miissen wir noch erkldren, mit welcher
o-Algebra wir WM(IL(H)) auszustatten wiinschen: wir wéhlen die schwéchste, die nach Definition
mischbarer Mengen erlaubt ist, ndmlich die von den einpunktigen Mengen und den Auswertungs-

funktionen & — &(A) erzeugte. Diese Wahl 148t maximal viele Abbildungen ¢ : ¢ — WM(IL(#))

als mischungserhaltend zu.

Was bedeutet ,Treue® physikalisch? In einem nicht treuen Modell gibt es zwei
Verteilungen p # p’ auf dem Zustandsraum @, die durch keinerlei Messung zu unter-
scheiden sind, ¢(p) = p(y'). Trotzdem behauptet das Modell, die beiden Verteilun-
gen seien ,in Wirklichkeit* verschieden; denn das Modell soll uns ja gerade dariiber
Auskunft geben, was ,in Wirklichkeit“ geschieht (und nicht nur statistisch). Man
kénnte einem solchen Modell vorwerfen, es wiirde den nachpriifbaren Fakten einige
frei erfundene hinzufiigen. In einem treuen Modell andererseits ist  ein Mischungs-
[somorphismus wie zu Beginn dieses Abschnitts besprochen; ein solches Modell bietet
also eine vollig klassische Erklarung der Quanten-Stochastik.

Es bietet nur eine Erklarung des stochastischen Aspektes, nicht der ganzen Quantenmechanik;
unsere Definition von stochastischen Modellen der QM fordert z.B. keine Angabe einer Bewegungs-

gleichung fiir die Punkte in ®.

DaBl wir zeigen werden, daf} es keine treuen stochastischen Modelle der QM gibt,
bedeutet eine gewisse Rechtfertigung fiir die nicht treuen Modelle: da es unmoglich
ist, in einem stochastischen Modell nichts hinzuzuerfinden, ist das Hinzuerfinden
(iiber das NachmeBbare hinaus) auch keine Schande, so kann man argumentieren.

Diese Arbeit entstand aus dem Versuch, durch das Auffinden eines treuen sto-
chastischen Modells die Quantenmechanik besser zu verstehen.

3.2 Stochastische Modelle

Beispiel. Wir basteln ein stochastisches Modell der QM, in dem die Zustéande durch
Wellenfunktionen gegeben sind, d.h. ® ist die Sphiare vom Radius 1 in ‘H. F sei ihre
Borel-o-Algebra, C' die Menge aller W-Mafie auf F, und w(A,¢) := <;/)|]5A¢> Das
bedeutet fiir ¢, dafl dem W-Mafl i auf der Hilbert-Sphére der statistische Operator

/S L

zugeordnet wird. ¢ ist offenbar surjektiv, aber nicht injektiv, denn fiir jedes komple-
xe a mit |a| = 1 wird einerseits das Punktmafl mit allem Gewicht auf >, andererseits
auch dasjenige mit allem Gewicht auf at) auf das W-Mafl mit statistischem Operator
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la)(arp| = |¢0) (10| abgebildet. Das ist natiirlich ein triviales Beispiel fiir die man-
gelnde Injektivitat dieses Modells; es 1adt dazu ein, die Sphére durch den projektiven
Raum zu ersetzen, d.h. solche Wellenfunktionen zu identifizieren, die sich nur um
einen Faktor unterscheiden. Doch auch dadurch wiirde ¢ nicht injektiv:

Beispiel. Man betrachte ein W-Maf} p auf S(#H), das nur endlich vielen Punkten
positives Gewicht gibt; dazu lafit sich stets ein zweites Mafl ¢/ finden, das ebenfalls
nur endlich viele Punkte gewichtet, aber so, dafl diese Punkte (als Vektoren in H)
orthogonal zueinander sind, und das denselben statistischen Operator zugewiesen
bekommt wie y. Man berechne ndmlich mal den statistischen Operator von ¢(u)
und diagonalisiere diesen! Wir geben dafiir ein explizites Beispiel an (das ¢kono-
mischerweise gleich so gewahlt ist, dal wir es im néachsten Abschnitt noch einmal

verwenden konnen). Sei (¢|o) = (x|x) =1, (¢|x) = 0. Dann

V341 V3-1 V341 V3-1
2/2 ¢+ 2/2 X>< 2/2 ¢+ 2\/§X

_|_

[OVR N W)

70— %X><%¢— 75X
S OAC R VY

Ich méchte noch die Leistungsfahigkeit der vorgestellten Definition eines stocha-
stischen Modells der QM kommentieren. Erstens ist es prinzipiell in der Lage, die
Unschéarferelation zu simulieren, indem die Menge C' der praparablen Verteilungen
nur solche einer gewissen Mindest-Streuung enthélt. Zweitens: Durch einen Mefivor-
gang wird sich die Verteilung auf ® d&ndern — welche Verteilung wird unmittelbar
nach der Messung vorliegen? Da man sinnvollerweise verlangen wird, daf} die sofor-
tige Wiederholung der Messung zu demselben Ergebnis fithrt, mufl die Verteilung
nach der Messung auf die Menge {2 € ®|w(A,x) = 1} konzentriert sein, wobei A der
Eigenraum ist zum Eigenwert, den man als Melwert erhielt. Zugleich muf} die Vertei-
lung nach der Messung wieder ein Element von (' sein, und das wird im allgemeinen
bedeuten, dafl die Verteilung p' nach der Messung nicht einfach die Einschrankung
der Verteilung p vor der Messung auf n(A) := {a € ®|w(A,x) = 1} ist, wie man das
in der klassischen Mechanik annehmen wiirde: p/'(M) = u(n(A))™" - u(M N n(A)).
Sondern das (in einem geeigneten Sinne) nachstgelegene Mafl in C'. Das lafit sich
deuten als Beeinflussung des Zustandes durch das Mefigerat. Die Folge ist die Nicht-
Vertauschbarkeit von Messungen verschiedener Observablen. Solche Effekte kénnen
unsere (vollig ,klassischen®) stochastischen Modelle also durchaus nachahmen.

W W —

3.3 Irreduzible Mafle
Der Spezialfall C' = WM(F), d.h. alle W-Mafe sind praparabel, 1afit sich besonders

leicht behandeln; dieser Fall sei daher vorweg besprochen (nicht dafi er etwas zum
allgemeinen Beweis beitragen wiirde!). Wie also kann man sehen, daffi WM(L(#))
etwas anderes ist als WM von einem distributiven Verband?
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Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsma8 i auf einem ot-Verband heifit irreduzibel,
wenn es sich nur auf triviale Weise als Konvexkombination von Wahrscheinlichkeits-
mafen schreiben 1&d8t, d.h.

p=sv+(l—s)A=(s=0oders=1oderv=X=yp).

Auf dem Teilmengenverband einer endlichen Menge beispielsweise sind genau die
Punktmafe irreduzibel (die einem Punkt das Gewicht 1 geben und allen anderen das

Gewicht 0).

Im allgemeinen sind irreduzible W-MaBe nicht immer Punktmafe; z.B. betrachte man auf einer
iberabzahlbaren Menge die o-Algebra, die alle (héchstens) abzdhlbaren und alle co-abzihlbaren
Mengen (deren Komplement hochstens abzihlbar ist) enthilt: das W-Maf, das allen co-abzéhlbaren
Mengen den Inhalt 1 zuschreibt und die abzdhlbaren Mengen als Nullmengen hat, ist irreduzibel.

Wir bemerken tiber das Aussehen irreduzibler W-Mafle auf o-Algebren, daf} sie
nur die Werte 0 und 1 annehmen, denn wenn p ein W-Maf} ist und B ein Element
der o-Algebra mit 0 < u(B) < 1, setze s := u(B), v(A) := s 'u(AN B), A(A) :=
(1—s)"'u(AN B°), und wir finden, daB v und A W-MaBe sind mit g = sv+ (1 —s)A.

Die irreduziblen W-Mafle auf L(H) sind gerade die der Form A — <;/)|]5A;/)>,
d.h. die, deren statistischer Operator die Projektion auf einen eindimensionalen
Unterraum ist. Zum Beweis beachte man, daf} alle statistischen Operatoren die
Form

> pelxe(xxl
k=1

haben, wobei {x;|k € N} eine Orthonormalbasis ist und py, € [0,1],>, pr = 1. Man
sieht diesem Ausdruck eine Zerlegung an, wenn nicht alle p; bis auf eines Null sind.
Die Irreduzibilitit der Mafie mit Operator [¢)(:)| sieht man daran, daB sie (Cib)*
mit Null bewerten. Man bemerke, daf die irreduziblen W-MaBle auf L(#) keineswegs

nur die Werte 0 und 1 annehmen. O

Bemerkung. Sei v : WM(A) — WM(B) injektiv und konvexlinear. Wenn 9(u)

irreduzibel ist, dann auch p.

Beweis. Wenn = sv 4 (1 — s)A, dann d(p) = sd(v) + (1 — s)d(A), und aus der
[rreduzibilitat von d(u) folgt, dal s = 0 oder s = 1 oder ¥(v) = ¥(A) = J(p), und
im letzten Fall gilt aufgrund der Injektivitat auch v = A = p. O

Behauptung. Sei A eine o-Algebra. FEs gibt keine konvexlineare Bijektion o :

Beweis. Andernfalls miifiten die eindimensionalen Projektionen (die irreduziblen
W-Mafle auf L(H)) als Urbilder Mafie haben, die nur die Werte 0 und 1 annehmen.
Die Pointe ist, daf} die eindimensionalen Projektionen linear abhéangig sind; z.B. kann
ein geeignetes Quanten-W-Maf} auf zwei verschiedene Weisen als Konvexkombination
irreduzibler Quanten-W-Mafle geschrieben werden.
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Das greift das Beispiel im vorangegangenen Abschnitt auf: eine Konvexkombi-
nation der irreduziblen Mafle zu nicht-orthogonalen eindimensionalen Unterraumen
14t sich (diagonalisiere den statistischen Operator!) als Konvexkombination der
irreduziblen Mafle zu orthogonalen eindimensionalen Unterrdumen schreiben.

In einer o-Algebra hingegen ist es nicht moglich, ein W-Maf auf zwei verschiedene
Weisen als Konvexkombination von irreduziblen W-Maflen zu schreiben: sind v und
A irreduzibel, so nimmt g = sv + (1 — s)A nur die Werte 0, s, 1 — s und 1 an, und,
falls s nicht gerade 0,1 oder % ist, kann man dem pu diese Zerlegung ansehen: aus
p(M) = s folgt v(M) = 1,A(M) = 0 etc. (Auch im Fall s = ; bleibt letztlich nur
die Freiheit, v und A zu vertauschen, aber darauf sind wir garnicht angewiesen.)

Da die Umkehrabbildung von ¢ wieder konvexlinear wire, wiirde sie W-Mafle,
die mehrere Zerlegungen in zwei irreduzible haben, in ebensolche iibersetzen. O

Diese Argumentation 148t sich nicht auf den Allgemeinfall der treuen stochasti-
schen Modelle der QM tibertragen: es folgt lediglich, dafl die Urbilder unter ¢ der
irreduziblen Mafle in WM(L(H)) irreduzibel-in-C' sein miissen. Zwischen den in C
irreduziblen Maflen kénnen aber durchaus lineare Abhangigkeiten bestehen, warum
nicht.

3.4 Die Lésung
Satz. Es gibt kein treues stochastisches Modell der Quantenmechanik.

Bevor wir den Beweis antreten, benétigen wir ein Lemma, dessen Beweis wir erst

auf S.20 nachholen.

Lemma. Wire (®,F,C,p,w) ein treues stochastisches Modell der Quantenmecha-
nik, so gdbe es ein o-endliches Maf ¢ auf F und eine Abbildung

n:L(H) —» F/N
A — {zedlw(A,z)=1} mod N

(wobei N das Ideal der o-Nullmengen ist) mit den Eigenschaften
(i) n(A) =0, n(V) =@
(i) wenn A < B, dann n(A) C n(B)
)
)

0
n(Av B)

(iii) wenn A L B, dann n(A)

Nn(B
(iv) wenn A L B, dann n(A)Un(B
(v) n(At) = @\ n(A)

(vi) o(n(A) N n(B)) = tr(PaPg).
(vii) o(n(A)) = dim A.

(viii) wenn & € WM(IL(H)) den statistischen Operator W= > i Prlor){(@r| hat (wo-
bei {¢r|k € N} eine Orthonormalbasis ist, pp € [0,1] und ), pr = 1), dann

VM e F: o (M) =2, pr o(M N n(Coy)).
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Sind andersherum ®, F, eine Abbildung n : L(H) — F /N und ein c-endliches Maf o
auf F gegeben mit den Eigenschaften (i) bis (vii), dann definiert (viii) eine Injektion
o' WM(L(H)) — WM(F), und wir erhalten ein treues stochastisches Modell der
QM, wenn wir setzen C' := "' (WM(LL(H)), ¢ := Umkehrabbildung von ¢~!, und

1 falls x € n(A) und x & n(A*)
w(A,x) = ¢ 0fallsx & n(A) und x € n(At)
beliebig sonst € [0, 1]

wobei beliebig* jedoch so zu verstehen ist, dall wenigstens fiir alle A € L(H) die
Funktion w(A,—): ® — [0, 1] meBbar ist.

Hierbei ist kurzerhand das grofite Element von F /AN wieder mit ® (statt & mod N') bezeichnet
etc. Man beachte, daff n keineswegs ein Morphismus von Verbinden ist: das wiirde z.B. n(AA B) =
n(A) Ny(B) und n(AV B) = n(A) Un(B) erfordern, was nicht allgemein stimmt.

Im Lemmaspielt p die Rolle einer Gleichverteilung auf ®: Wenn man die Bijektion
@ von den W-Maflen auf die g-endlichen Mafle ausdehnt, dann entspricht ¢ dem o-
endlichen Dimensionsmafl dim, der Gleichverteilung auf L(7#).

Das Lemma beschreibt das Aussehen der treuen stochastischen Modelle und sagt
uns nebenbei, dafl unsere Groflzligigkeit vergebens war, dem Mefgerdt zu erlauben,
ein zufélliges Ergebnis zu produzieren. (Tatsichlich zeigt sich im Beweis des Lemmas,
da {x € ®| 0 < w(A,x) < 1} stets eine p-Nullmenge ist.) Héatten wir verlangt,
dafl das Meflergebnis deterministisch vom Zustand des Quantensystems abhangt, so
hétten wir gleich jedem Unterraum A von H eine Teilmenge n'(A) C ® zuweisen
kénnen, die all diejenigen Zustédnde enthalt, bei denen das A-Experiment erfolgreich
ist. In diesem Fall gelten die Aussagen (i) bis (vii) ebensogut fiir n’ statt ».

Beweis des Satzes. Angenommen, es gébe ein treues stochastisches Modell der
QM. Wir wihlen einen zweidimensionalen Unterraum £ < H und erklaren ein W-
Maf A auf ® durch A(M) := 2o(M N y(E)), dh. durch Einschrinkung des o-
endlichen Mafles o aus dem Lemma auf die Menge n(F), die (nach (vii)) Inhalt 2
hat, und anschlielende Halbierung. Yz sei eine ®-wertige Zufallsvariable, die gemaf
A verteilt ist. Mit jedem eindimensionalen Unterraum ¢ < F assozileren wir eine
{0, 1}-wertige Zufallsvariable X, = 1,,(Yg). Fiir 2 Geraden g, h kénnen wir die
gemeinsame Verteilung von X, X}, ermitteln: zunéchst gilt Ws{X, = 1 und X}, =

1} = Mata) 1) = Seluta) nonit) n(2) L Loty nny) (2 duncp, ).
Rerner gilt Ws(X, = 1} = An(9)) = bo(n(9) 1 0(5)) 2 1o(u(g)) 2 1. Alsor

Ws{X, = Lund X, =1} = lt(P,By),
Ws{X, = Lund X, =0} = 1—1lu(B,By),
Ws{X, =0und X, =1} = % — %tl’(pg Ah)a
We{X, =0und X, =0} = Ltx(P,P))
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Wir zeigen nun, dafl dabei unmégliche gemeinsame Verteilungen auftreten, namlich
solche, in denen von drei solchen {0,1}-wertigen Zufallsvariablen jede dazu neigt,
anders auszufallen als die beiden anderen; dazu betrachten wir folgende drei Geraden
in F, wobei wir E als C? schreiben:

(o) e(s)-e( )

Diese Komponenten ergeben im R? drei Geraden, die paarweise einen Winkel von
60 " einschlieflen, d.h. die Diagonalen eines regelméfligen Sechsecks. Wie man leicht

der Formel (o) (¥]9)
tr(Poy Poy ) = W

entnimmt, betragt fiir je 2 dieser drei Geraden dann
tr(P,P,) = 1/4.

Also lautet fiir je 2 der drei zugehérigen Zufallsvariablen die gemeinsame Verteilung:

0] 1
1/83/8
1[3/8]1/8

Wenn p;;; die Wahrscheinlichkeit ist, dafl die drei Zufallsvariablen die Werte 17k
respektive annehmen, dann gilt

0 < pooo + pr11 = wegen pogo + Poo1 = 1/8]

[
= 1/8 = poor + pin1 = [wegen poo1 + po11 = 3/8]
= 1/8=3/8+poi1 + p1i1 = [wegen pory + pr11 = 1/8]
1/8—3/8+1/8=—1/8. [Aua]

4

Was war nun eigentlich der Grund fiir das Versagen des hypothetischen treuen
stochastischen Modells? In unserem Modell hatte die ,Messung® von X, im Falle
des MeBwerts 1 die Verteilung M — o(M N n(g)) auf ¢ hinterlassen; eine anschlie-
Bende ,Messung“ von X}, hatte mit Wahrscheinlichkeit 1/4 den Wert 1 geliefert (und
die Verteilung M — o(M N n(h)) hinterlassen) und mit Wahrscheinlichkeit 3/4 den
Wert 0 (und die Verteilung M +— o( M Nn(E AR*))). Erneute Messung von X, hitte
nicht notwendig wieder den Wert 1 ergeben (sondern nur mit Wahrscheinlichkeit
5/8). Wihrend also die Storung des Zustandes durch den Mefivorgang die simultane
Festlegung der Werte von X, X}, und Xj unmoglich macht, kann man sich auf ei-
nem distributiven Verband diese Stérung immer wegdenken und eben doch nach der
gemeinsamen Verteilung der drei Zufallsvariablen fragen — und das fiihrt auf den

Widerspruch.
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3.5 Schlufibemerkungen

Das erzielte Frgebnis 14t sich so auffassen: es wurde ein prézises Konzept vorge-
legt, was eine  klassische® Theorie sei, und gezeigt, dafl die Quantenmechanik nicht
isomorph zu irgendeiner klassischen Theorie ist. So etwas vermutet man schnell,
wenn man Quantenmechanik erlernt; es aber in grofier Allgemeinheit nachzuweisen,
namlich fiir beliebige ,klassische Theorien“ (d.h. die erwéhnten ,stochastischen Mo-
delle der Quantenmechanik), ist nicht oberflachlich. So gelingt es der vorgestellten
Definition von stochastischen Modellen der QM immerhin, das einfache Argument
der irreduziblen Mafle abzuwehren.

Man erhalt daraus auflerdem einigen Aufschluff dariiber, welche Charakterziige
der Quantenmechanik eigentlich , typisch quantenmechanisch® sind und welche nicht.
7.B. kénnen Unschérferelationen und die Nicht-Vertauschbarkeit von Messungen
auch in klassischen stochastischen Prozessen vorkommen; solche Phdnomene sind
daher nicht als quantentypisch zu werten.

Der Wert des bewiesenen Satzes scheint mir darin zu liegen, dafl er an einer ziem-
lich grofien Klasse von Sackgassen Schilder mit der Aufschrift ,,Sackgasse® anbringt.

4 Technische Einzelheiten

Beweis des Lemmas.

1. Fir A € L(H) sei
n(A) :={x € d|w(A,z) = 1}.

Genaugenommen ist dieses 7 ein anderes als das im Lemma erwihnte; wenn 7= die Projek-
tion F — F/N bezeichnet, so ist f[ crnma = T © TBeweis- Ich hoffe, daff diese sparsame
Doppelbezeichnung nicht zu Konfusion fiihrt.

Der Grundgedanke des Beweises ist, die Korrespondenz ¢ von W-Maflen auf
MafBle zu erweitern, die keine Wahrscheinlichkeitsmafle mehr sind: zunachst
auf (positive) endliche Mafie (also Vielfache von W-Maflen) und dann, wenn
moglich, auf o-endliche Mafle. Insbesondere soll die Gleichverteilung auf L(H),
das Dimensionsmaf} dim, mit Hilfe von ¢ in eine ,,Gleichverteilung® auf ®, das
versprochene o-endliche MaB o, iibersetzt werden. Die Ubersetzung geht so:
ein endliches Mafl normieren wir zu einem W-Maf, schicken es durch ¢, und
machen dann die Normierung riickgdngig. Z.B. betrachten wir fiir 0 < dim A <
oo das endliche Mafl B — tr(poA) (die Gleichverteilung auf A), bilden daraus
das W-Maf
£4: B (dim A)™' - tr(PgPy)

und erklaren
oa = (dim A) - 7 (€4).
04 ist ein positives endliches Mafl auf F. Wir ergénzen g, := 0.

Die entsprechende Ubersetzung gestaltet sich natiirlich fiir das ,,dicke* Dimen-
sionsmaf} schwieriger, weil man es nicht normieren kann. =1 erweist sich als

ein Nadelohr. Das wird uns in den nachsten Schritten beschéftigen.
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2. Weil ¢ konvexlinear ist und die Umkehrabbildung einer konvexlinearen Bijek-
tion ebenso konvexlinear ist, ist ¢~ konvexlinear.

3. Fiir endlichdimensionale A 1 B gilt

dim A ot dim B
dimAv B> " dimAVvV B

va

fAvB —

folglich (wegen 2.) pavp = 0a+0p. Insbesondere: wenn A < B, dann p4 < pp.

4. Falls dim A = oo, sei fir M € F
oa(M) :=sup{op(M)| B < A, dimB < co}. o := oy.

Wir zeigen: p4 : F — [0,00] ist ein positives MaBl. (Die Frage, ob es stets
o-endlich ist, lassen wir zunachst noch offen.)

Beweis: p4(0)) = 0 ist klar; klar ist auch, dafl wenn M C N, dann p4(M) <
04(N), denn das gilt fiir jedes endlichdimensionale B < A. In puncto o-
Additivitat sei eine Folge (M,,),en gegeben mit M,, N M, = () fiir n # m; von
der Gleichung p4(lJ, M) = >, 04(M,) ist die ,<“-Relation klar; was ,>¢
angeht: falls die rechte Seite endlich ist, wéhle zu ¢ > 0 ein ng so, dafl die
Partialsumme bis ng bis auf £/2 genau an den Reihenwert heranreicht und fiir
jedes n < ng ein endlichdimensionales B, < A mit g, (M,) > 04(M,)—¢c/2n,.
Fir B := By V...V B,, gilt wegen 3. erst recht op(M,) > 0a(M,) — £/2ny,
folglich op(UJ, M) = 5, 05(M,) > 0(My)+ -+ 05(My) > 04(M) + ..+
0a(Mp,)—e/2 >3 04(M,)—e. Falls nun aber die Reihe unendlich ist, sieht
man entsprechend dafBl auch p4(lJ, M,) nicht endlich sein kann.

5. Wenn A | B, dann g4y = 04 + ¢B. Insbesondere: wenn A < B, dann
04 < 0B.
Beweis: Sei M € F. Klar ist sup{o;(M)|A < AV B,dimA < oo} >
sup{oa(M)|A" < A, dim A" < oo} 4 sup{ep/(M)|B" < B,dim B’ < oo} we-
gen 3.

L<“ A< pA(A)A\/ pB(A) < AV B, und der zur orthogonalen Summe auf-
geblasene Raum P4(A) V Pg(A) hat immer noch endliche Dimension; folglich

(wegen 3) 05(M) < Op,(4 )\/PB(A)(M) = QPA(A)(M) + @PB(A)(M)-

6. Gegeben A € L(H) von unendlicher Dimension und eine Folge A; < Ay < A5 <
. ineinandergeschachtelter endlichdimensionaler Unterrdume mit \/_ _ A, =

A, d.h. die A, ,schopfen A aus“. Dann o4, /" 0a4.

Beweis: Klar ist o4, < 04, < ..., zu zeigen ist die Konvergenz. Fixiere dazu
eine Menge M € F und ein ¢ > 0. Wéhle ein endlichdimensionales B < A mit
oB(M) > 04(M) — ¢ /2. Gesucht ist nun ein n mit g4,(M) > op(M)—¢c/2. Es
gilt Py < PA + (PB — PAn) wobei (1)t : R — R den Positivteil bezeichnet,

neN

$+:{:1;falls:1;20,

0 sonst.
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Also Pg = fDAn + (]5]3 — pAn)+— Rest, wobei ,Rest“ ein positiver (selbstadjun-
gierter) Operator ist. All diese positiven Operatoren haben endliche Spuren
und entsprechen daher positiven endlichen Maflen auf L(H), die wir mit ¢~*
in endliche Mafle auf F von gleichem Gesamtgewicht {ibersetzen kénnen. Es
folgt
08 < o4, + tr(Pg — Py,)* - W-MaB.
Es reicht also zu zeigen, daf}
+ n—oo

tr(]sB—]ADAn) — 0.

Dies erfordert einige Rechnung und ist daher in eine Hilfsbehauptung auf S. 25
ausgegliedert.

. Fiir alle A, B € L(H) gilt:

/q)w(A,x)gB(dx) = tr(P4 Pg).

Beweis: Fiir endlichdimensionales B folgt dies aus der Definition eines sto-
chastischen Modells der Quantenmechanik, fiir unendlichdimensionales durch
Approximation mit einer Folge wie in 6.

- 24(®\n(A)) = 0.
Beweis: Falls dim A < oo: Ware fiir ein ¢ < 1 pa{z € ®|w(A,z) < ¢} > 0, so
ware

- <

dimA = tr(pApA) 7: /
[

wldaoslde) = [ op [
{zlw(A,z)<q} {zlw(A,z)>q}

< q-ea{zw(A z) < g} + oa{efw(A, 2) > ¢} < 04(®) = dim A.
Also pa{z|w(A,z) < 1} =
—on (A ) <1 - 13 <3 oufelu(A ) < 1— 1 =0
neN neN

Falls nun aber dim A = oo, wéhle eine Folge A; < A; < A3 < ... wiein 6. mit
04, /" 0a. Wiirde fiir ein ¢ < 1 und ein n € N gelten g4, {z|w(A,z) < ¢} >0,
SO ware

dim A, = tr(pAnpA) z / w(A, x)oa,(dr) <
@

< q-eafefw(A w) <qf 4 oa {zfw(A; 2) > ¢ < 04,(P) = dim A,
Also pa, {z|w(A,z) <1} =0 Vn € N, also

2a(®\ n(A)) = lim o4, (@ \ n(A)) = 0.

- 0a(n(A%)) =0,
denn aus w(A*+, —) > 1,41y folgt



10.

11.

12.

13.

14.

Fir M € F gilt pa(M) = o(M N n(A)).

Beweis: Die rechte Seite = oa(M N n(A)) + 040 (M Nn(A)), und der zweite
Term ist Null wegen 9.

Die linke Seite = p4(M Nn(A)) 4+ oa(M N[\ n(A)]), und der zweite Term ist
Null wegen 8.

o ist o-endlich.

Beweis: Sei A; < Ay < ... ein Folge endlichdimensionaler Unterrdume mit
\/neN A, = V. Es gilt o(n(A,)) o 04,(®) = dimA, < oo, und |J, n(A,) =P

mod N wegen

o(@\ | n(A) = o(()[®\ n(A,)]) £

neN neN
= lim o4, ([ )[@\ n(A,)]) < Jim 0.4, (@ 7(Ar)) 2 0.
neN

o{z]0 < w(A,z) < 1} =0.
Beweis: Dies ist gerade

(04 + 041 H{2]0 < w(A,2) < 1} < pa{z|w(A,2) < 1} + o4 {2|0 < w(A, 2)},
und der erste Term ist Null wegen 8. Da fiir jedes ¢ > 0 gilt

7

0=tr(PyPy) = /w(A,:z;)QAL(dx) > e oauf{ele < w(A,2)},

folgt
0as {0 < w(A,2)} = oas | J{alt < w(A,0)} <
neN
<Y o felt < w(A,e)} = 0.

neN

o(n(A) Nn(B)) = tx(PaPs).

Beweis:
te(Paba) 2 [ w(Bo)oadn) [ o(Boo)ly()eldo) =

12.
- + [ - % o{n(4) 11 (B).
{z|w(B,zr)=0} {z|0<w(B,=)<1} {z|w(B,x)=1}

Das beweist (vi).

o(n(A)) 2 ea(®) = 0.
0 wegen o = py und 8. Das beweist (i).

)
~
KA
—
=
~~
<
~—
~—
Il
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15.

16.
17.

18.

19.

20.

Wenn A < B, dann (5.) ga < o8, folglich o(n(A) \ n(B)) = ea(®\ n(B)) <
o5(®\ n(B)) 2 0. Das beweist (ii).

Wenn A L B, dann o(n(A)Nn(B)) = tr(pApB) = 0. Das beweist (iii).

Wenn A L B, dann o(n(AV B)\ [n(A)uUn(B)]) =0,

denn dies ist (wegen 5.) gerade (04 + 0B + 0avpy)(N(AV B) N [@\ n(A)] N
[®\ n(B)]), und das verschwindet wegen 9. und 8. Mit (ii) folgt (iv).

(v) folgt aus (i), (iii) und (iv). (vii) folgt aus (vi).

Was (viii) angeht: gegeben ein Element von WM(IL(H)), etwa & = >, pr oy,

A

wobei &4 wieder das zum Operator (dim A)~' - P4 gehorige MaB ist. Klar
ist (ocs, ) = €os,, und wegen der Mischbarkeit von C' und der Mischungser-

haltung von ¢ ist >, procy, € C und ¢(> ., procs, ) = D, Peéce, = €. Die
Behauptung (viii) folgt mit 10.

Kommen wir nun zur zweiten Héalfte des Lemmas, dem Umkehrschluf. Zunachst
priift man leicht, dafi die Gleichung in (viii) fiir jedes £ € WM(L(#)) ein W-
MaB o~ 1(€) auf (@, F) definiert. Wir bemerken o1 (£)(n(A)) = 3., pro(n(A)N

n(Cer)) (2) Ekpktr(pAp@k) = tr(pAW) = ¢(A). Daraus folgt, dafl wenn

£ £ €, etwa £(A) £ £(A), dann 7€) £ ¢71(€) wegen ™ (E)(n(A)) =
E(A) # (A) = ¢ HE((A)). Also ist ¢! injektiv und besitzt auf C' :=
Bild (¢7') eine Umkehrabbildung ¢, die natiirlich auch bijektiv ist. Fg sei
die kleinste o-Algebra auf ', die die einpunktigen Mengen enthélt und die
Auswertungs-Funktionen mefibar macht; dann ist ¢ mefibar, ¢’ mischbar und
© mischungserhaltend. Auflerdem gilt

[Dw(A,:z:)cp_l(f)(dx) = [Dw(z‘l,l‘)zm o(dz Nn(Coy)) =

=S [l (wlotdn)

= Y ol 0 n(@80)) 2 ST e PPy, ) = 1(ByIW) = €(A)

Und damit sind alle Anforderungen an ein treues stochastisches Modell der

QM erfiillt. O

Der Beweis vereinfacht sich erheblich, wenn man dim# < oo annimmt. Es entfallen dann die

Nummern 4. bis 7. und die Hélfte von 8. Tatsachlich wird zum Beweis des Satzes von S. 17 nur

der endlichdimensionale Fall benétigt. Da die eleganten Aussagen des Lemmas jedoch auch im

unendlichdimensionalen Fall gelten, habe ich mich entschieden, den Beweis allgemeiner zu fiithren

als unbedingt nétig.
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Hilfsbehauptung. Sei A; < A; <
Unterrdume mit \/
gilt

As < ... eine Folge endlichdimensionaler

nen An = H, B < H ein endlichdimensionaler Unterraum. Dann

tr(pB — pAn)-I_ n_>—o>o 0.

Beweis. Um tr(pB ]5A )™ zu berechnen, ermitteln wir die Eigenwerte von PB PAn
und addieren die positiven unter ihnen. Zunéchst stellen wir fest, dafl PB — PA
selbstadjungiert ist und diagonalisierbar, weil (B V A,)* im Elgenraum zum Fi-
genwert 0 enthalten (und im Endlichdimensionalen jeder selbstadjungierte Operator
diagonalisierbar) ist. Die Eigenwerte sind reell und liegen wegen (1| (Pg — Py, )b) =
(1| Pgtb) — (16| Py, 1) alle im Intervall [—1,1]. Der Eigenwert 1 kann nur fiir endlich
viele n auftreten, denn ein zugehdriger (normierter) Eigenvektor i» miifite (wegen
(| Pptp) € [0,1] und (|Pa, ) € [0,1]) (¢|Pptp) = 1 und (|Pa,3p) = 0 erfiillen,
folglich in B A AL liegen; das aber ist eine absteigende Folge von Unterrdumen von
B, die stationdr werden muf} (weil dim B < oo), und wiirde sie nicht schlieilich {0}
wie behauptet, dann wiirde ein gewisses ¢» € B, # 0 auf allen A, senkrecht stehen
und damit auch auf \/ . A, = H, was unmoglich ist.

Wir betrachten nun einen Eigenwert A ¢ {—1,0,1}. Sei ¢ # 0 ein Eigenvektor
dazu, also

(Pg — P, ¥ = M.

Wir stellen fest y := ]53;/) # 0 (andernfalls miifite der Eigenwert 0 oder —1 sein).
Aus der Eigenwertgleichung folgt

= (1 4+ A\ Pa, ) + APast)

und daraus, indem man y in einen Anteil € A,, und einen senkrecht dazu zerlegt und
auf beiden Seiten die Komponenten vergleicht,
1 4

Y = Pax+

14+ A
Daran sehen wir schon mal, daf§ ¢ € pAn(B) \Y% pA#(B), und das ist ein Unterraum
mit Dimension < 2dim B. Folglich gibt es hochstens 2dim B Eigenwerte (inklusive
Vielfachheit) & {—1,0,1}. Einsetzen der letzten Gleichung in die Beziehung x = Pgt
liefert

. 1~ =«
= PgP —PgP
X 1_|_)\BAnX+)\BA,%X

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit A(1 + X):
ML+MNY = APs Py + (1 + N PsPuy =

= )\pB(pAn + pAyJ{)X + poArJ{X = Ay + poArJ{X7

folglich o
PpPaix = My,
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Daraus schliefen wir, dafl

1 S

_i=—P - P
(0 [\ AT N TARX

ein Eigenvektor von Py — pAn zum Eigenwert —\ ist:

R R 1
(PB—PAn)%/)—Z—PBPAnX——PBPALX—
x—AZx A2y

Pa.x

=1 +A)x—Ax -

. 1 . .
Py x=(1- T)PA,IX + Pyix = —A\p_.

[ A

Ferner gilt ]53¢_ = Y, denn

- 1~ 1 ~ =
Ppyp_ = —— PpPa,x —< PeParx = (1 +A)x — Ax = x.
I — A= A=

X—=A%x A2y

Fassen wir zusammen: Die Eigenvektoren (aufler zu den uninteressanten Figen-
werten —1,0,1) treten gepaart auf mit entgegengesetzten Figenwerten, d.h. wenn
P Elgenvektor ist und y = ]53;/), dann liegt in dem 2-dimensionalen Unterraum
CPAn XV CPAJ_ X noch ein Figenvektor zum entgegengesetzten Eigenwert, der auch y
als PI’OJektIOH auf B hat. Demnach ist die Anzahl der positiven Eigenwerte (inklu-
sive Vielfachheit) < dim B. Fiir die Grofle des Eigenwertes folgt aus der Beziehung
ﬁBﬁA#X = Ay, daB

1Pasx|? = (Pasx|Pazx) = (X|Pas Parx) =

= (Pex|Parx) = (X|PsParx) = (x|Ax) = X[ x|I%
daher X
[ Pasxl
3 = aaxdl
x|

Die Summe der positiven Eigenwerte ist daher

P
< dim B - sup { | ’C:LHXH X € B}.

Um zu zeigen, daf} sie fiir n — oo gegen 0 geht, miissen wir nur noch das erwéhnte
Supremum abschétzen. Anstatt durch ||x|| zu dividieren, kénnen wir uns ebensogut
auf diejenigen v € B mit ||x|| = 1 beschranken. Ist ¢y,... , ¢, irgendeine Orthonor-
malbasis von B (r = dim B), und etwa y = ¢1¢1 + ... + ¢.¢,, dann

1Pasxll = | 3 cxLagon| < D leal - [ Pagenl < romax {|[ Pagenll | =1, .rf.
k k
Also geniigt es zu zeigen, daf fiir jeden festen Vektor ¢ € B gilt
| Pasdll =5 0
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Es gibt eine solche Orthonormalbasis ey, €5,... in H, dafl A, = Cey; VCey V... VCe,p,,, .
wobei (m,,) eine unbeschrankte aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen ist. Wenn

o0 o0
= chem, dann [|gl]* =D [c, [,
m=1 m=1

(insbesondere ist das eine konvergente Reihe) und

%)
1Pagol’ = > )
m=mn+1

ist der Rest der Reihe und konvergiert fiir m,, — oo gegen 0, folglich tut das auch
| P4+ ¢||* und folglich auch dessen Wurzel. O
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