
Es gibt kein treues stochastisches Modell
der Quantenmechanik

Diplomarbeit
��� April ����

Roderich Tumulka

Fachbereich Mathematik
Johann�Wolfgang�Goethe�Universit�at

Frankfurt am Main



Inhaltsverzeichnis

� Vorrede �

��� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Gliederung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� Einf�uhrung �

��� Formalismus der Quantenmechanik � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Statistische Operatoren � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Der Formalismus in Begri�en des statistischen Operators � � � � � � � 	
��� Begri
iche Pr�azisierung� Verb�ande � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��	 Ma�e auf ���Verb�anden � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Hauptteil ��

��� Das Problem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Stochastische Modelle � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Irreduzible Ma�e � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
��� Die L�osung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��	 Schlu�bemerkungen � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Technische Einzelheiten ��

� Literatur ��

	 Danksagung ��

� Vorrede

��� Zusammenfassung

Die Vorstellung� da� ein Quantensystem zu jedem Zeitpunkt einen bestimmten Zu�
stand �aus einem

�
klassischen� Phasenraum� einnimmt� ist im Formalismus der

Quantenmechanik nicht vorgesehen� Man kann eine solche Vorstellung zwar ver�
tr�aglich mit den Regeln der QM unterhalten� jedoch erweisen sich dann ganz ver�
schiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasenraum als experimentell
ununterscheidbar� solche Modelle postulieren sozusagen die Existenz einer

�
verbor�

genenen Information� neben den pr�ufbaren Fakten� Es wird gezeigt� da� dies f�ur
alle Modelle gilt� die mit den von der QM f�ur jede Observable vorhergesagten Wahr�
scheinlichkeitsverteilung im Einklang stehen� selbst wenn sie erlauben�

�� da� nicht jede Verteilung auf dem Phasenraum durch makroskopische Apara�
turen pr�apariert werden kann

�� da� das Me�ergebnis garnicht deterministisch vom Zustand des Quantensy�
stems abh�angt� sondern das Me�ger�at selbst einem �vom zu messenden System
unabh�angigen� Zufall unterliegt�

Dazu ist eine gr�undliche Auseinandersetzung mit der Theorie der Wahrschein�
lichkeitsma�e auf distributiven und auf nicht�distributiven Verb�anden n�otig�

�



��� Gliederung

Der Text gruppiert sich um den einen Satz� den ich beweise� Kapitel � stellt den
Formalismus der QM bereit und einige �bekannte� Methoden� Begri�e und Fakten
dazu� Abschnitt ��� gibt eine Formulierung� wie man sie in Lehrb�uchern der QM
�ndet� Abschnitte ��� und ��� befassen sich mit statistischen Operatoren� die f�ur
uns deshalb interessant sind� weil sie genau die me�bare Information kodieren� Die
Abschnitte ��� und ��	 beschreiben die Grundlagen der Theorie der ���vollst�andigen�
mit Komplementoperation ausgestatteten� Verb�ande und ihrer Ma�e� die Verbindung
zur QM besteht im Theorem von Gleason�

Kapitel � stellt meine Ergebnisse dar� Die Abschnitt ��� und ��� erl�autern die
De�nition von

�
treues stochastisches Modell der QM�� Abschnitt ��� bespricht ein

altbekanntes Argument� n�amlich da� die auf einen eindimensionalen Unterraum kon�
zentriertenMa�e die extremalen Punkte sind in der konvexenMenge der Quanten�W�
Ma�e und daher als Zust�ande aufgefa�t werden sollten� und warum dieses Argument
bei unserer De�nition eines stochastischen Modells der QM nicht greift� Abschnitt
��� beweist den versprochenen Satz� Abschnitt ��	 wertet ihn�

Kapitel � besteht aus dem Beweis des in ��� ben�otigten Lemmas�

� Einf�uhrung

��� Formalismus der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik �QM� stellt einen Formalismus auf� der es erlaubt� die Ergeb�
nisse von Experimenten �genauer� die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge
der m�oglichen Ergebnisse� vorherzusagen� Der Formalismus schweigt sich jedoch
dar�uber aus� was

�
in Wirklichkeit� geschieht� dies zu erkl�aren� insbesondere f�ur Au�

genblicke� in denen gerade keine Messung statt�ndet� bem�uhen sich die sogenannten
Interpretationen der Quantenmechanik� Solche Interpretationen �in einem pr�azise
de�nierten Sinn� werden wir betrachten� Zun�achst formulieren wir einen �verein�
fachten� Formalismus der QM �vgl� etwa �Je�� f�ur ein System aus N spinlosen�
unterscheidbaren Teilchen� Die �unde�nierten� Grundbegri�e des Formalismus sind

�
Wellenfunktion��

�
Observable� und

�
Messung��

�� Die Wellenfunktion ist ein Element von L��R�N � C � �� H mit Norm ��

�� Die Observablen sind die hermiteschen Operatoren des erw�ahnten Hilbert�
raumes� F�ur den Formalismus gen�ugt es� die

�
eigentlichen Observablen� zu

betrachten �diejenigen mit endlichem Spektrum� sie sind endliche R�Linear�
kombinationen von Projektionsoperatoren��

�� Findet in einem Zeitintervall keine Messung statt� so ver�andert sich die Wel�
lenfunktion gem�a� der Schr�odingergleichung

�

i

d�

dt
� �H��

wobei �H der �hermitesche� Hamilton�Operator ist�

�



Dies bedarf einer Erkl�arung insofern� als �H nicht auf ganz L� de�niert ist �ein typischer Fall
ist ja �H � ������m	
 � V ��x		� die formale L�osung der Schr�odingergleichung lautet

��t	 � exp�i �Ht��	��
	�

und exp�i �Ht��	 existiert tats�achlich auf ganz L�� auch wenn �H das nicht tut�

�� �Me�postulat�� M�ogliche Ergebnisse der Messung der eigentlichen Observablen
�R sind ihre Eigenwerte� das Ergebnis ist im allgemeinen zuf�allig� Findet eine
Messung von �R an einem System statt� das unmittelbar vor der Messung die
Wellenfunktion � hat� so betr�agt die Wahrscheinlichkeit� den Eigenwert � von
�R als Me�ergebnis zu erhalten�

k �PA��k��

wobei A� der zugeh�orige Eigenraum von �R ist und �PA stets die orthogonale Pro�
jektion auf den �abgeschlossenen� UnterraumA bedeutet� Hat man tats�achlich
� gemessen� so liegt unmittelbar nach der Messung als neue Wellenfunktion

k �PA��k�� �PA��

vor�

Zur Notation� j�i � �� und die zum Vektor � geh�orige Linearform h�j�i
schreiben wir h�j� Ist ein Operator �C hermitesch� schreiben wir auch h�j �Cj�i f�ur
h�j �C�i � h �C�j�i� Ist A ein abgeschlossener Unterraum von H� so existiert der
Projektionsoperator �PA und ist eine eigentliche Observable� die Messung von �PA
nennen wir auch

�
das A�Experiment� und sagen� es sei erfolgreich� wenn der Wert �

gemessen wurde �bzw� erfolglos� wenn der Wert � gemessen wurde� � und � sind die
einzigen Eigenwerte von �PA�� Demnach ist h�j �PA�i die Erfolgswahrscheinlichkeit
des A�Experimentes an der Wellenfunktion ��

Ich habe bewu�t den Begri�
�
Zustand� unterdr�uckt� in der klassischen Mecha�

nik bezeichnet er einen Punkt des Phasenraumes� im Formalismus der QM kommt
nichts Vergleichbares vor� Es ist weit verbreitet� Vektoren im Hilbertraum oder auch
statistische Operatoren �s�u�� als

�
Zust�ande� zu bezeichnen� Dies vermeiden wir�

Da wir stochastische �
�
klassische�� Modelle der QM betrachten werden� reservieren

wir das Wort
�
Zustand� f�ur Phasenraumpunkte in klassischen Prozessen� Die Kon�

fusion� die entsteht� wenn man diese sprachliche Trennung nicht vornimmt� f�uhrte in
dem Lehrbuch �Ja� zu einem fehlerhaften Beweis f�ur die unzutre�ende Behauptung�
es gebe �uberhaupt keine stochastischen Modelle der QM�

��� Statistische Operatoren

Es f�allt auf� da� die Wellenfunktionen � und eis� f�ur beliebiges s � R durch kei�
nerlei Messung unterschieden werden k�onnen� Dies f�uhrt auf die Frage� wieviel man
denn �uberhaupt �uber die Wellenfunktion eines quantenmechanischen Systems durch
Messungen feststellen kann� Nehmen wir also an� wir h�atten eine Maschine� die

�



uns ein System beliebig oft in gleicher Weise pr�apariert� und wir d�urfen beliebige
Messungen daran vornehmen� Was hei�t� in gleicher Weise pr�apariert� � sagen
wir� sie pr�apariert eine zuf�allig ausgew�ahlte Wellenfunktion� ausgew�ahlt gem�a� einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung � auf der Einheitssph�are S�H� im Hilbertraum� Der
Formalismus legt f�ur jede Observable die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R fest�
die wir bei �wiederholter� Messung dieser Observablen an unserem System beobach�
ten werden� wenn eine eigentliche Observable �R gegeben ist durch

�R �
X
endl�

rn �PAn �

wobei rn � R und die An paarweise orthogonale Unterr�aume sind� dann ist die
Wahrscheinlichkeit� bei Messung von �R an dem ��verteilten System den Eigenwert
rn zu erhalten�

�

Z
S�H�

h�j �PAn�i ��d�� � tr
�
�PAn

Z
S�H�

j�ih�j ��d��
�
�

wobei tr die Spur eines Operators bedeutet� das ist die Summe der Matrixelemente
auf der Hauptdiagonalen bez�uglich irgendeiner Basis� O�enbar lassen sich alle diese
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bereits aus Kenntnis des statistischen Operators

�W �

Z
S�H�

j�ih�j ��d��

ermitteln� und dieser Operator l�a�t sich wiederum aus hinreichend vielen Me�er�
gebnissen errechnen� wie wir in K�urze zeigen werden� Mit anderen Worten� Die
Pr�aparate� die gem�a� � und �� resp� verteilt sind� sind genau dann experimen�
tell ununterscheidbar �durch statistische Tests�� wenn ihre statistischen Operatoren
�ubereinstimmen� denn dann f�uhren die beiden f�ur jede Observable zu gleichen Wahr�
scheinlichkeitsverteilungen auf den m�oglichen Werten� Wir bemerken� da� statisti�
sche Operatoren selbstadjungiert� beschr�ankt und positiv sind und tr �W � ��

Um nun andersherum an einem gegebenen Pr�aparat �das ist das� was eine Pr�apa�
riermaschine wiederholbar ausspuckt� den statistischen Operator durch hinreichend
viele Messungen �im Sinne des Gesetzes der gro�en Zahl� zu bestimmen� w�ahlen wir
eine Orthonormalbasis ��� ��� � � � und bestimmen auf folgende Weise die Matrixein�
tr�age h�nj �W�mi� F�ur die Diagonalelemente bemerken wir� da� �Pn �� j�nih�nj �
�PC�n eine eigentliche Observable ist mit den Eigenwerten � �und Eigenraum C �n �
und � �und Eigenraum �C �n ���� Die Wahrscheinlichkeit� bei Messung dieser Obser�
vablen an unserem Pr�aparat den Wert � zu erhalten� lautet� wie oben gesehen�

tr
�
�Pn �W

�
� tr� �P �

n
�W � � tr� �Pn �W �Pn� �

X
m

h�mj �Pn �W �Pn�mi �

�
X
m

h�mj�nih�nj �W�nih�nj�mi � h�nj �W�ni�

wegen h�mj�ni � �nm� Also kann man die Diagonaleintr�age durch Messungen be�
stimmen� ��Ubrigens sind die Diagonaleintr�age immer reell und nichtnegativ��

�



Nichtdiagonaleintr�age bestimmen wir aus Diagonaleintr�agen gem�a�D
�p
�
�n�

�p
�
�m

��� �W ��� �p
�
�n�

�p
�
�m

E
� �

�
h�nj �W j�ni�Reh�nj �W j�mi� �

�
h�mj �W j�mi undD

�p
�
�n �

ip
�
�m

��� �W ��� �p
�
�n �

ip
�
�m

E
� �

�
h�nj �W j�ni � Imh�nj �W j�mi� �

�
h�mj �W j�mi�

Man beachte dabei h�n � i�mj � h�nj � ih�mj und h�mj �W j�ni � h�nj �W j�mi�� da �W
selbstadjungiert ist� �

Das beschriebene Me�verfahren kann man zur De�nition f�ur den statistischen
Operator eines Pr�aparates machen� ohne daran zu glauben� da� jedesmal eine wohl�
de�nierte Wellenfunktion vorliege� Wir bemerken weiter �siehe �Pa��� da� sich jeder
positive �selbstadjungierte� Operator mit Spur � schreiben l�a�t als

�W �

�X
k��

pkj�kih�kj�

wobei die �k eine Orthonormalbasis bilden� pk � ��� �� und
P

k pk � �� Daraus ersieht
man auch� da� jeder solche Operator tats�achlich als statistischer Operator auftreten
kann� n�amlich als Ergebnis einer Pr�apariermaschine� die zuerst mit Wahrscheinlich�
keit pk die nat�urliche Zahl k w�ahlt und dann die Wellenfunktion �k herstellt�

Der statistische Operator tr�agt in folgendem Sinne nur statistische Information� wenn die
Pr�aparationsapparatur als erstes eine zuf�allige Zahl J � f�� � � � � ng w�ahlt mit den respektiven
Wahrscheinlichkeiten p�� � � � � pn und aus den statistischen Operatoren �W�� � � � � �Wn den �WJ pr�apa�
riert� so wird derjenige Beobachter� der �uber den gezogenen J�Wert nicht informiert ist� insgesamt
nur den statistischen Operator

nX

j��

pj �Wj

feststellen k�onnen� wie man am erw�ahnten Me�verfahren veri�ziert� D�h� stochastische Kombinati�

on �au�ert sich als Konvexkombination� Derjenige Beobachter aber� der den Wert J jedesmal erf�ahrt�

wird auch die �W�� � � � � �Wn feststellen k�onnen� Derjenige Beobachter� der eine von J unabh�angige

Zufallszahl K genannt bekommt� gelangt zu dem Resultat �W� � � � � � �Wn � der statistische

Operator gibt also in gewissem Sinne nur �uber unser Wissen �uber das Pr�aparat Auskunft�

��� Der Formalismus in Begri�en des statistischen Opera�

tors

Die Evolutionsgleichung f�ur statistische Operatoren lautet

�

i

d �W

dt
� �H �W � �W �H � � �H� �W �

beziehungsweise
�W �t� � exp�i �Ht	�� �W ��� exp��i �Ht	���

Dies folgt sofort aus ��t� � exp�i �Ht	�������

	



Das Me�postulat� Mi�t man an einem Pr�aparat mit statistischem Operator �W
die Observable �R �

P
n rn

�PAn �endliche Summe�� so betr�agt die Wahrscheinlichkeit�

rn als Me�wert zu erhalten� tr� �PAn �W �� in diesem Fall liegt unmittelbar nach der
Messung der statistische Operator

�

tr� �PAn �W �
�PAn �W �PAn

vor�
Dies l�a�t sich anhand der Vorstellung nachweisen� der statistische Operator r�uhre

von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung � auf S�H� her� Den Ausdruck f�ur die Wahr�
scheinlichkeit hatten wir oben schon hergeleitet� wie lautet der neue statistische
Operator� Nimmt man unmittelbar nach der Messung von �R eine Messung der Ob�
servablen �S �

P
m
sm �PBm vor �wobei Bm paarweise orthogonale Unterr�aume sind��

so betr�agt die Wahrscheinlichkeit� an einem System mit Wellenfunktion � zuerst den
Wert rn f�ur die Observable �R zu messen und dann den Wert sm f�ur die Observable
�S� gerade

k �PAn�k� �
��� �PBm �PAn�

k �PAn�k
���� � k �PBm �PAn�k��

Gewichtet mit � erhalten wir f�ur die Wahrscheinlichkeit� an einem System mit ��
zuf�alliger Wellenfunktion zuerst den Wert rn f�ur die Observable �R zu messen und
dann den Wert sm f�ur die Observable �S�Z

S�H�

h �PBm �PAn�j �PBm �PAn�i��d�� �

�

Z
S�H�

h�j �PAn �PBm �PAn�i��d�� � tr� �W �PAn �PBm �PAn��

F�ur die auf das erste Ergebnis rn bedingte Wahrscheinlichkeit der Messung von sm
ergibt sich

�

tr� �W �PAn�
tr� �PAn �W �PAn �PBm��

woran man den behaupteten statistischen Operator ablesen kann� denn das mu�
gerade tr� �W � �PBm� sein mit neuem statistischem Operator �W �� �

��� Begri�iche Pr	azisierung
 Verb	ande

Wir ben�otigen eine Redeweise� in der sich gleicherma�en �uber Quantenmechanik wie
�uber stochastische Prozesse nach klassischem Vorbild sprechen l�a�t� insbesondere
eine solche Redeweise� in der statistische Operatoren und Wahrscheinlichkeitsvertei�
lungen auf Phasenr�aumen dieselbe Art Objekte sind� Dies ist Zweck der folgenden
De�nitionen�

De
nition� Ein ���Verband ���vollst�andiger Verband mit Komplement� besteht
aus einer Menge A� einer zweistelligen Relation � auf A� einem Element  � A�
einer Abbildung

V
� AN�A und einer Abbildung � � A� A derart� da� gilt�






	
 � ist eine partielle Ordnung auf A� d
h

�a� wenn A � B und B � C� dann A � C

�b� wenn A � B und B � A� dann A � B

�c� stets A � A


�
  ist das kleinste Element von A� d
h
 �A � A �  � A


�

V
n�NAn ist das In
mum von fAnjn � Ng bez�uglich �� d
h

�a� �m � N � Vn�NAn � Am

�b� wenn �m � N � B � Am� dann B � V
n�NAn


�
 wenn A � B� dann B� � A�

�
 �A��� � A

�
 wenn B � A und B � A�� dann B �  

Wenn wir im folgenden von Verb�anden sprechen� meinen wir stets ���Verb�ande�

Folgerungen�
V
n�NAn ist unabh�angig von der Reihenfolge der An� Je zwei Ele�

mente� A�B � A� besitzen ein In�mum� genannt A � B� � ist eine assoziative

und kommutative Operation�
W
n�NAn ��

�V
n�N�A

�
n �
��

ist das Supremum von

fAnjn � Ng� V ��  � ist das gr�o�te Element von A� Je zwei Elemente� A�B � A�
besitzen ein Supremum� genannt A � B� � ist eine assoziative und kommutative
Operation� Es gelten A �  �  � A �  � A�A � V � A�A � V � V� Es gilt
A � B 	 A �B � B 	 A �B � A� Ferner A � A� �  � A �A� � V �

De
nition� A�B � A hei�en disjunkt� in Zeichen A 
 B� wenn A � B�


Es gilt� A 
 B � B 
 A� A 
 B � A � B �  � A 
 A � A �  �
A 
 V� A �  und stets A 
  �

De
nition� Eine Teilmenge A� von A hei�t ein Unterverband von A� wenn sie  
enth�alt und mit den Einschr�ankungen von �� V und � einen Verband bildet


Hinreichend daf�ur ist� da�  � A��
V
�A�N� � A� �

�
abgeschlossen gegen

V
�� und

�A��� � A� �
�
abgeschlossen gegen Komplement��� Zu jeder TeilmengeA� von A gibt

es einen kleinsten Unterverband� der A� umfa�t� den
�
von A� erzeugten Unterver�

band��

Beispiele� Sei A eine ��Algebra �uber der Menge !� � die Inklusion ��  �� 
�V
n�NAn ��

T
n�NAn und A� �� fx � !jx �� Ag� Dann liegt ein ���Verband vor�

der �uberdies noch distributiv ist� d�h�

B �
� �
n�N

An

�
�
�
n�N

�B � An� und B �
� 	
n�N

An

�
�
	
n�N

�B �An��

�



Ist ! ein topologischer Raum� betrachten wir meist die von den o�enen Mengen
erzeugte Borel���Algebra B�!��

Das andere Beispiel� das uns begleiten wird� ist die Menge L�H� der abgeschlos�
senen Unterr�aume eines separablen Hilbertraumes H� wobei � wieder die Inklusion
� bedeutet�  �� f�g� Vn�NAn ��

T
n�NAn und

A� ��



 � H

������ � A � h
j�i � �

�
�

Es liegt ein ���Verband vor� und es gilt

	
n�N

An � lineare H�ulle
� �
n�N

An

�
�

Ein paar Notizen zum Beweis� Zu beachten ist� da� A� stets ein abgeschlossener Unterraum ist� und

da� beliebige Schnitte von abgeschlossenen Unterr�aumen wieder abgeschlossene Unterr�aume sind�

Die geforderten Eigenschaften pr�uft man leicht nach� ra�nierter ist nur A�� � A� Die Richtung

A�� � A ist klar� W�are � � A�� aber � �� A� so k�onnte A � A� nicht dicht liegen in H� da die

orthogonale Summe zweier abgeschlossener Unterr�aume wieder abgeschlossen ist� Liegt aber ein

Unterraum nicht dicht� so gibt es ein von Null verschiedenes Element� das auf diesem Unterraum

senkrecht steht �SzN� S� ��� im Widerspruch zur Annahme� �

L�H� ist im allgemeinen nicht distributiv� wie das Beispiel von drei verschiedenen�
komplanaren Geraden durch � zeigt� Allerdings ist L�H� Ketten�distributiv� d�h�
wenn A� eine Teilmenge von A ist� auf der � eine Totalordnung ist �also A � B oder
B � A f�ur alle A�B � A��� dann ist der von A� erzeugte Unterverband distributiv
�siehe �Ni�� S� �
����	��

Eine Folge der Ketten�Distributivit�at ist die Existenz relativer Komplemente
B nA �� B�A�� f�ur A � B� oder eigentlich nicht so sehr ihre Existenz als die Eigen�
schaften A� �B nA� � B� B n �B nA� � A� au�erdem gilt nat�urlich A� �B nA� �  �
B n  � B� B nB �  und� falls A � A� � B� B nA� � B nA�

De
nition� Ein Morphismus von ���Verb�anden ist eine Abbildung � � A� � A��
die folgende Bedingungen erf�ullt�

	
 A �� B � ��A� �� ��B�

�
 �� �� �  �

�
 �
�V

n�NAn

�
�
V
n�N��An�

�
 ��A�� � ���A���

Einen Morphismus von der Borel���Algebra � � B�R� � A nennen wir auch
eine reelle Spektralschar in A� einen Morphismus � � B�C � � A eine komplexe

Spektralschar in A
 Ein Isomorphismus von ���Verb�anden ist �wie man erwarten
sollte� eine Bijektion� die in beiden Richtungen ein Morphismus im obigen Sinne ist


�



Wir bemerken��V�� � V� und ��
W
n�NAn� �

W
n�N��An�� Wir bemerken ferner�

da� das Bild einer Spektralschar ��B�R�� ein distributiver Unterverband von A ist�
wie stets das Bild eines distributiven Verbandes ein distributiver Unterverband ist� In
der Funktionalanalysis ist folgender Sprachgebrauch �ublich� die Familie fE�j� � Rg
von Projektoren� die sich aus E� � �P������� ergibt� nennt man eine Spektralschar
und ordnet sie dem Operator

R
R
�dE� zu�

Beispiel� Da� �A � B�R� � L�H� die Spektralschar des Projektionsoperators �PA
sei� hei�t

�A�B� �


���
���
 falls � �� B� � �� B
A falls � �� B� � � B
A� falls � � B� � �� B
V falls � � B� � � B

F�ur eine eigentlicheObservable �R � r� �PA�
�� � ��rs �PAs �mit rn � R und Eigenr�aumen

An 
 Am f�ur n �� m� ist die Spektralschar

� �R�B� �
M
rn�B

An�

De
nition� Eine Teilmenge N des ���Verbandes A hei�t ein Ideal� wenn

	
  � N
�
 wenn A � N und B � A� dann B � N
�
 wenn �n � N � An � N � dann

W
n�NAn � N 


Wenn ein Ideal N zus�atzlich die Bedingung

�A � A �B � N � wenn A �B� � N � dann A � N

erf�ullt� dann l�a�t sich der QuotientenverbandA	N bilden� dessen Elemente die �Aqui�
valenzklassen der folgenden Relation sind�

A � B �	 �X�Y � N � B � A �X und A � B � Y�

�Den Beweis lassen wir aus�� In distributiven Verb�anden erf�ullt jedes Ideal die
angegebene Faktorisierbarkeitsbedingung� denn A � A � V � A � �B � B�� �
�A � B� � �A � B��� und wenn B�A � B� � N � dann auch A � B � N wegen
A �B � B � N � ergo A � N �

Im allgemeinen gilt jedoch f�ur Verb�ande kein Analogon zum
�
ersten Isomorphiesatz� �f�ur Grup�

pen und Algebren	 G�ker��	 �� im��	� denn die Menge �����	 der Verbandselemente� die ein Mor�

phismus � auf � schickt� legt noch nicht fest� welche Verbandselemente A�B dasselbe Bild haben�

��A	 � ��B	�

�



��� Ma�e auf ���Verb	anden

De
nition� Ein positives endliches Ma� auf einem ���Verband A ist eine Abbil�
dung � � A � R derart� da�

	
 �� � � �

�
 A � B � ��A� � ��B�

�
 f�ur jede abz�ahlbare Teilfamilie fAnjn � Ng von A mit An 
 Am f�ur n �� m die

Reihe
P

n ��An� �absolut� konvergiert und
P

n ��An� � �
�W

n�NAn

�



� hei�t ein Wahrscheinlichkeitsma� oder kurz W�Ma�� wenn ��V� � �
 Die Menge
der W�Ma�e auf A bezeichnen wir mit WM�A�

De
nition� Ein positives ��endliches Ma� auf einem ���Verband A ist eine Abbil�
dung � � A � ����� derart� da�

	
 �� � � �

�
 A � B � ��A� � ��B�

�
 f�ur jede abz�ahlbare Teilfamilie fAnjn � Ng von A mit An 
 Am f�ur n �� m giltP
n ��An� � �

�W
n�NAn

�
�
 eine Folge A� � A� � A� � � � � existiert mit ��An� 
� und

W
n�NAn � V


Zum Beispiel ist das Dimensionsma� dim ein ��endliches Ma� auf L�H�� das als
Gleichverteilung betrachtet werden kann� weil es invariant unter der Operation der
unit�aren Gruppe ist� Wir bemerken� da�� wenn � ein �endliches oder ��endliches�
Ma� auf A ist� fA � Aj ��A� � �g ein Ideal ist�

Man kann einen zu diesen Ma�en passenden Integralbegri� scha�en� der Einfach�
heit halber gehen wir so vor� wenn � die Spektralschar einer Observablen ist und �
ein Ma� auf L�H�� dann ist � � � ein Ma� auf R� und das k�onnen wir integrieren�R
x �� � ���dx� gilt uns als Wert des ��Integrals R � d�� An die Stelle von reell�

wertigen Funktionen als Integranden treten Observable� F�ur eigentliche Observable
�R �

P
n rn

�PAn �endliche Summe� giltZ
�Rd� �

X
n

rn��An��

Das Integral bez�uglich des Dimensionsma�es ist gerade die Spur� Der folgende Satz
sagt� da� W�Ma�e auf L�H� so etwas wie eine Radon�Nikodym�Ableitung gegen�uber
dem Dimensionsma� besitzen�

Satz� �Gleason ��	�� Falls dimH � �� sind die W�Ma�e auf L�H� von der Form

� �W � L�H� � R

A �� tr� �PA �W ��

��



wobei �W � H �H ein positiver �selbstadjungierter� Operator mit tr �W � � ist


Beweis� Siehe �Gl� oder �Pa��

Ab jetzt nehmen wir grunds�atzlich dimH � � an und machen keinen Unterschied
mehr zwischen W�Ma�en auf L�H� und statistischen Operatoren� Wenn � die Spek�
tralschar einer Observablen ist und � ein W�Ma� auf L�H�� dann ist das W�Ma� ���
auf R gerade die Verteilung der Me�werte bei Messung der erw�ahnten Observablen�

� Hauptteil

��� Das Problem

Der Formalismus der Quantenmechanik spricht nur �uber Wahrscheinlichkeitsma�e�
aber nirgends �uber so etwas wie

�
die Zust�ande� eines Quantensystems� Die Be�

trachtung von Wahrscheinlichkeitsma�en erscheint nat�urlich� wenn man �uber h�au�g
wiederholte Experimente oder den Wissensstand eines Beobachters sprechen m�ochte�
bei einem nur einmal ausgef�uhrten Experiment dagegen erscheint es unpassend� �uber
Wahrscheinlichkeitsma�e zu sprechen� Wie aber werden wir die Wahrscheinlichkeits�
ma�e los� Es wird uns wohl nichts besseres einfallen als anzunehmen� da� es f�ur ein
betrachtetes Quantensystem �z�B� ein Atom� eine gewisse Menge " der m�oglichen
Zust�ande gibt� und sich das Quantensystem zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand�
also einem Punkt von " aufh�alt� Das ist eine v�ollig

�
klassische� Annahme� " ist

gerade das� was man einen Phasenraum nennen w�urde� Auch wenn wir nur un�
gern

�
klassische� Annahmen machen� was soll man denn sonst annehmen� um die

W�Ma�e zu eliminieren�
Nehmen wir also doch mal an� auch ein Quantensystem bes�a�e einen Phasenraum

"� Ein zuf�alliger Zustand mu� dann wohl beschrieben werden durch ein Wahrschein�
lichkeitsma� auf einer ��Algebra F auf " �daher sollte " von vornherein mit der
Struktur eines me�baren Raumes ausgestattet sein�� Nach den Regeln der Quan�
tenmechanik ist eine zuf�allige Kon�guration eines Quantensystems jedoch durch ein
W�Ma� auf L�H� zu beschreiben� Demnach ist �erstes Problem� nach einer Bijektion
zwischen WM�F� und WM�L�H�� zu suchen� die eine sinnvolle Identi�kation stiften
k�onnte� Was dabei

�
sinnvoll� hei�t� kl�aren wir weiter unten�

Wir gehen noch allgemeiner vor� unter Umst�anden ist nur eine gewisse Teilmenge
C der Menge aller W�Ma�e auf F als

�
durch makroskopische Apparaturen herstell�

bar�� wir sagen pr�aparabel� zu erachten�

Z�B� k�onnten die Punktma�e impr�aparabel sein� d�h� es k�onnte sein� da� es prinzipiell unm�oglich

ist� mit makroskopischen Apparaturen das Quantensystem in einen ganz bestimmten Zustand ��

�	 zu bef�ordern� Z�B� wird in der statistischen Mechanik gelegentlich die Annahme betrachtet�

nur solche Ma�e auf dem Phasenraum �eines Gases	 seien pr�aparabel� die auf jeder in�nitesimal

dicken Energieschale ein �von der Energie abh�angiges	 Vielfaches der Gleichverteilung� d�h� des

Liouvilleschen invarianten Ma�es� sind�

Das wirft die Frage auf �zweites Problem�� ob es eine Bijektion gibt zwischen
C �einer Menge von W�Ma�en auf einem distributiven Verband� und WM�L�H��

��



�der Menge aller W�Ma�e auf einem nicht�distributiven Verband�� die eine sinnvolle
Identi�kation stiften k�onnte�

Was hei�t dabei
�
sinnvoll�� Diese Bijektion sollte in beiden Richtungen konvex�

linear sein� ja sogar noch mehr� bedenkt man� da� die
�
pr�aparablen Ma�e� gewissen

Pr�aparier�Apparaturen entsprechen� so k�onnen wir im ersten Schritt durch irgendei�
nen Zufallsmechanismus eine �unter allen m�oglichen� Pr�apariermaschine ausw�ahlen
und diese im zweiten Schritt zum Einsatz bringen� dadurch erhalten wir eine Mi�
schung der zugeh�origen Wahrscheinlichkeitsma�e� und zwar bei den Quanten�W�
Ma�en ebenso wie bei den

�
klassischen� auf der Menge "� Dieselbe Mischung einan�

der entsprechender Ma�e sollte daher auf einander entsprechende Ma�e f�uhren� Wir
pr�azisieren dies�

De
nition� Sei A ein ���Verband� C � WM�A�� FC eine ��Algebra auf C� die
wenigstens die einpunktigen Mengen und f�ur jedes A � A� B � B��� �� die Menge
f� � Cj��A� � Bg enth�alt
 Der Schwerpunkt eines W�Ma�es � auf FC ist dasjenige
W�Ma� auf A� das de
niert ist durch

E� �
R
C
� ��d�� � A � ��� ��

A �� R
C
��A� ��d��

�Man beachte� da� dieses Integral immer existiert
�
�C�FC� hei�t mischbar� wenn f�ur jedes W�Ma� � auf C der Schwerpunkt E�

wieder in C liegt

Eine Abbildung � � C� � C� zwischenmischbarenMengen hei�t mischungserhaltend�

wenn sie FC�
�FC�

�me�bar ist und f�ur jedes W�Ma� � auf C� gilt

�
�Z

C�

� ��d��
�
�

Z
C�

� �� � �����d���

�wobei ��� � FC�
� FC�

als Verbandsmorphismus zu lesen ist�


In unserem Fall also verlangen wir von der Menge C der pr�aparablen Wahrschein�
lichkeitsverteilungen auf der �hypothetischen� Menge " der

�
wahren� Zust�ande�

mischbar zu sein� und von der �ebenfalls hypothetischen� Identi�kation � � C �
WM�L�H��� in beiden Richtungen mischungserhaltend zu sein� Um noch die Anfor�
derungen an die ��Algebra FC �uber C zu kommentieren� diese dienen erstens dazu�
alle Auswertungsfunktionen� die jedemMa� seinenWert auf dem VerbandselementA
zuweisen� me�bar zu machen� und zweitens� zu garantieren� da� mischungserhaltende
Abbildungen auch konvexlinear sind �und mischbare Mengen auch konvex��

W�are nun ein Vorschlag f�ur " abzulehnen� wenn es keinen solchen
�
Mischungs�

Isomorphismus� � gibt� Nicht unbedingt� Zumindest sollte man aber die Misch�
barkeit von C verlangen und die Existenz einer surjektiven mischungserhaltenden
Abbildung � � C � WM�L�H��� denn� wenn das System in einem Zustand x � "
vorliegt �wobei der Experimentator wom�oglich nicht wei�� welches x vorliegt�� dann
k�onnen wir das Experiment ausf�uhren� das zum Unterraum A � H geh�ort� und
werden ein Ergebnis � oder � erhalten� x mu� festlegen� mit welcher Wahrschein�
lichkeit das A�Experiment Erfolg hat �� den Wert � liefert�� denn einerseits soll ja

��



in x sozusagen alle Information kodiert sein� die der Natur �uber das Quantensystem
vorliegt� andererseits k�onnen wir zugestehen� da� das Me�ergebnis vielleicht nicht
deterministisch von x abh�angt� sondern das Me�ger�at ein zuf�alliges Ergebnis liefert
�z�B� unterliegt das Me�ger�at als makroskopische Apparatur vielleicht thermischem
Zufall�� Wir f�uhren daf�ur eine Bezeichnung ein�

w�A�x� �� Wahrscheinlichkeit� bei Messung von �PA an einem System

im Zustand x den Wert � zu erhalten�

Aus dieser Funktion w � L�H� � "� ��� �� l�a�t sich die entsprechende Erfolgswahr�
scheinlichkeit bestimmen f�ur ein System� das in einem zuf�alligen Zustand vorliegt�
der durch das W�Ma� � � C auf " beschrieben wird� die Wahrscheinlichkeit� bei
dem zum Unterraum A geh�origen Experiment als Ergebnis � zu erhalten� betr�agtZ

	

w�A�x���dx� �� P �A�

Um diesen Ausdruck bilden zu k�onnen� mu� w�A��� � "� ��� �� me�bar sein� Nach
den Regeln der Quantenmechanik mu� nun A �� P �A� ein W�Ma� auf L�H� sein�
Dieses W�Ma� wird ein Beobachter� der von " und � nichts wei�� als dasW�Ma� �als
statistischen Operator� des Pr�aparates feststellen� Dieses Ma� nennen wir ����� und
auf diese Weise bekommen wir eine �von Natur aus mischungserhaltende� Abbildung
� � C � L�H��

Nun hatte ich noch behauptet� � m�usse surjektiv sein� Das tr�agt der quan�
tenmechanischen Regel Rechnung� da� uns jedes W�Ma� auf L�H� im Experiment
begegnen kann� ein Vorschlag f�ur "�F � C�w� bei dem � nicht surjektiv ist� ist abzu�
lehnen� weil nicht jede Situation� die in der Quantenmechanik auftritt� durch dieses
Modell erkl�art werden kann�

Ein Beispiel zeigt� da� es sehr einfach �und sehr wenig hilfreich	 ist� einen solchen Vorschlag zu
machen� bei dem� nicht surjektiv ist� sei � endlich� etwa � � f�� � � � � ng� F �� Potenzmenge��	� C ��
WM�F	� und seien ��� � � � � �n � H paarweise orthogonal und auf � normiert� sei ferner w�A� x	 ��
h�xj �PA�xi� Das bedeutet� da� das W�Ma� � auf �� sagen wir ��fxg	 � px� durch � abgebildet
wird auf das W�Ma� mit statistischem Operator

X

x��

pxj�xih�xj�

Die so erreichten statistischen Operatoren kommutieren paarweise� in diesem Modell gibt es keine

Ph�anomene wie Interferenz� und die Messung einer Observable� die nicht mit all diesen statistischen

Operatoren kommutiert� f�uhrt auf einen statistischen Operator� der nicht durch ein W�Ma� auf �

beschrieben werden kann�

Fassen wir zusammen�

De
nition� Ein stochastisches Modell der Quantenmechanik besteht aus einem
me�baren Raum �"�F�� einer mischbaren Teilmenge �C�FC� von WM�F�� einer
mischungserhaltenden und surjektiven Abbildung � � C � WM�L�H�� und einer

��



Funktion w � L�H� � " � ��� ��� derart da� f�ur jedes A � L�H� die Funktion
w�A��� � "� ��� �� F � B��� ���me�bar ist und

�� � C �A � L�H� �
Z
	

w�A�x���dx� � �����A��

Ein stochastisches Modell der Quantenmechanik hei�t treu� wenn � injektiv ist


Der Wohlde�niertheit von
�
mischungserhaltend� zuliebe m�ussen wir noch erkl�aren� mit welcher

	�Algebra wir WM�L�H		 auszustatten w�unschen� wir w�ahlen die schw�achste� die nach De�nition

mischbarer Mengen erlaubt ist� n�amlich die von den einpunktigen Mengen und den Auswertungs�

funktionen 
 �	 
�A	 erzeugte� Diese Wahl l�a�t maximal viele Abbildungen � � C 	 WM�L�H		

als mischungserhaltend zu�

Was bedeutet
�
Treue� physikalisch� In einem nicht treuen Modell gibt es zwei

Verteilungen � �� �� auf dem Zustandsraum "� die durch keinerlei Messung zu unter�
scheiden sind� ���� � ������ Trotzdem behauptet das Modell� die beiden Verteilun�
gen seien

�
in Wirklichkeit� verschieden� denn das Modell soll uns ja gerade dar�uber

Auskunft geben� was
�
in Wirklichkeit� geschieht �und nicht nur statistisch�� Man

k�onnte einem solchen Modell vorwerfen� es w�urde den nachpr�ufbaren Fakten einige
frei erfundene hinzuf�ugen� In einem treuen Modell andererseits ist � ein Mischungs�
Isomorphismus wie zu Beginn dieses Abschnitts besprochen� ein solches Modell bietet
also eine v�ollig klassische Erkl�arung der Quanten�Stochastik�

Es bietet nur eine Erkl�arung des stochastischen Aspektes� nicht der ganzen Quantenmechanik�

unsere De�nition von stochastischen Modellen der QM fordert z�B� keine Angabe einer Bewegungs�

gleichung f�ur die Punkte in ��

Da� wir zeigen werden� da� es keine treuen stochastischen Modelle der QM gibt�
bedeutet eine gewisse Rechtfertigung f�ur die nicht treuen Modelle� da es unm�oglich
ist� in einem stochastischen Modell nichts hinzuzuer�nden� ist das Hinzuer�nden
��uber das Nachme�bare hinaus� auch keine Schande� so kann man argumentieren�

Diese Arbeit entstand aus dem Versuch� durch das Auf�nden eines treuen sto�
chastischen Modells die Quantenmechanik besser zu verstehen�

��� Stochastische Modelle

Beispiel� Wir basteln ein stochastisches Modell der QM� in dem die Zust�ande durch
Wellenfunktionen gegeben sind� d�h� " ist die Sph�are vom Radius � in H� F sei ihre
Borel���Algebra� C die Menge aller W�Ma�e auf F � und w�A��� �� h�j �PA�i� Das
bedeutet f�ur �� da� dem W�Ma� � auf der Hilbert�Sph�are der statistische OperatorZ

S�H�

j�ih�j ��d��

zugeordnet wird� � ist o�enbar surjektiv� aber nicht injektiv� denn f�ur jedes komple�
xe � mit j�j � � wird einerseits das Punktma� mit allem Gewicht auf �� andererseits
auch dasjenige mit allem Gewicht auf �� auf das W�Ma� mit statistischem Operator

��



j��ih��j � j�ih�j abgebildet� Das ist nat�urlich ein triviales Beispiel f�ur die man�
gelnde Injektivit�at dieses Modells� es l�adt dazu ein� die Sph�are durch den projektiven
Raum zu ersetzen� d�h� solche Wellenfunktionen zu identi�zieren� die sich nur um
einen Faktor unterscheiden� Doch auch dadurch w�urde � nicht injektiv�

Beispiel� Man betrachte ein W�Ma� � auf S�H�� das nur endlich vielen Punkten
positives Gewicht gibt� dazu l�a�t sich stets ein zweites Ma� �� �nden� das ebenfalls
nur endlich viele Punkte gewichtet� aber so� da� diese Punkte �als Vektoren in H�
orthogonal zueinander sind� und das denselben statistischen Operator zugewiesen
bekommt wie �� Man berechne n�amlich mal den statistischen Operator von ����
und diagonalisiere diesen# Wir geben daf�ur ein explizites Beispiel an �das �okono�
mischerweise gleich so gew�ahlt ist� da� wir es im n�achsten Abschnitt noch einmal
verwenden k�onnen�� Sei h�j�i � h
j
i � �� h�j
i � �� Dann
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Ich m�ochte noch die Leistungsf�ahigkeit der vorgestellten De�nition eines stocha�
stischen Modells der QM kommentieren� Erstens ist es prinzipiell in der Lage� die
Unsch�arferelation zu simulieren� indem die Menge C der pr�aparablen Verteilungen
nur solche einer gewissen Mindest�Streuung enth�alt� Zweitens� Durch einen Me�vor�
gang wird sich die Verteilung auf " �andern � welche Verteilung wird unmittelbar
nach der Messung vorliegen� Da man sinnvollerweise verlangen wird� da� die sofor�
tige Wiederholung der Messung zu demselben Ergebnis f�uhrt� mu� die Verteilung
nach der Messung auf die Menge fx � "jw�A�x� � �g konzentriert sein� wobei A der
Eigenraum ist zum Eigenwert� den man als Me�wert erhielt� Zugleich mu� die Vertei�
lung nach der Messung wieder ein Element von C sein� und das wird im allgemeinen
bedeuten� da� die Verteilung �� nach der Messung nicht einfach die Einschr�ankung
der Verteilung � vor der Messung auf ��A� �� fx � "jw�A�x� � �g ist� wie man das
in der klassischen Mechanik annehmen w�urde� ���M� � ����A���� � ��M � ��A���
Sondern das �in einem geeigneten Sinne� n�achstgelegene Ma� in C� Das l�a�t sich
deuten als Beein$ussung des Zustandes durch das Me�ger�at� Die Folge ist die Nicht�
Vertauschbarkeit von Messungen verschiedener Observablen� Solche E�ekte k�onnen
unsere �v�ollig

�
klassischen�� stochastischen Modelle also durchaus nachahmen�

��� Irreduzible Ma�e

Der Spezialfall C � WM�F�� d�h� alle W�Ma�e sind pr�aparabel� l�a�t sich besonders
leicht behandeln� dieser Fall sei daher vorweg besprochen �nicht da� er etwas zum
allgemeinen Beweis beitragen w�urde#�� Wie also kann man sehen� da� WM�L�H��
etwas anderes ist als WM von einem distributiven Verband�

�	



De
nition� Ein Wahrscheinlichkeitsma� � auf einem ���Verband hei�t irreduzibel�
wenn es sich nur auf triviale Weise als Konvexkombination von Wahrscheinlichkeits�
ma�en schreiben l�a�t� d
h


� � s� � �� � s�� � �s � � oder s � � oder � � � � ���

Auf dem Teilmengenverband einer endlichen Menge beispielsweise sind genau die
Punktma�e irreduzibel �die einem Punkt das Gewicht � geben und allen anderen das
Gewicht ���

Im allgemeinen sind irreduzible W�Ma�e nicht immer Punktma�e� z�B� betrachte man auf einer

�uberabz�ahlbaren Menge die 	�Algebra� die alle �h�ochstens	 abz�ahlbaren und alle co�abz�ahlbaren

Mengen �deren Komplement h�ochstens abz�ahlbar ist	 enth�alt� das W�Ma�� das allen co�abz�ahlbaren

Mengen den Inhalt � zuschreibt und die abz�ahlbaren Mengen als Nullmengen hat� ist irreduzibel�

Wir bemerken �uber das Aussehen irreduzibler W�Ma�e auf ��Algebren� da� sie
nur die Werte � und � annehmen� denn wenn � ein W�Ma� ist und B ein Element
der ��Algebra mit � 
 ��B� 
 �� setze s �� ��B�� ��A� �� s����A � B�� ��A� ��
��� s�����A�Bc�� und wir �nden� da� � und �W�Ma�e sind mit � � s����� s���

Die irreduziblen W�Ma�e auf L�H� sind gerade die der Form A �� h�j �PA�i�
d�h� die� deren statistischer Operator die Projektion auf einen eindimensionalen
Unterraum ist� Zum Beweis beachte man� da� alle statistischen Operatoren die
Form �X

k��

pkj
kih
kj

haben� wobei f
kjk � Ng eine Orthonormalbasis ist und pk � ��� ���
P

k pk � �� Man
sieht diesem Ausdruck eine Zerlegung an� wenn nicht alle pk bis auf eines Null sind�
Die Irreduzibilit�at der Ma�e mit Operator j�ih�j sieht man daran� da� sie �C���
mit Null bewerten� Man bemerke� da� die irreduziblenW�Ma�e auf L�H� keineswegs
nur die Werte � und � annehmen� �

Bemerkung� Sei � � WM�A� � WM�B� injektiv und konvexlinear
 Wenn ����
irreduzibel ist� dann auch �


Beweis� Wenn � � s� � �� � s��� dann ���� � s���� � �� � s������ und aus der
Irreduzibilit�at von ���� folgt� da� s � � oder s � � oder ���� � ���� � ����� und
im letzten Fall gilt aufgrund der Injektivit�at auch � � � � �� �

Behauptung� Sei A eine ��Algebra
 Es gibt keine konvexlineare Bijektion � �
WM�A��WM�L�H��

Beweis� Andernfalls m�u�ten die eindimensionalen Projektionen �die irreduziblen
W�Ma�e auf L�H�� als Urbilder Ma�e haben� die nur die Werte � und � annehmen�
Die Pointe ist� da� die eindimensionalen Projektionen linear abh�angig sind� z�B� kann
ein geeignetes Quanten�W�Ma� auf zwei verschiedeneWeisen als Konvexkombination
irreduzibler Quanten�W�Ma�e geschrieben werden�

�




Das greift das Beispiel im vorangegangenen Abschnitt auf� eine Konvexkombi�
nation der irreduziblen Ma�e zu nicht�orthogonalen eindimensionalen Unterr�aumen
l�a�t sich �diagonalisiere den statistischen Operator#� als Konvexkombination der
irreduziblen Ma�e zu orthogonalen eindimensionalen Unterr�aumen schreiben�

In einer ��Algebra hingegen ist es nicht m�oglich� ein W�Ma� auf zwei verschiedene
Weisen als Konvexkombination von irreduziblen W�Ma�en zu schreiben� sind � und
� irreduzibel� so nimmt � � s� � ��� s�� nur die Werte �� s� �� s und � an� und�
falls s nicht gerade �� � oder �

�
ist� kann man dem � diese Zerlegung ansehen� aus

��M� � s folgt ��M� � �� ��M� � � etc� �Auch im Fall s � �
�
bleibt letztlich nur

die Freiheit� � und � zu vertauschen� aber darauf sind wir garnicht angewiesen��
Da die Umkehrabbildung von � wieder konvexlinear w�are� w�urde sie W�Ma�e�

die mehrere Zerlegungen in zwei irreduzible haben� in ebensolche �ubersetzen� �

Diese Argumentation l�a�t sich nicht auf den Allgemeinfall der treuen stochasti�
schen Modelle der QM �ubertragen� es folgt lediglich� da� die Urbilder unter � der
irreduziblen Ma�e in WM�L�H�� irreduzibel�in�C sein m�ussen� Zwischen den in C
irreduziblen Ma�en k�onnen aber durchaus lineare Abh�angigkeiten bestehen� warum
nicht�

��� Die L	osung

Satz� Es gibt kein treues stochastisches Modell der Quantenmechanik


Bevor wir den Beweis antreten� ben�otigen wir ein Lemma� dessen Beweis wir erst
auf S��� nachholen�

Lemma� W�are �"�F � C� ��w� ein treues stochastisches Modell der Quantenmecha�
nik� so g�abe es ein ��endliches Ma� � auf F und eine Abbildung

� � L�H� � F	N
A �� fx � "jw�A�x� � �g mod N

�wobei N das Ideal der ��Nullmengen ist� mit den Eigenschaften

�i� �� � � 
� ��V� � "

�ii� wenn A � B� dann ��A� � ��B�

�iii� wenn A 
 B� dann ��A� � ��B� � 

�iv� wenn A 
 B� dann ��A� � ��B� � ��A �B�
�v� ��A�� � " n ��A�
�vi� ����A� � ��B�� � tr� �PA �PB�


�vii� ����A�� � dimA


�viii� wenn � �WM�L�H�� den statistischen Operator �W �
P

k
pkj�kih�kj hat �wo�

bei f�kjk � Ng eine Orthonormalbasis ist� pk � ��� �� und
P

k
pk � ��� dann

�M � F � �������M� �
P

k pk ��M � ��C �k ��


��



Sind andersherum "�F � eine Abbildung � � L�H� � F	N und ein ��endliches Ma� �
auf F gegeben mit den Eigenschaften �i� bis �vii�� dann de
niert �viii� eine Injektion
��� �WM�L�H���WM�F�� und wir erhalten ein treues stochastisches Modell der
QM� wenn wir setzen C �� ����WM�L�H��� � �� Umkehrabbildung von ���� und

w�A�x� ��


�
�
� falls x � ��A� und x �� ��A��
� falls x �� ��A� und x � ��A��
beliebig sonst � ��� ��

wobei
�
beliebig� jedoch so zu verstehen ist� da� wenigstens f�ur alle A � L�H� die

Funktion w�A��� � "� ��� �� me�bar ist


Hierbei ist kurzerhand das gr�o�te Element von F�N wieder mit � �statt � mod N 	 bezeichnet

etc� Man beachte� da� � keineswegs ein Morphismus von Verb�anden ist� das w�urde z�B� ��A
B	 �

��A	 � ��B	 und ��A �B	 � ��A	 
 ��B	 erfordern� was nicht allgemein stimmt�

Im Lemma spielt � die Rolle einer Gleichverteilung auf "� Wenn man die Bijektion
� von den W�Ma�en auf die ��endlichen Ma�e ausdehnt� dann entspricht � dem ��
endlichen Dimensionsma� dim� der Gleichverteilung auf L�H��

Das Lemma beschreibt das Aussehen der treuen stochastischen Modelle und sagt
uns nebenbei� da� unsere Gro�z�ugigkeit vergebens war� dem Me�ger�at zu erlauben�
ein zuf�alliges Ergebnis zu produzieren� �Tats�achlich zeigt sich im Beweis des Lemmas�
da� fx � "j � 
 w�A�x� 
 �g stets eine ��Nullmenge ist�� H�atten wir verlangt�
da� das Me�ergebnis deterministisch vom Zustand des Quantensystems abh�angt� so
h�atten wir gleich jedem Unterraum A von H eine Teilmenge ���A� � " zuweisen
k�onnen� die all diejenigen Zust�ande enth�alt� bei denen das A�Experiment erfolgreich
ist� In diesem Fall gelten die Aussagen �i� bis �vii� ebensogut f�ur �� statt ��

Beweis des Satzes� Angenommen� es g�abe ein treues stochastisches Modell der
QM� Wir w�ahlen einen zweidimensionalen Unterraum E � H und erkl�aren ein W�
Ma� � auf " durch ��M� �� �

���M � ��E��� d�h� durch Einschr�ankung des ��
endlichen Ma�es � aus dem Lemma auf die Menge ��E�� die �nach �vii�� Inhalt �
hat� und anschlie�ende Halbierung� YE sei eine "�wertige Zufallsvariable� die gem�a�
� verteilt ist� Mit jedem eindimensionalen Unterraum g � E assoziieren wir eine
f�� �g�wertige Zufallsvariable Xg � ���g��YE�� F�ur � Geraden g� h k�onnen wir die
gemeinsame Verteilung von Xg�Xh ermitteln� zun�achst gilt WsfXg � � und Xh �

�g � ����g� � ��h�� � �
�����g� � ��h� � ��E��

�ii�
� �

�����g� � ��h��
�vi�
� �

�tr�
�Pg �Ph��

Ferner gilt WsfXg � �g � ����g�� � �
�
����g� � ��E��

�ii�
� �

�
����g��

�vii�
� �

�
� Also�

WsfXg � � und Xh � �g � �
�tr�

�Pg �Ph��

WsfXg � � und Xh � �g � �
� � �

�tr�
�Pg �Ph��

WsfXg � � und Xh � �g � �
� � �

�tr�
�Pg �Ph��

WsfXg � � und Xh � �g � �
�tr�

�Pg �Ph��

��



Wir zeigen nun� da� dabei unm�ogliche gemeinsame Verteilungen auftreten� n�amlich
solche� in denen von drei solchen f�� �g�wertigen Zufallsvariablen jede dazu neigt�
anders auszufallen als die beiden anderen� dazu betrachten wir folgende drei Geraden
in E� wobei wir E als C � schreiben�

C

�
�
�

�
� C

�
�p
�

�
� C

�
�

�p�
�
�

Diese Komponenten ergeben im R� drei Geraden� die paarweise einen Winkel von

�% einschlie�en� d�h� die Diagonalen eines regelm�a�igen Sechsecks� Wie man leicht
der Formel

tr� �PC� �PC� � �
h�j�ih�j�i
h�j�ih�j�i

entnimmt� betr�agt f�ur je � dieser drei Geraden dann

tr� �Pg �Ph� � �	��

Also lautet f�ur je � der drei zugeh�origen Zufallsvariablen die gemeinsame Verteilung�

� �
� �	� �	�
� �	� �	�

Wenn pijk die Wahrscheinlichkeit ist� da� die drei Zufallsvariablen die Werte ijk
respektive annehmen� dann gilt

� � p��� � p��� � �wegen p��� � p��� � �	��
� �	� � p��� � p��� � �wegen p��� � p��� � �	��
� �	� � �	� � p��� � p��� � �wegen p��� � p��� � �	��
� �	� � �	� � �	� � ��	�� �Aua�

�

Was war nun eigentlich der Grund f�ur das Versagen des hypothetischen treuen
stochastischen Modells� In unserem Modell h�atte die

�
Messung� von Xg im Falle

des Me�werts � die Verteilung M �� ��M � ��g�� auf " hinterlassen� eine anschlie�
�ende

�
Messung� von Xh h�atte mit Wahrscheinlichkeit �	� den Wert � geliefert �und

die Verteilung M �� ��M � ��h�� hinterlassen� und mit Wahrscheinlichkeit �	� den
Wert � �und die VerteilungM �� ��M ���E�h����� Erneute Messung von Xg h�atte
nicht notwendig wieder den Wert � ergeben �sondern nur mit Wahrscheinlichkeit
		��� W�ahrend also die St�orung des Zustandes durch den Me�vorgang die simultane
Festlegung der Werte von Xg�Xh und Xk unm�oglich macht� kann man sich auf ei�
nem distributiven Verband diese St�orung immer wegdenken und eben doch nach der
gemeinsamen Verteilung der drei Zufallsvariablen fragen � und das f�uhrt auf den
Widerspruch�

��



��� Schlu�bemerkungen

Das erzielte Ergebnis l�a�t sich so auffassen� es wurde ein pr�azises Konzept vorge�
legt� was eine

�
klassische� Theorie sei� und gezeigt� da� die Quantenmechanik nicht

isomorph zu irgendeiner klassischen Theorie ist� So etwas vermutet man schnell�
wenn man Quantenmechanik erlernt� es aber in gro�er Allgemeinheit nachzuweisen�
n�amlich f�ur beliebige

�
klassische Theorien� �d�h� die erw�ahnten

�
stochastischen Mo�

delle der Quantenmechanik��� ist nicht ober$�achlich� So gelingt es der vorgestellten
De�nition von stochastischen Modellen der QM immerhin� das einfache Argument
der irreduziblen Ma�e abzuwehren�

Man erh�alt daraus au�erdem einigen Aufschlu� dar�uber� welche Charakterz�uge
der Quantenmechanik eigentlich

�
typisch quantenmechanisch� sind und welche nicht�

Z�B� k�onnen Unsch�arferelationen und die Nicht�Vertauschbarkeit von Messungen
auch in klassischen stochastischen Prozessen vorkommen� solche Ph�anomene sind
daher nicht als quantentypisch zu werten�

Der Wert des bewiesenen Satzes scheint mir darin zu liegen� da� er an einer ziem�
lich gro�en Klasse von Sackgassen Schilder mit der Aufschrift

�
Sackgasse� anbringt�

� Technische Einzelheiten

Beweis des Lemmas�

�� F�ur A � L�H� sei
��A� �� fx � "jw�A�x� � �g�

Genaugenommen ist dieses � ein anderes als das im Lemma erw�ahnte� wenn � die Projek�

tion F 	 F�N bezeichnet� so ist �Lemma � � � �Beweis� Ich ho�e� da� diese sparsame

Doppelbezeichnung nicht zu Konfusion f�uhrt�

Der Grundgedanke des Beweises ist� die Korrespondenz � von W�Ma�en auf
Ma�e zu erweitern� die keine Wahrscheinlichkeitsma�e mehr sind� zun�achst
auf �positive� endliche Ma�e �also Vielfache von W�Ma�en� und dann� wenn
m�oglich� auf ��endliche Ma�e� Insbesondere soll die Gleichverteilung auf L�H��
das Dimensionsma� dim� mit Hilfe von � in eine

�
Gleichverteilung� auf "� das

versprochene ��endliche Ma� �� �ubersetzt werden� Die �Ubersetzung geht so�
ein endliches Ma� normieren wir zu einem W�Ma�� schicken es durch �� und
machen dann die Normierung r�uckg�angig� Z�B� betrachten wir f�ur � 
 dimA 

� das endliche Ma� B �� tr� �PB �PA� �die Gleichverteilung auf A�� bilden daraus
das W�Ma�

�A � B �� �dimA��� � tr� �PB �PA�
und erkl�aren

�A �� �dimA� � �����A��
�A ist ein positives endliches Ma� auf F � Wir erg�anzen �� �� ��
Die entsprechende �Ubersetzung gestaltet sich nat�urlich f�ur das

�
dicke� Dimen�

sionsma� schwieriger� weil man es nicht normieren kann� ��� erweist sich als
ein Nadel�ohr� Das wird uns in den n�achsten Schritten besch�aftigen�

��



�� Weil � konvexlinear ist und die Umkehrabbildung einer konvexlinearen Bijek�
tion ebenso konvexlinear ist� ist ��� konvexlinear�

�� F�ur endlichdimensionale A 
 B gilt

�A�B �
dimA

dimA �B�A �
dimB

dimA � B
�B�

folglich �wegen ��� �A�B � �A��B� Insbesondere� wenn A � B� dann �A � �B�

�� Falls dimA ��� sei f�ur M � F

�A�M� �� supf�B�M�j B � A�dimB 
�g� � �� �V�

Wir zeigen� �A � F � ����� ist ein positives Ma�� �Die Frage� ob es stets
��endlich ist� lassen wir zun�achst noch o�en��

Beweis� �A�
� � � ist klar� klar ist auch� da� wenn M � N � dann �A�M� �
�A�N�� denn das gilt f�ur jedes endlichdimensionale B � A� In puncto ��
Additivit�at sei eine Folge �Mn�n�N gegeben mitMn �Mm � 
 f�ur n �� m� von
der Gleichung �A�

S
nMn� �

P
n �A�Mn� ist die �

���Relation klar� was
�
��

angeht� falls die rechte Seite endlich ist� w�ahle zu � � � ein n� so� da� die
Partialsumme bis n� bis auf �	� genau an den Reihenwert heranreicht und f�ur
jedes n � n� ein endlichdimensionalesBn � Amit �Bn�Mn� � �A�Mn���	�n��
F�ur B �� B� � � � � � Bn� gilt wegen �� erst recht �B�Mn� � �A�Mn� � �	�n��
folglich �B�

S
n
Mn� �

P
n
�B�Mn� � �B�M��� � � ���B�Mn�� � �A�M��� � � ��

�A�Mn��� �	� �Pn �A�Mn�� �� Falls nun aber die Reihe unendlich ist� sieht
man entsprechend� da� auch �A�

S
nMn� nicht endlich sein kann�

	� Wenn A 
 B� dann �A�B � �A � �B� Insbesondere� wenn A � B� dann
�A � �B�

Beweis� Sei M � F � Klar ist supf� 
A�M�j &A � A � B�dim &A 
 �g �
supf�A��M�jA� � A�dimA� 
 �g � supf�B��M�jB� � B�dimB� 
 �g we�
gen ��

�
��� &A � �PA� &A� � �PB� &A� � A � B� und der zur orthogonalen Summe auf�
geblasene Raum �PA� &A� � �PB� &A� hat immer noch endliche Dimension� folglich
�wegen �� � 
A�M� � � �PA� 
A�� �PB� 
A�

�M� � � �PA� 
A�
�M� � � �PB� 
A�

�M��


� Gegeben A � L�H� von unendlicher Dimension und eine FolgeA� � A� � A� �
� � � ineinandergeschachtelter endlichdimensionaler Unterr�aume mit

W
n�NAn �

A� d�h� die An �
sch�opfen A aus�� Dann �An � �A�

Beweis� Klar ist �A�
� �A�

� � � � � zu zeigen ist die Konvergenz� Fixiere dazu
eine Menge M � F und ein � � �� W�ahle ein endlichdimensionales B � A mit
�B�M� � �A�M�� �	�� Gesucht ist nun ein n mit �An�M� � �B�M�� �	�� Es
gilt �PB � �PAn � � �PB � �PAn�


� wobei ���
 � R� R den Positivteil bezeichnet�

x
 �



x falls x � ��
� sonst�

��



Also �PB � �PAn �� �PB � �PAn�

� Rest� wobei

�
Rest� ein positiver �selbstadjun�

gierter� Operator ist� All diese positiven Operatoren haben endliche Spuren
und entsprechen daher positiven endlichen Ma�en auf L�H�� die wir mit ���
in endliche Ma�e auf F von gleichem Gesamtgewicht �ubersetzen k�onnen� Es
folgt

�B � �An � tr� �PB � �PAn�

 �W�Ma��

Es reicht also zu zeigen� da�

tr� �PB � �PAn �

 n���� ��

Dies erfordert einige Rechnung und ist daher in eine Hilfsbehauptung auf S� �	
ausgegliedert�

�� F�ur alle A�B � L�H� gilt�Z
	

w�A�x��B�dx� � tr� �PA �PB��

Beweis� F�ur endlichdimensionales B folgt dies aus der De�nition eines sto�
chastischen Modells der Quantenmechanik� f�ur unendlichdimensionales durch
Approximation mit einer Folge wie in 
�

�� �A�" n ��A�� � ��

Beweis� Falls dimA 
�� W�are f�ur ein q 
 � �Afx � "jw�A�x� � qg � �� so
w�are

dimA � tr� �PA �PA�
�	
�

Z
	

w�A�x��A�dx� �

Z
fxjw�A�x�	qg

� � � �
Z
fxjw�A�x�
qg

� � � �

� q � �Afxjw�A�x� � qg� �Afxjw�A�x� � qg 
 �A�"� � dimA�

Also �Afxjw�A�x� 
 �g �
� �A

�
n�N

fxjw�A�x� � � � �
n
g �

X
n�N

�Afxjw�A�x� � � � �
n
g � ��

Falls nun aber dimA ��� w�ahle eine Folge A� � A� � A� � � � � wie in 
� mit
�An � �A� W�urde f�ur ein q 
 � und ein n � N gelten �Anfxjw�A�x� � qg � ��
so w�are

dimAn � tr� �PAn �PA�
�	
�

Z
	

w�A�x��An�dx� �
� q � �Anfxjw�A�x� � qg� �Anfxjw�A�x� � qg 
 �An�"� � dimAn�

Also �Anfxjw�A�x� 
 �g � � �n � N� also
�A�" n ��A�� � lim

n
�An�" n ��A�� � ��

�� �A���A��� � ��

denn aus w�A���� � ���A�� folgt

� � tr� �PA �PA��
�	
�

Z
	

w�A�� x��A�dx� � �A���A
����

��



��� F�ur M � F gilt �A�M� � ��M � ��A���

Beweis� Die rechte Seite
�	
� �A�M � ��A�� � �A��M � ��A��� und der zweite

Term ist Null wegen ��

Die linke Seite � �A�M � ��A�� � �A�M � �" n ��A���� und der zweite Term ist
Null wegen ��

��� � ist ��endlich�

Beweis� Sei A� � A� � � � � ein Folge endlichdimensionaler Unterr�aume mitW
n�NAn � V� Es gilt ����An��

��	
� �An�"� � dimAn 
 �� und Sn ��An� � "

mod N wegen

��" n
�
n�N

��An�� � ��
�
n�N

�" n ��An���
�	
�

� lim
k��

�Ak�
�
n�N

�" n ��An��� � lim
k��

�Ak �" n ��Ak��
�	
� ��

��� �fxj� 
 w�A�x� 
 �g � ��

Beweis� Dies ist gerade

��A � �A��fxj� 
 w�A�x� 
 �g � �Afxjw�A�x� 
 �g� �A�fxj� 
 w�A�x�g�

und der erste Term ist Null wegen �� Da f�ur jedes � � � gilt

� � tr� �PA �PA��
�	
�

Z
w�A�x��A��dx� � � � �A�fxj� � w�A�x�g�

folgt

�A�fxj� 
 w�A�x�g � �A�

�
n�N

fxj �
n
� w�A�x�g �

�
X
n�N

�A�fxj �
n
� w�A�x�g � ��

��� ����A� � ��B�� � tr� �PA �PB��

Beweis�

tr� �PA �PB�
�	
�

Z
w�B�x��A�dx�

��	
�

Z
w�B�x����A��x���dx� �

�

Z
fxjw�B�x���g

�

Z
fxj��w�B�x���g

�

Z
fxjw�B�x���g

��	
� ����A� � ��B���

Das beweist �vi��

��� ���� ��
��	
� ���"� � ��

��" n ��V�� � � wegen � � �V und �� Das beweist �i��

��



�	� Wenn A � B� dann �	�� �A � �B� folglich ����A� n ��B�� ��	
� �A�" n ��B�� �

�B�" n ��B�� �	
� �� Das beweist �ii��

�
� Wenn A 
 B� dann ����A� � ��B�� ��	
� tr� �PA �PB� � �� Das beweist �iii��

��� Wenn A 
 B� dann ����A �B� n ���A� � ��B��� � ��

denn dies ist �wegen 	�� gerade ��A � �B � ��A�B������A � B� � �" n ��A�� �
�" n ��B���� und das verschwindet wegen �� und �� Mit �ii� folgt �iv��

��� �v� folgt aus �i�� �iii� und �iv�� �vii� folgt aus �vi��

��� Was �viii� angeht� gegeben ein Element von WM�L�H��� etwa � �Pk pk �C�k �

wobei �A wieder das zum Operator �dimA��� � �PA geh�orige Ma� ist� Klar
ist ���C�k � � �C�k � und wegen der Mischbarkeit von C und der Mischungser�
haltung von � ist

P
k
pk�C�k � C und ��

P
k
pk�C�k � �

P
k
pk�C�k � �� Die

Behauptung �viii� folgt mit ���

��� Kommenwir nun zur zweiten H�alfte des Lemmas� demUmkehrschlu�� Zun�achst
pr�uft man leicht� da� die Gleichung in �viii� f�ur jedes � � WM�L�H�� ein W�
Ma� ������ auf �"�F� de�niert� Wir bemerken ���������A�� �P

k
pk����A��

��C �k ��
�vi�
�

P
k
pktr� �PA �PC�k � � tr� �PA �W � � ��A�� Daraus folgt� da� wenn

� �� ��� etwa ��A� �� ���A�� dann ������ �� ������� wegen ���������A�� �
��A� �� ���A� � ���������A��� Also ist ��� injektiv und besitzt auf C ��
Bild ����� eine Umkehrabbildung �� die nat�urlich auch bijektiv ist� FC sei
die kleinste ��Algebra auf C� die die einpunktigen Mengen enth�alt und die
Auswertungs�Funktionen me�bar macht� dann ist � me�bar� C mischbar und
� mischungserhaltend� Au�erdem giltZ

	

w�A�x��������dx� �
Z
	

w�A�x�

�X
k��

pk ��dx � ��C �k �� �

�
X
k

pk

Z
w�A�x����C�k ��x���dx�

�v�
�

�
X
k

pk����A� � ��C �k ��
�vi�
�
X
k

pktr� �PA �PC�k � � tr� �PA �W � � ��A��

Und damit sind alle Anforderungen an ein treues stochastisches Modell der
QM erf�ullt� �

Der Beweis vereinfacht sich erheblich� wenn man dimH 
 � annimmt� Es entfallen dann die

Nummern �� bis �� und die H�alfte von �� Tats�achlich wird zum Beweis des Satzes von S� �� nur

der endlichdimensionale Fall ben�otigt� Da die eleganten Aussagen des Lemmas jedoch auch im

unendlichdimensionalen Fall gelten� habe ich mich entschieden� den Beweis allgemeiner zu f�uhren

als unbedingt n�otig�

��



Hilfsbehauptung� Sei A� � A� � A� � � � � eine Folge endlichdimensionaler
Unterr�aume mit

W
n�NAn � H� B � H ein endlichdimensionaler Unterraum
 Dann

gilt
tr� �PB � �PAn�


 n���� ��

Beweis� Um tr� �PB� �PAn�

 zu berechnen� ermitteln wir die Eigenwerte von �PB� �PAn

und addieren die positiven unter ihnen� Zun�achst stellen wir fest� da� �PB � �PAn
selbstadjungiert ist und diagonalisierbar� weil �B � An�� im Eigenraum zum Ei�
genwert � enthalten �und im Endlichdimensionalen jeder selbstadjungierte Operator
diagonalisierbar� ist� Die Eigenwerte sind reell und liegen wegen h�j� �PB� �PAn��i �
h�j �PB�i � h�j �PAn�i alle im Intervall ���� ��� Der Eigenwert � kann nur f�ur endlich
viele n auftreten� denn ein zugeh�origer �normierter� Eigenvektor � m�u�te �wegen
h�j �PB�i � ��� �� und h�j �PAn�i � ��� ��� h�j �PB�i � � und h�j �PAn�i � � erf�ullen�
folglich in B � A�

n liegen� das aber ist eine absteigende Folge von Unterr�aumen von
B� die station�ar werden mu� �weil dimB 
��� und w�urde sie nicht schlie�lich f�g
wie behauptet� dann w�urde ein gewisses � � B�� �� � auf allen An senkrecht stehen
und damit auch auf

W
n�NAn � H� was unm�oglich ist�

Wir betrachten nun einen Eigenwert � �� f��� �� �g� Sei � �� � ein Eigenvektor
dazu� also

� �PB � �PAn�� � ���

Wir stellen fest 
 �� �PB� �� � �andernfalls m�u�te der Eigenwert � oder �� sein��
Aus der Eigenwertgleichung folgt


 � �� � �� �PAn� � � �PA�
n
�

und daraus� indem man 
 in einen Anteil � An und einen senkrecht dazu zerlegt und
auf beiden Seiten die Komponenten vergleicht�

� �
�

� � �
�PAn
�

�

�
�PA�

n

�

Daran sehen wir schon mal� da� � � �PAn�B� � �PA�
n
�B�� und das ist ein Unterraum

mit Dimension � � dimB� Folglich gibt es h�ochstens � dimB Eigenwerte �inklusive
Vielfachheit� �� f��� �� �g� Einsetzen der letztenGleichung in die Beziehung
 � �PB�
liefert


 �
�

� � �
�PB �PAn
�

�

�
�PB �PA�

n



Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit ��� � ���

��� � ��
 � � �PB �PAn
� �� � �� �PB �PA�
n

 �

� � �PB� �PAn � �PA�
n
�
� �PB �PA�

n

 � �
� �PB �PA�

n

�

folglich
�PB �PA�

n

 � ��
�

�	



Daraus schlie�en wir� da�

�� ��
�

�� �
�PAn
�

�

�
�PA�

n



ein Eigenvektor von �PB � �PAn zum Eigenwert �� ist�

� �PB � �PAn��� �
�

�� �
�PB �PAn
� �z �
�����

��
�
�PB �PA�

n

� �z �

���

� �

�� �
�PAn
 �

� �� � ��
� �
 � �

� � �
�PAn
 � �� �

�

�� �
� �PAn
� �PA�

n

 � �����

Ferner gilt �PB�� � 
� denn

�PB�� �
�

�� �
�PB �PAn
� �z �
�����

��
�
�PB �PA�

n

� �z �

���

� �� � ��
� �
 � 
�

Fassen wir zusammen� Die Eigenvektoren �au�er zu den uninteressanten Eigen�
werten ��� �� �� treten gepaart auf mit entgegengesetzten Eigenwerten� d�h� wenn
� Eigenvektor ist und 
 � �PB�� dann liegt in dem ��dimensionalen Unterraum
C �PAn
�C �PA�

n

 noch ein Eigenvektor zum entgegengesetzten Eigenwert� der auch 


als Projektion auf B hat� Demnach ist die Anzahl der positiven Eigenwerte �inklu�
sive Vielfachheit� � dimB� F�ur die Gr�o�e des Eigenwertes folgt aus der Beziehung
�PB �PA�

n

 � ��
� da�

k �PA�
n

k� � h �PA�

n

j �PA�

n

i � h
j �PA�

n

�PA�
n

i �

� h �PB
j �PA�
n

i � h
j �PB �PA�

n

i � h
j��
i � ��k
k��

daher

j�j � k �PA�
n

k

k
k �

Die Summe der positiven Eigenwerte ist daher

� dimB � sup
nk �PA�

n

k

k
k
���
 � B

o
�

Um zu zeigen� da� sie f�ur n�� gegen � geht� m�ussen wir nur noch das erw�ahnte
Supremum absch�atzen� Anstatt durch k
k zu dividieren� k�onnen wir uns ebensogut
auf diejenigen 
 � B mit k
k � � beschr�anken� Ist ��� � � � � �r irgendeine Orthonor�
malbasis von B �r � dimB�� und etwa 
 � c��� � � � �� cr�r� dann

k �PA�
n

k �

���X
k

ck �PA�
n
�k

��� �X
k

jckj � k �PA�
n
�kk � r �max

n
k �PA�

n
�kk

��� k � �� � � � � ro�
Also gen�ugt es zu zeigen� da� f�ur jeden festen Vektor � � B gilt

k �PA�
n
�k n���� ��

�




Es gibt eine solche Orthonormalbasis e�� e�� � � � inH� da� An � C e��C e��� � ��C emn
�

wobei �mn� eine unbeschr�ankte aufsteigende Folge nat�urlicher Zahlen ist� Wenn

� �
�X
m��

c�mem� dann k�k� �
�X
m��

jc�mj��

�insbesondere ist das eine konvergente Reihe� und

k �PA�
n
�k� �

�X
m�mn
�

jc�mj�

ist der Rest der Reihe und konvergiert f�ur mn � � gegen �� folglich tut das auch
k �PA�

n
�k� und folglich auch dessen Wurzel� �
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