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Zusammenfassung

In dieser Arbeit definieren wir ein Mafl fiir den Grad der Mehrdeutigkeit
(degree of ambiguity da) kontextfreier Grammatiken und Sprachen als
die Anzahl der Ableitungsbaume in Abhéangigkeit von der Lange n eines
Wortes. Wir zeigen, dass es weder Sprachen noch zyklenfreie Grammatiken
gibt, deren Mehrdeutigkeitsgrad stirker als 29 wiichst (wie z B. ©(n")).
Aus [10] ist es auBlerdem bekannt, dass es keine Grammatiken (und somit
keine Sprachen) gibt, deren Mehrdeutigkeit stérker als polynomiell, aber
schwiicher als exponentiell wichst (wie z. B. ©(2V"). Deshalb untersuchen
wir in dieser Arbeit hauptsachlich konstant mehrdeutige, polynomiell

mehrdeutige und exponentiell mehrdeutige Grammatiken und Sprachen.

Fir jede feste, ganze Zahl &k € N hat MAURER [8] die Exi-
stenz einer k-deutigen kontextfreien Sprache nachgewiesen. Durch
Verwendung einer einfacheren Sprache, namlich der Sprache L, :=
{a™b" by .. bR mymy,ma, ..o my, > 1,3 @ mit m = m;}, und mit Hilfe

von OGDEN’s Lemma! erhalten wir einen wesentlich kiirzeren Beweis.

Ferner zeigen wir die Existenz exponentiell mehrdeutiger Sprachen. Wir

zeigen, dass die Sprache L* — wobei L = {a'b'c?|i,j > 1} U{a'bc|i,j > 1}~

'Als MAURER den Beweis ausfiihrte, existierte OGDEN’s Lemma noch nicht.
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exponentiell mehrdeutig ist, indem wir beweisen, dass das Wort
(alHhiphthichthY e mindestens 2F  Ableitungen in jeder Grammatik G
fiir L* hat, wobei k aus N ist und h die Konstante aus OGDEN’s Lemma fiir
G ist. Fir beliebig kleines ¢ aus R, entwerfen wir eine Grammatik G, fiir
L*, so dass dag, < 2" gilt. Somit gilt, dass die Sprache L* zwar exponenti-

ell mehrdeutig ist, aber es gibt kein festes c aus R, , so dass L* 2°"—deutig ist.

Wir geben polynomiell mehrdeutige Grammatiken an und zeigen die
Existenz von polynomiell mehrdeutigen Sprachen, indem wir mit Hilfe
von OGDEN’s Lemma beweisen, dass die Anzahl der Ableitungsbaume
cines Wortes der Linge n in jeder Grammatik fiir die Sprache L* in
der Grofenordnung von Q(n¥) liegt, wobei k eine Konstante aus N ist,
und L = {a"b™cb™c...b™clp € Nym,my,mo,....,m, € N;3i €
{1,2,...,p} mit m = m;} gilt. Durch Angabe einer O(n"*)-deutigen Gram-
matik zeigen wir schlieBlich, dass L* polynomiell vom Grad k mehrdeutig ist.
AuBerdem entwerfen wir fiir jedes feste d aus R, eine Grammatik G fiir L,

so dass dag, < dn dn fiir geniigend grofles n ist.



Kapitel 1
FEainleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Grad der Mehrdeutigkeit
kontextfreier Grammatiken und Sprachen. Wir meinen mit Grammatiken
bzw. Sprachen — falls nicht anders gesagt — die kontextfreien Grammatiken

bzw. Sprachen.

Eine kontextfreie Grammatik CFG besteht aus einer Menge von
Variablen, einer Menge von Terminalsymbolen und einer Menge von
Produktionen. Eine Produktion ist ein Paar, das aus einer Variablen und
einer Zeichenkette besteht, wobei die Zeichenkette Variablen und Terminale
enthélt, die aber auch leer sein kann. Die Variable wird als die linke, die
Zeichenkette als die rechte Seite dieser Produktion bezeichnet. Solch eine
Produktion erlaubt in beliebigen Zeichenketten, in denen die Variable ihrer
linken Seite vorkommt, die Ersetzung durch die entsprechende rechte Seite
ohne Berticksichtigung des Kontext, d. h. die Umgebung dieser Variablen in
der gegebenen Zeichenkette, daher die Bezeichnung , kontextfrei“. Man sagt
dann, dass aus der gegebenen Zeichenkette durch diese Ersetzung die ent-

sprechende neue Zeichenkette abgeleitet werden kann. Ausgehend von einer
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festgelegten Startvariablen wendet man solche Ableitungsschritte solange
an, bis in dem abgeleiteten Wort nur noch Terminalsymbole vorkommen.
Die Menge der so ableitbaren Worter aus Terminalsymbolen ist die von der
Grammatik G erzeugte Sprache L(G). Die Menge der von CFG’s erzeugten
Sprachen heifit die Menge der kontextfreien Sprachen CFL.

Eine Ableitung ist eine Folge von Ableitungsschritten. In jedem Ablei-
tungsschritt sind immer zwei Entscheidungen zu treffen. Zunachst ist das
Nichtterminal zu bestimmen, das ersetzt werden soll. Danach ist eine der
Alternativen auszuwéhlen, durch die dieses Nichtterminal ersetzt werden
soll. Unter einer Linksableitung verstehen wir eine Ableitung, in der in
jedem Ableitungsschritt die am weitesten links stehende Variable abgeleitet
wird. Wir kommen nun zu graphischen Darstellungen von Ableitungen. Da
bei kontextfreien Grammatiken die linken Seiten aller Regeln genau eine
Variable enthalten, lassen sich kontextfreie Ableitungen gut durch soge-
nannte Ableitungsbaume ohne Berticksichtigung der Ableitungsreihenfolge
darstellen. An der Wurzel steht das Startsymbol. Jeder innere Knoten ist
mit einer Variable markiert, wahrend an den Blattern Terminalzeichen oder
das leere Wort stehen. Wenn ein innerer Knoten mit A markiert ist und
seine Sohne von links nach rechts mit den Symbolen X, Xs,..., X} markiert
sind, dann muss A — XX, ... X} eine Produktion der Grammatik sein.
Wegen der Kontextfreiheit der Grammatik ist die Reihenfolge, in der wir
Variable ableiten, unerheblich. Deshalb gehort zu jeder Ableitung genau ein
Ableitungsbaum, wahrend zu einem Ableitungsbaum verschiedene Ablei-
tungen des gleichen Wortes gehoren kénnen. Aus jedem Ableitungsbaum ist
genau eine Linksableitung erhaltlich. Es ist sinnvoll, Ableitungen als Baume

darzustellen, denn sie geben den Wortern einer Sprache eine Struktur,
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die fiir Anwendungen, wie Compilierung von Programmiersprachen, sehr

nitzlich ist.

Eine Grammatik heifit eindeutig, falls jedes Wort hochstens einen Ablei-
tungsbaum in dieser Grammatik hat. Fine Grammatik, in der es ein Wort
mit mehr als einem Ableitungsbaum gibt, heiit mehrdeutig. Eine Sprache,
fir die jede Grammatik mehrdeutig ist, heiit mehrdeutige! Sprache. Eine
Sprache heifit eindeutig, wenn sie nicht mehrdeutig ist. Die Mehrdeutigkeit
von Grammatiken spielt in der Praxis eine Wichtige Rolle. So wird bei-
spielsweise die Semantik einer Programmiersprache dem Ableitungsbaum
entnommen. Ware dieser Baum und damit die Grammatik nicht eindeutig,
so konnte ein Programm mehrere Bedeutungen haben. Auflerdem haben wir
fiir eindeutige Grammatiken die Moglichkeit, fiir ein Wort den eindeutigen
Ableitungsbaum (z. B. durch das bottom—up oder top—down Verfahren) zu
erzeugen. Bei der richtigen Konstruktion gibt es keine Wahlmoglichkeiten,
wahrend es bei mehrdeutigen Grammatiken verschiedene richtige Entschei-
dungen geben kann. Die Intuition sagt also, dass das Wortproblem fiir
eindeutige Grammatiken vielleicht einfacher zu l6sen ist als fiir mehrdeutige
Grammatiken. In der Tat ist der erforderliche Aufwand zur Losung des
Wortproblems fiir einige bekannte Parsing—Algorithmen (wie z. B. EAR-
LEY’s Algorithmus?) beziiglich einer kontextfreien Sprache fiir mehrdeutige
Grammatiken bekanntlich grofler als fiir eindeutige Grammatiken. Daraus

resultiert der Wunsch, Mehrdeutigkeiten zu vermeiden.

Wir werden die Mehrdeutigkeit einer Grammatik (bzw. Sprache) als

In der Literatur spricht man meistens von ”‘inh”arent”’ mehrdeutigen Sprachen. In

dieser Arbeit verzichten wir auf die Benutzung des Wortes inhérent.
“Néheres siehe [9, Seite 321]
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die Anzahl der verschiedenen Ableitungsbaume in Abhangigkeit der Léange
der Worter definieren. Das so definierte Mehrdeutigkeitsmafl (degree of
ambiguity da) ist also eine Funktion da(n) von der Lénge n eines Wortes
und erlaubt eine feinere Klassifizierung der kontextfreien Grammatiken
(bzw. Sprachen) als die oben beschriebene Unterteilung in eindeutige
und mehrdeutige Grammatiken (bzw. Sprachen). Wir kénnen kontextfreie
Grammatiken (bzw. Sprachen) beziiglich ihrer Mehrdeutigkeitsgrade (Mehr-
deutigkeitsfunktion) in konstant mehrdeutige, polynomiell mehrdeutige
und exponentiell mehrdeutige Grammatiken (bzw. Sprachen) klassifizieren.
Diese feinere Klassifikation der Grammatiken und Sprachen nach der
Mehrdeutigkeitsfunktion ist in der Literatur kaum zu finden. Eine Arbeit
von WICH [10] hat sich zwar mit einer &hnlichen feineren Klassifikation
beschaftigt, aber nur fiir die Grammatiken und nicht fiir die Sprachen,
was wesentlich schwieriger und weiterfiihrender ist. In einer anderen Arbeit
von MAURER [8] wurde fiir jedes k die Existenz einer k-deutigen Sprache
nachgewiesen. Der Beweis war allerdings sehr aufwendig und lang und die
angegebene Sprache ziemlich kompliziert. Wir liefern einen kiirzeren und

eleganteren Beweis und betrachten einfachere k—deutige Sprachen.

Wir werden beweisen, dass es weder Sprachen noch zyklenfreie Gram-
matiken gibt, deren Mehrdeutigkeitsgrad stirker als 29 wichst (wie z.
B. ©(n™)), und dass die Mehrdeutigkeit einer Grammatik genau dann fiir
einzelne Worter unendlich ist, wenn die Grammatik (niitzliche) Zyklen
enthélt (siche Satz 2.6.1 auf die Seite 20 sowie Bemerkung 2.7.1 auf die
Seite 22). Aus [10] ist bekannt, dass es keine Grammatiken (und somit
keine Sprachen) gibt, deren Mehrdeutigkeit stirker als polynomiell, aber

schwiicher als exponentiell wichst (wie z. B. ©(2Y"). Deshalb untersuchen
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wir in dieser Arbeit hauptsachlich konstant mehrdeutige, polynomiell

mehrdeutige und exponentiell mehrdeutige Grammatiken und Sprachen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt geteilt: Nach dieser Einleitung werden
wir im Kapitel 2 einige formale Definitionen und (bekannte) grundlegende
Satze liber kontextfreie Grammatiken und Sprachen auflisten, sowie Schreib-
weisen, Abkiirzungen und Notationen festlegen, die wir fiir diese Arbeit

brauchen.

Kapitel 3 behandelt die konstant mehrdeutigen Grammatiken
und Sprachen. MAURER hat in [8] gezeigt, dass es fiir jede Kon-
stante & € N eine k-deutige Sprache gibt. Diese Tatsache bewei-
sen wir allerdings durch Verwendung der 7‘einfacheren”” Sprache

Ly = {a™b{" 052 ... b |m,my, ma,...,m;; > 1,3 i mit m = m;} und

¢ 2

einer ”‘eleganteren”’ Beweisidee (OGDEN’s Lemma? ) als in [8]. Ferner geben
wir eine k—deutige Sprache iiber einem fixen (von k unabhéngigen) Alphabet
an. Diese Sprache ist E; = {ad"b™cb™2c. . bk elm,my, mo, .. My >

1,37 mit m = m;}.

Im Kapitel 4 untersuchen wir die exponentiell mehrdeutigen Grammati-
ken und Sprachen. Die Angabe einer exponentiell mehrdeutigen Grammatik
erweist sich als leicht. Wesentlich schwieriger ist es zu zeigen, dass es expo-
nentiell mehrdeutige Sprachen gibt. Wir betrachten die Sprache L* — wobei
L={a'b'dli,j > 1} U{a'¥/C|i,j > 1}:

e Wir zeigen, dass die Sprache L* exponentiell mehrdeutig ist, indem wir

(ah+h! thrh!Cthh!)k

beweisen, dass das Wort mindestens 2% Ableitungen

3Als MAURER den Beweis ausfiihrte, existierte Ogden’s Lemma noch nicht.
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in jeder Grammatik G fiir L* hat, wobei k aus N und h die Konstante

aus Ogden’s Lemma fiir G ist.

e Fiir jedes beliebig kleine ¢ aus R, entwerfen wir eine Grammatik G,
fir L*, so dass die Mehrdeutigkeit von G. nach oben durch 2°" be-
schrankt ist. Somit gilt, dass die Sprache L* zwar exponentiell mehr-
deutig ist, aber es gibt kein festes ¢ aus R, so dass L* 2“"—deutig ist

(siche Satz 4.3.1 auf die Seite 48).

Wir schlieflen Kapitel 4 mit dem offenen Problem, ob es eine exponenti-

ell mehrdeutige Sprache gibt, die fiir irgend ein festes ¢ aus R, 2°"—deutig ist.

Im Kapitel 5 beschéaftigen wir uns mit polynomiell mehrdeutigen
Sprachen und Grammatiken. Zuerst geben wir polynomiell mehrdeutige
Grammatiken an. Danach zeigen wir die Existenz einer linear mehrdeu-
tigen Sprache, indem wir beweisen, dass L := {a™b™cb™c... 0™ c|p €
N;m,my,mo,...,m, € N;Ji € {1,2,...,p} mit m = m,;} linear mehrdeutig
ist. Ferner zeigen wir, dass fiir jedes k € N L* polynomiell vom Grad k
mehrdeutig ist. Dieses Ergebnis scheint neu zu sein, denn wir konnten es nir-
gendwo in der Literatur finden. Auflerdem entwerfen wir fiir jedes feste d aus

R eine Grammatik Gy fiir L, so dass dag,(n) < dn fiir geniigend grofies n ist.

Kapitel 6 enthalt Vorschlage und Ideen fiir weiterfithrende Untersuchun-
gen des Grades der Mehrdeutigkeit kontextfreier Grammatiken und Spra-

chen.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Definitionen und Satze
iiber kontextfreie Grammatiken und Sprachen auflisten, die in dieser Arbeit
spater benutzt werden. Ist ein Begriff nicht explizit definiert, so gilt seine

Definition aus [9], denn wir konnen in dieser Arbeit nicht alles definieren.

2.1 Notationen

Wir benutzen folgende Standardnotationen und Begriffe siche Tabelle 2.1 auf
die Seite 10).
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Notation | erklarung

€ das leere Wort

|w] Lange des Wortes w (es gill |¢|=0)

x4 T3 =4 fache Konkatenation vom Wort x
q mal

w? die Spiegelung des Wortes w.

#Ha(w) die Anzahl von a’s im Wort w.

N Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null).

Np Menge der natiirlichen Zahlen (mit Null).

R, Menge der positiven reellen Zahlen (ohne Null).

U disjunkte Vereinigung.

& ist definiert als.

= ist definiert als.

| P| Kardinalitat der Menge P.

A= B aus A folgt B.

q. e. d. Ende des Beweises.

o. B. d. A. | ohne Beschrankung der Allgemeinheit.

n! n Fakultdt =1 2% ---% (n — 1) % n; 0!=1.
> a; Die Summe a; + as + - - - + a,.
i=1
a; Das Produkt a; * as * - - - x a,,.
i=1
(Z) #lk), der Binominalkoeffizient n iiber k
| ] untere Gauklammer.
[z] obere GauBklammer.

Tabelle 2.1: Notationen

e Fiir eine endliche oder unendliche Menge L definieren wir:

« L™= {wjwy ... wy|w; € L,Vi € {1,2,...,n}} firn € N
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x L0 = {e}
« L*:= |J L™ : der KLEENEsche Abschluf} von L.
n=0
« Lt:=J L"
n=1

o0
* L7F = |J L"
o
e Sei w ein Wort. Fiir die einelementige Menge {w} definieren wir:
x w* = {w}* = {e,w, ww, www, ...}

« wh = {w} = {w, ww,www, ...}
e Seien y, w Worter. (y € w) : (3 Worter x, z so das w=xyz).

e Auflerdem werden wir folgende asymptotische Notationen brauchen:
Seien f,g: N — R, zwei Funktionen
x g =0(f) = (3c € Ry, 3In, € N) so dass (Vn > ng) gilt (g(n) <
cf(n))
x g=Q(f) < (Jc € Ry,3n, € N) so dass (Vn > ng) gilt (g(n) >
cf(n))
* 9=0(f) = g=0(f) und g = Q(f)

2.2 Definition einer CFG

Eine kontextfreie Grammatik CFG ist ein 4-Tupel, G=(N, X, P, S), mit:

e N ist eine endliche nicht leere Menge von Nichtterminalen bzw. Varia-

blen.

e Y ist eine endliche nicht leere Menge von Terminalen. Wir nehmen an,

das ¥ und N disjunkt sind.
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e P ist eine endliche Menge von Produktionen der Form A — o mit
A€ N und a € (NUZX)* Es empfiehlt sich, die Produktionen durch-

zunumerieren.

e S € N ist das Startsymbol.

Konventionen Mit V := N U X bezeichnen wir die Menge des Gesamtal-

phabets. Wenn nichts anderes definiert wird, dann sind:

e Kleinbuchstaben vom Anfang des Alphabets (a, b, ¢, d, e¢) Terminale

aus 2,

e Kleinbuchstaben vom Ende des Alphabets (t, u, v, w, x, y, z) Worter

aus X",
e Grossbuchstaben vom Ende des Alphabets (X, Y, Z) Symbole aus V,

e Grossbuchstaben vom Anfang des Alphabets (A, B, C,... U, W) Nicht-

terminale aus N, S ist — falls nicht anders gesagt — das Startsymbol,

e Griechische Buchstaben ( a, 5, v, 0 ) Elemente aus V*.

e Statt der Schreibweise A — a1, A — ag,..., A — a4, schreiben wir
an
Qa2
A — aq|ag ... oy bzw. A —
ay

e Diese letzte Schreibweise benutzen wir vor allem, wenn wir alle mogli-

chen Ableitungen, die aus A erhaltlich sind, darstellen wollen. Dies
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werden wir bei der Darstellung vom Ableitungsschema einiger Gram-

matiken brauchen.

2.3 CFG und Ableitungen
Sei G=(N, X, P, S) eine CFG.

o Auf V*NV™ definieren wir eine Ableitungsrelation = mit
(Aay = aqaay) = ((A — a) € P).
=L ist die i-fache, == die transitive, = die reflexive und transitive
Hiille von =, wobei i € Ny (insbesondere gilt: A = A, V A € N).
Wenn nicht klar ist, um welche Grammatik G es sich handelt, schreiben

wir :G> statt =—.

e Falls (A — «a) € P, dann nennt man den ["Jbergang a1 Aoy = oy

einen Ableitungsschritt.

e Sind die Produktionen von P durchnumeriert, so ist R (bzw. 9,

) die einmalige (bzw. n—malige) Anwendung der Produktion mit der

Nummer j.

o« L, (bzw. *ik ) ist die mehrmalige Anwendung der Produktion mit der
Nummer j (bzw. die mehrmalige Anwendung der Produktionen mit den

Nummern j und/oder k).

e Eine Ableitung ist eine Folge von Ableitungsschritten. Unter einer
Linksableitung verstehen wir eine Ableitung, in der in jedem Ablei-
tungsschritt das linkeste Nichtterminal (Variable) abgeleitet wird. For-
mal definieren wir eine Linksableitungsrelation I it (wAS SN

waf) = ((A— a) € Pund w € ¥¥).
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o Mit jijo...Jjn bezeichnen wir die Linksableitung, in der man die Pro-
duktionen mit den Nummern jq, jo,...,J, in dieser Reihenfolge anwen-

det.

e Ein geordneter markierter Baum' ist ein Ableitungsbaum fiir G, wenn

folgendes gilt:

« Jeder Knoten hat ein Symbol aus V' U {e} als Markierung,.
* Die Markierung der Wurzel ist das Startsymbol S.

« Wenn ein innerer Knoten die Markierung A hat, dann muss A aus

N sein.

* Wenn der Knoten n die Markierung A hat und dessen Sohne nq,
Ng,..., N, von links her mit den Markierungen Xy, Xs,..., X
versehen sind, dann muss A — X; X5 ... X} eine Produktion in P

sein.

* Wenn der Knoten n die Markierung € hat, dann ist n ein Blatt

und der einzige Sohn seines Vaterknotens.

e Unter einem A—Pumpbaum verstehen wir einen Ableitungsbaum mit
der Wurzel A und einem ausgezeichneten Vorkommen von A als echten?

inneren Knoten.

e Wenn wir die Markierungen der Blatter von links nach rechts lesen, so

erhalten wir die sogenannte Front des Ableitungsbaums.
e Die von der CFG G erzeugte Sprache ist L(G):= {w € ¥*|S == w}.

e Eine Sprache L heifit kontextfrei (CFL), wenn es eine CFG G mit
L=L(G) gibt.

'Die Kenntnis des Begriffes Baum (siehe [11] bzw. [5, Seite 3]) wird vorausgesetzt.

2Ein echter innerer Knoten ist ein innerer Knoten, der nicht die Wurzel ist.
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e Eine Variable A heifit niitzlich, falls gilt: (Jo, § € V*; w € ¥*) so dass

(S == aAB = w).
e Ein Nichtterminal A heiBt zyklisch, falls A == A gilt.

e Eine Grammatik enthélt (niitzliche) Zyklen, falls sie ein (niitzliches)

zyklisches Nichtterminal besitzt.

e Eine Grammatik heiflt zyklenfrei, falls sie keine Ableitungen der Form

A= A fiir irgendein Nichtterminal A hat.

Bemerkung 2.3.1 e Fs ist sinnvoll, Ableitungen als Bdume darzustel-
len. Allerdings ist dabei zu beachten, dass zu jeder Ableitung genau ein
Ableitungsbaum gehort, wahrend zu einem Ableitungsbaum verschiede-
ne Ableitungen des gleichen Wortes gehoren konnen. Aus jedem Ablei-

tungsbaum ist genau eine Linksableitung erhaltlich.

o Wir definieren die kontextfreien Sprachen CFL aus gutem Grund tber
die CFG, denn die Ableitungsbaume spielen eine zentrale Rolle in die-
ser Arbeit und lassen sich bekanntlich besser uber CFG definieren. Man
konnte eine Sprache auch durch Kellerautomaten PDA und die Mehr-
deutigkeit als die Anzahl der akzeptierenden Berechnungen® definieren,
aber diese beiden Definitionen fir die Mehrdeutigkeit erweisen sich als
aquivalent. Denn die bekannten Konstruktionen zur Umwandlung eines
PDA in eine aquivalente CFG und umgekehrt erhalten den Grad der
Mehrdeutigkent.

Beispiel 2.3.1

3Niheres siehe [4].
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Betrachten wir die Grammatik G mit den Produktionen:
1: S — AB;
2: 5§ — 855,
3: 5 — ¢
4: A — a und
5. B —b.
In Abbildung 2.1 auf die Seite 16 sind Ableitungsbaume fiir G dargestellt.
Zum Ableitungsbaum in Abbildung 2.1b gibt es zwei verschiedene Ableitun-
gen:
S AB Y 4B > ab, also 145.
S AB 2 Ap L ab, also 154.

S S S
\ P T
€ A B S S
. N
a b e A B
.
a b

Abbildung 2.1: Ableitungsbaume

2.4 Ogden’s Lemma

Satz 2.4.1 (Ogden’s Lemma) (OGDEN’s Lemma, [9])
Fiir jede CFG G=(N, ¥, P, S) gibt es eine Konstante h=h(G) aus N, so dass
fiir jedes Wort z € L(G) mit |z| > h folgende Aussage gilt: Wenn wir in z

mindestens h Positionen markieren, dann hat z eine Zerlegung uvwzxy mit:

e [n w tritt mindestens eine der h markierten Positionen von z auf,
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e Entweder treten sowohl in u als auch in v markierte Positionen von z
auf oder es treten sowohl in x als auch in y markierte Positionen von

2 auf,
e [n vwx treten hochstens h der markierten Positionen von z auf,

e JAe N mit
S =5 yAdy= uvAxy% = w0l Axty = wlwaly €L(G) fir alle

q € Ny (insbesondere fiir ¢=0 gilt S == uAy == uwy € L(G)).

Beweis Der Beweis wird in [9, Seite 193, theorem 2.24], [7, Seite 157] sowie
[12, Seite 78] geliefert.

q. e. d.

Bemerkung 2.4.1 e Die Konstante h aus OGDEN’s Lemma hangt von
der Grammatik G (nicht von der Sprache L(G)) ab und wird meistens

t2‘N|+3

in der Grésenordnung von gewahlt, wobei

t:=max(maz{|a] mit (A — a) € P};2).

e Punkt (4) in OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1) auf die Seite 16 besagt,
dass jeder Ableitungsbaum von z=uvwzy in G einen A—Pumpbaum mit
der Front vwx hat, der ¢ mal ”‘gepumpt”’ werden kann, um einen Ab-
leitungsbaum fiir uvlwzdy in G zu erhalten. siehe Abbildung 2.2 auf die

Seite 18
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S S
u A y u A y
den A-pumpbaum g mal ”‘pumpen”’
v A x v A xd
w w

Abbildung 2.2: ”‘Pumpen”’ eines A—-Pumpbaumes

2.5 Mehrdeutigkeitsgrad und CFG

Seien k € N, G=(N, 3, P, S) eine CFG und L(G) die von G erzeugte Sprache.

e Der Mehrdeutigkeitsgrad (degree of ambiguity) dag(w) eines Wortes
w € ¥* ist definiert als dag(w):=Anzahl der Linksableitungen (Ablei-

tungsbdume) fiir w in G.

e Der Mehrdeutigkeitsgrad einer CFG G ist definiert als

dag(n):=sup{dag(w)|w € ¥* und |w| < n}.

e G ist mindestens k-deutig :< Es gibt ein Wort, das mindestens k Ab-

leitungsbaume in G hat.

e G ist hochstens k-deutig :< jedes Wort hat hochstens k Ablei-

tungsbaume in G.

e G ist k-deutig :< G ist mindestens k-deutig und G ist hochstens k-

deutig.

e Mit CFG (da(n) < k) bezeichnen wir die Menge aller k-deutigen CFG.
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e G ist polynomiell vom Grad k mehrdeutig :< dag(n) = O(nk).

e Mit CFG(da(n) = ©(n*)) bezeichnen wir die Menge aller polynomiell

vom Grad k mehrdeutigen Grammatiken
e G ist exponentiell mehrdeutig < dag(n) = 2°™ .

e Mit CFG(da(n) = 2°) bezeichnen wir die Menge aller exponentiell

mehrdeutigen Grammatiken.

Bemerkung 2.5.1 o [ur k=1 erhalten wir die bekannte Klasse der ein-

deutigen Grammatiken UCFG.

o Mit CFG(Eigenschaft) bezeichnen wir die Menge aller Grammatiken,
die die Bedingung ”‘Figenschaft”’ erfullen. Beispielsweise bezeichnet
CFG(IN| < 4) die Menge aller Grammatiken, die héchstens 4 Nicht-

terminale besitzen.

o st eine CFG G mindestens k—-deutig fur jedes k € N, so bezeichnen wir

G als co—deutig bzw. als mehrdeutig vom Grad unendlich.

o Fine Grammatik G heifit fur einzelne Worter mehrdeutig vom Grad

unendlich, falls es ein Wort w gibt, mit dag(w) = oo.
Beispiel 2.5.1

e Die CFG G=({S},{a,b},{1: S — aSbh, 2: S — ab}, ) ist eindeutig,
denn es gilt L(G)={a’d® mit i > 1}. Fiir jedes i > 1 ist 11712 die

Linksableitung des eindeutigen Ableitungsbaumes fiir a‘b’

0 ,n=2~0
dag(n) =

1 , sonst
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e Fir die CFG G=({S},{a},{1 : S — SS, 2 : S — a},S) gilt
L(G) = {a™|n > 1}. Mit Hilfe der Rekursionsgleichung:

dag(a) =1 (2.5.1)

n—1
dag(a™) =Y. dag(a’)dag(a™™"), fir n > 2 (2.5.2)
i=1

kann man (etwa mit Hilfe von erzeugenden Funktionen) zeigen:

dag(a™) = %(2(::11)) fir n > 1. Damit ist da(n) exponentiell in n.

Die Grammatik G ist somit exponentiell (unendlich) mehrdeutig.

e Fir die Grammatik G=({S},{a},{1: S — 5, 2: S — a}, 5) gilt, dass
fiir jedes k aus Ny 1%2 eine Linksableitung eines Ableitungsbaumes fiir
das Wort a € L(G) ist. Das heifit, dag(a) = 0o. Also ist G fiir einzelne

Worter mehrdeutig vom Grad unendlich.

2.6 Mehrdeutigkeitsgrad von zyklenfreien
Grammatiken

Es ist leicht einzusehen, dass der Mehrdeutigkeitsgrad einer Grammatik fiir
einzelne Worter unendlich ist, falls sie (niitzliche) Zyklen enthalt. Fiir die

zyklenfreie Grammatiken zeigen wir folgenden Satz:

Satz 2.6.1 FEs gibt keine zyklenfreie Grammatiken, deren Mehrdeutigkeits-
grad gréfier als 2°M™ st (wie z. B. ©(n")).

Beweis Sei G=(N, X, P, S) eine zyklenfreie CFG. Aus S kann man:

e in einem einzigen Linksableitungsschritt hochstens auf |P| viele (ver-

schiedene) Weisen ableiten,
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e in zwei Linksableitungsschritten hochstens auf | P|? viele (verschiedene)

Weisen ableiten,

cey

e in i Linksableitungsschritten auf hochstens |P|* viele (verschiedene)

Weisen ableiten.

Das heifit, die Anzahl der Ableitungsbdume, die man in hochstens i

Linksableitungsschritten® erhilt, ist durch |P|* beschrinkt

Andererseits folgt aus [3, Seite 130, Theorem 4.1], dass fiir jede zy-
klenfreie Grammatik Konstanten a und b existieren, so dass (A==w) =

(i < alw| +0)

Insgesamt erhalten wir, dass fiir jede zyklenfreie Grammatik die Anzahl
der Ableitungsbdume eines Wortes w durch | P|**I** beschriinkt ist

Mit n := |w]| erhalten wir |P|alwI+b = 2(an+b)log[P| — 96(n) " wobhei log der
Logarithmus zur Basis 2 ist.

q. e. d.

2.7 Mehrdeutigkeitsgrad und CFL

Sei k € N.

e Eine CFL L ist k-deutig :< jede Grammatik, die L erzeugt ist minde-
stens k-deutig und es gibt eine hochstens k-deutige Grammatik, die L

erzeugt.

4Wir erinnern uns, dass es zu jedem Ableitungsbaum genau eine Linksableitung gibt

und umgekehrt (siche Bemerkung 2.3.1 auf Seite 15).
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e Fiir k=1 sprechen wir von eindeutigen Sprachen (UCFL).
e Mit CFL(da(n)=k) bezeichnen wir die Menge aller k-deutigen CFL.

e Eine CFL L ist polynomiell vom Grad k mehrdeutig :& fiir jede CFG
G mit L=L(G) gilt G € CFG(da(n) = Q(n*)) und es gibt eine Gram-
matik aus CFG(da(n) = O(n*)) fiir L.

e Mit CFL(da(n) = ©(n*)) bezeichnen wir die Menge aller polynomiell
vom Grad k mehrdeutigen CFL.

e Eine CFL L ist exponentiell mehrdeutig :& fiir jede CFG G mit
L=L(G) gilt G € CFG(da(n) = 2%™) und es gibt eine Grammatik
aus CFG(da(n) = 2°M) fiir L.

e Mit CFL(da(n) = 2°™) bezeichnen wir die Menge aller exponentiell
mehrdeutigen CFL.

e Mit CFL(Eigenschaft) bezeichnen wir die Menge aller Sprachen, die die
Bedingung " ‘Figenschaft”” erfiillen.

Bemerkung 2.7.1 Da man Zyklen aus einer Grammatik effizient entfer-
nen® kann, folgt aus Satz 2.6.1 (auf Seite 20), dass es keine mehrdeutigen
Sprachen geben kann, deren Mehrdeutigkeitsqrade grofier als 2™ sind (wie
z. B. ©(n"™)). Auflerdem wissen wir aus [10], dass es keine Grammatiken
(und somit keine Sprachen) gibt, deren Mehrdeutigkeit stirker als polyno-
miell, aber schwicher als exponentiell wichst (wie z. B. ©(2Y™)). Deshalb
untersuchen wir hauptsachlich konstant mehrdeutige, polynomiell mehrdeuti-
ge und exponentiell mehrdeutige Grammatiken und Sprachen, womit wir uns

in den nachsten drei Kapiteln beschdftigen werden.

®Niheres siehe [9]



Kapitel 3

Konstant mehrdeutige

Grammatiken und Sprachen

3.1 Motivation

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Frage, ob es fir ei-
ne (k+1)-deutige CFG eine dquivalente k-deutige CFG gibt, wobei k
eine Konstante aus ist. Zuerst betrachten wir die kontextfreie Gram-
matik G = ({S},{(,)},{S — SS|(9)|e},S) Diese Grammatik erzeugt
alle wohlgeformten Klammerausdriicke und ist mehrdeutig vom Grad
unendlich. Sie ist allerdings é&quivalent zur eindeutigen Grammatik
G = ({SHL{)}L{S — (S)S|e}, ) Es ist uns also gelungen, fiir die
mehrdeutige Grammatik G eine aquivalente eindeutige Grammatik G
zu finden. Dies geht in allgemein nicht, denn MAURER hat in [8] fiir
jedes k aus die Existenz einer k-deutigen Sprache nachgewiesen. Diese

Y

bekannte Tatsache beweisen wir eleganter: wir benutzen eine ”‘einfache-

re”’ Sprache und eine ”‘bessere”’ Beweisidee (OGDEN’s Lemma'). Wir zeigen

'Als MAURER den Beweis ausfiihrte, existierte OGDEN’s Lemma noch nicht.
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3.2 Existenz k-deutige Sprachen

Satz 3.2.1 Sei k eine Konstante aus N . Es gibt k—deutige Sprachen.

Beweis Sei k eine Konstante aus N. Wir betrachten die Sprache
Ly == {a™b"by .. b % m,my,ma, ... my, > 1,3 @ mit m = my;} . Fir
k=1 erhalten wir die (bekannte) eindeutige Sprache L; := {a™b}"|m > 1}.
Seien k£ > 2 und G=(N, X, P, S) eine CFG fiir L;. Sei h die Konstante
aus OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1 auf Seite 16) fiir die Grammatik G. Wir

betrachten die Worter z; aus L, der Form

ho, firj=i

2 = "ok b mit by o= fir i=1,... .,k

h+h! , sonst
und markieren alle a’s. Sei nun z; = u;v;w;x;y; die nach OGDEN’s Lemma

(Satz 2.4.1 auf Seite 16) existierende Zerlegung. Zuerst zeigen wir

Lemma 3.2.1 Fir die nach OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1 auf Seite 16) exi-

stierende Zerleqgung z; = u;v;w;x;y; gilt:

u; = a’ 1<r,<h-2,
v; = a® 1<s;<h-—2,
w; = alsimph T ph iyl 0<t;<h-1,
x; = b}

_ ph—si—tizh+th! h+h!
yl_bz ¢ lbz_,’_l ...bk, .
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Beweis (Lemma 3.2.1) Aus OGDEN’s Lemma folgt: Entweder treten
sowohl in u; als auch in v; markierte Positionen von z; auf oder es treten
sowohl in z; als auch in y; markierte Positionen von z; auf.

Wenn sowohl z; als auch y; markierte Positionen haben, dann ist z; € a™,
denn w; hat gemafl OGDEN’s Lemma mindestens eine markierte Position und
x; kommt zwischen w; und y; in z; vor.

Da v; in z; links von w; vorkommt, gilt v; € a*.

Daraus folgt, dass v;z; = a® mit 1 < s < h — 2. Damit ist aber z :=
wviwirdy; = alte bt BT bt ¢ L. Dies fiihrt zu einem

Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma. Damit folgt: x; und y;
haben nicht beide markierte Positionen. D. h. sowohl w; als auch v; miissen
markierte Positionen haben. Da w; mindestens eine markierte Position hat,
folgt v; € at. Damit ist v; = a®, wobei 1 < s < h — 2.

Damit z := uvw;z?y; € Ly, ist, miissen im Wort Z die Terminale a, by,. .. by
in dieser Reihenfolge vorkommen. Damit enthélt z; nur Terminale eines Typs.
Das heifit, z; € a*UbjU- - -Ub;. Damit kommen fiir z; folgende Félle in Frage
(Siehe Tabelle 3.1 auf die Seite 25):

a" Pt bl | b b | Widerspruch
Fall 1 | w;v,w;x; Ui ULUZQ wfo yi & Ly,
Fall 2 W;V; T; Uz‘UZ-Q wix% yi & Ly,
Fall 3 U V; T uviw;ry; & L
Fall 4 U;V; T kein Widerspruch

Tabelle 3.1: Zerlegung von z; in w;v;w;x;y;

Fall 1 xz;, =coder z; €a™.

Pbstlalpptht PR b
7

o oilt T o 1 Zan e —
Hier gilt z := wv;w;z;y; = a i

Da u; und w; jeweils mindestens eine markierte Position (also mindestens ein
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a) haben, folgt s+ |x;| < h—2. Daraus folgt h < h+ s+ |z;| < h+ h!. Damit
ist 7 := woiwiady; = alterielpitht L pht it it ¢ Ly Dies fithrt

zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Fall 2 z;€bf mit 1 <r <i-—1

Es gilt 7 := uvlwaly; = ahtspitht pitetied phaiiphpheht  pheht gop,
denn 1 < s < h — 2. Dies fithrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von

OGDEN’s Lemma.

Fall 3 z;€bmiti+1<r<k

Es gilt fiir das Wort z = uviwrty; =
hsphthl  phthlphphthl  phthltle] g hthl e .
a oy bbb by by ¢ Lj. Dies fitlhrt zu einem

Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Fall 4 z;€b dhz;=0b mit 1 <t<h
Die Falle 1, 2 und 3 konnen nicht eintreten. Es muss also Fall 4 eintreten.

o S 20 2
Fir das Wort 2 := u,v;w;x;y;

gilt:

#a(z) =h+s

t, (2) = h+ hl fiir j #
#,,(Z) =h+1

Da aber Z := uv?w;x?y; in Ly, sein muss (wegen OGDEN’s Lemma), erhalten
wir t=s. Bisher haben wir gezeigt: Fiir jede Zerlegung von z; in w;v;w;x;y;,
die die Bedingungen vom OGDEN’s Lemma erfiillt, muss gelten:

vi=a’und x; =0 mit 1 <s < h—2.

Daraus folgt:



Konstant mehrdeutige Grammatiken und Sprachen 27

u; = a” 1<r;<h-—2,
v; = a’ 1<s;,<h-—2,
w; = alsiTTph kil 0<t;<h-—1,
x; = b}

_ ph—si—t;ph+th! heth!
y; = s hpERt | pheht

q. e. d.
Wir setzen nun den Beweis von Satz 3.2.1 fort.
Aus Satz 2.4.1 (auf Seite 16) folgt, dass es ein A; aus N geben muss, so dass

+ + +
S = w; Ay = wivAiriy; = Wiy = %

Damit hat jeder Ableitungsbaum B; mit der Front z; in G einen A;—
Pumpbaum, welcher die Anzahl der Symbole a’s und b;’s in z; gleichméafig
erh6ht. Somit sieht der Ableitungsbaum B; wie folgt aus (sieche Abbildung 3.1
auf die Seite 28):



Konstant mehrdeutige Grammatiken und Sprachen 28

S
Uj A; Yi
T. h—s;—t; .h-+h! h4-h!
CL o bl v Lbz+1 DY bk
U; A; X
as w; bfl

h—si—r;phthl  phthlpt;
a ST L b,

Abbildung 3.1: Ableitungsbaum B; mit A;~Pumpbaum fir z;, :=
a"by B b

Pumpen wir den A;-Pumpbaum (des Baumes B;) ¢ = 2 +1

Si

mal, erhalten wir einen Ableitungsbaum 7; in G fir das Wort z :=

althphthtpheht = pi+ht Der Ableitungsbaum 7j ist in der Abbildung 3.2 auf

die Seite 29 dargestellt.
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S
Ui A Yi
|

a” A G e

% %

v; A T
| | |
(@) w )

h—s;—r; Lh+h! h-+h!1t;
a s b,

Abbildung 3.2: Ableitungsbaum T; fiir z:=a" il - prth!

Verwenden wir die gleiche Argumentation fir alle Worter zq, zs,...,
zx, dann erhalten wir k Ableitungsbdume Ty, Ts,..., T} fiir das Wort

! | !
5 = ah+h.bill+h.bi21+h.

...bZ*h! in G. Als néichstes beweisen wir, dass diese
k Ableitungsbaume paarweise verschieden sind, indem wir fiir ¢ # j €
{1,2,...,k} zeigen, dass die Ableitungsbdume 7; und 7; fir das Wort

| ! ! | . . .
al R pRTIhR  pi Y verschieden sind. Nehmen wir nun an, dass

z =
die Ableitungsbiume 7; und Tj fiir das Wort z := a"*Mpitrphtht - phth!
gleich waren, also gleich einem Ableitungsbaum T. Dieser Ableitungsbaum
T miisste sowohl einen A;— als auch einen A;~Pumpbaum haben. Wir konnen
ausschliefien, dass der Knoten A; links vom Knoten A; im Baum T vorkommt,
sonst erhielten wir ein Wort in Ly, in dem b;’s vor a’s vorkdmen (siehe Ab-

bildung 3.3 auf die Seite 30). Analog gilt es fiir A; rechts von A;. Es bleiben

somit zwei Falle zu untersuchen: Der Knoten A; ist ein Nachfolger des Kno-
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tens A; im Baum T bzw. der Knoten A; ist ein Nachfolger des Knotens A;
im Baum T (sieche Abbildung 3.4 auf die Seite 31). Diese beiden Faille sind

ahnlich, deshalb untersuchen wir nur den letzten Fall.

S
U; A; w A, Yj
g @ 9 a
vl w; vy wp T
b at

Abbildung 3.3: A; kommt im Baum T links von A; vor
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S
U A Yj
v;]’ A, mjj
u Aj y

Abbildung 3.4: A; ist Nachfolger von A; im Baum T fiir

| | ! !
z=a TR

Hier erhalten wir:

= ujv?j Aj:r;g.j Y;
= v uAyry;
£ U, v?j vl wix?"yx?j Y;

ZGLk

Es gilt: #4.(2) = #b,.(2) =h+h! Yre{l,....4,...,5,...,k}
Pumpen wir den A;~Pumpbaum ¢;+1 mal und den A;,~Pumpbaum ¢;+1

mal, dann erhalten wir :
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s = uj Ay,

== Ujvgj+1AjI?j+1yj

= U JJ uAZyx lyj

N ujvjj+1uvgl+1 o xgﬂ-l ;

=  ZE L

wobei:

#.(2) = F#au2)+|v| + |vil = h+ R+ |uj| + v
#,(2) = Fu,(2) + |zi| = h+ R+ || <h+ Al + |vj] + |v]
#v,(2) = #v,(2) + 2] = h+ R+ |v;| < h+ b4 |v;| + |
#,.(2) = #u(2)=h+hl <h+hl+|v;|+|v| Vreij}

Es gibt also kein r € {1,2,...,k}, so dass #4(2) = #,(Z). Das ist ein

+1 i+1 1 +1 =
AR VTR I yri " y; =z € Ly

Widerspruch zu ;v k

Insgesamt haben wir bewiesen, dass fiir jede Grammatik G fiir Ly
dag(n) > k gilt. Damit ist jede Grammatik fiir L, mindestens k—deutig.

Ob es aber eine k—deutige Grammatik fiir Ly gibt, wissen wir noch nicht.

3.3 Eine k—deutige Grammatik fur L,

Wir geben nun eine k—deutige Grammatik fiir L, an. Dazu betrachten wir

die Grammatik Gp:=(N, X, P, S) mit:

o N:= {S}O{Slas%"'7Sk}D{A17A27"'7Ak}D{BlvB2J"'7Bk}D{T17T27'"

° )= {(I,bl,bg, ceey bk},
e Die Regeln von P sind:

T}
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(2) S; — aTibiBiyy fir 1 <i<k-—1
(3) Sk — aTyby

(4) T, — aTb, fiw 1 < i < k

(5) Th — ¢

(6) T, - A fur2<i<k

(7) A; — Abi|A; b fir 2 <1<k

(8) A1 — A1yl

(9) B; — b;Bi|b;Biyq fr 1 <i<k—1

(10) Bk — kak|bk:

Zuerst machen wir eine Beobachtung. Aus A; koénnen nur die
Worter b7"052...0;" abgeleitet werden, aus B; konnen nur die Worter
Vb L. b abgeleitet werden.

Um aus dem Startsymbol S abzuleiten, miissen wir mit einer Produktion
vom Typ (1) anfangen. Dabei haben wir die Wahl zwischen k Produktionen.
Durch die Entscheidung fiir eine (oder mehrere) Produktion(en) vom Typ

(1) legen wir unsere Vorgehensweise fiir die weitere Ableitung fest (siche

Abbildung 3.5 auf die Seite 34).



Konstant mehrdeutige Grammatiken und Sprachen 34

S1 2 aTiby By "= @ T By 2 am b By Y bt b

2 —1)x4 6
S; — aTib; By iy a™Tib]" Biy1 — a™A;_1b]" By
Tx8 9%10 .
=5 amby b BBy = a™b L bbb b 2 <i <k —1

3 (m—l)*4 6 *Tx8 + +
Sy — alypby,  —  a™Tpby — a™ A1 b — a™b] ... b b

Abbildung 3.5: Ableitungsschema der Grammatik Gy,

Da es insgesamt k Produktionen vom Typ (1) gibt, kann es fiir jedes
Wort w € L(Gy) hochstens k Linksableitungen geben. Wie man leicht er-
kennen kann, gibt es fiir das Wort a™b"05" ... b]" genau k Linksableitungen.
Das heifit, G, ist k—deutig.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass die Sprache Ly k—deutig ist.

q. e. d.

Bemerkung 3.3.1 Es st mdglich eine k-deutige Sprache 7iber ei-
nem  Alphabet anzugeben, so dass wvon k wunabhdangig ist, d. h.
mit  fivem Alphabet Y. Fin Beispiel dafir ist die Sprache Z; =

{a™mb™cb™2c. . D™ c|m,my, ma, ..., my > 1,3 0 mit m=m;}



Kapitel 4

Exponentiell mehrdeutige

Grammatiken und Sprachen

4.1 Motivation

Es ist nicht schwer, eine exponentiell mehrdeutige Grammatik anzugeben,
denn fiir die Grammatik G; = ({S},{a,1: S — aS,2: S — aSa,3: S —
a},S) gilt :

L(Gy) = {a"|n € N},

dag,(a) =1, dag, (aa) = 2, dag, (aaa) = 3,

dag, (a*) = dag, (a"1) + dag, (a"?) fiir i > 3.
N—— N———
falls man mit 1 beginnt falls man mit 2 beginnt

Das heift, dag, (a’) sind die Fibonacci Zahlen Fib(i), also exponentiell in

Diese exponentiell mehrdeutige Grammatik G ist allerdings dquivalent
zur eindeutigen Grammatik Gy = ({S}, {a}, {S — aS]a}, S). Damit ist die
Sprache L(G1) nicht exponentiell mehrdeutig. Dieses negative Beispiel hin-

dert uns nicht daran, die Existenz von exponentiell mehrdeutigen Sprachen
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nachzuweisen.

4.2 Existenz exponentiell mehrdeutige Spra-
chen

Satz 4.2.1 FEs gibt exponentiell mehrdeutige Sprachen.

Beweis Sei L = {a'b'd|i,j > 1} U{a'V/c|i,j > 1}. Wir zeigen, dass die
Sprache L* exponentiell mehrdeutig ist. Sei G=(N, X, P, S) eine CFG fiir L*.
Im ersten Teil des Beweises benutzen wir das Beweisprinzip von OGDEN’s
Lemma wie in [9, Seitel93, Theorem 2.24], [7, Seite 157] bzw. [12, Seite
78]. Dazu sei h die Konstante aus OGDEN’s Lemma fiir die Grammatik G.
Wir betrachten die Wérter aus {ab"c"™™, a"bhMch}* wobei k € N. Sei
= 212y... 2, mit z; € {a""M ahph MY i€ {1,...k}. Da 2z € L
ist, gibt es in G einen Ableitungsbaum B(z) mit der Wurzel S und der Front
z. Wir markieren alle a’s in jedem z;. Fiir jedes i € {1,2,...,k} ist die
Anzahl der markierten Positionen in z; mindestens h, deshalb kénnen wir
—gemafl dem Konstruktionsverfahren im Beweis von OGDEN’s Lemma wie in
[9, Seitel93, Theorem 2.24], [7, Seite 157] bzw. [12, Seite 78]- einen Pfad m;
im Baum B(z) von der Wurzel S zu einem Blatt in z; konstruieren, dabei
betrachten wir nur die a’s von z; als markiert. Der Pfad m; enthalt unter
seinem letzten |N|+1 z-Verzweigungsknoten! mindestens zwei, die mit der

gleichen Variable A; markiert sind, so dass folgendes gilt:

+. A A+ A P N ~

IEin z;—Verzweigungsknoten ist ein Knoten, der mindestens zwei Séhne mit markierten

Nachkommen in z; hat.
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2. In w; tritt mindestens eine der h markierten Positionen von z; auf.

3. Entweder treten sowohl in w; als auch in v; markierte Positionen von
z; auf oder es treten sowohl in x; als auch in g; markierte Positionen

von z; auf.

4. In v;w;x; treten hochstens h der markierten Positionen von z; auf,

5.
+ I
+ - -
— UV AL
+
-
o 0t A 0,
=  WV; AT, Y;
== wvjwxly; € L* wobei q € No.

(insbesondere fiir =0 gilt S = U; Ay = W;w;Y;)

Der Pfad 7; und die Zerlegung z = w;v;w;z;y; sind in der Abbildung 4.1
auf die Seite 37 illustriert.

Abbildung 4.1: Hlustration des Pfades m; und die Zerlegung z= u;v;w;x;y;

Als néchstes zeigen wir das
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Lemma 4.2.1 Fur die nach OGDEN’s Lemma ezistierende Zerlegung z=
W VWY gilt:

falls z; = aPbPcPtP . = 21 ...z, u=a" und 1 <r; <h-—2,
v; = a 1<s;<h-—2,

w; = ah—ri—siph—si—t 0<t;<h- 1,

€T, = bsi,
Ui = YiZis1 - - 2k y; = bl
falls z; = aPbPth'eP o 0 = 2 ...z u;=a"  und 1 <r; <h-—2,
v; = a® 1<s;<h-2,
w; = al—rimsiphthlct 0<t;<h-1,
Ty = C%,
Ui = YiZit1 -+ - 2k Yy = chti=si,

Beweis (Lemma 4.2.1)

Wir behandeln nur den Fall z; = ab"c"™ (der Fall z; = a"b"*"c" wird
analog behandelt.). Es gilt:

Entweder treten sowohl in 1; als auch in v; markierte Positionen von z; auf
oder es treten sowohl in z; als auch in y; markierte Positionen von z; auf.
Wenn sowohl in x; als auch in y; markierte Positionen von z; auftreten, dann
ist z; € at und z; € z;, denn w; hat gemafl OGDEN’s Lemma mindestens
eine markierte Position von z; und x; kommt zwischen w; und g; in z vor.
Seiz;=a*€zmit 1 <s<h-—2.

Daraus folgt: w; endet mit einem a aus z; und 9; = a'b"c"*" 2, ... 2, wobei
1 <t < h—2. Fiir v; kommen folgende Moglichkeiten in Frage: (v; € a* und
v; € z;) oder (v; beginnt mit einem Zeichen aus 2 ...z;_1).

Ist o € a* und v € 2, dann ist  dolwriy; =

. | . . |
21 .. zialh sl ety g ¢ LY weil gt sttt ¢ L denn
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1 < s+ |v;] < h—2. Dies fithrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von
OGDEN’s Lemma.

h—s—t

Beginnt v; mit einem Zeichen aus z;...z;_1, so ist v;w; = vca , wobei

das Terminal ¢ das letzte Zeichen c in z;_; ist. Dann gilt:

dzvngxggz = UV VW T3
= dvvea*tatatatbh M 2 L,
= dyvvea b 2y Lz & LY
weil a"*sichtM ¢ L

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Damit folgt: x; und g; haben nicht beide markierte Positionen von z;. D.
h. sowohl u; als auch v; miissen markierte Positionen von z; haben. Da w;
mindestens eine markierte Position von z; hat und v; zwischen 4; und w; in
z vorkommt, folgt v; = a® € z;, wobei 1 < s < h — 2.
Daraus folgt: w; beginnt mit einem a aus z; und u; = 21...2z_1a" , wobei

1 <r < h—2ist. Wir behandeln zunéachst zwei mogliche Félle fiir z;:

o Ist = a* und € 2z, so st dwiwa?y; =
. | . . |

21. .. zialTetlmlpheh bty o ¢ LY, weil gt ttlmlpheitht g

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s

Lemma.

e Endet x; mit einem Zeichen aus z;.1...2;, so ist wx; =
—r_ | . . . .
a"rsbhe M g, wobei das a das erste a in 2, ist. Dann gilt aber
> 2oy 20y — vy ..y
uzvi U}ZZEZ- yz - uzvzvzwzle‘zyz

—r— | A
= z1...ziqa"a*ata" T M aga g

= Z1... zi,lah“bhch%!al’l’iﬁi ¢ L*v
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wegen dem Teilwort a"*sp/ch+"

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Damit gilt: x; € z;, x; #ec und z; € a™.
Ist z; € a™b™ oder x; € bte™, so ist x;x; € atbTa™bT oder z;z; € bTeTbTet.
Damit ist 4;0?w;x2y; ¢ L*. Dies fithrt zu einem Widerspruch zu der Aussage
von OGDEN’s Lemma.

Ist z;, € atbtet, so ist w; = a', v, = a7 57" und y, =

M=z 2k, wobei 1 < A < h + hl. Hier gilt

A 2 2 A . A A
UV W7y = WUV WY
o —
= z... Zi_laT(lSasatCLh r sbhc/\ch-‘rh. A

g |
= 21...zia"sbhAah s A Yy 2 € LY

Zi4+1 - - Rk

weil a" 5Tt ¢ L (beachte aTbtc* € L fiir h+ s = \). Dies fiihrt zu
einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Bisher haben wir gezeigt: (z; € b™ oder z; € ¢™) und z; € z;.

Ist (r; € «¢") uwnd (x; € z), so ist wiwarly, =
21 ... zioal bRl ¢ L*. Daraus folgt (z; € b)) und
(x; € z). Da auBerdem gelten muss, dass das Wort d;v2w;x2y; in L* sein
muss, folgt |v;| = |z;| = s.

Damit erhalten wir.

A

WU = 21 ... Zi—1U; uy=a""und 1 <r;<h-—2,
v; = a 1<s<h-2,

w; = ah~risiphsict 0 < < h— 1,

z; = b*,

N — _ 1t; Jh+h!
Ui = YiZig1-- - 2k y; = bl
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Wir setzen nun den Beweis von Satz 4.2.1 Seite 36 auf fort. Wegen
A; == v A;x; und vawr; € z hat der Ableitungsbaum B(z) einen A;—
Pumpbaum, dessen Front v;w;x; vollstandig in z; enthalten ist. Diese Tat-
sache gilt fiir jedes ¢ € {1,2,...,k}. Daraus folgt, dass der Ableitungsbaum
B(z) k nebeneinander—stehende A;—, As—,..., Ap—Pumpbiume hat. Damit
sieht der Ableitungsbaum B(z) mit der Front z wie folgt aus (siehe Abbil-
dung 4.2 auf die Seite 41):

S
Uy A1 AQ e Ak
(%) A1 1 U2 A2 i) Vk Ak T
| | |
wq Wa Wy,

Abbildung 4.2: Ein Ableitungsbaum B(z) fiir ein z aus {a"b"c" " ahbh+hich)k

Aus dem Ableitungsbaum B(z) erhalten wir eine Ableitung fiir das Wort

z, die folgendermaflen aussieht:
S == g Ay us Asyatis . . . YUk Aryi (4.2.1)

wobei A; == v; Ay, und A; = w; fiir alle i aus {1,2,...,k}.

Pumpen wir nun jeden 4;-Pumpbaum des Baumes B(z) ¢; := % 41 mal,

Si

so erhalten wir einen Ableitungsbaum T(z) mit der Front (a"+h'ph+h!ch+htyk

(siche Abbildung 4.3 auf die Seite 42).
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S
Uy Al AQ Ak
q1 q1 q2 q2 qk qk
vt Ay ozl v Ay g vl Ay o)
w1 W2 W

Abbildung 4.3: Jeden A;~Pumpbaum von B(z) pumpen ergibt einen Ablei-

tungsbaum T(z) fiir das Wort (a0 pithich+ht)k

Aus dem Ableitungsbaum T(z) fiir das Wort (a"Fhph M 1k erhilt man

folgende Ableitung:

S - ur v A1 yrugvd® AsxPysus . . yp_1ur vt A it yy,
=N (P R T
i s v Az
i = wi
Vie {1,2,... k. (4.2.2)

Hierbei ist zu beachten, dass jeder A,~Pumpbaum die Anzahl der Symbole
in v; und z; von z; gleichméfig erhoht.

Seien nun z, Z aus {a"b"c"M, "M YR mit 2 # 2. Wir zeigen, dass die
Ableitungsbaume T(z) und T(Z) verschieden sind. Es gilt : z = z129... 2
und Z = Z1 %29 ... 2.

z# Z=esgibteini e {l,... k} mit z # 2.

: | . '
O. B. d. A. sei z; = a""c"*™ und 3z, = a"bP M.
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Der Ableitungsbaum T(z) hat geméf (4.2.2) folgende Ableitung:

| | INg— i i | ! ! —1
+ | -+ | -+ 1\Ni— qi qi ! | | —1

(ah+h!bh+h!ch+h!)k c L~

Analog hat der Ableitungsbaum T(Z) folgende Ableitung:

+ | | Ns—T1 ~ ~G A ~ G ~ ] | | i

S = (ah+h.bh+h.ch+h.)z luiviqlAiziqlyi<ah+h.bh+h.ch+h.)k i
y ~ ~ s o~ ~ q: ~ ,

- (ah+h!bh-i—hlch—i—h!)z—luiviqz wi‘riql Ui (ah—i-h!bh—l—hlch—i-h!)k—z

| | |
= (ah+h.bh+h‘ch+h.)k c L*.

Nehmen wir an, dass die Ableitungsbdume T(z) und T(Z) fiir das Wort
(ahthiphthich+hk oleich wiren, also gleich einem Ableitungsbaum T(z,Z).
Dieser Ableitungsbaum T(z,Z) mit der Front (a" " +h ch+1F miisste sowohl
einen A,— als auch einen fli—Pumpbaum haben. Damit konnen wir folgende

Falle unterscheiden:

1. Der Knoten A; kommt links vom Knoten A; im T(z,Z) vor (siehe Ab-
bildung 4.4 auf die Seite 44)

2. Der Knoten A; kommt rechts vom Knoten A; im Baum T(z,%) vor.

3. Der Knoten A; ist ein Nachfolger des Knotens A, (sieche Abbildung 4.5
auf die Seite 45)

4. Der Knoten A, ist ein Nachfolger des Knotens A;

Der 1. und 2. Fall (bzw. 3. und 4.) sind dhnlich, deshalb behandeln wir nur

den 1. sowie den 3. Fall.
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Fiir den 1. Fall sieht der Baum T(z,2) wie folgt aus (sieche Abbildung 4.4
auf die Seite 44):

S
| ! 1Ng— ~ ~ - | | o
(ah+h.bh+h.ch+h.)z lui Az Ywi; Az yi<ah+h!bh+h'6h+h')k i
qi i ~qi ~di

Abbildung 4.4: Der Knoten A4; kommt links vom Knoten A; im T'(z, 2) vor

Hier hétte die Front des Baumes T(z,Z) mindestens (k+1) Teilworter der

h+h!bh+h!ch+h!

Form a , im Widerspruch zur Tatsache, dass die Front gleich

dem Wort (atHphthich+hiyk jst,
Fiir den 3. Fall sieht der Baum T(z,2) wie folgt aus (siehe Abbildung 4.5
auf die Seite 45):
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S
(ah*hiph+hl chhtyi=1gg, A, Gi (@ pheth! chethtyh—i
ﬁlfh Az :EZQi
u Aj y
vl w; ki

Abbildung 4.5: Der Knoten A, ist ein Nachfolger des Knotens A;

Hier erhalten wir:

| | | ~ ~ (. | | N\k—i
ah+h.bh+h.ch+h i— 1U U; qi A ZL’ qu ( h+h.bh+h.ch+h.)k 7

! | | ~ ~ (. ~ {: ~ | | | —q
ah+h‘bh+h‘ch+h i— lu U; luAiyxiql yi(ah+h‘bh+h‘ch+h‘)k 1

a ( h+h!bh+h!ch+h!)k—z

a0 ol Ay g

Bl b e

—_—~ o~ o~ o~

)
)
h—i—h!bh—i-h!ch—i-h')z 1
ah+h!bh+h!ch+h')z 1

~ 1 ! ! —
;0 uv w :L“ yxz yi(ah+h'bh+h'ch+h')k i
NS g

-~

t1
! | INg— | | | —1
(ah—l-h.bh—i-h.ch—i-h. )z 1t1 (ah+h.bh+h.ch+h. )k i c *

Da die Front des Baumes T(z,Z) dem Wort (a"Mp*+h chthk entspricht,
folgt t, = qhthiph+h! hth!

Im Baum T(z,Z) kénnen wir aber auch den A,—Pumpbaum ¢; + 1 mal und
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den A;~Pumpbaum ¢; + 1 mal pumpen. Dann gilt aber:

S (ah+h!bh+h!ch+h')z 1,7+ lA Fs qﬁ-ly( h+h!bh+hlch+h!)k—i
. (ah+hphhlch+htyi=1y Ly Ay B (qhthiphetht cheht i
é (ah+h!bh+h!ch+h')z L0, g+ qz+1A x%""lyfiffﬂrlgi(ah+h!bh+h!ch+h!)k*i
Sy (ahhiph+h! chthtyiz 132 uvlqﬁlwi$gi+1yfidi+1y~£(ah+h!bh+hlch+h!)kﬂ'
ta
_ (ah+hphhl chhtyi=1p, (qh+hiph+hl hthlye=i  [x
wobei
H#a(ta) = #Halty) + 0] + |vi| = h+ bl + || + |vs
#o(ta) = #alt1) + |2l =h+ Dl + |vj]
#c(t2) = Faltr) +|Ti| = h + Al + [5;]

Das heifit, #,(t2) # #u(t2) und #,(t2) # #.(t2) Damit gilt to ¢ L Dies
steht im Widerspruch zu (@ phth hthlYi=ig, (qhthphthl il yk=i ¢ [«
Insgesamt konnen wir schlieflen, dass T(z) und T(Z) verschieden sind.
Da es insgesamt 2% verschiedene Worter {abhc 1 ahpthichlk gibt, hat das
Wort (a M pthichthtr mindestens 2% verschiedene Ableitungsbédume in jeder

Grammatik G fur L*.

Fiir jede Grammatik G von L* und k € N haben wir gezeigt :
dag((a e YRy > ok, (4.2.3)
Aus n = |(a TR ARYE] = 3k (B + B!) folgt .
n

" 3(h+ Al
Kombiniert man (4.2.3) und (4.2.4), kann man folgern:

(4.2.4)

Fir jede Grammatik G von L* und k € N gilt :

dag(n) > 25w+ (4.2.5)
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d.h.

n
3(h+ h!)
Somit gilt, dass jede Grammatik fiir L* 2" -deutig ist. Da es keine

dag(n) > 2, wobei ¢ := (4.2.6)

mehrdeutigen Sprachen geben kann, deren Mehrdeutigkeitsgrade groflier als
20 gind (siche Bemerkung 2.7.1 auf die Seite 22), kénnen wir daraus

schlieflen, dass L* exponentiell mehrdeutig ist.

q. e. d.

Bemerkung 4.2.1 HARRISON betrachtete in [2, Seiten 241-242] die Spra-
che (Lo U Ly)", wobei Ly := {a'b'd|i,j > 1} und Ly := {a'bd|i,j > 1}
ist. Zuerst zeigte er, dass fiir jedes w1 € (Lo U L)k, i = 1,2, ky, ky > 0
das Wort woa®b*c*Pws mindestens 2 Ableitungen in jeder Grammatik fiir
(Lo U L1)™ hat, wobei p = po! und py die Konstante aus OGDEN’s Lemma
fir die Grammatik G fir (LoU Ly)™ ist. Ferner behauptete er, dass das Wort
(a®Pb3Pc*P)" mindestens 2" Ableitungen in jeder Grammatik fiir (Lo U Ly)"
hat. Dies begriindete er damit, dass jedes der n Teilworter a*’b**c® sich
auf mindestens zwei verschiedene Weisen ableiten ldsst. Diese Argumenta-
tion lasst sich aber ohne weiteres auch auf die Sprache L{ U L} anwenden.
Man wirde damit zeigen, dass Ly U LT 2" —deutig ist, was nicht korrekt ist,
denn Ly U LY ist 2-deutig. Harrison hat versdumt zu zeigen, dass die zwes
Ableitungen fiir wya®Pb®c3Pws sich von den zwei Ableitungen w,a®?b*Pc*Puws
unterscheiden, falls wy # wo oder ws # ws . Damit hat Harrison nicht
bewiesen, dass eine Ableitung fir (a®®b**c*)™ unter der Betrachtung eines
Teilwortes a*®b3c3P unabhingig von einer Ableitung unter Betrachtung eines
anderen Teilwortes a®*b3c® ist. Der Beweis in [2] ist also unvollstindig. In
dieser Arbeit betrachteten wir dagegen die 2% Ableitungsbiume der 28 Worter
hphhtht ghphhlchyk

der Form {a in jeder Grammatik G fur die Sprache L*,
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wobei h die Konstante aus OGDEN’s Lemma fur die Grammatik G fir die
Sprache L* ist. Wir haben bewiesen, dass diese 2F Ableitungsbiume sich zu

2F werschiedenen Ableitungsbiumen fiir das Wort a T phthchth!

aufpumpen
lassen. Wire der Beweis von Harrison dafiir, dass (Lo U Ly)" 2" —deutig ist,
vollstindig, so konnten wir mit viel weniger Aufwand zeigen, dass L* expo-

nentiell mehrdeutiq ist.

4.3 Die Sprache L* ist nicht 2“'—deutig

Mit Hilfe von OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1auf Seite 16) haben wir gezeigt,
dass der Mehrdeutigkeitsgrad jeder Grammatik G fiir die Sprache L* minde-
stens 2" ist, wobei n die Lange eines Wortes aus L* und ¢ = m ist (siehe
Gleichung (4.2.6)). Wir bemerken, dass ¢ von der Konstante h aus OGDEN’s
Lemma (also von der Grammatik) abhéngt. Es stellt sich aber die Frage,
ob wir eine (exponentielle) untere Schranke 2" fiir die Mehrdeutigkeit der
Sprache L* finden, die von keiner Grammatik abhangt. Anders ausgedriickt:
Konnen wir ein ¢ aus R, finden, so dass L* 2"—deutig ist? Wir zeigen, dass
dies nicht moglich ist, indem wir fiir jedes gegebene ¢ aus R, eine Gramma-

tik G fiir L* entwerfen, so dass jedes Wort der Lange n aus L* hochstens 27

Ableitungsbaume in G hat. Wir beweisen den Satz

Satz 4.3.1 Die Sprache L* ist zwar exponentiell mehrdeutig, aber es gibt

kein ¢ aus Ry, so dass L* 2°"—deutiq ist.

Beweis Die Beweisidee ist denkbar einfach. Zunichst entwerfen wir eine

Grammatik G fiir L, so dass fir jedes w aus L gilt:
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=1 ,falls Jw| < k
dag(w) (4.3.1)

<2 , sonst

wobei k eine Konstante aus N ist, die wir spéater geeignet festlegen werden.
Danach konstruieren wir mit Hilfe der Grammatik G eine Grammatik G

fiir L*, die uns zweierlei garantiert:

e Zum einen konnen die Worter der Sprache L (und somit L*), deren
Lange kleiner als k ist, eindeutig erzeugt werden. Das leere Wort ¢ ist

zwar in L*, aber nicht in L, lasst sich aber eindeutig in G erzeugen.

e Zum anderen bestehen die Worter aus L*, deren Lange n grofler als

k ist, aus hochstens 7 Wortern aus L und haben deshalb hochstens
2% Ableitungsbidume in G , weil jedes Wort aus L hochstens 2 Ablei-

tungsbaume in G hat.

Wir fithren nun den Beweis formal aus:

Sei G := ({S, A, B, D, E},{a,b,c}, P, S). Die Regeln von P sind:

(1) S — wle, wobei w € L und |w| < k

(2) S — aibich 2 A, wobei 1 <i <
A — c|cA

o3

(3) S — b2 B¢t wobei 1 < i <
B — b|bB

[SIES

(4) S — a/ DV A, wobei j = {%J
D — aDb|ab



Exponentiell mehrdeutige Grammatiken und Sprachen 50

(5) S — a/Bcl, wobei j = | &|
E — aEclaBe

Wir machen folgende Beobachtungen:

e Produktionstyp (1) leitet alle Worter w aus L ab, mit |w| < k.

e Produktionstyp (2) leitet alle Worter w aus L ab, mit |w| > k und
#a(w) = #(w) < .

e Produktionstyp (3) leitet alle Worter w aus L ab, mit |w| > k und
#a(w) = #(w) < §.

e Produktionstyp (4) leitet alle Worter w aus L ab, mit |w| > k und
#Hao(w) = F#p(w) > %

e Produktionstyp (5) leitet alle Worter w aus L ab, mit |w| > k und

#Hao(w) = #c(w) > g

Aus diesen Beobachtungen folgt unmittelbar:

o L =L(G).

2 ,falls |w] > k und #,(w) = #4(w) = #.(w)

1 , sonst

dag(w) =

womit die gestellte Bedingung (4.3.1) erfiillt ist.

Die Grammatik G := ({S}0{S, A, B, D, E},{a,b, ¢}, PU{S — SS|¢}, )
erzeugt die Sprache L*.

Sei nun w # ¢ ein Wort der Lange n aus L*. Es gilt w = wiws ... w,,

wobei w; € L, Vi € {1,2,...,m}.
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m

dag(w) _ Hdaé(wz) < 2Anzahl der wis mit |w;|>k (432)
i=1
Da es in w hochstens 2 w;’s mit |w;| > k gibt, folgt aus (4.3.2),

dass

dag(w) < 2k (4.3.3)

Wir wahlen nun k so, dass % < c gilt, das heifit, k > % Wir setzen

1
k= |- 4.3.4
B (43.4)
Dann erhalten wir
dag(n) <27 (4.3.5)

q. e. d.

Es ist interessant zu beobachten, dass wir fiir alle ¢ > 1 k=1 (wegen 4.3.4)
wahlen konnen. Das heifit, dass wir fiir alle ¢ > leine einzige Grammatik
G entwerfen kdnnen. Die Produktionsregeln dieser Grammatik G schen

folgendermaflen aus : siehe Tabelle 4.1 auf die Seite 51.

Regel 1 S — aDbA
Regel 2 S — aEc
Regel 3 | D — aDble
Regel 4 | E — aFEc|B
Regel 5 | A — cAlc
Regel 6 | B — b|bB

Tabelle 4.1: Produktionsregeln der Grammatik G
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Wir méchten die Konstruktion der Grammatik G verdeutlichen, indem
wir die Produktionen fiir ein gerades k (k=6) und fiir ein ungerades k (k=7)

explizit angeben.
Beispiel 4.3.1 (k=6)

1. S — abc|abec|abeec|abecee|aabbe|aabbec|

aaabbb|abbc|abbbe|abbbbc|aabec|aaacce

2. S — abececAlaabbecAlaaabbb A
A — c|cA

3. S — abbbbBc|aabbBeclaaaBece
B — bbB

4. S — aaaDbbbA
D — aDblab

5. S — aaaEccc

E — aFEclaBe
Beispiel 4.3.2 (k=7)

1. S — abe|abec|abeec|abecee|abeecec|aabbe|aabbee|aabbecee|aaabbbe)

abbc|abbbe|abbbbe|abbbbbe|aabec|aabbbec|aaabeee

2. S — abcceccAlaabbeceAlaaabbbeA
A — c|cA

3. S — abbbbbBc|aabbbBcc|aaabBece
B — bbB

4. S — aaaDbbbA
D — aDb|ab
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5. S — aaaEcce

E — aEclaBe

Bemerkung 4.3.1 Die Beweisidee von Satz 4.3.1 auf Seite 48, dass man
fiir jedes beliebig gegebene c eine Grammatik fir die Sprache L* konstruieren
kann, deren Mehrdeutigkeitsgrad unter 2" liegt, funktioniert nicht nur fur
die benutzte Sprache L*, sondern fiir jede exponentiell mehrdeutige Sprache
L der Form K* U E, wobei K eine k—deutige und E eine endliche Sprache
ist. Das heifit fir jede exponentiell mehrdeutige Sprache L der Form K*UFE,
wobet K eine k-deutige und E eine endliche Sprache ist, gibt es kein festes c

aus Ry | so dass L 2" —deutig ist. Es stellt sich folgendes offenes Problem.

Offenes Problem Gibt es iiberhaupt eine exponentiell mehrdeutige Spra-

che, die fiir irgendein festes ¢ aus R, 2°"-deutig ist?



Kapitel 5

Polynomaiell mehrdeutige

Grammatiken und Sprachen

5.1 Motivation

In [10] wurde gezeigt, dass es zu jeder Grammatik, die nicht exponentiell
mehrdeutig ist, eine polynomielle Schranke fiir deren Mehrdeutigkeit gibt.
Dies hat zur Folge, dass es keine Grammatiken (und somit keine Sprachen)
gibt, deren Mehrdeutigkeit starker als polynomiell, aber schwacher als
exponentiell wichst (wie z. B. ©(2V")). Bisher konnten wir die Existenz
von konstant sowie exponentiell mehrdeutigen Grammatiken und Sprachen
nachweisen. Wie sieht es mit polynomiell mehrdeutigen Grammatiken und
Sprachen aus? Gibt es iiberhaupt polynomiell mehrdeutige Grammatiken
und Sprachen?

Die Existenz von polynomiell mehrdeutigen Grammatiken ist leicht zu
zeigen. WICH [10] hat fiir £ > 1 die ©(n*)-deutige Grammatik G mit den
folgenden Produktionen angegeben:

(1) S —aS
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(2) S— A

3) A, —aA; fir 1 <i<k

(4) Ay — App fir 1 <i<k—1
(5) Ay — ¢

Gibt es iberhaupt polynomiell mehrdeutige Sprachen? In diesem Kapitel
zeigen wir, dass es tatséchlich polynomiell mehrdeutige Sprachen gibt. Zuerst
weisen wir die Existenz von linear mehrdeutigen Sprachen nach. Danach
geben wir fiir jedes k € N eine polynomiell vom Grad k mehrdeutige Sprache

all.

5.2 linear mehrdeutige Sprachen

Satz 5.2.1 Es gibt linear mehrdeutige Sprachen.

Beweis Wir betrachten die Sprache L := {a™b™cb™2c...b"rc|p €
Nym,my,mo,...,m, € N;3i € {1,2,...,p} mit m = m;}. Zuerst bemer-
ken wir, dass die Sprache L sozusagen p—deutig (wie die k—deutige Sprache
Ly, aus der Bemerkung 3.3.1 vom Kapitel 3 auf die Seite 34) ist, aber p ist
nicht konstant wie k im Kapitel 3, sondern eine beliebige Variable aus N. Sei
G=(N, 3, P, S) eine CFG fiir L. Sei h die Konstante aus OGDEN’s Lemma
(Satz 2.4.1 auf Seite 16) fiir die Grammatik G. Fiir jedes p € N betrachten
wir die Worter z; aus L der Form z; := a(b"Mc)=1bhe(bhthc)P=t wobei

i€{1,2,...,p} und markieren alle a’s. Wir zeigen zuerst folgendes:

Lemma 5.2.1 Sei z; = w;v;w;z;y; die nach OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1

auf Seite 16) existierende Zerlequng. Es gilt:
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w; = a" 1<r; <h,
v; = a” <s; < h,
w; = ahsT (B )i Lt 0<t; <h,
x; = b} 1<s; <h,

Y = bhfsi*tic(bh+h!c)p7i‘

Beweis (Lemma 5.2.1)
Aus OGDEN’s Lemma folgt: Entweder treten sowohl in u; als auch in v;
markierte Positionen von z; auf oder es treten sowohl in z; als auch in
y; markierte Positionen von z; auf. Wenn sowohl z; als auch y; markierte
Positionen (also a’s) haben, dann besteht x; nur aus a’s, denn w; hat geméas
OGDEN’s Lemma mindestens eine markierte Position (also ein a) und z;
kommt zwischen w; und y; in z; vor. Damit gilt z; € a®. w; hat gemaf
OGDEN’s Lemma mindestens eine markierte Position. Da v; in z; links von
w; vorkommt, gilt v; € a*.
Somit erhalten wir v;z; = a' mit 1 <t < h — 2.
Damit ist 2z := w;vwa2y; = a T (W)= tbhe(ViHhe)P=i ¢ L. Dies fiihrt zu
einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Es muss also gelten, dass sowohl u; als auch v; mindestens eine markierte
Position (also mindestens ein a) haben.
Da w; geméafi OGDEN’s Lemma mindestens eine markierte Position hat, be-
steht v; nur aus a’s. Damit gilt v; = a®, wobei 1 < s < h — 2. Daraus folgt:
w; beginnt mit einem a und u; = a" mit 1 <r < h — 2.

Ist z; = € oder z; € a™,
so ist Z 1= wvtwrly; = altetEl (B ey im1phe (b=t & L,
Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Hat x; ein a (sowie andere Zeichen aufler den a’s ),
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so ist Z := uv?w;x?y; von der Form

uviw;a™{b, c}tat{b,c} Ty; und somit nicht in L, was im Widerspruch zum
OGDEN’s Lemma steht.

Damit gilt: x; besteht also nur aus b’s und ¢’s. Wir unterscheiden zunachst
zwei Falle: x; hat mindestens ein ¢, x; hat kein c.

Hat x; mindestens ein c, so gilt:

x; = btexb?

yi ="ty

mit

w,z,y € (M) Bhe(bHhie)* U (BrHhle)*,
frg€{h,h+h!};
0<t<h+hlund 0 <A< h-+h!

e Falls t + A = 0, so ist z; = cx. Aber dann hat z = wviwrly; =

i
uivizwicxcxyi ein Teilwort cc € cxc und ware somit nicht in L, was ein

Widerspruch zu OGDEN’s Lemma waére.

o Fallst + X\ # h+ s, so ist
2

)

a"swb’ cxbtexbdy ¢ L.

r.s,s h—r—s

z = uptwaly; = ad’d’a’a wb/ 7t eab bicab Iy =

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

e Fallst+ X =h+ s, soist
2 = wwdwady;, = a’afa*a’a T Swb! Theab blexb M teab Ny =

)

a2wb! cxb Mt exb M exbdy ¢ L.
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Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Damit gilt: x; hat kein c.

Es gibt genau zwei Moglichkeiten fiir z;: x; € " oder z; € b € cb'c.

Ist z; € V"7, erhalten wir:

U; = a

v; = a’

w; = ah—r—swbh+h!—t—>\
xT; = bt

yi = by

mit

w,y c (bh+h!c)*bhc(bh+h!c)* U (bh+h!c)*,

1<t<h+hlund 0 <A< h+hl

Aber dann ist
7 = uzvfwzxgyz — arasasah—r—swbh+h!—t—)\btbtb)\y — ah+swbh+h!+ty ¢ L.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Es muss also gelten: z; € b" € cb"c. Hier erhalten wir:

U; = a
v; = a’

e 1 Ni— 4
w; :ah r s(thrh.C)z lbh t—X\

€Tr; = bt
Y = b)\(bh-i-h!c)p—i
mit

1<t<hund 0< XA<h.

Da aber auflerdem gelten muss, dass z =
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uzUZszleyl — arasasah—r—s(bh+h!C)i—lbh—t—)\btbtbk(bh-l—h!c)p—i —

al s (Ythie)itphtt(phthicyp=i ¢ [ folgt t=s. Damit erhalten wir:

u; =a'" 1<r <h,
v; = a” <5<,
wy = ahseT (i 0<t;<h,
x; = b 1 <si <h,

yi — bh_si_tic(bh+h!c)p_i.

q. e. d.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 5.2.1 fort.
Aus OGDEN’s Lemma (Satz 2.4.1 auf Seite 16) folgt, dass es ein A; aus N
geben muss, so dass

S == ui Agyi = uv; Ay, = U VWi TiYi = 24

Damit hat jeder Ableitungsbaum B; in G mit der Front z; einen A,—
Pumpbaum, welcher die Anzahl der Symbole in v; und z; gleichméflig erhoht.

Der Ableitungsbaum ist in der Abbildung 5.1 auf Seite 60 dargestellt.
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S
U; A; Yi
|
a’i b;l_si_ti C(bh-i—h!c)p—i
v, A; x;
| |
a’ w; b%i

ah_Sj_'/‘rL' (bh-‘rh!c)i—lbti
Abbildung 5.1: Ableitungsbaum B(z) fiir z; = o (0" c) =1 (b )P~

Pumpen wir den A;~Pumpbaum des Baumes B; ¢; := ’;_; + 1 mal, so
erhalten wir einen Ableitungsbaum 7 fiir das Wort 2 := a ™" (b"+h'c)P. Der

Ableitungsbaum 7; ist in der Abbildung 5.2 auf die Seite 61 dargestellt.
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S

U A, Yi
|

a’ bhfsiftic(bh—&-h!c)p—i

(3
v A, xf
| | |
(asi)qz' w; (bsi)qi,

e 1 Ni— )
ah S; n(bh—i-h‘c)z lbtZ

Abbildung 5.2: Ableitungsbaum T(z) fiir o™ (bh+h'c)P

Entsprechend erhalten wir p Ableitungsbaume 77, T5,. .., T,,. Nun zeigen
wir fiir ¢ # 5 € {1,2,...,p}, dass die Ableitungsbaume 7; und 7} fiir das
Wort z verschieden sind. Nehmen wir nun an, dass die Ableitungsbaume
T; und T fiir das Wort 2 := a"™"(0"c)P gleich wiiren, also gleich einem
Ableitungsbaum T. Dieser Ableitungsbaum T miifite sowohl A;— als auch
Aj~Knoten haben. Wir kénnen ausschliefen, dass der Knoten A; links vom
Knoten A; im Baum T vorkommt, sonst erhielten wir ein Wort in L von der
Form a™{b, c}Ta™{b, c}* (siche Abbildung 5.3 auf die Seite 62). Analog gilt es
fiir A; rechts von A;. Es bleiben somit zwei Falle zu untersuchen: Der Knoten
A; ist ein Nachfolger des Knotens A; bzw. der Knoten A; ist ein Nachfolger
des Knotens A; im Baum T (siche Abbildung 5.4 auf die Seite 63). Diese

beiden Falle sind ahnlich, wir behandeln nur den letzten Fall.
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S
U; A; YW A; Yj
ol w;  xl v;“ w; a:?j
bt at

Abbildung 5.3: A; kommt im Baum T links von A; vor

62
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S

|

bhfsi*ti C(bh+h! C)pfj

qj aj

(a8.7' )qj (bs]' )Qj

(asi)Qi w; (bsi)qz'
ahfsifti (bh+h!c)iflbti
Abbildung 5.4: Ableitungsbaum T(z) fiir o™ (b"" )P mit A~ und A;-
Knoten

Hier erhalten wir:
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u;jA;Y;
BN Gy
ujv;’ Ay
qj q;
ujv uAzyzy;

. Qi . 4, .
v wf wayay;

1l ﬂ+ ﬂ+ ﬂ+ ﬂ+

z € L.

Es gilt: #,(z) und die Anzahl der b’s in jedem b—Block von z sind gleich
h-+h!, denn es gilt z = a*"(p+hic)r,

Wir koénnen aber auch den A;~Pumpbaum ¢; + 1 mal und den A;-

Pumpbaum ¢; + 1 mal pumpen. Dann gilt aber:

ujAjy;
N R N T o
ujv T Ajrd Ty
q] q]+
Ujv; uA]y 7Y

g+l gitl 41 g+l
aj qi qi J

i ﬂ+ HJF M+ ﬂ+

z e L.
wobel #4(2) = #4(2)+|vj|+|vi| = h-+hl+|v;|+|vi|, Jeder b-Block in Z aus
h+h!, h+h!+|z;| oder h+h!+|x;| b’s besteht. Damit ist #,(Z) ungleich der
Anzahl der b’s in jedem b-Block in 2 , weil |v;| = |z;| > 1 und |v;| = |z;| > 1.
Das ist ein Widerspruch zu ujv]q-jﬂuvfiﬂw]x%ﬂymgﬁlyj =Z¢€ L.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir ¢ # j die Ableitungsbaume T;
und 7} fiir das gleiche Wort z verschieden sind. Somit folgt, dass das Wort
z = a" (V" c)P? mindestens p paarweise verschiedene Ableitungsbiume
in G hat, d. h. dag(z) > p.
Aus n = |z[ = h+ hl + (h+ h! + 1)p folgt p = ==,

Somit gilt dag(n) > Z#,ﬁ Das heifit dag(n) = Q(n), denn h ist eine

Konstante.
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eine Grammatik G fir L Wir entwerfen nun eine Grammatik G
fir L, so dass dag(n) = O(n). Dazu betrachten wir die Grammatik
G := ({5, T,A},{a,b,c}, P,S). Die Regeln von P sind:

(1) S — aTbcA

(2) S — aTbc

(3) T — aTh

4) T — ¢

B)T—A

(6) A — bA|bcAlbe

Zuerst bemerken wir, dass sich Dank des Regeltyps (6) alle Worter der
Form (b*c¢)™ aus A ableiten lassen. Aus S kann man nur ableiten, wenn
man nach folgendem Ableitungsschema vorgeht (siehe Abbildung 5.5 auf die
Seite 65):

m—1)3 L amhmeA 25 a™b™c(bte)t

L aTbed "0 an e — )
s am AV A = a™ (bre) Thme(bte)t

4
1% — a"b"c
2, aTbe "R gmryme — 5 +6

— a"Ab"e — a™(bte)Th™e

Abbildung 5.5: Ableitungsschema der Grammatik G

Somit folgt, dass L=L(G) ist und dass jedes Wort z :=
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a™b™ cb™c. .. b"rc aus L so viele Ableitungsbaume in G hat, wie die Anzahl
der i’s mit m = m;, wobei i € {1,2,...,p}.
Wegen [{i|m =m;,i € {1,2,...,p}} <p <n:=|z|,
gilt dag(n) = O(n).
q. e. d.
Bevor wir die Existenz von polynomiell mehrdeutigen Sprachen nachwei-

sen, zeigen wir ein dhnliches Ergebnis zum Satz 4.3.1 (auf die Seite 48).

Satz 5.2.2 Fiur jedes feste d aus Ry konnen wir eine Grammatik Gy fur L

entwerfen, so dass dag,(n) < dn fir geniigend grofles n ist.

Beweis Wir teilen die Sprache L in zwei (kontextfreie) disjunkte Sprachen
auf:

Ly = {a™b™cb™2c. .. b"ve

p € Nym,my,mae,...,m, € N; m <k und 3t €
{1,2,...,p} mit m =m;}

und Ly = {a™b™cb™c...b™clp €  Nym,my,ma,....,m, €

N; m >k und 3i € {1,2,...,p} mit m = m;}

wobei k eine Konstante ist, die wir spater geeignet festlegen werden.

e Die Sprache L ist als Vereinigung endlich vieler regulérer Sprachen
k
reguliir. Denn Ly = |J a™(b7™c)*b™c(bte)* und a™(b7™c)*b™c(bTc)*

m=1
ist fiir festes m regulér. Es gibt fiir L; also eine eindeutige (regulére)

Grammatik G; = (Ny, {a, b, c}, P1,S1).

e Die Sprache L, ist kontextfrei. Es ist nicht schwer fiir L, eine Gram-
matik Go = (Na,{a,b,c}, P»,Ss) zu entwerfen, so dass Ny und N, dis-
junkt sind und fiir jedes Wort w := a™b™ cb™2c...b"rc aus Lo gilt:
dag,(w) = ‘{z|mZ = m}‘ Fiir G bietet sich eine dhnliche Grammatik
wie die Grammatik G (auf Seite 65) aus dem Beweis zu Satz 5.2.1 (auf

die Seite 55) an. Dabei ist zu beachten, dass m > k fiir festes k ist.
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Aus ‘{z|mZ = m}‘ < % folgt dag,(w) < % Das heiBt dag,(w) < 7 .

Setzen wir k = [%], so erhalten wir dag,(n) < dn.

Fiir die Grammatik G := G;0G, = (NyON,U{S}, {a, b, ¢}, PLUP,U{S —
5155}, 8) gilt : L=L(G) und dagn) < max(dag, (n),dag,(n)), denn G =
G1UG, mit Gy und Gy disjunkt. das heiBt dag(n) < max(1,dn) damit ist
dag(n) = dn, fiir geniigend grofies n.

q. e. d.

5.3 polynomiell vom Grad k mehrdeutige
Sprachen

Wir weisen nun die Existenz polynomiell vom Grad k mehrdeutiger Sprachen

nach.

Satz 5.3.1 Seien k € N und L die Sprache aus dem Beweis fiir Satz 5.2.1.

(auf Seite 55)Die Sprache L* ist polynomiell vom Grad k mehrdeutig.

Beweis Den Fall k=1 haben wir im Satz 5.2.1 (auf Seite 55) behandelt.
Wir brauchen nur noch den Fall fir £ > 2 zu betrachten. Seien £ > 2
und G=(N,X, P, S) eine CFG fiir L*. Sei h die Konstante aus OGDEN’s
Lemma (Satz 2.4.1 auf Seite 16) fiir die Grammatik G. Fiir jedes p € N

betrachten wir die Worter z aus L* der Form 2z = Ziy Zig -+ - Ziy, Mt 2, 1=
a (b thte)ii =t e (D)=l wobei j=1,....k und i; = 1,...,p. Markieren
wir genau alle a’s in jedem z;, mit o € {1,2,...,k} und gehen wir wie beim

Beweis vom Satz 4.2.1(auf Seite 36) vor, indem wir nur die h markierten
a’s eines z;_, beriicksichtigen, so konnen wir mit Hilfe von OGDEN’s Lemma

zeigen, dass z eine Zerlegung u; v, w;, v;, y;, hat, so dass folgendes gilt:
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.o~ A+ N ~
1. §= uiaAiayia — uiaviaAiaxiayia = U, Vi, Wi, Ti Yi, = %
2. In w;, tritt mindestens eine der h markierten Positionen von z;, auf.

3. Entweder treten sowohl in w;, als auch in v;, markierte Positionen von
z;, auf oder es treten sowohl in x;_ als auch in y;, markierte Positionen

von z;, auf.

4. In v; w;, x;, treten hochstens h der markierten Positionen von z;, auf,

5.
S + A A A
== Ui AigYia
+ <A .
= UigVig AigTig Yi
+
—
+ I q -
= U, v Ai T Y,
—+ ~ ~ .
— U, v wi,x] i, € L¥ wobei q € Ny.

(insbesondere fiir q=0 gilt S == u; A; v, == u;, wi, v, )
Als néchstens zeigen wir das

Lemma 5.3.1 Fir die nach OGDEN’s Lemma existierende Zerlequng z =

Wy, Vi, Wi, Ti Yi., gilt folgendes:

Wiy = Ziy o+ Zig_y Wi, u;, =a™ und 1 <r,<h-—2,

[e3

v;,. = a’® 1§5a§h_27

[e3

w;,, = al e s (P eyl Ipte 0 <ty <h -1,
T, = bso‘,

N _ ph—ta— h+h! —1
Yie = YigRige1 -+ - %ig Yio = b @ so‘C(b C)p o
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Beweis (Lemma 5.3.1) Aus OGDEN’s Lemma folgt: Entweder treten
sowohl in wu;, als auch in v;, markierte Positionen von z;, auf oder es treten
sowohl in x; als auch in y;, markierte Positionen von z; auf.

Wenn sowohl z;_ als auch y;, markierte Positionen von z;, haben, dann
gilt z;, € a™ und z;, € z;_, denn w;_ hat gemafl OGDEN’s Lemma mindestens
eine markierte Position von z;, (also ein a) und x;, kommt zwischen w;_, und
Vi, 1 Z Vor.

Sei z;, = a® € z;, mit 1 < s < h—2. Daraus folgt: w;, endet mit einem a aus
zi, und y;, = a' (b e)ie Ty (b e)pTiey, Loz, wobel 1 <t < h—2.
Fiir v;, kommen folgende Méglichkeiten in Frage: (v;, € a* und v;, € z;,
) oder (v;, beginnt mit einem Zeichen aus z;, ...z, _,)

Ist v;, € a* und v;, € z;,, dann ist

Z =, 02 Wi, 22 i = 2y . 2, ATl (Rh TR Yla T phe(phth yp=ia g,
LF, weil a"tstlvial(phthic)ia=1phe(pithic)p=ia ¢ [ denn 1 < s+ |v; | < h — 2.
Dies fithrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.
h—s—t

)

Beginnt v;, mit einem Zeichen aus z;, ...z, _,, so ist v; w;, = vca

wobei das Terminal ¢ das letzte Zeichen ¢ in z;,_, ist, dann gilt:

Y
I

A~ 2 2 A
Ui Vi, Wi Ty Yig
= UigVig Vig Wig Vig Lia Yia
~ _g— | . — | —1
= u;, v, vea" T afatal (B e) e T b e (VM )P 2y L2

=, v, vea T (D)oo (b eypTie gy, 2y, ¢ LR

k

weil a" s (b e)ie—1phe(bithic)p—ia & [

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Damit folgt: x; und y; haben nicht beide markierte Positionen von z;_.
D. h. sowohl wu;_ als auch v;, miissen markierte Positionen von z;, haben. Da

w;,, mindestens eine markierte Position von z;, hat und x;, zwischen u;, und
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w;,, in z vorkommt, folgt v;, € a® und v;, € 2.

Damit ist v;, = a® € z;,, wobei 1 < s < h — 2.

Daraus folgt: w;, beginnt mit einem a aus z;, und u;, = 2;, ... 2;,_,a" , wobei
1<r<h-2.

Fiir z;, kommen zwei Moglichkeiten in Frage: (x;, endet mit einem Zei-
chen aus z;,,, ...%,) oder (z;, endet mit einem Zeichen aus z;,, das heifit
Zi,, S Zia)-

Endet z;, mit einem Zeichen aus z;, ., ...z, so ist w;,x;, =

ah s (ph R eyie T phe (YT )P~ g, wobei das a das erste a in z;,,, ist. Dann

gilt aber

a2 2
2= U U Wi Ty Y,
= Uig Vi Vi Wiq Tia Vi Yia
—r— | b — | —q A~
= 2y ...%, a"a’a®a TS (B e)le T ph e (BRI P =ie gy g

= 2 ...z, (M) e (BH M P gy y; ¢ L,

weil a (b eyl e (b e)PTie ¢ L.

Dies fiihrt zu einem Widerspruch zu der Aussage von OGDEN’s Lemma.

Damit gilt: x;, € z,. Daraus folgt: w; v; w;, x; Vi, =
Ziy e By Wig Vi Wi Tig Yio Zigyr - - - Zigy  WODEL U U W5, T3, Y5, = Zi,- Da
k fest ist, ist u;, v} w;, x! yi, € L* dquivalent zu u;, v w;, ! y;, € L fir alle
q aus Ny . Damit lasst sich die Zerlegung von z auf eine Zerlegung von z;_ .
zuriickfiihren, die die Bedingungen vom Lemma 5.2.1 auf Seite 55 erfiillt.
Wir konnen also das Lemma 5.2.1 auf die Zerlegung w; v, w;, i, vi, = 2

[e3

anwenden, dann erhalten wir:
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w;, = a’™ 1<r, <h-2,
v, = a’® 1<s,<h—2,
w;, = gh~ra=sa (phthlg)ia=lpte 0<t,<h-1,
T, = b,

Vi, = bh—lta—saC(thrh!C)p—i‘1

Und schlieBlich:

Ui = Ziy ++ + Zig_y Wiy u, = a™ und 1 <rq < h—2,
v;, = a’*® 1 <s,<h-2,
w;, = ahrese (Phthlcyia—1pta 0<ty,<h-—1,
T, = b,
Yia = YiaZiasr - - - iy, Y, = b teTsac(phthic)p—ia
q. e. d.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 5.3.1 (auf Seite 67) fort.
Wir bemerken, dass v;, und z;_ vollstandig in z;, enthalten sind. Damit hat
der Ableitungsbaum einen A; —~Pumpbaum, der die Anzahl der Symbole von
v;, und x;, gleichméBig erhoht. Dies gilt fiir jedes « aus {1,...,k}. Das
heiBt, jeder Ableitungsbaum B(z) in G mit der Front z = z;, 2, ... z;, hat k
nebeneinander stehende A;,—, A;,—,... A;, —Pumpbaume und sieht wie folgt

aus (siehe Abbildung 5.6 auf die Seite 72):
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S
(7 Ay A, A;,
vy, A oxy v, Ay, T, v, A,
wll w’iQ wlk

Abbildung 5.6: Ein Ableitungsbaum B(z) fiir ein 2z = 2;,2;, ... 2,

Aus dem Ableitungsbaum B(z) fiir z ldsst sich eine Ableitung konstruie-

ren, die folgendermaflen aussieht:

S :+> UhAilyh . ziafluiaAiayia R quAlkylk (531)

: + +
wobei A;, = v; A, x;,, und A;, = w;,

Pumpen wir nun jeden A; ~Pumpbaum des Baumes B(z) ¢;; = Sh—' +1 mal,
i

so erhalten wir einen Ableitungsbaum T(z) fiir das Wort (a*(p"+c)P)E.

Der Ableitungsbaum T(z) ist in der Abbildung 5.7 auf die Seite 73 dargestellt.
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S
Aj, A, A,
i ‘ Gy g ' iy iy, iy,
Uiy A Li Vg Ai, L, Vi, A, Ly
Wy, Wi, Wy,

Abbildung 5.7: Jeden A;,~Pumpbaum von B(z) pumpen ergibt einen Ablei-

tungsbaum T(z) fiir das Wort (a (b c)r)k

Von den Wortern der Form 2z = z,2,...2;, mit z, =

a(bhthte)ii Tty e(phthe)P=ii j=1, ... k und i; = 1,...,p gibt es p* verschie-
dene Warter. Damit gibt es p* Ableitungsbiume der Form T(z). Wir zeigen

nun, dass diese p* Ableitungsbiume T(z) paarweise verschieden sind.

Seien

. ! . — 1 .
2=z 2y 2y, mit z = al QMM )T e(b R )

und
E=rz2,.00, mit oz = al (D) b (DhH e)p s
verschieden. Das heif}t, es gibt ein j mit 7; # %j. Es geniigt zu zeigen, dass
die Ableitungsbdume T(z) und T(Z) verschieden sind. Der Ableitungsbaum

T(z) hat geméf (5.3.1) eine Ableitung, die folgendermafien aussieht

g :+> (ah—i-h!(bh—l—h!c)p)ij—luijvg;jAijl,?;jyij(ah-‘rh!(bh—l-h!C)p)kz—ij

£ (ahTh! (bh—l—h!c)p)ij—luij UZ; w;, xig Yi, (aTht(plrhic)p)k—is

— (ah+h!(bh+h!c)p)k c Lk
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Analog hat der Ableitungsbaum T(Z) eine Ableitung, die folgendermafien

aussieht:

JSEN (ah—l-h!(bh—l-hlc)p)i}—lui} U:]J Ai} xf] v (ah+h!<bh+hlc)p)k—2j
J J
w;, xi; i ( al R (R Yy

(@ (B )P fluzrj vzi}

— (ah+h!(bh+h!c)p)k c Lk

Nehmen wir an, dass die Ableitungsbédume T(z) und 7'(z, 2) fiir das Wort
ath (b rhie)P gleich wiiren, also gleich einem Ableitungsbaum T'(z, Z). Dieser
Ableitungsbaum T'(z, Z) mit der Front (a"*"(b"*"'c)P)* miifite sowohl einen
A;;— als auch einen A; ~Pumpbaum haben. Damit konnen wir folgende Fille

unterscheiden:

1. Der Knoten A;; kommt links vom Knoten A; im T'(z,Z2) vor (siehe

Abbildung 5.8 auf die Seite 75)
2. Der Knoten A;; kommt rechts vom Knoten A; im Baum T'(z, Z) vor.

3. Der Knoten A;; ist ein Nachfolger des Knotens A; (siehe Abbildung 5.9
auf die Seite 76).

4. Der Knoten 4; ist ein Nachfolger des Knotens A;;. Der 1. und 2. Fall
(bzw. 3. und 4.) sind &hnlich, deshalb behandeln wir nur den 1. sowie

den 3. Fall.

Fiir den 1. Fall sieht der Baum T'(z, Z) wie folgt aus:
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S
(ah P (B )Py, A, RS A;, y;, (a" T (B )y
%5 &5 U:I Y x?gj

Abbildung 5.8: Der Knoten A;; kommt links vom Knoten A; inm T(z,Z) vor

Hier hétte die Front des Baumes 7T'(z, Z) mindestens (k+1) Teilworter der
Form a"*M(b"+h'c)P im Widerspruch zur Tatsache, dass die Front das Wort
(PR (P st

Fiir den 3. Fall sieht der Baum 7'(z, Z) wie folgt aus:
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S

(e 4 b (@)

Abbildung 5.9: Der Knoten A;; ist ein Nachfolger des Knotens A;

Hier erhalten wir:

-1, % A ( Bkl (el c)p )k—ij
Ej 'Uf ,U 'LLA yl,~ yz ( h+h'(bh+h' ) )k‘—%j

hhl(phah! Ap\ii—1,, o T di; _ (o hAh! (phAh! \p\k—i;
al i (phhic)p)is u]v~ T, AZJ:IUZ yac~ yi_(a (Bt )P YR =iy

bbb

g

t1
(ah+h!(bh+hlc)p)%j—1tl(ah+h!(bh+h!c)p)k—%j c Lk

Da die Front des Baumes T(z, %) das Wort (a"* (b"+hic)P)k ist, folgt

tl — ah-ﬁ-h!(bh—i—h!c)p.

Im Baum T(z, ) konnen wir aber auch den A;,~Pumpbaum ¢;;+1 mal

und den Agijumpbaum g, +1 mal pumpen. Dann gilt aber:
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S :+> (ah-i-h! (bh+h'c)p)ij _1%7 UZ] HA;]. xjj +1y;j (ah+h! (bh+h!c)p)k—€j
:+> (ah—f—h! (bh+h'c)p)%j—1u€j U;;jﬂuAij WZJ +1y%j (ah+h!(bh+h!0)p)k—2j
. (ah—i-h! (bh-‘rh'c)p)zj—lugj U;jjﬂuvgj +1Aij x;l;'j +1y$;jj +1ij (ah+h! (bh+hlc)p)k—€j
:+> (ah+h!(bh+h!0)p>ir1 u;, ;?J'Huvf;j +1wijx;1;'j +1yx;1:j H?sz (ah+h!(bh+h!c)p)k%

-~

to
(ah+h!(bh+h!c)p)%j—1t2<ah+h!(bh+h!c)p)k—%j c Lk

#a(t2) = #a(t1) + |U€j| + ’Uij| =h+h!+ |U%j| + |Uij|

In jedem b-Block von t, ist die Anzahl der b’s entweder h+h! oder h +
hl+ |z;;| oder h + hl + [z; |, also ungleich der Anzahl der a’s in {5, denn
|vi;| = |zi;| und |v;, | = [27,|. Damit gilt, £, ¢ L. Dies steht im Widerspruch
7 (ah+h!(bh+h!c)p>%j—1t2(ah+h!(bh+h!c>p)k—2j c Lk,

Insgesamt konnen wir nun schlieBen, dass T(z) und T(Z) verschieden sind.
Da es

insgesamt p* verschiedene Worter der Form z = 2,2, . . . Zj), mit z;, =
al (bt e)i b (phthie)r=ii =1, ... k und i; = 1,...,p gibt, hat das Wort
a (bR e)P)R mindestens p* paarweise verschiedene Ableitungsbiume in
G.

Aus n = [a" (VM )PYR| = E(p(h+h!4+1)+h+h!) folgt dag(n) = Q(nk).

Wir entwerfen nun eine Grammatik G fiir L¥, so dass dag(n) = O(nk)
ist. Dazu bietet sich folgende Idee an. Wir nehmen die Grammatik G fir
L (aus dem Beweis von Satz 5.2.1 auf die Seite 65) und fiigen ein neues
Startsymbol S sowie eine neue Regel S — S* hinzu. Somit erhalten wir
die Grammatik G := ({S}I{S, T, A}, {a,b,c}, PO{S — S*},5), wobei P die
Produktionsmenge aus der Grammatik G (aus dem Beweis von Satz 5.2.1 auf

die Seite 65) ist. Wir bemerken, dass man aus S nur die Worter der Form
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Z = 2z129...2; ableiten kann, so dass
S — Sk,
S:+>zi,wobeilgi§k.

Daraus folgt, dass
o L(G) =L
o dag(z) = ] (Anzahl der verschiedenen Ableitungen (S = 2)
i=1

Aus Satz 5.2.1 auf die Seite 55 folgt aber, dass die Anzahl der ver-
schiedenen Ableitungen der Form (S == z) = O(|z|) ist. Somit folgt,
dag(z) = O(|2).

Damit ist dag(n) = O(n*).

q. e. d.

Bemerkung 5.3.1 Fir die Menge der Palindrome PAL = {wlw €
{a,b}* und w = wh} ist zu vermuten, dass (PAL)* ©(nk~1)-deutig ist,
wobei k € N ist. Insbesondere ist PAL eindeutig. Fir k=2 erhalten wir die
sogenannte CRESTIN-Sprache C := {uv|u,v € {a,b}*;u = u* und v = vt}

(vgl. [1]).



Ausblick

In dieser Arbeit haben wir uns hauptsachlich mit kontextfreien Gramma-
tiken und Sprachen beschéftigt, bei denen der Mehrdeutigkeitsgrad fiir
jedes Wort von dessen Lange abhangt. Wir konnten konstant, exponentiell
sowie polynomiell mehrdeutige Grammatiken und Sprachen angeben. Aus
[10] haben wir die Tatsache zitiert, dass es keine Grammatiken (und somit
keine Sprachen) gibt, deren Mehrdeutigkeit stirker als polynomiell, aber
schwiicher als exponentiell wichst (wie z. B. ©(2v"))). AuBerdem haben
wir bewiesen, dass es weder Sprachen noch zyklenfreie Grammatiken gibt,
deren Mehrdeutigkeitsgrad stirker als 29 wiichst (wie z B. ©(n") ). Ferner
haben wir gezeigt, dass die Mehrdeutigkeit einer Grammatik genau dann
fiir einzelne Worter unendlich ist, wenn die Grammatik (niitzliche) Zyklen

enthalt.

Unbeantwortet blieb in dieser Arbeit die Frage, ob es O(n")-deutige

Grammatiken (bzw. Sprachen) gibt, wobei r eine nicht natiirliche Zahl ist.

In [5, Seite 100] steht ”...removing unit productions, cannot introduce
ambiguities...” Das bedeutet, dass die Beseitigung von Kettenregeln keine
Mehrdeutigkeiten einfithren kann. Préaziser konnen wir sagen, dass die

Mehrdeutigkeit wohl vermindert wird bzw. gleichbleibt, falls man die Ket-

79
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tenregeln beseitigt. Es stellt sich aber die Frage, inwieweit die Beseitigung
von Kettenregeln die Mehrdeutigkeit einer Grammatik andert. Beseitigt
man z. B. die Kettenregeln der fiir einzelne Worter unendlich mehrdeutigen
Grammatik mit den Regeln S — S|a, erhélt man die eindeutige Grammatik
mit der Regel S — a. Man konnte die Wirkung der Beseitigung von
Kettenregeln auf die Mehrdeutigkeit einer Grammatik untersuchen. Wir
halten es fiir sinnvoll, auch die Wirkung der Elimination von e-Regeln auf
die Mehrdeutigkeit einer Grammatik zu studieren. Die Mehrdeutigkeit einer
Grammatik andert sich aber nicht, wenn man nutzlose Produktionen und

Symbole beseitigt.

Im Kapitel 4 ist uns das offene Problem begegnet, ob es tiberhaupt eine
exponentiell mehrdeutige Sprache gibt, die fiir irgendein festes ¢ aus R,

2°"—deutig ist.

Es ist zwar nicht entscheidbar! , ob eine gegebene Grammatik mehrdeutig
ist. Im Laufe der Zeit hat man aber einige Kriterien fiir die Mehrdeutigkeit
entwickelt, die im Einzelfall hilfreich sein konnen. In der Literatur konnten
wir einige Kriterien?. fiir die Mehrdeutigkeit im Allgemeinen sowie fiir die
exponentielle Mehrdeutigkeit finden. Es ist allerdings ein offenes Problem,

ob es Kriterien fiir die polynomielle Mehrdeutigkeit gibt.

Isiehe [5, Seite 200, Theorem 8.9).
Zsiehe [6, 10, 1]; [5, Seite 100; Lemma 4.6]
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