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Kapitel 1. Einfiithrung

Einfiihrung

Die Allgemeine Relativitdtstheorie (ART) [Einl6a] bildet neben der Quantenmecha-
nik einen der Grundpfeiler der Theoretischen Physik. Bislang gibt es eine Vielzahl
von Tests [Wil06], die die ART alle bestanden hat (Perihelverschiebung [Cle47], Licht-
ablenkung [DED20], gravitative Rotverschiebung [PR59], Frame-Dragging durch Lense-
Thirring-Effekt [LT18; CP04; Eve+11], indirekter Nachweis von Gravitationswellen [HT75;
WT02; WT05]). Allen diesen Phidnomenen ist aber gemein, dass sie aus Entwicklungen
oder Néaherungen der Theorie fiir schwache Gravitationsfelder folgen. Effekte eines starken
Gravitationsfeldes, wie zum Beispiel die Existenz oder Entstehung Schwarzer Locher
lassen sich damit nicht iiberpriifen.

Diese Objekte, die einen Raumbereich aufweisen, der einem dufleren Beobachter in einer
festgesetzten Entfernung nicht zugénglich ist, weisen in ihrem Inneren eine Singularitat
auf. Hier wird erwartet, dass Quanteneffekte eine Rolle spielen und eine vollstédndige
Theorie der Quantengravitation benotigt wird, um die Theorie frei von Singularitdten
formulieren zu kénnen. Einen Ansatz, eine Theorie ohne Schwarze Locher aufzustellen,
verfolgen Hess und Greiner [HG09] mit der Formulierung einer pseudokomplexen ART.
Kapitel 1.2 befasst sich ndher mit diesem Ansatz. Dieser fithrt schliefSlich auf einen
Satz von modifizierten Einsteingleichungen, die sich auch in der klassischen ART durch
Einfiihren eines zuséatzlichen Energie-Impuls-Tensors erhalten lassen. In der vorliegen-
den Arbeit wird dieser zuséatzliche Energie-Impuls-Tensor so modelliert, dass er einen
repulsiven Effekt zusétzlich zur attraktiven Komponente der Gravitation beschreibt.
Durch entsprechende Wahl eines Modellierungsparameters lassen sich damit Metriken
aufstellen, die keinen Ereignishorizont mehr aufweisen. Der zugehorige Energie-Impuls-
Tensor lasst sich dabei als anisotrope Flissigkeit beschreiben. Visser [Vis96a; Vis96b]
studiert ebenfalls repulsive Effekte, die durch den Einfluss der Gravitation auf Vakuum-
fluktuationen entstehen. Hierzu geht er von einer gegebenen Hintergrundmetrik aus, auf
deren Grundlage eine Quantenfeldtheorie formuliert wird. Der Vakuum-Erwartungswert
des Energie-Impuls-Tensors verschwindet in diesem Szenario nicht immer (abhingig
vom angenommen Vakuumzustand) [Vis96a; Vis96b]. Um die Gleichungen beherrsch-
bar zu machen, werden Riickreaktionen auf die Metrik vernachlassigt [Vis96a; Vis96b]



Im Gegensatz zu Visser [Vis96a; Vis96b| wird im hier vorgestellten Ansatz keine semi-
klassische Beschreibung mit einer starren Hintergrundmetrik betrachtet, sondern ein
makroskopischer Ansatz, der eine gednderte Metrik beschreibt. Dadurch entspricht die
Herangehensweise in dieser Arbeit dem ,,bottom-up approach®, wie ihn Psaltis [Psa09]
beschreibt. Hierbei geht man, wie beschrieben, von einer gednderten Metrik aus und
vergleicht die experimentellen Konsequenzen mit denen von Metriken der klassischen
ART.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, experimentelle Vorhersagen dieser veranderten
Metriken zu beschreiben und abzuschéitzen, inwieweit bereits bestehende und zukiinftige
Messungen Einschrankungen an die Modifikation der Metriken liefern. Weiterhin wird
ein Modell betrachtet, dass dhnliche Anderungen fiir ein Bindrsystem einfiihrt. Hierbei
wird der Energieverlust durch Abstrahlung von Gravitationswellen modelliert.

Die Arbeit ist so strukturiert, dass im weiteren Verlauf dieses Kapitels die Grundlagen
der pseudokomplexen ART und der dadurch resultierenden Modelle erlautert werden.
Zuséatzlich werden die verwendeten Konventionen beschrieben und abschlieBend noch
eine genauere Betrachtung der eingangs erwéhnten Tests der ART und ihre bisherige
Anwendung auf erweiterte Modelle der pseudokomplexen ART durchgefiihrt.

Das zweite Kapitel widmet sich der Beschreibung von Testteilchenorbits um einen
zentralen, gravitativ dominierenden Korper. Die Beschreibung dieser Orbits ist fiir sich
genommen bereits interessant, da Beobachtungen solcher Testteilchen eine Testmdoglichkeit
fiir die ART, beziehungsweise die modifizieren Gleichungen liefern. Zum anderen bildet sie
die Basis fiir die anschliefende Anwendung bei der Beschreibung von Akkretionsscheiben
(Kapitel 3). Hierfir wird die Technik des Raytracings verwendet, deren Einfithrung in
Kapitel 3.1 zu finden ist. Akkretionsscheiben werden um viele Schwarze-Loch-Kandidaten
in den Zentren von Galaxien vermutet und bieten die Moglichkeit die Physik nahe dieser
Koérper zu studieren [AF13].

Kapitel 4 enthélt die Beschreibung von Gravitationswellen, wie sie etwa von einem
Doppelsternsystem ausgesendet werden. Da diese Beschreibung nicht auf den klassischen
Einsteingleichungen beruht, sondern auf einer Linearisierung dieser Gleichungen, ist in
Kapitel 4.1 eine ausfiihrliche Einfithrung zu finden.

Wie oben erwahnt gehen allerdings durch eine Linearisierung der Gleichungen wichtige
Informationen verloren. Eine Beschreibung von Gravitationswellen, ohne auf diese Néhe-
rungen zuriickgreifen zu miissen, ist bislang nur numerisch moglich [Mag07]. Aus diesem
Grund wird in Kapitel 5.1 und Anhang C eine Einfithrung in den 341 Formalismus der
numerischen Relativitatstheorie gegeben.

In Kapitel 6 sind die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammengefasst und es wird
ein Ausblick auf mogliche fortfithrende Arbeiten gegeben.
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1.1 Konventionen und benutzte Notation

Wie in vielen Bereichen der Physik sind auch auf dem Gebiet der Allgemeinen Relativitéts-
theorie verschiedene Konventionen und Notationen gebrauchlich. In dieser Arbeit werden
Vektoren und Tensoren durch ihre Komponenten, zum Beispiel 2* und 7}, beschrieben.
Zum Teil werden sie auch fett und aufrecht geschrieben, x und T. Griechische Indizes wie
w1 und v laufen in diesem Fall von 0 bis 3, wobei 0 die zeitliche Komponente reprasentiert.
Lateinische Indizes wie ¢ oder j stehen in der Regel fir die raumlichen Komponenten
und laufen von 1 bis 3. Rdumliche Dreiervektoren werden auch mit ¥ bezeichnet.

Der Riemann-Tensor ist iiber

R¥ o0 = V.Vt =V, V. 0" (1.1.1)

definiert, wobei die kovariante Ableitung tiber

14 14 v g
V,u¥ = 0,0" + {/JU}U (1.1.2)
mit den Christoffelsymbolen
14 1 vT
o =59 (0o Gur + Oulor — 0-Gus) (1.1.3)

definiert ist. Die Einsteingleichungen haben die Form analog zu [MTW73]

1 s

Ry~ 500 R = 804GTW . (1.1.4)
Dadurch ist das Vorzeichen des Energie-Impuls-Tensors 7, festgelegt. In Gleichung
(1.1.4) beschreibt ¢ die Lichtgeschwindigkeit und G die Newtonsche Gravitationskonstante.
Im Folgenden wird allerdings, falls nicht anders angegeben, die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1
gesetzt. Die Angabe von Langen geschieht in der Regel in Einheiten des Gravitationsradius
m = C’;—Q/[, wobei M die Masse des lokal gravitativ dominanten Objekts ist.
Weiterhin wird die Metriksignatur (-,4,+,+) verwendet. Dadurch hat beispielsweise die

Minkowski-Metrik die Form

-1 0 0 0
0 100
=10 01 0 (1.1.5)
0 0 01
Fir partielle Ableitungen werden die Symbole %, d, und |, synonym verwendet. Die

kovariante Ableitung wird durch V oder komponentenweise als V,, beziehungsweise |,
gekennzeichnet.
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1.2 Pseudokomplexe Allgemeine Relativitatstheorie

Hess und Greiner [HGO09] haben eine Erweiterung der ART auf pseudokomplexe Zahlen
vorgeschlagen. Diese Zahlen lassen sich als

X = Xp + IX; (1.2.1)

schreiben [Ant93; HGO7; HGO09], wobei analog zu den komplexen Zahlen Xy als Pseudo-
realteil und X7 als Pseudoimaginéarteil bezeichnet wird. Der Unterschied zu komplexen
Zahlen besteht darin, dass

I* = +1 (1.2.2)

gilt [Ant93; HG09]. Dadurch enthalten pseudokomplexe Zahlen so genannte Nullteiler.
Hierbei handelt es sich um Zahlen, die selbst nicht gleich Null sind, aber multipliziert
mit anderen Zahlen Null ergeben. Fiir die pseudokomplexen Zahlen sind das [HG09]

oL = ; (1+1) (1.2.3)

und beliebige reelle Vielfache davon. Jede pseudokomplexe Zahl kann damit als
X=X, 0,+X o_ (1.2.4)
geschrieben werden, wobei die Nullteilerkomponenten durch
X+ =Xg+ X1 (1.2.5)

definiert sind [HG09]. Man kann sehr leicht nachpriifen, dass

ol =04 und o_oy =0 (1.2.6)
gilt, es sich bei o4 also wirklich um Nullteiler und Projektoren handelt [HG09]. Genauso
wie man die pseudokomplexen Zahlen in ihre Nullteilerkomponenten aufteilen kann,
kann man auch in Potenzreihen entwickelbare Funktionen dieser Zahlen aufteilen [HG09;
Sch11]. Durch die Eigenschaften der Nullteiler ergibt sich

X'"=(Xyor + X 0 )" =(Xy0)"+ (X0)"=XVop + X 0, (1.2.7)
womit man zum Beispiel

erhélt [HG09; Sch11]. Eine reine Erweiterung der Einsteingleichungen auf pseudokomplexe
Zahlen bringt aber zunéchst keine neuen Ergebnisse. Aufgrund der Produktstruktur
dieser Zahlen zerfallen die so modifizierten Gleichungen wieder in zwei unabhéngige, aber
identische Formulierungen der ART [HG07; HG09]. Hess und Greiner [HG09] adaptieren
deshalb eine Idee von Schuller, Wohlfarth und Grimm [SWGO3] und Schuller [Sch03]
das Variationsprinzip zu modifizieren, um so verdnderte Einsteingleichungen zu erhalten.
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Dazu fordern sie, dass die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung nicht verschwindet,
sondern im Nullteiler liegt, also

5S = 5/73\/@01% e P (1.2.9)

gilt, wobei P® den Nullteiler beschreibt [HG09]; [Sch11]. Entsprechend sind die Einstein-
gleichungen (1.1.4) fir den freien Raum modifiziert [HG09]; [Sch11]

1
Ruw = 59uR € P (1.2.10)

Als Konvention wird die Variation proportional zu o_ gewahlt [HGO09]. Fithrt man die
Metrik als pseudokomplexe Funktion

G = G0+ + 90,0 (1.2.11)

ein, so lésst sich die linke Seite in (1.2.10) als Funktion der Metrik auch in Nullteiler-
komponenten aufteilen. Wahlt man wie oben beschrieben die Variation der Wirkung
proportional zu o_, so erhélt man fiir den o -Anteil der Gleichungen die bekannten Ein-
steingleichungen im Vakuum. Fiir diese lassen sich analog zur klassischen ART Losungen
finden. Fir den o_-Anteil der Gleichungen hat man durch diesen Ansatz die Freiheit
einen Energie-Impuls-Tensor als zusatzlichen Quellterm anzunehmen.

Die Projektion der pseudokomplexen auf reelle Funktionen geschieht in der Art, dass
jede Variable in einer Funktion einzeln auf ihren Realteil projiziert wird [Cas+12].

1.3 Modifizierte Kerr-Metrik

In [Sch11] wird auf Basis der modifizierten Einsteingleichungen (1.2.10) eine Erweiterung
der Kerr-Metrik [Ker63; Car72; KK09; PK06] in Boyer-Lindquist-Koordinaten [BL67]
aufgestellt. Eine Verallgemeinerung davon ist in [Cas+12] zu finden. Zur Vollstandigkeit
sind die entsprechenden Ausziige aus diesen Arbeiten in Anhang A dargestellt. Im
Folgenden wird die Form der Metrik aus [Sch+14] verwendet. Sie ist durch

by
aQ
933 = ((7’2 +a?) + ~ sin? 9) sin?6 |

Joz = —ag sin? 0 (1.3.1)
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gegeben’. In Gleichung (1.3.1) wird neben den tiblichen Hilfsfunktionen ¥ und A zusétzlich
noch die Hilfsfunktion ¢ verwendet

Y =r?+a%cos’f
A=r*+ad> -9y |

B
YV =2mr — o (1.3.2)

Bei Vergleichen mit der Literatur sei noch angemerkt, dass es neben den iiblichen
Unterschieden in den Konvention bei der Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten
noch zusétzliche Konventionen gibt. Die Verwendung und Bezeichnung der Hilfsfunktion
Y} ist nicht eindeutig. So verzichteten Boyer und Lindquist [BL67]; Adler, Bazin und
Schiffer [ABS75] ganz auf die Einfithrung von Hilfsfunktionen. Bardeen, Press und
Teukolsky [BPT72]; Wald [Wal84] verwenden die gleichen Definitionen fiir ¥ und A wie
hier. In [Car68; MTW73; Cha83; Car04] hingegen gilt p? = r? + a® cos? §. Chandrasekhar
[Cha83] verwendet zum Beispiel noch £2 = (r2 4 a2)® + a?Asin? 0. Die Funktion A
unterscheidet sich in der Literatur nur dadurch, dass manchmal die Kerr-Newman-Metrik
beschrieben wird und A dadurch einen zusétzlichen Ladungsterm enthélt.

Die kontravariante Form der Metrik (1.3.1) ist durch

0 _ (r* + a*)? — a*Asin? 0
n YA ’
A
1n_ 2
g - 2 )
1
22 1
.g - Z )
53 _ A — a?sin?6
Y Asin? 0 ’
ay

gegeben.

Es ist nicht a priori klar, dass der Parameter a in der modifizierten Kerr-Metrik (1.3.1)
weiterhin die Drehung des Zentralobjekts beschreibt. Um diese Annahme zu tiberpriifen,
kann man den Ableitungen von Adler, Bazin und Schiffer [ABS75] folgen. Dazu entwickelt
man zundchst das zu Gleichung (1.3.1) gehorende Linienelement linear in a [Cas+12]

2 B 1
ds? — <_1 + am- ) de? — = dr? + r2d#* + r? sin® 0d¢?
ro 2r3 1+ =53

2m B)dgbdt . (1.3.4)

— 2asin%6 < - —
r

Nach Adler, Bazin und Schiffer [ABS75]; Visser [Vis07] entspricht diese Entwicklung dem
Grenzfall fiir langsam rotierende Korper. Der nachste Schritt besteht in der Entwicklung

Tm Gegensatz zu den fritheren Verdffentlichungen und den Ausziigen daraus in Anhang A sind die
Signatur und die Konvention fiir den Spinparameter a geéndert.
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hin zu groflen Abstdnden, was durch eine Entwicklung linear in % geschieht [ABS75;
Cas+12]

2 2
ds? — <_1 + m) de? — (—1 - m) dr? + r2d#* + r? sin® 0d¢?
T

r

2
— 2asin? Qdegbdt . (1.3.5)

An dieser Stelle ist schon erkennbar, dass alle Korrekturterme der modifizierten Kerr-
Metrik im Vergleich zur klassischen Kerr-Metrik aus den Gleichungen herausgefallen sind.
Das Linienelement (1.3.5) vergleicht man mit demjenigen von Lense und Thirring [LT18],

ds? = (—1 + 27") dt? — (-1 _ 2m> [dp2 +p° (de2 + sin? ed¢2)}
p

p
4G J

sin? 0dpdt | (1.3.6)

das in isotropen Koordinaten dargestellt ist. Das Linienelement von Lense und Thirring
[LT18] beschreibt fiir grofie Absténde den Auflenraum eines langsam rotierenden Korpers
mit Drehimpuls J. Fiir grofle Abstédnde gehen aber auch die Variablen r und p ineinander
iiber, sodass die Terme proportional zu dtd¢ miteinander identifiziert werden kénnen
und damit a = €2 folgt [LT18; ABS75; Cas+12].

Die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) lasst sich auch in der klassischen ART erhalten,

. N N _ 1 i — .
indem man einen Energie-Impuls-Tensor der Form 7, = 5557, mit

— 1
Too = 5 {a‘l(— cos® § + cos® ) + 2r°A + 3a*r? sin® «9] ,
— 272
T, ="
11 AE Y
272
Te =1+ S

_ 1

T3 = sin® Gﬁ [(37‘2 +a®)(r* 4+ a®)* — a*(a* — r* + 2r*y) sin® 0} :

= 1

Tos = —asin® Qﬁ [27"2A + (a* + 1) (3 + a® cos® 9)} : (1.3.7)

zusitzlich zur normalen Masseverteilung annimmt (das Ergebnis ist mit Hilfe von MA-
THEMATICA [Wol12] und dem Paket GREAT [Hub03| berechnet). Im Schwarzschildlimit
(a = 0) reduziert sich (1.3.7) auf

o 2A
S

TOO r4 )

. 2

(-

711 A ’

Ty, =3

Ty, = 3sin?0 . (1.3.8)
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Die zugehorige Metrik ldsst sich auch aus Gleichung (1.3.1) durch Setzen von a = 0
gewinnen [Sch+13]

g =T1"
gs3 = r’sin? @

(1.3.9)

Der Energie-Impuls-Tensor der modifizierten Schwarzschild-Metrik in gemischter Form
ist durch

-2 0 00
B 0 -2 00
w S _
% 167Gr5 1 0 0 3 0 (1.3.10)
0O 0 03

gegeben. Dies entspricht einem Energie-Impuls-Tensor einer anisotropen Fliissigkeit
[DRH12]

TANOOP = (p+ ) Yuyty + DL G + (Pr — PLVLVL (1.3.11)

in einem angepassten Koordinatensystem, in dem die Teilchenvierergeschwindigkeit u#* =

( Tlgoo ,0,0, 0) und der radiale Einheitsvektor v = (O, \/;T’ 0, O) sind. Die Energiedichte

p, der radiale Druck p, und der orthogonale Druck p, sind durch

p=2f(r) ,
pr==2f(r)=—=p ,
pL=3f(r) (1.3.12)
mit der Hilfsfunktion f(r) := ﬁ% gegeben. Hier sei noch angemerkt, dass die drei
Bedingungen
1
TOQ = T11 = 0o =——<=p=—Dr (1313)
g11
aquivalent sind. Haufig wird goo = —g% gefordert, um die Symmetrie der Schwarzschild-

Metrik zu erhalten, siehe z.B. [NSS06]. Die in [Cas+12] vorgestellte erweiterte Schwarz-
schild-Metrik wird mit Hilfe eines idealen Fliissigkeitsansatzes beschrieben und enthalt
dadurch einen zusétzlichen Faktor e/ in der gy Komponente der Metrik. Die dort be-
schriebene modifizierte Kerr-Metrik enthéalt diesen zusatzlichen Faktor nicht. In den
Arbeiten [Sch+13; Sch+14] wird ebenfalls die Kerr-Metrik wie in Gleichung (1.3.1)
verwendet, da durch Verwendung des anisotropen Fliissigkeitsansatzes die Symmetrie
Joo = —g% im Schwarzschildlimit erhalten bleibt. In dieser Arbeit wird ebenfalls durch-
gehend die erweiterte Kerr-Metrik (1.3.1) beziehungsweise die fiir den Fall a = 0 daraus

folgende Schwarzschild-Metrik betrachtet.
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Es gibt noch eine weitere Moglichkeit die modifizierte Kerr- beziehungsweise Schwarz-
schild-Metrik zu erhalten, die in Kapitel 4.2 kurz vorgestellt wird. Dabei wird von dem
Ansatz ausgegangen, dass die Newtonsche Gravitationskonstante G keine Konstante,
sondern eine Funktion des radialen Abstands r ist. Ansétze die Gravitationskonstante zu
modifizieren, finden sich zum Beispiel auch in [WYL12; Liu+14].

1.4 Tests der ART

Es gibt eine Reihe von Messungen, die die Vorhersagen der ART sehr genau bestétigt ha-
ben. Eine Vielzahl dieser Tests wurde an Objekten in unserem Sonnensystem durchgefiihrt.
Eine der ersten dieser Vorhersagen war die Perihelverschiebung des Merkurs [Einl6a).
Sie unterliegt einer Reihe von Effekten, wie zum Beispiel der Tatsache, dass die Sonne
leicht abgeflacht und keine perfekte Kugel ist. Ein kleiner Effekt lasst sich aber nur mit
Hilfe der ART erkliren. Dieser Effekt ist durch
2172
do =2me = 2%% (1.4.1)

gegeben [ABS75], wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante, M die Masse des Zen-
tralkorpers, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und H die zweifache konstante Flachengeschwin-
digkeit des umkreisenden Korpers beschreibt. Der Parameter ¢ ist von der GroBenordnung
1077 fiir die Bahnbewegung des Merkurs [ABS75]. Die zusitzlichen Effekte aufgrund
der Modifikation der Schwarzschild-Metrik, wie sie in [HG09] vorgestellt werden, sind
durch aktuelle Messungen ausgeschlossen [Wil06]. In [HMG10; Cas+12] wird eine andere
Erweiterung der Schwarzschild-Metrik diskutiert, deren zuséatzliche Korrekturterme von
einer hoheren Ordnung in % sind. Der Einfluss dieser Anderungen auf die Perihelverschie-
bung des Merkurs lasst sich mit heutigen Messungen nicht tiberpriifen [Wil06], denn die
Korrektur ist proportional zu e [HMG10].
Ein anderer Test versucht den von Lense und Thirring [LT18] vorhergesagten Effekt
im Sonnensystem nachzuweisen [CP04; Eve+11]. Die Messung des Effekts geschieht
dabei durch die Bestimmung der Prézession von Gyroskopen in Satelliten, wie zum
Beispiel Gravity-Probe-B [Eve+11]. Dieser Effekt wird in der Regel als frame-dragging
bezeichnet. Hier muss allerdings zwischen diesem Effekt, der auch schon bei schwachen
Gravitationsfeldern auftritt, und dem Effekt starker Felder nahe dem Ereignishorizont
von Schwarzen Lochern unterschieden werden. Letzterer wird ausfithrlicher in Kapitel 2.2
diskutiert. In [Sch1l; Cas+12; Sch+13] ist gezeigt, dass dieser Effekt fir die modifizierte
Kerr-Metrik mit dem der klassischen Kerr-Metrik tibereinstimmt. Dies liegt daran, dass
Lense und Thirring [LT18] einen Effekt schwacher Felder beschreiben, den man durch
Entwicklung der Metrik fiir grofle Abstidnde zum gravitierenden Objekt erhélt. Diese
Entwicklungen sind aber fiir die modifizierte, wie fiir die klassische Kerr-Metrik identisch,
sodass man keinen messbaren Unterschied erwarten kann [LT18], siehe dazu auch die
Diskussion ab Gleichung (1.3.4).

Die Messungen in unserem Sonnensystem konnen bislang nur zur Uberpriifung der ART
in der Néherung schwacher Gravitationsfelder verwendet werden. Es gibt auch eine Reihe



1.4 Tests der ART

von Messungen von Phanomenen auflerhalb unseres Sonnensystems, die zum Testen der
ART verwendet werden konnen. Dazu zahlen unter anderem auch die Beobachtungen am
Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16 [HT75; WT02; WT05; Mag07]. Diese Beobachtungen
haben den bisher einzigen — allerdings indirekten — Nachweis von Gravitationswellen in
einem Binérsystem geliefert. In Kapitel 4.1 werden die theoretischen Grundlagen fiir
diese Messung genauer diskutiert. In Kapitel 4.2 findet sich die Diskussion eines Modells,
das Effekte eines zusétzlichen Energie-Impuls-Tensors berticksichtigt. Allerdings werden
auch mit dieser Messung nur Schwachfeldeffekte der ART tiberpriift.

Psaltis [Psa09] beschreibt den aktuellen Stand zu Tests der Gravitation im Regime
starker Felder. Eine dieser Moglichkeiten starke Gravitationsfelder zu untersuchen, stellt
die Beobachtung von Kandidaten Schwarzer Locher im Zentrum von Galaxien dar. Diese
konnen von einer Akkretionsscheibe umgeben sein, die man beobachten kann. Man geht
davon aus, dass sich diese Scheiben bis dicht (einige wenige Schwarzschildradien) an das
zentrale Objekt ausdehnen [PT74]. Sie reichen damit in Regime starker Gravitationsfelder.
In Kapitel 3 werden zwei verschiedene Modelle fiir diese Akkretionsscheiben vorgestellt
und Vergleiche zwischen der Beschreibung mit der klassischen Kerr-Metrik und der
modifizierten Kerr-Metrik aus Gleichung (1.3.1) angestellt. Grundlage dafiir bildet die
Beschreibung der Bewegung von Teilchen auf Orbits, die in Kapitel 2 ausgefiihrt wird.

Ein anderes Gebiet von groflem Interesse fiir die Untersuchung der ART bei starken
Feldern ist die Beschreibung von Neutronensternen. Diese wird allerdings nicht im Rahmen
dieser Arbeit vorgenommen. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich in [Rod+14].
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Kapitel 2. Orbits

Orbits von Testteilchen

Die Beschreibung von Testteilchenorbits bildet die Grundlage fiir verschiedene Modelle
fiir Beobachtungen in der ART. Ausfiithrliche Betrachtungen zu diesem Thema haben
u.a. Carter [Car68]; Bardeen, Press und Teukolsky [BPT72| angestellt. Als wichtigste
Anwendung im Rahmen dieser Arbeit werden in Kapitel 3 Modelle fiir Akkretionsscheiben
um kompakte Objekte betrachtet. Fiir alle diese Modelle ist es von entscheidender
Bedeutung Orbits von einzelnen Testteilchen im Rahmen der ART beschreiben zu
konnen.

2.1 Geodatengleichung und Orbits von Testteilchen in
der Kerr-Metrik

Als Ausgangspunkt zur Beschreibung von Testteilchenorbits dient die Lagrangefunktion

1
L= 39ui"d" . (2.1.1)
In der verwendeten Signatur gilt g,,2#2" = —(, wobei ( = 1 fiir zeitartige Trajektorien,

¢ = —1 fir raumartige und ¢ = 0 fiir Nullgeodaten gilt. Die zugehorige Hamilton-Funktion
ist durch

1 1
H = ig“”pMpl, = —§C (2.1.2)

gegeben [Car68| — mit den Impulsen p,, = g,,%".
Mit Gleichung (1.3.1) konnen die Impulse p,, als

Pe = Gool + gozdh = — <1 — g) t— ag sin® 0¢
Y

br = glﬂj = ZT
Do = Ga20 = 20

11



2.1 Geodéatengleichung und Orbits von Testteilchen in der Kerr-Metrik

Do = Gaot + gz = —az sin? 0f + | (r* + a®) + azg sin 0| sin” 0 (2.1.3)

festgelegt werden. Die Symmetrie der Raumzeit, die mit der vorliegenden Metrik beschrei-
ben wird, gibt bestimmte Einschrankungen vor. So sind die Impulse p; = —E := —E /
und py = L, := L, /e durch die Energie E beziehungsweise den Drehimpuls eines Test-

teilchens L, im Unendlichen (normiert auf die Ruhemasse p des Teilchens) festgelegt
[Car68; ABST75]

ool + 903?1.5 =—-EF ,
gsad + gost = L. . (2.1.4)

Ausgehend von der radialen Geodétengleichung

CZ (20117) = gool” + g7* + 9ot + gsd” + 29050 (2.1.5)
wobei hier die partielle Ableitung % durch den Strich ’ abgekiirzt wurde, kann man einen
Ausdruck fiir die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen auf kreisformigen, geodétischen
Orbits bestimmen. Zunéchst wird vereinfachend angenommen, dass sich die Teilchen
auf einer Kreisbahn in der Aquatorebene mit einem festen Abstand zum Zentralobjekt
bewegen, also dass r = g = const, 7 =0, § = 7 und 6=0 gilt. Mit diesen vereinfachten
Annahmen ergibt sich [Sch+13]

0 = goo(r0)f? + ghy(10)w?* + 20, (o)Wt (2.1.6)
mit der Winkelgeschwindigkeit .
dp ¢
== == 2.1.7
R T (2.L.7)
Gleichung (2.1.6) hat zwei Losungen fir w
/ IN2
wy = _@ + J (903) /2900933 ' (2.1.8)
933 933

Der Ausdruck in Gleichung (2.1.8) ist allgemeingiiltig fiir Metriken, die eine axialsymme-
trische, statische Raumzeit wie die Kerr-Metrik beschreiben!.

Die so gefundene Winkelgeschwindigkeit fiir Teilchen auf Kreisgeodaten liegt allerdings
noch innerhalb von allgemeineren Einschriankungen. Testteilchen, auch wenn sie fir
die meisten Berechnungen als masselos angenommen werden, unterliegen trotzdem der
Bedingung, dass sie sich auf zeitartigen Bahnen bewegen miissen. Diese sind begrenzt
durch die Bewegungen von Photonen. Einen Ausdruck fir die maximal erlaubten Win-
kelgeschwindigkeiten, die ein Testteilchen annehmen kann, erhalt man also durch die
Betrachtung von Photonenorbits [MTW?73]. Das Linienelement von Photonen ds* = 0 ist

goodlf2 + gggw2dt2 + 2903Wdt2 =0 s (219)

!Die Benennung der beiden Losungen von Gleichung (2.1.8) ist nicht identisch mit der Benennung
in [Sch+13; Sch+14].

12



Kapitel 2. Orbits

wobei erneut Gleichung (2.1.7) verwendet wurde. Diese Gleichung entspricht wieder einer
quadratischen Gleichung in w mit den Losungen

2

Dy = __Yo3 + \J (903) 900933 ‘ (2‘1'10)

2
g33 J33

Formal sind diese Losungen mit Gleichung (2.1.8) identisch, bis auf den Unterschied,
dass hier die Metrikkoeffizienten anstatt ihrer Ableitungen auftauchen.

Jetzt konnen Ausdriicke fiir die Energie und den Drehimpuls der Teilchen auf Geodéten
in Abhéngigkeit der Metrik formuliert werden. Mit Hilfe der Geodéatengleichungen fiir ¢
und ¢

doL d - ‘
= 45 0F = a5 (200l + 200e6)
doL d j '
= Zoag ~ s w0 2sl) S

und der Identifikation der Impulse mit der Energie und dem Drehimpuls der Teilchen im
Unendlichen (2.1.4) erhilt man Ausdriicke fiir £ und ¢, siche Gleichung (2.1.3) [ABS75]

Dt = go3L, + g3 F
D¢ = —gosE — goo L= (2.1.12)

In Gleichung (2.1.12) ist noch D = (—gnogs3 + g2;3) eingefithrt worden. Eingesetzt in die
Lagrangefunktion ergibt sich nach einigen Umformungen eine Gleichung fiir 7 [Sch+13]

1
i = [E2933 + L2goo + 2EL.gos — D| . (2.1.13)
guD

Diese Gleichung lésst sich so umschreiben, dass sie einer klassischen Bewegung eines
Teilchens in einem komplizierten, energieabhangigen, effektivem Potential entspricht

1 1
5E2 = 5# + Veg(r,E, L.) . (2.1.14)

Das effektive Potential ist in diesem Fall gegeben durch [Sch+13]

1

‘/eff<r7 E7 Lz) = - 2911D

{E2(933 —guD) + ngoo +2FEL.go3 — D} ) (2.1.15)

Setzt man die einzelnen Metrikkomponenten in Gleichung (2.1.15) ein, ergibt das

2
Ver(r, E, L,) = —:2 [E2 <a2 + ‘;f) —L? (1 - :é) - 2ELZ?5 - (7"2 +a® — ¢)]
(2.1.16)
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2.1 Geodéatengleichung und Orbits von Testteilchen in der Kerr-Metrik

Fir den Schwarzschildfall (¢ = 0) reduziert sich (2.1.16) auf einen recht kompakten
Ausdruck, der sogar unabhéngig von der Energie des Testteilchens ist [Sch+13]

1 L? L? B [L?
Vi(npyolom L om Z+< z+1> | (2..17)

2 r 22 r3 43 \ 2

Von besonderem Interesse sind kreisformige Orbits. Auf diesen Orbits gilt 77 = 0 und
die Winkelgeschwindigkeit der Teilchen ist durch Gleichung (2.1.7) gegeben. Zusammen
mit Gleichungen (2.1.3), bezichungsweise (2.1.12) erhalt man also

~ goo t gzow
930 + g33w

E = L, . (2.1.18)

Jetzt lasst sich Gleichung (2.1.13) verwenden und man erhélt nach langerer Umformung
[Sch+13]

(gos + wygss)?
—goo — 2wWGo3 — W2933
2
o (9002+ wgo3) . (2.1.19)
—goo — 4W(GJoz — W=gs3

L?=

z

Die so gewonnenen Ausdriicke fiir Energie und Drehimpuls gelten fir Teilchen auf geodé-
tischen Kreishahnen um ein Zentralobjekt. Insbesondere gelten sie auch fiir Teilchen auf
stabilen Kreisbahnen. Da die Energie und der Drehimpuls von Teilchen reell sein miissen,
erhilt man durch Gleichung (2.1.19) bereits eine Einschrénkung an die Winkelgeschwin-
digkeit. Der Zahler der Terme ist jeweils immer positiv und muss somit nicht weiter
betrachtet werden. Der Nenner hingegen besitzt Nullstellen, die durch die Gleichung

gssw? + 2903w + goo = 0 (2.1.20)

gegeben sind. Diese Gleichung entspricht Gleichung (2.1.9). Also sind die Einschrankungen
an die Energie und den Drehimpuls fiir Testteilchen auf zeitartigen Geodaten erfiillt.

2.1.1 Stabilitat von Orbits

Bislang wurde noch nicht die Stabilitat der kreisformigen Orbits betrachtet. Glei-
chung (2.1.19) gilt auch fiir instabile Kreisgeodaten. Ein Kriterium fiir die Stabilitat
der Orbits liefert uns die zweite Ableitung des effektiven Potentials. Kritische stabile
Orbits erhélt man durch Nullsetzen dieser Ableitung, also %27‘2/ r. = 0. Hier steht r¢ fiir
kritisch stabile Orbits, also jene Orbits an der Grenze zur Instabilitat. Zusatzlich gilt
auch V., = 0 und 2%|, . = 0. Zusammen mit Gleichungen (2.1.15) und (2.1.19) ergibt

Or 1Tcs
das

933(g00 + wgos)? + goo(gos + wyss)?
— 2953(900 + wgo3)(gos + wys3)
+ D"(w?gss + 2wgos + goo) =0 . (2.1.21)

14



Kapitel 2. Orbits

Diese Gleichung legt mit ihren Nullstellen die Radien fest, an denen ein Orbit gerade noch
stabil ist. In der klassischen ART treten hier so genannte letzte stabile Orbits oder auch
Innermost Stable Circular Orbits auf. Setzt man in Gleichung (2.1.21) die klassische
Kerr-Metrik ein, erhélt man die Gleichung [BPT72]

r? — 6mr £ 8ay/mr —3a®> =0 (2.1.22)

wobei hier das obere Vorzeichen fiir Teilchen steht, die sich in dieselbe Richtung bewegen,
in die sich das Zentralobjekt dreht. Gleichung (2.1.22) ldsst sich analytisch 16sen und
liefert [BPT72]

TISCO_m|:3+Z2:F\/(3_21)(3+Zl+2Z2)} ,
2\ 1/3 1/3 1/3
lel+<1—a2> l(1+a) +<1—a) ] :
m m m
a2
Zy =\|3— + z: . (2.1.23)
m

Auch hier steht das obere Vorzeichen wieder fir prograde Bewegungen. Fiir a = 0 gibt es
nur eine Losung und der letzte stabile Orbit ist rigco = 6m; fiir a = 1 gilt risco = m fiir
prograde und rigco = 9m fir retrograde Bewegung [BPT72].
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2.2 Geoditengleichung und Orbits von Testteilchen in der modifizierten Kerr-Metrik

2.2 Geodatengleichung und Orbits von Testteilchen in
der modifizierten Kerr-Metrik

Wie in Kapitel 2.1 beschrieben, ist die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen in kreis-
formigen, geoditischen Orbits in der Aquatorebene um ein massives Objekt durch
Gleichung (2.1.8) gegeben. Setzt man die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) ein, ergibt sich

1

wp=—r— (2.2.1)
at /35
mit der Hilfsfunktion [Cas+12]; [Sch+13]; [Sch+-14]
2m 3B
hr)=——-—— . 2.2.2
=20 (222

w, beschreibt hierbei prograde Bewegungen. Fiir die klassische, sowie fiir die modifizierte
Kerr-Metrik gilt auch g{, = —h(r). Im Falle B = 0 reduziert sich Gleichung (2.2.1) auf
den bekannten Ausdruck der klassischen ART [BPT72]

oy =t (2.2.3)

3
T
aj:m

Ein Vergleich der Winkelgeschwindigkeit zwischen den beiden Metriken fiir mitdrehende
Testteilchen findet sich in Abbildung 2.1a und analog fiir retrograde Bewegungen in Ab-
bildung 2.1b. Prograde Bewegungen sind von gréferem Interesse, da hier die Testteilchen
ndher an das zentrale Objekt gelangen kénnen und so die Unterschiede in den beiden
betrachteten Metriken grofler sind. Wie in Abbildung 2.1a ersichtlich, haben die Teilchen
in der modifizierten Metrik an einem bestimmten Radius r,, , ein Maximum in ihrer
Winkelgeschwindigkeit. Die Position dieses Maximums ist unabhédngig vom Spinparameter
a des Zentralobjekts, wie man an Gleichung (2.2.1) erkennen kann. Das Extremum von
Gleichung (2.2.1) ist identisch mit dem Extremum des Wurzelterms, welches wiederum
identisch mit dem Extremum des Terms unter der Wurzel ist, welches durch

)
3rt <m7“2 - 4B) =0 (2.2.4)
beschrieben wird [Sch+14]. Die Losung von Gleichung (2.2.4) lautet [Sch+14]

5B (2.2.5)

4dm

rwmax

Dieses Phénomen, dass die Winkelgeschwindigkeit der Testteilchen ein Maximum besitzt,
existiert in der klassischen Kerr-Metrik nicht und wird in Kapitel 3.2 bei der Betrachtung
des Scheibenmodells von Page und Thorne [PT74] noch eine Rolle spielen.
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Abbildung 2.1: Winkelgeschwindigkeit als Funktion des radialen Abstands r fiir pro-
und retrograde geodéatische Kreisbahnen. Als Parameter wurden a = 0,995m und fiir

die modifizierte Kerr-Metrik B =
letzten stabilen Orbit. Urspringlich veroffentlicht in [Sch+-13].
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2.2 Geoditengleichung und Orbits von Testteilchen in der modifizierten Kerr-Metrik

Durch Gleichung (2.1.10) sind allgemeine Einschrankungen an Teilchen auf zeitartig-
en Geodéten gegeben. Setzt man hier die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) ein, ergibt
das [Sch+13]

I AV sy

W+ 2
r2 4+ a? + %w

(2.2.6)

In Abbildung 2.2 sieht man die durch Gleichung (2.2.6) festgelegten Einschrankungen
an die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen. Der Spinparameter wurde auf a =
0,995m festgelegt. Anhand der beiden Plots fiir die klassische ART kann man bereits
das Phédnomen des frame-draggings erkennen. Haufig werden einige unterschiedliche
Phédnomene unter diesem Begriff zusammengefasst. In Abbildung 2.2 ist erkennbar, dass
sich Teilchen, die eigentlich auf retrograden Bahnen um das zentrale massive Objekt
kreisen, ab einem gewissen Radius mit dem Objekt mitdrehen miissen [MTW73; ABS75;
Sch+13]. Dies fiihrt sogar so weit, dass sich alle Teilchen am Ereignishorizont mit der
selben Winkelgeschwindigkeit in die selbe Richtung wie das Schwarze Loch bewegen. Fiir
die modifizierte Kerr-Metrik ist dieses Verhalten gedindert. Obwohl man das Verhalten
noch erkennen kann, dass Teilchen auf retrograden Bahnen auch hier in Drehrichtung
des Zentralobjekts ,, gezogen® werden, ist es hier deutlich schwécher ausgepragt.

2.2.1 Stabilitat von Orbits in der modifizierten Kerr-Metrik

Von besonderem Interesse fiir viele Betrachtungen sind stabile Orbits, da sie sich dazu
eignen um stationédre Situationen, wie etwa eine Akkretionsscheibe, zu beschreiben. In
Kapitel 2.1 wird mit Gleichung (2.1.21) eine Bestimmungsgleichung fir den letzten
stabilen Orbit von Teilchen auf Kreisbahnen aufgestellt

93(goo + wgo3)® + goo(gos + wyss)?
— 2905(g00 + wgo3) (gos + wys3)
+ D" (wgss + 2wgos + goo) =0 . (2.2.7)

Setzt man hier die modifizierte Kerr-Metrik ein, ergibt sich [Sch+413] [mit Hilfe von
MATHEMATICA [Wol12]]

. (2532 +2Br3(11r — 32m) + &4 <6m2 — Tmr + 2r2))
+ 8a*r? (2m7’2 — 33) (4m7’2 - SB)

+ 16&3”47717“2705—33 <3B - 2mr2) (BB - 4mr2> (B +r3(r — 4m))

+a” (—24B% + 8B (26m + 3r) — 2Br® (256m* — 40mr + 15°)
+ 8mr® (32m2 — 8mr + 37“2))

5
+ 8@7“2\/4270733 (BB - 4mr2) (332 +2Br*(r — Tm) + 8m?*r* — 2r6) =0 ,
mr? —

(2.2.8)
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Abbildung 2.2: Durch Photonenorbits gegebene Limits an die Winkelgeschwindigkeit fiir
pro- und retrograde geodétische Kreisbahnen als Funktion des radialen Abstands r .
Als Parameter wurden a = 0,995m und fiir die modifizierte Kerr-Metrik B = %m“?’
gewahlt. Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+-13].

wobei hier das obere Vorzeichen wieder fiir prograde und das untere entsprechend fiir
retrograde Bewegungen steht. Analytische Losungen zu Gleichung (2.2.8) wurden bisher
nicht gefunden. Numerisch lassen sich aber fiir den Fall B = (64/27)m? jeweils zwei
Losungen fiir pro- und retrograde Orbits finden [Sch+13]. In Abbildung 2.3 ist der ISCO
in Abhangigkeit des Spinparameters a fiir retrograde Orbits dargestellt. Obwohl es fiir
den retrograden Fall in der modifizierten Kerr-Metrik zwei Losungen fir Gleichung (2.2.8)
gibt, ist nur die &uflere der beiden relevant. Die innere liegt auflerhalb des durch Glei-
chung (2.1.10) eingeschrankten Bereichs und ist somit nicht fir Teilchen zugénglich.
Fiir prograde Bewegungen ist das anders. In Abbildung 2.4 ist die Existenz von stabi-
len Kreisbahnen fiir prograde Orbits in Abhédngigkeit des Abstands zum Zentralobjekt
und dessen Spinparameter a gezeigt. Der dargestellte Parameterraum lésst sich in vier
Regionen einteilen [Sch+-13]:

I Diese Region wird durch die blaue durchgezogene Kurve begrenzt. Sie beschreibt
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IT

I1I

IV

den letzten stabilen Orbit in der klassischen Kerr-Metrik. Fir alle Kombinationen

aus r und a oberhalb dieser Linie ist 82:/;“ negativ. Es existieren also stabile Orbits

in der klassischen, sowie in der modifizierten Kerr-Metrik.

Hier ist 887‘,/:5“ in der modifizierten Kerr-Metrik negativ, in der klassischen Kerr-

Metrik allerdings positiv. Also gibt es stabile Orbits in der erweiterten Kerr-Metrik,
nicht aber in der klassischen Kerr-Metrik.

0?Veg
or?

In diesem Gebiet ist in beiden betrachteten Metriken positiv und es gibt somit

keine stabilen Orbits.

Grundsatzlich waren Orbits in der modifizierten Kerr-Metrik hier stabil, da 8;)/;“

negativ ist. Allerdings ist diese Region durch die Einschriankungen an Orbits durch
Gleichung (2.1.10) ausgeschlossen, da hier ds® negativ ist.

Es gibt also einen qualitativen Unterschied zwischen der klassischen und der modifizierten
Kerr-Metrik. Der letzte stabile Orbit ist in der modifizierten Metrik nicht nur hin zu
kleineren Radien verschoben, sondern es gibt einen Bereich, in dem Orbits instabil sind.
Bei entsprechend kleineren Radien gibt es aber wieder stabile Orbits. Schliellich gibt
es fiilr Werte des Spinparameters a > 0.416m keine Regionen instabiler Orbits mehr
[Sch+13].
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Abbildung 2.3: Letzter stabiler Orbit fiir Teilchen auf retrograden Bahnen. Fiir die
modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m? gewihlt. Urspriinglich veréffentlicht
in [Sch+13].
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Abbildung 2.4: Stabile Orbits fiir Teilchen auf prograden Bahnen dargestellt im Para-
meterraum aufgespannt durch radialen Abstand r und Spinparameter a. Es gibt vier
Regionen, zwischen denen unterschieden werden muss. In der nicht schattierten Region
(I) gibt es stabile Kreisbahnen in der klassischen ART, sowie im modifizierten pk-ART
Modell. Region II (dunkel schattiert) enthélt hingegen nur im pk-ART Modell stabile
Orbits, nicht aber in der klassischen ART. Regionen III und IV (hell schattiert) enthal-
ten keine stabilen Orbits mehr. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m?
gewdahlt. Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+13].
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Raytracing

Direkte Beobachtungen von Schwarzen Lochern sind nicht moglich. Allerdings kann man
Lichtquellen in ihrer Nahe beobachten und dadurch Schliisse iiber die Eigenschaften
von Schwarzen Lochern ziehen. Eine leistungsfahige Technik dafiir ist das so genannte
Raytracing. Hierbei werden Lichtstrahlen von ihrem Ursprungsort in der Néahe eines
kompakten massiven Objekts — z.B. in einer Akkretionsscheibe — entlang von Nullgeodéten
in einer gekriimmten Raumzeit verfolgt'. Mit dieser Technik ist es so moglich Bilder
von der direkten Umgebung Schwarzer Locher zu erzeugen. Zusatzlich kann man durch
Berechnen eines Integrals in einem zweiten Schritt den spektralen Fluss berechnen. Das
ist insofern von groflem Interesse, da z.B. die Eisen-Ka-Emissionslinie zu den wenigen
guten Observablen fiir Regionen mit starken Gravitationsfeldern gehort. Eine Reihe von
Gruppen hat sich mit dieser Technik beschéftigt, dazu zahlen unter anderem Fanton u. a.
[Fan+97]; Miiller und Camenzind [MCO04]; Vincent u.a. [Vin+11].

3.1 Raytracing — Formalismen und Modelle

Im folgenden Abschnitt werden zunéchst einige wichtige Groflen fiir das Raytracing
und anschliefend zwei Modelle vorgestellt. Die Diskussion ist dabei wie in Kapitel 2.1
zunéchst allgemein gehalten, ohne auf eine bestimmte Metrik einzugehen.

3.1.1 Geodatengleichungen und EntwicklungsgroBen

Grundlegend fiir die Technik des Raytracings sind die Geodétengleichungen fiir Orbits.
Ich folge hier den Ableitungen von Carter [Car68], sowie Levin und Perez-Giz [LPO0S].
Ausgangspunkt bilden die Lagrange- und Hamiltonfunktionen (2.1.1) und (2.1.2), sowie
die Impulse p, aus Gleichung (2.1.3). Zusatzlich zu den in Kapitel 2.1 eingefithrten
Konstanten der Bewegungen auf Geodéaten, F und L, entspricht die Konstanz der
Hamilton-Funktion in Gleichung (2.1.2) der Erhaltung der Ruhemasse des Testteilchens

!Technisch gesehen geht man den umgekehrten (effizienteren) Weg und verfolgt Lichtstrahlen auf
dem Weg vom Beobachtungsschirm zuriick zum Emissionsort.
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[Car68]. Eine vierte Erhaltungsgrofe lasst sich durch die Forderung der Separierbarkeit
der Hamilton-Jacobi-Gleichung finden [Car68]. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung hat die

Form [Car68; Cha83]
08 1 0s 0S8
ZE B

ox 27 <8;1:0‘ 8:53) ' (3-L11)

Carter [Car68] macht unter der Forderung der Separierbarkeit den folgenden Ansatz fir
die erzeugende Funktion

S= 2O =B+ Lo+ S+S, | (3.1.2)

wobei hier A ein affiner Parameter ist und die beiden Funktionen Sy und S, jeweils nur
von # beziehungsweise r abhéngen. Eingesetzt in die Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt

sich
a8 25\ > 05\ > 25\ > 05\ ? 95 98
9Z2 _ 00 (P2 11 [ 92 22 [ U0 33 [ U2 90392 92
D (é?t) MK (m) MK (ae) MK <8¢> 295 99

2 2
o _C — gOOE2 +g33L3 - QQOSELZ +gll <g‘f> +g22 (%g) ) (313)

Hier setzt man die kontravariante Metrik (1.3.3) ein und formt um

_C__(r2+a2)2—a2Asin20E2 A [0S ? 1/08 ?
B SA ¥ \or ¥\ 06
A — a?sin? 0 a
- "I?’+2-_FL
SAsin’g T OEATY

as\> [0S\’
Y =A 22 o
o —=s(3) + (%)
(7“2‘1‘@2)2 2 2 . 272 2 a?
A E® 4+ a”sin“ 0" + SinzeLZ A

as\*  (0s)
Lo o 2 2.9 9
N ((r +a°)E — aLZ> - K(T +a“)aEL,
1 9 2 2a1)
+og (~L: + asin®0E)" + 20EL, + REL: (3.1.4)

2av)
L?+~="FL,
>t A

Alle Mischterme in E L, heben sich auf
2 2 1
—K(TZ +a*)aEL, + 2aEL, + ZwELz =2FL, <_A ((TQ +a*)a — a¢) + a)
=2FL,(a—a)=0 |, (3.1.5)
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sodass sich

ds.\? [ds,\”
‘@—A(dr> +(d9)
—i ((r2 +a*)E — aLZ>2 +

1
sin? 4

(~L. +asin® )’ (3.1.6)

ergibt. Eine weitere Umformung ist zu der Separierung der Gleichung noch notwendig.
Es gilt

1 , 2 L? .
ey (—Lz + a sin? HE) =gt a’sin?E* — 2aL.E
L2

= — ;9 +a’E? — a®cos* OF* — 2aL.E + L? — L?

sin

L? — L?*sin?0
= % —a*cos? 0F* + (aE — L,)?

sin
L 2 2 2 2

=\ g2g @ E?|cos"0+ (aE — L,)"

was man in (3.1.6) einsetzen kann und schlielich die Gleichung in 6 und r separierbar
macht

2 ds,\* | 1 2, 2 2 2
—(r*—A T +Z((T +a )E—aLZ> — (aE - L,)

L? dSy
(2 e 2w 2
= (Ca +sin20 aE)cos 6+<d9> . (3.1.7)

Beide Seiten sind hier jeweils nur abhingig von r, beziehungsweise # und konnen somit
gleich einer Konstanten C gesetzt werden. Man kann also

s, \? s\’
(dir> :i und ((f;) =0 |, (3.1.8)

unter Einfithrungen zweier Hilfsfunktionen

R = [(TQ + a2)E — aLZ]2 — A {C + (aFE — Lz>2 + Q”ﬂ ’

sin® 6

©:=C-— (aQ(C — B + Ly ) cos® 0 (3.1.9)

schreiben. Hiermit kénnen Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Dazu benutzt man

S

— gho 22 3.1.10
- ( )

it = g""pa
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und erhalt

8
[e)
I
~
I
>~
—N

{(7“2 + a2)2 + a*A sin? 0] E— asz} ,

S
'
I
<.
I
H_

SRS

8
no
Il
<.
Il
H-

Y

it =¢ = 1 KAZ — a2> L, +a¢E] : (3.1.11)

YA | \sin“ 0

Ich gehe hier allerdings einen anderen Weg, als in der géngigen Literatur [Car68;
Fan+97; MCO04] und folge Levin und Perez-Giz [LP08] in ihrem Ansatz die Hamilton-
Gleichungen als Bewegungsgleichungen fiir Raytracing zu verwenden. Zunachst schreibt
man dazu Gleichung (2.1.2) teilweise aus, indem die kontravariante Metrik zum Teil
eingesetzt wird [LP0S]

1A 11
H = 22 T+§§p0+f<raeapt7p¢) . (3112)

Hier ist der verbleibende Teil in der Hilfsfunktion f(r,0, p;, ps) zusammengefasst. Die

Abhéngigkeit der Funktion f von 7 und € ist durch g"” bedingt [LP08]. Nun ersetzt man

n (3.1.12) p, = 2 = 4= ynd py = %0 = 95 mit Hilfe von (3.1.8) und (3.1.9) [LP08]

R )
— : 1.1
H= 2AE+22—|—f(r9pt, Do) (3.1.13)
An dieser Stelle kann man erneut auf Gleichung (2.1.2) zuriickgreifen und damit die

Funktion f festlegen

R @ 1
R+A@ 1
= f(/raeaptap¢) = _W - 5( 5 (3114)

womit man die Hamilton-Funktion schliefilich als

A 1 pE— R+AG 1
= — —_— — = 1.1
M=ot osbi - Ay 3¢ (3.1.15)
schreiben kann [LP08]. Die Abhangigkeit von p, und p, ist nur indirekt sichtbar, da
diese in den Funktionen R und © als —FE und L, auftreten. Die Entwicklungsgleichungen
ergeben sich durch Verwendung der Hamiltongleichungen

oM . OH

— = — 1.1
oz T o, (3.1.16)

pu:_
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und der Hamiltonfunktion in Form (3.1.15) [LP0§]
i oH  oH 1 0

“op 0B 2amop TR0
oM A
—apr—zpr )
_OH _ 1
oH oM 10
= op, oL~ 2avoar. A9
Y
pt—g—o )

, _OH (A _2_<1> >, (f+40
P T \ax), T e T (2an )

Lo (A 2_<1> >, (f+40
P~ \ex) )\ T A ),

. oH

Py = % =
Hier stehen |, und |y fiir die partiellen Ableitungen nach r beziehungsweise 6. Die Glei-
chungen (3.1.17) bieten Vorteile gegentiber den klassischen Gleichungen (3.1.11), wie sie
in [Car68; Cha83; Fan+97; MC04] verwendet werden. Levin und Perez-Giz [LP08] weisen
darauf hin, dass die Gleichungen (3.1.11) in der radialen und polaren Komponente eine
Uneindeutigkeit im Vorzeichen aufweisen, sodass eine Fallunterscheidung notwendig wird.
Zusétzlich fihrt die Ausnutzung von Hamiltons Prinzip, um die Geodétengleichungen zu
erhalten, auf die Integralgleichung [Car68]

0 . (3.1.17)

i
Tem \/E 0 \/@
Um diese Gleichung zu lésen, verwenden Fanton u. a. [Fan+97]; Miiller und Camenzind
[MC04] die Tatsache, dass R ein Polynom vierten Grades in r ist. Das ist allerdings unter
Verwendung der modifizierten Kerr-Metrik (1.3.1) nicht mehr der Fall, da die Ordnung
von r in R erhoht ist. Die bestehenden Losungen koénnen hier nicht mehr verwendet
werden.

Die Gleichungen (3.1.17) enthalten keine Wurzeln mehr und sind dadurch ohne Fallunter-

scheidungen direkt losbar [LP08; Vin+11]. Sie lassen sich auch direkt auf die modifizierte
Kerr-Metrik anwenden.

obs

(3.1.18)

3.1.2 StrahlungsgroBen

Nachdem im letzten Kapitel die Bestimmung der Geodatengleichungen geschehen ist,
werden hier verschiedene Strahlungsgréfien diskutiert, die bei der Simulation von astro-
physikalischen Prozessen von Bedeutung sind.
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Die erste bedeutende Grofle ist hier die Intensitat I, der Strahlung. Sie gibt die Menge
an Energie pro Zeit t, Fliche A, Raumwinkel €2 und Frequenz v eines abstrahlenden
Objekts an. So lasst sich die Energie von Strahlung, die durch ein Flichenelement dA
mit Hilfe der Intensitat als

dE =1, dA dQ dv dt (3.1.19)

angeben [RLO4]. Die Intensitiat der Strahlung ist einerseits durch Emission (z.B. von
heiBem Gas) und andererseits durch Absorption (z.B. durch Staub) bestimmt. Die beiden
Effekte lassen sich in der Strahlungstransportgleichung

dr,
ds

= -1, +7j, (3.1.20)

zusammenfassen [RL04], wobei «,, der Absorptionskoeffizient und j, der Emissionsko-
effizient ist. Haufig besteht die Herausforderung darin, diese beiden Koeffizienten fiir
bestimmte physikalische Prozesse zu bestimmen. Ich werde im Folgenden zwei Modelle
betrachten, fiir die ich die Absorption vernachlassige und die Emission auf unterschiedli-
che Weise ableiten werde (siche Kapitel 3.1.3 und 3.1.4).
Die zweite wichtige GroBe ist der Strahlungsfluss (oder auch nur Fluss) F, der in diffe-
rentieller Form tiber

dF,

Vobs

=1,

Vobs

cos 0dS2 (3.1.21)

gegeben ist [RLO4]. 6 beschreibt hier den Winkel zwischen der Beobachtungsrichtung
und der Normalen des Flédchenelements, durch das die Strahlung flieit; €2 beschreibt
den Raumwinkel, aus dem die Strahlung beobachtet wird. Aufintegriert ergibt sich
entsprechend [RLO04]

F, = / L., cosfdQ . (3.1.22)

Durch verschiedene Effekte, wie die Gravitationsrotverschiebung oder den relativis-
tischen Dopplereffekt, kommt es zu Frequenzverschiebungen zwischen emittierter und
beobachteter Strahlung. Zur Beschreibung dieser verschiedenen Effekte wird in der Regel

der (Rotverschiebungs-)Faktor
Vobs

g = (3.1.23)

Dénl

verwendet. Die Kombination aus Intensitdt und Frequenz I,/v3 bildet eine relativistische
Invariante [MTW73, S. 588], sodass man einen Zusammenhang zwischen beobachteter
und emittierter Intensitat herstellen kann

]obs o ]em

3
Vobs

= Iops = ¢ Lom - (3.1.24)

3
Vem

3.1.3 Emissionslinienprofile

Das erste betrachtete Modell von Akkretionsscheiben dient der Berechnung von Emissi-
onslinienprofilen und beschreibt eine geometrisch diinne und optisch dicke (undurchléssig
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fur Strahlung) Akkretionsscheibe [Fan+97; Vin+11]. Die Strahlung der Scheibe wird als
isotrop und monochromatisch im Emitter-System angenommen, mit der Intensitat

Iom = €(r)0(Eem — Eo) (3.1.25)
wobei Ej die Ruheenergie der Strahlung im Emitter-System und
€0 —p
= — 3.1.26
() =2y (31.20)

die Emissivitat der Scheibe beschreibt. Der Emissivitatsindex p wird im Folgenden, falls
nicht anders beschrieben, als p = 3 angenommen [Mul04].

Um von der abgestrahlten Intensitét (3.1.25) zu einer beobachtbaren Groe zu kommen,
verwenden Vincent u. a. [Vin+11] Gleichung (3.1.21), allerdings mit einer anderen Inter-
pretation. Hier beschreibt # den Winkel zwischen der Normalen des Beobachtungsschirms
und der Richtung der einfallenden Strahlung. €2 gibt weiterhin den Raumwinkel an, aus
dem die Strahlung beobachtet wird. Der Beobachtungsschirm ist als Punkt im Raum
angenommen, dessen einzelne Pixel einem bestimmten Teil des Himmels abdecken. Der
Gesamtfluss ergibt sich als Summe [Vin+11]

Fl/obs = Z [Vobs,pixel Cos(epixel>5Qpixel . (3127)

pixels

3.1.4 Scheibenmodell nach Page und Thorne

Ein hiufig verwendetes Modell fiir Akkretionsscheiben von Schwarzen Lochern geht auf
Page und Thorne [PT74] zuriick. Im Folgenden wird das Modell kurz nachvollzogen und
dann mit der Metrik (1.3.1) angepasst. Hierbei ist zu beachten, dass Page und Thorne
[PT74] die Koordinaten t,r, ¢, z verwenden, da diese die Symmetrie des Problems am
besten beriicksichtigen. Hier werden zunéchst ebenfalls diese Koordinaten verwendet. Die
relevanten Groflen sind am Ende nicht mehr von der Koordinate z abhangig.

Die meisten Annahmen, die Page und Thorne [PT74] treffen, werden weiterhin gelten.
Allerdings werde ich eine zuséitzliche Annahme treffen missen.

Zunéchst wird hier eine der zentralen Gleichungen hergeleitet. Dazu betrachtet man
kreisformige geoditische Orbits im Aquator um das zentrale Objekt. Entlang dieser
Geodéten gilt fiir den Viererimpuls p# (Orthogonalitat des Gradienten)

pa (p“) [loo = 0 . (3.1.28)
Die Radialkomponente davon ist

gNTpa (pu)HOé =0 )
= p"(P)ja=0 . (3.1.29)

Als néchstes verwendet man die Normierung aus (2.1.2) mit ¢ = 1, also

Ppa=-1, (3.1.30)
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und bildet davon die kovariante Ableitung

(PPl =0 . (3.1.31)
Dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit
P*(Pa)ir =0 (3.1.32)
denn es gilt
(P*Pa)ir = P)r = 2P Pr (3.1.33)

oder komponentenweise

(P°Pa)ir = (6" Pupa)r = 9" (PuPa)|jr
gua(puHrpoz + pupoaHr)
2pa(pa)||r . (3.1.34)

Nun lassen sich Gleichungen (3.1.29) und (3.1.32) voneinander abziehen und es ergibt
sich nach Ausnutzung der Symmetrie der kovarianten Ableitung schlieBlich [PT74]

0 :pa (pr)l\a_pa<pa)\|r >
=p” (pr||oz - paur) ,
=p” (pr|a - pa|r) . (3135)
Aus den Annahmen einer kreisférmigen, geodétischen Bewegung folgt, dass die Radial-

und Polarkomponenten des Impulses verschwinden. Der verbleibende Ausdruck ergibt
ausgeschrieben dann

P*(Patr) = D'pefy + 0°popr =0 . (3.1.36)
An dieser Stelle kann man schlieBlich noch die Definition fiir die Orbitalfrequenz (2.1.7)
= (ilf/ (;1;9 = %f und die Energie E beziehungsweise den Drehimpuls L, einsetzen [PT74]

und erhalt schliefllich
E|r = (A)Lz|7n . (3137)

Erhaltungssatze

Page und Thorne [PT74] stiitzen ihr Modell auf die Ausnutzung von Erhaltungssétzen fiir
die Energie, die Ruhemasse und den Drehimpuls. Durch Ausnutzen dieser Erhaltungssétze
ist es moglich freiwerdende Energie und Drehimpuls der Teilchen auf Kreisgeodéten,
die sich hin zu kleineren Radien bewegen, mit der Energie und dem Drehimpuls der
ausgehenden Strahlung in Zusammenhang zu bringen. Page und Thorne [PT74] verwenden
dafiir einen Energie-Impuls-Tensor der Form

T=p(l+Mu@u+t+u®kq+qeu , (3.1.38)

wobei hier py die Ruhemassedichte, II die spezifische innere Energie, t der Stress-Tensor
in einem gemittelten Ruhesystem (t-u = 0) und q der Energieflussvektor (q-u = 0) sind.
Im Folgenden werde ich wie Page und Thorne [PT74] annehmen, dass die spezifische
innere Energie vernachléssighar gegeniiber der potentiellen Energie im Gravitationsfeld
ist.

30



Kapitel 3. Raytracing

Erhaltung der Ruhemasse
Die Ruhemassenerhaltung in ihrer differentiellen Form ist

V(pou™) =0 |, (3.1.39)

wobei u™* die Vierergeschwindigkeit des lokalen Ruhesystems von Testteilchen beschreibt
[PT74]. Im Folgenden wird die Integralversion dieses Erhaltungssatzes zusammen mit
dem Satz von Gaufl

0= / dtdrdzdeV (pou™")/—g
%

_ /8 po/—gu™ - d3A (3.1.40)
%

verwendet. Hierbei beschreibt d®*A das Oberflichenelement auf dem Rand 9). Durch die
Symmetrie des zugrunde liegenden Systems erhalt man [PT74]

H t+At 27 r+Ar
0= / / / PoUing, v/ —gdpdtdz + [Gesamtruhemasse im S—Volumen}?m
—-H t 0 i
A AtAr(QW\/—_gEur)V 0 . (3.1.41)

Die zweite Klammer kann man hier vernachlassigen, da angenommen wird, dass die
Gesamtruhemasse in einem Ring der Dicke Ar zwischen r und r + Ar vernachlassigbar
im Vergleich zu der Masse ist, die in der Zeit At durch den Ring mit Radius r fliefit
[PT74]. Der erste Term ergibt sich zum einen durch Ausnutzen des Fundamentalsatzes
der Algebra und zum anderen durch die Definition der iiber ¢ und At massengemittelten
Geschwindigkeit

u(r) = = [ (oo (3.1.42)

und der zeitgemittelten Oberflachendichte
H
S(r) == / (po)dz . (3.1.43)
“H

Aus Gleichung (3.1.41) lasst sich ablesen, dass die Grofie
My = —2m/—g%u” (3.1.44)

radiusunabhéngig ist. Physikalisch beschreibt (3.1.44) die zeitgemittelte Massen-Akkreti-
onsrate [PT74].
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Drehimpulserhaltung

Die zweite Erhaltungsgrofie, die zur Konstruktion des Scheibenmodells gebraucht wird,
ist der Drehimpuls

VJ=0 mit J:=T- 9, (3.1.45)

Wie fiir die Ruhemassenerhaltung wird dieser Erhaltungssatz integriert. Anschliefend wird
wieder der Satz von Gaufl zusammen mit dem Fundamentalsatz der Algebra ausgenutzt.
Allerdings ist zu beachten, dass im Gegensatz zur Ruhemasse Drehimpuls am oberen
(2 = H) und unteren (z = —H) Rand der Scheibe entweichen kann. Aus diesem Grund
hat das Integral eine zusatzliche Komponente

0= / dtdrdzdeVJy/—g
v

- / J=gJ - A
oy

H t4+AL 27 r+ar

= / / / (po(1 4+ IMupu" +ty" + upq" + qpu”) v/ —gdodtdz

—H t 0 ,

r+Ar t+At 27 H
/ (po(1 + IMugu® + ty* + upq® + qeu®) /—gdedtdr
r t 0 —H

At (3.1.46)

+

+ [Gesamtdrehimpuls im 3-Volumen]

Wie vorher kann man den letzten Term vernachléssigen. Zusétzlich wird die spezifische
Waiérme II vernachlassigt. Aus der Annahme, dass der Wéarmetransport innerhalb der
Scheibe klein gegeniiber dem Warmetransport senkrecht zur Scheibe ist, ergibt sich, dass
man die Terme ugq" und gyu” in der ersten Klammer vernachlassigen kann. Die Terme
proportional zu u* in der zweiten Klammer fallen weg, da keine Bewegung senkrecht zur
Scheibenebene angenommen wird. Damit reduziert sich (3.1.46) auf [PT74]

H t+At 27 r+Aar
0= / / /(p0u¢ur + t4") v/ —gdodtdz
“H t 0 .
r4+Ar t+ AL 271 H
+ / / / (t° +u¢qz)\/—_gd¢dtdr]
r t 0 —H
r+Ar

= / 2 At ({poyugu” + (t4")) v/ —gdz

T

r+Ar H
/ 2 AL ((ty%) + up(q®)) \/—_gdr] : (3.1.47)

T

_|_
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Die erste Klammer lasst sich mit der Definition

WP = / (to5)dz (3.1.48)

-H

zu

| (3.1.49)

27 At (SLm + W) /=g = AtAr [~ MyL. + 2my/—gW,'|

|r

umformen. Dabei wurde noch ausgenutzt, dass u, = L, ist und (3.1.44) eingesetzt.

In der zweiten Klammer in (3.1.47) verschwindet der erste Term mit der Annahme, dass
nur Photonen zeitgemittelte Energie und Impuls aus der Scheibe tragen. Der verbleibende
Teil lasst sich mit der Definition von F

F i (g*(r,2 = H)) = (~¢*(r,2 = —H)) (3.1.50)
schlieBlich umformen in

r+Ar
[/ 2m At (uy(q®)) v/ —gdr = 4 AtAr [\/—_gLZF} . (3.1.51)

T —-H

Zusammen ergibt sich damit der Ausdruck [PT74]

(=MoL + 2m/=gW,'| = —4m\/=gL.F . (3.1.52)

|r

Energieerhaltung

Komplett analog zur Drehimpulserhaltung kann man auch die Energieerhaltung
VE=0 mit E:=-T-0, (3.1.53)

benutzen und erhalt schlielich [PT74]
[MoE + 27\/_—th7“}| — 4r\/—gFE . (3.1.54)

Gleichungen (3.1.52) und (3.1.54) lassen sich kombinieren, wenn man die Orthogonali-
tatsrelation u®t,® = 0, die dazu fiihrt, dass auch u®W,” = 0 gilt, ausnutzt. Damit ergibt
sich [PT74]

¢
T u T T
Wy = =Wy = W, (3.1.55)
und folglich
(MoL. — 2my/=gW,'| = AnV/=gLF (3.1.56a)
{MOE — 27‘(‘\/—waqu] .= Amy/—gFE . (3.1.56b)
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Page und Thorne [PT74] fithren noch zwei Hilfsfunktionen

F T
fi=d4r\/—g— und w:= 27“/_9W¢ (3.1.57)
My My
ein, womit (3.1.56) kompakter wird
L. —w], = fL. , (3.1.58a)
[E—ww|, = fE . (3.1.58b)

Nun kann man (3.1.58a) mit w multiplizieren, die beiden Gleichungen voneinander
abziehen und Gleichung (3.1.37) einsetzen [PT74]

ww, = f(L.w—FE) . (3.1.59)

Dieser Ausdruck lasst sich nach w auflésen und in (3.1.58a) einsetzen. Damit ergibt sich
eine Differentialgleichung fiir f [PT74]

le - M] - fL. . (3.1.60)

Wiy

Diese Differentialgleichung wird durch

f= Wir o7 {/(sz — E)L.,dr + const (3.1.61)

(wL, —

gelost [PT74]. Die zusétzliche Annahme, dass innerhalb des letzten stabilen Orbits
Materie direkt in das Schwarze Loch fallt, fihrt nach Page und Thorne [PT74] dazu, dass
kein Drehmoment W," von dieser Region auf die Scheibe ausgetibt wird. Das heifit aber
auch, dass w in dieser Region verschwindet. Diese Annahme lésst sich erfiillen, wenn die
Konstante in (3.1.61) entsprechend gewahlt wird

](sz - E)Lzh"dr . (3162)

Tms

W|T

/= (WL, — E)?

Zusammen mit Gleichung (3.1.57) hat man also die Moglichkeit den Fluss F' zu
berechnen, der in Kapitel 3.2 verwendet wird, um Akkretionsscheiben darzustellen.
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

Zum Vergleich von ART und dem pk-ART Modell fiir die Kerr-Metrik dienen zwei
verschiedene Szenarien. Zum einen das Emissionslinienprofil der Eisen-Ka-Linie (siehe
Kapitel 3.1.3) und zum anderen Akkretionsscheiben nach dem (modifizierten) Modell
von Page und Thorne [PT74].

Fir den Fall der klassischen ART ist der innere Rand der jeweils betrachteten Scheibe
durch den letzten stabilen Orbit, Gleichung (2.1.23), gegeben. Fiir den Fall der modifi-
zierten Kerr-Metrik fiir B = (64/27)m?® wurde, solange der Spinparameter a < 0.416m
ist, ebenfalls der letzte stabile Orbit verwendet. Fir groflere Werte des Spinparame-
ters gibt es keinen letzten stabilen Orbit mehr, sieche Kapitel 2.2 und der innere Rand
der Scheibe wurde knapp tber r = (4/3)m festgesetzt. An diesem Radius werden die
Bestimmungsgleichungen fiir die Winkelgeschwindigkeit von Teilchen auf Kreisgeoda-
ten (2.2.1) imaginér. Das Gleiche gilt auch fiur die Zeitkomponente der Vierergeschwin-
digkeit u° = 1 von Teilchen auf (nicht notwendigerweise geodétischen)

—g00—2wgoz—w?g33
Kreisbahnen. In %abeﬁe 3.1gist der Scheibeninnenrand fiir verschiedene Werte des Spin-
parameters a tabelliert.

Zusatzlich wird angenommen, dass sich das kompakte Zentralobjekt bis zu diesem Radius
ausdehnt. Strahlung von diesem Objekt hingegen wird vollstédndig vernachléssigt. Das
ist eine Néaherung, die in zukiinftigen Arbeiten behoben werden sollte. Die Simulationen

Tabelle 3.1: Werte fiir den Scheibeninnenrand 75, von Akkretionsscheiben in der veran-
derten Kerr-Metrik fiir den Parameter B = (64/27)m?.

Spinparameter a[m|  ri,[m]

0.0 5.24392
0.1 4.82365
0.2 4.35976
0.3 3.81529
0.4 2.99911

0.5 und grofer 1.334

wurden mit Hilfe des Programms GyoTo? [Vin+11] durchgefiihrt. Dazu wurden die
oben beschriebenen Anderungen an der Metrik (1.3.1) im Vergleich zur Kerr-Metrik
implementiert. Zusatzlich wurden die Anderungen am Scheibenmodell von Page und
Thorne [PT74] eingebaut. Bilder von Akkretionsscheiben wurden mit Hilfe von DS9?
erzeugt.

2Das Programm ist im Original auf http://gyoto.obspm.fr/ frei verfiighar. Die im Rahmen dieser
Arbeit verwendete Version findet sich unter https://github.com/schoenenbach/Gyoto.

3DS9 ist ein Programm zur Darstellung von *.fits-Dateien und unter http://hea-www.harvard.
edu/RD/ds9/site/Home.html erhéltlich.
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

3.2.1 Profile fiir die Eisen-Ka-Emissionslinie

Wie in Kapitel 3.1.3 beschrieben, dient das Emissionslinienprofil der Eisen-Ka-Linie
als Observable von Regionen starker Gravitation. Fiir die folgenden Simulationen wur-
de der Parameter in Gleichung (3.1.26) auf p = 3 gesetzt. Dieser Wert wurde durch
Scheibenmodelle von Shakura und Sunyaev [SS73] nahegelegt und wird tiblicherweise
in der Literatur verwendet. Falls nicht anders angegeben betragt der Inklinationswinkel
40°. Die Ruheenergie der Strahlung im Emitter-System Fjy wird im Folgenden auf die
Ruheenergie der Eisen-Ka-Linie (6,4 keV) festgesetzt. Der duBere Rand der Scheibe liegt
bei roue = 100m, der innere Rand der Scheibe ist in der klassischen ART durch den
letzten stabilen Orbit (2.1.23) und in der modifizierten Kerr-Metrik durch die Werte in
Tabelle 3.1 gegeben. Der Fluss ist in beliebigen Einheiten angegeben. Vorrangig geht es
um einen Vergleich der Form der Linien in der klassischen ART und der modifizierten
Kerr-Metrik.

In Abbildung 3.1 wird der Einfluss des Spinparameters a in der klassischen ART
und der modifizierten Kerr-Metrik separat verglichen. In beiden Szenarien lésst sich
die charakteristische Verbreiterung der Emissionslinie erkennen. Dazu z&hlt neben dem
scharfen Peak bei hohen Frequenzen auch der lange, ausgedehnte und rotverschobene
Fliigel des Spektrums. Der Gesamtfluss steigt mit wachsendem Spinparameter a. Gleiches
gilt fiir den rotverschobenen Fliigel. Dieser ist allerdings in der modifizierten Metrik
starker ausgeprégt, als in der klassischen Kerr-Metrik. Insgesamt ist das Verhalten in
beiden gezeigten Metriken aber recht dhnlich.

Ein naherer Vergleich zwischen den beiden verwendeten Metriken findet sich in Abbil-
dung 3.2. Fiir kleine Werte des Spinparameters a, also im Schwarzschildlimit, sind die
Unterschiede zwischen den beiden betrachteten Metriken sehr gering. Fiir zunehmen-
de Rotation des Zentralobjekts, also wachsende Werte von a, nimmt der Unterschied
zwischen den beiden Szenarien zu. Der rotverschobene Fliigel des Spektrums ist fiir das
pk-ART Modell stérker ausgepriagt. Der blauverschobene Gipfel bleibt jedoch weitestge-
hend gleich.

Vergleicht man beide Modelle fiir unterschiedliche Werte von a, so wie in Abbildung 3.3
geschehen, ldsst sich fiir bestimmte Parameterwerte fast kein Unterschied zwischen den
beiden Metriken feststellen. Eine Unterscheidung zwischen den verwendeten Model-
len kann nur gelingen, wenn mehrere unabhangige Messungen fiir die verschiedenen
Parameter, wie zum Beispiel a, zur Verfiigung stehen.

Um das Verhalten der Linienspektren in den Abbildungen 3.1, 3.2 und 3.3 besser
verstehen zu kénnen, wird der Frequenzverschiebungsparameter* g genauer betrachtet.

Er lasst sich als {

9= Vo717
W (=)

1
\/—900—2w903—w2933

Vierergeschwindigkeit, w die Winkelgeschwindigkeit des Emitters und A das Verhéltnis

(3.2.1)

schreiben [Fan+97], wobei u? = die Zeitkomponente der Emitter-

4In der Literatur wird g meistens als Rotverschiebungsparameter (“redshift”) bezeichnet, obwohl g
auch Blauverschiebungseffekte beinhaltet. Hier werden die Begriffe synonym verwendet.
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Abbildung 3.1: Verschiedene Linienspektren fiir unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter fur die Plots sind r,, = 100m fir den dufleren Rand der
Scheibe, 6 = 40° fiir den Inklinationswinkel und p = 3 fiir den Emissivitatsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Fiir die modi-
fizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Urspriinglich
ver6ffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.2: Vergleich zwischen klassischer und modifizierter Kerr-Metrik. Die Parame-
ter fir die Plots sind 74, = 100m fur den dufleren Rand der Scheibe, 8 = 40° fiir den
Inklinationswinkel und p = 3 fiir den Emissivititsindex. Der innere Radius der Scheibe
ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik sind die
Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Urspriinglich veréffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.3: Vergleich der beiden Metriken fiir unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter fir die Plots sind 7o = 100m fir den dufleren Rand der
Scheibe, 6 = 40° fiir den Inklinationswinkel und p = 3 fiir den Emissivitétsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Fiir die modi-
fizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Urspriinglich
ver6ffentlicht in [Sch+14].
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aus Photonendrehimpuls und -energie ist. Cisneros u.a. [Cis+12] haben einen Aus-
druck fiur die Rotverschiebung von Photonen abgeleitet, die direkt in Richtung (oder
direkt entgegen) der Bewegung des Emitters abgestrahlt werden. Fir das Verhéltnis von
Photonendrehimpuls und -energie ergibt sich

— 2
Acic go3 | 903 é000933 ‘ (3.2.2)
Joo 900

Mit diesem Ausdruck kann man die Rotverschiebung, gesehen von einem Inklinations-

winkel 6,5, anndhern
1

ud (1 — wAcis SN Oops)

g~ (3.2.3)
Damit ergibt sich eine Abschétzung fiir die maximale Blauverschiebung von Photonen, die
von den Teilchen in einer Akkretionsscheibe emittiert werden, die sich auf den Beobachter
zubewegen. Abbildung 3.4 zeigt den Verlauf von Gleichung (3.2.3) fir unterschiedliche
Werte des Spinparameters a.

Um die Frequenzverschiebung komplett zu erfassen, muss man im Allgemeinen den
Emissionswinkel der Photonen, beziehungsweise gleichbedeutend das Verhaltnis aus
Photonendrehimpuls und -energie an jedem Punkt der Scheibe kennen. Mittels Raytracing
ist es moglich genau diese Information zu erhalten, da hier numerisch die gesamte von
einem Photon zuriickgelegte Nullgeodéte bestimmt wird. Abbildung 3.5 zeigt die mit
GYOTO berechnete Rotverschiebung.

Verschiedene Phéanomene lassen sich in den Abbildungen 3.4 und 3.5 erkennen. Zu-
nachst sieht man in Abbildung 3.4, dass die maximale Blauverschiebung in den beiden
betrachteten Metriken fiir die verwendeten Parameter fast identisch ist. Dieses Verhalten
kann erkldren, dass in Abbildungen 3.2 und 3.3 der Peak bei hohen Frequenzen fiir beide
Metriken identisch ist. In Abbildung 3.5 ist der blauverschobene Teil der Scheibe ebenfalls
sehr dhnlich zwischen den verschiedenen Metriken. Zusitzlich sieht man die Ahnlichkeit
der beiden verwendeten Metriken in Abbildungen 3.5b und 3.5¢ fiir unterschiedliche
Werte des Spinparameters a, wie man sie auch in Abbildung 3.2 sehen kann. Da sich die
Scheiben in der modifizierten Kerr-Metrik zu kleineren Radien erstrecken, ist erkennbar,
dass es hier einen Bereich gibt, in dem Photonen rotverschoben werden, obwohl sich die
Emitter auf den Beobachter zubewegen, siche Abbildung 3.5d. Dies kann eine Erklarung
fiir den erhohten Fluss im rotverschobenen Fliigel in der modifizierten Kerr-Metrik im
Vergleich zur klassischen Kerr-Metrik sein.

3.2.2 Moadifiziertes Scheibenmodell nach Page und Thorne

In dem modifizierten Modell lasst sich Gleichung (3.1.62), die den Energiefluss aus einer
Scheibe nach dem Modell von Page und Thorne [PT74] beschreibt, nicht immer anwenden.
In [Sch+13] wurde gezeigt, dass es fiir bestimmte Werte des Spinparameters a keinen
letzten stabilen Orbit mehr gibt. Gleichzeitig hat die Winkelgeschwindigkeit von Teilchen
auf Kreisgeoditen ein Maximum (bei r,, = 1.72m, unabhéngig von a), siehe Gleichung
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Abbildung 3.4: Frequenzverschiebung als Funktion des Radius. Gezeigt ist die in Glei-
chung (3.2.3) angegebene Naherung fiir sich auf den Beobachter zubewegende Emitter.
Der Inklinationswinkel betragt 6 = 40°. Werte grofier als 1 entsprechen einer Blau-
verschiebung. Die Kurven beschreiben die Frequenzverschiebung von Photonen, die
parallel zur Bewegungsrichtung der Emitter abgestrahlt werden. Hier tritt die hochste
Blauverschiebung auf. Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+14].
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e

) klassische ART, a = 0.3m ) klassische ART, a = 0.6m
¢) pk-ART, a = 0.3m d) pk-ART a = 0.6m

Abbildung 3.5: Rotverschiebung einer diinnen Akkretionsscheibe. Die Inklination betrégt
40 °. Der aduflere Rand der Scheibe ist bei oy = 50m. Der innere Radius der Scheibe
ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik sind
die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Die Ahnlichkeit zwischen der klassischen
und der modifizierten Kerr-Metrik in den Abbildungen 3.5b und 3.5¢ kann man auch
in Abbildung 3.3 sehen. Urspriinglich veréffentlicht in [Sch+14].



3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

(2.2.5). Das heifit allerdings auch, dass wy, in Gleichung (3.1.62) einem Vorzeichenwechsel
unterliegt. Entsprechendes gilt fiir den Fluss der Strahlung, was physikalisch nicht sinnvoll
ist.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu beheben, ist es eine zusétzliche Annahme tiber den
Energie- und Drehimpulstransport innerhalb der Scheibe zu treffen. Geht man davon aus,
dass Energie und Drehimpuls von schneller rotierenden zu langsamer rotierenden Teilen
der Scheibe transportiert werden, muss man die Integrationsgrenzen in Gleichung (3.1.62)

anpassen
r

“r__ / (WL, — E)Lopdr . (3.2.4)

I = -p)

Energie und Drehimpuls werden hier ausgehend von dem Ort, an dem sich die Teilchen
am schnellsten bewegen — 7, . —, zum jeweiligen Ort transportiert, an dem man den
Fluss berechnen will. Im Raumbereich, in dem wj, im Vergleich zur klassischen ART
sein Vorzeichen wechselt, wechselt das Integral ebenfalls das Vorzeichen, da r < r,, ..
ist. Insgesamt bleibt das Vorzeichen des Flusses weiterhin positiv. Durch diese Wahl
der Integrationsgrenzen wird die Integrationskonstante in (3.1.61) so festgelegt, dass bei
r =T, Keinerlei Drehmoment in der Scheibe wirkt und an diesem Ort auch der Fluss
verschwindet, so wie es klassisch am letzten stabilen Orbit geschieht [PT74].

Gleichung (3.1.62) ist unter Verwendung der klassischen Kerr-Metrik noch analytisch
16sbar [PT74]. Allerdings ist dies fiir Gleichung (3.2.4) bisher nicht gelungen, wenn man
die modifizierte Metrik (1.3.1) verwendet. Numerisch lésst sich der Fluss aber weiterhin
berechnen.

In Abbildung 3.6 ist die Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4) fir
verschiedene Parameter dargestellt.

Teilchen auf Geodaten — Energie und Drehimpuls

An dieser Stelle lohnt sich ein Blick auf die Energie und den Drehimpuls von Teilchen
auf dquatorialen Kreisgeodéten. In Gleichung (2.1.19) sind Energie und Drehimpuls fiir
Teilchen auf dquatorialen Kreisgeoddten in Abhéngigkeit der Metrikfunktion fiir eine
Metrik mit den Symmetrien der Kerr-Metrik gegeben. In Abbildung 3.7 ist die radiale
Abhéngigkeit dieser Energie gezeigt.

Zwei Phanomene lassen sich hier beobachten. Zum Ersten erreichen Teilchen in der
modifizierten Metrik deutlich niedrigere Energien, als in der klassischen Kerr-Metrik.
Zum Zweiten horen die Plots am letzten stabilen Orbit, sofern denn einer existiert, auf.
An dieser Stelle haben Energie und Drehimpuls jeweils ein Extremum [PT74; LPT75]. In
Abbildung 3.8 ist der Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeoditen in der Aquatorebene
dargestellt. Fiir den Fall, dass es auch in der modifizierten Metrik einen letzten stabilen
Orbit gibt, ist das Verhalten analog zur Energie in Abbildung 3.7. Fiir den Fall, dass
kein letzter stabiler Orbit vorliegt, hat der Drehimpuls in der modifizierten Kerr-Metrik
allerdings einen Nulldurchgang. An dieser Stelle haben die Teilchen auch gerade die
Winkelgeschwindigkeit des ,,Zero Angular Momentum Observers”, der dadurch definiert
ist, keinen Drehimpuls zu tragen. Das ist insofern verwunderlich, da hier Teilchen eine
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(a) Flussfunktion f fiir verschiedene Werte des Spinparameters a. Der
innere Radius entspricht in der klassischen ART dem ISCO, fiir den
pk-ART Fall siehe Tabelle 3.1.
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(b) Flussfunktion f fiir @ = 0. Der innere Radius entspricht hier dem
ISCO der klassischen Kerr-Metrik, auch fiir den pk-ART Fall.

Abbildung 3.6: Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4). Urspriinglich
veréffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.7: Energie von Teilchen auf Kreisgeoditen in der Aquatorebene. Die durch-
gezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die gepunktete blaue
Kurve die modifizierte Kerr-Metrik fiir B = (64/27)m?. Urspriinglich veréffentlicht
in [Sch+14].
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Abbildung 3.8: Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeoditen in der Aquatorebene. Die
durchgezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die gepunktete
blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik fir B = (64/27)m?.
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prograde Bewegung um das Zentralobjekt durchfiihren, aber einen negativen Drehimpuls
tragen. Das kann ein Hinweis darauf sein, dass das untere Limit fiir die Grofle des
Zentralobjekts, r = (4/3)m, zu klein ist, und sich das Objekt auf grofiere Radien
erstreckt.

Bewegen sich Teilchen durch Stée auf Kreisbahnen mit kleinerem Radius, werden
entsprechend potentielle Energie und Drehimpuls frei. Diese werden nach dem Modell von
Page und Thorne [PT74] durch Scherkrafte innerhalb der Scheibe weiter transportiert
und tber Strahlung schliellich aus der Scheibe abgegeben.

Scheibenbilder

Abbildung 3.9 zeigt Simulationen von geometrisch diinnen, optisch dicken und unendlich
ausgedehnten Akkretionsscheiben nach dem Modell von Page und Thorne [PT74]. Den
Abbildungen 3.9a, 3.9¢, 3.9e und 3.9g liegt die Kerr-Metrik zugrunde, wohingegen fiir
die Abbildungen 3.9b, 3.9d, 3.9f und 3.9h die modifizierte Metrik (1.3.1) mit dem Wert
B = (64/27)m? verwendet wurde. Dargestellt ist jeweils die bolometrische Intensitéit
Iferg cm™2s'ster™!]. Sie ergibt sich aus dem Fluss F' iiber I = 2 F [Vin+11]. Der Fluss
wiederum ergibt sich aus den Gleichungen (3.1.57) und (3.1.62) zusammen mit der Wahl
My =1 [Vin+11].

Um Unterschiede zwischen den beiden Metriken besser vergleichen zu konnen, wurde die
Skala in beiden Abbildungen fiir jeden Wert des Spinparameters a verschieden gewéhlt.
Die Abbildungen 3.9a - 3.9d verwenden eine lineare Skalierung, die restlichen jeweils
eine logarithmische. Auch sind die Skalenbereiche jeweils unterschiedlich fiir verschiedene
Werte des Spinparameters a, sodass ein direkter Vergleich nur zwischen Simulationen fiir
einen jeweils gleichen Wert des Spinparameters a gemacht werden kénnen.

Das Verhalten ist in dem ART und pk-ART Modell weitestgehend gleich. Der auffalligste
Unterschied ist die erhohte Helligkeit der Scheiben in der modifizierten Kerr-Metrik.
Dieses Phénomen lésst sich dadurch erklaren, dass Teilchen in der modifizierten Metrik
deutlich niedrigere Energien im Gravitationspotential erreichen, als in der klassischen
Kerr-Metrik, sieche Kapitel 3.2.2.

Zunachst verwunderlich mag es allerdings erscheinen, dass die Scheiben nicht nur im
Innenbereich — fiir Radien kleiner als 5m —, sondern auch weiter auflen in der modifizierten
Metrik deutlich heller sind, als in der klassischen Kerr-Metrik. Das gleiche Phanomen
lasst sich in Abbildung 3.6 erkennen; der Fluss ist hier auch fiir Radien groler als 10m
signifikant erhoht im Gegensatz zur klassischen ART, obwohl die Unterschiede in der
Metrik hier bereits sehr gering werden. Erklarbar ist dieses Verhalten dadurch, dass der
Fluss in Gleichung (3.2.4) — an einem beliebigen Ort r betrachtet — tiber das Integral von
allen Radien zwischen 7, . und r abhangt. Das heifit, dass der Fluss auch bei gréfieren
Radien vom Verhalten der Energie und des Drehimpulses bei relativ geringen Absténden
abhangt. Dadurch hangt der Fluss aber auch stark von der Wahl der inneren Grenze
der Scheibe ab, da sich Energie und Drehimpuls der Teilchen auf Kreisbahnen in den
Gleichungen (2.1.19) fiir kleine Radien stark dndern, sieche Abbildungen 3.7 und 3.8.
Um den Einfluss der Wahl des inneren Scheibenrandes abschétzen zu kénnen, wurde in
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Abbildung 3.6b ein Vergleich der Flussfunktion f zwischen den beiden Metriken erstellt.
Der innere Rand der Scheibe ist hier auf den letzten stabilen Orbit in der klassischen
Kerr-Metrik gesetzt. Der Unterschied zwischen den beiden Kurven ist nicht mehr so
deutlich ausgepragt wie in Abbildung 3.6a, wo die Kurve in der modifizierten Kerr-Metrik
bei r = 1.334m anfiangt. Allerdings ist der Unterschied zwischen beiden Modellen noch
signifikant, auch fiir Radien grofler als 10m. Dies lasst sich dadurch erklaren, dass der
Unterschied in den Energien der Teilchen auch schon am klassischen ISCO signifikant
ist. Betrachtet man Abbildung 3.7c, so ist der Unterschied in der Energie zwischen der
klassischen ART und dem pk-ART Modell beim klassischen ISCO, dort, wo die Kurve in
der ART beginnt, bereits relativ groff. Man muss hier beachten, dass die Differenzenergie
zur Ruheenergie frei wird. Dadurch, dass der Fluss an einem beliebigen Radius auch von
dem Verhalten der Energie bei kleineren Radien abhangt, ist auch hier ein Unterschied
bei Radien grofier als 10m erkennbar, obwohl die Metriken in diesem Bereich nahezu
identisch sind.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal bilden die Bilder hoherer Ordnung im Inneren
der Scheiben. GYOTO ist dazu in der Lage Nullgeodéten zu verfolgen, die einmal oder
sogar mehrmals um das zentrale Objekt herum kreisen, bevor sie den Beobachter errei-
chen [Vin+11]. Diese so genannten Bilder hoherer Ordnungen lassen sich im Inneren der
Scheiben als Ringe erkennen. Abbildungen 3.9a-3.9¢ und 3.9g zeigen diese Bilder hoherer
Ordnung im Inneren. Die inneren Ringe in den Abbildungen 3.9f und 3.9h hingegen sind
keine Bilder hoherer Ordnung. Hier erstreckt sich die Scheibe komplett bis zum Rand
des zentralen Objekts, sodass es keine Moglichkeit fiir Photonen gibt das zentrale Objekt
zu umrunden (die Scheiben sind als unendlich ausgedehnt angenommen.) Der dunkle
Ring in diesen Abbildungen kommt dadurch zu Stande, dass die Winkelgeschwindigkeit
der Teilchen auf Kreisgeodaten ein Maximum bei r,_ . aufweist und die Integration
des Flusses nach Page und Thorne [PT74] angepasst wurde, sieche Gleichung 3.2.4, die
anschlieBende Diskussion und Abbildung 3.6a. Dieses Verhalten spielt hier eine Rolle, da
fiir die verwendeten Parameter in der modifizierten Metrik fiir a > 0.416m kein letzter
stabiler Orbit mehr auftritt und sich die Scheiben so bis zum Rand des zentralen Objekts
erstrecken konnen.

Physikalisch lasst sich dieses Verhalten dadurch verstehen, dass Drehimpuls und Energie
durch Scherkréfte innerhalb der Scheibe transportiert werden. Betrachtet man die Er-
haltungsgleichungen (3.1.58) und setzt die Losung fiir die Flussfunktion f (3.1.62) ein,
erhélt man auch einen Ausdruck fiir w. Insgesamt kann man die Losungen als

_wl’l’

=—-7
/ (E —wL,)? ’
E—wL, 1
= = T 3.2.5
v —Wjy ! E—wlL, ( )
schreiben, wobei Z gegeben ist durch
7= / (E —wL.)Ly,dr . (3.2.6)
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

Nimmt man die Lésungen aus Gleichung (3.2.5) und setzt sie in die Drehimpulserhal-
tungsgleichung (3.1.58a) ein, ergibt sich

(,U|TLZ 1

L.y — T I, | =fL. . 3.2.7
| (E-wl.)? " E—wl, / (32.7)
=L

z|r

Diese Gleichung ist allein schon aus Konsistenzgriinden erfiillt. Allerdings ldsst sich mit
ihrer Hilfe eine Anschauung fiir den Drehimpulstransport durch Scherkréfte gewinnen.
Page und Thorne [PT74] beschreiben den ersten Teil als die Menge an Drehimpuls, die
durch die Ruhemasse in der Scheibe getragen wird (die Gleichung hier ist auf My normiert
im Vergleich zu Gleichung (27) bei Page und Thorne [PT74]). Den zweiten Term — in
Klammern — beschreiben sie als den Teil, der mechanisch {iber Drehmomente durch die
Scherkréfte in der Scheibe transportiert wird. Der letzte Teil, auf der rechten Seite der
Gleichung, wird als Drehimpuls angegeben, den die Strahlung aus der Scheibe tragt.
Man kann auch eine Anschauung fiir die beiden Einzelterme in Klammern auf der linken
Seite gewinnen. Der rechte Term entspricht gerade L,|.. Durch das negative Vorzeichen
kann man diesen Term so deuten, dass durch Scherkrifte der gesamte an dem Ort r
durch L.}, frei werdende Drehimpuls weg transportiert wird. Gleichzeitig sorgt aber der
andere Term in der Klammer dafiir, dass — auch wieder durch Scherkrafte — Drehimpuls
hin transportiert wird. Dieser Drehimpuls wird durch die Strahlung abtransportiert.
Fiir den Energietransport kann man mit Gleichung (3.1.58b) eine analoge Betrachtung
durchfiithren. Mit der gerade getroffenen Interpretation fiir Gleichung (3.2.7) ist es moglich
die Schliisse zu ziehen, dass

1. der Fluss fiir Radien nahe am ISCO relativ klein sein muss. Hier wird zwar viel
Energie (Drehimpuls) frei, diese wird aber auf alle grofieren Radien umverteilt,

2. der Fluss vom ISCO ausgehend ansteigt und

3. der Fluss ein Maximum besitzt, weil die Menge an freiwerdender Energie (Dreh-
impuls) zu gréferen Radien hin abnimmt und die Energie (der Drehimpuls) aus
den Regionen weiter innen schon (teilweise) abgestrahlt und weiter auen weniger
Energie (Drehimpuls) frei wird.

Das ist aber auch gerade das Verhalten, dass man in Abbildung 3.6 fiir die Flussfunktion
f und auch in Abbildung 3.9 fiir die Verteilung des Flusses in einer Akkretionsscheibe
sehen kann.
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) klassische ART a = 0.0m b) pk-ART a = 0.0m
) klassische ART a = 0.3m d) pk-ART a = 0.3m



3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

(e) klassische ART a = 0.6m (f) pk-ART a = 0.6m

‘

(g) klassische ART a = 0.9m (h) pk-ART @ = 0.9m

Abbildung 3.9: Unendlich ausgedehnte, gegen den Uhrzeigersinn drehende und geome-
trisch diinne Akkretionsscheibe um ein stationéres, rotierendes, kompaktes Objekt.
Die Scheibe wird aus einem Inklinationswinkel von 70°betrachtet. Die linke Spalte
(3.9a, 3.9¢, 3.9¢ und 3.9g) zeigt das originale Scheibenmodell nach Page und Thorne
[PT74]. Die rechte Spalte (3.9b, 3.9d, 3.9f und 3.9h) zeigt das, wie in Kapitel 3.1.4
beschrieben, angepasste Modell, um das pseudokomplexe Aquivalent der Kerr-Metrik —
Gleichung (1.3.1) — darstellen zu konnen. Die Skala variiert zwischen den einzelnen
Bildern. Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+14].
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Kapitel 4. Gravitationswellen

Gravitationswellen

Erste Spekulationen iiber die Existenz von Gravitationswellen gehen auf Maxwell und
Poincaré zuriick, siche [Ken97]. Die ersten wirklichen Rechnungen wurden von [Einl6b;
Ein18] durchgefiihrt. Diese (und viele weitere) Rechnungen beschrénken sich auf die so
genannte linearisierte Form der Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie.
Grundlage fiir diese Linearisierung bildet die Annahme, dass die Metrik durch

Guv = N + h/u/ (401)

beschrieben wird, wobei |h,,| < 1 eine kleine Stérung einer ansonst flachen Hintergrund-
metrik 7, ist. Es ist moglich analytische Losungen fiir die linearisierten Feldgleichungen
zu finden. Im folgenden Kapitel wird eine Ubersicht iiber Gravitationswellen in der
linearisierten Allgemeinen Relativitatstheorie gegeben.

Diese Einfithrung ist ausfiihrlicher, als in den vorherigen Kapiteln, da die zugrunde
liegenden Gleichungen andere sind, als die klassischen Einsteingleichungen.

4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen
Relativitatstheorie

Es gibt verschiedene Moglichkeiten Gravitationswellen zu beschreiben. Fiir die folgenden
Betrachtungen bildet die Naherungsannahme (4.0.1) die Grundlage. Als primére Referenz
dient das Buch von [Mag07]. Man berechnet den Riemann-Tensor

e afe) ool )

in linearer Ordnung in h,,. Dazu betrachtet man die Christoffelsymbole

o 1
{ } B 5907 (OvGury + OpGpw — OvGp) (4.1.3)
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

die in linearer Ordnung in A, die Form

1
{:V} = 5 (Oh,7 + 0,17, = ) (4.1.4)

annehmen. In Gleichung (4.1.2) fallen die quadratischen Terme der Christoffelsymbole
weg, wenn nur die lineare Ordnung in h,, betrachtet wird. Dadurch bleibt

1
R oo = —3 (050yh " + 0,0,h" 5 — 0" Ophyey)
1
+ 3 (0,0, ho" + 050,0")) — 0" Oyhoy) (4.1.5)
was angepasst auf die Indizes von Maggiore [Mag07]
1
Ruvpe = 5(8l,8ph,w + 0,05y, — 0,,0,h0e — 0,05h ) (4.1.6)

ergibt. Fiir die weiteren Rechnungen ist es von Vorteil eine Transformation der Art
[ABST75]; [Mag07]

1
h’p,l/ = h/p,l/ — 577/—“/]7’ mlt h = nlu‘yh‘u,lj

_ 1 -
= h,uu = h,uzz - §n,uzzh (417)
durchzufihren. Dadurch ergibt sich fiir den Ricci—Tensor
1 - 1 - - -
Ry = R v = 3 —0h, + 577;WDh + 0%0yhoy + 0,000%, (4.1.8)

und entsprechend fiir den Ricci—Skalar

1 - _
R=R', = §Dh +0%0"hay (4.1.9)
wobei O = 9,0" fiir den D’Alembert-Operator im flachen Raum steht. Das wird in die
Einsteingleichung (1.1.4) eingesetzt und ergibt damit die linearisierte Feldgleichung

167G

O+ 10 hs = 00, By = 0, hp = ——

T, . (4.1.10)
Gleichung (4.1.10) dhnelt durch den D’Alembert-Operator schon einer Wellengleichung,
allerdings noch mit storenden Zusatztermen. Diese Zusatzterme lassen sich durch ei-
ne Eichung! entfernen. Konkret betrachtet man eine Koordinatentransformation mit

' = ot 4+ E*(x), wobei O(]0,&,]) = O(|hy|) ist. Durch die Wahl dieser Koordinaten

transformiert sich h,,,, beziehungsweise h,, wie folgt

huv(x) — h,/uz/(x,) = h,uz/(x) - <8u§l/ + 81/5“) )
Ry () = 1l (@) = T () — (060 + D6y — M 0,E”) (4.1.11)

In der ART entspricht dies der Wahl eines speziellen Koordinatensystems, siehe Seite 41 in [Mag07].
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Kapitel 4. Gravitationswellen

Diese Transformationsvorschriften in Gleichung (4.1.11) lassen sich ableiten, indem man
von der Tensortransformationsvorschrift fiir den metrischen Tensor

oxP 0x°
ox'v Ox'v

G (@) = 5 = Gpa () (4.1.12)
ausgeht und hier g,, = 1, + hy einsetzt. Die Ableitungsterme bestimmt man mit Hilfe
der Umkehrung der Koordinatentransformation az# = 2™ — ¢#(2') + O(£0€). Um die
Transformationsvorschrift fiir BW zu erhalten, muss man die Spur h als Funktion von
h,, ausschreiben und die eben erhaltene Transformationsvorschrift anwenden [Mag07].
Das Ziel ist es Gleichung (4.1.10) in eine Wellengleichung zu iiberfithren. Dazu nutzt
man, dass die Bedingung

"Ry =0 (4.1.13)

die Gleichung in eine Wellengleichung iiberfiihrt. Die Eichbedingung (4.1.13) heifit in
Analogie zur Elektrodynamik Lorenz-Eichung (sie wird allerdings auch als harmoni-
sche, Hilbert oder De Donder Eichung bezeichnet) [Mag07]. Der Zusammenhang dieser
Eichung zur oben beschriebenen Koordinatentransformation wird klar, wenn man die
Transformation von 8”1_zm, betrachtet:

(0 h) = 0 by — (00,8, + 00,6, — 0,0°C,) = Oy —OE, . (4.1.14)

Werden die £, gerade so gewahlt, dass I, = 8"BW gilt (und damit Gleichung (4.1.13)
impliziert), verschwinden in Gleichung (4.1.10) die storenden Divergenzterme und man
erhélt [Mag07]
= 167G
Ohyoy = =T - (4.1.15)
Zur Vollstandigkeit sei noch erwiahnt, dass Gleichungen (4.1.13) und (4.1.15) zusammen
die Energie-Impuls-Erhaltung

8T, =0 (4.1.16)

in linearisierter Form ergeben [Mag07].

Die urspriinglich zehn Freiheitsgrade von Buv (symmetrischer 4x4 Tensor) werden durch
die harmonische Eichbedingung (4.1.13) (hierbei handelt es sich ja um vier Gleichungen)
auf sechs reduziert. Eine weitere Eichung kann verwendet werden, um die Zahl der
Freiheitsgrade weiter auf zwei zu reduzieren. Diese Eichung wird transversale spurfreie
Eichung (,transverse-traceless gauge®“ oder auch ,,TT gauge“) genannt. Sie lasst sich
allerdings nur im materiefreien Raum anwenden. Dazu wird eine weitere Koordinaten-
transformation durchgefiihrt, die die Bedingungen der ersten, (4.1.13) und (4.1.14), erhalt.
Eine Koordinatentransformation mit

0, =0 (4.1.17)
erfiillt diese Voraussetzung, siche dazu Gleichung (4.1.14). Aus Gleichung (4.1.17) folgt

08, == 0(0u& + 008 — Muw0,E°) =0 . (4.1.18)
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

Im materiefreien Raum reduziert sich die Wellengleichung (4.1.15) auf
Ohp =0 . (4.1.19)

Also erfiillen £, und BW dieselben Gleichungen. Da &, (beziehungsweise &,) frei wéhlbar
sind, lassen sich damit Bedingung an l_zm, stellen. Hier wihlt man £° so, dass die Spur
h verschwindet (damit ist h,, = h,,). Die & werden so gewihlt, dass h% = 0 ist. Aus
der ersten Eichbedingung (4.1.13) folgt noch, dass h" zeitlich konstant sein muss. Ein
zeitlich konstanter Wert von hgg entspricht aber einem statischen Hintergrund und keiner
Gravitationswelle, deshalb lisst sich A% = 0 annehmen. Zusammen definieren

=0 , hy=0 , &hy;=0 (4.1.20)

die transversale spurfreie Eichung [Mag07].

[Mag07] merkt noch an, dass man im nicht materiefreien Raum zwar auch die Eichbedin-
gung [J¢, = 0 und ¢, = 0 aufstellen kann, damit aber keine weiteren Bedingungen fiir
BW erhalt, denn l_zu,, erfiillt hier eine Gleichung der Form Dl_zw, # 0, im Gegensatz zu &, .
In dieser Eichung ist die Wellengleichung schliefSlich

Onll =0 . (4.1.21)

Sie ist formal identisch mit (4.1.19), allerdings hat hg;r nur noch zwei Freiheitsgrade im
Gegensatz zu den sechs unabhangigen Komponenten von Euv-

Die Lésungen von (4.1.19) und (4.1.21) sind ebene Wellen in der Ebene transversal zu ihrer
Ausbreitungsrichtung 7. Es gibt eine Moglichkeit, eine ebene Welle in der Lorenz-Eichung
in die TT-Eichung zu tiberfithren. Dafiir definiert man zunéchst den Projektor

und mit diesem den so genannten Lambda-Tensor
. 1
Nijw(R) = PPy — 5 PP (4.1.23)
mit den folgenden Figenschaften [Mag07]
Nij ki DNkt mn = Nijomn (4.1.24a)
niAi%kl = nin%kl = nkAij,kl = TLlAide =0 s (4 124b)
Niijw = Nijr =0, (4.1.24¢)
Nijwr = Mgy (4.1.24d)

Gleichung (4.1.24a) klassifiziert A;;; als Projektor. Die zweite Eigenschaft, Gleichung
(4.1.24b), lasst sich so interpretieren, dass A;j den Teil eines Tensors herausprojiziert,
der transversal zu 7 ist. Gleichung (4.1.24c¢) beschreibt die Spurfreiheit des Lambda-
Tensors. Aus diesen Eigenschaften folgt also, dass man aus einer ebenen Welle in der

Lorenz-Eichung hy; iiber
i = Nijrahi (4.1.25)
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Kapitel 4. Gravitationswellen

die Welle in der TT-Eichung erhilt?.
Explizit als Funktion der Komponenten von # ist der Lambda-Tensor [Mag07]
) 1
Aij,kl(n) = 5ik5jl - §5¢j5kl - njnl5ik - nink5jl

1 1 1
+ §nknl5ij + §ninj5kl + SR TnL (4.1.26)

Erzeugung von Gravitationswellen in der linearisierten ART

Als erstes einfaches Beispiel dient ein gravitativ gebundenes Zweikorpersystem. Die

Gesamtmasse des Systems sei M = m; + ma, die reduzierte Masse p = ™72 Als
Gleichgewichtsbedingung léasst sich der Virialsatz verwenden und damit
1 5, 1GuM
— = ——— 4.1.27
SHU =5 ( )
beziehungsweise
2 T's
_ s 4.1.28
Y TR (4.1.28)

annehmen [LLI0]; [Mag07]. R beschreibt hier den relativen Abstand der beiden Massen. Es
wurde ebenfalls angenommen, dass sich das Zweiteilchensystem als ein Teilchen der Masse
1, dass sich unter Einfluss der Gravitation einer Masse M befindet aquivalent darstellen
lasst. Fiir eine Linearisierung der Theorie muss man von schwachen Gravitationsfeldern

e
ausgehen. In diesem Fall bedeutet das, dass — < 1 beziehungsweise v < ¢ sein muss.

Fiir ein System, dessen Dynamik nicht priméirrdurch die Gravitation festgelegt ist, sind
die beiden Bedingungen allerdings unabhéngig [Mag07]. Zundchst werden schwache
Gravitationsfelder und beliebige Geschwindigkeiten betrachtet. Der zweite Schritt besteht
in einer Entwicklung in Ordnungen von v/c. In dieser Entwicklung lassen sich die
Gravitationswellen durch eine Multipol-Entwicklung beschreiben.

Zunachst geht man von der linearisierten Feldgleichung

- 1
Oh, = 107G

uv

Ty (4.1.29)

A
aus. Hier wird schon die Lorenz-Eichung (4.1.13) verwendet und damit gilt fur den
Energie-Impuls-Tensor auch (4.1.16). Zur Losung der linearisierten Feldgleichung kann
man, wie im Fall der Elektrodynamik (hier liegt auch ein Strahlungsproblem vor), auf
die Methode der Greensfunktionen zurtickgreifen. Wenn G(z — 2’) die Gleichung

0.G(z — o) = §*(x — o) (4.1.30)
16st, lasst sich damit eine Losung fiir die linearisierte Feldgleichung finden
- 167G
B (z) = — Z /d4ac/G(9c — 2" )T,,(z") . (4.1.31)
c

2Hier und im Folgenden wird die Summenkonvention fiir doppelt auftretende Indizes verwendet, auch
wenn sie nicht gemischt ko- und kontravariant sind. Dies ist moglich, da die betrachtete Hintergrundmetrik
die Minkowski-Metrik ist.
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

Die Form der Greensfunktion hingt noch von den Randbedingungen ab. Auch hier kann
man wieder analog zur Elektro-Dynamik vorgehen und die retardierte Greensfunktion
[Gre91]

1 0

Gz —a') = — (a2, — ') (4.1.32)

Am|E— | et

zusammen mit der retardierten Zeit .o := ¢ — Z=Z1 cinfithren (20 = ct).
AuBerhalb der die Gravitationswellen verursachenden Materieverteilung lasst sich daraus
mit Hilfe des Lambda-Tensors (4.1.23) die TT-Komponente herausprojizieren (h;" =

Nijrihir = Nij b)) [Mag07]

4G 1 |7 — 2|
TT (¢ 7\ — ~ 3 )
hi;i (t, %) = ?Aij,kl(n)/d $/|f_ j;’/|Tkl <t - , T . (4.1.33)
Ab hier wird & = f angenommen und auch |Z| = r gesetzt. Die betrachtete Strah-

lungsquelle hat den Radius d, und wird im Abstand r > d beobachtet. Damit ldsst sich
|T — &'| &~ r— & -7 anndhern. Nun kann man (4.1.33) fiir grofie Abstande betrachten. Den
fiihrenden Term erhélt man, wenn man ‘fjf,‘ = % setzt und im Energie-Impuls-Tensor die
Naherung |# — &'| = r — & - i verwendet (man betrachtet hier den Energie-Impuls-Tensor
mit einer hoheren Genauigkeit, weil er nur im Raumbereich zwischen r = 0 und r = d

nicht verschwindet.) [Mag07]

hZ;T<t7f) = ;CTAzj,kl<ﬁ) /d?’x’Tkl (t — E + T, f’) . (4134)

Jetzt ist von Interesse, was passiert wenn man annimmt, dass die typischen Geschwin-
digkeiten in der Strahlungsquelle klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit sind. Die
Strahlungsquelle soll immer noch die Ausdehnung d haben und die typische Frequenz
der Bewegung wird als wg bezeichnet. Damit sind typische Geschwindigkeiten im Inneren
v ~ wgd. Die Frequenz der abgegebenen Strahlung ist ebenfalls in derselben Groflenord-
nung w ~ ws und damit die reduzierte Wellenlinge der Strahlung A ~ £d. Also gilt fiir
Systeme mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten A > d. Damit hangt die abgegebene
Strahlung (unter den bisher getroffenen Annahmen) nicht im Detail von der inneren
Dynamik des betrachteten Systems ab und man kann sich bei einer Multipolentwicklung
auf die ersten Terme konzentrieren [Mag07].

Wie bereits erwahnt ist ”%" klein im Vergleich zu ¢ — = und der Energie-Impuls-Tensor in
(4.1.34) lasst sich danach entwickeln

= i, 0 15 ol 0 Bnn J

ro T-n ro, z''n 2"z n'n
Tkl<t—+,$>=Tkl<t—,x)+ Oy T +
c c c

- Taka, + ... (4.1.35)

Die Ableitungen miissen hier jeweils an der Stelle (t — 7, 7) ausgewertet werden. Nun
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Kapitel 4. Gravitationswellen

kann man die Momente des Energie-Impuls-Tensors
S (t) = / BT (L, T)
SiIk(F) = / BT (L, B)a"
STHL() = / BT (t, 7)o" (4.1.36)
einfithren und damit (4.1.34) zu

TT =\ __ ~ kl m Gqkl,m m''n Skimn
W (6 7) = -~ Migua(R) (S 4 Dmghtan . I gt )t (4.1.37)
umschreiben [Mag07]. Der Index ,ret“ weist darauf hin, dass man hier die retardierte
Zeit in die Momente einsetzen muss. Die hier vorgestellte Art der Entwicklung entspricht
einer Entwicklung in Ordnungen von 2. Als nichstes lassen sich die S* als Funktion der
Momente der Energiedichte 7% (hier als Massendichte mit Faktor 1/c* geschrieben)

1
M = —/dngOO(t,f) :

2
i 1 ).
M= g/d?’xTOO(t,x)x )
ij._ L 3,700 (4 =\, ]
M = g/d 2T, Dala? .. (4.1.38)
und der linearen Impulse 7% /c
i L[ s i, = g L[ 3 i =
pi= f/d 2T, 7) , PY o= —/d Tt B2, (4.1.39)
c c
schreiben [Mag07]. Um einen Zusammenhang zu den S% herstellen zu kénnen, benutzt
man einerseits 9,7*" = 0 (Energie-Impuls-Erhaltung in linearer Theorie) und andererseits
betrachtet man ein Raumgebiet V', dass grofer als die Strahlungsquelle ist, sodass T},
auf seinem Rand OV verschwindet. Dadurch ergibt sich mit 9,7 = —0;T%
M = / Py T = — / Pz T% = — [ dFTY =0 (4.1.40)
1% v ov

und analog dazu

cM’ :/ a0, T" = —/ dPrx' 0TV :/ d*10;(z")TY = cP’ (4.1.41)
v v v
und [Mag07] o N -
MY = P 4 pii (4.1.42)
Fiir die Momente von T% verwendet man 9,T% = —0,T* und verbleibt nach dhnlicher

Rechnung mit [Mag07] _ o ,
pPi—o R S kS (4143)
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

Aus (4.1.42) und (4.1.43) folgt [Mag07]

. 1 ...
S = §M” . (4.1.44)
Dieser Zusammenhang liefert mit (4.1.37) die fiihrende Ordnung der Gravitationsstrahlung
in der linearisierten Theorie [Mag07]

12G - r
TT(; = A\ 1kl
I (t,x)]quad = ()M (t —~ C) . (4.1.45)
Nun benutzt man wieder eine kartesische Beschreibung und nimmt an, dass die Ausbrei-
tungsrichtung der Gravitationswellen 7 = 2 ist. Der Projektionsoperator P;; in (4.1.23)

ist gerade der Projektionsoperator auf die z-y-Ebene. Damit ldsst sich sehr schnell

o ((Mu—Mp)/2 Mo 0
Nij My = My — (M3 — Mx)/2 0 (4.1.46)
0 0 0

ij
berechnen [Mag07]. Aus den Tatsachen, dass es sich bei hz;T um einen spurfreien symmetri-
schen Tensor handelt und dass Gravitationswellen transversale Wellen sind, folgt [Mag07]

hy hye O
hi' ~ | hy —hy O . (4.1.47)
0 0 0

ij
Mit (4.1.45) und (4.1.46) lassen sich so die beiden Amplituden
G

hi = (M — M)
2G -
h>< - @M12 (4148)

bestimmen [Mag07]. Bisher wurde angenommen, dass sich die Gravitationswellen in die
n = 2-Richtung ausbreiten. Geht man davon aus, dass sie sich in eine beliebige Richtung
ausbreiten, kann man ein neues Koordinatensystem finden, in dem 7’ gerade wieder
die Komponenten (0,0, 1) hat. Die Komponenten von 7 im urspriinglichen System sind
gerade durch (sin 6 sin ¢, sin @ cos ¢, cos 0) gegeben, wobei ¢ den Winkel zwischen y- und
y'-Achse und 6 den Winkel zwischen z- und z’-Achse (und damit auch zwischen 7 und
n’) angibt (siche dazu auch Fig 3.2 in [Mag07]).

Der Wechsel vom gestrichenen in das ungestrichene System lasst sich mit Hilfe der
Drehmatrix

cos¢ sing 0\ (1 0 0

R=|—sin¢g cos¢ 0] |0 cosf sinf
0 0 1/ \0 —sinf cos#
cos¢ sin¢cosf singsinf
= | —sin¢g cospcost cos@sinf . (4.1.49)
0 —sinf cos
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Kapitel 4. Gravitationswellen

vollziehen. Mit dieser Matrix erhdlt man zum Beispiel 7 = R/ oder in der Umkehrung
RTh = 7' (Drehmatrizen sind orthogonal und fiir sie gilt daher R~' = RT). Ein zwei-
komponentiger Tensor, wie zum Beispiel das Massenmoment M, transformiert sich in
der Form

M]; = (R"MR);; . (4.1.50)
Fiir die Amplituden der Gravitationswellen gelten im gestrichenen System Ausdriicke
aus (4.1.48), denn hier ist 7’ = 2’ [Mag07]

aQ .
h’+ - TC4 (M{1 MéQ) )

_2G
h M' . 4.1.51
=22t (4151

Will man (4.1.51) mit den Komponenten des ungestrichenen Systems ausdriicken, ergibt
das [Mag07]

ho(t,0,¢) = G {Mn(cos ¢ — sin® ¢ cos® ) + My (sin® ¢ — cos? ¢ cos? 6)
— Massin® 6 — 2My sin ¢ cos ¢(1 4 cos® 6)
+2M5 sin ¢ sinf cos  + 2 Mo cOS ¢ sin 6 cos 9} ,
hy(t,0,¢) = 7’Cc;4 {2(]\}[11 — Mayy) sin ¢ cos ¢ cos 0 + 2My5(cos® ¢ — sin® ¢) cos 6
—2M3 cos ¢sin 6 4 2Mas sin ¢ sin 6’} (4.1.52)

und damit nach Anwendung einiger Additionstheoreme [Mag07]

hi(t,0,¢) = & [Mn(cos ¢ — sin? ¢ cos? ) + May(sin? ¢ — cos? ¢ cos? )
— Msssin® 6 — My, sin 26(1 + cos? 0)
+ M3 sin ¢ sin 20 + Mg cos ¢ sin 29} ,

hy(t,0,¢) = G [(MH — Mzz) sin 2¢ cos 0 + 2M;5 cos 2¢ cos 0
C
—2M5 cos ¢ sin 0 + 2Mas sin ¢ sin 9} . (4.1.53)

Der néchste Schritt besteht in der Berechnung des Massenmoments (eigentlich ist es
das Moment von T%) zweier Punktmassen, die sich mit nichtrelativistischen Geschwin-
digkeiten umeinander bewegen. Fiir den Fall von Punktmassen reduziert sich (4.1.38) auf
eine Summe. Daher ist M¥ fiir zwei Massen m; und ms an den Orten #; und #s durch

MY = myzt 2] + myabe) (4.1.54)
gegeben [MagO?] Dieser Zusammenhang lisst sich mit Hilfe des Schwerpunktes x4 =

mi1x]+max . . . . .
W und des Relativabstandes x{, = 2] — z} zusammen mit der Gesamtmasse

= my + my und der reduzierten Masse p = 472 als

MY = Mzkial + prha) (4.1.55)
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

schreiben®. Wenn man von einem geschlossenen System der beiden Punktmassen ausgeht,
ist der Schwerpunkt erhalten und der erste Term in (4.1.55) trégt nicht zur Erzeugung
von Gravitationswellen bei. Das relevante Massenmoment ist [Mag07]

MU(t) = pa (D2 (t) (4.1.56)

Nun lasst sich die Gravitationsstrahlung zweier (isolierter, punktformiger) Massen, die
umeinander kreisen, berechnen. Dazu setzt man die Bewegung der relativen Abstandsko-
ordinate z{(t) wie folgt an [Mag07]

wo(t) = R cos(wst + g), yo(t) = Rsin(wgt + g), o) =0 (4.1.57)

wobei R ihr relativer Abstand und ws die Winkelgeschwindigkeit ist, mit der die beiden
Massen umeinander kreisen. Der Phasenfaktor 7 wurde eingefiigt, um die spiteren
Gleichungen zu vereinfachen. Zunéchst wird auch keinerlei Energieverlust des Systems
durch die abgestrahlten Gravitationswellen beriicksichtigt. Setzt man (4.1.57) in (4.1.56)

ein, ergibt sich [Mag07]

1 — cos 2wt
My = pRP ===
1 4+ cos 2wt
My = MR272 )
in 2wt
My = —MRQSIHT“ (4.1.58)

Zur Berechnung der Amplituden der Gravitationswellen muss man davon noch die zweite
Ableitung bilden

Mn = QMRQOJS cos 2wt = —Mgg ,
My = 2uR*w? sin 2wyt (4.1.59)

und in Gleichung (4.1.53) einsetzen? [Mag07]

4Guw?R? (1 + cos*0

ho(t,0,¢) = i < 5 cos(2wstrer + 200)
AG w2 R?

hy(t,0, ) = % c0s 08I0 (2wistrer + 26) . (4.1.60)
_ GM

Mit Hilfe des Virialsatzes v* = “X aus Gleichung (4.1.27) und v = wyR kann man auch
eine Beziehung zwischen ws und R aufstellen [Mag07]

GM GM\*?
W=y & R= ( w2> . (4.1.61)

3Hier liegt ein kleiner Fehler im Buch von Maggiore [Mag07] vor. Dort taucht filschlicherweise ein
Zusatzterm auf. Der Autor hat das direkt bestéitigt und in die Errata [Magl2] aufgenommen.

4Auf der rechten Seite muss die retardierte Zeit eingesetzt werden. Siehe dazu auch Gleichung
(4.1.37).
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und in Gleichung (4.1.60) einsetzen [Mag07]

4G5/3 M2/3 2/3 1 29
hi(t,0,¢) = —; a s ( +cos ) cos(2wstret, + 2¢)
& r 2
4G5/3 M2/3 2/3
hoo(t,0,0) = ——H 25 cosOsin (2wt +20) (4.1.62)
c r

Gravitationswellen in linearisierter ART unter Beriicksichtigung des
Energieverlustes durch Abstrahlung

Im Folgenden werden die bisherigen Betrachtungen dahingehend erweitert, dass der
Energieverlust durch die abgestrahlten Gravitationswellen mit berticksichtigt wird. Die
fir Gravitationswellen zur Verfiigung stehende Energie ist durch

Virialsatz . GmlmQ

Eorvit = Fyin + Epot = 2R (4163>

gegeben [Mag07]. Solange ws < w? ist, bewegen sich die beiden Massen weiterhin
kreisférmig umeinander [Mag07]. Gleichung (4.1.63) formt man mit Hilfe von (4.1.61) um

G202 M3\ /3
Eonit = — <§;C> ) (4.1.64)
Hier wurde noch die ,,Chirp“-Masse®
M, == s M5 (4.1.65)

und wgy, = 2wy eingesetzt [Mag07].

Fir die weiteren Betrachtungen ist es noch wichtig einen Ausdruck fir die Energie der
abgestrahlten Gravitationswellen zu finden. Dazu beschreibt man die Gravitationswellen
als kleine (schnelle) Fluktuationen h,, auf einer Hintergrundmetrik g,,. g,, muss hier
nicht notwendigerweise die Minkowski-Metrik 7, sein, sondern nur eine Metrik, die
auf deutlich grofleren Skalen als h,, variiert. Ausfithrliche Ableitungen der folgenden
Rechnungen lassen sich neben [Mag07] in §35.7 - §35.15 in [MTW73] und in [Isa68§]
finden.

Als ersten Schritt wird der Ricci-Tensor R, quadratisch in h,, entwickelt (Gleichung
1.110 bei [Mag07])

Ry = Ry + R + RY) + O(h®) . (4.1.66)
Nun lasst sich den Gravitationswellen ein Energie-Impuls-Tensor
L < (R _ Lo gy (4.1.67)
m SrG Y 7 o

*Der Begriff ,,Chirp“-Masse leitet sich vom englischen ,chirp“ (zwitschern) ab. Der Begriff spielt
darauf an, dass die abgestrahlten Gravitationswellen eines Bindrsystems mit zunehmendem Einfall eine
hohere Frequenz haben. Die ,,Chirp“-Masse dient dazu, Gleichungen ein wenig kompakter zu schreiben.
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

zuweisen®. Die Mittelung lisst sich hier als zeitliche Mittelung auffassen, wenn die
Hmtergrundmetrlk g, mit deutlich kleineren Frequenzen variiert, als die Frequenzen
der abgegebenen Gravitationswellen. Im Allgemeinen hat R/(fl,) eine recht komplizierte
Form (siehe Gleichung 1.114 in [Mag07]). Diese Form vereinfacht sich in der linearisierten
Theorie, wenn man von einem Beobachter in weiter Entfernung ausgeht, da hierbei g,,,
zur Minkowski-Metrik 7,,, wird (siehe Gleichung 1.131 in [Mag07]). Unter Ausnutzung
der Lorenz-Eichung (4.1.13) und (4.1.17) kann man mit Hilfe von partiellen Integrationen
den Ausdruck fiir Rl(fy) schliefllich auf folgende Form bringen [Mag07]

1
R(?) = _1<aﬂhaﬁayhaﬂ> : (4.1.68)
Damit ist schliellich a
af
Ly = 327rG<a hap0,h?") . (4.1.69)

Von Interesse ist die Energiedichte

2

00 ¢ pTTiTT

= rryr 4.1.

0 = (RETHETY (4.1.70)
der Gravitationswellen (die Abhéngigkeit von &, verschwindet in (...) — siehe 1.134
in [Mag07] — dadurch kann man h,, durch hll ersetzen). Als Funktion der beiden
Polarisationsmoden h, und hy ergibt das schlie8lich fiir den gesamten Energie-Impuls-
Tensor der Gravitationswellen [Mag07]

4

167G

Fiir die 00-Komponente vereinfacht sich dieser Ausdruck nochmals zu [Mag07]

=

(0"hsd by + O"hy D)) (4.1.71)

2

167G

Der néchste Schritt besteht aus der Ausnutzung der Energie-Impuls-Erhaltung 9,t" =
in der Form [Mag07]

0 = (W% +h2) . (4.1.72)

/fﬂ%ﬁ+@ﬁpﬂ), (4.1.73)
|4

wobei V' ein rdumliches Volumen weit entfernt von der Strahlungsquelle darstellt. Die
Energie Fy innerhalb des Volumens hat die Form [Mag07]

By = / Brt™ (4.1.74)
v
was man in (4.1.73) einsetzt und damit
1dE , .
——1:—/d%mw:— dAn " (4.1.75)
c dt 1% v

6Gleichung (4.1.67) hat ein anderes Vorzeichen als in [Mag07]; [MTW73], was auf die unterschiedlichen
Definitionen des Riemann-Tensors zuriickgeht.
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erhélt [Mag07]. n; ist hier der Normalenvektor auf der Oberfliche des Volumens, welcher
fiir die weiteren Betrachtungen als 7 angenommen wird. Die Funktionen A, und hy sind
fiir ebene Wellen, die sich radial ausbreiten, Funktionen der retardierten Zeit t — ~ (siehe
Gleichung (4.1.60)). Dadurch ist —9"h, = 9,h; = —9phy = —0°h, und zusammen mit

Gleichung (4.1.71) hat man

100 _ ! ((80h+)2+<80hx)2> ’ 10 — ¢! (_aothathr_athath) ’

167G 167G (4 )
.1.76
womit 1" = t% gilt [Mag07]. Also wird aus Gleichung (4.1.75)
dFE .
ditv =—c | dAnt" = —¢ dAtOT = /dAtOO : (4.1.77)
P%

wobei das negative Vorzeichen daher riihrt, dass die Gravitationswellen Energie aus
dem Volumen hinaustragen [Mag07]. Zusammen mit dA = r2dQ und (4.1.72) ergibt sich
schlieflich fiir die abgestrahlte Energie E der Gravitationswellen pro Raumwinkelelement
und Zeit [Mag07]

dE cAr?

dQdt 167G
Zusammen mit den Gleichungen (4.1.62) und (4.1.65) und unter Ausnutzung von
(sin?(t)) = (cos?(t)) = 3 ergibt das

dE GMweo\ 3 [ (1 + cos? 0 2
P

Schliefllich kann noch das Integral iiber das Raumwinkelelement d{2 = d cos 8d¢ ausge-
fithrt werden, und somit ist die gesamte durch Gravitationswellen abgestrahlte Leistung
(in linearer ART) [Mag07]

(W2 +12%) . (4.1.78)

dE  32¢ (GMngW>1O/3
dt 5 G\ 23

Nun kann (4.1.80) gleich —9Zebit aus (4.1.64) gesetzt werden und es ergibt sich dadurch

eine Differentialgleichung fiir wg,, [Mag07]

(4.1.80)

dwgy GM,

= - 521/3( 5 ) wgvl/?’ , (4.1.81)
beziehungsweise fiir fy = wew/(27)

dfew 96 GM.N\/?

Ti = 5 7T8/3 <C3> f11/3 . (4182)

Diese Differentialgleichung ist per Trennung der Variablen integrierbar und ergibt [Mag07]

1/ 5 \3/8 3 5/8 1 3/8
w=—|=—= . 4.1.83
Jow =2 <256> (GMC> (—t +tver) ( )
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Fiir Werte von ¢, die grofer als tye, sind, divergiert die Frequenz. Der Zeitpunkt t,e, lésst
sich als Zeitpunkt der Verschmelzung der beiden Objekte sehen. Allerdings muss man
hier vorsichtig sein, da das hier zugrunde liegende Modell der linearisierten ART nicht
mehr zutreffend ist, wenn sich die beiden Objekte stark genédhert haben. Das heifit, dass
Gleichung (4.1.83) fiir Zeiten nahe ty., ihre Giiltigkeit verliert [Mag07].

Im néchsten Schritt muss man berticksichtigen, dass die Koordinaten der beiden umein-
ander kreisenden Massen nicht mehr mit Hilfe von (4.1.57) beschrieben werden kénnen,
da wg nicht mehr zeitlich konstant ist. Vielmehr hat man

x(t) = R(t)cos(p(t)/2) , y(t) = R(t)sin(o(t)/2) (4.1.84)
wobei
o(t) =2 / dt wi(t) = / dt W (t) (4.1.85)

ist [Mag07]. Die zeitliche Abhéngigkeit des Abstands der beiden Objekte R lasst sich
vernachlissigen — bevor die Anderungen in R relevant werden, bricht die lineare Beschrei-
bung zusammen [Mag07].

Mit den Gleichungen (4.1.85) und (4.1.65) wird schlieBlich Gleichung (4.1.62) zu

B (t,0,6) = (GM")? (Wf gW(tr“))g (HCOSZ@> cos(P(tret))

w

r\ c2 c 2
ho(t,0,6) = ;l (Gcfy) <wfgwc<tret>>3 cosOsin(d(t)) (4.1.86)

worin noch (4.1.83) eingesetzt wird

h+(t,9,¢)=1(GMc)5/4 (C< ° ))1/4 (W)cosw(tm)) |

r\ c2 —t + tyer
1 (GM\/ 5 e
hy(t,0,¢) = . ( 2 ) (c(—t 1 )> cosOsin(p(ter)) - (4.1.87)

Aufféllig an (4.1.87) ist, dass Amplitude und Frequenz der Gravitationswellen im Laufe
der Zeit ansteigen. Dies ist der Grund fiir die Verwendung des Begriffs "chirping", welcher
in der englischen Literatur héufig fiir dieses Verhalten verwendet wird.

Abgestrahlte Leistung als Funktion des Quadrupolmoments

Eine andere Moglichkeit Gleichung (4.1.80) abzuleiten geht auf die so genannte Quadru-
polformel von Einstein [Ein18] zuriick. Dazu geht man zunédchst von Gleichung (4.1.70)

2

0 = (ETHET) (4.1.88)
aus [Mag07]. Zusammen mit Gleichung (4.1.77)

dE

=y —c/dAtOO , (4.1.89)
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ergibt das mit dA = r2d()
dP Ar?
dQ 327G
P beschreibt die Leistung der abgestrahlten Gravitationswellen, deshalb findet hier ein
Vorzeichenwechsel statt [Mag07]. Nun benotigt man noch Gleichung (4.1.45) und schreibt
diese als Funktion des Quadrupolmoments @;; := M;; — %@ijk [Mag07]

(i hii) (4.1.90)

B, 126 . .
[hiT(t? l’)} quad - ;gAijvkl(n>Mkl (t - C>
126 . ,
= Ay (R)Q" (t - C) . (4.1.91)

Dabei wurde noch ausgenutzt, dass A;jx, = 0 ist, siehe Gleichung (4.1.24d). Damit wird
aus Gleichung (4.1.90)

dpP G

- %Aij,kKleQij) : (4.1.92)
Nun ist die gesamte durch (Quadrupol-)Gravitationswellen abgestrahlte Leistung eines
Systems’ von Interesse. Dazu muss das Integral des Lambda-Tensors iiber alle méglichen

Raumwinkel ausgefiihrt werden. Hier treten Terme der Form
/nmde , /nmjnkmdQ (4.1.93)

auf. In einem beliebigen System in Kugelkoordinaten gilt 7 = 7. Dadurch, dass iiber den
Raumwinkel integriert wird und die Ausdriicke in Gleichung (4.1.93) symmetrisch sind,
ist das Ergebnis ein isotroper Tensor. Die Anzahl an isotropen Tensoren ist festgelegt. So
gibt es nur einen isotropen Tensor vom Rang zwei, das Kronecker-Delta (beziehungsweise
vielfache davon). Die isotropen Tensoren vom Rang vier sind durch

0ij0r ,  Owdj , 0yl (4.1.94)

beziehungsweise Linearkombinationen dieser gegeben [JJ62]. Damit lassen sich die In-
tegrale in Gleichung (4.1.93) berechnen. Die Normierungsfaktoren erhélt man durch
Spurbildung auf beiden Seiten (und die Tatsache, dass es sich bei 71 um einen Einheits-
vektor handelt) [Mag07]

4
/’I’LZanQ = ?7?52] s
4
/nmjnknldﬂ = % (5ij5kl + 5ik5jl + 5@16]']@) . (4195)

Mit Gleichung (4.1.95) und dem Lambda-Tensor als Funktion von 7 Gleichung (4.1.26)
[Mag07]

2T
/ A0 = T (1Lody — 405500 + dad) (4.1.96)

"Hohere Ordnungen, wie Massenoktupol oder Massenstromquadrupol oder noch héhere Terme
wurden in den gesamten bisherigen Betrachtungen nicht beriicksichtigt. Deshalb ist es nur bedingt richtig,
von der gesamten abgestrahlten Leistung zu sprechen.
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Somit ergibt sich

G o G ... .. 1 ..

P = @(QU‘Q@‘) = @<MijMij - g(Mkk)2> : (4.1.97)
Energieverlust durch Gravitationswellen fiir elliptische Bahnen - erste
Beobachtungen

Der néchste Schritt hin zu realistischeren Systemen ist die Annahme von elliptischen
statt kreisformigen Bahnen fiir die Bewegung von zwei massiven Objekten umeinander.
Eine ausfiihrlichere Betrachtung findet man beispielsweise in [Gre03].

Im Folgenden wird wieder von zwei Objekten der Massen m; und ms (verbunden mit
der Gesamtmasse M = my + my und der reduzierten Masse p = ™72) ausgegangen. Als
Koordinaten sind r und v (siehe Abbildung (4.1)) festgelegt.

a(t+e)

Abbildung 4.1: Ellipse mit den verwendeten Koordinaten r und . Die Skizze ist an Fig.
4.3 in [Mag07] angelehnt. Die verwendeten Proportionen fiir die Halbachsen entsprechen
denen des Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16 [HT75]; [WT02]; [WT05]; [Mag07].

Wie bisher teilt sich das Problem in eine Bewegung des Schwerpunktes und die eines
Relativabstandes ein. Als Erhaltungsgrofien setzt man klassisch den Drehimpuls L und
die Energie E des Systems an. Sie sind durch

GM

. 1 .
L=ur*) , E= §,u(7"2 + r2)p?) — (4.1.98)
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gegeben (wobei E negativ fiir gebundene Systeme ist)[Gre03]; [Mag07]. Kombiniert ergibt
sich daraus eine Differentialgleichung fiir » in Abhangigkeit von v

L |2F L? 2GM

i\ dr=dy . (4.1.99)
Die Losung dieser Gleichung ist [Gre03]; [Mag07]
L L tecosy) | (4.1.100)
r R
mit den Parametern [Mag07]
R:Gf;/ﬂ , 62:1+G221]?4L223 (4.1.101)

Die beiden Halbachsen der Ellipse hangen mit diesen beiden Parametern wie folgt
zusammen

(4.1.102)

b= (4.1.103)

V1—e2

Damit lasst sich die Radial-Variable r als Funktion vom Winkel ¥ und den beiden
geometrischen Variablen e und a ausdriicken

a(l — €?)

= 7 4.1.104
" 1+ ecosv ( )

Es ist gelaufig eine Ellipse durch die grofie Halbachse a und ihre Exzentrizitit e anstelle
der kleinen Halbachse b zu beschreiben. Die kartesischen Koordinaten x, y sind durch
die beiden Variablen r und v als

r=rcosty , y=rsiny (4.1.105)

gegeben [Mag07]. Der nichste Schritt besteht darin, die Zeitableitung des Winkels U
als Funktion von 9 und geometrischen Groflen zu schreiben. Dazu benotigt man die
Gleichungen (4.1.98), (4.1.101), (4.1.102) und (4.1.104) und erhélt so

. L  VGMR Ja(l—¢?) GM
Z/}:W: = :a2(1_62)2\/GM(1+ecosw)2: m(l—i—ecosw)2

(4.1.106)
Nun kann man das Quadrupolmoment fiir ein Teilchen der effektiven Masse u betrachten,
dass sich auf einer solchen Ellipsenbahn bewegt. Wie bei den Berechnungen zu zwei
Massen, die sich auf Kreisbahnen umeinander bewegen, wird hier ein System gewahlt,
in dem die Bewegung in der x-y-Ebene stattfindet. Dadurch ergibt sich fiir das, fiir die
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Abstrahlung von Gravitationswellen, relevante Massenmoment (vergleiche mit Gleichung
(4.1.56) und folgenden)

2 .
R cos” sin i) cos Y
M;; = pr <sinwcos¢ sin g )ij . (4.1.107)

Um die abgestrahlte Leistung der Gravitationswellen berechnen zu kénnen, benétigt
man die dritte Zeitableitung des Massenmoments M;; (siehe dazu Gleichung (4.1.97)).
Dazu ist es hilfreich, r als Funktion von ¢ mit Hilfe von Gleichung (4.1.104) zu ersetzen.
Dadurch nimmt Gleichung (4.1.107) folgende Form an:

1 cos’vy  sinwcostp
Mij = pa”(1 =€) (1+ ecost)? (Sin@/}cosw sin? 1) g (4.1.108)

Mit (4.1.106) ergeben sich die Zeitableitungen des Massenmoments, so ist zum Beispiel

d cos? 1) _ 2sintpcosp GM
dt ((1 + ecosw)2> T l4ecost \ad(1—e2)3 (4.1.109)

Nach einigen Umformungen ergibt sich [Mag07]

Lo | aeEems o .

M = a5(1li62)5(1 + ecos1)? _2 sin(2¢) + 3esin ¢ cos? 1/1} ,

Lo | acEems o .

Mo = CL5(1M—62)5<1 + ecos1)? —2 sin(21)) — esin (1 + 3 cos® w)} ,

L | acsems :

M2 = (15(1M—62)5(1 + ecos1))? —2 cos(21)) + ecos (1 — 3 cos? zp)} . (4.1.110)

Wie bereits beschrieben, miissen diese Ausdriicke noch in die Quadrupolformel (4.1.97)
eingesetzt werden, um die gesamte durch (Quadrupol-)Gravitationswellen abgestrahlte
Leistung des Bindrsystems zu bestimmen. Nach ldngeren Umformungen ergibt das [Mag07]

C8GEm?
 15c5a’(1 — e2)

P(y) =(1+ ecostp)’ {12 (14 ecosth)® + e? sin? 14 . (4.1.111)

Als néchstes betrachtet man eine zeitliche Mittelung dieses Ausdrucks iiber eine Umlauf-
dauer T' = i—: des Gravitationswellen abstrahlenden Systems [Mag07]

p= ;/OT dtP() = Ypw) . (4.1.112)

An dieser Stelle benutzt man noch das dritte Kepler-Gesetz [Gre03]
, GM

Wy

. (4.1.113)
a
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und (4.1.106) und erhalt

1/ (1—e2)3 27r
/ 1—|—ecosw)

Setzt man P(1) aus Gleichung (4.1.111) ein und fihrt das Integral aus, ergibt sich die
abgestrahlte Leistung als Funktion der elliptischen Exzentrizitat e

322GY2MP 1 73, 37
1 oLty 4.1.115
5Sa5 (1 e2)7)? ( 91 t 6" > ( )

Gleichung (4.1.115) geht in dieser Form auf Peters und Mathews [PM63] zuriick. In-
teressant ist, schon im Hinblick auf die Anwendung auf Experimente, die Anderung
der Periodendauer 7' normiert auf eine Periodendauer 7. Dazu beobachtet man, dass
T ~ (—E)~%/? ist, was aus Gleichungen (4.1.101), (4.1.102) folgt und die Tatsache, dass
die Energie negativ ist, was a = GM “5p liefert. Zusammen mit dem dritten Kepler-Gesetz

(4.1.113) erhélt man einen Zusammenhang zwischen 7" und E. Die Zeitableitung von
T ~ (—E)%? liefert T ~ —2(—E)~**E und damit

SP(Y) . (4.1.114)

Ple) =

T 3F

- = ——=— 4.1.11

T 2K ( 6)
Hier setzt man a = % und Gleichung (4.1.115), unter der Beriicksichtigung, dass die

abgestrahlte Leistung der Gravitationswellen gerade minus die Energieinderung pro Zeit
des Systems ist, ein. Zusétzlich verwendet man noch das dritte Kepler-Gesetz (4.1.113)
mit wy = ¢ und erhélt schlieBlich [Mag07]

T 966G M 1 (1 LT3, 37, )
T 5 dat (1—e?))? 24 96
96(2m)3B GOBuMPB 1 73,
T = T-5/3 (1
5 e (1—e2)7/2 i

Dieser Ausdruck stellt einen Zugang zur Verifikation der Existenz von Gravitationswellen
dar. Die ersten Beobachtungen, bei denen diese Formel Anwendung fand, waren die von
Hulse und Taylor [HT75]; [WT02]; [WTO05]. Lésst man die Details der Messungen aufier
Acht und bedient sich nur ihrer Ergebnisse, erhédlt man nach [WT02]; [WT05] einen
theoretisch berechneten Wert fiir 76

=

37
— . 4.1.11
et %e) (4.1.117)

TOR = 2 40242(2) x 107122 . (4.1.118)
S

Die Zahl in Klammern (2) gibt dabei den Fehler der letzten Stelle des Messwertes, der
Zahl vor der Klammer, an. Theoretisch berechnet heifit hier, dass die aus Messungen
gewonnenen Werte fiir Groflen wie die Exzentrizitét e und die Massen der beiden Objekte
in Gleichung (4.1.117), die aus der Theorie abgeleitet wurde, eingesetzt werden. Diesen
Wert kann man mit dem experimentell beobachtbaren Wert 7 vergleichen, der

To% = 2, 4184(9) x 107122 (4.1.119)
S
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4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen Relativitédtstheorie

betragt [WTO05]. Hier muss man allerdings noch eine Korrektur vornehmen. Hintergrund
dafiir ist, dass sich unser Sonnensystem in einem anderen Abstand zum galaktischen
Zentrum befindet, als das Pulsarsystem. Damour und Taylor [DT91] leiten daraus einen

Korrekturwert von

Te! = —0.0128(50) x 107122 (4.1.120)
S

ab, womit man die intrinsische Zeitanderung des Systems

Fintr — ebs _ el — _9 4056(51) x 10—122 (4.1.121)

erhilt. Der Unterschied zwischen (4.1.118) und (4.1.121) ist also innerhalb der Fehler-
grenzen, die maBgeblich durch den Wert fiir 7% bestimmt sind.
Es gibt eine ganze Reihe weiterer Systeme, in denen die hier vorgestellten Beobachtungen
ebenso gemacht wurden. Dazu zahlt zum Beispiel das System PSR B1534+412. Die
hier gemessenen Werte fiir 7% und T6® stimmen nicht vollstindig iiberein. [Sta+02]
fithren diese Diskrepanz allerdings auf Ungenauigkeiten in der Abstandsbestimmung des
Systems zuriick. Ein weiteres System, dass mit groflem Interesse studiert wird ist das
Doppel-Pulsar-System PSR, J0737-3039A /B. Es zeichnet sich dadurch aus, dass beide
Sterne des Binarsystems als Pulsare beobachtet werden kénnen. Kramer u. a. [Kra+06]
geben die hier gemessenen Werte fiir die Anderungen der Periodendauer als

T = 1.252(17) x 10712 | TR = 1.24787(13) x 10712 (4.1.122)

an. Bemerkenswert an diesen Daten ist, neben der guten Ubereinstimmung, dass sie aus
nur zweieinhalb Jahren Beobachtungsdauer gewonnen wurden. Dies liegt daran, dass die
beiden Pulsare sich in einem relativ geringen Abstand umkreisen (weniger als die Halfte
im Vergleich zum Hulse-Taylor-System) und relativistische Effekte hier stérker sind. Die
Umlaufdauer der beiden Pulsare betragt nur etwa 2,4 Stunden im Vergleich zu etwa 10
Stunden im Hulse-Taylor-System [Bur+03]; [Bur+06]; [Kra+06]; [Mag07].

Die hier beschriebenen Beobachtungen sind die bisher einzigen experimentellen Hinweise
auf Gravitationswellen. Obwohl sie keine direkte Beobachtung von Gravitationswellen
darstellen, untermauern sie doch die Vorhersage ihrer Existenz. Im folgenden Kapitel
werde ich betrachten, ob sich diese indirekten Beobachtungen als Testumgebung fiir die
pseudokomplexe ART eignen.
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4.2 Modellsystem fiir Gravitationswellen in der
pseudokomplexen ART in linearisierter Theorie

Die in Kapitel 4.1 gemachten Beobachtungen in Binarsystemen stellen den ersten und
bisher einzigen Nachweis von Gravitationswellen dar. Zwar publizierte [Web69] die direk-
te Detektion von Gravitationswellen, eine Verifikation dieser Ergebnisse durch andere
Gruppen gelang allerdings nicht. Es wurden sogar Fehler in den Arbeiten von Weber
gefunden, sodass seine Ergebnisse heute als falsch gelten [Lev04]. Aus diesem Grund ist die
Betrachtung des Energieverlustes durch Gravitationswellen in Bindrsystemen als Test der
pseudokomplexen ART essenziell. Ich werde dazu im Folgenden ein Modell betrachten, in
dem die Vorhersagen der pk-ART &quivalent zur Modifikation der Gravitationskonstante
behandelt werden.

In der Geschichte der Physik lassen sich immer wieder Anséitze zur Modifikation der
Gravitationskonstante finden. Das alteste Beispiel ist hier wohl die Idee einer zeitlich
verdnderlichen Gravitationskonstante nach [Dir37]. In [For+93] und den Referenzen darin
wird eine Reihe an experimentellen Limits fiir die zeitliche Anderung der Gravitations-
konstante gegeben. Hier ist allerdings eine rdumlich veranderliche Gravitationskonstante
von Interesse. Ein aktuelles Beispiel fiir ein solches Modell lasst sich in [WYL12| finden.
Dort dient die Modifikation der Gravitationskonstante dazu einen Neutronenstern mit
etwa 2 Sonnenmassen noch mit der gangigen Annahme einer ,soft equation of state*
vereinbaren zu konnen, siche [Oze06]. Auch Liu u.a. [Liu+14] verwenden eine modifi-
zierte Gravitationskonstante, um Quanteneffekte beim gravitativen Kollaps von Materie
beschreiben zu konnen.

Die pseudokomplexen Analoga der Schwarzschild- und Kerr-Metrik lassen sich (unter der
Voraussetzung, dass gog = —g% gilt) durch eine Modifikation der Gravitationskonstante
beschreiben. Dazu betrachte ich zunéchst die ggo-Komponente der pk-Schwarzschild-
Metrik (1.3.9). Sie ldsst sich wie folgt umformen (im Falle B = %m?):

27
_ g B
goo = r 23
om  32m3
S I
r 27 73
2GM 32 /{GM\?
B2 (e
c2r 27 \ c2r
oM 16 /GM\?
- 1+27¢ 1—( >
+c27" ( 27 \ c?r >
2M ~
= —14+—0 . 421
+ 20 a0) (4.2.)

Die so eingefithrte modifizierte Gravitationskonstante® G(r) geht im Grenzfall r — oo in
die bekannte Newtonsche Gravitationskonstante tiber.

80bwohl es sich hierbei um keine Konstante handelt, werde ich diese GroBe im Folgenden noch als
modifizierte Gravitationskonstante bezeichnen.
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4.2 Modellsystem in der pseudokomplexen ART

Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, lassen sich Gravitationswellen in der linearisierten Theorie
mit Hilfe des zweiten Massenmoments M;; (4.1.38) beschreiben. Im Folgenden wird dies
dahingehend verandert, dass stattdessen

1 = —
M;; = g/dng(r)Tog(t,x)xixj (4.2.2)

betrachtet wird. Es ist moglich, die modifizierte Gravitationskonstante hier mit in das
Integral aufzunehmen, bisher gemachte Naherungen und Entwicklungen bleiben davon
unberithrt. So gilt auch weiterhin die Entwicklung des Energie-Impuls-Tensors nach
Gleichung (4.1.34). Gleichung (4.1.35) bleibt ebenfalls erhalten, da es sich hierbei um
eine Entwicklung der Zeitabhangigkeit des Energie-Impuls-Tensors handelt. So gilt noch
die Energie-Impuls-Erhaltung (4.1.16) und der Zusammenhang zwischen dem Energie-
Impuls-Tensor und dem zweiten Massenmoment, Gleichung (4.1.44), bleibt weiterhin
bestehen (mit der Anderung, dass man im Vergleich zu den vorherigen Gleichungen die
Gravitationskonstante mit in die Integrale aufnehmen muss).

Fiir zwei Punktmassen kann man das Integral (4.2.2) wie folgt schreiben:

~ 1 ~
Wiy = = [ G) (mad(7 = 71) + mad (7 = 7)) iy d'r

G 11 sy 16 /GMN2(1 || 1 .,
= 0—2 [m1$i$j + MeX; Ty — 277 <02) Emlxixj —+ r—%mQxig(;j . (423)

In der zweiten Zeile wurden einige zuséatzliche Annahmen getroffen. Die Zusatzterme erhélt
man unter der Annahme, dass sich die beiden Teilchen in einem Feld mit Gesamtmasse
M = my + my befinden. Sie haben jeweils den Abstand r; beziehungsweise 7, zu dieser
Masse. Ich behandele das System also so, als ob sich die beiden Teilchen in einem
Hintergrundfeld bewegen, dass durch ihre Gesamtmasse gegeben ist.

Die ersten beiden Terme in (4.2.3) entsprechen genau den klassischen Termen, Gleichung
(4.1.55), und lassen sich entsprechend umformen

mllele + moa? ? = foxf + ,ux}relxgd . (4.2.4)

Hier ist M = m; + my wieder die Gesamtmasse und p = =72 die reduzierte Masse des
Systems. #° beschreibt die Schwerpunktskoordinate und 2™ = ' — 22 den Relativabstand
der beiden Massen. Die Zusatzterme lassen sich auf d&hnliche Weise umformen

1 1 1 meo mo
—lexille- + —szxfm? = —m (xf + x§el> (xf + x;-d)
Ty r3 ri M M

1 m m
S 1 rel S L _rel
+ —=mo (:L‘ - —; ) (a: - — )
r2 i M J M I

2
mq o mo m

= — |afal + —al + —ada + — oyt
i M M M

2

rel M1 g rel MY rel rel
; ——T5x; 5T X
J 7‘1 J 7\12

(]
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my ma S,..S 1 1 S _rel S _rel
_<r2 +T2>xixj—|—u 7“72_7“72 (xixj —i—xjxl-)
1 2 1 2

mo my rel, rel
el prel 4.2.5
+“<M7~% +Mr§>xl K (4.25)

Setzt man in Gleichung (4.2.5) r; = ry = 1, so ergibt sich Gleichung (4.2.4). Gleichung
(4.2.5) enthélt auch einen gemischten Term aus Schwerpunkts- und Relativkoordinate.

Zunéichst wird der Term p ( izt ]\74”7}2) x§elx;el weiter umgeformt. Dazu benutzt man die
1 2

Tatsache, dass im Schwerpunktsystem
T = MaTy (426)

gilt. Hier fallt auch der gemischte Term weg. Benutzt man noch den Relativabstand
R = ry + ry ergibt das

m m
= MQR = MlR . (4.2.7)

Eine schnelle Umformung liefert dann

mo mq ]\42 mo mi M
_ = 4.2.8
M2 T T R (Mmg + Mm%> R (428)
und damit \
Mo mi rel rel __ rel rel
(i + i) = 429

rel .rel

Jetzt kann man diesen Zusatzterm mit dem klassischen Term pzi®z’® vergleichen. Da-

J
zu betrachtet man die beiden Vorfaktoren vor den Termen proportional zu xflx;el in
Gleichung (4.2.3). Der klassische Term hat den Vorfaktor u also die reduzierte Masse,

wohingegen der Zusatzterm den Faktor

16 (GM\*> M
- | — = 4.2.1
27 ( c? ) R? ( 0)
tragt. Das Verhéltnis von g und Gleichung (4.2.10) ist dann
16 (GM\* M 16 (rs/2\° M
—< ) Mo 16 (rs/2) M (4.2.11)
27\ 2 R? 27\ R 1

wobei rg hier den zur Gesamtmasse M assoziierten Schwarzschildradius beschreibt.
Eine sehr grobe Abschéitzung fiir das Hulse-Taylor-System (PSR B1913+16) liefert fiir
Gleichung (4.2.11) einen Wert der Ordnung —107'? (die Werte fiir diese Abschétzung
lassen sich aus [TW82]; [WTO05] entnehmen). Das heifit, dass

M;; = (1 — )GM;; (4.2.12)

mit O(e) = 10712 ist, wobei M;; hier das klassische zweite Massenmoment, Gleichung
(4.1.38), ist. Um abschétzen zu kénnen, ob diese sehr kleine Abweichung noch messbar
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ist, muss betrachtet werden, wie das Massenmoment (4.2.3) in die Messungen einflief3t.
Dazu benutze ich die in Kapitel 4.1 beschriebenen Beobachtungen des Systems PSR
B1913+416 von Hulse und Taylor. Betrachtet man Gleichung (4.1.97) fur die abgestrahlte
Leistung der Gravitationswellen, so stellt man fest, dass das zweite Massenmoment
(beziehungsweise seine Zeitableitungen) quadratisch in diese Gleichungen eingehen. Wenn
also das Massenmoment mit einem Faktor 1 — ¢ modifiziert wird, andert sich die Leistung

mit 1 — 2¢. Die Anderung der Periodendauer des Systems aufgrund des Energieverlustes
(E = —P) ist durch Gleichung (4.1.116)

T 3E
L 92k 421
T 2F (4.2.13)

gegeben. Die Anderung von 7' unter Benutzung des Modells einer modifizierten Gra-
vitationskonstante ist allerdings auch von der Ordnung 10~!2. Die gemessene relative
Anderung der Periodendauer von PSR B1913+16, Gleichung (4.1.119) ist mit

TP = —2,4184(9) x 107122 (4.2.14)

s
allerdings so klein, dass sie Zusatzterme durch die pk-ART hier eine absolute Genauigkeit
von 10728 bei der Messung erfordern wiirden. Die linearisierte Theorie ermdglicht hier

keinen nachweisbaren Unterschied zwischen der klassischen ART und dem pk-ART
Modell.
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Ausblick

5.1 Modellsystem 3+ 1-Formalismus

Die so genannte 3+1 Aufteilung der Einsteingleichungen dient als Grundlage fiir eine
Vielzahl an numerischen Betrachtungen der Allgemeinen Relativitatstheorie [Gou07;
Alc08]. Hierbei wird die vierdimensionale Raumzeit in dreidimensionale Hyperflichen ¥,
aufgeteilt, die sich entlang eines Parameters ¢ ordnen lassen. Zu jeder dieser Hyperflachen
lasst sich ein Normalenvektor n* definieren. In Anhang C wird eine Einftihrung in den
3+1-Formalismus gegeben.

Insbesondere Simulationen der Verschmelzung von zwei kompakten astronomischen
Objekten wie Neutronensternen oder potentiellen Schwarzen Lochern, griinden sich
auf Gleichungen des 3+1 Formalismus’ [Gou07; Alc08]. Damit verbunden ist auch die
numerische Beschreibung von Gravitationswellensignalen, die mit solchen Ereignissen
wahrscheinlich einhergehen. Zusétzlich konnen mit Hilfe dieses Formalismus’ realistischere
Modelle fiir die relativistische Hydrodynamik von astrophysikalischen System beschrieben
werden [RZ13].

Um Modifikationen der ART, wie die in den vorherigen Kapiteln betrachteten Erweite-
rungen der pk-ART, untersuchen zu kénnen, bietet der 34+1-Formalismus eine Moglichkeit
Phéanomene zu beschreiben, ohne auf Néherungen zuriickgreifen zu miissen. Dies ist
insbesondere relevant, wenn die Modifikationen der Theorie im Grenzfall schwacher
Felder keine Auswirkungen haben und Néherungen nicht verwendet werden kénnen, wie
es im Rahmen dieser Arbeit der Fall ist.

Mit Hilfe des 3+1 Formalismus’ werden die Einsteingleichungen in einen Satz von
dynamischen Entwicklungsgleichungen und einen Satz von Randbedingungen aufgespalten.
Eine der am haufigsten verwendeten Formen dieser Gleichungen sind die so genannten
BSSN-Gleichungen, die auf Shibata und Nakamura [SN95|, Nakamura, Kojima und
Oohara [NKO84];[NOKS87], sowie Baumgarte und Shapiro [BS98| zuriickgehen. Die
Entwicklungsgleichungen sind dabei als

(0, — L) :—éozK , (5.1.1a)
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(e
(&

(0 =

(&

—Lp)Ty = —204;;
L Y &
—Lg)K =—e " (2Di¢D'a + D;D'a) +a <AikA’“ + 3)
+4rGa(S + E)

+a*Rij + 4nGa[(S — By — QSinTF

+ o (KAU — inlkzik]) ,
~ . 1. gy
— L)l =7 008 + 37" 00:8" — 247050

+ 2 ({ k}Aﬂk +6A490;¢ — gwa K — 8rGe*p )
J

(5.1.1b)

(5.1.1c)

(5.1.1d)

(5.1.1e)

gegeben (siehe dafiir Gleichung (C.102) und die vorangehenden Ableitungen). Die einzel-
nen Komponenten dieser Gleichungen sind

«
Bi
Vg

: Lapsefunktion
: Shiftfunktion

: raumliche, dreidimensionale Metrik

: konformer Reskalierungsfaktor, alternativ: ¥ = e?

: Spur der duBeren Krimmung K;;
: konform reskalierte, spurfreie, &uflere Kriimmung /L-j = 6_4¢(Kij —

: konform reskalierte, raumliche Metrik: 7;; = e’4¢%]~
: durch 7;; induzierte kovariante Ableitung
;i - raumlicher Ricci-Tensor
: Materie-Spannungstensor: S, = fyo‘ufyﬁ v 1op
: Spur des Materie-Spannungstensors
: Energiedichte: £ = n#n"T,,
- Impulsdichte: p* = —y**n? Tus

: Normalenvektor an die dreidimensionalen Hyperflichen

. zusétzliche EntwicklungsgroBe der BSSN-Gleichungen: I = 47 k{ ,

. Zeitableitung
: Lie-Ableitung in Richtung des Shift-Vektors

Fir eine ausfiihrlichere Erklarung dieser Grofen sieche Anhang C.
Die Gleichungen (5.1.1) enthalten aber noch nicht die gesamten Informationen der

g%'jK)
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Einsteingleichungen. Wie oben beschrieben fehlen zusatzlich zu diesen Entwicklungs-
gleichungen noch Gleichungen, die Randwerte festlegen. Hierbei gibt es eine Reihe von
verschiedenen Ansitzen, von denen an dieser Stelle die so genannten XCTS-Gleichungen!
verwendet werden (siehe Gleichungen (C.122) und (C.124))

~ o~ 1~ 1~ .. ~ 1
D; D' — SRY+ gAz-jAmlﬂ +2rGEV? — EK2\I/5 =0 , (5.1.2a)
~ Loy ~ L ore N 2 67 o
D, (2&@73) + D, (2& (L3) ) — SWDK —87GF =0, (5.1.2b)
D;D'(a¥") + (8,K — B'D;K)¥°
1~ N A ~ ~
—(a¥") [872 - 1521(2@4 + ;AijAmp—S +27G(E +29)¥ | =0 . (5.1.2c)

Zuséatzlich zu den weiter oben beschriebenen Grofien werden

A weitere konform reskalierte, spurfreie, duflere Kriitmmung: Al = 0 A1
: konform reskalierte Lapse: & = Ul
. konform reskalierte Energiedichte: £ = U8E

e &

p° : konform reskalierte Impulsdichte: p* = W'0p

p
S : konform reskalierte Spur des Materie-Spannungstensors: S = W85
R : konform reskalierter Ricci-Skalar, induziert durch Yij

eingefithrt. Auch hier ist eine ausfiihrlichere Behandlung im Anhang C zu finden. Unter
Verwendung der Gleichungen (5.1.2¢) sind die Groen %5, 0735, K, E, p', S und 0,K
frei wahlbar. Die Gleichungen legen die drei Grofien W, 5° und & fest [Gou07].

Das einfachste Beispiel um mit Hilfe des 341 Formalismus’ ein System zu beschrei-
ben, ist ein Schwarzschild Schwarzes Loch [Gou07]. Deshalb liegt es nahe, mit einer
Beschreibung eines solchen Objektes mit einem zuséatzlichen Energie-Impuls-Tensor wie
in Gleichung (1.3.11) zu beginnen, um die Vorhersagen von [HG09; Cas+11; Cas+12;
Sch+13; Sch+414] zu iiberpriifen. Bis auf die Materiefreiheit des Raumes konnen dieselben
Annahmen wie in Kapitel C.10 getroffen werden [Gou07].

Zunichst folgt aus der Annahme eines stationdren System 0,7;; = 0, 0, K =0 und K =0
[Alc08]. Ebenso soll die konforme Metrik den flachen Raum beschreiben, also 74;; = f;;
gelten. Dadurch reduzieren sich die XCTS-Gleichungen wie in Kapitel C.10 auf

~ o~ 1~ ... ~
DiD’\IJ+§Ai]-A’]\If_7+27rGE\IJ_3 =0 , (51.3a)
. 1 /-~ Nij S
D, (m (L5) )—87TGp — 0, (513b)
DD au") — (a7 {;Aijﬁiﬂ'w+2wG(E+2§)qf—4] — 0 . (5130

Der spurfreie Teil der dufleren Kriimmung ist weiterhin durch Gleichung (C.120) gegeben

A — 21(1 {a@ij + (£5)” ] . (5.1.4)

IXCTS steht fiir eXtended Conformal Thin Sandwich, siche Anhang C.10
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Im Gegensatz zur klassischen ART liegt im hier betrachteten Fall allerdings kein
materiefreier Raum mehr vor, wodurch sich die Gleichungen (5.1.3) nicht mehr auf (C.127)
reduzieren. Setzt man fir die Materieverteilung eine anisotrope Fliissigkeit (1.3.11) an
und verwendet, dass die Teilchengeschwindigkeit u* im stationdren Fall gleich dem
Normalenvektor n* ist, ergibt sich

nT,, = (p+p)n"uu, +pin’gu + (pr — p1)n"v,0,
= _(p + pJ_)uu + piny,
= —pu, . (5.1.5)

Hier wurde noch ausgenutzt, dass v, der radiale Einheitsvektor ist, also in X liegt und
somit n*v, = 0 gilt. Gleichung (5.1.5) kann verwendet werden, um die verschiedenen Pro-
jektionen des Energie-Impuls-Tensors (C.41, C.43) beziehungsweise deren Spuren (C.46)
zu berechnen

E =ntn"T,, = p
1.3.13
T'=T)=-p+pr +op, )Q(IM —p)
S=T+EFE = 2pL—p
P = = nP T, -0 . (5.1.6)

Die zugehorigen, konform reskalierten Groflen sind gerade
E=UFE =08 |
S=088 =v802p, —p) ,
pPr=u =0 . (5.1.7)
Damit lassen sich die Gleichungen (5.1.3) vereinfachen. Zunéchst ist Gleichung (5.1.3b)
durch 3% = 0 16sbar. Diese Wahl fiir 3? fithrt aber auch dazu, dass die spurlose, konfor-
me, auflere Kriitmmung, Gleichung (5.1.4), verschwindet. Insgesamt reduzieren sich die
Gleichungen (5.1.3) damit also auf
D;D'V + 27Gp¥® =0 (5.1.8a)
D;DY(a¥7) — 2nG(a¥ ) (4pL, —p) =0 . (5.1.8b)
Hier entkoppelt sich die Gleichung fiir den konformen Skalierungsfaktor W. Fur die
Annahme einer flachen rdumlichen Metrik f;; gilt noch D;D* = A, wobei A der Laplace-
Operator ist. Damit und durch Subtraktion der mit o multiplizierten Gleichung (5.1.8a)
von (5.1.8b) zusammen mit ¥’ = aW¥ ergibt sich
AV = 27GpU° | (5.1.9)
Aa = 87Gap, ¥t . (5.1.10)

Bisher ist es nicht gelungen diese Gleichungen analytisch zu losen.
Ohne den zusétzlichen Energie-Impuls-Tensor erhdlt man aus diesen Gleichungen die
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Kapitel 5. Ausblick

klassische Schwarzschild-Metrik in isotropen Koordinaten, siehe Kapitel C.10 Glei-
chung (C.132) [Gou07; Alc08]. Als Ansatz kann man versuchen analog zur klassischen
Losung vorzugehen und eine isotrope Formulierung der erweiterten Schwarzschild-Metrik
aufstellen.
Dazu fithrt man die neue Radialvariable p und eine Funktion A(p) ein. Durch Vergleich
der Linienelemente erhélt man
dr?

)\2/)2 - 7'2 und m = )\2d,02 ) (5111)
r 273

oder umgeformt (positive Vorzeichen, weil r und p fiir groile Werte ineinander tibergehen)

dr _d (5.1.12)

\/T2—2mr+£ P

Fiir den Fall B = 0 ldsst sich dieser Ausdruck noch relativ einfach integrieren zu
constp = 2(r —m) + 2v/r2 — 2mr (5.1.13)
und auch invertieren (const = 4) [ABS75]
m\ 2
r:p<1+2p> . (5.1.14)

Fir den Fall B # 0 ist es leider nicht mehr so einfach moglich ein Integral zu finden. Es
miissen Fallunterscheidungen vorgenommen werden. Fiir den Fall B = %m‘g findet sich
(mit Mathematica [Wol12]) zwar eine eindeutige Losung

2 r
Inp = —2\/;arcoth [3 W] +2In [3v/r +Vom+9r | . (5.1.15)

Unter der Berﬁcksichtigung, dass man den Areakotangenshyperbolicus auch als Loga-

rithmus arcoth(z) = ln iﬂ) (Jz] > 1) schreiben kann, hat man hier die Summe

)
zweier Logarithmen. Allerdings verhindert der Vorfaktor /2 eine direkte Invertierung

3
der Gleichung. Man kann noch nach p auflésen

3 (Gr +3m+V9r? + 6m7">

p = 2
(31 /4m’“+ﬁr+1)\/;
3V Tmrer 1

Bisher ist es noch nicht gelungen diesen Ausdruck zu invertieren. Damit findet man
aber auf diesem Weg auch keinen Ausdruck fiir eine isotrope Form der modifizierten
Schwarzschild-Metrik als Funktion der alten Schwarzschildkoordinaten. Die Idee hier-
iiber einen Ansatz zu finden, um die Gleichungen 5.1.10 zu losen, scheint also nicht
vielversprechend zu sein.

(5.1.16)
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5.1 Modellsystem 341-Formalismus

Das vorgestellte Beispiel verdeutlicht, wie schnell man auch bei relativ einfachen Mo-
dellen an Grenzen stolt, Probleme analytisch zu 16sen. Ein moglicher néchster Schritt
ist die Verwendung von Programmen wie LORENE? um numerisch Anfangsbedingungen
fiir physikalisch interessante Szenarien, wie die Verschmelzung von zwei umkreisenden
Neutronensternen, zu finden. Diese Anfangswerte kénnen zusammen mit den Entwick-
lungsgleichungen (5.1.1) in Programmen wie dem EINSTEIN TOOLKIT [Lof+12] verwendet
werden, um die Dynamik solcher Systeme zu beschreiben.

2Erhéltlich als freie Software unter http://www.lorene.obspm.fr/.
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Kapitel 6. Fazit

Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Modellsysteme untersucht, welche Metriken
der klassischen Allgemeinen Relativitatstheorie mit Erweiterungen vergleichen, in denen
Ereignishorizonte nicht existieren miissen. Die untersuchten Korrekturterme sind durch
Schwachfeldmessungen, wie sie zum Beispiel in unserem Sonnensystem durchgefiihrt
werden, nicht iiberpriifbar. Es ist deshalb notig solche Systeme zu betrachten, in denen
die vollstandigen Gleichungen beriicksichtigt werden miissen und keine Entwicklungen
fiir schwache Felder gemacht werden konnen.

Es gibt eine Reihe von astrophysikalischen Systemen, die diese Bedingungen erfiillen, wie
das Galaktische Zentrum oder Doppelsternsysteme.

In Kapitel 2 werden Testteilchenorbits in einem Zentralpotential beschrieben und Un-
terschiede zwischen der klassischen und einer modifizierten Kerr-Metrik herausgearbeitet.
Drei neue Phanomene der modifizierten Metrik gegeniiber der Klassischen treten hier in
Erscheinung. Zum einen haben Teilchen, die sich auf prograden Bahnen um den Zentral-
korper drehen, ein Maximum in ihrer Winkelgeschwindigkeit (siehe Abbildung 2.1a). Zum
anderen ist das Phanomen des frame-draggings deutlich schwécher ausgepragt (siehe Ab-
bildung 2.2). Schlieflich tritt ein letzter stabiler Orbit fiir entsprechend schnell rotierende
Zentralkorper nicht mehr auf (siehe Abbildung 2.4). Gleichzeitig sind die Unterschiede in
den beiden Metriken fiir grofie Absténde (r > 10m) nahezu vernachléssigbar.

In Kapitel 3 werden diese Ergebnisse auf zwei unterschiedliche Modelle zur Beschreibung
von Akkretionsscheiben angewendet. Untersucht wird zum einen das Verhalten der Eisen-
Ka-Emissionslinie und zum anderen der Energiefluss aus einer Akkretionsscheibe. In der
Form der Eisen-Ka-Emissionslinie gibt es eine deutliche Zunahme des rotverschobenen
Anteils der Strahlung in der modifizierten Kerr-Metrik gegeniiber der klassischen Kerr-
Metrik. Die Akkretionsscheibe nach Page und Thorne zeigt unter Verwendung der
modifizierten Kerr-Metrik eine signifikante Erhohung der abgestrahlten Energie, wenn der
Zentralkorper so schnell rotiert, dass kein letzter stabiler Orbit mehr auftritt. Zuséatzlich
gibt es hier in der Scheibe einen dunklen Ring im Vergleich zu den Bildern hoherer
Ordnung, die in der klassischen Kerr-Metrik auftreten. Erklarbar sind diese Phanomene
dadurch, dass sich Teilchen auf stabilen Bahnen in der modifizierten Kerr-Metrik nidher
an den Zentralkorper heran bewegen konnen, als es in der klassischen Kerr-Metrik der
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Fall ist. Die Rotverschiebung ist fiir beide Falle annaherend gleich.

Kapitel 4 gibt eine kurze Einfithrung in die Beschreibung von Gravitationswellen im
Rahmen der linearisierten Allgemeinen Relativitatstheorie. Hier wird als Modell ein
Binérsystem, wie etwa der Hulse-Taylor-Pulsar, betrachtet. Die Unterschiede zwischen
der klassischen Theorie und einer Beschreibung unter Hinzunahme von Zusatztermen
sind hier erwartungsgeméf sehr gering, da die Linearisierung der Gleichungen dazu fiihrt,
dass Starkfeldeffekte vernachléssigt werden. Fiir grofle Abstande, was in diesem Fall auch
schwache Felder impliziert, sind die Erweiterungen der Gleichungen vernachlassigbar.
Hier werden zum Teil auch Effekte in der klassischen ART vernachléssigt, siehe dazu die
Diskussion ab Gleichung (1.3.4).

In Kapitel 5.1 befindet sich ein kurzer Ausblick in die 3+1-Formulierung der Ein-
steingleichungen fiir die numerische Beschreibung von Gravitationsphdnomenen. Diese
Beschreibung ermoglicht es auch komplexe Systeme ohne viele ndhernde Annahmen
genau beschreiben zu konnen. Diese Systeme konnen zum einen Akkretionsscheiben um
kompakte Objekte sein, aber auch die Verschmelzung von zwei massiven Objekten und
die damit verbundenen Gravitationswellensignale. Dadurch lassen sich die Vorhersagen
der ART oder etwaiger Erweiterungen préziser modellieren.

In zukiinftigen Arbeiten kann die in den Kapiteln 2 und 3 verwendete Annahme,
dass sich Testteilchen, beziehungsweise Gasscheiben, ausschliellich im Aquator um ein
kompaktes Objekt bewegen, in Zukunft fallen gelassen werden. Dadurch kann man die
angestellten Rechnungen auf Teilchenbahnen erweitern, die auch aufierhalb des Aquators
liegen konnen. Rechnungen in der klassischen ART dazu finden sich bereits bei Bardeen,
Press und Teukolsky [BPT72]. Die in Kapitel 3 vorgestellten Scheibenmodelle gehéren zu
den einfachsten, die man konstruieren kann. FKine mogliche Erweiterung der vorgestellten
Ergebnisse ist die Betrachtung komplexerer Scheibenmodelle, die beispielsweise die
Temperatur des Scheibengases berticksichtigen [AF13]. Auch wurde bislang die komplette
innere Dynamik und die Existenz von Magnetfeldern nicht beriicksichtigt. Perspektivisch
ist hier ein mogliches Ziel eine vollstdndige relativistische Hydrodynamik [RZ13] fiir
den zusétzlichen Energie-Impuls-Tensor (1.3.7), wie er in dieser Arbeit verwendet wird,
aufzustellen [RZ13].

Die vorgestellten Ergebnisse liegen innerhalb der Einschrénkungen durch aktuelle Mes-
sungen. Zukiinftige Messungen wie genauere Beobachtungen des Galaktischen Zentrums
durch das Event Horizon Telescope [Doe+09; Fal+12] sind aber voraussichtlich dazu in
der Lage zwischen den untersuchten Metriken zu unterscheiden.
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Anhang A. Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus [Schll]. Zu beachten ist, dass dort andere Kon-
ventionen fiir die Signatur der Metrik, die Definition des Riemann-Tensors und fiir den
Spinparameter a verwendet wurden.

A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter

Der Ansatz von Carter [Car72]; [PK06] besteht darin, die Separierbarkeit der
Klein-Gordon-Gleichung

1 0 ov

10 0P ) 2 =a=0 Al

S <\/ 99 axﬁ> myy/ (A1)
2u fordern!. Zundchst betrachtet er dafiir die ,metric co-form* (%)2 -
g°h (%) (%)} da man hier die einzelnen Terme der Klein-Gordon-Glei-

chung gut ablesen kann. Durch Einfihrung der Variablen p := cos? wird
daraus fir den Schwarzschildfall

9\’ 1 NS 1 9\’
() = [““”(am) i ()

o\ z2(0\’
(@) 2] "

Dabei sind bei Plebanski et al. [PK06] noch die beiden Funktionen A, :=
r?> —ryr und Z, = r? festgelegt worden. Carter geht zundchst nicht ndher
auf die Form von A, und Z, ein. Die einzige Einschrinkung an die beiden

Funktionen besteht darin, dass sie nur von r abhdngen dirfen. Die ,metric

LCarter verwendet die Signatur (-,+,+,+), Plebanski et al. und wir verwenden (+,-,-,-).
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A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter

co-form*“ kann somit auch folgendermafien aussehen

a\° 1 NS 1 a0\
() —wlﬂ—m(@) + 5 ()
o\? o\°

-2 7 v 2 Y

+e “'r <87‘> e’r <8t>

Also muss man hier fiir den Fall v # —\ keine Finschrankung machen. Unter
Verwendung von (A.2) resultiert die Klein-Gordon-Gleichung

210 1 )axp 1 0% o
Z, | Wou o U(1 — p2) Op? 0

10 (A00) 177,00
vor\ Z. or v A, Ot

(A.3)

=0 (A4)

Durch eine geeignete Substitution W = []; ;(x") ist diese Gleichung separier-
bar und zerfdllt in vier partielle Differentialgleichungen fir die jeweiligen
Variablen. Hiervon ausgehend soll die ,mectric co-form* erweitert werden,
sodass auch die Kerr-Metrik als Spezialfall enthalten ist. Gleichzeitig soll aber
auch die Separierbarkeit der Klein-Gordon-Gleichung erhalten bleiben. Carter
setzt nun fir die ,metric co-form* im Kerr-Fall folgendermaflen an

9\’ 1[0\ 1 ) 0\
@) = 2> ) s (e, ”

1] o\’ 1 ) 9 \?
—|a (m) —AT<ZT&+QT&D>] . (A5)

Dieser Ansatz entspricht insofern der Kerr-Metrik, da nur gemischte Terme in
t und ¢ auftauchen (siehe hierzu die Boyer-Lindquist-Form der Kerr-Metrik
[BL67] ). Die Funktionen A,, Qu, Z, und A, Q., Z, hingen jeweils nur
von der indizierten Variablen ab und die Funktion Z ist hier noch nicht ndher
eingeschrinkt. (A.2) geht also als Spezialfall fir A, =1—p?, Z =1*, Q, =0,
Z, =0 und Q, =1 aus (A.5) hervor. Als Determinante erhdlt Carter dann

V=g z

_g —

|Z7"QM - ZMQT|

Die Klein-Gordon-Gleichung hat fir diesen Ansatz die Form [PK06]

2 (572) - 2 (57 2) - S

(A.6)

A

—1(u§t+aua)[§“z_(u Qg
+$< YO >u¢2—< +Q 2 )]—0 (A7)
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Anhang A. Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

Um die Separierbarkeit der Gleichung zu garantieren, muss der Faktor g ein
Produkt einer von r abhingenden Funktion mit einer nur von u abhdngenden
Funktion sein. Plebanski et al. [PK06] beschreiben die Mdglichkeit durch eine
Transformation der Variablen r und p und Umdefinition der Funktionen
Ay, AN, 2y, Zy, Q) und Q, den Faktor \/—g/Z =1 zu wdhlen. Mit (A.6)

entspricht das der Wahl
Z = 7,Q, — Z,Q, . (A.8)

Weiterhin muss Z als Summe von Funktionen, die von r respektive p abhdngen,
darstellbar sein, sonst bereitet der Term proportional zu moZV Probleme bei
der Separierbarkeit. Das ergibt die Bedingung

Az, dQ, dZ, dQ,

_ = , Al
dr du du dr 0 (4.9)

Es gibt nun verschiedene Modglichkeiten diese Bedingung zu erfillen. Wir
wéhlen an dieser Stelle wie [Car72]; [PK06] die Konstanz der Funktionen Q,
und Q,, und nennen sie C, und C,,*. Um die Separierbarkeit der Gleichung zu

garantieren wahlt Carter an dieser Stelle den Faktor g =1 und legt damit
Z = 7Z,Qu — Z,Q, fest. Wir sind zundchst davon ausgegangen, dass man

hier zusitzlich einen Faktor % - also 7 = 5 (Z,Qu — Z,Q,) - bekommt,

weil fiir den verallgemeinerten Schwarzschildfall \/—g = r2e s gilt. Daraus
resultieren aber einige Probleme bei den weiteren Rechnungen. Weiterhin
muss Z als Summe von Funktionen, die von r respektive u abhdngen dar-
stellbar sein, sonst bereitet der Term proportional zu moZW¥ Probleme bei der
Separierbarkeit. Hier kann man nun @, und @, konstant wdhlen. Wenn man
aber von 7 = % (Z:Qu — Z,Q) ausgeht, muss man diese Forderung ein
wenig verdndern, sodass @), nicht mehr konstant ist. Daraus ergeben sich in
den spateren Rechnungen enorm aufwendige Terme (wir hatten die Christof-
felsymbole mit diesem Ansatz berechnet). Aktuell gehen wir aber davon aus,
dass die Freiheiten in den verschiedenen Funktionen ausreichen um g =

zu gewdhrleisten. Damit kann man wahrscheinlich die Rechnungen von Car-
ter dibernehmen und muss nur spdter in den Einsteingleichungen Quellterme

hinzufiigen. Nach diesen Uberlequngen nimmt die Metrik die folgende Form an

AC2 — A, C?
1 0
G =77 0

A,CoZ, — A.C,Z,

ACoZ, — NCLZ,
0
0
AZ2 = N, Z?

NO O
o

S

0

72
A

0

0

>

(A.10)
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A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter

Jetzt, da der Ansatz fiir die Metrik aufgestellt ist, ist es an der Zeit die Ein-
steingleichungen zu finden und wenn mdglich zu lésen. Carter geht nun anders
als Adler et al. [ABS75] vor, um die Finsteingleichungen aufzustellen. Er
berechnet nicht die Christoffelsymbole, sondern benutzt ein anderes Verfahren,
welches im ndachsten Kapitel kurz vorgestellt wird.

Bestimmung der Einsteingleichungen mit Hilfe von Differentialformen

Die hier vorgestellte Methode zur Bestimmung der Einsteingleichungen geht
auf Cartan [Car83] zurick. Misner et al. [MTW73] erlautern diese Methode
recht ausfihrlich in ihrem Buch. Fine beispielhafte Rechnung, auf die sich
auch Carter [Car72] bezieht, lisst sich im Anhang von [Mis63] finden. Fine
mathematisch formale Ausfihrung findet man in [ONe95]. Wir werden hier die
Methode kurz vorstellen und die Finsteingleichungen fiir die Schwarzschild-
Metrik ausfihrlich ableiten. Die Methode ldsst sich grob in drei Schritte
gliedern:

1. Man wechselt in ein neues Koordinatensystem, das (mitbewegte) Vierbein
oder auch Tetrade (englisch ,tetrad) genannt wird. Dieses System bringt
den Vorteil mit sich, dass die Metrik hier Minkowski-Form annimmt
und dadurch einige Rechnungen wesentlich vereinfacht werden kénnen.
Das Lingenelement ist also

ds? = gudztdz” = n,whw” ) (A.11)

Wobei die w* Differential- oder auch 1-Formen sind.

2. Nun bestimmt man die so genannten Verbindungs-Formen w*,, welche
eindeutig® durch

0 = dw* + w", Aw”
dgul/ = Wu + Wy (A12)

¢

festgelegt sind. Das Symbol A bezeichnet das ,,Dach-“, oder ,dufSere*
Produkt mit der wichtigen Figenschaft a A3 = —F Na. Wie hdufig in der
Physik kann man aufgrund der Findeutigkeit Losungen durch Ansdtze
finden oder ,raten® Sobald sie (A.12) erfillen, sind sie richtig. Wenn
man sich aber mit der Methode vertraut macht, ist es empfehlenswert
die Verbindungsformen zundchst direkt zu berechnen. Dies geschieht tiber

dw® = —c)p "W N W

1 o
W, = 3 (Cuva + Cpav — Cuap) W , (A.13)

3fiir den Eindeutigkeitsbeweis siehe z.B. [ONe95].
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wobei die hier verwendete Schreibweise eine Summation dber p und
v mit p < v bedeutet [MTW73]. Bei den c,,* handelt es sich um so
genannte ,, Kommutations-Koeffizienten® Sie sind iber [€),, €] =: ¢,,"€q
definiert [MTW73], wobei die €, Basisvektoren sind. Fir normale Koor-
dinatenbasisvektoren verschwinden sie, nicht aber fir die Tetradenbasis.

3. Hat man die (in 4 Dimensionen) sechs Verbindungsformen wt, gefunden,
muss man noch die Kriimmungsformen

O, = dw", + wh', ANw?, (A.14)
bestimmen. Uber den Zusammenhang/MTW75]
O, = —R“V‘am w® A w”? (A.15)

kann man den Riemann-Tensor ablesen. Durch Kontraktion erhdlt man
den Ricci-Tensor Ry, = R yan. An dieser Stelle muss noch angemerkt
werden, dass die so enthaltenen Tensoren noch in Tetrad-Komponenten
aufgeschrieben sind. Um die Koordinaten-Komponenten zu bekommen
muss man sie noch zuricktransformieren. Fir die Ricktransformation
stellt man die w* in Abhdngigkeit der Koordinatendifferentialformen dx®

als wt = M\ ,dx® dar. Die Koordinatenkomponenten des Ricci-Tensors
erhdlt man iber [Car72]; [DFC90]

Rab = R WX . (A.16)

Neben dieser Vorgehensweise um die verschiedenen Krimmungsformen zu
bestimmen brauchen wir noch Rechenregeln fir die duflere Ableitung. So
gelten fir eine 0-Form u und eine 1-Form o die folgenden Regeln [MTW75];
[ONe95]

d*u=0
d(uo) = du A\ o + udo : (A.17)

Die erste Zeile in (A.17) ist eine andere Darstellung der in der Physik be-
kannten Regeln, dass die Divergenz einer Rotation und die Rotation eines
Gradienten verschwindet. Dies kann man zum Beispiel durch die Korrespon-
denz zwischen der dufleren Ableitung und dem Gradienten, bzw. der Divergenz
sehen. Fir eine Funktion f und einen Vektor A im dreidimensionalen eukli-

dischen Raum gilt [Arn00]; [MTW73]

df = wérad P dw'; = wzot i . dwi=(div A)w? . (A.18)
wobei w}@ und w% die zu A korrespondierenden 1- beziehungsweise 2-Formen

sind und w;md s die zum Gradienten von f korrespondierende 1-Form ist

[Arn00]. w? ist das Volumenelement. Unter Beriicksichtigung von d* = dd = 0
folgen rot (grad )= 0 und div(rot)= 0.



A .2 Die Einsteingleichungen fiir die Kerr-Metrik tiber Differentialformen

A.2 Die Einsteingleichungen fiir die Kerr-Metrik
uiber Differentialformen

Mit der im Abschnitt A.1 beschriebenen Vorgehensweise lassen sich aus dem
Ansatz von Carter (A.10) die Finsteingleichungen ableiten. [...] Der hier
aufgefiihrte Einstein-Tensor, auf den man schliefllich kommt, geht auf Car-
ter [Car72] zuriick und wurde in dieser Form von Plebanski et al. [PK06]
aufgestellt

2
G = ;ZA,“W - 212ATZW + %AH (Zuy® + Z,?)
- 4?)Z3A,« (ZM\MQ + Zr\?“z) + %Auluzﬁé\u + Q;A”ZM
@ — 222, [A A (0 Zryr + Zo)
2
Gll = 212A,M,U4L + 4LZ;))AM (Zu\uz + ZT"ITQ) B 41ZisA” (Zl"“g - Z"‘TQ)
+ %Auluzulu + ;ZQATTZTIT
G?; = LAv"lrr - iAu (Zu\u2 + Zr\r2> + LAT (Zulu2 + Zr\r2)
27 473 473
o ML~ 5By
2
G = 21ZAT|TT‘ - %AMZMIW - j;gAM (Zu|u2 + ZTIT‘Q)
+ Atlngr (ZMWQ + ZT’IT2> - %AM\MZMIM - 21Z2AT7"ZT|T

(A.19)

Durch geeignete Variablentransformationen kann man die Konstanten C, = a
und C, =1 wdihlen [KK09].

Die Kerr-Losung nach Boyer und Lindquist [BL67] erhdlt man hier aus den
freien Einsteingleichungen G*, = 0. Zundchst merken [PK06] an, dass sich
die Gleichung fir GS auf

aZyirr + Zyjup = 0

reduziert, also eine Summe aus zwei Funktionen, die von unterschiedlichen
Variablen abhdngen. Diese Gleichung ldsst sich direkt durch

Z.=Cr?4 Cir+ Cy , Z, = —aCp? 4 Cyp+ Cy (A.20)
losen. Eingesetzt in G2y — G353 = 0 liefert das nach einigen Umformungen

G G+

a 4aC (A.21)
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Setzt man das in (A.20) ein, so stellt man fest, dass eine Variablentransfor-
mationen p = ' + 2%&‘ und Umdefinition Cy = aCh + 4% denselben Effekt
haben, wie die Wahl C3 = 0. Also bleibt

2
Z,=C <7“ + %) + aCs : Z,=—aCu*® + C : (A.22)

Durch eine weitere Variablentransformationen, diesmal von r, ldsst sich die
Konstante Cy = 0 setzen. Der Foktor Z = Z, — aZ,, hingt nicht von C ab,
deshalb wahlen [PK06] Cy = aC'. Anschliefiend ldsst sich der Faktor C' durch
eine Umdefinition von ¢, A, und A, absorbieren, was gleichbedeutend mit

der Wahl C =1 ist und auf
Z,=r*+ad*> Z,=a(l—u?) (A.23)
fiihrt [PKOG]. Als ndchstes betrachten wir G + G?*y = 0

212 (Auluu + Ar|r7‘) =0 . (A'24)

Wieder liegt eine Summe aus zwei Funktionen unterschiedlicher Variablen
vor. Die Funktionen missen somit konstant sein und wir erhalten [PK06]

A, = Er? — rgr + FE, , A, = —Ep? + Esp+ E, ) (A.25)

Um die Konstanten ndher zu bestimmen betrachten wir zundchst G?5 = 0.
Durch FEinsetzen von (A.23) und (A.25) und Umformen bleibt

B> —E,=0 . (A.26)

Weiterhin fordern [PKO06] einige Einschrinkungen an die verbleibenden Kon-
stanten. So muss E3 = 0 sein, denn sonst wirde ein Term proportional zu
= cos¥ in der Metrik auftauchen. Dieser Term wverletzt aber die Symmetrie
in Hinsicht auf eine Spiegelung an der Aquatorebene. Um eine Koordinaten-
singularitit an den Polen zu vermeiden fordern [PK06] E = 1. SchliefSlich
muss noch Ey =1 gesetzt werden, um die Schwarzschildlosung als Grenzfall
erhalten zu konnen. Damit haben wir also

Zr=r*+ad* |, Z,=a(l—-p* |,
A, =r*—rgr+a® , A, =1-—p" |
Z=27,—aZ,=1r"+adu* . (A.27)

FEingesetzt in (A.10) ergibt sich nach einigen Umformungen gerade die Boyer-
Lindquist-Darstellung der Kerr-Metrik [Car72].



A .2 Die Einsteingleichungen fiir die Kerr-Metrik tiber Differentialformen

Im Gegensatz zu den gerade gezeigten Rechnungen fir die klassische Kerr-
Losung, setzen wir die Finsteingleichungen durch das erweiterte Variations-
prinzip (1.2.9) nicht mehr Null, sondern gleich Elementen aus dem Nullteiler
[...]. Auf der Suche nach einer Losung fir die Einsteingleichungen G*, = =W,
mit (A.19) bietet es sich nun an, dhnliche Kombinationen wie in [PK06] zu
betrachten

1 -
i = 272V Ar Ay (aZp_jr_p- + Zy_ju_p-) = 2%

1 - -
G+ G 157 Bty + Ar_jr_r) =2h +2
2 3 .4 a’? 2 2 =2 =3
G — G73 3ﬁAufzu—W—u— + ﬁA;L(Zu,|;L, +Zk_r.) =SS
1 1 - -
GO() — Gll 3ﬁAR,ZR7|R,R, - ﬁAR7 (Zi_m_ + Z}ZQ_‘R_) = :'00 - ‘:1

o 1 a? 2 2

G%y 3ﬁAR,|R7R7 - 4Z3Auf (Zufluf - ZR*|R* )

a 1
- ﬁA“,m,Zp,m, + @AR— (Zuf\u} + ZRJR})

1
277

2
2

(A.28)

(11

ARr_|r_ZR_|R_ =

[]

Den zweiten Ansatz, um eine Liosung fir (A.28) zu finden, bildet die
Annahme, dass die finf verschiedenen =", beliebige Funktionen von R_ und
p— sind und zundchst kein Zusammenhang zu den &, der Schwarzschild-
Lésung besteht. Durch geeignete Wahl dieser Funktionen lisst sich (A.28)
derart losen, dass man eine Verallgemeinerung der [Kerr-]Metrik erhalt. Die
erste Annahme treffen wir durch 2% = 0. Damit sind

237 = CR2_+01R_+OQ s ZM7 = —CL_CM2_+03M_+C4 s (AQQ)

wie in (A.20). Mit der Wahl =25 — =33 = 0 erhdlt man (A.21) und die daran
anschlieffenden Umformungen kénnen genauso tibernommen werden, sodass

wie in (A.23)
Zp =R2+ad: | Z, =a (1-p?) (A.30)

bleibt. Die vierte Gleichung in (A.28) liefert 2% — Z'y = 0. Bisher sind die
Ergebnisse identisch mit denen aus [Car72]; [PK06]. Durch die Annahme
=l + =% = 0 erhdlt man analog zu Gleichung (A.24)

Ap Rr +D4 iy =0 (A.31)
was durch

Ar. =FER* ~RgR_+E, A, =—-FEu> +Esu_+Ey (A.32)
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gelost wird. Eingesetzt in die letzte Gleichung aus (A.28) bleibt
By —a*E, = 7°Z% . (A.33)

Setzt man nun auch =2, = 0, entspricht das Gleichung (A.26), was auf die
klassische Kerr-Lisung fiihrt. Die Wahl 2%y = % ergibt eine Anderung dieser
Lésung, die im Grenzfall a — 0 in [die Schwarzschildlésung] ibergeht. Die Be-
stimmung der restlichen Konstanten erfolgt hier analog zu den Betrachtungen
nach Gleichung (A.26). Schliefllich haben wir damit

Zp. =R>+d> |, Z, =a (1—-p%)
Ap =R* —RgR_+d>+B , A, =1-—pu>
Z=7r —a_-Z, =R:+ad*u® . (A.34)

FEingesetzt in (A.10) zusammen mit p = cos @ haben wir damit den zu o_
proportionalen Teil der Metrik

R* — RgR_+ B+ a* cos*0_

do0 = R?% + a% cos?0_

o R? +a? cos?0_
MT"R _R.R +d>+B
gy = —R* —a® cos® 6

2 4 -

_ p2 22, aisin'd_(RgR_— B)
9z = —(F_+a)sin"0- R% + a? cos?6_
i = —a_sin?f_ RgR_+ a_Bsin?6_ (A35)

R? +a? cos?26_

Die o -Komponenten entsprechen denen der klassischen Kerr-Losung. Durch
anschlieffende Projektion auf reelle Griofien, wie in Kapitel 3 beschrieben,
erhdlt man die Metrik

e Tr—rsr+ 24 a*cos’d
g =

00 r2 4+ a2 cos? ¥
r? 4+ a? cos®

gRe _
1=
r2—rgr+a?+ L2
g = —r? — a? cos® ¥
2 o4 B
' a’sin* I(rgr — <)
g = —(r? + a?)sin® ) — 2

r2 + a2 cos? ¥
re  —asin?¥ rgr + aZ sin? 9

g =
03 r2 + a? cos? ¥

(A.36)

Im Grenzfall a = 0 geht sie gerade in [die modifizierte Schwarzschild-Metrik
[HGO09]] und fiir den Fall B =0 in die klassische Kerr-Losung [BL67] diber.
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Die in Gleichung (A.36) vorgestellte Metrik enthélt in dieser Form allerdings auch wieder
quadratische Korrekturterme, die experimentell ausgeschlossen sind [Wil06]. Sie wurde
deshalb in [Cas+12] noch einmal erweitert, um Korrekturterme beliebiger Ordnungen
beschreiben zu konnen. Davon wurde der kleinste mit dem Experiment vereinbare Term
(O(1/r?)) gewéhlt, um die Metrik in Gleichung (1.3.1) zu erhalten. Aus diesem Grund
ist hier noch ein Auszug aus [Cas+12] mit aufgenommen

Now, we consider the second equation of (A.28) with the assumption =+
2=, % (the right hand side simulates the contribution of T4 of

the "dark energy’), which yields*

00 Bn
A ip . + Dy — > o =0 (A.37)
n=3 "~
Again we have two functions of different variables to be equal. This leads to
it 1 B
Ap =ER® —2M_R_+ Ey + =
- ? n; (n—1)(n —2) R"2
A, =-Eu> +Esu_+E; . (A.38)
Inserting this and (A.23) into the last equation of (A.28) we get after some
algebra
< (B 1 1 Bpa?u?
S ——=+ = n By — Eya®) = Z°2% . (A.39
,;(R”Q(n—2+2>+ 2R" )HQ @) : - (B39
If we now chose
1 &/ B 1 1\ Ba?p?
2o N [ (—— o)+ A40
2 ZQT;<R22(n—2+2>+ 2R”> ’ (4.40)

the previous equation can be fulfilled while retaining the condition (Ey —
E,a®) =0 as in the classical case.

In order to determine the remaining constants in Ar_ and A, we will
proceed analogously to Plebanski and Krasinski [PK06]. At first we set E5 = 0,
otherwise one would have a term proportional to p_ = cos@_, which violates
the symmetry with respect to a reflection on the equatorial plane. To avoid a
coordinate singularity at the poles, we set E = 1. Finally we choose E4 =1
to get the correct Schwarzschild metric in the limit a_ — 0. This leaves us

then with
Zn =R +d> Z, =a_(1- ;f_) ,
Ap =R:—2M_R_+a> + i ! B’ig ,
ws(n—1)(n—2)R"
A, =1—p2 | Z=Zp —a Z, =R*+ad > . (A.41)

4Instead of the whole series one could choose only one or several of the terms in the series. Later we
will restrict our discussions to the case n = 3 as in the previous sections.
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This can be inserted into (A.10) and, together with u = cos@, we get the
o_-part of the metric

2 2 2 0o 1 By
~ R —2M_R_+4a® cos“0_+ 37, -D)(n—2) B2

Foo = R? + a? cos?6_

B R? +a? cos?0_

911 = — 1 By,
R? —2M_R_ +ad*> +Zn3mRn2

Gy = —R% — a® cos® 0_

a® sint6_ (2/\/1 R —Y>, (% Bu )
R% 4+ a? cos?6_
—a_sin?0_ 2M_R_ +a_ 3 éR;EQ sin? 6_

) n=3 (i=1)(n—2)
= - . A .42
Yos R? 4+ a? cos?0_ ( )

g3 = —(R% +a*)sin?0_ —

Note, that in spite of all assumptions made, (A.42) represents a new Kerr
solution also in standard GR with a special T* tensor. This is because, as
mentioned before, each o component describes one particular GR with a
gen symmetric metric.

The o, -component matches the classical Kerr solution. Finally, projecting
the pc-metric on its real part, as described above, yields the metric
72 —2mr + a*cos? 0 + 300 3m25f2

r? + a? cos? 0
. r? + a? cos? 0
g1 = _7"2 _ 2m7"—|—a2+2°° %ﬁ
n=3 (n—1)(n—2) 2rn—2

g = —r? — a?cos® 0

e __
Joo =

a®sin* 6 <2mr — > m%)

r2 + a2 cos? 6

1 By 2
) Ze 8in” 0

g% = —(r* 4+ a*)sin® 0 —

—asin?0 2mr + a3},

Re — A.43
903 r2 + a2 cos? 6 ( )

For the further discussions we will only consider the case n = 3, which
results in the metric

r2—2mr+a200529—|—2§r

gRe —

00 r2 4 a? cos? 0

Re 7"2 + a? cos® 0
g1 = —

—2mr+a?+ 2

goe = —7"2 —a®cos? f

" 5 g .o a?sint @ (er — 5)
935 = —(r" +a”)sin“ 0 —

r2 + a? cos? 0
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—asin? 2mr + a£ sin? 6
g = 2r : (A.44)

r2 + a? cos? 0

Gleichung (A.44) entspricht gerade (bis auf die Verwendung unterschiedlicher Konventio-
nen) der in dieser Arbeit verwendeten modifizierten Kerr-Metrik in Gleichung (1.3.1).
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Interaktion von Gravitationswellen mit Materie in
linearisierter Theorie

Ein frei fallendes System stellt ein einfaches System fiir einen Gravitationswellen-Detektor
dar (in einem hinreichend kleinen Bereich kann man hier die Metrik als lokal flach ansehen
[Mag07]). Mit gewissen Uberlegungen kann man auch erdgebundene Systeme durch ein
solches frei fallendes System ersetzen - hauptsichlich liegt das daran, dass Gravitati-
onswellen im Vergleich zu den anderen Storeffekten auch sehr hohe Frequenzen tragen
kénnen [Mag07]. Im Folgenden wird ein solches System im freien Fall betrachtet. Dabei
lasst sich die Auslenkung eines Teilchens tiber die so genannte geoddtische Abweichung
beschreiben. Um diese Abweichung zu bestimmen, betrachtet man zwei Geodéten, eine
beschrieben durch z#, welche die Geodatengleichung [Mag07]

d2aH 0 da” da?
D B.1
dr2 +{I/p}(x) dr dr 0 (B.1)

erfillt, die andere gegeben durch z# + £* mit der entsprechenden Geodatengleichung
[Mag07]

P +¢") | fu d(a” +¢€") d(z* + &)
= =0 . B.2
dr? * vp (z+¢) dr dr (B-2)
Geht man davon aus, dass |€#| viel kleiner als die GroBenordnung der Variation des
Gravitationsfeldes ist, so lasst sich die Differenz von Gleichungen (B.1) und (B.2) linear
in £" entwickeln - es bleibt die Gleichung der geoddtischen Abweichung [Mag07]

d2en p ) dz” der p ) dz da?
2 — 1+ £°99, — =0 . B.3
dr2 + {I/p} dr dr +< vp| dr dr (B.3)

Diese reduziert sich unter Annahme eines nicht-relativistischen (%O > i—f), frei fallenden
({ “} = O) Detektors auf

vp

e o fu) ()
arr Tt 6)"{oo} <d7’> =0 (B.4)
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Die Annahme, dass die Metrik ndherungsweise lokal flach ist, fithrt dazu, dass man sie
als g = N + O(z'a7) schreiben kann [Mag07]. Man kann daher zeitliche Ableitungen

der Christoffelsymbole vernachlassigen. Dadurch reduziert sich der Term 5"80{66} auf

& aj{(gg}. Gleichzeitig lasst sich der Riemann-Tensor aus Gleichung (4.1.2) ndhern, indem
man bertiicksichtigt, dass die Christoffelsymbole in dem lokalen System verschwinden

B H H B
R: gun 8"{ya} + 3,,{077} . (B.5)
Damit ergibt sich
" H
R} 0j0 ~ aj{OO} . (BG)

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Riemann-Tensors gilt
R%;0 = 0 und es folgt (hier werden nur die raumlichen Komponenten betrachtet)

d2¢
dr?

Az ?
+§JRZOJ,O< 37) —0 . (B.7)
dr

Fir nicht-relativistische Beobachter ldasst sich noch 7 durch ¢ und %0 durch ¢ ersetzen

[Mag07] und es ergibt sich damit (vergleiche auch [MTW73, S. 860])

d2¢
d2

+ ijiojoCZ =0 . (BS)

Schlieflich kann man noch einen Zusammenhang zwischen dem Riemann-Tensor R,
und der Wellenamplitude hiTjT herstellen. Man geht zundchst von Gleichung (4.1.6) aus
und betrachtet Ro;o;

1

Bislang wurde hier noch nicht die TT-Eichung verwendet. Wenn man h% = 0 aus
Gleichung (4.1.20) berticksichtigt, wird aus dem Ausdruck fir den Riemann-Tensor in
Gleichung (B.9)

1
Roioj = —gaoaohgT : (B.10)
Damit folgt unter Beriicksichtigung von Roio; = R'oj0

S
dtg ziczfjaoﬁgh?f . (B.11)

Gleichung (B.11) beschreibt die Auswirkung der Gravitationswellenamplituden 2" auf
die Position eines Testteilchens &' [Mag07].

98



Anhang C. 341 Formalismus

341 Formalismus

C.1 Hyperflachen

Essenziell fiir die 34+1 Formulierung der ART ist der Begriff der Hyperflichen. Formal ist
eine Hyperfliche das Bild einer Einbettung! ® von einer (in unserem Fall dreidimensio-
nalen) Mannigfaltigkeit ¥ [Gou07]

Y= (%) (C.1)
in eine (in unserem Fall vierdimensionale) Mannigfaltigkeit M. Im Folgenden werden
wird die Hyperfliche $2 mit ihrem Bild ¥ in M identifiziert. Analog wird mit Vektoren
tangential an X verfahren, um sie mit ihrer vierdimensionalen Version gleichsetzen zu
konnen.

Die Einbettung induziert eine Abbildung fiir genau diesen Zweck, den Pushforward ®..
Er bildet Tangentialvektoren an 32 punktweise auf Tangentialvektoren an - in M ab
[Gou07]

D, veT(E)r— d,(v)eT(M) . (C.2)

Komplementar dazu ist der Pullback ®* als Abbildung von 1-Formen im Cotangentialraum
T*(M) auf 1-Formen im Cotangentialraum 7*(X)

P w o Pw): T(E) — R

v o (W ®.(v)) (C3)

Lokal lasst sich eine Hyperflache 3, als die Menge aller Punkte p der Mannigfaltigkeit
definieren, fiir die ein Skalarfeld ¢ konstant ist, also zum Beispiel den Wert null annimmt.
Ein Beispiel fiir eine solche Hyperfléche ist die Oberfliche der Kugel im dreidimensionalen
Raum. Sie lésst sich durch t :=r — R = 0 definieren, wobei R der Radius der Kugel und
r die Radialvariable ist [Gou07].

Um die abstrakten Definitionen von Einbettung, Pushforward und Pullback greifbar zu

!Einbettung bedeutet, dass ® die Mannigfaltigkeit by bijektiv und stetig auf > abbildet und dass die
Umkehrung ®~! ebenfalls stetig ist.
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Abbildung C.1: Einbettung ® einer Hyperflache S in eine Mannigfaltigkeit M, entnommen
aus [Gou07]. ® transportiert auch Kurven in ¥ nach ¥ und liefert eine Abbildung
fiir Vektoren, den Pushforward ®.,.

machen, kann man beispielhaft ein bestimmtes Koordinatensystem betrachten. Fiir die
vierdimensionale Mannigfaltigkeit M wéhlt man die Koordinaten z® = (¢, x,y, z). Eine
bestimmte Hyperfliche lisst sich durch ¢ = 0 festlegen. Wenn man noch z* = (x,y, 2) als
Koordinatensystem auf 3 wéhlt, erhalt man fiir die Einbettung %,—y von 3 [Gou07]

S (z,y,2) — (0,z,y,2) . (C.4)
Der Pushforward nimmt die Form
D, v = (v, 0", v%) —> O (v) = (0,0",0Y,v7) (C.5)
an und der Pullback wird zu [Gou07]
Q" w = (W, Wy, Wy, wy) > (W) = (0, wy, wy, ws) . (C.6)

Es ist moglich einer solchen Hyperfliche eine Reihe von Eigenschaften und Tensoren
zuzuordnen, auch ohne dabei die Einsteingleichungen zu berticksichtigen. Zunachst lasst
sich eine Metrik « auf der Hyperfliche definieren, so dass das Langenelement innerhalb
der Hyperfliche durch

di? = ~;;dz'da’ (C.7)

gegeben ist [Alc08]. Auch gilt fir das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren u und v,
die tangential an die Hyperfliche sind, die Relation [Gou07]

u-v=guutu’ = yuutd (C.8)
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Spater wird noch ein bestimmtes Koordinatensystem eingefiihrt, in dem ~;; = g,; gilt.
Ein weitere zentrale Grofle ist der Normalenvektor an die Hyperflache. Er lasst sich iiber
den Gradienten V¢, mit den Komponenten V#t = ¢g**V ,t, des Hyperflichenparameters
t definieren. Dieser Gradient legt eine Richtung orthogonal zu ¥; fest. Er ldsst sich noch
normieren und damit den Normalenvektor n definieren [Gou07]

ni=———_Vvt | (C.9)

was komponentenweise

T 1 ap

nt = Wg Vat (C.10)
ergibt. An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass ¢ nicht unbedingt eine der Koordinaten
sein muss, mit der die Mannigfaltigkeit beschrieben wird. Vielmehr kann es sich hierbei
auch um eine skalare Funktion der Koordinaten handeln. Wichtig ist nur, dass ¢ entlang
der Hyperfliche 3, konstant ist. Mit n kann man auch sehr schnell entscheiden, ob es
sich bei ¥; um eine raum- oder zeitartige Flache handelt. Dabei gilt folgende Zuordnung
[Gou07]

n-n = —1 < n ist zeitartig & )Y ist raumartig
n-n = +1 < n ist raumartig & )Y ist zeitartig
n-n=0<¢ n ist null & 3 ist null . (C.11)

Eine weitere Grofle zur Beschreibung der Hyperflachen ist ihre innere Kriitmmung. Sie
ist gegeben durch den dreidimensionalen Riemann-Tensor, den man iiber die kovariante
Ableitung D innerhalb der Hyperfliche berechnet. Zur Unterscheidung zum vollen
vierdimensionalen Riemann-Tensor wird die Bezeichnung 3Rklzj verwendet. Er ist gegeben

durch [Gou07]
(DZD] - DJDZ> ’Uk = 3Rklij?}l . (012)

Auch hier kann man einen zugehorigen Ricci-Tensor 37315 = ?’Rkikj und Ricci-Skalar
R =3RY; = 47 3R,; definieren.

Neben der inneren Kriimmung kann man auch noch eine zweite Art der Kriitmmung der
Hyperflachen definieren: die dulere Kriimmung. Sie beschreibt, salopp gesagt, wie die
Hyperflache in der Mannigfaltigkeit gebogen ist. Etwas formaler kann man sie als die
Anderung des Normalenvektors sehen, wenn man ihn entlang der Hyperfliche verschiebt.
Sie ist durch

K(u,v) = —u-Vyn (C.13)

gegeben, wobei u, v hier Vektoren tangential an ¥; sind [Gou07].
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C.2 Orthogonale Projektion

Um die nachste wichtige Grofle einfithren zu kénnen, muss man annehmen, dass die
Hyperfliche raumartig ist, also einen zeitartigen Normalenvektor n hat?. An jedem Punkt
der Mannigfaltigkeit M lésst sich der Raum der Vektoren 7 (M) aufteilen in

T(M)=T(X)® Vect(n) (C.14)

wobei Vect(n) den durch n aufgespannten Vektorraum beschreibt [Gou07]. Diese Auf-
spaltung ermoglicht es einen orthogonalen Projektionsoperator P einzufithren [Gou07];

[AlcOg]

P:TWM) — T(&) ,
vV — v+ (n-v)n . (C.15)

Die Definition in (C.15) unterscheidet sich aufgrund der hier verwendeten Signatur von
der in [Gou07]; [Alc08]. Eine zentrale Eigenschaft von P lasst sich direkt an der Definition
ablesen

Pm)=n+n-n)n=0 |, (C.16)

was einleuchtend ist, denn n ist als orthogonaler Vektor zur Hyperflache X, auf die P
projiziert, eingefithrt worden. Ebenso einleuchtend ist, dass der Projektionsoperator zur
Identitat fiir alle Vektoren tangential an ¥ wird [Gou07]

Pv)=v+(n-v)jn=v , WeT(X) . (C.17)

Analog zur Projektion von Vektoren auf die Hyperfliche ist es auch moglich eine Erwei-
terung von 1-Formen, die urspriinglich nur im Cotangentialraum zu > definiert sind, auf
ganz M zu finden. Dazu betrachtet man die Abbildung P4, : T(X) — 7 (M) die eine
beliebige 1-Form w aus 7 (X) wie folgt abbildet [Gou07]

Ply(w): TIM) — R ,

v (w, P) (C.18)

Analog dazu lassen sich auch beliebige kovariante Tensoren aus 7T (X) auf ganz M
erweitern [Gou(7]

Piy(A): TM)"  — R , ©19)
—

Die folgenden Betrachtungen funktionieren auch mit zeitartigen Hyperflichen [Gou07], allerdings
beschrianke ich mich im Hinblick auf die Physik auf raumartige
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Als Beispiel kann man hier die 3-Metrik « aus Gleichung (C.8) heranziehen. P (v) ist
ein kovarianter Tensor auf ganz M, fiir den

Pl (y(u,v)) = ~(P(u), P(v))

0 , d th lzu X
= Y P! PP yu” = { u oder v orthogonal zu

VWV = u,v” , uund v tangential an X
(C.20)

gilt. Die letzte Zeile rechtfertigt, dass P, () mit + identifiziert und mit dem gleichen
Symbol beschrieben wird. Im Folgenden werden immer wieder Tensoren und ihre Erwei-
terung auf ganz M mit dem gleichen Symbol bezeichnet.

Betrachtet man die komponentenweise Darstellung des Projektionsoperators (C.15)

P(v)=v+(n-v)n
= Po‘gvﬂ =0v* + ngvﬁna = (53 + nﬁno‘> VP
= Pag = Gag + NN, (021)

so stellt man fest, dass die kovariante Form von P zwei Vektoren u, v gerade auf ihr
Skalarprodukt abbildet, wenn sie tangential an ¥ sind und auf Null abbildet, wenn
einer von ihnen kollinear zu n ist. Diese Eigenschaften sind aber identisch mit denen der
erweiterten rdumlichen Metrik P% () in Gleichung (C.20) und so lésst sich diese mit P
identifizieren [Gou07]. Damit gibt es aber auch eine Moglichkeit die erweiterte rdaumliche
Metrik mit der 4-Metrik in Verbindung zu bringen

Yo = Gop + NpNa (C.22)
Dadurch lasst sich ein beliebiger Tensor T aus M tangential an X projizieren

(PT)™% g, g, = PP, P PYg Tbn, L (C.23)

e
Hier sei angemerkt, dass fiir einen beliebigen kovarianten Tensor T auf > der Zusam-
menhang P*(P%(T)) = P},(T) gilt. Fir einen Vektor v ist P*(v) = P(v) [Gou07].
Diese Art der Projektion wird in den Kapiteln C.5 und C.6 verwendet, um die Ein-
steingleichungen aufzuspalten. Dazu braucht man auch noch den Zusammenhang der
zur rdumlichen Metrik « gehorenden kovarianten Ableitung D mit der zur 4-Metrik
gehorenden Ableitung V. Er ist durch

DT g1, = Py POy Py PP P2 NG T (C.24)

gegeben [Gou07], wobei T ein Tensor tangential an ¥ ist.

Zunachst benotigt man aber noch den dufleren Krimmungstensor K einer Hyperflache.
In Gleichung (C.13) wurde er zundchst nur fiir Vektoren tangential an ¥ definiert. Mit
Hilfe des Projektionsoperators ldsst sich auch ein Ausdruck fiir beliebige Vektoren auf
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M finden [Gou07]

P (K(u,v)) =K(P(u),P(v)) =K(u+ (n-u)n,v+ (n-v)n)
== [ (Il u)n] v+(nv)nil
=—[u+(n-un]-[Vin+ (n-v)V,n]
=—u-Vin—(n-u)yn-Vin—(n-vju-Vpyn—(n-u)(n-v)n-Vyn

—0 —0
=—-u-Vyn—(n-v)u-Vyn
= Ko =—Vgn, —nga, . (C.25)

Hier wurde noch noch die Beschleunigung des Normalenvektors a = V ,n eingefithrt und
verwendet, dass

n-Vyn=Vyn-n)-n-Vyn = n-Vyn=20 (C.26)

fiir einen beliebigen Vektor u ist [Gou07]. Zusétzlich wurde auch, wie fiir die 3-Metrik,
fiur P%,(K) und K das gleiche Symbol verwendet.
Wendet man auf Gleichung (C.25) den Projektionsoperator an, ergibt das

Pﬁ”Kaﬁ = —Pﬁquna — Pﬁun[gaa
& PP K.= K. =—-P°,Vn, . (C.27)

Das heift, dass der duere Kriimmungstensor die Projektion des Gradienten des Norma-
lenvektors auf die Hyperflache ist, was die tiber Gleichung (C.13) gegebene Bedeutung
unterstreicht, dass die duBere Kriitmmung die Anderung des Normalenvektors entlang der
Hyperflache beschreibt.

C.3 Aufblatterung

Bislang wurde nur eine einzelne Hyperfliche in einer Mannigfaltigkeit betrachtet. Es
ist allerdings auch moglich, und fiir die Formulierung der Einsteingleichungen auch not-
wendig, eine Mannigfaltigkeit komplett in eine kontinuierliche Menge von Hyperflichen
(2¢);cp aufzuspalten. Dieser Vorgang wird als Aufblitterung bezeichnet. Eine Raumzeit in
eine Menge von Hyperflachen aufzublattern funktioniert nur, wenn es eine Cauchy-Fldche
in der Raumzeit gibt. Diese Cauchy-Flache zeichnet sich dadurch aus, dass alle Welt-
linien (zeitartigen Kurven) sie genau einmal schneiden [HE73]; [Gou07]; [Alc08]. Nach
Alcubierre [Alc08] lasst sich von einer Cauchy-Fliche aus die gesamte Vergangenheit und
Zukunft der Raumzeit bestimmen. Raumzeiten, die Cauchy-Flachen enthalten werden
als global hyperbolisch bezeichnet [Gou07]; [AlcO8].

Fiir solche Raumzeiten findet sich eine Menge von Hyperflaichen >;, sodass die Man-
nigfaltigkeit komplett damit abgedeckt ist (sieche Abbildung C.2). Jede dieser Flachen
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Abbildung C.2: Aufblitterung einer Mannigfaltigkeit M in eine Menge von Hyperflachen
3¢, entnommen aus [Gou07].
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lisst sich so auffassen, dass es ein Skalarfeld ¢ gibt, dass entlang der Hyperfliche den
konstanten Wert ¢ annimmt [Gou07]

VteR |, X.:={pecMilp) =t} . (C.28)

Im Folgenden wird allerdings ¢ nur noch mit ¢ bezeichnet.
Wie in (C.9) lasst sich ein zeitartigen Normalenvektor an die Hyperflichen definieren

n:=—aVt | (C.29)

wobei die Funktion o durch )
o= = C.30
VvVt - Vi ( )
definiert ist und als Lapsefunction oder auch nur Lapse (englisch fiir ,zeitlichen Ver-
lauf“) bezeichnet wird3. Die Bedeutung von « wird spéater ersichtlich, wenn ein an die
Aufblatterung angepasstes Koordinatensystem verwendet wird.

Um zu untersuchen, wie sich Grolen von einer Hyperfliche ¥; zur einer anderen
Hyperflache Y entwickeln, benotigt man zum einen den Normalenentwicklungsvektor m
[Gou07]

m:=an (C.31)

fir den
m-Vt=an-Vt=a’Vt-Vt=1 (C.32)

gilt und zum anderen das Konzept der Lie-Ableitung, was im Anhang D vorgestellt wird.
Es léasst sich zeigen, dass eine Hyperflache ¥; entlang von dtm in eine neue Hyperfliche
Yiyor uberfithrt wird [Gou07]. Deshalb bestimmt man mit Gleichungen (C.8) und (D.9)
die Anderung der raumlichen Metrik, wenn sie entlang von m Lie verschoben wird

LY = M VoY + Vua Vom® + 7o V,m®
= an VoY + Yua Vo(an®) + 7,V (an®)
=alyYw - (C.33)

Der letzte Schritt ist moglich, weil ’yugn“va(oz) = 0 ist. Nun berechnet man noch £y,
und erhalt

Ln’)/;w = navoﬂ/uv + ’Yuavyna + %zavuna
= —n,n*Von, —n,n*Von, +V,n, —n,n,V,n*
+V,un, —n,n,V,n®
= —n,n*Vyn, —n,n*Von, +V,n, +V,n,

= K, — K, |, (C.34)

3Hier gibt es zu weiten Teilen der Literatur auch einen Unterschied im Vorzeichen bei der Definition
von n. Dieses Vorzeichen geht auch wieder auf die verwendete Signatur zuriick.
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wobei Gleichung (C.26) und die Tatsache, dass die kovariante Ableitung der Metrik g,
verschwindet ausgenutzt wurde. Es lasst sich zeigen, dass der auflere Kriimmungstensor
symmetrisch ist [Gou07], womit

£n7yl/ = _QK/U/ (C35)

folgt.
Als néchstes betrachtet man die Entwicklung des orthogonalen Projektors P

LnP%3 =m"'V, P — P3NV, m + P%,Vamt
= antV ,(ngn®) — (55 + n"ng) V. (an®) + (52‘ + no‘n#) V(ant)
= an®n*V, ng + angn*V,n® — ngn*V ,(an®) + n“n,Vg(an*)
= an“n"V ng — ngn'nV,a +n*Vga
= an®n*V,(aVat) — ngn*n*V ,a + n*Vza
= a’n*n"V,Vst + n*Vsa
= a’n*n"VsV .t + n*Vsa
1
= a’n“n"Vs (n#) + n*Vsa
et
1
= a’nVp () +n*Vsa
a
=0 , (C.36)
wobei Gleichungen (C.29) und (C.26) mehrfach verwendet wurden und die Vertauschung
von zwei kovarianten Ableitungen eines Skalarfeldes benutzt wurde [Gou07]. Gleichung
(C.36) bedeutet, dass die Lie-Ableitung eines Tensors, der tangential an ¥ ist auch wieder
tangential an ¥ ist, denn man kann den Projektor einfach an der Ableitung vorbeiziehen.

Neben der Lie-Ableitung der 3-Metrik und des Projektionsoperators ist auch noch die
des dufleren Kriimmungstensors von Interesse. Sie ist durch

LK, =m VoK, + K, V,m*+ K,,V,m*
(C.37)

gegeben [Gou07]. Hier lassen sich Gleichungen (C.25), (C.31) und (E.15) einsetzen und
man erhélt [Gou07]

LK, =an’V,K,, —2aK,,K°, — D°a(n,K,; + n,K,,)
+n°(Vy,aK,,V,aK,,) . (C.38)

=0

Diesen Ausdruck wird noch auf ¥ projiziert. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass die
Lie-Ableitung entlang von m tangential an ¥ ist [Gou07]

LK, = aP*,P' n°V,K,, —2aK,,K°, . (C.39)
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C.4 Eulersche Beobachter

Dadurch, dass n ein zeitartiger Einheitsvektor ist, lasst er sich als Geschwindigkeit von
bestimmten Beobachtern sehen. Diese (nicht notwendigerweise physikalischen) Beobachter
werden in der Literatur als eulersche Beobachter bezeichnet [Gou07]; [AlcO8]. Thre
Weltlinien sind orthogonal zu den Hyperflichen ¥;. Zwei Ereignissen p und p’ lassen sich
die Zeiten t und t’' = t 4 0t, also die Hyperflachen ¥; und ¥, 5; zuordnen. Hier kann man,
wie bereits erwahnt, den Normalenentwicklungsvektor m dazu benutzen, um das Ereignis
p in p’ zu uberfithren [Gou07|. Der Abstand der beiden Ereignisse ist gerade durch

07 = V—mdt - mot = \/—g,,mtm’it = adt (C.40)

gegeben [Gou07]. Dadurch ist eine Verbindung zwischen der Eigenzeit der Eulerschen
Beobachter und der Koordinatenzeit ¢ hergestellt und gleichzeitig auch eine Bedeutung
fiir die Ablaufsfunktion « gegeben, sie ,misst“ den Unterschied zwischen vergangener
Koordinaten- und Eigenzeit der Eulerschen Beobachter. Gleichung (C.40) wird in [Alc08]
verwendet um « zu definieren.

C.5 341 Form des Energie-lmpuls-Tensors

Im Anhang E werden die verschiedenen Projektionen des Riemann-Tensors entlang
von Y und orthogonal dazu betrachtet. Hier werden die entsprechenden Groflen des
Energie-Impuls-Tensors als weiterer Bestandteil der Einsteingleichungen bestimmt. Die
Projektion von T voll senkrecht zu ¥, gegeben durch

T,ntn” = E | (C.A41)

ist gerade die Energiedichte im System der Eulerschen Beobachter [Gou07]; [Alc08].
Die Projektion komplett auf > gibt den Materie-Spannungstensor, wie er von den
Eulerschen Beobachtern gemessen wird [Gou07]; [Alc08]

Sy =P, P, T.s . (C.42)
Schliefflich bleibt noch die gemischte Projektion
pi= —PrnfT,, (C.43)

die die Impulsdichte aus dem System der Eulerschen Beobachter beschreibt [Gou07];
[Alc08].
Setzt man in die Definition des Materie-Spannungstensors (C.42) den Projektionsoperator
explizit ein, so ergibt das
S = (65 +nn,) (6] + n’n, ) Tag
=T + Tuﬁnﬂny + Tonn, + Taﬁn“nﬁnuny ) (C.44)
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Diese Gleichung lasst sich nach 7}, umstellen und unter Benutzung von Gleichungen
(C.43) und (C.41) ergibt sich

Ty = S — Tugnﬁny — Tonn, — Taﬁno‘nﬂnuny
= S +puny, + Taﬁno‘nﬁnuny +puny, + Taﬁnanﬁnynu — Tagnanﬁnuny
=S+ +pony, + Enyny, . (C.45)
Also kann man durch die Gréen S,,, p, und E den vollen Energie-Impuls-Tensor
bestimmen [Gou07]. Seine Spur (in Bezug auf g, ) ist

T=S+0+0-E . (C.46)

C.6 3+1 Form der Einsteingleichungen

Mit den Rechnungen des letzten Abschnitts lassen sich die 34+1 Form der Einsteinglei-
chungen

1
R — §gm,R =81GT,, (C.47)

aufstellen:

1. Projektion komplett orthogonal zu X

Rntn” — ;gw,n“n””R = 81GT,,,n'n" (C.48)
Hier setzt man die skalare GauBgleichung (E.9) und Gleichung (C.41) ein, was dann
'R — K™K, + K* = 167GE (C.49)

liefert [Gou07].

2. Projektion komplett auf X
Es ist hier einfacher, die Einsteingleichungen in der Form

1
Ry = 87G (T — §9WT) (C.50)

zu verwenden. Diese projiziert man komplett auf >, was, unter Berticksichtigung
von Gleichungen (C.42) und (C.46),

1
P¥oP"s Ry = 87G | Sup = 390s(S - E)] (C.51)

entspricht. Hier kann man die Kombination der kontrahierten Gauf-Gleichung und
der Ricci-Gleichung (E.18) einsetzen und erhélt damit [Gou07]

1 1 1
—*EmKa/g—i—gRa/g—QKQMKuﬁ—i—KKaﬁ—*DaDgOé = 81G |:Sa[3 — 5")/04/3(8 — E)
(07 (67
(C.52)
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3. Gemischte Projektion

1
PN R — §P“an”gw7€ = 8nG P! ,n"T,, (C.53)

Hier setzt man Gleichungen (C.43) und (E.13) zusammen mit der Tatsache, dass
Ptan, = 0 ist ein, was

D, K" — DK = 87Gpa (C.54)
ergibt [Gou07].

Damit ist eine erste Form der Einsteingleichungen im 3+1 Formalismus aufgestellt.
Spater wird deutlich werden, dass die Gleichungen (C.49) und (C.54) im Gegensatz zu
Gleichung (C.52) Randbedingungen und keine dynamischen Entwicklungsgleichungen
sind [Gou07]; [Alc08]. Gleichung (C.49) wird als Impuls-Bedingung und Gleichung (C.54)

als Hamilton-Bedingung bezeichnet?.

C.7 An die Aufblatterung angepasste Koordinaten

Die bisherige Ableitung des 341 Formalismus war nicht an ein spezifisches Koordinaten-
system gebunden und folgt damit der Herangehensweise von [Gou07]. Alcubierre [AlcO8]
fangt allerdings relativ frith damit an, ein spezielles, an die Aufblatterung angepasstes,
Koordinatensystem zu benutzen. Man fithrt dieses System ein, da die Gleichungen nur in
einem bestimmten System numerisch ausgewertet werden koénnen.
Zunéchst nimmt man dazu an, dass auf einer Hyperfliche ¥; ein Koordinatensystem
der ' = (2!, 2% 23) existiert. Dies sind die rdumlichen Koordinaten. Wenn sich diese
raumlichen Koordinaten glatt von einer Hyperflache zur néachsten verandern, bildet
r® = (t,2') ein Koordinatensystem fiir die gesamte Mannigfaltigkeit [Gou07]. Dieses
Koordinatensystem induziert auch eine natiirliche Basis fiir den Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit [Gou07]

9, =(04,0;) . (C.55)

Offensichtlich entspricht eine Verschiebung entlang des Vektors 0, einer Verschiebung,
bei der die rdumlichen Koordinaten unverdndert bleiben. Dadurch ist er parallel zu den
Linien konstanter Koordinaten in Abbildung (C.3) [Gou07].

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

(dt,8,) =1 | (C.56)

was die selbe Relation wie in Gleichung (C.32) ist [Gou07]. Zwischen den beiden Vektoren
m und 9, gibt es im Allgemeinen aber einen Unterschied dieser ist durch

4Die Situation hier ist dhnlich zur Elektrodynamik, wo die Maxwell-Gleichungen auch Randbedin-
gungen neben den dynamischen Entwicklungsgleichungen umfassen [Alc08].
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normal line
A

odt

coordinate line

t+dt

Abbildung C.3: An die Aufblatterung angepasste Koordinaten, entnommen aus [Alc08].
Linien konstanter Koordinaten (,coordinate line“) sind nicht immer identisch mit
Linien die senkrecht auf die Hyperflichen stehen (,normal line*). Der Unterschied
zwischen den beiden wird durch den Verschiebungsvektor 8 beschrieben.

gegeben, wobei B als Verschiebungsvektor bezeichnet wird [Gou07]; [Alc08]. Dadurch,
dass der Anteil von m und 8, entlang von dt gleich ist, weil man direkt, dass

(dt,B) =0 (C.58)
gilt [Gou07]. Wenn in Gleichung (C.57) m durch an ersetzt wird

O, =an+p & n:lat—é (C.59)

(0% (0%

kann man daran direkt die Komponenten von n in den angepassten Koordinaten ablesen
[Gou07]; [Alc08]
1 )
n* = (, —5> . (C.60)

Neben dem Normalenvektor n spielt die 4-Metrik g weiterhin eine zentrale Rolle und
man benotigt deshalb auch ihre Koordinatendarstellung. Die Komponenten der Metrik
lassen sich tiber

Guv = g<au: 81/) = au : 81/ = <dxﬂ’ au) (061)
berechnen [Gou07]; [Cha83]. Damit findet sich

go=0;-0,=(an+B)-(an+B8)=—-a*+p8-B (C.62)

111



C.7 An die Aufbldtterung angepasste Koordinaten

und [Gou07]

goi = 0y - 0; = (dt, 9;) = (amn, 8;) +(B, 9;) = 5j<d$j7 ;) =i . (C.63)
=0
Die anderen Komponenten sind gerade durch die raumliche Metrik v gegeben, so dass
schliefflich

ol + Bift B
= i C.64
I ( B; Vi 60
gilt [Gou07]; [AlcO8]. Die Inverse ¢"” findet man durch Matrixinversion
_ 1 8
P = ( 7o W_) . (C.65)
a2 7T ey

Die Funktionen a und 3% hingen direkt mit der Wahl der Aufblitterung und der des
Koordinatensystems zusammen. Sie sind nicht eindeutig und werden daher auch als
FEichfunktionen bezeichnet [Alc08]. Es ist auch moglich durch Festlegen eines Koordi-
natensystems ' auf 2, zusammen mit einem Skalarfeld o und einem Vektorfeld 8 ein
Koordinatensystem z® zu definieren [Gou07].

Jetzt lasst sich die Lie-Ableitung in Richtung von m der rdumlichen Metrik und des
auBeren Kriimmungstensors explizit schreiben. Dazu wird Gleichung (C.57) zu

m=2090,—p (C.66)
umgeschrieben und diese in die Ableitungen (C.33) und (C.35) eingesetzt, was
ﬁm%w = (ﬁat - £ﬂ)/y/ux = _QQKMV (C67)

ergibt [Gou07]. Hier kann man noch die Lie-Ableitung explizit ersetzen (unter Berticksich-
tigung, dass man in der Lie-Ableitung statt der partiellen Ableitungen auch kovariante
einsetzen kann) und erhélt schlieBlich [AlcO§]

OYw = —2aK,, + DB, + DB, . (C.68)
Analog lasst sich fiir die Lie-Ableitung des duBeren Kriimmungstensors Ly, K, vorgehen
LK, =0K,, —p70;K,, — K;,0,6" — K,;0,8" (C.69)
und das in Gleichung (C.52) einsetzen [Alc08]
0K = B70: Ky + K08 + K08 + 0 PRy, — 2K, Ky + KK)

— D, Dya+8nGa | =S, + ;7#,,(5 - E)} : (C.70)

Alle Grofen in den Gleichungen (C.68) und (C.70) [und auch in den Gleichungen (C.49)
und (C.54)] sind tangential an ¥ und es ist daher moglich sich in diesen Gleichungen
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ohne Verlust von Information auf rdumliche Indizes zu beschranken [Gou07]; [AlcO8].
Zusammen ergeben diese vier Gleichungen das folgende System:

Oryij = —20Ky; + Difl; + D;; (C.71a)
0 Kij = B*OpKij + K},;0; 8 + K10, 8F
+ o ("Ry — 2K Ky + KKy))

1
R — KMKy + K* = 16nGE (C.71c)
DvK* — D;K = 87Gp; (C.71d)

Dieser Satz von Gleichungen wird haufig nach dem Arbeit von Arnowitt, Deser und
Misner [ADMG62] als ADM-Gleichungen bezeichnet. Allerdings wird in [ADM62] nicht
der auere Kriitmmungstensor, sondern der zur raumlichen Metrik konjugierte Impuls
7 = \/7(K~"7 —K") als dynamische Variable verwendet. Auch war das Ziel von Arnowitt
et al. [ADM62] eine hamiltonsche Formulierung, nicht wie hier eine 341 Aufspaltung,
der ART [Gou07].

Das Einsteintoolkit [Lof+12] verwendet allerdings nicht das System von Gleichungen
(C.71) sondern eine Abwandlung davon. Hintergrund fiir die weitere Transformationen
sind Stabilitétsprobleme in den numerischen Rechnungen (Ubersicht dariiber in [Ale4-00]).

C.8 BSSN Form der 341 Gleichungen

In vielen numerischen Rechnungen zur ART werden heute die 3+1 Gleichungen in einer
Form verwendet, die auf Arbeiten von Shibata und Nakaruma [SN95], Oohara und Kojima
[NKO84]; [NOK87], sowie Baumgarte und Shapiro [BS98| zuriickgeht und als BSSNOK
Formulierung (gebréauchlicher ist BSSN) bezeichnet wird. Wie bereits angedeutet sind
diese Gleichungen numerisch deutlich stabiler [Alc+00], als die ADM-Gleichungen.
Ein Kernbestandteil dieser Umformulierung ist eine so genannte konforme (winkeltreue)
Aufspaltung. Hier wird eine neue Metrik 4 eingefiihrt, die mit der rdumlichen Metrik ~
wie folgt zusammenhéngt

N =0ty (C.72)

wobei W als der konforme Faktor® bezeichnet wird [Gou07]; [Alc08]. Eine giangige Wahl
fiir den konformen Faktor ist ¥* = v/3, wobei v die Determinante der raumlichen Metrik
ist [Alc08]. Allerdings fithrt diese Wahl dazu, dass ¥ kein Skalar mehr ist, sondern eine
skalare Dichte. Gourgoulhon [Gou07] fithrt deswegen eine weitere Hilfsmetrik f ein, mit
deren Hilfe sich die Einfiihrung von Tensordichten vermeiden lasst. Ich gehe darauf aber
nicht néher ein, da im Grof3teil der anderen Arbeiten Tensordichten verwendet werden.
Anstelle von ¥ wird auch haufig die Variable ¢ := In¥ = %lny verwendet. Aus

5Der konforme Faktor ¥ sollte nicht mit der Hilfsfunktion ¥ aus der modifizierten Kerr-Metrik
(1.3.1) verwechselt werden.
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Gleichung (C.71a) kann eine Entwicklungsgleichung fiir die Determinante v und daraus
eine Entwicklungsgleichung fiir den konformen Faktor abgeleitet werden. Dafiir benutzt
man die Jacobi-Formel fiir die Ableitung der Determinante det(A) einer invertierbaren
Matrix A [MNO7, S. 169ff]

d d
&det(A(t)) = det(A(t)) tr (A_l(t)th(t)> (C.73)
und erhalten damit 1 4 4
9t 14 it S 74
3 =" r(v dﬂ) LRl (C.74)

Hier wird & durch 9; — Lg ersetzt und man erhélt mit Gleichung (C.71a)
(0r — L)y = y(—20"aK;j) = —2yaK . (C.75)

Fir ¢ = & In~y ergibt das [BS98]; [Alc+03]
1
(O — Lg)p = —EOCK : (C.76)

Man kann den Term Lg¢ aufspalten. Dazu betrachtet man die Lie-Ableitung L3V heran.
Es gilt LzU = ULg¢p. Fir Lg¥ kann man ausnutzen, dass sich die Lie-Ableitung einer
Tensordichte T als

LT = [LaT)e™" + wT,5" (C.77)

schreiben lisst [Alc+03], wobei T mit v*/2 mal genommen ein Tensor ist und der erste
Term gerade die Lie-Ableitung eines Tensors T geschrieben mit partiellen Ableitungen
darstellt. Der Faktor w wird als Gewicht der Tensordichte bezeichnet. Fiir ¥ = e ist das
gerade w = ¢ [Alc+03]. Es gilt also

1 1 1 1
Lop = 5LV = G(FOV + V05" = 500+ Z0p' (C.78)

was eingesetzt in Gleichung (C.76)

Orp = —é(aK — 98" + Boe (C.79)

liefert [SN95]; [Alc+03]; [Alc08]; [Lof+12].
Zweiter wichtiger Bestandteil der BSSN-Formulierung ist die Aufteilung der dufleren
Kriimmung in einen spurfreien Teil und eine Gleichung fiir die Spur K. Dazu definiert

man [SN95]

1

Analog zur raumlichen Metrik lasst sich auch hier eine konform reskalierte Grofe
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einfithren. Diese werden wird gleich bei der Betrachtung der Entwicklungsgleichung von
7i; benotigt. Dazu geht man zunachst von

(0 — La)vij = (0 — L) (7:;97)
= 4U*3,(0; — L) + V0, — Lp)ij (C.82)

aus und stellt das ganze nach (0, — Lg)7;; um [BS98] (Gourgoulhon [Gou07] hat hier einen
weiteren Term, der hier durch Verwendung von Tensordichten nur implizit auftaucht.)

. 1 -
(0r — Lg)yij = @(@ — Lg)vi; — 4% (0 — L) ¢
1 2 5
= —@QQKU —+ gOéK’}/ij

Als néchstes wird die Entwicklungsgleichung der dufieren Kritmmung (C.71b) in ihren
Spurteil und einen spurfreien Teil aufgeteilt. Fiir die Spur K findet sich

(0 — Lo)K = (0, — La) (V' Kij) =77 (00 — L) Kij + Kij (0, — La)y? . (C.84)
Hier setzt man Gleichungen (C.71a) und (C.71b) ein
(0 — Lg)K = a(*R — 2K" K} + K*) — D'D;a + 47Ga(S — 3E) + 2aK;; K7 (C.85)

und benutzt die Hamilton-Bedingung (C.71c) um den ersten Teil zu ersetzen. Gleichzeitig
lasst sich auch der aufleren Kriimmungstensor durch seinen spurfreien Teil und die Spur
ersetzen und man erhélt schlieBlich [Alc08]

2

(8, — L) K = —D'D;a + a( A, A¥ + [é) +47Ga(S+ E) . (C.86)

Um eine Entwicklungsgleichung fiir den spurfreien Teil /Lj zu erhalten, geht man auch
zunéchst von Gleichung (C.71b) aus und formt diese um

1
(O — Lg)Kij = (0r — Lg)(Aij + g%'jK)
= 64¢(8t — ,Cg)_/zlz‘j + 4€4¢1‘~1¢j(at — £ﬂ)¢>
1 1
+ gK(at — Lg)ij + g%j(at — Lg)K
= €4¢(8t — ‘Cﬁ)A’LJ = (8t — ﬁg)KZ] — 4€4¢Aij ((9t — £5)¢
1

1
- gK(at — Lg)vij — g%j(at —Lg)K (C.87)

Die vier Terme auf der rechten Seite sind bereits bekannt, sie miissen nur noch als
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C.8 BSSN Form der 3+1 Gleichungen

Funktionen der neuen Variablen A,;j und 7;; dargestellt werden. Sie ergeben sich zu

(3t — L,B)Kij = —DiDjOé + « {3Rij + 47TG [(S — E)’%] — 251]}}

1 - M 1
+ ae?? <—3KAij — 24, AF; + 9%1(2) ,
~ 2 ~
—4€4¢A7;j (at — £[3)¢ = §€4¢QKAU s
1 2 46 3 2 9 aps

—§K<at — ﬁﬂ)’%] = gOlKG Aij + §OzK e /yij s

1 1 .
— =7 (0 — Lg)K = —§e4¢%j {a3R — D'Dija+ 447G [3(S — E) — 25]}

3
— ;aK%‘*%j : (C.88)
Das wird in Gleichung (C.87) eingesetzt und ergibt damit schliefllich [AlcO§]
(0 — Lo) Ay = e [-DiDja + Ry + 47Ga [(S — B)yyy — 28,]]
+o (KA; - 2454%) (C.89)
wobei [...]™" den spurfreien Teil der entsprechenden Ausdriicke bezeichnet.

In den Gleichungen kommen noch Terme vor, die mit ~;; verkntipft sind. Zum einen die
Divergenz der Lapse D'D;« und der Ricci-Tensor *R;;. Diese miissen noch in Funktionen
von 4;; umgeschrieben werden. Eine ausfiihrliche Rechnung dazu kann man in [Gou07]
finden. Hier sind nur einige Zwischenergebnisse dargestellt. Ausgangspunkt bildet der
Zusammenhang zwischen den kovarianten Ableitungen D; und DZ- der entsprechenden
Metriken. Es gilt hierbei fiir einen Tensor T

p q
i1 Py iy i ivodedpy I gy .
DkT pjlqu - DkT pjleq + Z C Tle lequ Z C kJTT pjlmlqu ) <C90)
r=1

r=1

-(2)-(3)

die Differenz der Christoffelsymbole von v und 4 ist|Gou07]. Eine wichtige Anwendung
dieses Zusammenhangs ist die Darstellung der Divergenz eines Vektors v [Gou07]

wobei

D' = e %D, (eﬁ‘%i) , (C.92)
die direkt auch auf D;D'a anwendbar ist und damit
D;D'a = e %D;(e5Dia) = ¢4 (ZDigbf)ioz + DiDia) (C.93)

liefert [Gou07].
Auch benétigt man noch D;D;a aus Gleichung (C.89). Dieses ergibt sich zu [Gou07]

D;D;ac = D;D;ac — 2 (D;¢D;ae + D;pD;o — 5 DP¢Dyer) C.94
J J J J J
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Zur Umformung des Ricci-Tensors greift man auf die Definition des Riemann-Tensors
(C.12) zuriick und ersetzt hier nach und nach die kovarianten Ableitungen. Es ist damit
schlieBllich moglich den Ricci-Tensor *R;; = R; + Rf} in zwei Teile aufzuspalten. R,; ist
dabei der zu 4 gehorende Ricci-Tensor und Rz ist durch

R{, = —2D;D;¢ — 27,;;D1,D*¢ + 4D;¢D;¢ — 4;;ADyp D* ¢ (C.95)

gegeben [Gou07].

Bislang sind die Gleichungen aber numerisch nicht stabiler als die Standard 3+1 Glei-
chungen (C.71) [Alc08]. Das wird im BSSN-Formalismus mit der Einfithrung einer neuen
Variablen erreicht [SN95]; [BS9S8]

wobei die letzte Gleichung nur fiir det(q) = 1 erfiillt ist® [Alc08]. Fiir diese neuen
Variablen wird auch wieder eine Entwicklungsgleichung benétigt. Ausgehend von

0L = —0(077) = —0,(077) = =05(La7") — 3;(2aAY) (C.97)
erhdlt man nach Ersetzen der Lie-Ableitung und einigen Umformungen [AlcO§]
- ) 1. .~ 2 ~. o
O = 399,0,° + g:y’lal@kﬁk + 4o —T'9,8' + grlalﬁl —2(ad A" + A'9ia) . (C.98)

Drei der Terme lassen sich als Lie-Ableitung einer Vektordichte vom Gewicht % auffassen

[Alc08]. Die ersten beiden Terme kommen daher, dass es sich bei den I' nicht um
Vektoren, sondern kontrahierte Christoffelsymbole handelt. Vor diesem Hintergrund lasst

sich Gleichung (C.98) umschreiben [Alc08]
~ ) ) 1 . o o
(8t - Eﬂ)FZ = ﬁ“@@ﬂz + gi’laﬁkﬁk - 2((1/8114” + A”c’?la) . (099)

Alcubierre merkt an, dass die Gleichungen in dieser Form immer noch instabil sind.
Deshalb wird noch die Impuls-Bedingung in den neuen Variablen [Gou07]; [Alc08]

. T 2 .
0, AV = —{jlk}A” — 640,06+ 23V 0, K + 8rGet?p! (C.100)
verwendet und in Gleichung (C.99) eingesetzt, was uns schlielich

~. . . 1 . ~..
(8t — Lﬁ)rz = ’?]kalakﬁl + §§”818kﬁk — 2A”8ja

|~ oy 2 .. )
+ 20 ({ ,1k}AJ’“ +6470;6 — SO, K — 8%Ge4¢’p’) (C.101)
J

6In der Literatur ist das Symbol I statt der geschweiften Klammern fiir die Christoffelsymbole
gebrauchlicher, deshalb wurde von BSSN auch I' als Symbol fiir die neue Variable verwendet.
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C.9 Anfangswerte

liefert [AlcO8]. Damit ist der erste Satz der BSSN-Entwicklungsgleichungen

(0 —Lg)o = —éaK : (C.102a)
(O — Lg)y = —2041212']' ) (C.102Db)

3
+4rGa(S+ E) (C.102¢)

(8,5 - ‘C,@)Am = 6_4¢ {—DiDjOé +2 (DZ¢DJQ + Dj¢DiQ - %jf)kgb[)ka)

2
(0= LK = (206D + DiDVa) o (Aud 4 1)

+Oé3Rij + 4G [(S — E)’YZ] — QSU]

"

~. . . 1 . o
(0, — Lg)T" = 3% 0,0,5" + gvlalakﬁk —24Y9;a

+2a ({ _Zk}fv"ﬂ +6A90;¢ — gvijajK — 8wGe4¢pi) (C.102¢)
j

Alcubierre u.a. [Alc+03] merken noch an, dass es der numerischen Stabilitéit dient,
wenn man die I nur benutzt, wenn ihre Ableitungen auftreten und sie ansonsten durch

ok {jik} (%) ersetzt.

C.9 Anfangswerte

Das Gleichungssystem (C.102) enthélt bisher nur Entwicklungsgleichungen, aber noch
keine Anfangswerte. Diese miissen unter Berticksichtigung der Hamilton- und Impuls-
Bedingung gefunden werden, sonst ist das System an Gleichungen nicht mehr aquivalent
zu den Einsteingleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich zu

~ o~ 1 -~ 1 ~ A ~ 1

D, D"V — gmf + gA,-jA”\IH +2rGEY 3 — EK2\II5 =0 , (C.103a)
- A 2 ~ . )
DA — gqfﬁDZK —8rGpi =0 (C.103b)

wobei hier A% := W0AY F = U8E und p' = W' eingefiithrt wurde [Gou07]; [Alc08]. Die
Verwendung von A¥ anstelle von A% = W*A¥ ist durch den Zusammenhang der Diver-
genzen D;AY = \Ilflof)j(\I/wAij ) [Gou07] nahegelegt und wurde zuerst von Lichnerowicz
[Lic44] vorgeschlagen.

Es gibt mehrere Ansitze mit Hilfe der Bedingungsgleichungen Anfangswerte zu bestim-
men. Ein frither viel verwendeter Ansatz stammt von York [Yor73; Yor74; Yor79]. Er wird
als konforme transversale spurfreie Aufspaltung (conformal transverse traceless - CTT -
method) bezeichnet. Kern dieser Methode bildet neben der Einfithrung einer konformen
Transformation die Aufspaltung der (symmetrischen) spurfreien dufieren Kriimmung A%
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in einen symmetrischen spurfreien und transversalen Teil AY und einen longitudinalen
Term mit dem so genannten konformen Killing Operator L [Gou07]; [Alc08]

A = A4 (L)Y (C.104)

wobei (LW)¥ die konforme Killing Form des (zunéchst nicht weiter spezifizierten) Vektors

W ist. Sie ist gegeben durch [Gou07]; [AlcO§]
(V)9 = DT 4 DI~ 259D (C.105)
Zusatzlich dazu fiihrt man noch den konformen Vektor-Laplace-Operator
Rgl o= Dy (L1 )
= DDV + DD — 2 DD,
= DD+ DD, 4RI (C.106)
ein [Gou07]; [Alc08]. Damit ergibt sich die Impuls-Bedingung in der Form [Gou07]; [Alc08]
AW — gxpﬁf)iK —8nGpi =0 . (C.107)
In Gleichung (C.103a) ersetzt man auch A% durch W und A%,

Lo 1 -~ 1. . W o . 1

DD — SR + o (ALT + (@LW);] [ Ay + @MW) 074 27 GEW — K =0,
. (C.108)

und erhélt so ein System an Gleichungen fiir die Variablen ¥ und W*. Diese werden

durch freie Anfangswerte der Grofien 7, fliTjT, K, E und p' festgelegt und man erhélt
iiber

(C.109)

die physikalischen Grofien der dufleren Kriimmung K und der rdumlichen Metrik ~
[Gou07]; [Alc08].

Unter Beriicksichtigung einiger ndhernder Annahmen kénnen diese Gleichungen erheblich
vereinfacht werden. Nimmt man an, dass die duflere Krimmung K zum Zeitpunkt ¢ = 0
verschwindet (zeit-symmetrische Anfangswerte [Gou07]), dass die konforme Metrik die
des flachen Raumes ist und dass dieser Raum auch materiefrei ist, werden die Impuls-
Bedingungen durch Wahl W# = 0 gel6st und als Hamilton Bedingung bleibt nur noch

AU =0 |, (C.110)
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C.9 Anfangswerte

wobei A der Laplace-Operator des flachen Raumes ist. Diese Gleichung ist (entsprechend
der stark vereinfachenden Annahmen) vergleichsweise einfach. Sie lésst eine besondere
Art von Anfangswerten zu, ndmlich die von schwarzen Lochern.

Asymptotische Flachheit bringt uns die Randbedingung, dass ¥ fiir » — oo gegen 1
gehen muss. Eine mogliche Losung ist W = 1 auf der ganzen Hyperfliche, was schliellich
einer Minkowski-Raumzeit entspricht [Gou07].

Interessanter wird es, wenn man um r = 0 eine Kugel aus der Hyperflache ausschneidet
und am Rand der Kugel S andere Randbedingungen fiir ¥ festlegt. So ist es moglich

m
U=1+— C.111
N 2r ( )
als Losung zu konstruieren [Gou07]; [Alc08]. Diese Losung entspricht dann den Anfangs-
werten

4
Vij = <1 + ;n) diag(1,7?,r*sinf) , K;=0 . (C.112)
r

Das ist aber gerade die Metrik in isotroper Form der Schwarzschildkoordinaten (bezie-
hungsweise deren raumlicher Teil) [Gou07]; [Alc08]. Gourgoulhon [Gou07] macht noch
eine Bemerkung, dass man die so gefundene Mannigfaltigkeit >, erweitern kann, sodass
sie fir r € (0, 00) definiert ist. Dazu ,klebt“ man eine Kopie von ¥y an den Rand der
ausgeschnittenen Kugel. Durch eine Anschliefende Variablentransformation /' = ’Z—: kann
man erkennen, dass der Grenzfall » — 0 nicht einer Singularitit, sondern einer zweiten
asymptotisch flachen Region entspricht. Der Anschluss der beiden Mannigfaltigkeiten
wird als Finstein-Rosen-Briicke bezeichnet.

Neben dem Ausschluss einer Kugel am Ursprung, gibt es auch Losungen, in denen aus
der Hyperfliche nur ein Punkt ausgeschlossen wird und somit

¥ = R\ {0} (C.113)

gilt. Der so entfernte Punkt O wird als puncture (Durchstich) bezeichnet. Fur eine
solche Raumzeit kann man neben der Reproduktion der obigen Lésung fiir W* = 0 auch
noch kompliziertere Losungen finden [Gou07]. Ohne naher darauf eingehen zu wollen sei
erwéhnt, dass Bowen und York [BY80] Losungen konstruiert haben, die vom gesamten
Impuls und Drehimpuls der Raumzeit abhédngen. Allerdings ist es nicht mdoglich, damit
ein Kerr Schwarzes Loch zu beschreiben [Gou07].

Es gibt noch (mindestens) zwei Varianten zur CTT-Methode, wie sie hier vorgestellt ist.
Die Aufspaltung mit Hilfe der physikalischen Metrik 7;;

AT = AL+ (L)Y (C.114)
und die gewichtete transversale Aufspaltung

. . 1 -

AV = A+ = (LW)Y | (C.115)
o

wobei ¢ ein positiver Skalar und L der zu v gehorende konforme Killing-Operator ist

[Alc08]. Ich werde auf diese Varianten hier aber nicht weiter eingehen.
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Eine Alternative zur CTT-Methode bildet die von York aufgestellte conformal thin
sandwich method (CTS) [Yor99]; [Gou07]; [Alc08]. Ausgehend von Gleichung (C.83)

(Gt - Eﬁ)&ij = —QCYAU (0116)

erhalt man direkt auch
0y — L)7" =22 A" | (C.117)

unter Berticksichtigung der Definition der Lie-Ableitung und dass 9,(5;;77) = 0 ist.
Weiterhin gilt [Alc+03]

. ~. . ~ .. 2 L ~ ij
L7 = -D'¥ — DIf + 237Dt = — (L6)" (C.118)
womit man dann ] N
qij L i ~ i
AV = [aﬁf + (LB) } (C.119)

schreiben kann [Gou07] (Alcubierre u. a. [Alc+03] verwendet eine andere Definition fiir
die Zeitableitung). Fiithrt man noch & = ¥~%« ein, kann man den Ausdruck kompakt als

i — 2104 {a@ij + (£8)” } (C.120)

schreiben. Somit ist hier die spurfreie &uflere Kriimmung als Funktion von Lapse, Shift
und der Zeitableitung der raumlichen Metrik dargestellt. Diese kann man in die Impuls-
bedingungen (C.103b) einsetzen und erhalt

1, - 1 /-~ N\ij 2 6 i
D, (ma{w) + D, (2(1 (L5) ) — SUDK —87GF =0 . (C.121)
Die Hamilton-Bedingung bleibt gleich, sodass mit

~ o~ 1~ 1~ .. ~ 1
D; D"V — gmz + gA,.jAU\IJ-7 +2rGEV ™ — EKQ\W =0 , (C.122a)

1 .. ~ 1 ~ ii 2 o ‘
b <2d@ﬁ”) + D <2a (L5) J) — VDK —87Gp' =0 (C.122D)

die Randbedingungen fiir die CTS-Methode festgelegt ist. Hier sind die frei wahlbaren
Daten 7,5, 0,77, K, &, E und §' auf ¥. Festgelegt sind durch die beiden Gleichungen
(C.122) ¥ und B [GouO07].

Einer der freien Startwerte fiir die CTS-Methode ist die konforme Lapse &. Es ist
allerdings in astrophysikalischen Systemen haufig nicht klar, wie man diese wahlen sollte
[Gou07]. Deshalb schlugen Pfeiffer und York [PY05] vor, & aus der Zeitableitung der
Spur der dufleren Kriimmung zu berechnen, dazu benutzt man Gleichung (C.102c).

2

o~ N~ ~ .. K
(0= Lp)K = —e* (2D;6D'a + DiD'at) + o (A,-kA’“ + 3) +47Ga(S+E) (C.123)
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C.10 Einfaches Beispiel fiir Startwerte

in Kombination mit Gleichung (C.122a) und einigen Umformungen. Schliellich erhalt
man daraus eine Gleichung fiir 407 = a¥ [Gou07]

D;DY(aV7") + (0,K — f'D; K)¥°

1~ 5 T~ - -

—(av”) gn + EKQ\IJ‘* + gAijAmIf—S +2rG(E +2S)U* =0 (C.124)
wobei S = S8 eingefithrt wurde. In Erweiterung zur CTS-Methode wird neben S noch
0, K als freier Wert iibergeben. Dafiir ist durch die zusétzliche Gleichung allerdings auch
die konforme Lapse & bestimmt. Gourgoulhon [Gou07] unterscheidet zwischen CTS und

eXtended CTS durch Hinzunahme der Gleichung (C.124).

C.10 Einfaches Beispiel fiir Startwerte

Mit Hilfe der XCTS-Gleichungen (C.122) und (C.124) lassen sich konkrete Startwerte
fiir physikalisch interessante Raumzeiten finden. Hier werden Anfangswerte in einer
dreidimensionalen Hyperflache, aus der eine Kugel ausgeschnitten ist, gesucht. Es gilt
also also ¥y = R3\K. Als erste weitere Annahme geht man von einem quasi stationiren
System aus. Dies ist der erste Schritt zu dem Ziel Anfangswerte fiir ein Binarsystem
aufstellen. Solche Systeme sind nicht streng stationér, da sie Energie durch Abstrahlung
von Gravitationswellen verlieren. Fiir Abstédnde oberhalb des letzten stabilen Orbits sind
diese System aber anndhernd stationdr [Coo0)]).

Die Annahme eines quasi stationdren Systems liefert direkt 0,3;; = 0, K =0 und K =0
[Alc08]. Zusditzlich nimmt man an, dass die konforme Metrik den flachen Raum beschreibt
Yij = fij, wobei f;; die Metrik des flachen Raumes beschreibt und fiir kartesische
Koordinaten gerade einem Kronecker-Delta entspricht. Die XCTS-Gleichungen (C.122)
und (C.124) werden damit

o~ 1 ~ .. ~
DZ-DZ\I/+§AUA”\1/—7+27TGEV3 = 0 , (C.125a)

1 /- Nij o
D; (2& (LB) >—87er = 0 , (C.125h)
T ~

D;DHau™) — (607) [SAiinj\If8+27rG(E+2§)\I/4} ~ 0 (C.125¢)

und der spurfreie Teil der duBeren Kriimmung ist durch A% = = (ﬂﬁ) Y gegeben. Das
System (C.125) entspricht so auch demjenigen fir Bindrsysteme (mit der zusatzlichen
Annahme, dass die konforme Metrik flachen Raum beschreibt) [Gou07]. Fiir Systeme mit
zwei Schwarzen Lochern wird allerdings zusétzlich noch angenommen, dass der Raum
materiefrei ist und sich so die Gleichungen deutlich vereinfachen. Fiir System mit zwei
Neutronensternen kann man diese Annahme allerdings nicht treffen.

Die Annahme eines materiefreien Raumes wird hier auch getroffen und damit £ = S = 0
und p' = 0 gesetzt. Die Gleichungen vereinfachen sich dadurch noch einmal auf [Gou07]
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D,»DZ\I/JF;AUAZV\I/—? =0 , (C.126a)
~ 1 /-~ Nij
D, <2a (L5) ) ~ 0, (C.126b)
D;D'(a¥") — (av¥7) [;Aijﬁijqf—g] =0 . (C.126¢)

Nun lisst sich Gleichung (C.126b) durch den Ansatz $° = 0 16sen [Gou07]. Damit ist
aber auch A;; = 0 und die beiden verbleibenden Gleichungen reduzieren sich schliefilich
drastisch auf

DDV = 0 (C.127a)
D;D'(av") = 0 . (C.127b)

Fiir unsere Wahl einer flachen konformen Metrik entspricht Gleichung (C.127a) der
Laplace-Gleichung fiir W. Als einfachste nicht triviale Losung fiir diese Gleichung findet
man [Gou07]; [AlcO§]

m
=1+ — . C.128
+ 2r ( )

Gleichung (C.127b) wird entsprechend durch
<7 d
av’' =¥ =1+ - (C.129)
r

gelost [Gou07]; [Alc08]. Die Konstante d kann zu d = —% gewéhlt werden [Gou07];
[AlcO8] und damit ergibt sich

_l-g
1+
Dies legt die komplette Metrik g,, auf der Hyperfliche X, fest, denn mit Gleichung
(C.64) und den gerade bestimmten Grofien o, W und 3 findet sich

(67

(C.130)

1—m\? 4
ds® = — (an> + (1 + ;) (da? + dy* + d=*) (C.131)
2r

oder in Kugelkoordinaten
1—m\? m\*4
ds® = — <1+z€> - (1 - 27’) (dr2 + r2dY? + r* sin? 19dg02) : (C.132)

Die Gleichungen (C.131) beziehungsweise (C.132) entsprechen gerade der isotropen Form
der Schwarzschild-Metrik [Gou07]; [Alc08]. Das heifit, dass die Anfangswerte fir ein
statisches Schwarzes Loch gerade der Schwarzschild-Metrik in isotropen Koordinaten
entsprechen.
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Anhang D. Lie-Ableitung

Lie-Ableitung

Neben der kovarianten Ableitung existiert noch eine andere Moglichkeit eine Ableitung
auf Mannigfaltigkeiten zu definieren. Hierzu benétigt man zunéchst den Begriff der
Integralkurve eines Vektorfeldes. Eine mogliche Definition findet man im Buch von
Schutz [Sch80]: Fiir ein beliebiges (einmal differenzierbares) Vektorfeld v findet man
Kurven, deren Tangentenvektoren an jedem beliebigen Punkt p der Mannigfaltigkeit durch
v gegeben sind. Die Komponenten des Tangenvektors sind durch % = v#(z") gegeben,
wobei A der Kurvenparameter ist. Solche Kurven bezeichnet man als Integralkurven. Die
Gesamtheit aller Integralkurven zu einem Vektorfeld v wird Kongruenz genannt. Sie deckt
die gesamte Mannigfaltigkeit ab und stellt eine Abbildung der Mannigfaltigkeit in sich
selbst dar. Sie bildet einen Punkt p auf den Punkt ¢ := ¢,(p) in der Distanz A entlang
einer Integralkurve ab [Alc08]. Diese Definitionen lassen sich dazu benutzen um Tensoren
(zunéchst Skalare und Vektoren) an verschiedenen Punkten im Raum miteinander zu
vergleichen. Zunéchst betrachtet man also eine skalare Funktion f am Punkt p. Die zu f
gehorende verschobene Funktion ¢,(f)(q) an der Stelle ¢ soll vom Wert her gleich der
Funktion f(p) selbst sein. Daraus ergibt sich (unter der Annahme ¢ = p + ) [Sch80]
df
Lyf = I , (D.1)
p

wobei L, die Lie-Ableitung von f in Richtung v ist. Fiir ein Vektorfeld u definiert man
die Lie-Ableitung folgendermaflen: Man betrachtet u am Ort ¢ = ¢,(p) und verschiebt
diesen zuriick an den Ort p. AnschlieBend bildet man die Differenz zum urspriinglichen
Vektor u am Ort p. Damit man eine Ableitung erhélt, betrachtet man den zugehérigen
Differenzenquotienten im Grenzfall ¢ — p

Lyu := lim [qﬁ_i(uh) — u|p] : (D.2)

A—0 A

Mit ¢y (z%) = 2® + ¥-X = 2 + v\ formt man diesen Ausdruck um zu [Alc08]

dz® d dz“® d dz®
ay _ =) e T = et A
o) @(du) ot T Taa
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o . dv® ., daf ove
=ut+ —A=u"+

du dp 08

A =u” 4+ POz (D.3)

i bezeichnet hier den zu den Kurven von u gehérenden Parameter. Gleichung (D.2) wird
damit komponentenweise zu

Lou’ = lim [uy|q - )‘(u6|qaﬁvy) - uy|p]
A—0 A
. uz/| _ uul v
[ o]
du” y
= uﬁﬁgv
=07 0su” — u’dsv” (D.4)

Die entsprechende Ableitung fiir kovariante Vektoren erhélt man durch Ausnutzen der
Produktregel

Ly(wat®) =wa Ly (u®) + u*Ly(wy)
& ULy(wy) =Ly(wau®) —woly .(u®) (D.5)

In (D.5) ist die Lie-Ableitung eines kovarianten Vektors als Funktion der Lie-Ableitungen
einer skalaren Funktion w,u® und eines kontravarianten Vektors u® dargestellt. Diese
Ausdriicke sind aber mit (D.1) und (D.2) schon bekannt und man kann sie in (D.5)
einsetzen und erhélt durch Umbenennung der Summationsindizes

d
u*Ly(wy) :a(waua) — wo (V7 05u® — uPd0)
:u"vﬁ(%wa + wavﬁ()@»uo‘ — wavﬂaguo‘ + wauﬁﬁﬁva
=uv?Ogw, + watt? D0

=" 0pw, )u" + (wpd v )u? (D.6)
Schliellich verbleibt der Ausdruck
Ly (w,) = v*0sw, + wpd v’ (D.7)

fiir die Lie-Ableitung kovarianter Vektoren. Von hier aus kann man direkt die Verallge-
meinerung auf die Lie-Ableitung von beliebigen Tensoren durchfithren [Gou07]; [Alc08]

LT =0P05T¢ — T)0g0” + Tho,0° (D.8)

wobei man an dieser Stell auch die partiellen Ableitungen durch kovariante ersetzen kann
[Gou07]
LT =0"VaTl = T)V g0 + TEV 07 . (D.9)
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Projektionen des Riemann-Tensors

Ein zentraler Bestandteil der 3+1 Aufspaltung der Einsteingleichungen sind Projektionen
des Riemann-Tensors auf die Hyperflichen und orthogonal dazu. Thre Ableitung ist
allerdings langlich, weshalb sie hier in den Anhang ausgelagert wurde.

Ausgehend von der Definition fiir den rdumlichen Riemann-Tensor (C.12) in der vierdi-
mensionalen Form

(DuD, — DyD,)v" =>RY pe0” (E.1)

fiir einen beliebigen Vektor v tangential an >, werden die raumlichen kovarianten
Ableitung D mit Hilfe von Gleichung (C.24) durch die kovariante Ableitung V ersetzt.
Betrachtet man also zunachst

Dy(Dy") = P?,P"\P",V,, (Dv?)
= PP, P AP,V (P P?,Va0?) (E.2)

und benutzt VP, = n*V,n.n,V.,n* und P”,n, = 0, so ergibt das [Gou07]

D,(D,v") = P*,P"\P",V, | n,.V.,n*P*, V0" +n°V,n,P*, V" + P P*, V. V"
=V nA P07 Van,

= Py P AP,V (= V0 P2 " Van, + n°V,yn, PA V") (E.3)
+ P, P". P,V V0"

P2 PP (VPO (Kar + naar) — (Ko + nya,)n® PA Vo0
+ P, P". P,V V0"

= P*uP"\P",V, (=K, = nya*) PO 0" Ko — Koyyn® P, Vo)
+ P, P". P,V V0"

= —K,"K,,v" — Ky, P' 0V g0" + P, PY P, V. Voo . (E.4)
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Durch Vertauschen von p und o in Gleichung (E.4) und anschlieBende Differenzenbildung
bleibt [Gou07]

(DyDy — DyD,)v" = (K"K, — K,/ Kor)v" + P". P, P, (V,V, =V, V,)v" .

(E.5)

Jetzt kann man die Ausdriicke fiir den Riemann-Tensor einsetzen und erhédlt [Gou07]
R ruot” = (K" Ky — K" Kyp ) 0™ + PP, PR 0t . (E.6)

Mit v? = PP o7 (v ist parallel an ) ergibt sich somit die Gauf-Gleichung [GouOT7];
[Alc08]
PYgP® P, P°. R oy =R o — Ko"Kir + K,V K, (E.7)

Relevant fiir den 341 Formalismus ist noch die 1-3-kontrahierte Form dieser Gleichung,
die kontrahierte Gauf-Gleichung
P71, PP, Ry 4+ nngP o PP R oy =Ry — K"K r + KKy (E.8)

Schlieflich kénnen die Spur dieser Gleichung in Bezug auf « bilden und erhalten die
skalare Gaufgleichung [Gou07]
PP R, +nng PP R oy =R — K™K, + K?
= (¢ +n"")R,r +nng(g"” +n"n" )R’ joy =*R — K™K, + K?
= R-n"nR, +n°nsR’, =R - K™K,, + K*
= R+2"nR,, =*R—-K*"K,,+K*> . (E9)
Die GauB-Gleichungen stellen eine Projektion des Riemann-Tensors komplett auf die

Hyperflache 3 dar. Es ist moglich auch eine gemischte Projektion, zum Teil auf ¥ und
zum Teil orthogonal dazu, zu bestimmen [Gou07]. Dazu betrachten wir

PY3P*, P, RP o0’ = PY3P*, P, (V,V, — V., V)0’ . (E.10)

Wie bereits bei den GauB-Gleichungen beschréankt man sich zunéchst auf einen Term in
Gleichung (E.10) und formt diesen um [Gou07]

Pyﬁpaup’yavvvanﬁ (Ci25) PVBPQMPVUV’Y (_KaB - naaﬁ)
= PP P, (V. K. = naVyd® —a’Vn,)
(0.25£C.16) PVBPQ/.LP’YU (_v’yKocﬂ + CL'BKWQ)

PV DK+ d' K, (E.11)
Analog zu den Betrachtungen bei den Gauf}-Gleichungen vertauscht man hier die Indizes
a und v und erhalt nach anschlieBender Subtraktion die Codazzi-Mainardi-Gleichungen
[Gou07]; [Alc08]

P3P, P, R o = D,K,” — D,K,” . (E.12)
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Eine Kontraktion in den Indizes i und v liefert die kontrahierten Codazzi-Gleichungen
[Gou07]
PR, =D,K —D,K," . (E.13)
Bisher wurde mit den Gauf}-Gleichungen die volle Projektion des Riemann-Tensors
auf die Hyperflaichen und mit den Codazzi-Gleichungen die erste teilweise Projektion
orthogonal dazu betrachtet. Es ist moglich noch eine weitere nicht verschwindende
Projektion des Riemann-Tensors zu finden, zweimal auf die Hyperflichen und zweimal
orthogonal dazu. Projektionen des Riemann-Tensors die drei- oder viermal orthogonal zu

den Hyperflachen sind, verschwinden aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften [Gou07].
Deswegen betrachtet man folgenden Ausdruck [Gou07]

Poynt” P* sRY gt = Payn® P 5 (V, Vs — V,V,)) 0
= P,,n° P3|V, (-K"; —n,a") — V,(-K", —n,a")]
= P,,P's[-n°V,(n,a") —n°V,K",
+n°V,K*, + a*n’V,n, +n,n’Va"]
= P, P’s[V,a" + K*,V,n” + n°V,K", 4+ a"a,
= P,,P's[n°V, K", — KV, K, + a"a,V,a"] (E.14)

Hier wurde benutzt, dass K*,n’ = 0 und P”gn, = 0 ist. An dieser Stelle lohnt es sich fiir
die Beschleunigung a des Normalenvektors n einen anderen Ausdruck zu finden. Bemerkt
man, dass

a, =n’Von, =n’V,(aV,t) = an’V,V,t 4+ V,in°V,a
1 1
=an’V, (ng> + —n,n’V,o
a «

1 1
=n’V,n, — &n”ngvﬂa + anun"vga

1 1
== Vo +n,n°Vea) = o [(5Z + npnu)vpa}
1 1
= aPpMVpa = aDMOé =D, In(w) (E.15)

gilt und diese Gleichung in Gleichung (E.14) einsetzt, erhdlt man schliefllich [Gou07]

P, P’ g R pyon’ = Po P’ sn°V, K", — Koo K75+ Do In(a) DgIn(a) + DD, In(a)
1
= P PYsn’V, K", — KayK5 + ~DsDocr . (E.16)
a

Hier kann man noch Gleichung (C.39) verwenden, um den Term P,,P"sn’V,K", zu
ersetzen, so dass die so genannte Ricci-Gleichung

1 1
Poyn® P 5R* 1ot = — LonKog + Koo K5 + —DgDoar (E.17)
(0] (6]
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bleibt [Gou07]. Die Ricci-Gleichung wird dazu benutzt, um in der kontrahierten Gauf-
Gleichung (E.8) den Term mit dem vierdimensionalen Riemann-Tensor zu eliminieren
und es ergibt sich [Gou07]

1 1
P, PP Ry = —LimKro +°Rrp — 2K,"K,;r + KK, — —DyDyar . (E.18)
(0% (e
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Abbildungsverzeichnis

Winkelgeschwindigkeit als Funktion des radialen Abstands r fiir pro- und
retrograde geodatische Kreisbahnen. Als Parameter wurden a = 0,995m
und fir die modifizierte Kerr-Metrik B = %m3 gewahlt. Die Kurven
beginnen am jeweiligen letzten stabilen Orbit. Urspriinglich veroffentlicht
in [Sch+13]. . . . .
Durch Photonenorbits gegebene Limits an die Winkelgeschwindigkeit fiir
pro- und retrograde geodatische Kreisbahnen als Funktion des radialen
Abstands r . Als Parameter wurden a = 0,995m und fiir die modifizierte
Kerr-Metrik B = $3m? gewihlt. Urspriinglich veréffentlicht in [Sch+13].
Letzter stabiler Orbit fiir Teilchen auf retrograden Bahnen. Fiir die modi-
fizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m?® gewéhlt. Urspriinglich verof-
fentlicht in [Sch+13]. . . . . . .. ... Lo
Stabile Orbits fiir Teilchen auf prograden Bahnen dargestellt im Parame-
terraum aufgespannt durch radialen Abstand r und Spinparameter a. Es
gibt vier Regionen, zwischen denen unterschieden werden muss. In der
nicht schattierten Region (I) gibt es stabile Kreisbahnen in der klassischen
ART, sowie im modifizierten pk-ART Modell. Region II (dunkel schattiert)
enthélt hingegen nur im pk-ART Modell stabile Orbits, nicht aber in der
klassischen ART. Regionen III und IV (hell schattiert) enthalten keine sta-
bilen Orbits mehr. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m?
gewdhlt. Urspriinglich verdffentlicht in [Sch+13]. . . . .. ... ... ..

Verschiedene Linienspektren fiir unterschiedliche Werte des Spinparame-
ters a. Die Parameter fiir die Plots sind 7., = 100m fir den dufleren
Rand der Scheibe, 6 = 40° fiir den Inklinationswinkel und p = 3 fiir den
Emissivitatsindex. Der innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO,
falls existent, festgelegt. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte

17

19

21

aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Urspriinglich verdffentlicht in [Sch+14]. 37
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3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Vergleich zwischen klassischer und modifizierter Kerr-Metrik. Die Parame-
ter fiir die Plots sind r, = 100m fiir den dufleren Rand der Scheibe, 6 =
40° fiir den Inklinationswinkel und p = 3 fiir den Emissivitatsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt.
Fiir die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet
worden. Urspringlich veroffentlicht in [Sch+14]. . . . . . ... ... ...

Vergleich der beiden Metriken fiir unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter fir die Plots sind roy¢ = 100m fir den dufleren
Rand der Scheibe, # = 40° fiir den Inklinationswinkel und p = 3 fiir den
Emissivitatsindex. Der innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO,
falls existent, festgelegt. Fiir die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte
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aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Urspriinglich verdffentlicht in [Sch+14]. 40

Frequenzverschiebung als Funktion des Radius. Gezeigt ist die in Glei-
chung (3.2.3) angegebene Néherung fir sich auf den Beobachter zube-
wegende Emitter. Der Inklinationswinkel betragt 6 = 40°. Werte grofier
als 1 entsprechen einer Blauverschiebung. Die Kurven beschreiben die
Frequenzverschiebung von Photonen, die parallel zur Bewegungsrichtung
der Emitter abgestrahlt werden. Hier tritt die hochste Blauverschiebung
auf. Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+14]. . . . . ... ... ... ...

Rotverschiebung einer diinnen Akkretionsscheibe. Die Inklination betrégt
40 °. Der duflere Rand der Scheibe ist bei r,,; = 50m. Der innere Radius
der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Fiir die modifi-
zierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Die
Ahnlichkeit zwischen der klassischen und der modifizierten Kerr-Metrik in
den Abbildungen 3.5b und 3.5¢ kann man auch in Abbildung 3.3 sehen.
Urspriinglich veroffentlicht in [Sch+14]. . . . . ... ... ... .. ...

Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4). Urspriinglich verof-
fentlicht in [Sch-+14]. . . . . . .. ...

Energie von Teilchen auf Kreisgeoditen in der Aquatorebene. Die durch-
gezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die
gepunktete blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik fiir B = (64/27)m?.
Urspriinglich veréffentlicht in [Sch+14]. . . . . .. . ... ... ...

Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeoditen in der Aquatorebene. Die
durchgezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik,

die gepunktete blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik fiir B = (64/27)m?
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3.9

4.1

C.1

C.2

C.3

Unendlich ausgedehnte, gegen den Uhrzeigersinn drehende und geome-
trisch diinne Akkretionsscheibe um ein stationéres, rotierendes, kompaktes
Objekt. Die Scheibe wird aus einem Inklinationswinkel von 70°betrachtet.
Die linke Spalte (3.9a, 3.9¢, 3.9e und 3.9g) zeigt das originale Scheiben-
modell nach Page und Thorne [PT74]. Die rechte Spalte (3.9b, 3.9d, 3.9f
und 3.9h) zeigt das, wie in Kapitel 3.1.4 beschrieben, angepasste Modell,
um das pseudokomplexe Aquivalent der Kerr-Metrik — Gleichung (1.3.1) —
darstellen zu konnen. Die Skala variiert zwischen den einzelnen Bildern.
Urspriinglich veréffentlicht in [Sch+14]. . . . . ... ... .. . ..

Ellipse mit den verwendeten Koordinaten r und . Die Skizze ist an
Fig. 4.3 in [Mag07] angelehnt. Die verwendeten Proportionen fir die
Halbachsen entsprechen denen des Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16
[HT75]; [WTO02]; [WTO05]; [Mag07]. . . . . . . ... . ..

Einbettung ® einer Hyperflache S in eine Mannigfaltigkeit M, entnommen
aus [Gou07]. & ,transportiert” auch Kurven in 32 nach ¥ und liefert eine
Abbildung fir Vektoren, den Pushforward ®,. . . . ... ... ... ...
Aufblétterung einer Mannigfaltigkeit M in eine Menge von Hyperflichen
¥, entnommen aus [GouO7]. . . ... Lo
An die Aufblatterung angepasste Koordinaten, entnommen aus [Alc08].
Linien konstanter Koordinaten (,coordinate line“) sind nicht immer iden-
tisch mit Linien die senkrecht auf die Hyperflachen stehen (,normal line®).
Der Unterschied zwischen den beiden wird durch den Verschiebungsvektor
B beschrieben. . . . .. ..
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