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Kapitel 1. Einführung

1
Einführung

Die Allgemeine Relativitätstheorie (ART) [Ein16a] bildet neben der Quantenmecha-
nik einen der Grundpfeiler der Theoretischen Physik. Bislang gibt es eine Vielzahl
von Tests [Wil06], die die ART alle bestanden hat (Perihelverschiebung [Cle47], Licht-
ablenkung [DED20], gravitative Rotverschiebung [PR59], Frame-Dragging durch Lense-
Thirring-Effekt [LT18; CP04; Eve+11], indirekter Nachweis von Gravitationswellen [HT75;
WT02; WT05]). Allen diesen Phänomenen ist aber gemein, dass sie aus Entwicklungen
oder Näherungen der Theorie für schwache Gravitationsfelder folgen. Effekte eines starken
Gravitationsfeldes, wie zum Beispiel die Existenz oder Entstehung Schwarzer Löcher
lassen sich damit nicht überprüfen.

Diese Objekte, die einen Raumbereich aufweisen, der einem äußeren Beobachter in einer
festgesetzten Entfernung nicht zugänglich ist, weisen in ihrem Inneren eine Singularität
auf. Hier wird erwartet, dass Quanteneffekte eine Rolle spielen und eine vollständige
Theorie der Quantengravitation benötigt wird, um die Theorie frei von Singularitäten
formulieren zu können. Einen Ansatz, eine Theorie ohne Schwarze Löcher aufzustellen,
verfolgen Hess und Greiner [HG09] mit der Formulierung einer pseudokomplexen ART.
Kapitel 1.2 befasst sich näher mit diesem Ansatz. Dieser führt schließlich auf einen
Satz von modifizierten Einsteingleichungen, die sich auch in der klassischen ART durch
Einführen eines zusätzlichen Energie-Impuls-Tensors erhalten lassen. In der vorliegen-
den Arbeit wird dieser zusätzliche Energie-Impuls-Tensor so modelliert, dass er einen
repulsiven Effekt zusätzlich zur attraktiven Komponente der Gravitation beschreibt.
Durch entsprechende Wahl eines Modellierungsparameters lassen sich damit Metriken
aufstellen, die keinen Ereignishorizont mehr aufweisen. Der zugehörige Energie-Impuls-
Tensor lässt sich dabei als anisotrope Flüssigkeit beschreiben. Visser [Vis96a; Vis96b]
studiert ebenfalls repulsive Effekte, die durch den Einfluss der Gravitation auf Vakuum-
fluktuationen entstehen. Hierzu geht er von einer gegebenen Hintergrundmetrik aus, auf
deren Grundlage eine Quantenfeldtheorie formuliert wird. Der Vakuum-Erwartungswert
des Energie-Impuls-Tensors verschwindet in diesem Szenario nicht immer (abhängig
vom angenommen Vakuumzustand) [Vis96a; Vis96b]. Um die Gleichungen beherrsch-
bar zu machen, werden Rückreaktionen auf die Metrik vernachlässigt [Vis96a; Vis96b]
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Im Gegensatz zu Visser [Vis96a; Vis96b] wird im hier vorgestellten Ansatz keine semi-
klassische Beschreibung mit einer starren Hintergrundmetrik betrachtet, sondern ein
makroskopischer Ansatz, der eine geänderte Metrik beschreibt. Dadurch entspricht die
Herangehensweise in dieser Arbeit dem „bottom-up approach“, wie ihn Psaltis [Psa09]
beschreibt. Hierbei geht man, wie beschrieben, von einer geänderten Metrik aus und
vergleicht die experimentellen Konsequenzen mit denen von Metriken der klassischen
ART.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, experimentelle Vorhersagen dieser veränderten
Metriken zu beschreiben und abzuschätzen, inwieweit bereits bestehende und zukünftige
Messungen Einschränkungen an die Modifikation der Metriken liefern. Weiterhin wird
ein Modell betrachtet, dass ähnliche Änderungen für ein Binärsystem einführt. Hierbei
wird der Energieverlust durch Abstrahlung von Gravitationswellen modelliert.

Die Arbeit ist so strukturiert, dass im weiteren Verlauf dieses Kapitels die Grundlagen
der pseudokomplexen ART und der dadurch resultierenden Modelle erläutert werden.
Zusätzlich werden die verwendeten Konventionen beschrieben und abschließend noch
eine genauere Betrachtung der eingangs erwähnten Tests der ART und ihre bisherige
Anwendung auf erweiterte Modelle der pseudokomplexen ART durchgeführt.

Das zweite Kapitel widmet sich der Beschreibung von Testteilchenorbits um einen
zentralen, gravitativ dominierenden Körper. Die Beschreibung dieser Orbits ist für sich
genommen bereits interessant, da Beobachtungen solcher Testteilchen eine Testmöglichkeit
für die ART, beziehungsweise die modifizieren Gleichungen liefern. Zum anderen bildet sie
die Basis für die anschließende Anwendung bei der Beschreibung von Akkretionsscheiben
(Kapitel 3). Hierfür wird die Technik des Raytracings verwendet, deren Einführung in
Kapitel 3.1 zu finden ist. Akkretionsscheiben werden um viele Schwarze-Loch-Kandidaten
in den Zentren von Galaxien vermutet und bieten die Möglichkeit die Physik nahe dieser
Körper zu studieren [AF13].
Kapitel 4 enthält die Beschreibung von Gravitationswellen, wie sie etwa von einem

Doppelsternsystem ausgesendet werden. Da diese Beschreibung nicht auf den klassischen
Einsteingleichungen beruht, sondern auf einer Linearisierung dieser Gleichungen, ist in
Kapitel 4.1 eine ausführliche Einführung zu finden.

Wie oben erwähnt gehen allerdings durch eine Linearisierung der Gleichungen wichtige
Informationen verloren. Eine Beschreibung von Gravitationswellen, ohne auf diese Nähe-
rungen zurückgreifen zu müssen, ist bislang nur numerisch möglich [Mag07]. Aus diesem
Grund wird in Kapitel 5.1 und Anhang C eine Einführung in den 3+1 Formalismus der
numerischen Relativitätstheorie gegeben.

In Kapitel 6 sind die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammengefasst und es wird
ein Ausblick auf mögliche fortführende Arbeiten gegeben.
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Kapitel 1. Einführung

1.1 Konventionen und benutzte Notation
Wie in vielen Bereichen der Physik sind auch auf dem Gebiet der Allgemeinen Relativitäts-
theorie verschiedene Konventionen und Notationen gebräuchlich. In dieser Arbeit werden
Vektoren und Tensoren durch ihre Komponenten, zum Beispiel xµ und Tµν beschrieben.
Zum Teil werden sie auch fett und aufrecht geschrieben, x und T. Griechische Indizes wie
µ und ν laufen in diesem Fall von 0 bis 3, wobei 0 die zeitliche Komponente repräsentiert.
Lateinische Indizes wie i oder j stehen in der Regel für die räumlichen Komponenten
und laufen von 1 bis 3. Räumliche Dreiervektoren werden auch mit ~x bezeichnet.
Der Riemann-Tensor ist über

Rµ
νστv

ν := ∇τ∇σv
µ −∇σ∇τv

µ (1.1.1)

definiert, wobei die kovariante Ableitung über

∇µv
ν := ∂µv

ν +
{
ν

µσ

}
vσ (1.1.2)

mit den Christoffelsymbolen{
ν

µσ

}
:= 1

2g
ντ (∂σgµτ + ∂µgστ − ∂τgµσ) (1.1.3)

definiert ist. Die Einsteingleichungen haben die Form analog zu [MTW73]

Rµν −
1
2gµνR = 8πG

c4 Tµν . (1.1.4)

Dadurch ist das Vorzeichen des Energie-Impuls-Tensors Tµν festgelegt. In Gleichung
(1.1.4) beschreibt c die Lichtgeschwindigkeit und G die Newtonsche Gravitationskonstante.
Im Folgenden wird allerdings, falls nicht anders angegeben, die Lichtgeschwindigkeit c = 1
gesetzt. Die Angabe von Längen geschieht in der Regel in Einheiten des Gravitationsradius
m = GM

c2 , wobei M die Masse des lokal gravitativ dominanten Objekts ist.
Weiterhin wird die Metriksignatur (-,+,+,+) verwendet. Dadurch hat beispielsweise die
Minkowski-Metrik die Form

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (1.1.5)

Für partielle Ableitungen werden die Symbole ∂
∂xµ

, ∂µ und |µ synonym verwendet. Die
kovariante Ableitung wird durch ∇ oder komponentenweise als ∇µ, beziehungsweise ||µ
gekennzeichnet.
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1.2 Pseudokomplexe Allgemeine Relativitätstheorie

1.2 Pseudokomplexe Allgemeine Relativitätstheorie
Hess und Greiner [HG09] haben eine Erweiterung der ART auf pseudokomplexe Zahlen
vorgeschlagen. Diese Zahlen lassen sich als

X = XR + IXI (1.2.1)

schreiben [Ant93; HG07; HG09], wobei analog zu den komplexen Zahlen XR als Pseudo-
realteil und XI als Pseudoimaginärteil bezeichnet wird. Der Unterschied zu komplexen
Zahlen besteht darin, dass

I2 = +1 (1.2.2)
gilt [Ant93; HG09]. Dadurch enthalten pseudokomplexe Zahlen so genannte Nullteiler.
Hierbei handelt es sich um Zahlen, die selbst nicht gleich Null sind, aber multipliziert
mit anderen Zahlen Null ergeben. Für die pseudokomplexen Zahlen sind das [HG09]

σ± = 1
2 (1± I) (1.2.3)

und beliebige reelle Vielfache davon. Jede pseudokomplexe Zahl kann damit als

X = X+σ+ +X−σ− (1.2.4)

geschrieben werden, wobei die Nullteilerkomponenten durch

X± = XR ±XI (1.2.5)

definiert sind [HG09]. Man kann sehr leicht nachprüfen, dass

σ2
± = σ± und σ−σ+ = 0 (1.2.6)

gilt, es sich bei σ± also wirklich um Nullteiler und Projektoren handelt [HG09]. Genauso
wie man die pseudokomplexen Zahlen in ihre Nullteilerkomponenten aufteilen kann,
kann man auch in Potenzreihen entwickelbare Funktionen dieser Zahlen aufteilen [HG09;
Sch11]. Durch die Eigenschaften der Nullteiler ergibt sich

Xn = (X+σ+ +X−σ−)n = (X+σ+)n + (X−σ−)n = Xn
+σ+ +Xn

−σ− , (1.2.7)

womit man zum Beispiel

F (X)G(X) = F (X+)G(x+)σ+ + F (X−)G(X−)σ− (1.2.8)

erhält [HG09; Sch11]. Eine reine Erweiterung der Einsteingleichungen auf pseudokomplexe
Zahlen bringt aber zunächst keine neuen Ergebnisse. Aufgrund der Produktstruktur
dieser Zahlen zerfallen die so modifizierten Gleichungen wieder in zwei unabhängige, aber
identische Formulierungen der ART [HG07; HG09]. Hess und Greiner [HG09] adaptieren
deshalb eine Idee von Schuller, Wohlfarth und Grimm [SWG03] und Schuller [Sch03]
das Variationsprinzip zu modifizieren, um so veränderte Einsteingleichungen zu erhalten.
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Kapitel 1. Einführung

Dazu fordern sie, dass die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung nicht verschwindet,
sondern im Nullteiler liegt, also

δS = δ
∫
R
√
|g|d4x ∈ P0 (1.2.9)

gilt, wobei P0 den Nullteiler beschreibt [HG09]; [Sch11]. Entsprechend sind die Einstein-
gleichungen (1.1.4) für den freien Raum modifiziert [HG09]; [Sch11]

Rµν −
1
2gµνR ∈ P

0 . (1.2.10)

Als Konvention wird die Variation proportional zu σ− gewählt [HG09]. Führt man die
Metrik als pseudokomplexe Funktion

gµν = g+
µνσ+ + g−µνσ− (1.2.11)

ein, so lässt sich die linke Seite in (1.2.10) als Funktion der Metrik auch in Nullteiler-
komponenten aufteilen. Wählt man wie oben beschrieben die Variation der Wirkung
proportional zu σ−, so erhält man für den σ+-Anteil der Gleichungen die bekannten Ein-
steingleichungen im Vakuum. Für diese lassen sich analog zur klassischen ART Lösungen
finden. Für den σ−-Anteil der Gleichungen hat man durch diesen Ansatz die Freiheit
einen Energie-Impuls-Tensor als zusätzlichen Quellterm anzunehmen.
Die Projektion der pseudokomplexen auf reelle Funktionen geschieht in der Art, dass
jede Variable in einer Funktion einzeln auf ihren Realteil projiziert wird [Cas+12].

1.3 Modifizierte Kerr-Metrik
In [Sch11] wird auf Basis der modifizierten Einsteingleichungen (1.2.10) eine Erweiterung
der Kerr-Metrik [Ker63; Car72; KK09; PK06] in Boyer-Lindquist-Koordinaten [BL67]
aufgestellt. Eine Verallgemeinerung davon ist in [Cas+12] zu finden. Zur Vollständigkeit
sind die entsprechenden Auszüge aus diesen Arbeiten in Anhang A dargestellt. Im
Folgenden wird die Form der Metrik aus [Sch+14] verwendet. Sie ist durch

g00 = −
(

1− ψ

Σ

)
,

g11 = Σ
∆ ,

g22 = Σ ,

g33 =
(

(r2 + a2) + a2ψ

Σ sin2 θ

)
sin2 θ ,

g03 = −aψΣ sin2 θ (1.3.1)
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1.3 Modifizierte Kerr-Metrik

gegeben1. In Gleichung (1.3.1) wird neben den üblichen Hilfsfunktionen Σ und ∆ zusätzlich
noch die Hilfsfunktion ψ verwendet

Σ = r2 + a2 cos2 θ ,

∆ = r2 + a2 − ψ ,

ψ = 2mr − B

2r . (1.3.2)

Bei Vergleichen mit der Literatur sei noch angemerkt, dass es neben den üblichen
Unterschieden in den Konvention bei der Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten
noch zusätzliche Konventionen gibt. Die Verwendung und Bezeichnung der Hilfsfunktion
Σ ist nicht eindeutig. So verzichteten Boyer und Lindquist [BL67]; Adler, Bazin und
Schiffer [ABS75] ganz auf die Einführung von Hilfsfunktionen. Bardeen, Press und
Teukolsky [BPT72]; Wald [Wal84] verwenden die gleichen Definitionen für Σ und ∆ wie
hier. In [Car68; MTW73; Cha83; Car04] hingegen gilt ρ2 = r2 + a2 cos2 θ. Chandrasekhar
[Cha83] verwendet zum Beispiel noch Σ2 = (r2 + a2)2 + a2∆ sin2 θ. Die Funktion ∆
unterscheidet sich in der Literatur nur dadurch, dass manchmal die Kerr-Newman-Metrik
beschrieben wird und ∆ dadurch einen zusätzlichen Ladungsterm enthält.
Die kontravariante Form der Metrik (1.3.1) ist durch

g00 = −(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

Σ∆ ,

g11 = ∆
Σ ,

g22 = 1
Σ ,

g33 = ∆− a2 sin2 θ

Σ∆ sin2 θ
,

g03 = − aψ

Σ∆ . (1.3.3)

gegeben.
Es ist nicht a priori klar, dass der Parameter a in der modifizierten Kerr-Metrik (1.3.1)

weiterhin die Drehung des Zentralobjekts beschreibt. Um diese Annahme zu überprüfen,
kann man den Ableitungen von Adler, Bazin und Schiffer [ABS75] folgen. Dazu entwickelt
man zunächst das zu Gleichung (1.3.1) gehörende Linienelement linear in a [Cas+12]

ds2 =
(
−1 + 2m

r
− B

2r3

)
dt2 − 1

−1 + 2m
r
− B

2r3

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

− 2a sin2 θ
(2m
r
− B

2r3

)
dφdt . (1.3.4)

Nach Adler, Bazin und Schiffer [ABS75]; Visser [Vis07] entspricht diese Entwicklung dem
Grenzfall für langsam rotierende Körper. Der nächste Schritt besteht in der Entwicklung

1Im Gegensatz zu den früheren Veröffentlichungen und den Auszügen daraus in Anhang A sind die
Signatur und die Konvention für den Spinparameter a geändert.
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Kapitel 1. Einführung

hin zu großen Abständen, was durch eine Entwicklung linear in 1
r
geschieht [ABS75;

Cas+12]

ds2 =
(
−1 + 2m

r

)
dt2 −

(
−1− 2m

r

)
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

− 2a sin2 θ
2m
r

dφdt . (1.3.5)

An dieser Stelle ist schon erkennbar, dass alle Korrekturterme der modifizierten Kerr-
Metrik im Vergleich zur klassischen Kerr-Metrik aus den Gleichungen herausgefallen sind.
Das Linienelement (1.3.5) vergleicht man mit demjenigen von Lense und Thirring [LT18],

ds2 =
(
−1 + 2m

ρ

)
dt2 −

(
−1− 2m

ρ

) [
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
− 4GJ

ρ
sin2 θdφdt , (1.3.6)

das in isotropen Koordinaten dargestellt ist. Das Linienelement von Lense und Thirring
[LT18] beschreibt für große Abstände den Außenraum eines langsam rotierenden Körpers
mit Drehimpuls J . Für große Abstände gehen aber auch die Variablen r und ρ ineinander
über, sodass die Terme proportional zu dtdφ miteinander identifiziert werden können
und damit a = GJ

m
folgt [LT18; ABS75; Cas+12].

Die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) lässt sich auch in der klassischen ART erhalten,
indem man einen Energie-Impuls-Tensor der Form Tµν = 1

8πG
B

2r3 T̄µν mit

T̄00 = 1
Σ3

[
a4(− cos4 θ + cos2 θ) + 2r2∆ + 3a2r2 sin2 θ

]
,

T̄11 = − 2r2

∆Σ ,

T̄22 = 1 + 2r2

Σ ,

T̄33 = sin2 θ
1

Σ3

[
(3r2 + a2)(r2 + a2)2 − a2(a4 − r4 + 2r2ψ) sin2 θ

]
,

T̄03 = −a sin2 θ
1

Σ3

[
2r2∆ + (a2 + r2)(3 + a2 cos2 θ)

]
, (1.3.7)

zusätzlich zur normalen Masseverteilung annimmt (das Ergebnis ist mit Hilfe von ma-
thematica [Wol12] und dem Paket great [Hub03] berechnet). Im Schwarzschildlimit
(a = 0) reduziert sich (1.3.7) auf

T̄ S
00 = 2∆

r4 ,

T̄ S
11 = − 2

∆ ,

T̄ S
22 = 3 ,

T̄ S
33 = 3 sin2 θ . (1.3.8)
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1.3 Modifizierte Kerr-Metrik

Die zugehörige Metrik lässt sich auch aus Gleichung (1.3.1) durch Setzen von a = 0
gewinnen [Sch+13]

g00 = −
(

1− ψ

r2

)
,

g11 = 1
1− ψ

r2

,

g22 = r2 ,

g33 = r2 sin2 θ .

(1.3.9)

Der Energie-Impuls-Tensor der modifizierten Schwarzschild-Metrik in gemischter Form
ist durch

T µν
S = B

16πGr5


−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 (1.3.10)

gegeben. Dies entspricht einem Energie-Impuls-Tensor einer anisotropen Flüssigkeit
[DRH12]

T anisotrop
µν = (ρ+ p⊥)uµuν + p⊥gµν + (pr − p⊥)vµvν , (1.3.11)

in einem angepassten Koordinatensystem, in dem die Teilchenvierergeschwindigkeit uµ =(
1√
−g00

, 0, 0, 0
)
und der radiale Einheitsvektor vµ =

(
0, 1√

g11
, 0, 0

)
sind. Die Energiedichte

ρ, der radiale Druck pr und der orthogonale Druck p⊥ sind durch

ρ = 2f(r) ,

pr = −2f(r) = −ρ ,

p⊥ = 3f(r) , (1.3.12)

mit der Hilfsfunktion f(r) := 1
8πG

B
2r5 gegeben. Hier sei noch angemerkt, dass die drei

Bedingungen
T 0

0 = T 1
1 ⇔ g00 = − 1

g11
⇔ ρ = −pr (1.3.13)

äquivalent sind. Häufig wird g00 = − 1
g11

gefordert, um die Symmetrie der Schwarzschild-
Metrik zu erhalten, siehe z.B. [NSS06]. Die in [Cas+12] vorgestellte erweiterte Schwarz-
schild-Metrik wird mit Hilfe eines idealen Flüssigkeitsansatzes beschrieben und enthält
dadurch einen zusätzlichen Faktor ef in der g00 Komponente der Metrik. Die dort be-
schriebene modifizierte Kerr-Metrik enthält diesen zusätzlichen Faktor nicht. In den
Arbeiten [Sch+13; Sch+14] wird ebenfalls die Kerr-Metrik wie in Gleichung (1.3.1)
verwendet, da durch Verwendung des anisotropen Flüssigkeitsansatzes die Symmetrie
g00 = − 1

g11
im Schwarzschildlimit erhalten bleibt. In dieser Arbeit wird ebenfalls durch-

gehend die erweiterte Kerr-Metrik (1.3.1) beziehungsweise die für den Fall a = 0 daraus
folgende Schwarzschild-Metrik betrachtet.
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Kapitel 1. Einführung

Es gibt noch eine weitere Möglichkeit die modifizierte Kerr- beziehungsweise Schwarz-
schild-Metrik zu erhalten, die in Kapitel 4.2 kurz vorgestellt wird. Dabei wird von dem
Ansatz ausgegangen, dass die Newtonsche Gravitationskonstante G keine Konstante,
sondern eine Funktion des radialen Abstands r ist. Ansätze die Gravitationskonstante zu
modifizieren, finden sich zum Beispiel auch in [WYL12; Liu+14].

1.4 Tests der ART
Es gibt eine Reihe von Messungen, die die Vorhersagen der ART sehr genau bestätigt ha-
ben. Eine Vielzahl dieser Tests wurde an Objekten in unserem Sonnensystem durchgeführt.
Eine der ersten dieser Vorhersagen war die Perihelverschiebung des Merkurs [Ein16a].
Sie unterliegt einer Reihe von Effekten, wie zum Beispiel der Tatsache, dass die Sonne
leicht abgeflacht und keine perfekte Kugel ist. Ein kleiner Effekt lässt sich aber nur mit
Hilfe der ART erklären. Dieser Effekt ist durch

δϕ = 2πε = 2π3G2M2

c2H2 (1.4.1)

gegeben [ABS75], wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante, M die Masse des Zen-
tralkörpers, c die Lichtgeschwindigkeit und H die zweifache konstante Flächengeschwin-
digkeit des umkreisenden Körpers beschreibt. Der Parameter ε ist von der Größenordnung
10−7 für die Bahnbewegung des Merkurs [ABS75]. Die zusätzlichen Effekte aufgrund
der Modifikation der Schwarzschild-Metrik, wie sie in [HG09] vorgestellt werden, sind
durch aktuelle Messungen ausgeschlossen [Wil06]. In [HMG10; Cas+12] wird eine andere
Erweiterung der Schwarzschild-Metrik diskutiert, deren zusätzliche Korrekturterme von
einer höheren Ordnung in 1

r
sind. Der Einfluss dieser Änderungen auf die Perihelverschie-

bung des Merkurs lässt sich mit heutigen Messungen nicht überprüfen [Wil06], denn die
Korrektur ist proportional zu ε2 [HMG10].
Ein anderer Test versucht den von Lense und Thirring [LT18] vorhergesagten Effekt
im Sonnensystem nachzuweisen [CP04; Eve+11]. Die Messung des Effekts geschieht
dabei durch die Bestimmung der Präzession von Gyroskopen in Satelliten, wie zum
Beispiel Gravity-Probe-B [Eve+11]. Dieser Effekt wird in der Regel als frame-dragging
bezeichnet. Hier muss allerdings zwischen diesem Effekt, der auch schon bei schwachen
Gravitationsfeldern auftritt, und dem Effekt starker Felder nahe dem Ereignishorizont
von Schwarzen Löchern unterschieden werden. Letzterer wird ausführlicher in Kapitel 2.2
diskutiert. In [Sch11; Cas+12; Sch+13] ist gezeigt, dass dieser Effekt für die modifizierte
Kerr-Metrik mit dem der klassischen Kerr-Metrik übereinstimmt. Dies liegt daran, dass
Lense und Thirring [LT18] einen Effekt schwacher Felder beschreiben, den man durch
Entwicklung der Metrik für große Abstände zum gravitierenden Objekt erhält. Diese
Entwicklungen sind aber für die modifizierte, wie für die klassische Kerr-Metrik identisch,
sodass man keinen messbaren Unterschied erwarten kann [LT18], siehe dazu auch die
Diskussion ab Gleichung (1.3.4).

Die Messungen in unserem Sonnensystem können bislang nur zur Überprüfung der ART
in der Näherung schwacher Gravitationsfelder verwendet werden. Es gibt auch eine Reihe
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1.4 Tests der ART

von Messungen von Phänomenen außerhalb unseres Sonnensystems, die zum Testen der
ART verwendet werden können. Dazu zählen unter anderem auch die Beobachtungen am
Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16 [HT75; WT02; WT05; Mag07]. Diese Beobachtungen
haben den bisher einzigen – allerdings indirekten – Nachweis von Gravitationswellen in
einem Binärsystem geliefert. In Kapitel 4.1 werden die theoretischen Grundlagen für
diese Messung genauer diskutiert. In Kapitel 4.2 findet sich die Diskussion eines Modells,
das Effekte eines zusätzlichen Energie-Impuls-Tensors berücksichtigt. Allerdings werden
auch mit dieser Messung nur Schwachfeldeffekte der ART überprüft.
Psaltis [Psa09] beschreibt den aktuellen Stand zu Tests der Gravitation im Regime

starker Felder. Eine dieser Möglichkeiten starke Gravitationsfelder zu untersuchen, stellt
die Beobachtung von Kandidaten Schwarzer Löcher im Zentrum von Galaxien dar. Diese
können von einer Akkretionsscheibe umgeben sein, die man beobachten kann. Man geht
davon aus, dass sich diese Scheiben bis dicht (einige wenige Schwarzschildradien) an das
zentrale Objekt ausdehnen [PT74]. Sie reichen damit in Regime starker Gravitationsfelder.
In Kapitel 3 werden zwei verschiedene Modelle für diese Akkretionsscheiben vorgestellt
und Vergleiche zwischen der Beschreibung mit der klassischen Kerr-Metrik und der
modifizierten Kerr-Metrik aus Gleichung (1.3.1) angestellt. Grundlage dafür bildet die
Beschreibung der Bewegung von Teilchen auf Orbits, die in Kapitel 2 ausgeführt wird.
Ein anderes Gebiet von großem Interesse für die Untersuchung der ART bei starken

Feldern ist die Beschreibung von Neutronensternen. Diese wird allerdings nicht im Rahmen
dieser Arbeit vorgenommen. Eine ausführliche Diskussion findet sich in [Rod+14].
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Kapitel 2. Orbits

2
Orbits von Testteilchen

Die Beschreibung von Testteilchenorbits bildet die Grundlage für verschiedene Modelle
für Beobachtungen in der ART. Ausführliche Betrachtungen zu diesem Thema haben
u.a. Carter [Car68]; Bardeen, Press und Teukolsky [BPT72] angestellt. Als wichtigste
Anwendung im Rahmen dieser Arbeit werden in Kapitel 3 Modelle für Akkretionsscheiben
um kompakte Objekte betrachtet. Für alle diese Modelle ist es von entscheidender
Bedeutung Orbits von einzelnen Testteilchen im Rahmen der ART beschreiben zu
können.

2.1 Geodätengleichung und Orbits von Testteilchen in
der Kerr-Metrik

Als Ausgangspunkt zur Beschreibung von Testteilchenorbits dient die Lagrangefunktion

L = 1
2gµν ẋ

µẋν . (2.1.1)

In der verwendeten Signatur gilt gµν ẋµẋν = −ζ, wobei ζ = 1 für zeitartige Trajektorien,
ζ = −1 für raumartige und ζ = 0 für Nullgeodäten gilt. Die zugehörige Hamilton-Funktion
ist durch

H = 1
2g

µνpµpν = −1
2ζ (2.1.2)

gegeben [Car68] – mit den Impulsen pµ = gµν ẋ
ν .

Mit Gleichung (1.3.1) können die Impulse pµ als

pt = g00ṫ+ g03φ̇ = −
(

1− ψ

Σ

)
ṫ− aψΣ sin2 θφ̇

pr = g11ṙ = Σ
∆ ṙ

pθ = g22θ̇ = Σθ̇
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2.1 Geodätengleichung und Orbits von Testteilchen in der Kerr-Metrik

pφ = g30ṫ+ g33φ̇ = −aψ∆ sin2 θṫ+
[
(r2 + a2) + a2ψ

Σ sin2 θ

]
sin2 θφ̇ (2.1.3)

festgelegt werden. Die Symmetrie der Raumzeit, die mit der vorliegenden Metrik beschrei-
ben wird, gibt bestimmte Einschränkungen vor. So sind die Impulse pt = −E := −Ẽ/µ
und pφ = Lz := L̃z/µ durch die Energie Ẽ beziehungsweise den Drehimpuls eines Test-
teilchens L̃z im Unendlichen (normiert auf die Ruhemasse µ des Teilchens) festgelegt
[Car68; ABS75]

g00ṫ+ g03φ̇ = −E ,

g33φ̇+ g03ṫ = Lz . (2.1.4)

Ausgehend von der radialen Geodätengleichung
d

ds
(2g11ṙ) = g′00ṫ

2 + g′11ṙ
2 + g′22θ̇

2 + g′33φ̇
2 + 2g′03ṫφ̇ , (2.1.5)

wobei hier die partielle Ableitung ∂
∂r

durch den Strich ′ abgekürzt wurde, kann man einen
Ausdruck für die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen auf kreisförmigen, geodätischen
Orbits bestimmen. Zunächst wird vereinfachend angenommen, dass sich die Teilchen
auf einer Kreisbahn in der Äquatorebene mit einem festen Abstand zum Zentralobjekt
bewegen, also dass r = r0 = const, ṙ = 0, θ = π

2 und θ̇ = 0 gilt. Mit diesen vereinfachten
Annahmen ergibt sich [Sch+13]

0 = g′00(r0)ṫ2 + g′33(r0)ω2ṫ2 + 2g′03(r0)ωṫ2 , (2.1.6)

mit der Winkelgeschwindigkeit

ω := dφ
dt = φ̇

ṫ
. (2.1.7)

Gleichung (2.1.6) hat zwei Lösungen für ω

ω± = −g
′
03
g′33
±
√√√√(g′03)2 − g′00g

′
33

g′233
. (2.1.8)

Der Ausdruck in Gleichung (2.1.8) ist allgemeingültig für Metriken, die eine axialsymme-
trische, statische Raumzeit wie die Kerr-Metrik beschreiben1.
Die so gefundene Winkelgeschwindigkeit für Teilchen auf Kreisgeodäten liegt allerdings
noch innerhalb von allgemeineren Einschränkungen. Testteilchen, auch wenn sie für
die meisten Berechnungen als masselos angenommen werden, unterliegen trotzdem der
Bedingung, dass sie sich auf zeitartigen Bahnen bewegen müssen. Diese sind begrenzt
durch die Bewegungen von Photonen. Einen Ausdruck für die maximal erlaubten Win-
kelgeschwindigkeiten, die ein Testteilchen annehmen kann, erhält man also durch die
Betrachtung von Photonenorbits [MTW73]. Das Linienelement von Photonen ds2 = 0 ist

g00dt2 + g33ω
2dt2 + 2g03ωdt2 = 0 , (2.1.9)

1Die Benennung der beiden Lösungen von Gleichung (2.1.8) ist nicht identisch mit der Benennung
in [Sch+13; Sch+14].
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Kapitel 2. Orbits

wobei erneut Gleichung (2.1.7) verwendet wurde. Diese Gleichung entspricht wieder einer
quadratischen Gleichung in ω mit den Lösungen

ω̄± = −g03

g33
±
√√√√(g03)2 − g00g33

g2
33

. (2.1.10)

Formal sind diese Lösungen mit Gleichung (2.1.8) identisch, bis auf den Unterschied,
dass hier die Metrikkoeffizienten anstatt ihrer Ableitungen auftauchen.

Jetzt können Ausdrücke für die Energie und den Drehimpuls der Teilchen auf Geodäten
in Abhängigkeit der Metrik formuliert werden. Mit Hilfe der Geodätengleichungen für t
und φ

0 = d

ds

∂L
∂ṫ

= d

ds

(
2g00ṫ+ 2g03cφ̇

)
,

0 = d

ds

∂L
∂φ̇

= d

ds

(
2g33φ̇+ 2g03ṫ

)
, (2.1.11)

und der Identifikation der Impulse mit der Energie und dem Drehimpuls der Teilchen im
Unendlichen (2.1.4) erhält man Ausdrücke für ṫ und φ̇, siehe Gleichung (2.1.3) [ABS75]

Dṫ = g03Lz + g33E ,

Dφ̇ = −g03E − g00Lz . (2.1.12)

In Gleichung (2.1.12) ist noch D = (−g00g33 + g2
03) eingeführt worden. Eingesetzt in die

Lagrangefunktion ergibt sich nach einigen Umformungen eine Gleichung für ṙ2 [Sch+13]

ṙ2 = 1
g11D

[
E2g33 + L2

zg00 + 2ELzg03 −D
]

. (2.1.13)

Diese Gleichung lässt sich so umschreiben, dass sie einer klassischen Bewegung eines
Teilchens in einem komplizierten, energieabhängigen, effektivem Potential entspricht

1
2E

2 = 1
2 ṙ

2 + Veff(r, E, Lz) . (2.1.14)

Das effektive Potential ist in diesem Fall gegeben durch [Sch+13]

Veff(r, E, Lz) = − 1
2g11D

[
E2(g33 − g11D) + L2

zg00 + 2ELzg03 −D
]

. (2.1.15)

Setzt man die einzelnen Metrikkomponenten in Gleichung (2.1.15) ein, ergibt das

Veff(r, E, Lz) = − 1
r2

[
E2

(
a2 + a2ψ

r2

)
− L2

z

(
1− ψ

r2

)
− 2ELz

aψ

r2 −
(
r2 + a2 − ψ

)]
.

(2.1.16)
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2.1 Geodätengleichung und Orbits von Testteilchen in der Kerr-Metrik

Für den Schwarzschildfall (a = 0) reduziert sich (2.1.16) auf einen recht kompakten
Ausdruck, der sogar unabhängig von der Energie des Testteilchens ist [Sch+13]

V S
eff(r, Lz) = 1

2 −
m

r
+ L2

z

2r2 −
mL2

z

r3 + B

4r3

(
L2
z

r2 + 1
)

. (2.1.17)

Von besonderem Interesse sind kreisförmige Orbits. Auf diesen Orbits gilt ṙ = 0 und
die Winkelgeschwindigkeit der Teilchen ist durch Gleichung (2.1.7) gegeben. Zusammen
mit Gleichungen (2.1.3), beziehungsweise (2.1.12) erhält man also

E = −g00 + g30ω

g30 + g33ω
Lz . (2.1.18)

Jetzt lässt sich Gleichung (2.1.13) verwenden und man erhält nach längerer Umformung
[Sch+13]

L2
z = (g03 + ωg33)2

−g00 − 2ωg03 − ω2g33
,

E2 = (g00 + ωg03)2

−g00 − 2ωg03 − ω2g33
. (2.1.19)

Die so gewonnenen Ausdrücke für Energie und Drehimpuls gelten für Teilchen auf geodä-
tischen Kreisbahnen um ein Zentralobjekt. Insbesondere gelten sie auch für Teilchen auf
stabilen Kreisbahnen. Da die Energie und der Drehimpuls von Teilchen reell sein müssen,
erhält man durch Gleichung (2.1.19) bereits eine Einschränkung an die Winkelgeschwin-
digkeit. Der Zähler der Terme ist jeweils immer positiv und muss somit nicht weiter
betrachtet werden. Der Nenner hingegen besitzt Nullstellen, die durch die Gleichung

g33ω
2 + 2g03ω + g00 = 0 (2.1.20)

gegeben sind. Diese Gleichung entspricht Gleichung (2.1.9). Also sind die Einschränkungen
an die Energie und den Drehimpuls für Testteilchen auf zeitartigen Geodäten erfüllt.

2.1.1 Stabilität von Orbits
Bislang wurde noch nicht die Stabilität der kreisförmigen Orbits betrachtet. Glei-
chung (2.1.19) gilt auch für instabile Kreisgeodäten. Ein Kriterium für die Stabilität
der Orbits liefert uns die zweite Ableitung des effektiven Potentials. Kritische stabile
Orbits erhält man durch Nullsetzen dieser Ableitung, also ∂2V

∂r2 |rcs = 0. Hier steht rcs für
kritisch stabile Orbits, also jene Orbits an der Grenze zur Instabilität. Zusätzlich gilt
auch V |rcs = 0 und ∂V

∂r
|rcs = 0. Zusammen mit Gleichungen (2.1.15) und (2.1.19) ergibt

das

g′′33(g00 + ωg03)2 + g′′00(g03 + ωg33)2

− 2g′′03(g00 + ωg03)(g03 + ωg33)
+D′′(ω2g33 + 2ωg03 + g00) = 0 . (2.1.21)
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Kapitel 2. Orbits

Diese Gleichung legt mit ihren Nullstellen die Radien fest, an denen ein Orbit gerade noch
stabil ist. In der klassischen ART treten hier so genannte letzte stabile Orbits oder auch
Innermost Stable Circular Orbits auf. Setzt man in Gleichung (2.1.21) die klassische
Kerr-Metrik ein, erhält man die Gleichung [BPT72]

r2 − 6mr ± 8a
√
mr − 3a2 = 0 , (2.1.22)

wobei hier das obere Vorzeichen für Teilchen steht, die sich in dieselbe Richtung bewegen,
in die sich das Zentralobjekt dreht. Gleichung (2.1.22) lässt sich analytisch lösen und
liefert [BPT72]

rISCO = m
[
3 + Z2 ∓

√
(3− Z1)(3 + Z1 + 2Z2)

]
,

Z1 = 1 +
(

1− a2

m2

)1/3 [(
1 + a

m

)1/3
+
(

1− a

m

)1/3
]

,

Z2 =
√

3 a
2

m2 + Z2
1 . (2.1.23)

Auch hier steht das obere Vorzeichen wieder für prograde Bewegungen. Für a = 0 gibt es
nur eine Lösung und der letzte stabile Orbit ist rISCO = 6m; für a = 1 gilt rISCO = m für
prograde und rISCO = 9m für retrograde Bewegung [BPT72].
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2.2 Geodätengleichung und Orbits von Testteilchen in
der modifizierten Kerr-Metrik

Wie in Kapitel 2.1 beschrieben, ist die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen in kreis-
förmigen, geodätischen Orbits in der Äquatorebene um ein massives Objekt durch
Gleichung (2.1.8) gegeben. Setzt man die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) ein, ergibt sich

ω± = 1
a±

√
2r
h(r)

, (2.2.1)

mit der Hilfsfunktion [Cas+12]; [Sch+13]; [Sch+14]

h(r) = 2m
r2 −

3B
2r4 . (2.2.2)

ω+ beschreibt hierbei prograde Bewegungen. Für die klassische, sowie für die modifizierte
Kerr-Metrik gilt auch g′00 = −h(r). Im Falle B = 0 reduziert sich Gleichung (2.2.1) auf
den bekannten Ausdruck der klassischen ART [BPT72]

ω± = 1
a±

√
r3

m

. (2.2.3)

Ein Vergleich der Winkelgeschwindigkeit zwischen den beiden Metriken für mitdrehende
Testteilchen findet sich in Abbildung 2.1a und analog für retrograde Bewegungen in Ab-
bildung 2.1b. Prograde Bewegungen sind von größerem Interesse, da hier die Testteilchen
näher an das zentrale Objekt gelangen können und so die Unterschiede in den beiden
betrachteten Metriken größer sind. Wie in Abbildung 2.1a ersichtlich, haben die Teilchen
in der modifizierten Metrik an einem bestimmten Radius rωmax ein Maximum in ihrer
Winkelgeschwindigkeit. Die Position dieses Maximums ist unabhängig vom Spinparameter
a des Zentralobjekts, wie man an Gleichung (2.2.1) erkennen kann. Das Extremum von
Gleichung (2.2.1) ist identisch mit dem Extremum des Wurzelterms, welches wiederum
identisch mit dem Extremum des Terms unter der Wurzel ist, welches durch

3r4
(
mr2 − 5

4B
)

= 0 (2.2.4)

beschrieben wird [Sch+14]. Die Lösung von Gleichung (2.2.4) lautet [Sch+14]

rωmax =
√

5B
4m . (2.2.5)

Dieses Phänomen, dass die Winkelgeschwindigkeit der Testteilchen ein Maximum besitzt,
existiert in der klassischen Kerr-Metrik nicht und wird in Kapitel 3.2 bei der Betrachtung
des Scheibenmodells von Page und Thorne [PT74] noch eine Rolle spielen.
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Abbildung 2.1: Winkelgeschwindigkeit als Funktion des radialen Abstands r für pro-
und retrograde geodätische Kreisbahnen. Als Parameter wurden a = 0, 995m und für
die modifizierte Kerr-Metrik B = 64

27m
3 gewählt. Die Kurven beginnen am jeweiligen

letzten stabilen Orbit. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+13].
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Durch Gleichung (2.1.10) sind allgemeine Einschränkungen an Teilchen auf zeitartig-
en Geodäten gegeben. Setzt man hier die modifizierte Kerr-Metrik (1.3.1) ein, ergibt
das [Sch+13]

ω̄± =
aψ
r2 ±

√
r2 + a2 − ψ

r2 + a2 + a2ψ
r2

. (2.2.6)

In Abbildung 2.2 sieht man die durch Gleichung (2.2.6) festgelegten Einschränkungen
an die Winkelgeschwindigkeit von Testteilchen. Der Spinparameter wurde auf a =
0, 995m festgelegt. Anhand der beiden Plots für die klassische ART kann man bereits
das Phänomen des frame-draggings erkennen. Häufig werden einige unterschiedliche
Phänomene unter diesem Begriff zusammengefasst. In Abbildung 2.2 ist erkennbar, dass
sich Teilchen, die eigentlich auf retrograden Bahnen um das zentrale massive Objekt
kreisen, ab einem gewissen Radius mit dem Objekt mitdrehen müssen [MTW73; ABS75;
Sch+13]. Dies führt sogar so weit, dass sich alle Teilchen am Ereignishorizont mit der
selben Winkelgeschwindigkeit in die selbe Richtung wie das Schwarze Loch bewegen. Für
die modifizierte Kerr-Metrik ist dieses Verhalten geändert. Obwohl man das Verhalten
noch erkennen kann, dass Teilchen auf retrograden Bahnen auch hier in Drehrichtung
des Zentralobjekts „gezogen“ werden, ist es hier deutlich schwächer ausgeprägt.

2.2.1 Stabilität von Orbits in der modifizierten Kerr-Metrik
Von besonderem Interesse für viele Betrachtungen sind stabile Orbits, da sie sich dazu
eignen um stationäre Situationen, wie etwa eine Akkretionsscheibe, zu beschreiben. In
Kapitel 2.1 wird mit Gleichung (2.1.21) eine Bestimmungsgleichung für den letzten
stabilen Orbit von Teilchen auf Kreisbahnen aufgestellt

g′′33(g00 + ωg03)2 + g′′00(g03 + ωg33)2

− 2g′′03(g00 + ωg03)(g03 + ωg33)
+D′′(ω2g33 + 2ωg03 + g00) = 0 . (2.2.7)

Setzt man hier die modifizierte Kerr-Metrik ein, ergibt sich [Sch+13] [mit Hilfe von
Mathematica [Wol12]]

r7
(
25B2 + 2Br2(11r − 32m) + 8r4

(
6m2 − 7mr + 2r2

))
± 8a4r3

(
2mr2 − 3B

) (
4mr2 − 3B

)
+ 16a3

√
r5

4mr2 − 3B
(
3B − 2mr2

) (
3B − 4mr2

) (
B + r2(r − 4m)

)
± a2

(
−24B3r2 + 8B2r4(26m+ 3r)− 2Br6

(
256m2 − 40mr + 15r2

)
+ 8mr8

(
32m2 − 8mr + 3r2

))
+ 8ar2

√
r5

4mr2 − 3B
(
3B − 4mr2

) (
3B2 + 2Br2(r − 7m) + 8m2r4 − 2r6

)
= 0 ,

(2.2.8)
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Abbildung 2.2: Durch Photonenorbits gegebene Limits an die Winkelgeschwindigkeit für
pro- und retrograde geodätische Kreisbahnen als Funktion des radialen Abstands r .
Als Parameter wurden a = 0, 995m und für die modifizierte Kerr-Metrik B = 64

27m
3

gewählt. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+13].

wobei hier das obere Vorzeichen wieder für prograde und das untere entsprechend für
retrograde Bewegungen steht. Analytische Lösungen zu Gleichung (2.2.8) wurden bisher
nicht gefunden. Numerisch lassen sich aber für den Fall B = (64/27)m3 jeweils zwei
Lösungen für pro- und retrograde Orbits finden [Sch+13]. In Abbildung 2.3 ist der ISCO
in Abhängigkeit des Spinparameters a für retrograde Orbits dargestellt. Obwohl es für
den retrograden Fall in der modifizierten Kerr-Metrik zwei Lösungen für Gleichung (2.2.8)
gibt, ist nur die äußere der beiden relevant. Die innere liegt außerhalb des durch Glei-
chung (2.1.10) eingeschränkten Bereichs und ist somit nicht für Teilchen zugänglich.
Für prograde Bewegungen ist das anders. In Abbildung 2.4 ist die Existenz von stabi-
len Kreisbahnen für prograde Orbits in Abhängigkeit des Abstands zum Zentralobjekt
und dessen Spinparameter a gezeigt. Der dargestellte Parameterraum lässt sich in vier
Regionen einteilen [Sch+13]:

I Diese Region wird durch die blaue durchgezogene Kurve begrenzt. Sie beschreibt
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2.2 Geodätengleichung und Orbits von Testteilchen in der modifizierten Kerr-Metrik

den letzten stabilen Orbit in der klassischen Kerr-Metrik. Für alle Kombinationen
aus r und a oberhalb dieser Linie ist ∂2Veff

∂r2 negativ. Es existieren also stabile Orbits
in der klassischen, sowie in der modifizierten Kerr-Metrik.

II Hier ist ∂2Veff
∂r2 in der modifizierten Kerr-Metrik negativ, in der klassischen Kerr-

Metrik allerdings positiv. Also gibt es stabile Orbits in der erweiterten Kerr-Metrik,
nicht aber in der klassischen Kerr-Metrik.

III In diesem Gebiet ist ∂2Veff
∂r2 in beiden betrachteten Metriken positiv und es gibt somit

keine stabilen Orbits.

IV Grundsätzlich wären Orbits in der modifizierten Kerr-Metrik hier stabil, da ∂2Veff
∂r2

negativ ist. Allerdings ist diese Region durch die Einschränkungen an Orbits durch
Gleichung (2.1.10) ausgeschlossen, da hier ds2 negativ ist.

Es gibt also einen qualitativen Unterschied zwischen der klassischen und der modifizierten
Kerr-Metrik. Der letzte stabile Orbit ist in der modifizierten Metrik nicht nur hin zu
kleineren Radien verschoben, sondern es gibt einen Bereich, in dem Orbits instabil sind.
Bei entsprechend kleineren Radien gibt es aber wieder stabile Orbits. Schließlich gibt
es für Werte des Spinparameters a > 0.416m keine Regionen instabiler Orbits mehr
[Sch+13].
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Abbildung 2.3: Letzter stabiler Orbit für Teilchen auf retrograden Bahnen. Für die
modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m3 gewählt. Ursprünglich veröffentlicht
in [Sch+13].
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IV

Abbildung 2.4: Stabile Orbits für Teilchen auf prograden Bahnen dargestellt im Para-
meterraum aufgespannt durch radialen Abstand r und Spinparameter a. Es gibt vier
Regionen, zwischen denen unterschieden werden muss. In der nicht schattierten Region
(I) gibt es stabile Kreisbahnen in der klassischen ART, sowie im modifizierten pk-ART
Modell. Region II (dunkel schattiert) enthält hingegen nur im pk-ART Modell stabile
Orbits, nicht aber in der klassischen ART. Regionen III und IV (hell schattiert) enthal-
ten keine stabilen Orbits mehr. Für die modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m3

gewählt. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+13].
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Kapitel 3. Raytracing

3
Raytracing

Direkte Beobachtungen von Schwarzen Löchern sind nicht möglich. Allerdings kann man
Lichtquellen in ihrer Nähe beobachten und dadurch Schlüsse über die Eigenschaften
von Schwarzen Löchern ziehen. Eine leistungsfähige Technik dafür ist das so genannte
Raytracing. Hierbei werden Lichtstrahlen von ihrem Ursprungsort in der Nähe eines
kompakten massiven Objekts – z.B. in einer Akkretionsscheibe – entlang von Nullgeodäten
in einer gekrümmten Raumzeit verfolgt1. Mit dieser Technik ist es so möglich Bilder
von der direkten Umgebung Schwarzer Löcher zu erzeugen. Zusätzlich kann man durch
Berechnen eines Integrals in einem zweiten Schritt den spektralen Fluss berechnen. Das
ist insofern von großem Interesse, da z.B. die Eisen-Kα-Emissionslinie zu den wenigen
guten Observablen für Regionen mit starken Gravitationsfeldern gehört. Eine Reihe von
Gruppen hat sich mit dieser Technik beschäftigt, dazu zählen unter anderem Fanton u. a.
[Fan+97]; Müller und Camenzind [MC04]; Vincent u. a. [Vin+11].

3.1 Raytracing – Formalismen und Modelle
Im folgenden Abschnitt werden zunächst einige wichtige Größen für das Raytracing
und anschließend zwei Modelle vorgestellt. Die Diskussion ist dabei wie in Kapitel 2.1
zunächst allgemein gehalten, ohne auf eine bestimmte Metrik einzugehen.

3.1.1 Geodätengleichungen und Entwicklungsgrößen
Grundlegend für die Technik des Raytracings sind die Geodätengleichungen für Orbits.
Ich folge hier den Ableitungen von Carter [Car68], sowie Levin und Perez-Giz [LP08].
Ausgangspunkt bilden die Lagrange- und Hamiltonfunktionen (2.1.1) und (2.1.2), sowie
die Impulse pµ aus Gleichung (2.1.3). Zusätzlich zu den in Kapitel 2.1 eingeführten
Konstanten der Bewegungen auf Geodäten, E und Lz entspricht die Konstanz der
Hamilton-Funktion in Gleichung (2.1.2) der Erhaltung der Ruhemasse des Testteilchens

1Technisch gesehen geht man den umgekehrten (effizienteren) Weg und verfolgt Lichtstrahlen auf
dem Weg vom Beobachtungsschirm zurück zum Emissionsort.
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3.1 Raytracing – Formalismen und Modelle

[Car68]. Eine vierte Erhaltungsgröße lässt sich durch die Forderung der Separierbarkeit
der Hamilton-Jacobi-Gleichung finden [Car68]. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung hat die
Form [Car68; Cha83]

∂S

∂λ
= 1

2g
αβ

(
∂S

∂xα
∂S

∂xβ

)
. (3.1.1)

Carter [Car68] macht unter der Forderung der Separierbarkeit den folgenden Ansatz für
die erzeugende Funktion

S = −1
2ζλ− Et+ Lzφ+ Sθ + Sr , (3.1.2)

wobei hier λ ein affiner Parameter ist und die beiden Funktionen Sθ und Sr jeweils nur
von θ beziehungsweise r abhängen. Eingesetzt in die Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt
sich

2∂S
∂λ

= g00
(
∂S

∂t

)2

+ g11
(
∂S

∂r

)2

+ g22
(
∂S

∂θ

)2

+ g33
(
∂S

∂φ

)2

+ 2g03∂S

∂t

∂S

∂φ

⇔ −ζ = g00E2 + g33L2
z − 2g03ELz + g11

(
∂S

∂r

)2

+ g22
(
∂S

∂θ

)2

. (3.1.3)

Hier setzt man die kontravariante Metrik (1.3.3) ein und formt um

−ζ = −(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

Σ∆ E2 + ∆
Σ

(
∂S

∂r

)2

+ 1
Σ

(
∂S

∂θ

)2

+∆− a2 sin2 θ

Σ∆ sin2 θ
L2
z + 2 aψΣ∆ELz

⇔ −ζΣ = ∆
(
∂S

∂r

)2

+
(
∂S

∂θ

)2

−(r2 + a2)2

∆ E2 + a2 sin2 θE2 + 1
sin2 θ

L2
z −

a2

∆L2
z + 2aψ

∆ ELz

⇔ −ζΣ = ∆
(
∂S

∂r

)2

+
(
∂S

∂θ

)2

− 1
∆
(
(r2 + a2)E − aLz

)2 − 2
∆(r2 + a2)aELz

+ 1
sin2 θ

(
−Lz + a sin2 θE

)2
+ 2aELz + 2aψ

∆ ELz . (3.1.4)

Alle Mischterme in ELz heben sich auf

− 2
∆(r2 + a2)aELz + 2aELz + 2aψ

∆ ELz = 2ELz
(
− 1

∆
(
(r2 + a2)a− aψ

)
+ a

)
= 2ELz (a− a) = 0 , (3.1.5)
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sodass sich

−ζΣ = ∆
(
dSr
dr

)2

+
(
dSθ
dθ

)2

− 1
∆
(
(r2 + a2)E − aLz

)2
+ 1

sin2 θ

(
−Lz + a sin2 θE

)2
(3.1.6)

ergibt. Eine weitere Umformung ist zu der Separierung der Gleichung noch notwendig.
Es gilt

1
sin2 θ

(
−Lz + a sin2 θE

)2
= L2

z

sin2 θ
+ a2 sin2 θE2 − 2aLzE

= L2
z

sin2 θ
+ a2E2 − a2 cos2 θE2 − 2aLzE + L2

z − L2
z

= L2
z − L2

z sin2 θ

sin2 θ
− a2 cos2 θE2 + (aE − Lz)2

=
(

L2
z

sin2 θ
− a2E2

)
cos2 θ + (aE − Lz)2 ,

was man in (3.1.6) einsetzen kann und schließlich die Gleichung in θ und r separierbar
macht

−ζr2 −∆
(
dSr
dr

)2

+ 1
∆
(
(r2 + a2)E − aLz

)2 − (aE − Lz)2

=
(
ζa2 + L2

z

sin2 θ
− a2E2

)
cos2 θ +

(
dSθ
dθ

)2

. (3.1.7)

Beide Seiten sind hier jeweils nur abhängig von r, beziehungsweise θ und können somit
gleich einer Konstanten C gesetzt werden. Man kann also

(
dSr
dr

)2

= R

∆2 und
(
dSθ
dθ

)2

= Θ , (3.1.8)

unter Einführungen zweier Hilfsfunktionen

R :=
[
(r2 + a2)E − aLz

]2 −∆
[
C + (aE − Lz)2 + ζr2

]
,

Θ := C −
(
a2(ζ − E2) + L2

z

sin2 θ

)
cos2 θ (3.1.9)

schreiben. Hiermit können Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Dazu benutzt man

ẋµ = gµαpα = gµα
∂S

∂xα
(3.1.10)
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und erhält

ẋ0 = ṫ = 1
Σ∆

{[(
r2 + a2

)2
+ a2∆ sin2 θ

]
E − aψLz

}
,

ẋ1 = ṙ = ±
√
R

Σ ,

ẋ2 = θ̇ = ±
√

Θ
Σ ,

ẋ3 = φ̇ = 1
Σ∆

[(
∆

sin2 θ
− a2

)
Lz + aψE

]
. (3.1.11)

Ich gehe hier allerdings einen anderen Weg, als in der gängigen Literatur [Car68;
Fan+97; MC04] und folge Levin und Perez-Giz [LP08] in ihrem Ansatz die Hamilton-
Gleichungen als Bewegungsgleichungen für Raytracing zu verwenden. Zunächst schreibt
man dazu Gleichung (2.1.2) teilweise aus, indem die kontravariante Metrik zum Teil
eingesetzt wird [LP08]

H = 1
2

∆
Σ p

2
r + 1

2
1
Σp

2
θ + f(r, θ, pt, pφ) . (3.1.12)

Hier ist der verbleibende Teil in der Hilfsfunktion f(r, θ, pt, pφ) zusammengefasst. Die
Abhängigkeit der Funktion f von r und θ ist durch gµν bedingt [LP08]. Nun ersetzt man
in (3.1.12) pr = ∂S

∂r
= dSr

dr und pθ = ∂Sθ
∂θ

= dS
dθ mit Hilfe von (3.1.8) und (3.1.9) [LP08]

H = R

2∆Σ + Θ
2Σ + f(r, θ, pt, pφ) . (3.1.13)

An dieser Stelle kann man erneut auf Gleichung (2.1.2) zurückgreifen und damit die
Funktion f festlegen

H = R

2∆Σ + Θ
2Σ + f(r, θ, pt, pφ) = −1

2ζ

⇒ f(r, θ, pt, pφ) = −R + ∆Θ
2∆Σ − 1

2ζ , (3.1.14)

womit man die Hamilton-Funktion schließlich als

H = ∆
2Σp

2
r + 1

2Σp
2
θ −

R + ∆Θ
2∆Σ − 1

2ζ (3.1.15)

schreiben kann [LP08]. Die Abhängigkeit von pt und pφ ist nur indirekt sichtbar, da
diese in den Funktionen R und Θ als −E und Lz auftreten. Die Entwicklungsgleichungen
ergeben sich durch Verwendung der Hamiltongleichungen

ṗµ = − ∂H
∂xµ

, ẋµ = ∂H
∂pµ

(3.1.16)
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und der Hamiltonfunktion in Form (3.1.15) [LP08]

ṫ = ∂H
∂pt

= −∂H
∂E

= 1
2∆Σ

∂

∂E
(R + ∆Θ) ,

ṙ = ∂H
∂pr

= ∆
Σ pr ,

θ̇ = ∂H
∂pθ

= 1
Σpθ ,

φ̇ = ∂H
∂pφ

= ∂H
∂Lz

= − 1
2∆Σ

∂

∂Lz
(R + ∆Θ) ,

ṗt = ∂H
∂t

= 0 ,

ṗr = ∂H
∂r
−
(

∆
2Σ

)
|r

= p2
r −

( 1
2Σ

)
|r
p2
θ +

(
R + ∆Θ

2∆Σ

)
|r

,

ṗθ = ∂H
∂θ

= −
(

∆
2Σ

)
|θ
p2
r −

( 1
2Σ

)
|θ
p2
θ +

(
R + ∆Θ

2∆Σ

)
|θ

,

ṗφ = ∂H
∂φ

= 0 . (3.1.17)

Hier stehen |r und |θ für die partiellen Ableitungen nach r beziehungsweise θ. Die Glei-
chungen (3.1.17) bieten Vorteile gegenüber den klassischen Gleichungen (3.1.11), wie sie
in [Car68; Cha83; Fan+97; MC04] verwendet werden. Levin und Perez-Giz [LP08] weisen
darauf hin, dass die Gleichungen (3.1.11) in der radialen und polaren Komponente eine
Uneindeutigkeit im Vorzeichen aufweisen, sodass eine Fallunterscheidung notwendig wird.
Zusätzlich führt die Ausnutzung von Hamiltons Prinzip, um die Geodätengleichungen zu
erhalten, auf die Integralgleichung [Car68]

robs∫
rem

dr√
R

=
θobs∫
θem

dθ√
Θ

. (3.1.18)

Um diese Gleichung zu lösen, verwenden Fanton u. a. [Fan+97]; Müller und Camenzind
[MC04] die Tatsache, dass R ein Polynom vierten Grades in r ist. Das ist allerdings unter
Verwendung der modifizierten Kerr-Metrik (1.3.1) nicht mehr der Fall, da die Ordnung
von r in R erhöht ist. Die bestehenden Lösungen können hier nicht mehr verwendet
werden.
Die Gleichungen (3.1.17) enthalten keine Wurzeln mehr und sind dadurch ohne Fallunter-
scheidungen direkt lösbar [LP08; Vin+11]. Sie lassen sich auch direkt auf die modifizierte
Kerr-Metrik anwenden.

3.1.2 Strahlungsgrößen
Nachdem im letzten Kapitel die Bestimmung der Geodätengleichungen geschehen ist,
werden hier verschiedene Strahlungsgrößen diskutiert, die bei der Simulation von astro-
physikalischen Prozessen von Bedeutung sind.
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Die erste bedeutende Größe ist hier die Intensität Iν der Strahlung. Sie gibt die Menge
an Energie pro Zeit t, Fläche A, Raumwinkel Ω und Frequenz ν eines abstrahlenden
Objekts an. So lässt sich die Energie von Strahlung, die durch ein Flächenelement dA
mit Hilfe der Intensität als

dE = Iν dA dΩ dν dt (3.1.19)

angeben [RL04]. Die Intensität der Strahlung ist einerseits durch Emission (z.B. von
heißem Gas) und andererseits durch Absorption (z.B. durch Staub) bestimmt. Die beiden
Effekte lassen sich in der Strahlungstransportgleichung

dIν
ds = −ανIν + jν (3.1.20)

zusammenfassen [RL04], wobei αν der Absorptionskoeffizient und jν der Emissionsko-
effizient ist. Häufig besteht die Herausforderung darin, diese beiden Koeffizienten für
bestimmte physikalische Prozesse zu bestimmen. Ich werde im Folgenden zwei Modelle
betrachten, für die ich die Absorption vernachlässige und die Emission auf unterschiedli-
che Weise ableiten werde (siehe Kapitel 3.1.3 und 3.1.4).
Die zweite wichtige Größe ist der Strahlungsfluss (oder auch nur Fluss) F , der in diffe-
rentieller Form über

dFνobs = Iνobs cos θdΩ (3.1.21)

gegeben ist [RL04]. θ beschreibt hier den Winkel zwischen der Beobachtungsrichtung
und der Normalen des Flächenelements, durch das die Strahlung fließt; Ω beschreibt
den Raumwinkel, aus dem die Strahlung beobachtet wird. Aufintegriert ergibt sich
entsprechend [RL04]

Fνobs =
∫
Iνobs cos θdΩ . (3.1.22)

Durch verschiedene Effekte, wie die Gravitationsrotverschiebung oder den relativis-
tischen Dopplereffekt, kommt es zu Frequenzverschiebungen zwischen emittierter und
beobachteter Strahlung. Zur Beschreibung dieser verschiedenen Effekte wird in der Regel
der (Rotverschiebungs-)Faktor

g := νobs
νem

(3.1.23)

verwendet. Die Kombination aus Intensität und Frequenz Iν/ν3 bildet eine relativistische
Invariante [MTW73, S. 588], sodass man einen Zusammenhang zwischen beobachteter
und emittierter Intensität herstellen kann

Iobs
ν3
obs

= Iem
ν3
em

⇒ Iobs = g3Iem . (3.1.24)

3.1.3 Emissionslinienprofile
Das erste betrachtete Modell von Akkretionsscheiben dient der Berechnung von Emissi-
onslinienprofilen und beschreibt eine geometrisch dünne und optisch dicke (undurchlässig
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für Strahlung) Akkretionsscheibe [Fan+97; Vin+11]. Die Strahlung der Scheibe wird als
isotrop und monochromatisch im Emitter-System angenommen, mit der Intensität

Iem = ε(r)δ(Eem − E0) , (3.1.25)

wobei E0 die Ruheenergie der Strahlung im Emitter-System und

ε(r) = ε0
4πr

−p (3.1.26)

die Emissivität der Scheibe beschreibt. Der Emissivitätsindex p wird im Folgenden, falls
nicht anders beschrieben, als p = 3 angenommen [Mul04].
Um von der abgestrahlten Intensität (3.1.25) zu einer beobachtbaren Größe zu kommen,
verwenden Vincent u. a. [Vin+11] Gleichung (3.1.21), allerdings mit einer anderen Inter-
pretation. Hier beschreibt θ den Winkel zwischen der Normalen des Beobachtungsschirms
und der Richtung der einfallenden Strahlung. Ω gibt weiterhin den Raumwinkel an, aus
dem die Strahlung beobachtet wird. Der Beobachtungsschirm ist als Punkt im Raum
angenommen, dessen einzelne Pixel einem bestimmten Teil des Himmels abdecken. Der
Gesamtfluss ergibt sich als Summe [Vin+11]

Fνobs =
∑
pixels

Iνobs,pixel cos(θpixel)δΩpixel . (3.1.27)

3.1.4 Scheibenmodell nach Page und Thorne
Ein häufig verwendetes Modell für Akkretionsscheiben von Schwarzen Löchern geht auf
Page und Thorne [PT74] zurück. Im Folgenden wird das Modell kurz nachvollzogen und
dann mit der Metrik (1.3.1) angepasst. Hierbei ist zu beachten, dass Page und Thorne
[PT74] die Koordinaten t, r, φ, z verwenden, da diese die Symmetrie des Problems am
besten berücksichtigen. Hier werden zunächst ebenfalls diese Koordinaten verwendet. Die
relevanten Größen sind am Ende nicht mehr von der Koordinate z abhängig.
Die meisten Annahmen, die Page und Thorne [PT74] treffen, werden weiterhin gelten.
Allerdings werde ich eine zusätzliche Annahme treffen müssen.
Zunächst wird hier eine der zentralen Gleichungen hergeleitet. Dazu betrachtet man
kreisförmige geodätische Orbits im Äquator um das zentrale Objekt. Entlang dieser
Geodäten gilt für den Viererimpuls pµ (Orthogonalität des Gradienten)

pα (pµ) ||α = 0 . (3.1.28)

Die Radialkomponente davon ist

gµrp
α (pµ) ||α = 0 ,

⇒ pα (pr) ||α = 0 . (3.1.29)

Als nächstes verwendet man die Normierung aus (2.1.2) mit ζ = 1, also

pαpα = −1 , (3.1.30)
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und bildet davon die kovariante Ableitung
(pαpα)||r = 0 . (3.1.31)

Dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit
pα(pα)||r = 0 , (3.1.32)

denn es gilt
(pαpα)||r = p2

||r = 2p · p||r , (3.1.33)
oder komponentenweise

(pαpα)||r = (gµαpµpα)||r = gµα(pµpα)||r
= gµα(pµ||rpα + pµpα||r)
= 2pα(pα)||r . (3.1.34)

Nun lassen sich Gleichungen (3.1.29) und (3.1.32) voneinander abziehen und es ergibt
sich nach Ausnutzung der Symmetrie der kovarianten Ableitung schließlich [PT74]

0 = pα (pr) ||α − pα(pα)||r ,

= pα
(
pr||α − pα||r

)
,

= pα
(
pr|α − pα|r

)
. (3.1.35)

Aus den Annahmen einer kreisförmigen, geodätischen Bewegung folgt, dass die Radial-
und Polarkomponenten des Impulses verschwinden. Der verbleibende Ausdruck ergibt
ausgeschrieben dann

pα(pα|r) = ptpt|r + pφpφ|r = 0 . (3.1.36)
An dieser Stelle kann man schließlich noch die Definition für die Orbitalfrequenz (2.1.7)
ω = dφ/ds

dt/ds = pφ

pt
und die Energie E beziehungsweise den Drehimpuls Lz einsetzen [PT74]

und erhält schließlich
E|r = ωLz |r . (3.1.37)

Erhaltungssätze

Page und Thorne [PT74] stützen ihr Modell auf die Ausnutzung von Erhaltungssätzen für
die Energie, die Ruhemasse und den Drehimpuls. Durch Ausnutzen dieser Erhaltungssätze
ist es möglich freiwerdende Energie und Drehimpuls der Teilchen auf Kreisgeodäten,
die sich hin zu kleineren Radien bewegen, mit der Energie und dem Drehimpuls der
ausgehenden Strahlung in Zusammenhang zu bringen. Page und Thorne [PT74] verwenden
dafür einen Energie-Impuls-Tensor der Form

T = ρ0(1 + Π)u⊗ u + t + u⊗ q + q ⊗ u , (3.1.38)
wobei hier ρ0 die Ruhemassedichte, Π die spezifische innere Energie, t der Stress-Tensor
in einem gemittelten Ruhesystem (t ·u = 0) und q der Energieflussvektor (q ·u = 0) sind.
Im Folgenden werde ich wie Page und Thorne [PT74] annehmen, dass die spezifische
innere Energie vernachlässigbar gegenüber der potentiellen Energie im Gravitationsfeld
ist.
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Erhaltung der Ruhemasse

Die Ruhemassenerhaltung in ihrer differentiellen Form ist

∇(ρ0u
inst) = 0 , (3.1.39)

wobei uinst die Vierergeschwindigkeit des lokalen Ruhesystems von Testteilchen beschreibt
[PT74]. Im Folgenden wird die Integralversion dieses Erhaltungssatzes zusammen mit
dem Satz von Gauß

0 =
∫
V
dtdrdzdφ∇(ρ0u

inst)
√−g

=
∫
∂V
ρ0
√−guinst · d3A (3.1.40)

verwendet. Hierbei beschreibt d3A das Oberflächenelement auf dem Rand ∂V . Durch die
Symmetrie des zugrunde liegenden Systems erhält man [PT74]

0 =

 H∫
−H

t+∆t∫
t

2π∫
0

ρ0u
r
inst
√−gdφdtdz


r+∆r

r

+ [Gesamtruhemasse im 3-Volumen]t+∆t
t

≈ ∆t∆r(2π
√−gΣur)|r + 0 . (3.1.41)

Die zweite Klammer kann man hier vernachlässigen, da angenommen wird, dass die
Gesamtruhemasse in einem Ring der Dicke ∆r zwischen r und r + ∆r vernachlässigbar
im Vergleich zu der Masse ist, die in der Zeit ∆t durch den Ring mit Radius r fließt
[PT74]. Der erste Term ergibt sich zum einen durch Ausnutzen des Fundamentalsatzes
der Algebra und zum anderen durch die Definition der über φ und ∆t massengemittelten
Geschwindigkeit

u(r) := 1
Σ

H∫
−H

〈ρ0u
inst〉dz (3.1.42)

und der zeitgemittelten Oberflächendichte

Σ(r) :=
H∫
−H

〈ρ0〉dz . (3.1.43)

Aus Gleichung (3.1.41) lässt sich ablesen, dass die Größe

Ṁ0 := −2π
√−gΣur (3.1.44)

radiusunabhängig ist. Physikalisch beschreibt (3.1.44) die zeitgemittelte Massen-Akkreti-
onsrate [PT74].
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Drehimpulserhaltung

Die zweite Erhaltungsgröße, die zur Konstruktion des Scheibenmodells gebraucht wird,
ist der Drehimpuls

∇J = 0 mit J := T · ∂φ (3.1.45)

Wie für die Ruhemassenerhaltung wird dieser Erhaltungssatz integriert. Anschließend wird
wieder der Satz von Gauß zusammen mit dem Fundamentalsatz der Algebra ausgenutzt.
Allerdings ist zu beachten, dass im Gegensatz zur Ruhemasse Drehimpuls am oberen
(z = H) und unteren (z = −H) Rand der Scheibe entweichen kann. Aus diesem Grund
hat das Integral eine zusätzliche Komponente

0 =
∫
V
dtdrdzdφ∇J

√−g

=
∫
∂V

√−gJ · d3A

=

 H∫
−H

t+∆t∫
t

2π∫
0

(ρ0(1 + Π)uφur + tφ
r + uφq

r + qφu
r)
√−gdφdtdz


r+∆r

r

+
 r+∆r∫

r

t+∆t∫
t

2π∫
0

(ρ0(1 + Π)uφuz + tφ
z + uφq

z + qφu
z)
√−gdφdtdr

H
−H

+ [Gesamtdrehimpuls im 3-Volumen]t+∆t
t . (3.1.46)

Wie vorher kann man den letzten Term vernachlässigen. Zusätzlich wird die spezifische
Wärme Π vernachlässigt. Aus der Annahme, dass der Wärmetransport innerhalb der
Scheibe klein gegenüber dem Wärmetransport senkrecht zur Scheibe ist, ergibt sich, dass
man die Terme uφqr und qφur in der ersten Klammer vernachlässigen kann. Die Terme
proportional zu uz in der zweiten Klammer fallen weg, da keine Bewegung senkrecht zur
Scheibenebene angenommen wird. Damit reduziert sich (3.1.46) auf [PT74]

0 =

 H∫
−H

t+∆t∫
t

2π∫
0

(ρ0uφu
r + tφ

r)
√−gdφdtdz


r+∆r

r

+
 r+∆r∫

r

t+∆t∫
t

2π∫
0

(tφz + uφq
z)
√−gdφdtdr

H
−H

=

 H∫
−H

2π∆t (〈ρ0〉uφur + 〈tφr〉)
√−gdz


r+∆r

r

+
 r+∆r∫

r

2π∆t (〈tφz〉+ uφ〈qz〉)
√−gdr

H
−H

. (3.1.47)
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Die erste Klammer lässt sich mit der Definition

Wα
β :=

H∫
−H

〈tαβ〉dz (3.1.48)

zu [
2π∆t (ΣLzur +Wφ

r)
√−g

]r+∆r

r
= ∆t∆r

[
−Ṁ0Lz + 2π

√−gWφ
r
]
|r

(3.1.49)

umformen. Dabei wurde noch ausgenutzt, dass uφ = Lz ist und (3.1.44) eingesetzt.
In der zweiten Klammer in (3.1.47) verschwindet der erste Term mit der Annahme, dass
nur Photonen zeitgemittelte Energie und Impuls aus der Scheibe tragen. Der verbleibende
Teil lässt sich mit der Definition von F

F := 〈qz(r, z = H)〉 = 〈−qz(r, z = −H)〉 (3.1.50)

schließlich umformen in r+∆r∫
r

2π∆t (uφ〈qz〉)
√−gdr

H
−H

= 4π∆t∆r
[√−gLzF ] . (3.1.51)

Zusammen ergibt sich damit der Ausdruck [PT74][
−Ṁ0Lz + 2π

√−gWφ
r
]
|r

= −4π
√−gLzF . (3.1.52)

Energieerhaltung

Komplett analog zur Drehimpulserhaltung kann man auch die Energieerhaltung

∇E = 0 mit E := −T · ∂t (3.1.53)

benutzen und erhält schließlich [PT74][
Ṁ0E + 2π

√−gWt
r
]
|r

= 4π
√−gFE . (3.1.54)

Gleichungen (3.1.52) und (3.1.54) lassen sich kombinieren, wenn man die Orthogonali-
tätsrelation uαtαβ = 0, die dazu führt, dass auch uαWα

β = 0 gilt, ausnutzt. Damit ergibt
sich [PT74]

Wt
r = −u

φ

ut
Wφ

r = −ωWφ
r (3.1.55)

und folglich [
Ṁ0Lz − 2π

√−gWφ
r
]
|r

= 4π
√−gLzF , (3.1.56a)[

Ṁ0E − 2π
√−gωWφ

r
]
|r

= 4π
√−gFE . (3.1.56b)
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Page und Thorne [PT74] führen noch zwei Hilfsfunktionen

f := 4π
√−g F

Ṁ0
und w := 2π

√−gWφ
r

Ṁ0
(3.1.57)

ein, womit (3.1.56) kompakter wird

[Lz − w]|r = fLz , (3.1.58a)
[E − ωw]|r = fE . (3.1.58b)

Nun kann man (3.1.58a) mit ω multiplizieren, die beiden Gleichungen voneinander
abziehen und Gleichung (3.1.37) einsetzen [PT74]

wω|r = f(Lzω − E) . (3.1.59)

Dieser Ausdruck lässt sich nach w auflösen und in (3.1.58a) einsetzen. Damit ergibt sich
eine Differentialgleichung für f [PT74][

Lz −
f(Lzω − E)

ω|r

]
|r

= fLz . (3.1.60)

Diese Differentialgleichung wird durch

f = ω|r
(ωLz − E)2

[∫
(ωLz − E)Lz|rdr + const

]
(3.1.61)

gelöst [PT74]. Die zusätzliche Annahme, dass innerhalb des letzten stabilen Orbits
Materie direkt in das Schwarze Loch fällt, führt nach Page und Thorne [PT74] dazu, dass
kein Drehmoment Wφ

r von dieser Region auf die Scheibe ausgeübt wird. Das heißt aber
auch, dass w in dieser Region verschwindet. Diese Annahme lässt sich erfüllen, wenn die
Konstante in (3.1.61) entsprechend gewählt wird

f = ω|r
(ωLz − E)2

r∫
rms

(ωLz − E)Lz|rdr . (3.1.62)

Zusammen mit Gleichung (3.1.57) hat man also die Möglichkeit den Fluss F zu
berechnen, der in Kapitel 3.2 verwendet wird, um Akkretionsscheiben darzustellen.
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik
Zum Vergleich von ART und dem pk-ART Modell für die Kerr-Metrik dienen zwei
verschiedene Szenarien. Zum einen das Emissionslinienprofil der Eisen-Kα-Linie (siehe
Kapitel 3.1.3) und zum anderen Akkretionsscheiben nach dem (modifizierten) Modell
von Page und Thorne [PT74].
Für den Fall der klassischen ART ist der innere Rand der jeweils betrachteten Scheibe
durch den letzten stabilen Orbit, Gleichung (2.1.23), gegeben. Für den Fall der modifi-
zierten Kerr-Metrik für B = (64/27)m3 wurde, solange der Spinparameter a < 0.416m
ist, ebenfalls der letzte stabile Orbit verwendet. Für größere Werte des Spinparame-
ters gibt es keinen letzten stabilen Orbit mehr, siehe Kapitel 2.2 und der innere Rand
der Scheibe wurde knapp über r = (4/3)m festgesetzt. An diesem Radius werden die
Bestimmungsgleichungen für die Winkelgeschwindigkeit von Teilchen auf Kreisgeodä-
ten (2.2.1) imaginär. Das Gleiche gilt auch für die Zeitkomponente der Vierergeschwin-
digkeit u0 = 1√

−g00−2ωg03−ω2g33
von Teilchen auf (nicht notwendigerweise geodätischen)

Kreisbahnen. In Tabelle 3.1 ist der Scheibeninnenrand für verschiedene Werte des Spin-
parameters a tabelliert.
Zusätzlich wird angenommen, dass sich das kompakte Zentralobjekt bis zu diesem Radius
ausdehnt. Strahlung von diesem Objekt hingegen wird vollständig vernachlässigt. Das
ist eine Näherung, die in zukünftigen Arbeiten behoben werden sollte. Die Simulationen

Tabelle 3.1: Werte für den Scheibeninnenrand rin von Akkretionsscheiben in der verän-
derten Kerr-Metrik für den Parameter B = (64/27)m3.

Spinparameter a[m] rin[m]
0.0 5.24392
0.1 4.82365
0.2 4.35976
0.3 3.81529
0.4 2.99911

0.5 und größer 1.334

wurden mit Hilfe des Programms Gyoto2 [Vin+11] durchgeführt. Dazu wurden die
oben beschriebenen Änderungen an der Metrik (1.3.1) im Vergleich zur Kerr-Metrik
implementiert. Zusätzlich wurden die Änderungen am Scheibenmodell von Page und
Thorne [PT74] eingebaut. Bilder von Akkretionsscheiben wurden mit Hilfe von DS93
erzeugt.

2Das Programm ist im Original auf http://gyoto.obspm.fr/ frei verfügbar. Die im Rahmen dieser
Arbeit verwendete Version findet sich unter https://github.com/schoenenbach/Gyoto.

3DS9 ist ein Programm zur Darstellung von *.fits-Dateien und unter http://hea-www.harvard.
edu/RD/ds9/site/Home.html erhältlich.
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

3.2.1 Profile für die Eisen-Kα-Emissionslinie
Wie in Kapitel 3.1.3 beschrieben, dient das Emissionslinienprofil der Eisen-Kα-Linie
als Observable von Regionen starker Gravitation. Für die folgenden Simulationen wur-
de der Parameter in Gleichung (3.1.26) auf p = 3 gesetzt. Dieser Wert wurde durch
Scheibenmodelle von Shakura und Sunyaev [SS73] nahegelegt und wird üblicherweise
in der Literatur verwendet. Falls nicht anders angegeben beträgt der Inklinationswinkel
40◦. Die Ruheenergie der Strahlung im Emitter-System E0 wird im Folgenden auf die
Ruheenergie der Eisen-Kα-Linie (6,4 keV) festgesetzt. Der äußere Rand der Scheibe liegt
bei rout = 100m, der innere Rand der Scheibe ist in der klassischen ART durch den
letzten stabilen Orbit (2.1.23) und in der modifizierten Kerr-Metrik durch die Werte in
Tabelle 3.1 gegeben. Der Fluss ist in beliebigen Einheiten angegeben. Vorrangig geht es
um einen Vergleich der Form der Linien in der klassischen ART und der modifizierten
Kerr-Metrik.
In Abbildung 3.1 wird der Einfluss des Spinparameters a in der klassischen ART

und der modifizierten Kerr-Metrik separat verglichen. In beiden Szenarien lässt sich
die charakteristische Verbreiterung der Emissionslinie erkennen. Dazu zählt neben dem
scharfen Peak bei hohen Frequenzen auch der lange, ausgedehnte und rotverschobene
Flügel des Spektrums. Der Gesamtfluss steigt mit wachsendem Spinparameter a. Gleiches
gilt für den rotverschobenen Flügel. Dieser ist allerdings in der modifizierten Metrik
stärker ausgeprägt, als in der klassischen Kerr-Metrik. Insgesamt ist das Verhalten in
beiden gezeigten Metriken aber recht ähnlich.
Ein näherer Vergleich zwischen den beiden verwendeten Metriken findet sich in Abbil-
dung 3.2. Für kleine Werte des Spinparameters a, also im Schwarzschildlimit, sind die
Unterschiede zwischen den beiden betrachteten Metriken sehr gering. Für zunehmen-
de Rotation des Zentralobjekts, also wachsende Werte von a, nimmt der Unterschied
zwischen den beiden Szenarien zu. Der rotverschobene Flügel des Spektrums ist für das
pk-ART Modell stärker ausgeprägt. Der blauverschobene Gipfel bleibt jedoch weitestge-
hend gleich.
Vergleicht man beide Modelle für unterschiedliche Werte von a, so wie in Abbildung 3.3
geschehen, lässt sich für bestimmte Parameterwerte fast kein Unterschied zwischen den
beiden Metriken feststellen. Eine Unterscheidung zwischen den verwendeten Model-
len kann nur gelingen, wenn mehrere unabhängige Messungen für die verschiedenen
Parameter, wie zum Beispiel a, zur Verfügung stehen.
Um das Verhalten der Linienspektren in den Abbildungen 3.1, 3.2 und 3.3 besser

verstehen zu können, wird der Frequenzverschiebungsparameter4 g genauer betrachtet.
Er lässt sich als

g = 1
u0
em(1− ωλ) (3.2.1)

schreiben [Fan+97], wobei u0
em = 1√

−g00−2ωg03−ω2g33
die Zeitkomponente der Emitter-

Vierergeschwindigkeit, ω die Winkelgeschwindigkeit des Emitters und λ das Verhältnis

4In der Literatur wird g meistens als Rotverschiebungsparameter (“redshift”) bezeichnet, obwohl g
auch Blauverschiebungseffekte beinhaltet. Hier werden die Begriffe synonym verwendet.
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Abbildung 3.1: Verschiedene Linienspektren für unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren Rand der
Scheibe, θ = 40◦ für den Inklinationswinkel und p = 3 für den Emissivitätsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Für die modi-
fizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Ursprünglich
veröffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.2: Vergleich zwischen klassischer und modifizierter Kerr-Metrik. Die Parame-
ter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren Rand der Scheibe, θ = 40◦ für den
Inklinationswinkel und p = 3 für den Emissivitätsindex. Der innere Radius der Scheibe
ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Für die modifizierte Kerr-Metrik sind die
Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.3: Vergleich der beiden Metriken für unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren Rand der
Scheibe, θ = 40◦ für den Inklinationswinkel und p = 3 für den Emissivitätsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Für die modi-
fizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Ursprünglich
veröffentlicht in [Sch+14].
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aus Photonendrehimpuls und -energie ist. Cisneros u. a. [Cis+12] haben einen Aus-
druck für die Rotverschiebung von Photonen abgeleitet, die direkt in Richtung (oder
direkt entgegen) der Bewegung des Emitters abgestrahlt werden. Für das Verhältnis von
Photonendrehimpuls und -energie ergibt sich

λCis = −g03

g00
−
√√√√g2

03 − g00g33

g2
00

. (3.2.2)

Mit diesem Ausdruck kann man die Rotverschiebung, gesehen von einem Inklinations-
winkel θobs, annähern

g ≈ 1
u0
em(1− ωλCis sin θobs)

. (3.2.3)

Damit ergibt sich eine Abschätzung für die maximale Blauverschiebung von Photonen, die
von den Teilchen in einer Akkretionsscheibe emittiert werden, die sich auf den Beobachter
zubewegen. Abbildung 3.4 zeigt den Verlauf von Gleichung (3.2.3) für unterschiedliche
Werte des Spinparameters a.

Um die Frequenzverschiebung komplett zu erfassen, muss man im Allgemeinen den
Emissionswinkel der Photonen, beziehungsweise gleichbedeutend das Verhältnis aus
Photonendrehimpuls und -energie an jedem Punkt der Scheibe kennen. Mittels Raytracing
ist es möglich genau diese Information zu erhalten, da hier numerisch die gesamte von
einem Photon zurückgelegte Nullgeodäte bestimmt wird. Abbildung 3.5 zeigt die mit
Gyoto berechnete Rotverschiebung.
Verschiedene Phänomene lassen sich in den Abbildungen 3.4 und 3.5 erkennen. Zu-

nächst sieht man in Abbildung 3.4, dass die maximale Blauverschiebung in den beiden
betrachteten Metriken für die verwendeten Parameter fast identisch ist. Dieses Verhalten
kann erklären, dass in Abbildungen 3.2 und 3.3 der Peak bei hohen Frequenzen für beide
Metriken identisch ist. In Abbildung 3.5 ist der blauverschobene Teil der Scheibe ebenfalls
sehr ähnlich zwischen den verschiedenen Metriken. Zusätzlich sieht man die Ähnlichkeit
der beiden verwendeten Metriken in Abbildungen 3.5b und 3.5c für unterschiedliche
Werte des Spinparameters a, wie man sie auch in Abbildung 3.2 sehen kann. Da sich die
Scheiben in der modifizierten Kerr-Metrik zu kleineren Radien erstrecken, ist erkennbar,
dass es hier einen Bereich gibt, in dem Photonen rotverschoben werden, obwohl sich die
Emitter auf den Beobachter zubewegen, siehe Abbildung 3.5d. Dies kann eine Erklärung
für den erhöhten Fluss im rotverschobenen Flügel in der modifizierten Kerr-Metrik im
Vergleich zur klassischen Kerr-Metrik sein.

3.2.2 Modifiziertes Scheibenmodell nach Page und Thorne
In dem modifizierten Modell lässt sich Gleichung (3.1.62), die den Energiefluss aus einer
Scheibe nach dem Modell von Page und Thorne [PT74] beschreibt, nicht immer anwenden.
In [Sch+13] wurde gezeigt, dass es für bestimmte Werte des Spinparameters a keinen
letzten stabilen Orbit mehr gibt. Gleichzeitig hat die Winkelgeschwindigkeit von Teilchen
auf Kreisgeodäten ein Maximum (bei rωmax ≈ 1.72m, unabhängig von a), siehe Gleichung
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Abbildung 3.4: Frequenzverschiebung als Funktion des Radius. Gezeigt ist die in Glei-
chung (3.2.3) angegebene Näherung für sich auf den Beobachter zubewegende Emitter.
Der Inklinationswinkel beträgt θ = 40◦. Werte größer als 1 entsprechen einer Blau-
verschiebung. Die Kurven beschreiben die Frequenzverschiebung von Photonen, die
parallel zur Bewegungsrichtung der Emitter abgestrahlt werden. Hier tritt die höchste
Blauverschiebung auf. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14].
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(a) klassische ART, a = 0.3m (b) klassische ART, a = 0.6m

(c) pk-ART, a = 0.3m (d) pk-ART a = 0.6m

Abbildung 3.5: Rotverschiebung einer dünnen Akkretionsscheibe. Die Inklination beträgt
40 ◦. Der äußere Rand der Scheibe ist bei rout = 50m. Der innere Radius der Scheibe
ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Für die modifizierte Kerr-Metrik sind
die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Die Ähnlichkeit zwischen der klassischen
und der modifizierten Kerr-Metrik in den Abbildungen 3.5b und 3.5c kann man auch
in Abbildung 3.3 sehen. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14].
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

(2.2.5). Das heißt allerdings auch, dass ω|r in Gleichung (3.1.62) einem Vorzeichenwechsel
unterliegt. Entsprechendes gilt für den Fluss der Strahlung, was physikalisch nicht sinnvoll
ist.
Eine Möglichkeit dieses Problem zu beheben, ist es eine zusätzliche Annahme über den
Energie- und Drehimpulstransport innerhalb der Scheibe zu treffen. Geht man davon aus,
dass Energie und Drehimpuls von schneller rotierenden zu langsamer rotierenden Teilen
der Scheibe transportiert werden, muss man die Integrationsgrenzen in Gleichung (3.1.62)
anpassen

f = ω|r
(ωLz − E)2

r∫
rωmax

(ωLz − E)Lz|rdr . (3.2.4)

Energie und Drehimpuls werden hier ausgehend von dem Ort, an dem sich die Teilchen
am schnellsten bewegen – rωmax –, zum jeweiligen Ort transportiert, an dem man den
Fluss berechnen will. Im Raumbereich, in dem ω|r im Vergleich zur klassischen ART
sein Vorzeichen wechselt, wechselt das Integral ebenfalls das Vorzeichen, da r < rωmax

ist. Insgesamt bleibt das Vorzeichen des Flusses weiterhin positiv. Durch diese Wahl
der Integrationsgrenzen wird die Integrationskonstante in (3.1.61) so festgelegt, dass bei
r = rωmax keinerlei Drehmoment in der Scheibe wirkt und an diesem Ort auch der Fluss
verschwindet, so wie es klassisch am letzten stabilen Orbit geschieht [PT74].
Gleichung (3.1.62) ist unter Verwendung der klassischen Kerr-Metrik noch analytisch
lösbar [PT74]. Allerdings ist dies für Gleichung (3.2.4) bisher nicht gelungen, wenn man
die modifizierte Metrik (1.3.1) verwendet. Numerisch lässt sich der Fluss aber weiterhin
berechnen.
In Abbildung 3.6 ist die Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4) für
verschiedene Parameter dargestellt.

Teilchen auf Geodäten – Energie und Drehimpuls

An dieser Stelle lohnt sich ein Blick auf die Energie und den Drehimpuls von Teilchen
auf äquatorialen Kreisgeodäten. In Gleichung (2.1.19) sind Energie und Drehimpuls für
Teilchen auf äquatorialen Kreisgeodäten in Abhängigkeit der Metrikfunktion für eine
Metrik mit den Symmetrien der Kerr-Metrik gegeben. In Abbildung 3.7 ist die radiale
Abhängigkeit dieser Energie gezeigt.
Zwei Phänomene lassen sich hier beobachten. Zum Ersten erreichen Teilchen in der
modifizierten Metrik deutlich niedrigere Energien, als in der klassischen Kerr-Metrik.
Zum Zweiten hören die Plots am letzten stabilen Orbit, sofern denn einer existiert, auf.
An dieser Stelle haben Energie und Drehimpuls jeweils ein Extremum [PT74; LPT75]. In
Abbildung 3.8 ist der Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeodäten in der Äquatorebene
dargestellt. Für den Fall, dass es auch in der modifizierten Metrik einen letzten stabilen
Orbit gibt, ist das Verhalten analog zur Energie in Abbildung 3.7. Für den Fall, dass
kein letzter stabiler Orbit vorliegt, hat der Drehimpuls in der modifizierten Kerr-Metrik
allerdings einen Nulldurchgang. An dieser Stelle haben die Teilchen auch gerade die
Winkelgeschwindigkeit des „Zero Angular Momentum Observers”, der dadurch definiert
ist, keinen Drehimpuls zu tragen. Das ist insofern verwunderlich, da hier Teilchen eine
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Abbildung 3.6: Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4). Ursprünglich
veröffentlicht in [Sch+14].
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Abbildung 3.7: Energie von Teilchen auf Kreisgeodäten in der Äquatorebene. Die durch-
gezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die gepunktete blaue
Kurve die modifizierte Kerr-Metrik für B = (64/27)m3. Ursprünglich veröffentlicht
in [Sch+14].
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Abbildung 3.8: Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeodäten in der Äquatorebene. Die
durchgezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die gepunktete
blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik für B = (64/27)m3.
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3.2 Raytracing in der modifizierten Kerr-Metrik

prograde Bewegung um das Zentralobjekt durchführen, aber einen negativen Drehimpuls
tragen. Das kann ein Hinweis darauf sein, dass das untere Limit für die Größe des
Zentralobjekts, r = (4/3)m, zu klein ist, und sich das Objekt auf größere Radien
erstreckt.
Bewegen sich Teilchen durch Stöße auf Kreisbahnen mit kleinerem Radius, werden

entsprechend potentielle Energie und Drehimpuls frei. Diese werden nach dem Modell von
Page und Thorne [PT74] durch Scherkräfte innerhalb der Scheibe weiter transportiert
und über Strahlung schließlich aus der Scheibe abgegeben.

Scheibenbilder

Abbildung 3.9 zeigt Simulationen von geometrisch dünnen, optisch dicken und unendlich
ausgedehnten Akkretionsscheiben nach dem Modell von Page und Thorne [PT74]. Den
Abbildungen 3.9a, 3.9c, 3.9e und 3.9g liegt die Kerr-Metrik zugrunde, wohingegen für
die Abbildungen 3.9b, 3.9d, 3.9f und 3.9h die modifizierte Metrik (1.3.1) mit dem Wert
B = (64/27)m3 verwendet wurde. Dargestellt ist jeweils die bolometrische Intensität
I[erg cm−2s−1ster−1]. Sie ergibt sich aus dem Fluss F über I = 1

π
F [Vin+11]. Der Fluss

wiederum ergibt sich aus den Gleichungen (3.1.57) und (3.1.62) zusammen mit der Wahl
Ṁ0 = 1 [Vin+11].
Um Unterschiede zwischen den beiden Metriken besser vergleichen zu können, wurde die
Skala in beiden Abbildungen für jeden Wert des Spinparameters a verschieden gewählt.
Die Abbildungen 3.9a - 3.9d verwenden eine lineare Skalierung, die restlichen jeweils
eine logarithmische. Auch sind die Skalenbereiche jeweils unterschiedlich für verschiedene
Werte des Spinparameters a, sodass ein direkter Vergleich nur zwischen Simulationen für
einen jeweils gleichen Wert des Spinparameters a gemacht werden können.
Das Verhalten ist in dem ART und pk-ART Modell weitestgehend gleich. Der auffälligste
Unterschied ist die erhöhte Helligkeit der Scheiben in der modifizierten Kerr-Metrik.
Dieses Phänomen lässt sich dadurch erklären, dass Teilchen in der modifizierten Metrik
deutlich niedrigere Energien im Gravitationspotential erreichen, als in der klassischen
Kerr-Metrik, siehe Kapitel 3.2.2.
Zunächst verwunderlich mag es allerdings erscheinen, dass die Scheiben nicht nur im
Innenbereich – für Radien kleiner als 5m –, sondern auch weiter außen in der modifizierten
Metrik deutlich heller sind, als in der klassischen Kerr-Metrik. Das gleiche Phänomen
lässt sich in Abbildung 3.6 erkennen; der Fluss ist hier auch für Radien größer als 10m
signifikant erhöht im Gegensatz zur klassischen ART, obwohl die Unterschiede in der
Metrik hier bereits sehr gering werden. Erklärbar ist dieses Verhalten dadurch, dass der
Fluss in Gleichung (3.2.4) – an einem beliebigen Ort r betrachtet – über das Integral von
allen Radien zwischen rωmax und r abhängt. Das heißt, dass der Fluss auch bei größeren
Radien vom Verhalten der Energie und des Drehimpulses bei relativ geringen Abständen
abhängt. Dadurch hängt der Fluss aber auch stark von der Wahl der inneren Grenze
der Scheibe ab, da sich Energie und Drehimpuls der Teilchen auf Kreisbahnen in den
Gleichungen (2.1.19) für kleine Radien stark ändern, siehe Abbildungen 3.7 und 3.8.
Um den Einfluss der Wahl des inneren Scheibenrandes abschätzen zu können, wurde in
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Abbildung 3.6b ein Vergleich der Flussfunktion f zwischen den beiden Metriken erstellt.
Der innere Rand der Scheibe ist hier auf den letzten stabilen Orbit in der klassischen
Kerr-Metrik gesetzt. Der Unterschied zwischen den beiden Kurven ist nicht mehr so
deutlich ausgeprägt wie in Abbildung 3.6a, wo die Kurve in der modifizierten Kerr-Metrik
bei r = 1.334m anfängt. Allerdings ist der Unterschied zwischen beiden Modellen noch
signifikant, auch für Radien größer als 10m. Dies lässt sich dadurch erklären, dass der
Unterschied in den Energien der Teilchen auch schon am klassischen ISCO signifikant
ist. Betrachtet man Abbildung 3.7c, so ist der Unterschied in der Energie zwischen der
klassischen ART und dem pk-ART Modell beim klassischen ISCO, dort, wo die Kurve in
der ART beginnt, bereits relativ groß. Man muss hier beachten, dass die Differenzenergie
zur Ruheenergie frei wird. Dadurch, dass der Fluss an einem beliebigen Radius auch von
dem Verhalten der Energie bei kleineren Radien abhängt, ist auch hier ein Unterschied
bei Radien größer als 10m erkennbar, obwohl die Metriken in diesem Bereich nahezu
identisch sind.
Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal bilden die Bilder höherer Ordnung im Inneren
der Scheiben. Gyoto ist dazu in der Lage Nullgeodäten zu verfolgen, die einmal oder
sogar mehrmals um das zentrale Objekt herum kreisen, bevor sie den Beobachter errei-
chen [Vin+11]. Diese so genannten Bilder höherer Ordnungen lassen sich im Inneren der
Scheiben als Ringe erkennen. Abbildungen 3.9a-3.9e und 3.9g zeigen diese Bilder höherer
Ordnung im Inneren. Die inneren Ringe in den Abbildungen 3.9f und 3.9h hingegen sind
keine Bilder höherer Ordnung. Hier erstreckt sich die Scheibe komplett bis zum Rand
des zentralen Objekts, sodass es keine Möglichkeit für Photonen gibt das zentrale Objekt
zu umrunden (die Scheiben sind als unendlich ausgedehnt angenommen.) Der dunkle
Ring in diesen Abbildungen kommt dadurch zu Stande, dass die Winkelgeschwindigkeit
der Teilchen auf Kreisgeodäten ein Maximum bei rωmax aufweist und die Integration
des Flusses nach Page und Thorne [PT74] angepasst wurde, siehe Gleichung 3.2.4, die
anschließende Diskussion und Abbildung 3.6a. Dieses Verhalten spielt hier eine Rolle, da
für die verwendeten Parameter in der modifizierten Metrik für a > 0.416m kein letzter
stabiler Orbit mehr auftritt und sich die Scheiben so bis zum Rand des zentralen Objekts
erstrecken können.
Physikalisch lässt sich dieses Verhalten dadurch verstehen, dass Drehimpuls und Energie
durch Scherkräfte innerhalb der Scheibe transportiert werden. Betrachtet man die Er-
haltungsgleichungen (3.1.58) und setzt die Lösung für die Flussfunktion f (3.1.62) ein,
erhält man auch einen Ausdruck für w. Insgesamt kann man die Lösungen als

f = −ω|r
(E − ωLz)2I ,

w = E − ωLz
−ω|r

f = 1
E − ωLz

I (3.2.5)

schreiben, wobei I gegeben ist durch

I :=
r∫

rωmax

(E − ωLz)Lz|rdr . (3.2.6)
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Nimmt man die Lösungen aus Gleichung (3.2.5) und setzt sie in die Drehimpulserhal-
tungsgleichung (3.1.58a) ein, ergibt sich

Lz|r −

 ω|rLz
(E − ωLz)2I + 1

E − ωLz
I|r︸ ︷︷ ︸

=Lz|r

 = fLz . (3.2.7)

Diese Gleichung ist allein schon aus Konsistenzgründen erfüllt. Allerdings lässt sich mit
ihrer Hilfe eine Anschauung für den Drehimpulstransport durch Scherkräfte gewinnen.
Page und Thorne [PT74] beschreiben den ersten Teil als die Menge an Drehimpuls, die
durch die Ruhemasse in der Scheibe getragen wird (die Gleichung hier ist auf Ṁ0 normiert
im Vergleich zu Gleichung (27) bei Page und Thorne [PT74]). Den zweiten Term – in
Klammern – beschreiben sie als den Teil, der mechanisch über Drehmomente durch die
Scherkräfte in der Scheibe transportiert wird. Der letzte Teil, auf der rechten Seite der
Gleichung, wird als Drehimpuls angegeben, den die Strahlung aus der Scheibe trägt.
Man kann auch eine Anschauung für die beiden Einzelterme in Klammern auf der linken
Seite gewinnen. Der rechte Term entspricht gerade Lz|r. Durch das negative Vorzeichen
kann man diesen Term so deuten, dass durch Scherkräfte der gesamte an dem Ort r
durch Lz|r frei werdende Drehimpuls weg transportiert wird. Gleichzeitig sorgt aber der
andere Term in der Klammer dafür, dass – auch wieder durch Scherkräfte – Drehimpuls
hin transportiert wird. Dieser Drehimpuls wird durch die Strahlung abtransportiert.
Für den Energietransport kann man mit Gleichung (3.1.58b) eine analoge Betrachtung
durchführen. Mit der gerade getroffenen Interpretation für Gleichung (3.2.7) ist es möglich
die Schlüsse zu ziehen, dass

1. der Fluss für Radien nahe am ISCO relativ klein sein muss. Hier wird zwar viel
Energie (Drehimpuls) frei, diese wird aber auf alle größeren Radien umverteilt,

2. der Fluss vom ISCO ausgehend ansteigt und

3. der Fluss ein Maximum besitzt, weil die Menge an freiwerdender Energie (Dreh-
impuls) zu größeren Radien hin abnimmt und die Energie (der Drehimpuls) aus
den Regionen weiter innen schon (teilweise) abgestrahlt und weiter außen weniger
Energie (Drehimpuls) frei wird.

Das ist aber auch gerade das Verhalten, dass man in Abbildung 3.6 für die Flussfunktion
f und auch in Abbildung 3.9 für die Verteilung des Flusses in einer Akkretionsscheibe
sehen kann.

50



Kapitel 3. Raytracing

(a) klassische ART a = 0.0m (b) pk-ART a = 0.0m

(c) klassische ART a = 0.3m (d) pk-ART a = 0.3m
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(e) klassische ART a = 0.6m (f) pk-ART a = 0.6m

(g) klassische ART a = 0.9m (h) pk-ART a = 0.9m

Abbildung 3.9: Unendlich ausgedehnte, gegen den Uhrzeigersinn drehende und geome-
trisch dünne Akkretionsscheibe um ein stationäres, rotierendes, kompaktes Objekt.
Die Scheibe wird aus einem Inklinationswinkel von 70◦betrachtet. Die linke Spalte
(3.9a, 3.9c, 3.9e und 3.9g) zeigt das originale Scheibenmodell nach Page und Thorne
[PT74]. Die rechte Spalte (3.9b, 3.9d, 3.9f und 3.9h) zeigt das, wie in Kapitel 3.1.4
beschrieben, angepasste Modell, um das pseudokomplexe Äquivalent der Kerr-Metrik –
Gleichung (1.3.1) – darstellen zu können. Die Skala variiert zwischen den einzelnen
Bildern. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14].
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4
Gravitationswellen

Erste Spekulationen über die Existenz von Gravitationswellen gehen auf Maxwell und
Poincaré zurück, siehe [Ken97]. Die ersten wirklichen Rechnungen wurden von [Ein16b;
Ein18] durchgeführt. Diese (und viele weitere) Rechnungen beschränken sich auf die so
genannte linearisierte Form der Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitätstheorie.
Grundlage für diese Linearisierung bildet die Annahme, dass die Metrik durch

gµν = ηµν + hµν (4.0.1)

beschrieben wird, wobei |hµν | � 1 eine kleine Störung einer ansonst flachen Hintergrund-
metrik ηµν ist. Es ist möglich analytische Lösungen für die linearisierten Feldgleichungen
zu finden. Im folgenden Kapitel wird eine Übersicht über Gravitationswellen in der
linearisierten Allgemeinen Relativitätstheorie gegeben.
Diese Einführung ist ausführlicher, als in den vorherigen Kapiteln, da die zugrunde
liegenden Gleichungen andere sind, als die klassischen Einsteingleichungen.

4.1 Gravitationswellen in der linearisierten Allgemeinen
Relativitätstheorie

Es gibt verschiedene Möglichkeiten Gravitationswellen zu beschreiben. Für die folgenden
Betrachtungen bildet die Näherungsannahme (4.0.1) die Grundlage. Als primäre Referenz
dient das Buch von [Mag07]. Man berechnet den Riemann-Tensor

Rµ
σνη := −∂η

{
µ

νσ

}
+ ∂ν

{
µ

ση

}
−
{
µ

τη

}{
τ

νσ

}
+
{
µ

τν

}{
τ

ησ

}
(4.1.2)

in linearer Ordnung in hµν . Dazu betrachtet man die Christoffelsymbole{
σ

µν

}
= 1

2g
σγ (∂νgµγ + ∂µgγν − ∂γgµν) , (4.1.3)
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die in linearer Ordnung in hµν die Form{
σ

µν

}
= 1

2 (∂νhµσ + ∂µh
σ
ν − ∂σhµν) (4.1.4)

annehmen. In Gleichung (4.1.2) fallen die quadratischen Terme der Christoffelsymbole
weg, wenn nur die lineare Ordnung in hµν betrachtet wird. Dadurch bleibt

Rµ
σνη = −1

2 (∂σ∂ηhνµ + ∂ν∂ηh
µ
σ − ∂µ∂ηhνσ)

+ 1
2 (∂η∂νhσµ + ∂σ∂νh

µ
η − ∂µ∂νhση) , (4.1.5)

was angepasst auf die Indizes von Maggiore [Mag07]

Rµνρσ = 1
2(∂ν∂ρhµσ + ∂µ∂σhνρ − ∂µ∂ρhνσ − ∂ν∂σhµρ) (4.1.6)

ergibt. Für die weiteren Rechnungen ist es von Vorteil eine Transformation der Art
[ABS75]; [Mag07]

h̄µν := hµν −
1
2ηµνh mit h = ηµνhµν

⇒ hµν = h̄µν −
1
2ηµν h̄ (4.1.7)

durchzuführen. Dadurch ergibt sich für den Ricci–Tensor

Rµν = Rα
µαν = 1

2

[
−�h̄µν + 1

2ηµν�h̄+ ∂α∂ν h̄αµ + ∂µ∂αh̄
α
ν

]
(4.1.8)

und entsprechend für den Ricci–Skalar

R = Rµ
µ = 1

2�h̄+ ∂α∂µh̄αµ , (4.1.9)

wobei � = ∂µ∂
µ für den D’Alembert-Operator im flachen Raum steht. Das wird in die

Einsteingleichung (1.1.4) eingesetzt und ergibt damit die linearisierte Feldgleichung

�h̄µν + ηµν∂
ρ∂σh̄ρσ − ∂ρ∂ν h̄µρ − ∂ρ∂µh̄νρ = −16πG

c4 Tµν . (4.1.10)

Gleichung (4.1.10) ähnelt durch den D’Alembert-Operator schon einer Wellengleichung,
allerdings noch mit störenden Zusatztermen. Diese Zusatzterme lassen sich durch ei-
ne Eichung1 entfernen. Konkret betrachtet man eine Koordinatentransformation mit
x′µ = xµ + ξµ(x), wobei O(|∂µξν |) = O(|hµν |) ist. Durch die Wahl dieser Koordinaten
transformiert sich hµν , beziehungsweise h̄µν wie folgt

hµν(x)→ h′µν(x′) = hµν(x)− (∂µξν + ∂νξµ) ,

h̄µν(x)→ h̄′µν(x′) = h̄µν(x)− (∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂ρξρ) . (4.1.11)

1In der ART entspricht dies der Wahl eines speziellen Koordinatensystems, siehe Seite 41 in [Mag07].
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Diese Transformationsvorschriften in Gleichung (4.1.11) lassen sich ableiten, indem man
von der Tensortransformationsvorschrift für den metrischen Tensor

g′µν(x′) = ∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ(x) (4.1.12)

ausgeht und hier gµν = ηµν + hµν einsetzt. Die Ableitungsterme bestimmt man mit Hilfe
der Umkehrung der Koordinatentransformation xµ = x′µ − ξµ(x′) + O(ξ∂ξ). Um die
Transformationsvorschrift für h̄µν zu erhalten, muss man die Spur h als Funktion von
hµν ausschreiben und die eben erhaltene Transformationsvorschrift anwenden [Mag07].
Das Ziel ist es Gleichung (4.1.10) in eine Wellengleichung zu überführen. Dazu nutzt
man, dass die Bedingung

∂ν h̄µν = 0 (4.1.13)

die Gleichung in eine Wellengleichung überführt. Die Eichbedingung (4.1.13) heißt in
Analogie zur Elektrodynamik Lorenz-Eichung (sie wird allerdings auch als harmoni-
sche, Hilbert oder De Donder Eichung bezeichnet) [Mag07]. Der Zusammenhang dieser
Eichung zur oben beschriebenen Koordinatentransformation wird klar, wenn man die
Transformation von ∂ν h̄µν betrachtet:

(∂ν h̄µν)′ = ∂ν h̄µν − (∂ν∂µξν + ∂ν∂νξµ − ∂µ∂ρξρ) = ∂ν h̄µν −�ξµ . (4.1.14)

Werden die ξµ gerade so gewählt, dass �ξµ = ∂ν h̄µν gilt (und damit Gleichung (4.1.13)
impliziert), verschwinden in Gleichung (4.1.10) die störenden Divergenzterme und man
erhält [Mag07]

�h̄µν = −16πG
c4 Tµν . (4.1.15)

Zur Vollständigkeit sei noch erwähnt, dass Gleichungen (4.1.13) und (4.1.15) zusammen
die Energie-Impuls-Erhaltung

∂νTµν = 0 (4.1.16)

in linearisierter Form ergeben [Mag07].
Die ursprünglich zehn Freiheitsgrade von h̄µν (symmetrischer 4x4 Tensor) werden durch
die harmonische Eichbedingung (4.1.13) (hierbei handelt es sich ja um vier Gleichungen)
auf sechs reduziert. Eine weitere Eichung kann verwendet werden, um die Zahl der
Freiheitsgrade weiter auf zwei zu reduzieren. Diese Eichung wird transversale spurfreie
Eichung („transverse-traceless gauge“ oder auch „TT gauge“) genannt. Sie lässt sich
allerdings nur im materiefreien Raum anwenden. Dazu wird eine weitere Koordinaten-
transformation durchgeführt, die die Bedingungen der ersten, (4.1.13) und (4.1.14), erhält.
Eine Koordinatentransformation mit

�ξµ = 0 (4.1.17)

erfüllt diese Voraussetzung, siehe dazu Gleichung (4.1.14). Aus Gleichung (4.1.17) folgt

�ξµν := �(∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂ρξρ) = 0 . (4.1.18)
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Im materiefreien Raum reduziert sich die Wellengleichung (4.1.15) auf

�h̄µν = 0 . (4.1.19)

Also erfüllen ξµν und h̄µν dieselben Gleichungen. Da ξµν (beziehungsweise ξµ) frei wählbar
sind, lassen sich damit Bedingung an h̄µν stellen. Hier wählt man ξ0 so, dass die Spur
h̄ verschwindet (damit ist h̄µν = hµν). Die ξi werden so gewählt, dass h0i = 0 ist. Aus
der ersten Eichbedingung (4.1.13) folgt noch, dass h00 zeitlich konstant sein muss. Ein
zeitlich konstanter Wert von h00 entspricht aber einem statischen Hintergrund und keiner
Gravitationswelle, deshalb lässt sich h00 = 0 annehmen. Zusammen definieren

h0µ = 0 , hii = 0 , ∂jhij = 0 (4.1.20)

die transversale spurfreie Eichung [Mag07].
[Mag07] merkt noch an, dass man im nicht materiefreien Raum zwar auch die Eichbedin-
gung �ξµ = 0 und �ξµν = 0 aufstellen kann, damit aber keine weiteren Bedingungen für
h̄µν erhält, denn h̄µν erfüllt hier eine Gleichung der Form �h̄µν 6= 0, im Gegensatz zu ξµν .
In dieser Eichung ist die Wellengleichung schließlich

�hTTµν = 0 . (4.1.21)

Sie ist formal identisch mit (4.1.19), allerdings hat hTTµν nur noch zwei Freiheitsgrade im
Gegensatz zu den sechs unabhängigen Komponenten von h̄µν .

Die Lösungen von (4.1.19) und (4.1.21) sind ebene Wellen in der Ebene transversal zu ihrer
Ausbreitungsrichtung n̂. Es gibt eine Möglichkeit, eine ebene Welle in der Lorenz-Eichung
in die TT-Eichung zu überführen. Dafür definiert man zunächst den Projektor

Pij(n̂) := δij − ninj (4.1.22)

und mit diesem den so genannten Lambda-Tensor

Λij,kl(n̂) := PikPjl −
1
2PijPkl (4.1.23)

mit den folgenden Eigenschaften [Mag07]

Λij,klΛkl,mn = Λij,mn , (4.1.24a)
niΛij,kl = njΛij,kl = nkΛij,kl = nlΛij,kl = 0 , (4.1.24b)
Λii,kl = Λij,kk = 0 , (4.1.24c)
Λij,kl = Λkl,ij . (4.1.24d)

Gleichung (4.1.24a) klassifiziert Λij,kl als Projektor. Die zweite Eigenschaft, Gleichung
(4.1.24b), lässt sich so interpretieren, dass Λij,kl den Teil eines Tensors herausprojiziert,
der transversal zu n̂ ist. Gleichung (4.1.24c) beschreibt die Spurfreiheit des Lambda-
Tensors. Aus diesen Eigenschaften folgt also, dass man aus einer ebenen Welle in der
Lorenz-Eichung hkl über

hTTij = Λij,klhkl (4.1.25)
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die Welle in der TT-Eichung erhält2.
Explizit als Funktion der Komponenten von n̂ ist der Lambda-Tensor [Mag07]

Λij,kl(n̂) = δikδjl −
1
2δijδkl − njnlδik − ninkδjl

+ 1
2nknlδij + 1

2ninjδkl + 1
2ninjnknl . (4.1.26)

Erzeugung von Gravitationswellen in der linearisierten ART

Als erstes einfaches Beispiel dient ein gravitativ gebundenes Zweikörpersystem. Die
Gesamtmasse des Systems sei M = m1 + m2, die reduzierte Masse µ = m1m2

M
. Als

Gleichgewichtsbedingung lässt sich der Virialsatz verwenden und damit
1
2µv

2 = 1
2
GµM

R
(4.1.27)

beziehungsweise
v2 = rs

2R (4.1.28)

annehmen [LL90]; [Mag07]. R beschreibt hier den relativen Abstand der beiden Massen. Es
wurde ebenfalls angenommen, dass sich das Zweiteilchensystem als ein Teilchen der Masse
µ, dass sich unter Einfluss der Gravitation einer Masse M befindet äquivalent darstellen
lässt. Für eine Linearisierung der Theorie muss man von schwachen Gravitationsfeldern
ausgehen. In diesem Fall bedeutet das, dass rs

r
� 1 beziehungsweise v � c sein muss.

Für ein System, dessen Dynamik nicht primär durch die Gravitation festgelegt ist, sind
die beiden Bedingungen allerdings unabhängig [Mag07]. Zunächst werden schwache
Gravitationsfelder und beliebige Geschwindigkeiten betrachtet. Der zweite Schritt besteht
in einer Entwicklung in Ordnungen von v/c. In dieser Entwicklung lassen sich die
Gravitationswellen durch eine Multipol-Entwicklung beschreiben.
Zunächst geht man von der linearisierten Feldgleichung

�h̄µν = −16πG
c4 Tµν (4.1.29)

aus. Hier wird schon die Lorenz-Eichung (4.1.13) verwendet und damit gilt für den
Energie-Impuls-Tensor auch (4.1.16). Zur Lösung der linearisierten Feldgleichung kann
man, wie im Fall der Elektrodynamik (hier liegt auch ein Strahlungsproblem vor), auf
die Methode der Greensfunktionen zurückgreifen. Wenn G(x− x′) die Gleichung

�xG(x− x′) = δ4(x− x′) (4.1.30)

löst, lässt sich damit eine Lösung für die linearisierte Feldgleichung finden

h̄µν(x) = −16πG
c4

∫
d4x′G(x− x′)Tµν(x′) . (4.1.31)

2Hier und im Folgenden wird die Summenkonvention für doppelt auftretende Indizes verwendet, auch
wenn sie nicht gemischt ko- und kontravariant sind. Dies ist möglich, da die betrachtete Hintergrundmetrik
die Minkowski-Metrik ist.
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Die Form der Greensfunktion hängt noch von den Randbedingungen ab. Auch hier kann
man wieder analog zur Elektro-Dynamik vorgehen und die retardierte Greensfunktion
[Gre91]

G(x− x′) = − 1
4π |~x− ~x′|δ(x

0
ret − x′0) (4.1.32)

zusammen mit der retardierten Zeit tret := t− |~x−~x′|
c

einführen (x0 = ct).
Außerhalb der die Gravitationswellen verursachenden Materieverteilung lässt sich daraus
mit Hilfe des Lambda-Tensors (4.1.23) die TT-Komponente herausprojizieren (hTTij =
Λij,klhkl = Λij,klh̄kl) [Mag07]

hTTij (t, ~x) = 4G
c4 Λij,kl(n̂)

∫
d3x′

1
|~x− ~x′|Tkl

(
t− |~x− ~x

′|
c

, ~x′
)

. (4.1.33)

Ab hier wird x̂ = n̂ angenommen und auch |~x| = r gesetzt. Die betrachtete Strah-
lungsquelle hat den Radius d, und wird im Abstand r � d beobachtet. Damit lässt sich
|~x− ~x′| ≈ r−~x′ · n̂ annähern. Nun kann man (4.1.33) für große Abstände betrachten. Den
führenden Term erhält man, wenn man 1

|~x−~x′| = 1
r
setzt und im Energie-Impuls-Tensor die

Näherung |~x− ~x′| ≈ r−~x′ · n̂ verwendet (man betrachtet hier den Energie-Impuls-Tensor
mit einer höheren Genauigkeit, weil er nur im Raumbereich zwischen r = 0 und r = d
nicht verschwindet.) [Mag07]

hTTij (t, ~x) = 1
r

4G
c4 Λij,kl(n̂)

∫
d3x′Tkl

(
t− r

c
+ ~x · n̂

c
, ~x′
)

. (4.1.34)

Jetzt ist von Interesse, was passiert wenn man annimmt, dass die typischen Geschwin-
digkeiten in der Strahlungsquelle klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit sind. Die
Strahlungsquelle soll immer noch die Ausdehnung d haben und die typische Frequenz
der Bewegung wird als ωs bezeichnet. Damit sind typische Geschwindigkeiten im Inneren
v ∼ ωsd. Die Frequenz der abgegebenen Strahlung ist ebenfalls in derselben Größenord-
nung ω ∼ ωs und damit die reduzierte Wellenlänge der Strahlung λ̄ ∼ c

v
d. Also gilt für

Systeme mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten λ̄� d. Damit hängt die abgegebene
Strahlung (unter den bisher getroffenen Annahmen) nicht im Detail von der inneren
Dynamik des betrachteten Systems ab und man kann sich bei einer Multipolentwicklung
auf die ersten Terme konzentrieren [Mag07].
Wie bereits erwähnt ist ~x·n̂

c
klein im Vergleich zu t− r

c
und der Energie-Impuls-Tensor in

(4.1.34) lässt sich danach entwickeln

Tkl

(
t− r

c
+ ~x · n̂

c
, ~x′
)

= Tkl

(
t− r

c
, ~x′
)

+ x′ini

c
∂tTkl + x′ix′jninj

2c2 ∂2
t Tkl + ... (4.1.35)

Die Ableitungen müssen hier jeweils an der Stelle (t − r
c
, ~x) ausgewertet werden. Nun
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kann man die Momente des Energie-Impuls-Tensors

Sij(t) :=
∫
d3xT ij(t, ~x) ,

Sij,k(t) :=
∫
d3xT ij(t, ~x)xk ,

Sij,kl(t) :=
∫
d3xT ij(t, ~x)xkxl (4.1.36)

einführen und damit (4.1.34) zu

hTTij (t, ~x) = 1
r

4G
c4 Λij,kl(n̂)

(
Skl + nm

c
Ṡkl,m + nmnn

2c2 S̈kl,mn + ...
)
ret

(4.1.37)

umschreiben [Mag07]. Der Index „ret“ weist darauf hin, dass man hier die retardierte
Zeit in die Momente einsetzen muss. Die hier vorgestellte Art der Entwicklung entspricht
einer Entwicklung in Ordnungen von v

c
. Als nächstes lassen sich die Sij als Funktion der

Momente der Energiedichte T 00 (hier als Massendichte mit Faktor 1/c2 geschrieben)

M := 1
c2

∫
d3xT 00(t, ~x) ,

M i := 1
c2

∫
d3xT 00(t, ~x)xi ,

M ij := 1
c2

∫
d3xT 00(t, ~x)xixj , ... (4.1.38)

und der linearen Impulse T 0i/c

P i := 1
c

∫
d3xT 0i(t, ~x) , P i,j := 1

c

∫
d3xT 0i(t, ~x)xj , ... (4.1.39)

schreiben [Mag07]. Um einen Zusammenhang zu den Sij herstellen zu können, benutzt
man einerseits ∂µT µν = 0 (Energie-Impuls-Erhaltung in linearer Theorie) und andererseits
betrachtet man ein Raumgebiet V , dass größer als die Strahlungsquelle ist, sodass Tµν
auf seinem Rand ∂V verschwindet. Dadurch ergibt sich mit ∂0T

00 = −∂iT 0i

cṀ =
∫
V
d3x∂0T

00 = −
∫
V
d3x∂iT

0i = −
∫
∂V
dF iT 0i = 0 (4.1.40)

und analog dazu

cṀ i =
∫
V
d3xxi∂0T

00 = −
∫
V
d3xxi∂jT

0j =
∫
V
d3x∂j(xi)T 0j = cP i (4.1.41)

und [Mag07]
Ṁ ij = P i,j + P j,i . (4.1.42)

Für die Momente von T 0i verwendet man ∂0T
0i = −∂kT ki und verbleibt nach ähnlicher

Rechnung mit [Mag07]
Ṗ i = 0 , Ṗ i,j = Sij . (4.1.43)
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Aus (4.1.42) und (4.1.43) folgt [Mag07]

Sij = 1
2M̈

ij . (4.1.44)

Dieser Zusammenhang liefert mit (4.1.37) die führende Ordnung der Gravitationsstrahlung
in der linearisierten Theorie [Mag07][

hTTij (t, ~x)
]
quad

= 1
r

2G
c4 Λij,kl(n̂)M̈kl

(
t− r

c

)
. (4.1.45)

Nun benutzt man wieder eine kartesische Beschreibung und nimmt an, dass die Ausbrei-
tungsrichtung der Gravitationswellen n̂ = ẑ ist. Der Projektionsoperator Pij in (4.1.23)
ist gerade der Projektionsoperator auf die x-y-Ebene. Damit lässt sich sehr schnell

Λij,klM̈kl =

(M̈11 − M̈22)/2 M̈12 0
M̈21 −(M̈11 − M̈22)/2 0

0 0 0


ij

(4.1.46)

berechnen [Mag07]. Aus den Tatsachen, dass es sich bei hTTij um einen spurfreien symmetri-
schen Tensor handelt und dass Gravitationswellen transversale Wellen sind, folgt [Mag07]

hTTij ∼

h+ h× 0
h× −h+ 0
0 0 0


ij

. (4.1.47)

Mit (4.1.45) und (4.1.46) lassen sich so die beiden Amplituden

h+ = G

rc4

(
M̈11 − M̈22

)
,

h× = 2G
rc4M̈12 (4.1.48)

bestimmen [Mag07]. Bisher wurde angenommen, dass sich die Gravitationswellen in die
n̂ = ẑ-Richtung ausbreiten. Geht man davon aus, dass sie sich in eine beliebige Richtung
ausbreiten, kann man ein neues Koordinatensystem finden, in dem n̂′ gerade wieder
die Komponenten (0, 0, 1) hat. Die Komponenten von n̂ im ursprünglichen System sind
gerade durch (sin θ sinφ, sin θ cosφ, cos θ) gegeben, wobei φ den Winkel zwischen y- und
y′-Achse und θ den Winkel zwischen z- und z′-Achse (und damit auch zwischen n̂ und
n̂′) angibt (siehe dazu auch Fig 3.2 in [Mag07]).
Der Wechsel vom gestrichenen in das ungestrichene System lässt sich mit Hilfe der
Drehmatrix

R =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ



=

 cosφ sinφ cos θ sinφ sin θ
− sinφ cosφ cos θ cosφ sin θ

0 − sin θ cos θ

 . (4.1.49)
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vollziehen. Mit dieser Matrix erhält man zum Beispiel n̂ = Rn̂′ oder in der Umkehrung
RT n̂ = n̂′ (Drehmatrizen sind orthogonal und für sie gilt daher R−1 = RT ). Ein zwei-
komponentiger Tensor, wie zum Beispiel das Massenmoment M , transformiert sich in
der Form

M ′
ij = (RTMR)ij . (4.1.50)

Für die Amplituden der Gravitationswellen gelten im gestrichenen System Ausdrücke
aus (4.1.48), denn hier ist n̂′ = z′ [Mag07]

h+ = G

rc4

(
M̈ ′

11 − M̈ ′
22

)
,

h× = 2G
rc4M̈

′
12 . (4.1.51)

Will man (4.1.51) mit den Komponenten des ungestrichenen Systems ausdrücken, ergibt
das [Mag07]

h+(t, θ, φ) = G

rc4

[
M̈11(cos2 φ− sin2 φ cos2 θ) + M̈22(sin2 φ− cos2 φ cos2 θ)

− M̈33 sin2 θ − 2M̈12 sinφ cosφ(1 + cos2 θ)
+2M̈13 sinφ sin θ cos θ + 2M̈23 cosφ sin θ cos θ

]
,

h×(t, θ, φ) = G

rc4

[
2(M̈11 − M̈22) sinφ cosφ cos θ + 2M̈12(cos2 φ− sin2 φ) cos θ

−2M̈13 cosφ sin θ + 2M̈23 sinφ sin θ
]

(4.1.52)

und damit nach Anwendung einiger Additionstheoreme [Mag07]

h+(t, θ, φ) = G

rc4

[
M̈11(cos2 φ− sin2 φ cos2 θ) + M̈22(sin2 φ− cos2 φ cos2 θ)

− M̈33 sin2 θ − M̈12 sin 2φ(1 + cos2 θ)
+M̈13 sinφ sin 2θ + M̈23 cosφ sin 2θ

]
,

h×(t, θ, φ) = G

rc4

[
(M̈11 − M̈22) sin 2φ cos θ + 2M̈12 cos 2φ cos θ

−2M̈13 cosφ sin θ + 2M̈23 sinφ sin θ
]

. (4.1.53)

Der nächste Schritt besteht in der Berechnung des Massenmoments (eigentlich ist es
das Moment von T 00) zweier Punktmassen, die sich mit nichtrelativistischen Geschwin-
digkeiten umeinander bewegen. Für den Fall von Punktmassen reduziert sich (4.1.38) auf
eine Summe. Daher ist M ij für zwei Massen m1 und m2 an den Orten ~x1 und ~x2 durch

M ij = m1x
i
1x

j
1 +m2x

i
2x

j
2 (4.1.54)

gegeben [Mag07]. Dieser Zusammenhang lässt sich mit Hilfe des Schwerpunktes xiS =
m1xi1+m2xi2
m1+m2

und des Relativabstandes xi0 = xi1 − xi2 zusammen mit der Gesamtmasse
M = m1 +m2 und der reduzierten Masse µ = m1m2

M
als

M ij = MxiSx
j
S + µxi0x

j
0 (4.1.55)
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schreiben3. Wenn man von einem geschlossenen System der beiden Punktmassen ausgeht,
ist der Schwerpunkt erhalten und der erste Term in (4.1.55) trägt nicht zur Erzeugung
von Gravitationswellen bei. Das relevante Massenmoment ist [Mag07]

M ij(t) = µxi0(t)xj0(t) . (4.1.56)

Nun lässt sich die Gravitationsstrahlung zweier (isolierter, punktförmiger) Massen, die
umeinander kreisen, berechnen. Dazu setzt man die Bewegung der relativen Abstandsko-
ordinate xi0(t) wie folgt an [Mag07]

x0(t) = R cos(ωst+ π

2 ), y0(t) = R sin(ωst+ π

2 ), z0(t) = 0 , (4.1.57)

wobei R ihr relativer Abstand und ωs die Winkelgeschwindigkeit ist, mit der die beiden
Massen umeinander kreisen. Der Phasenfaktor π

2 wurde eingefügt, um die späteren
Gleichungen zu vereinfachen. Zunächst wird auch keinerlei Energieverlust des Systems
durch die abgestrahlten Gravitationswellen berücksichtigt. Setzt man (4.1.57) in (4.1.56)
ein, ergibt sich [Mag07]

M11 = µR2 1− cos 2ωst

2 ,

M22 = µR2 1 + cos 2ωst

2 ,

M12 = −µR2 sin 2ωst

2 . (4.1.58)

Zur Berechnung der Amplituden der Gravitationswellen muss man davon noch die zweite
Ableitung bilden

M̈11 = 2µR2ω2
s cos 2ωst = −M̈22 ,

M̈12 = 2µR2ω2
s sin 2ωst , (4.1.59)

und in Gleichung (4.1.53) einsetzen4 [Mag07]

h+(t, θ, φ) = 4Gµω2
sR

2

rc4

(
1 + cos2 θ

2

)
cos(2ωstret + 2φ) ,

h×(t, θ, φ) = 4Gµω2
sR

2

rc4 cos θ sin(2ωstret + 2φ) . (4.1.60)

Mit Hilfe des Virialsatzes v2 = GM
R

aus Gleichung (4.1.27) und v = ωsR kann man auch
eine Beziehung zwischen ωs und R aufstellen [Mag07]

ω2
s = GM

R3 ⇔ R2 =
(
GM

ω2
s

)2/3

. (4.1.61)

3Hier liegt ein kleiner Fehler im Buch von Maggiore [Mag07] vor. Dort taucht fälschlicherweise ein
Zusatzterm auf. Der Autor hat das direkt bestätigt und in die Errata [Mag12] aufgenommen.

4Auf der rechten Seite muss die retardierte Zeit eingesetzt werden. Siehe dazu auch Gleichung
(4.1.37).
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und in Gleichung (4.1.60) einsetzen [Mag07]

h+(t, θ, φ) = 4G5/3

c4
µM2/3ω2/3

s
r

(
1 + cos2 θ

2

)
cos(2ωstret + 2φ) ,

h×(t, θ, φ) = 4G5/3

c4
µM2/3ω2/3

s
r

cos θ sin(2ωstret + 2φ) . (4.1.62)

Gravitationswellen in linearisierter ART unter Berücksichtigung des
Energieverlustes durch Abstrahlung

Im Folgenden werden die bisherigen Betrachtungen dahingehend erweitert, dass der
Energieverlust durch die abgestrahlten Gravitationswellen mit berücksichtigt wird. Die
für Gravitationswellen zur Verfügung stehende Energie ist durch

Eorbit = Ekin + Epot
Virialsatz= −Gm1m2

2R (4.1.63)

gegeben [Mag07]. Solange ω̇s � ω2
s ist, bewegen sich die beiden Massen weiterhin

kreisförmig umeinander [Mag07]. Gleichung (4.1.63) formt man mit Hilfe von (4.1.61) um

Eorbit = −
(
G2ω2

gwM
5
c

32

)1/3

. (4.1.64)

Hier wurde noch die „Chirp“-Masse5

Mc := µ
3
5M

2
5 (4.1.65)

und ωgw = 2ωs eingesetzt [Mag07].
Für die weiteren Betrachtungen ist es noch wichtig einen Ausdruck für die Energie der

abgestrahlten Gravitationswellen zu finden. Dazu beschreibt man die Gravitationswellen
als kleine (schnelle) Fluktuationen hµν auf einer Hintergrundmetrik ḡµν . ḡµν muss hier
nicht notwendigerweise die Minkowski-Metrik ηµν sein, sondern nur eine Metrik, die
auf deutlich größeren Skalen als hµν variiert. Ausführliche Ableitungen der folgenden
Rechnungen lassen sich neben [Mag07] in §35.7 - §35.15 in [MTW73] und in [Isa68]
finden.
Als ersten Schritt wird der Ricci-Tensor Rµν quadratisch in hµν entwickelt (Gleichung
1.110 bei [Mag07])

Rµν = R̄µν +R(1)
µν +R(2)

µν +O(h3) . (4.1.66)
Nun lässt sich den Gravitationswellen ein Energie-Impuls-Tensor

tµν = − c4

8πG〈R
(2)
µν −

1
2 ḡµνR

(2)〉 (4.1.67)

5Der Begriff „Chirp“-Masse leitet sich vom englischen „chirp“ (zwitschern) ab. Der Begriff spielt
darauf an, dass die abgestrahlten Gravitationswellen eines Binärsystems mit zunehmendem Einfall eine
höhere Frequenz haben. Die „Chirp“-Masse dient dazu, Gleichungen ein wenig kompakter zu schreiben.
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zuweisen6. Die Mittelung lässt sich hier als zeitliche Mittelung auffassen, wenn die
Hintergrundmetrik ḡµν mit deutlich kleineren Frequenzen variiert, als die Frequenzen
der abgegebenen Gravitationswellen. Im Allgemeinen hat R(2)

µν eine recht komplizierte
Form (siehe Gleichung 1.114 in [Mag07]). Diese Form vereinfacht sich in der linearisierten
Theorie, wenn man von einem Beobachter in weiter Entfernung ausgeht, da hierbei ḡµν
zur Minkowski-Metrik ηµν wird (siehe Gleichung 1.131 in [Mag07]). Unter Ausnutzung
der Lorenz-Eichung (4.1.13) und (4.1.17) kann man mit Hilfe von partiellen Integrationen
den Ausdruck für R(2)

µν schließlich auf folgende Form bringen [Mag07]

R(2)
µν = −1

4〈∂µhαβ∂νh
αβ〉 . (4.1.68)

Damit ist schließlich
tµν = c4

32πG〈∂µhαβ∂νh
αβ〉 . (4.1.69)

Von Interesse ist die Energiedichte

t00 = c2

32πG〈ḣ
TT
ij ḣ

TT
ij 〉 (4.1.70)

der Gravitationswellen (die Abhängigkeit von ξµ verschwindet in 〈...〉 – siehe 1.134
in [Mag07] – dadurch kann man hµν durch hTTµν ersetzen). Als Funktion der beiden
Polarisationsmoden h+ und h× ergibt das schließlich für den gesamten Energie-Impuls-
Tensor der Gravitationswellen [Mag07]

tµν = c4

16πG〈(∂
µh+∂

νh+ + ∂µh×∂
νh×)〉 . (4.1.71)

Für die 00-Komponente vereinfacht sich dieser Ausdruck nochmals zu [Mag07]

t00 = c2

16πG〈ḣ
2
+ + ḣ2

×〉 . (4.1.72)

Der nächste Schritt besteht aus der Ausnutzung der Energie-Impuls-Erhaltung ∂µtµν = 0
in der Form [Mag07] ∫

V
d3x(∂0t

00 + ∂it
i0) = 0 , (4.1.73)

wobei V ein räumliches Volumen weit entfernt von der Strahlungsquelle darstellt. Die
Energie EV innerhalb des Volumens hat die Form [Mag07]

EV =
∫
V
d3xt00 , (4.1.74)

was man in (4.1.73) einsetzt und damit

1
c

dEV
dt = −

∫
V
d3x∂it

i0 = −
∫
∂V

dAnit0i (4.1.75)

6Gleichung (4.1.67) hat ein anderes Vorzeichen als in [Mag07]; [MTW73], was auf die unterschiedlichen
Definitionen des Riemann-Tensors zurückgeht.
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erhält [Mag07]. ni ist hier der Normalenvektor auf der Oberfläche des Volumens, welcher
für die weiteren Betrachtungen als r̂ angenommen wird. Die Funktionen h+ und h× sind
für ebene Wellen, die sich radial ausbreiten, Funktionen der retardierten Zeit t− r

c
(siehe

Gleichung (4.1.60)). Dadurch ist −∂rh+ = ∂rh+ = −∂0h+ = −∂0h+ und zusammen mit
Gleichung (4.1.71) hat man

t00 = c4

16πG

((
∂0h+

)2
+
(
∂0h×

)2
)

, t0r = c4

16πG
(
−∂0h+∂

rh+ − ∂0h×∂
rh×

)
,

(4.1.76)
womit t0r = t00 gilt [Mag07]. Also wird aus Gleichung (4.1.75)

dEV
dt = −c

∫
∂V

dAnit0i = −c
∫
∂V

dAt0r = −c
∫

dAt00 , (4.1.77)

wobei das negative Vorzeichen daher rührt, dass die Gravitationswellen Energie aus
dem Volumen hinaustragen [Mag07]. Zusammen mit dA = r2dΩ und (4.1.72) ergibt sich
schließlich für die abgestrahlte Energie E der Gravitationswellen pro Raumwinkelelement
und Zeit [Mag07]

dE
dΩdt = c3r2

16πG〈ḣ
2
+ + ḣ2

×〉 . (4.1.78)

Zusammen mit den Gleichungen (4.1.62) und (4.1.65) und unter Ausnutzung von
〈sin2(t)〉 = 〈cos2(t)〉 = 1

2 ergibt das

dE
dtdΩ = 2c5

πG

(
GMcωgw

2c3

)10/3
(1 + cos2 θ

2

)2

+ cos2 θ

 . (4.1.79)

Schließlich kann noch das Integral über das Raumwinkelelement dΩ = d cos θdφ ausge-
führt werden, und somit ist die gesamte durch Gravitationswellen abgestrahlte Leistung
(in linearer ART) [Mag07]

dE
dt = 32

5
c5

G

(
GMcωgw

2c3

)10/3
. (4.1.80)

Nun kann (4.1.80) gleich −dEorbit
dt aus (4.1.64) gesetzt werden und es ergibt sich dadurch

eine Differentialgleichung für ωgw [Mag07]

dωgw

dt = 12
5 21/3

(
GMc

c3

)5/3
ω11/3
gw , (4.1.81)

beziehungsweise für fgw = ωgw/(2π)

dfgw
dt = 96

5 π
8/3
(
GMc

c3

)5/3
f 11/3
gw . (4.1.82)

Diese Differentialgleichung ist per Trennung der Variablen integrierbar und ergibt [Mag07]

fgw = 1
π

( 5
256

)3/8 ( c3

GMc

)5/8 ( 1
−t+ tver

)3/8
. (4.1.83)
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Für Werte von t, die größer als tver sind, divergiert die Frequenz. Der Zeitpunkt tver lässt
sich als Zeitpunkt der Verschmelzung der beiden Objekte sehen. Allerdings muss man
hier vorsichtig sein, da das hier zugrunde liegende Modell der linearisierten ART nicht
mehr zutreffend ist, wenn sich die beiden Objekte stark genähert haben. Das heißt, dass
Gleichung (4.1.83) für Zeiten nahe tver ihre Gültigkeit verliert [Mag07].
Im nächsten Schritt muss man berücksichtigen, dass die Koordinaten der beiden umein-
ander kreisenden Massen nicht mehr mit Hilfe von (4.1.57) beschrieben werden können,
da ωs nicht mehr zeitlich konstant ist. Vielmehr hat man

x(t) = R(t) cos(φ(t)/2) , y(t) = R(t) sin(φ(t)/2) , (4.1.84)

wobei
φ(t) := 2

∫
dt ωs(t) =

∫
dt ωgw(t) (4.1.85)

ist [Mag07]. Die zeitliche Abhängigkeit des Abstands der beiden Objekte R lässt sich
vernachlässigen – bevor die Änderungen in R relevant werden, bricht die lineare Beschrei-
bung zusammen [Mag07].
Mit den Gleichungen (4.1.85) und (4.1.65) wird schließlich Gleichung (4.1.62) zu

h+(t, θ, φ) = 4
r

(
GMc

c2

) 5
3
(
πfgw(tret)

c

) 2
3
(

1 + cos2 θ

2

)
cos(φ(tret)) ,

h×(t, θ, φ) = 4
r

(
GMc

c2

) 5
3
(
πfgw(tret)

c

) 2
3

cos θ sin(φ(tret)) , (4.1.86)

worin noch (4.1.83) eingesetzt wird

h+(t, θ, φ) = 1
r

(
GMc

c2

)5/4 ( 5
c(−t+ tver)

)1/4 (1 + cos2 θ

2

)
cos(φ(tret)) ,

h×(t, θ, φ) = 1
r

(
GMc

c2

)5/4 ( 5
c(−t+ tver)

)1/4

cos θ sin(φ(tret)) . (4.1.87)

Auffällig an (4.1.87) ist, dass Amplitude und Frequenz der Gravitationswellen im Laufe
der Zeit ansteigen. Dies ist der Grund für die Verwendung des Begriffs "chirping", welcher
in der englischen Literatur häufig für dieses Verhalten verwendet wird.

Abgestrahlte Leistung als Funktion des Quadrupolmoments

Eine andere Möglichkeit Gleichung (4.1.80) abzuleiten geht auf die so genannte Quadru-
polformel von Einstein [Ein18] zurück. Dazu geht man zunächst von Gleichung (4.1.70)

t00 = c2

32πG〈ḣ
TT
ij ḣ

TT
ij 〉 (4.1.88)

aus [Mag07]. Zusammen mit Gleichung (4.1.77)
dEV
dt = −c

∫
dAt00 , (4.1.89)
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ergibt das mit dA = r2dΩ
dP
dΩ = c3r2

32πG〈ḣ
TT
ij ḣ

TT
ij 〉 . (4.1.90)

P beschreibt die Leistung der abgestrahlten Gravitationswellen, deshalb findet hier ein
Vorzeichenwechsel statt [Mag07]. Nun benötigt man noch Gleichung (4.1.45) und schreibt
diese als Funktion des Quadrupolmoments Qij := Mij − 1

3δijMkk [Mag07][
hTTij (t, ~x)

]
quad

= 1
r

2G
c4 Λij,kl(n̂)M̈kl

(
t− r

c

)
= 1
r

2G
c4 Λij,kl(n̂)Q̈kl

(
t− r

c

)
. (4.1.91)

Dabei wurde noch ausgenutzt, dass Λij,kk = 0 ist, siehe Gleichung (4.1.24d). Damit wird
aus Gleichung (4.1.90)

dP
dΩ = G

8πc5 Λij,kl〈
...
Qkl

...
Qij〉 . (4.1.92)

Nun ist die gesamte durch (Quadrupol-)Gravitationswellen abgestrahlte Leistung eines
Systems7 von Interesse. Dazu muss das Integral des Lambda-Tensors über alle möglichen
Raumwinkel ausgeführt werden. Hier treten Terme der Form∫

ninjdΩ ,
∫
ninjnknldΩ (4.1.93)

auf. In einem beliebigen System in Kugelkoordinaten gilt n̂ = r̂. Dadurch, dass über den
Raumwinkel integriert wird und die Ausdrücke in Gleichung (4.1.93) symmetrisch sind,
ist das Ergebnis ein isotroper Tensor. Die Anzahl an isotropen Tensoren ist festgelegt. So
gibt es nur einen isotropen Tensor vom Rang zwei, das Kronecker-Delta (beziehungsweise
vielfache davon). Die isotropen Tensoren vom Rang vier sind durch

δijδkl , δikδjl , δilδkj (4.1.94)

beziehungsweise Linearkombinationen dieser gegeben [JJ62]. Damit lassen sich die In-
tegrale in Gleichung (4.1.93) berechnen. Die Normierungsfaktoren erhält man durch
Spurbildung auf beiden Seiten (und die Tatsache, dass es sich bei n̂ um einen Einheits-
vektor handelt) [Mag07] ∫

ninjdΩ = 4π
3 δij ,∫

ninjnknldΩ = 4π
15 (δijδkl + δikδjl + δilδjk) . (4.1.95)

Mit Gleichung (4.1.95) und dem Lambda-Tensor als Funktion von n̂ Gleichung (4.1.26)
[Mag07] ∫

dΩΛij,kl = 2π
15 (11δikδjl − 4δijδkl + δilδjk) . (4.1.96)

7Höhere Ordnungen, wie Massenoktupol oder Massenstromquadrupol oder noch höhere Terme
wurden in den gesamten bisherigen Betrachtungen nicht berücksichtigt. Deshalb ist es nur bedingt richtig,
von der gesamten abgestrahlten Leistung zu sprechen.
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Somit ergibt sich

P = G

5c5 〈
...
Qij

...
Qij〉 = G

5c5 〈
...
M ij

...
M ij −

1
3(

...
Mkk)2〉 . (4.1.97)

Energieverlust durch Gravitationswellen für elliptische Bahnen - erste
Beobachtungen

Der nächste Schritt hin zu realistischeren Systemen ist die Annahme von elliptischen
statt kreisförmigen Bahnen für die Bewegung von zwei massiven Objekten umeinander.
Eine ausführlichere Betrachtung findet man beispielsweise in [Gre03].
Im Folgenden wird wieder von zwei Objekten der Massen m1 und m2 (verbunden mit
der Gesamtmasse M = m1 +m2 und der reduzierten Masse µ = m1m2

M
) ausgegangen. Als

Koordinaten sind r und ψ (siehe Abbildung (4.1)) festgelegt.

a

a(1+e)

b r

0

ψ

y

x

Abbildung 4.1: Ellipse mit den verwendeten Koordinaten r und ψ. Die Skizze ist an Fig.
4.3 in [Mag07] angelehnt. Die verwendeten Proportionen für die Halbachsen entsprechen
denen des Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16 [HT75]; [WT02]; [WT05]; [Mag07].

Wie bisher teilt sich das Problem in eine Bewegung des Schwerpunktes und die eines
Relativabstandes ein. Als Erhaltungsgrößen setzt man klassisch den Drehimpuls L und
die Energie E des Systems an. Sie sind durch

L = µr2ψ̇ , E = 1
2µ(ṙ2 + r2ψ̇2)− GMµ

r
(4.1.98)
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gegeben (wobei E negativ für gebundene Systeme ist)[Gre03]; [Mag07]. Kombiniert ergibt
sich daraus eine Differentialgleichung für r in Abhängigkeit von ψ

L

µr2

√
2E
µ
− L2

µ2r2 + 2GM
r

dr = dψ . (4.1.99)

Die Lösung dieser Gleichung ist [Gre03]; [Mag07]

1
r

= 1
R

(1 + e cosψ) , (4.1.100)

mit den Parametern [Mag07]

R = L2

GMµ2 , e2 = 1 + 2EL2

G2M2µ3 . (4.1.101)

Die beiden Halbachsen der Ellipse hängen mit diesen beiden Parametern wie folgt
zusammen

a = R

1− e2 , (4.1.102)

b = R√
1− e2

. (4.1.103)

Damit lässt sich die Radial-Variable r als Funktion vom Winkel ψ und den beiden
geometrischen Variablen e und a ausdrücken

r = a(1− e2)
1 + e cosψ . (4.1.104)

Es ist geläufig eine Ellipse durch die große Halbachse a und ihre Exzentrizität e anstelle
der kleinen Halbachse b zu beschreiben. Die kartesischen Koordinaten x, y sind durch
die beiden Variablen r und ψ als

x = r cosψ , y = r sinψ (4.1.105)

gegeben [Mag07]. Der nächste Schritt besteht darin, die Zeitableitung des Winkels ψ̇
als Funktion von ψ und geometrischen Größen zu schreiben. Dazu benötigt man die
Gleichungen (4.1.98), (4.1.101), (4.1.102) und (4.1.104) und erhält so

ψ̇ = L

µr2 =
√
GMR

r2 =

√
a(1− e2)

a2(1− e2)2

√
GM(1 + e cosψ)2 =

√
GM

a3(1− e2)3 (1 + e cosψ)2 .

(4.1.106)
Nun kann man das Quadrupolmoment für ein Teilchen der effektiven Masse µ betrachten,
dass sich auf einer solchen Ellipsenbahn bewegt. Wie bei den Berechnungen zu zwei
Massen, die sich auf Kreisbahnen umeinander bewegen, wird hier ein System gewählt,
in dem die Bewegung in der x-y-Ebene stattfindet. Dadurch ergibt sich für das, für die
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Abstrahlung von Gravitationswellen, relevante Massenmoment (vergleiche mit Gleichung
(4.1.56) und folgenden)

Mij = µr2
(

cos2 ψ sinψ cosψ
sinψ cosψ sin2 ψ

)
ij

. (4.1.107)

Um die abgestrahlte Leistung der Gravitationswellen berechnen zu können, benötigt
man die dritte Zeitableitung des Massenmoments Mij (siehe dazu Gleichung (4.1.97)).
Dazu ist es hilfreich, r als Funktion von ψ mit Hilfe von Gleichung (4.1.104) zu ersetzen.
Dadurch nimmt Gleichung (4.1.107) folgende Form an:

Mij = µa2(1− e2)2 1
(1 + e cosψ)2

(
cos2 ψ sinψ cosψ

sinψ cosψ sin2 ψ

)
ij

. (4.1.108)

Mit (4.1.106) ergeben sich die Zeitableitungen des Massenmoments, so ist zum Beispiel

d
dt

(
cos2 ψ

(1 + e cosψ)2

)
= −2 sinψ cosψ

1 + e cosψ

√
GM

a3(1− e2)3 . (4.1.109)

Nach einigen Umformungen ergibt sich [Mag07]

...
M11 =

√√√√ 4G3µ2m3

a5(1− e2)5 (1 + e cosψ)2
[
2 sin(2ψ) + 3e sinψ cos2 ψ

]
,

...
M22 =

√√√√ 4G3µ2m3

a5(1− e2)5 (1 + e cosψ)2
[
−2 sin(2ψ)− e sinψ(1 + 3 cos2 ψ)

]
,

...
M12 =

√√√√ 4G3µ2m3

a5(1− e2)5 (1 + e cosψ)2
[
−2 cos(2ψ) + e cosψ(1− 3 cos2 ψ)

]
. (4.1.110)

Wie bereits beschrieben, müssen diese Ausdrücke noch in die Quadrupolformel (4.1.97)
eingesetzt werden, um die gesamte durch (Quadrupol-)Gravitationswellen abgestrahlte
Leistung des Binärsystems zu bestimmen. Nach längeren Umformungen ergibt das [Mag07]

P (ψ) = 8G4µ2m3

15c5a5(1− e2)5 (1 + e cosψ)4
[
12 (1 + e cosψ)2 + e2 sin2 ψ

]
. (4.1.111)

Als nächstes betrachtet man eine zeitliche Mittelung dieses Ausdrucks über eine Umlauf-
dauer T = 2π

ωs
des Gravitationswellen abstrahlenden Systems [Mag07]

P = 1
T

∫ T

0
dtP (ψ) = ωs

2π

∫ 2π

0

dψ
ψ̇
P (ψ) . (4.1.112)

An dieser Stelle benutzt man noch das dritte Kepler-Gesetz [Gre03]

ω2
s = GM

a3 (4.1.113)
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und (4.1.106) und erhält

P =

√
(1− e2)3

2π

∫ 2π

0
dψ 1

(1 + e cosψ)2P (ψ) . (4.1.114)

Setzt man P (ψ) aus Gleichung (4.1.111) ein und führt das Integral aus, ergibt sich die
abgestrahlte Leistung als Funktion der elliptischen Exzentrizität e

P (e) = 32G4µ2M3

5c5a5
1

(1− e2)7/2

(
1 + 73

24e
2 + 37

96e
4
)

. (4.1.115)

Gleichung (4.1.115) geht in dieser Form auf Peters und Mathews [PM63] zurück. In-
teressant ist, schon im Hinblick auf die Anwendung auf Experimente, die Änderung
der Periodendauer Ṫ normiert auf eine Periodendauer T . Dazu beobachtet man, dass
T ∼ (−E)−3/2 ist, was aus Gleichungen (4.1.101), (4.1.102) folgt und die Tatsache, dass
die Energie negativ ist, was a = GMµ

−2E liefert. Zusammen mit dem dritten Kepler-Gesetz
(4.1.113) erhält man einen Zusammenhang zwischen T und E. Die Zeitableitung von
T ∼ (−E)−3/2 liefert Ṫ ∼ −3

2(−E)−5/2Ė und damit

Ṫ

T
= −3

2
Ė

E
. (4.1.116)

Hier setzt man a = GMµ
−2E und Gleichung (4.1.115), unter der Berücksichtigung, dass die

abgestrahlte Leistung der Gravitationswellen gerade minus die Energieänderung pro Zeit
des Systems ist, ein. Zusätzlich verwendet man noch das dritte Kepler-Gesetz (4.1.113)
mit ωs = 2π

T
und erhält schließlich [Mag07]

Ṫ

T
= −96

5
G3µM2

c5a4
1

(1− e2)7/2

(
1 + 73

24e
2 + 37

96e
4
)

⇔ Ṫ = −96(2π)8/3

5
G5/3µM2/3

c5 T−5/3 1
(1− e2)7/2

(
1 + 73

24e
2 + 37

96e
4
)

. (4.1.117)

Dieser Ausdruck stellt einen Zugang zur Verifikation der Existenz von Gravitationswellen
dar. Die ersten Beobachtungen, bei denen diese Formel Anwendung fand, waren die von
Hulse und Taylor [HT75]; [WT02]; [WT05]. Lässt man die Details der Messungen außer
Acht und bedient sich nur ihrer Ergebnisse, erhält man nach [WT02]; [WT05] einen
theoretisch berechneten Wert für ṪGR

ṪGR = −2, 40242(2)× 10−12 s

s
. (4.1.118)

Die Zahl in Klammern (2) gibt dabei den Fehler der letzten Stelle des Messwertes, der
Zahl vor der Klammer, an. Theoretisch berechnet heißt hier, dass die aus Messungen
gewonnenen Werte für Größen wie die Exzentrizität e und die Massen der beiden Objekte
in Gleichung (4.1.117), die aus der Theorie abgeleitet wurde, eingesetzt werden. Diesen
Wert kann man mit dem experimentell beobachtbaren Wert Ṫ obs vergleichen, der

Ṫ obs = −2, 4184(9)× 10−12 s

s
(4.1.119)
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beträgt [WT05]. Hier muss man allerdings noch eine Korrektur vornehmen. Hintergrund
dafür ist, dass sich unser Sonnensystem in einem anderen Abstand zum galaktischen
Zentrum befindet, als das Pulsarsystem. Damour und Taylor [DT91] leiten daraus einen
Korrekturwert von

Ṫ gal = −0.0128(50)× 10−12 s

s
(4.1.120)

ab, womit man die intrinsische Zeitänderung des Systems

Ṫ intr = Ṫ obs − Ṫ gal = −2.4056(51)× 10−12 s

s
(4.1.121)

erhält. Der Unterschied zwischen (4.1.118) und (4.1.121) ist also innerhalb der Fehler-
grenzen, die maßgeblich durch den Wert für Ṫ gal bestimmt sind.
Es gibt eine ganze Reihe weiterer Systeme, in denen die hier vorgestellten Beobachtungen
ebenso gemacht wurden. Dazu zählt zum Beispiel das System PSR B1534+12. Die
hier gemessenen Werte für Ṫ intr und ṪGR stimmen nicht vollständig überein. [Sta+02]
führen diese Diskrepanz allerdings auf Ungenauigkeiten in der Abstandsbestimmung des
Systems zurück. Ein weiteres System, dass mit großem Interesse studiert wird ist das
Doppel-Pulsar-System PSR J0737-3039A/B. Es zeichnet sich dadurch aus, dass beide
Sterne des Binärsystems als Pulsare beobachtet werden können. Kramer u. a. [Kra+06]
geben die hier gemessenen Werte für die Änderungen der Periodendauer als

Ṫ intr = 1.252(17)× 10−12 , ṪGR = 1.24787(13)× 10−12 (4.1.122)

an. Bemerkenswert an diesen Daten ist, neben der guten Übereinstimmung, dass sie aus
nur zweieinhalb Jahren Beobachtungsdauer gewonnen wurden. Dies liegt daran, dass die
beiden Pulsare sich in einem relativ geringen Abstand umkreisen (weniger als die Hälfte
im Vergleich zum Hulse-Taylor-System) und relativistische Effekte hier stärker sind. Die
Umlaufdauer der beiden Pulsare beträgt nur etwa 2,4 Stunden im Vergleich zu etwa 10
Stunden im Hulse-Taylor-System [Bur+03]; [Bur+06]; [Kra+06]; [Mag07].

Die hier beschriebenen Beobachtungen sind die bisher einzigen experimentellen Hinweise
auf Gravitationswellen. Obwohl sie keine direkte Beobachtung von Gravitationswellen
darstellen, untermauern sie doch die Vorhersage ihrer Existenz. Im folgenden Kapitel
werde ich betrachten, ob sich diese indirekten Beobachtungen als Testumgebung für die
pseudokomplexe ART eignen.
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Kapitel 4. Gravitationswellen

4.2 Modellsystem für Gravitationswellen in der
pseudokomplexen ART in linearisierter Theorie

Die in Kapitel 4.1 gemachten Beobachtungen in Binärsystemen stellen den ersten und
bisher einzigen Nachweis von Gravitationswellen dar. Zwar publizierte [Web69] die direk-
te Detektion von Gravitationswellen, eine Verifikation dieser Ergebnisse durch andere
Gruppen gelang allerdings nicht. Es wurden sogar Fehler in den Arbeiten von Weber
gefunden, sodass seine Ergebnisse heute als falsch gelten [Lev04]. Aus diesem Grund ist die
Betrachtung des Energieverlustes durch Gravitationswellen in Binärsystemen als Test der
pseudokomplexen ART essenziell. Ich werde dazu im Folgenden ein Modell betrachten, in
dem die Vorhersagen der pk-ART äquivalent zur Modifikation der Gravitationskonstante
behandelt werden.
In der Geschichte der Physik lassen sich immer wieder Ansätze zur Modifikation der
Gravitationskonstante finden. Das älteste Beispiel ist hier wohl die Idee einer zeitlich
veränderlichen Gravitationskonstante nach [Dir37]. In [For+93] und den Referenzen darin
wird eine Reihe an experimentellen Limits für die zeitliche Änderung der Gravitations-
konstante gegeben. Hier ist allerdings eine räumlich veränderliche Gravitationskonstante
von Interesse. Ein aktuelles Beispiel für ein solches Modell lässt sich in [WYL12] finden.
Dort dient die Modifikation der Gravitationskonstante dazu einen Neutronenstern mit
etwa 2 Sonnenmassen noch mit der gängigen Annahme einer „soft equation of state“
vereinbaren zu können, siehe [Oze06]. Auch Liu u. a. [Liu+14] verwenden eine modifi-
zierte Gravitationskonstante, um Quanteneffekte beim gravitativen Kollaps von Materie
beschreiben zu können.
Die pseudokomplexen Analoga der Schwarzschild- und Kerr-Metrik lassen sich (unter der
Voraussetzung, dass g00 = − 1

g11
gilt) durch eine Modifikation der Gravitationskonstante

beschreiben. Dazu betrachte ich zunächst die g00-Komponente der pk-Schwarzschild-
Metrik (1.3.9). Sie lässt sich wie folgt umformen (im Falle B = 64

27m
3):

g00 = −1 + 2m
r
− B

2r3

= −1 + 2m
r
− 32

27
m3

r3

= −1 + 2GM
c2r

− 32
27

(
GM

c2r

)3

= −1 + 2M
c2r

G

(
1− 16

27

(
GM

c2r

)2)

=: −1 + 2M
c2r

G̃(r) . (4.2.1)

Die so eingeführte modifizierte Gravitationskonstante8 G̃(r) geht im Grenzfall r →∞ in
die bekannte Newtonsche Gravitationskonstante über.

8Obwohl es sich hierbei um keine Konstante handelt, werde ich diese Größe im Folgenden noch als
modifizierte Gravitationskonstante bezeichnen.
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Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, lassen sich Gravitationswellen in der linearisierten Theorie
mit Hilfe des zweiten Massenmoments Mij (4.1.38) beschreiben. Im Folgenden wird dies
dahingehend verändert, dass stattdessen

M̃ij := 1
c2

∫
d3rG̃(r)T00(t, ~x)xixj (4.2.2)

betrachtet wird. Es ist möglich, die modifizierte Gravitationskonstante hier mit in das
Integral aufzunehmen, bisher gemachte Näherungen und Entwicklungen bleiben davon
unberührt. So gilt auch weiterhin die Entwicklung des Energie-Impuls-Tensors nach
Gleichung (4.1.34). Gleichung (4.1.35) bleibt ebenfalls erhalten, da es sich hierbei um
eine Entwicklung der Zeitabhängigkeit des Energie-Impuls-Tensors handelt. So gilt noch
die Energie-Impuls-Erhaltung (4.1.16) und der Zusammenhang zwischen dem Energie-
Impuls-Tensor und dem zweiten Massenmoment, Gleichung (4.1.44), bleibt weiterhin
bestehen (mit der Änderung, dass man im Vergleich zu den vorherigen Gleichungen die
Gravitationskonstante mit in die Integrale aufnehmen muss).
Für zwei Punktmassen kann man das Integral (4.2.2) wie folgt schreiben:

M̃ij = 1
c2

∫
G̃(r) (m1δ(~r − ~r1) +m2δ(~r − ~r2))xixjd3r

= G

c2

[
m1x

1
ix

1
j +m2x

2
ix

2
j −

16
27

(
GM

c2

)2 ( 1
r2

1
m1x

1
ix

1
j + 1

r2
2
m2x

2
ix

2
j

)]
. (4.2.3)

In der zweiten Zeile wurden einige zusätzliche Annahmen getroffen. Die Zusatzterme erhält
man unter der Annahme, dass sich die beiden Teilchen in einem Feld mit Gesamtmasse
M = m1 +m2 befinden. Sie haben jeweils den Abstand r1 beziehungsweise r2 zu dieser
Masse. Ich behandele das System also so, als ob sich die beiden Teilchen in einem
Hintergrundfeld bewegen, dass durch ihre Gesamtmasse gegeben ist.
Die ersten beiden Terme in (4.2.3) entsprechen genau den klassischen Termen, Gleichung
(4.1.55), und lassen sich entsprechend umformen

m1x
1
ix

1
j +m2x

2
ix

2
j = MxSi x

S
j + µxreli x

rel
j . (4.2.4)

Hier ist M = m1 +m2 wieder die Gesamtmasse und µ = m1m2
M

die reduzierte Masse des
Systems. xS beschreibt die Schwerpunktskoordinate und xrel = x1−x2 den Relativabstand
der beiden Massen. Die Zusatzterme lassen sich auf ähnliche Weise umformen

1
r2

1
m1x

1
ix

1
j + 1

r2
2
m2x

2
ix

2
j = 1

r2
1
m1

(
xSi + m2

M
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)(
xSj + m2

M
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)
+ 1
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2
m2

(
xSi −

m1

M
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)(
xSj −
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M
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)

= m1
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(
xSi x

S
j + m2

M
xSi x
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j + m2

M
xSj x
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2
M2x
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i x
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)
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xSi x

S
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xSi x
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M
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i + m2

1
M2x
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i x
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j

)
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=
(
m1

r2
1

+ m2

r2
2

)
xSi x

S
j + µ

(
1
r2

1
− 1
r2

2

)(
xSi x

rel
j + xSj x

rel
i

)
+ µ

(
m2

Mr2
1

+ m1

Mr2
2

)
xreli x

rel
j . (4.2.5)

Setzt man in Gleichung (4.2.5) r1 = r2 = 1, so ergibt sich Gleichung (4.2.4). Gleichung
(4.2.5) enthält auch einen gemischten Term aus Schwerpunkts- und Relativkoordinate.
Zunächst wird der Term µ

(
m2
Mr2

1
+ m1

Mr2
2

)
xreli x

rel
j weiter umgeformt. Dazu benutzt man die

Tatsache, dass im Schwerpunktsystem

m1r1 = m2r2 (4.2.6)

gilt. Hier fällt auch der gemischte Term weg. Benutzt man noch den Relativabstand
R = r1 + r2 ergibt das

r1 = m2

M
R , r2 = m1

M
R . (4.2.7)

Eine schnelle Umformung liefert dann

m2

Mr2
1

+ m1

Mr2
2

= M2

R2

(
m2

Mm2
2

+ m1

Mm2
1

)
= M

µR2 (4.2.8)

und damit
µ

(
m2

Mr2
1

+ m1

Mr2
2

)
xreli x

rel
j = M

R2x
rel
i x

rel
j . (4.2.9)

Jetzt kann man diesen Zusatzterm mit dem klassischen Term µxreli x
rel
j vergleichen. Da-

zu betrachtet man die beiden Vorfaktoren vor den Termen proportional zu xreli x
rel
j in

Gleichung (4.2.3). Der klassische Term hat den Vorfaktor µ also die reduzierte Masse,
wohingegen der Zusatzterm den Faktor

− 16
27

(
GM

c2

)2 M

R2 (4.2.10)

trägt. Das Verhältnis von µ und Gleichung (4.2.10) ist dann

−16
27

(
GM

c2

)2 M

µR2 = −16
27

(
rS/2
R

)2
M

µ
, (4.2.11)

wobei rS hier den zur Gesamtmasse M assoziierten Schwarzschildradius beschreibt.
Eine sehr grobe Abschätzung für das Hulse-Taylor-System (PSR B1913+16) liefert für
Gleichung (4.2.11) einen Wert der Ordnung −10−12 (die Werte für diese Abschätzung
lassen sich aus [TW82]; [WT05] entnehmen). Das heißt, dass

M̃ij ≈ (1− ε)GMij (4.2.12)

mit O(ε) = 10−12 ist, wobei Mij hier das klassische zweite Massenmoment, Gleichung
(4.1.38), ist. Um abschätzen zu können, ob diese sehr kleine Abweichung noch messbar
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4.2 Modellsystem in der pseudokomplexen ART

ist, muss betrachtet werden, wie das Massenmoment (4.2.3) in die Messungen einfließt.
Dazu benutze ich die in Kapitel 4.1 beschriebenen Beobachtungen des Systems PSR
B1913+16 von Hulse und Taylor. Betrachtet man Gleichung (4.1.97) für die abgestrahlte
Leistung der Gravitationswellen, so stellt man fest, dass das zweite Massenmoment
(beziehungsweise seine Zeitableitungen) quadratisch in diese Gleichungen eingehen. Wenn
also das Massenmoment mit einem Faktor 1− ε modifiziert wird, ändert sich die Leistung
mit 1− 2ε. Die Änderung der Periodendauer des Systems aufgrund des Energieverlustes
(Ė = −P ) ist durch Gleichung (4.1.116)

Ṫ

T
= −3

2
Ė

E
(4.2.13)

gegeben. Die Änderung von Ṫ unter Benutzung des Modells einer modifizierten Gra-
vitationskonstante ist allerdings auch von der Ordnung 10−12. Die gemessene relative
Änderung der Periodendauer von PSR B1913+16, Gleichung (4.1.119) ist mit

Ṫ obs = −2, 4184(9)× 10−12 s

s
(4.2.14)

allerdings so klein, dass sie Zusatzterme durch die pk-ART hier eine absolute Genauigkeit
von 10−28 bei der Messung erfordern würden. Die linearisierte Theorie ermöglicht hier
keinen nachweisbaren Unterschied zwischen der klassischen ART und dem pk-ART
Modell.
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5
Ausblick

5.1 Modellsystem 3+1-Formalismus
Die so genannte 3+1 Aufteilung der Einsteingleichungen dient als Grundlage für eine
Vielzahl an numerischen Betrachtungen der Allgemeinen Relativitätstheorie [Gou07;
Alc08]. Hierbei wird die vierdimensionale Raumzeit in dreidimensionale Hyperflächen Σt

aufgeteilt, die sich entlang eines Parameters t ordnen lassen. Zu jeder dieser Hyperflächen
lässt sich ein Normalenvektor nµ definieren. In Anhang C wird eine Einführung in den
3+1-Formalismus gegeben.

Insbesondere Simulationen der Verschmelzung von zwei kompakten astronomischen
Objekten wie Neutronensternen oder potentiellen Schwarzen Löchern, gründen sich
auf Gleichungen des 3+1 Formalismus’ [Gou07; Alc08]. Damit verbunden ist auch die
numerische Beschreibung von Gravitationswellensignalen, die mit solchen Ereignissen
wahrscheinlich einhergehen. Zusätzlich können mit Hilfe dieses Formalismus’ realistischere
Modelle für die relativistische Hydrodynamik von astrophysikalischen System beschrieben
werden [RZ13].

Um Modifikationen der ART, wie die in den vorherigen Kapiteln betrachteten Erweite-
rungen der pk-ART, untersuchen zu können, bietet der 3+1-Formalismus eine Möglichkeit
Phänomene zu beschreiben, ohne auf Näherungen zurückgreifen zu müssen. Dies ist
insbesondere relevant, wenn die Modifikationen der Theorie im Grenzfall schwacher
Felder keine Auswirkungen haben und Näherungen nicht verwendet werden können, wie
es im Rahmen dieser Arbeit der Fall ist.
Mit Hilfe des 3+1 Formalismus’ werden die Einsteingleichungen in einen Satz von

dynamischen Entwicklungsgleichungen und einen Satz von Randbedingungen aufgespalten.
Eine der am häufigsten verwendeten Formen dieser Gleichungen sind die so genannten
BSSN-Gleichungen, die auf Shibata und Nakamura [SN95], Nakamura, Kojima und
Oohara [NKO84];[NOK87], sowie Baumgarte und Shapiro [BS98] zurückgehen. Die
Entwicklungsgleichungen sind dabei als

(∂t − Lβ)φ = −1
6αK , (5.1.1a)
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(∂t − Lβ)γ̃ij = −2αÃij , (5.1.1b)

(∂t − Lβ)K = −e−4φ
(
2D̃iφD̃

iα + D̃iD̃
iα
)

+ α

(
ÃikÃ

ki + K2

3

)
+ 4πGα(S + E) , (5.1.1c)

(∂t − Lβ)Ãij = e−4φ
[
−D̃iD̃jα + 2

(
D̃iφD̃jα + D̃jφD̃iα− γ̃ijD̃kφD̃kα

)
+α3Rij + 4πGα [(S − E)γij − 2Sij]

]TF
+ α

(
KÃij − 2ÃikÃkj

)
, (5.1.1d)

(∂t − Lβ)Γ̃i = γ̃jk∂l∂kβ
i + 1

3 γ̃
il∂l∂kβ

k − 2Ãij∂jα

+ 2α
 ˜{

i

jk

}
Ãjk + 6Ãij∂jφ−

2
3 γ̃

ij∂jK − 8πGe4φpi

 (5.1.1e)

gegeben (siehe dafür Gleichung (C.102) und die vorangehenden Ableitungen). Die einzel-
nen Komponenten dieser Gleichungen sind

α : Lapsefunktion
βi : Shiftfunktion
γij : räumliche, dreidimensionale Metrik
φ : konformer Reskalierungsfaktor, alternativ: Ψ = eφ

K : Spur der äußeren Krümmung Kij

Ãij : konform reskalierte, spurfreie, äußere Krümmung Ãij = e−4φ(Kij −
1
3γijK)

γ̃ij : konform reskalierte, räumliche Metrik: γ̃ij = e−4φγij

D̃i : durch γ̃ij induzierte kovariante Ableitung
3Rij : räumlicher Ricci-Tensor
Sij : Materie-Spannungstensor: Sµν = γαµγ

β
νTαβ

S : Spur des Materie-Spannungstensors
E : Energiedichte: E = nµnνTµν

pi : Impulsdichte: pµ = −γµαnβTαβ
nµ : Normalenvektor an die dreidimensionalen Hyperflächen

Γ̃i : zusätzliche Entwicklungsgröße der BSSN-Gleichungen: Γ̃i = γ̃jk
˜{
i

jk

}
∂t : Zeitableitung
Lβ : Lie-Ableitung in Richtung des Shift-Vektors

Für eine ausführlichere Erklärung dieser Größen siehe Anhang C.
Die Gleichungen (5.1.1) enthalten aber noch nicht die gesamten Informationen der
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Einsteingleichungen. Wie oben beschrieben fehlen zusätzlich zu diesen Entwicklungs-
gleichungen noch Gleichungen, die Randwerte festlegen. Hierbei gibt es eine Reihe von
verschiedenen Ansätzen, von denen an dieser Stelle die so genannten XCTS-Gleichungen1
verwendet werden (siehe Gleichungen (C.122) und (C.124))

D̃iD̃
iΨ− 1

8R̃Ψ + 1
8ÂijÂ

ijΨ−7 + 2πGẼΨ−3 − 1
12K

2Ψ5 = 0 , (5.1.2a)

D̃j

( 1
2α̃∂tγ̃

ij
)

+ D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)− 2

3Ψ6D̃iK − 8πGp̃i = 0 , (5.1.2b)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7) + (∂tK − βiD̃iK)Ψ5

−(α̃Ψ7)
[1
8R̃+ 5

12K
2Ψ4 + 7

8ÂijÂ
ijΨ−8 + 2πG(Ẽ + 2S̃)Ψ−4

]
= 0 . (5.1.2c)

Zusätzlich zu den weiter oben beschriebenen Größen werden
Âij : weitere konform reskalierte, spurfreie, äußere Krümmung: Âij = Ψ10Aij

α̃ : konform reskalierte Lapse: α̃ = Ψ6α

Ẽ : konform reskalierte Energiedichte: Ẽ = Ψ8E

p̃i : konform reskalierte Impulsdichte: p̃i = Ψ10pi

S̃ : konform reskalierte Spur des Materie-Spannungstensors: S̃ = Ψ8S

R̃ : konform reskalierter Ricci-Skalar, induziert durch γ̃ij
eingeführt. Auch hier ist eine ausführlichere Behandlung im Anhang C zu finden. Unter
Verwendung der Gleichungen (5.1.2c) sind die Größen γ̃ij, ∂tγ̃ij, K, Ẽ, p̃i, S̃ und ∂tK
frei wählbar. Die Gleichungen legen die drei Größen Ψ, βi und α̃ fest [Gou07].
Das einfachste Beispiel um mit Hilfe des 3+1 Formalismus’ ein System zu beschrei-

ben, ist ein Schwarzschild Schwarzes Loch [Gou07]. Deshalb liegt es nahe, mit einer
Beschreibung eines solchen Objektes mit einem zusätzlichen Energie-Impuls-Tensor wie
in Gleichung (1.3.11) zu beginnen, um die Vorhersagen von [HG09; Cas+11; Cas+12;
Sch+13; Sch+14] zu überprüfen. Bis auf die Materiefreiheit des Raumes können dieselben
Annahmen wie in Kapitel C.10 getroffen werden [Gou07].
Zunächst folgt aus der Annahme eines stationären System ∂tγ̃ij = 0, ∂tK = 0 und K = 0
[Alc08]. Ebenso soll die konforme Metrik den flachen Raum beschreiben, also γ̃ij = fij
gelten. Dadurch reduzieren sich die XCTS-Gleichungen wie in Kapitel C.10 auf

D̃iD̃
iΨ + 1

8ÂijÂ
ijΨ−7 + 2πGẼΨ−3 = 0 , (5.1.3a)

D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)− 8πGp̃i = 0 , (5.1.3b)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7)− (α̃Ψ7)

[7
8ÂijÂ

ijΨ−8 + 2πG(Ẽ + 2S̃)Ψ−4
]

= 0 . (5.1.3c)

Der spurfreie Teil der äußeren Krümmung ist weiterhin durch Gleichung (C.120) gegeben

Âij = 1
2α̃

[
∂tγ̃

ij +
(
L̃β
)ij]

. (5.1.4)

1XCTS steht für eXtended Conformal Thin Sandwich, siehe Anhang C.10
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Im Gegensatz zur klassischen ART liegt im hier betrachteten Fall allerdings kein
materiefreier Raum mehr vor, wodurch sich die Gleichungen (5.1.3) nicht mehr auf (C.127)
reduzieren. Setzt man für die Materieverteilung eine anisotrope Flüssigkeit (1.3.11) an
und verwendet, dass die Teilchengeschwindigkeit uµ im stationären Fall gleich dem
Normalenvektor nµ ist, ergibt sich

nνTµν = (ρ+ p⊥)nνuµuν + p⊥n
νgµν + (pr − p⊥)nνvµvν

= −(ρ+ p⊥)uµ + p⊥nµ

= −ρuµ . (5.1.5)

Hier wurde noch ausgenutzt, dass vµ der radiale Einheitsvektor ist, also in Σ0 liegt und
somit nµvµ = 0 gilt. Gleichung (5.1.5) kann verwendet werden, um die verschiedenen Pro-
jektionen des Energie-Impuls-Tensors (C.41, C.43) beziehungsweise deren Spuren (C.46)
zu berechnen

E = nµnνTµν = ρ

T = T µµ = −ρ+ pr + 2p⊥
(1.3.13)= 2(p⊥ − ρ)

S = T + E = 2p⊥ − ρ
pµ = −γµαnβTαβ = 0 . (5.1.6)

Die zugehörigen, konform reskalierten Größen sind gerade

Ẽ = Ψ8E = Ψ8ρ ,

S̃ = Ψ8S = Ψ8(2p⊥ − ρ) ,

p̃i = Ψ10pi = 0 . (5.1.7)

Damit lassen sich die Gleichungen (5.1.3) vereinfachen. Zunächst ist Gleichung (5.1.3b)
durch βi = 0 lösbar. Diese Wahl für βi führt aber auch dazu, dass die spurlose, konfor-
me, äußere Krümmung, Gleichung (5.1.4), verschwindet. Insgesamt reduzieren sich die
Gleichungen (5.1.3) damit also auf

D̃iD̃
iΨ + 2πGρΨ5 = 0 , (5.1.8a)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7)− 2πG(α̃Ψ11)(4p⊥ − ρ) = 0 . (5.1.8b)

Hier entkoppelt sich die Gleichung für den konformen Skalierungsfaktor Ψ. Für die
Annahme einer flachen räumlichen Metrik fij gilt noch D̃iD̃

i = ∆, wobei ∆ der Laplace-
Operator ist. Damit und durch Subtraktion der mit α multiplizierten Gleichung (5.1.8a)
von (5.1.8b) zusammen mit α̃Ψ7 = αΨ ergibt sich

∆Ψ = −2πGρΨ5 , (5.1.9)
∆α = 8πGαp⊥Ψ4 . (5.1.10)

Bisher ist es nicht gelungen diese Gleichungen analytisch zu lösen.
Ohne den zusätzlichen Energie-Impuls-Tensor erhält man aus diesen Gleichungen die
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Kapitel 5. Ausblick

klassische Schwarzschild-Metrik in isotropen Koordinaten, siehe Kapitel C.10 Glei-
chung (C.132) [Gou07; Alc08]. Als Ansatz kann man versuchen analog zur klassischen
Lösung vorzugehen und eine isotrope Formulierung der erweiterten Schwarzschild-Metrik
aufstellen.

Dazu führt man die neue Radialvariable ρ und eine Funktion λ(ρ) ein. Durch Vergleich
der Linienelemente erhält man

λ2ρ2 = r2 und dr2

1− 2m
r

+ B
2r3

= λ2dρ2 , (5.1.11)

oder umgeformt (positive Vorzeichen, weil r und ρ für große Werte ineinander übergehen)

dr√
r2 − 2mr + B

2r

= dρ

ρ
. (5.1.12)

Für den Fall B = 0 lässt sich dieser Ausdruck noch relativ einfach integrieren zu

constρ = 2(r −m) + 2
√
r2 − 2mr (5.1.13)

und auch invertieren (const = 4) [ABS75]

r = ρ

(
1 + m

2ρ

)2

. (5.1.14)

Für den Fall B 6= 0 ist es leider nicht mehr so einfach möglich ein Integral zu finden. Es
müssen Fallunterscheidungen vorgenommen werden. Für den Fall B = 64

27m
3 findet sich

(mit Mathematica [Wol12]) zwar eine eindeutige Lösung

ln ρ = −2
√

2
3arcoth

[
3
√

r

4m+ 6r

]
+ 2 ln

[
3
√
r +
√

6m+ 9r
]

. (5.1.15)

Unter der Berücksichtigung, dass man den Areakotangenshyperbolicus auch als Loga-
rithmus arcoth(x) = 1

2 ln
(
x+1
x−1

)
(|x| > 1) schreiben kann, hat man hier die Summe

zweier Logarithmen. Allerdings verhindert der Vorfaktor
√

2
3 eine direkte Invertierung

der Gleichung. Man kann noch nach ρ auflösen

ρ =
3
(
6r + 3m+

√
9r2 + 6mr

)
(

3
√

r
4m+6r+1

3
√

r
4m+6r−1

)√ 2
3

. (5.1.16)

Bisher ist es noch nicht gelungen diesen Ausdruck zu invertieren. Damit findet man
aber auf diesem Weg auch keinen Ausdruck für eine isotrope Form der modifizierten
Schwarzschild-Metrik als Funktion der alten Schwarzschildkoordinaten. Die Idee hier-
über einen Ansatz zu finden, um die Gleichungen 5.1.10 zu lösen, scheint also nicht
vielversprechend zu sein.

81



5.1 Modellsystem 3+1-Formalismus

Das vorgestellte Beispiel verdeutlicht, wie schnell man auch bei relativ einfachen Mo-
dellen an Grenzen stößt, Probleme analytisch zu lösen. Ein möglicher nächster Schritt
ist die Verwendung von Programmen wie Lorene2 um numerisch Anfangsbedingungen
für physikalisch interessante Szenarien, wie die Verschmelzung von zwei umkreisenden
Neutronensternen, zu finden. Diese Anfangswerte können zusammen mit den Entwick-
lungsgleichungen (5.1.1) in Programmen wie dem Einstein Toolkit [Lof+12] verwendet
werden, um die Dynamik solcher Systeme zu beschreiben.

2Erhältlich als freie Software unter http://www.lorene.obspm.fr/.
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Kapitel 6. Fazit

6
Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Modellsysteme untersucht, welche Metriken
der klassischen Allgemeinen Relativitätstheorie mit Erweiterungen vergleichen, in denen
Ereignishorizonte nicht existieren müssen. Die untersuchten Korrekturterme sind durch
Schwachfeldmessungen, wie sie zum Beispiel in unserem Sonnensystem durchgeführt
werden, nicht überprüfbar. Es ist deshalb nötig solche Systeme zu betrachten, in denen
die vollständigen Gleichungen berücksichtigt werden müssen und keine Entwicklungen
für schwache Felder gemacht werden können.
Es gibt eine Reihe von astrophysikalischen Systemen, die diese Bedingungen erfüllen, wie
das Galaktische Zentrum oder Doppelsternsysteme.

In Kapitel 2 werden Testteilchenorbits in einem Zentralpotential beschrieben und Un-
terschiede zwischen der klassischen und einer modifizierten Kerr-Metrik herausgearbeitet.
Drei neue Phänomene der modifizierten Metrik gegenüber der Klassischen treten hier in
Erscheinung. Zum einen haben Teilchen, die sich auf prograden Bahnen um den Zentral-
körper drehen, ein Maximum in ihrer Winkelgeschwindigkeit (siehe Abbildung 2.1a). Zum
anderen ist das Phänomen des frame-draggings deutlich schwächer ausgeprägt (siehe Ab-
bildung 2.2). Schließlich tritt ein letzter stabiler Orbit für entsprechend schnell rotierende
Zentralkörper nicht mehr auf (siehe Abbildung 2.4). Gleichzeitig sind die Unterschiede in
den beiden Metriken für große Abstände (r > 10m) nahezu vernachlässigbar.

In Kapitel 3 werden diese Ergebnisse auf zwei unterschiedliche Modelle zur Beschreibung
von Akkretionsscheiben angewendet. Untersucht wird zum einen das Verhalten der Eisen-
Kα-Emissionslinie und zum anderen der Energiefluss aus einer Akkretionsscheibe. In der
Form der Eisen-Kα-Emissionslinie gibt es eine deutliche Zunahme des rotverschobenen
Anteils der Strahlung in der modifizierten Kerr-Metrik gegenüber der klassischen Kerr-
Metrik. Die Akkretionsscheibe nach Page und Thorne zeigt unter Verwendung der
modifizierten Kerr-Metrik eine signifikante Erhöhung der abgestrahlten Energie, wenn der
Zentralkörper so schnell rotiert, dass kein letzter stabiler Orbit mehr auftritt. Zusätzlich
gibt es hier in der Scheibe einen dunklen Ring im Vergleich zu den Bildern höherer
Ordnung, die in der klassischen Kerr-Metrik auftreten. Erklärbar sind diese Phänomene
dadurch, dass sich Teilchen auf stabilen Bahnen in der modifizierten Kerr-Metrik näher
an den Zentralkörper heran bewegen können, als es in der klassischen Kerr-Metrik der
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Fall ist. Die Rotverschiebung ist für beide Fälle annäherend gleich.
Kapitel 4 gibt eine kurze Einführung in die Beschreibung von Gravitationswellen im

Rahmen der linearisierten Allgemeinen Relativitätstheorie. Hier wird als Modell ein
Binärsystem, wie etwa der Hulse-Taylor-Pulsar, betrachtet. Die Unterschiede zwischen
der klassischen Theorie und einer Beschreibung unter Hinzunahme von Zusatztermen
sind hier erwartungsgemäß sehr gering, da die Linearisierung der Gleichungen dazu führt,
dass Starkfeldeffekte vernachlässigt werden. Für große Abstände, was in diesem Fall auch
schwache Felder impliziert, sind die Erweiterungen der Gleichungen vernachlässigbar.
Hier werden zum Teil auch Effekte in der klassischen ART vernachlässigt, siehe dazu die
Diskussion ab Gleichung (1.3.4).
In Kapitel 5.1 befindet sich ein kurzer Ausblick in die 3+1-Formulierung der Ein-

steingleichungen für die numerische Beschreibung von Gravitationsphänomenen. Diese
Beschreibung ermöglicht es auch komplexe Systeme ohne viele nähernde Annahmen
genau beschreiben zu können. Diese Systeme können zum einen Akkretionsscheiben um
kompakte Objekte sein, aber auch die Verschmelzung von zwei massiven Objekten und
die damit verbundenen Gravitationswellensignale. Dadurch lassen sich die Vorhersagen
der ART oder etwaiger Erweiterungen präziser modellieren.
In zukünftigen Arbeiten kann die in den Kapiteln 2 und 3 verwendete Annahme,

dass sich Testteilchen, beziehungsweise Gasscheiben, ausschließlich im Äquator um ein
kompaktes Objekt bewegen, in Zukunft fallen gelassen werden. Dadurch kann man die
angestellten Rechnungen auf Teilchenbahnen erweitern, die auch außerhalb des Äquators
liegen können. Rechnungen in der klassischen ART dazu finden sich bereits bei Bardeen,
Press und Teukolsky [BPT72]. Die in Kapitel 3 vorgestellten Scheibenmodelle gehören zu
den einfachsten, die man konstruieren kann. Eine mögliche Erweiterung der vorgestellten
Ergebnisse ist die Betrachtung komplexerer Scheibenmodelle, die beispielsweise die
Temperatur des Scheibengases berücksichtigen [AF13]. Auch wurde bislang die komplette
innere Dynamik und die Existenz von Magnetfeldern nicht berücksichtigt. Perspektivisch
ist hier ein mögliches Ziel eine vollständige relativistische Hydrodynamik [RZ13] für
den zusätzlichen Energie-Impuls-Tensor (1.3.7), wie er in dieser Arbeit verwendet wird,
aufzustellen [RZ13].

Die vorgestellten Ergebnisse liegen innerhalb der Einschränkungen durch aktuelle Mes-
sungen. Zukünftige Messungen wie genauere Beobachtungen des Galaktischen Zentrums
durch das Event Horizon Telescope [Doe+09; Fal+12] sind aber voraussichtlich dazu in
der Lage zwischen den untersuchten Metriken zu unterscheiden.
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Anhang A. Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

A
Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus [Sch11]. Zu beachten ist, dass dort andere Kon-
ventionen für die Signatur der Metrik, die Definition des Riemann-Tensors und für den
Spinparameter a verwendet wurden.

A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter
Der Ansatz von Carter [Car72]; [PK06] besteht darin, die Separierbarkeit der
Klein-Gordon-Gleichung

1
Ψ

∂

∂xα

(√−ggαβ ∂Ψ
∂xβ

)
−m2

0
√−g = 0 (A.1)

zu fordern1. Zunächst betrachtet er dafür die „metric co-form“
(
∂
∂s

)2
=

gαβ
(

∂
∂xα

) (
∂
∂xβ

)
, da man hier die einzelnen Terme der Klein-Gordon-Glei-

chung gut ablesen kann. Durch Einführung der Variablen µ := cosϑ wird
daraus für den Schwarzschildfall

(
∂

∂s

)2

= − 1
r2

(1− µ2)
(
∂

∂µ

)2

+ 1
1− µ2

(
∂

∂ϕ

)2

+∆r

(
∂

∂r

)2

− Z2
r

∆r

(
∂

∂t

)2
 . (A.2)

Dabei sind bei Plebanski et al. [PK06] noch die beiden Funktionen ∆r :=
r2 − rsr und Zr := r2 festgelegt worden. Carter geht zunächst nicht näher
auf die Form von ∆r und Zr ein. Die einzige Einschränkung an die beiden
Funktionen besteht darin, dass sie nur von r abhängen dürfen. Die „metric

1Carter verwendet die Signatur (-,+,+,+), Plebanski et al. und wir verwenden (+,-,-,-).
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A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter

co-form“ kann somit auch folgendermaßen aussehen(
∂

∂s

)2

= − 1
r2

(1− µ2)
(
∂

∂µ

)2

+ 1
1− µ2

(
∂

∂ϕ

)2

+e−λr2
(
∂

∂r

)2

− eνr2
(
∂

∂t

)2
 . (A.3)

Also muss man hier für den Fall ν 6= −λ keine Einschränkung machen. Unter
Verwendung von (A.2) resultiert die Klein-Gordon-Gleichung

r2

Zr

[
− 1

Ψ
∂

∂µ

(
(1− µ2)∂Ψ

∂µ

)
− 1

Ψ(1− µ2)
∂2Ψ
∂ϕ2 −m

2
0r

2
]

− 1
Ψ
∂

∂r

(
r2∆r

Zr

∂Ψ
∂r

)
+ 1

Ψ
r2Zr
∆r

∂Ψ
∂t

= 0 .(A.4)

Durch eine geeignete Substitution Ψ = ∏
i ψi(xi) ist diese Gleichung separier-

bar und zerfällt in vier partielle Differentialgleichungen für die jeweiligen
Variablen. Hiervon ausgehend soll die „mectric co-form“ erweitert werden,
sodass auch die Kerr-Metrik als Spezialfall enthalten ist. Gleichzeitig soll aber
auch die Separierbarkeit der Klein-Gordon-Gleichung erhalten bleiben. Carter
setzt nun für die „metric co-form“ im Kerr-Fall folgendermaßen an(

∂

∂s

)2

= − 1
Z

∆µ

(
∂

∂µ

)2

+ 1
∆µ

(
Zµ

∂

∂t
+Qµ

∂

∂ϕ

)2


− 1
Z

∆r

(
∂

∂r

)2

− 1
∆r

(
Zr

∂

∂t
+Qr

∂

∂ϕ

)2
 . (A.5)

Dieser Ansatz entspricht insofern der Kerr-Metrik, da nur gemischte Terme in
t und ϕ auftauchen (siehe hierzu die Boyer-Lindquist-Form der Kerr-Metrik
[BL67] ). Die Funktionen ∆µ, Qµ, Zµ und ∆r, Qr, Zr hängen jeweils nur
von der indizierten Variablen ab und die Funktion Z ist hier noch nicht näher
eingeschränkt. (A.2) geht also als Spezialfall für ∆µ = 1−µ2, Z = r2, Qr = 0,
Zµ = 0 und Qµ = 1 aus (A.5) hervor. Als Determinante erhält Carter dann

√−g = Z2

|ZrQµ − ZµQr|
. (A.6)

Die Klein-Gordon-Gleichung hat für diesen Ansatz die Form [PK06]

1
Ψ

[
− ∂

∂µ

(√−g
Z

∆µ
∂Ψ
∂µ

)
− ∂

∂r

(√−g
Z

∆r
∂Ψ
∂r

)
−
√−g
Z

m2
0ZΨ

]

− 1
Ψ

(
Zµ

∂

∂t
+Qµ

∂

∂ϕ

)[
1

∆µ

√−g
Z

(
Zµ
∂Ψ
∂t

+Qµ
∂Ψ
∂ϕ

)]

+ 1
Ψ

(
Zr

∂

∂t
+Qr

∂

∂ϕ

)[
1

∆r

√−g
Z

(
Zr
∂Ψ
∂t

+Qr
∂Ψ
∂ϕ

)]
= 0 . (A.7)
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Anhang A. Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

Um die Separierbarkeit der Gleichung zu garantieren, muss der Faktor
√
−g
Z

ein
Produkt einer von r abhängenden Funktion mit einer nur von µ abhängenden
Funktion sein. Plebanski et al. [PK06] beschreiben die Möglichkeit durch eine
Transformation der Variablen r und µ und Umdefinition der Funktionen
∆µ, ∆r, Zµ, Zr, Qµ und Qr den Faktor

√−g/Z = 1 zu wählen. Mit (A.6)
entspricht das der Wahl

Z = ZrQµ − ZµQr . (A.8)

Weiterhin muss Z als Summe von Funktionen, die von r respektive µ abhängen,
darstellbar sein, sonst bereitet der Term proportional zu m0ZΨ Probleme bei
der Separierbarkeit. Das ergibt die Bedingung

dZr
dr

dQµ

dµ −
dZµ
dµ

dQr

dr = 0 . (A.9)

Es gibt nun verschiedene Möglichkeiten diese Bedingung zu erfüllen. Wir
wählen an dieser Stelle wie [Car72]; [PK06] die Konstanz der Funktionen Qr

und Qµ und nennen sie Cr und Cµ2. Um die Separierbarkeit der Gleichung zu
garantieren wählt Carter an dieser Stelle den Faktor

√
−g
Z

= 1 und legt damit
Z = ZrQµ − ZµQr fest. Wir sind zunächst davon ausgegangen, dass man
hier zusätzlich einen Faktor e ν+λ

2 - also Z = e
ν+λ

2 (ZrQµ − ZµQr) - bekommt,
weil für den verallgemeinerten Schwarzschildfall

√−g = r2e
ν+λ

2 gilt. Daraus
resultieren aber einige Probleme bei den weiteren Rechnungen. Weiterhin
muss Z als Summe von Funktionen, die von r respektive µ abhängen dar-
stellbar sein, sonst bereitet der Term proportional zu m0ZΨ Probleme bei der
Separierbarkeit. Hier kann man nun Qµ und Qr konstant wählen. Wenn man
aber von Z = e

ν+λ
2 (ZrQµ − ZµQr) ausgeht, muss man diese Forderung ein

wenig verändern, sodass Qr nicht mehr konstant ist. Daraus ergeben sich in
den späteren Rechnungen enorm aufwendige Terme (wir hatten die Christof-
felsymbole mit diesem Ansatz berechnet). Aktuell gehen wir aber davon aus,
dass die Freiheiten in den verschiedenen Funktionen ausreichen um

√
−g
Z

= 1
zu gewährleisten. Damit kann man wahrscheinlich die Rechnungen von Car-
ter übernehmen und muss nur später in den Einsteingleichungen Quellterme
hinzufügen. Nach diesen Überlegungen nimmt die Metrik die folgende Form an

gµν = 1
Z


∆rC

2
µ −∆µC

2
r 0 0 ∆µCrZr −∆rCµZµ

0 −Z2

∆r
0 0

0 0 − Z2

∆µ
0

∆µCrZr −∆rCµZµ 0 0 ∆rZ
2
µ −∆µZ

2
r

 .

(A.10)

2Für weitere Diskussionen dieser Wahl siehe [KK09].
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A.1 Die Kerr-Metrik - Ansatz von Carter

Jetzt, da der Ansatz für die Metrik aufgestellt ist, ist es an der Zeit die Ein-
steingleichungen zu finden und wenn möglich zu lösen. Carter geht nun anders
als Adler et al. [ABS75] vor, um die Einsteingleichungen aufzustellen. Er
berechnet nicht die Christoffelsymbole, sondern benutzt ein anderes Verfahren,
welches im nächsten Kapitel kurz vorgestellt wird.

Bestimmung der Einsteingleichungen mit Hilfe von Differentialformen

Die hier vorgestellte Methode zur Bestimmung der Einsteingleichungen geht
auf Cartan [Car83] zurück. Misner et al. [MTW73] erläutern diese Methode
recht ausführlich in ihrem Buch. Eine beispielhafte Rechnung, auf die sich
auch Carter [Car72] bezieht, lässt sich im Anhang von [Mis63] finden. Eine
mathematisch formale Ausführung findet man in [ONe95]. Wir werden hier die
Methode kurz vorstellen und die Einsteingleichungen für die Schwarzschild-
Metrik ausführlich ableiten. Die Methode lässt sich grob in drei Schritte
gliedern:
1. Man wechselt in ein neues Koordinatensystem, das (mitbewegte) Vierbein

oder auch Tetrade (englisch „tetrad“) genannt wird. Dieses System bringt
den Vorteil mit sich, dass die Metrik hier Minkowski-Form annimmt
und dadurch einige Rechnungen wesentlich vereinfacht werden können.
Das Längenelement ist also

ds2 = gµνdxµdxν = ηµνω
µων . (A.11)

Wobei die ωµ Differential- oder auch 1-Formen sind.
2. Nun bestimmt man die so genannten Verbindungs-Formen ωµν, welche

eindeutig3 durch

0 = dωµ + ωµν ∧ ων
dgµν = ωµν + ωνµ (A.12)

festgelegt sind. Das Symbol ∧ bezeichnet das „Dach-“, oder „äußere“
Produkt mit der wichtigen Eigenschaft α∧β = −β∧α. Wie häufig in der
Physik kann man aufgrund der Eindeutigkeit Lösungen durch Ansätze
finden oder „raten“. Sobald sie (A.12) erfüllen, sind sie richtig. Wenn
man sich aber mit der Methode vertraut macht, ist es empfehlenswert
die Verbindungsformen zunächst direkt zu berechnen. Dies geschieht über

dωα = −c|µν|αωµ ∧ ων

ωµν = 1
2 (cµνα + cµαν − cναµ)ωα , (A.13)

3für den Eindeutigkeitsbeweis siehe z.B. [ONe95].
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Anhang A. Herleitung der modifizierten Kerr-Metrik

wobei die hier verwendete Schreibweise eine Summation über µ und
ν mit µ < ν bedeutet [MTW73]. Bei den cµν

α handelt es sich um so
genannte „Kommutations-Koeffizienten“. Sie sind über [~eµ, ~eγ ] =: cµνα~eα
definiert [MTW73], wobei die ~eµ Basisvektoren sind. Für normale Koor-
dinatenbasisvektoren verschwinden sie, nicht aber für die Tetradenbasis.

3. Hat man die (in 4 Dimensionen) sechs Verbindungsformen ωµν gefunden,
muss man noch die Krümmungsformen

Θµ
ν = dωµν + ωµα ∧ ωαν (A.14)

bestimmen. Über den Zusammenhang[MTW73]

Θµ
ν = −Rµ

ν|αβ| ω
α ∧ ωβ (A.15)

kann man den Riemann-Tensor ablesen. Durch Kontraktion erhält man
den Ricci-Tensor Rµν = Rα

µαν. An dieser Stelle muss noch angemerkt
werden, dass die so enthaltenen Tensoren noch in Tetrad-Komponenten
aufgeschrieben sind. Um die Koordinaten-Komponenten zu bekommen
muss man sie noch zurücktransformieren. Für die Rücktransformation
stellt man die ωµ in Abhängigkeit der Koordinatendifferentialformen dxa
als ωµ = λµadxa dar. Die Koordinatenkomponenten des Ricci-Tensors
erhält man über [Car72]; [DFC90]

Rab = Rµν λ
µ
aλ

ν
b . (A.16)

Neben dieser Vorgehensweise um die verschiedenen Krümmungsformen zu
bestimmen brauchen wir noch Rechenregeln für die äußere Ableitung. So
gelten für eine 0-Form u und eine 1-Form σ die folgenden Regeln [MTW73];
[ONe95]

d2u = 0
d(uσ) = du ∧ σ + udσ . (A.17)

Die erste Zeile in (A.17) ist eine andere Darstellung der in der Physik be-
kannten Regeln, dass die Divergenz einer Rotation und die Rotation eines
Gradienten verschwindet. Dies kann man zum Beispiel durch die Korrespon-
denz zwischen der äußeren Ableitung und dem Gradienten, bzw. der Divergenz
sehen. Für eine Funktion f und einen Vektor ~A im dreidimensionalen eukli-
dischen Raum gilt [Arn00]; [MTW73]

df = ω1
grad f , dω1

~A
= ω2

rot ~A
, dω2

~A
= (div ~A)ω3 , (A.18)

wobei ω1
~A
und ω2

~A
die zu ~A korrespondierenden 1- beziehungsweise 2-Formen

sind und ω1
grad f die zum Gradienten von f korrespondierende 1-Form ist

[Arn00]. ω3 ist das Volumenelement. Unter Berücksichtigung von d2 = dd = 0
folgen rot(grad)= 0 und div(rot)= 0.
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A.2 Die Einsteingleichungen für die Kerr-Metrik über Differentialformen

A.2 Die Einsteingleichungen für die Kerr-Metrik
über Differentialformen
Mit der im Abschnitt A.1 beschriebenen Vorgehensweise lassen sich aus dem
Ansatz von Carter (A.10) die Einsteingleichungen ableiten. [...] Der hier
aufgeführte Einstein-Tensor, auf den man schließlich kommt, geht auf Car-
ter [Car72] zurück und wurde in dieser Form von Plebanski et al. [PK06]
aufgestellt

G0
0 = 1

2Z∆µ|µµ + 1
Z2 ∆rZr|rr + a2

4Z3 ∆µ

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

− 3
4Z3 ∆r

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

+ a

2Z2 ∆µ|µZµ|µ + 1
2Z2 ∆r|rZr|r

G0
3 = − 1

2Z2

√
∆r∆µ

(
aZr|rr + Zµ|µµ

)
G1

1 = 1
2Z∆µ|µµ + a2

4Z3 ∆µ

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)
− 1

4Z3 ∆r

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

+ a

2Z2 ∆µ|µZµ|µ + 1
2Z2 ∆r|rZr|r

G2
2 = 1

2Z∆r|rr −
a2

4Z3 ∆µ

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

+ 1
4Z3 ∆r

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

− a

2Z2 ∆µ|µZµ|µ −
1

2Z2 ∆r|rZr|r

G3
3 = 1

2Z∆r|rr −
a

Z2 ∆µZµ|µµ −
3a2

4Z3 ∆µ

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)

+ 1
4Z3 ∆r

(
Zµ|µ

2 + Zr|r
2
)
− a

2Z2 ∆µ|µZµ|µ −
1

2Z2 ∆r|rZr|r .

(A.19)

Durch geeignete Variablentransformationen kann man die Konstanten Cr = a
und Cµ = 1 wählen [KK09].
Die Kerr-Lösung nach Boyer und Lindquist [BL67] erhält man hier aus den
freien Einsteingleichungen Gµ

ν = 0. Zunächst merken [PK06] an, dass sich
die Gleichung für G0

3 auf

aZr|rr + Zµ|µµ = 0

reduziert, also eine Summe aus zwei Funktionen, die von unterschiedlichen
Variablen abhängen. Diese Gleichung lässt sich direkt durch

Zr = Cr2 + C1r + C2 , Zµ = −aCµ2 + C3µ+ C4 (A.20)

lösen. Eingesetzt in G2
2 −G3

3 = 0 liefert das nach einigen Umformungen

C4 = C2

a
− C2

1 + C2
3

4aC . (A.21)
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Setzt man das in (A.20) ein, so stellt man fest, dass eine Variablentransfor-
mationen µ = µ′ + C3

2aC und Umdefinition C2 = aC ′2 + C2
1

4C denselben Effekt
haben, wie die Wahl C3 = 0. Also bleibt

Zr = C
(
r + C1

2C

)2
+ aC ′2 , Zµ = −aCµ2 + C ′2 . (A.22)

Durch eine weitere Variablentransformationen, diesmal von r, lässt sich die
Konstante C1 = 0 setzen. Der Faktor Z = Zr − aZµ hängt nicht von C ′2 ab,
deshalb wählen [PK06] C ′2 = aC. Anschließend lässt sich der Faktor C durch
eine Umdefinition von ϕ, ∆µ und ∆r absorbieren, was gleichbedeutend mit
der Wahl C = 1 ist und auf

Zr = r2 + a2 , Zµ = a(1− µ2) (A.23)

führt [PK06]. Als nächstes betrachten wir G1
1 +G2

2 = 0

1
2Z

(
∆µ|µµ + ∆r|rr

)
= 0 . (A.24)

Wieder liegt eine Summe aus zwei Funktionen unterschiedlicher Variablen
vor. Die Funktionen müssen somit konstant sein und wir erhalten [PK06]

∆r = Er2 − rSr + E2 , ∆µ = −Eµ2 + E3µ+ E4 . (A.25)

Um die Konstanten näher zu bestimmen betrachten wir zunächst G2
2 = 0.

Durch Einsetzen von (A.23) und (A.25) und Umformen bleibt

E4a
2 − E2 = 0 . (A.26)

Weiterhin fordern [PK06] einige Einschränkungen an die verbleibenden Kon-
stanten. So muss E3 = 0 sein, denn sonst würde ein Term proportional zu
µ = cosϑ in der Metrik auftauchen. Dieser Term verletzt aber die Symmetrie
in Hinsicht auf eine Spiegelung an der Äquatorebene. Um eine Koordinaten-
singularität an den Polen zu vermeiden fordern [PK06] E = 1. Schließlich
muss noch E4 = 1 gesetzt werden, um die Schwarzschildlösung als Grenzfall
erhalten zu können. Damit haben wir also

Zr = r2 + a2 , Zµ = a(1− µ2) ,

∆r = r2 − rSr + a2 , ∆µ = 1− µ2 ,

Z = Zr − aZµ = r2 + a2µ2 . (A.27)

Eingesetzt in (A.10) ergibt sich nach einigen Umformungen gerade die Boyer-
Lindquist-Darstellung der Kerr-Metrik [Car72].
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Im Gegensatz zu den gerade gezeigten Rechnungen für die klassische Kerr-
Lösung, setzen wir die Einsteingleichungen durch das erweiterte Variations-
prinzip (1.2.9) nicht mehr Null, sondern gleich Elementen aus dem Nullteiler
[...]. Auf der Suche nach einer Lösung für die Einsteingleichungen Gµ

ν = Ξµ
ν

mit (A.19) bietet es sich nun an, ähnliche Kombinationen wie in [PK06] zu
betrachten

G0
3 :− 1

2Z2

√
∆R−∆µ−(aZR−|R−R− + Zµ−|µ−µ−) = Ξ0

3

G1
1 +G2

2 : 1
2Z (∆µ−|µ−µ− + ∆R−|R−R−) = Ξ1

1 + Ξ2
2

G2
2 −G3

3 : a
Z2 ∆µ−Zµ−|µ−µ− + a2

2Z3 ∆µ−(Z2
µ−|µ− + Z2

R−|R−) = Ξ2
2 − Ξ3

3

G0
0 −G1

1 : 1
Z2 ∆R−ZR−|R−R− −

1
2Z3 ∆R−(Z2

µ−|µ− + Z2
R−|R−) = Ξ0

0 − Ξ1
1

G2
2 : 1

2Z∆R−|R−R− −
a2

4Z3 ∆µ−

(
Zµ−|µ−

2 + ZR−|R−
2
)

− a

2Z2 ∆µ−|µ−Zµ−|µ− + 1
4Z3 ∆R−

(
Zµ−|µ−

2 + ZR−|R−
2
)

− 1
2Z2 ∆R−|R−ZR−|R− = Ξ2

2 .

(A.28)

[...]
Den zweiten Ansatz, um eine Lösung für (A.28) zu finden, bildet die

Annahme, dass die fünf verschiedenen Ξµ
ν beliebige Funktionen von R− und

µ− sind und zunächst kein Zusammenhang zu den ξµ der Schwarzschild-
Lösung besteht. Durch geeignete Wahl dieser Funktionen lässt sich (A.28)
derart lösen, dass man eine Verallgemeinerung der [Kerr-]Metrik erhält. Die
erste Annahme treffen wir durch Ξ0

3 = 0. Damit sind

ZR− = CR2
−+C1R−+C2 , Zµ− = −a−Cµ2

−+C3µ−+C4 , (A.29)

wie in (A.20). Mit der Wahl Ξ2
2 − Ξ3

3 = 0 erhält man (A.21) und die daran
anschließenden Umformungen können genauso übernommen werden, sodass
wie in (A.23)

ZR− = R2
− + a2

− , Zµ− = a−(1− µ2
−) (A.30)

bleibt. Die vierte Gleichung in (A.28) liefert Ξ0
0 − Ξ1

1 = 0. Bisher sind die
Ergebnisse identisch mit denen aus [Car72]; [PK06]. Durch die Annahme
Ξ1

1 + Ξ2
2 = 0 erhält man analog zu Gleichung (A.24)

∆R−|R−R− + ∆µ−|µ−µ− = 0 , (A.31)

was durch

∆R− = ER2
− −R−SR− + E2 , ∆µ− = −Eµ2

− + E3µ− + E4 (A.32)
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gelöst wird. Eingesetzt in die letzte Gleichung aus (A.28) bleibt

E2 − a2
−E4 = Z2Ξ2

2 . (A.33)

Setzt man nun auch Ξ2
2 = 0, entspricht das Gleichung (A.26), was auf die

klassische Kerr-Lösung führt. Die Wahl Ξ2
2 = B

Z2 ergibt eine Änderung dieser
Lösung, die im Grenzfall a→ 0 in [die Schwarzschildlösung] übergeht. Die Be-
stimmung der restlichen Konstanten erfolgt hier analog zu den Betrachtungen
nach Gleichung (A.26). Schließlich haben wir damit

ZR− = R2
− + a2

− , Zµ− = a−(1− µ2
−) ,

∆R− = R2
− −R−SR− + a2

− +B , ∆µ− = 1− µ2
− ,

Z = ZR− − a−Zµ− = R2
− + a2

−µ
2
− . (A.34)

Eingesetzt in (A.10) zusammen mit µ = cos θ haben wir damit den zu σ−
proportionalen Teil der Metrik

g−00 = R2
− −R−SR− +B + a2

− cos2 θ−
R2
− + a2

− cos2 θ−

g−11 = − R2
− + a2

− cos2 θ−
R2
− −R−SR− + a2

− +B

g−22 = −R2
− − a2

− cos2 θ−

g−33 = −(R2
− + a2

−) sin2 θ− −
a2
− sin4 θ−(R−SR− −B)
R2
− + a2

− cos2 θ−

g−03 = −a− sin2 θ− R
−
SR− + a−B sin2 θ−

R2
− + a2

− cos2 θ−
. (A.35)

Die σ+-Komponenten entsprechen denen der klassischen Kerr-Lösung. Durch
anschließende Projektion auf reelle Größen, wie in Kapitel 3 beschrieben,
erhält man die Metrik

gRe
00 =

r2 − rSr + B
2 + a2 cos2 ϑ

r2 + a2 cos2 ϑ

gRe
11 = − r2 + a2 cos2 ϑ

r2 − rSr + a2 + B
2

gRe
22 = −r2 − a2 cos2 ϑ

gRe
33 = −(r2 + a2) sin2 ϑ− a2 sin4 ϑ(rSr − B

2 )
r2 + a2 cos2 ϑ

gRe
03 =

−a sin2 ϑ rSr + aB2 sin2 ϑ

r2 + a2 cos2 ϑ
. (A.36)

Im Grenzfall a = 0 geht sie gerade in [die modifizierte Schwarzschild-Metrik
[HG09]] und für den Fall B = 0 in die klassische Kerr-Lösung [BL67] über.
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Die in Gleichung (A.36) vorgestellte Metrik enthält in dieser Form allerdings auch wieder
quadratische Korrekturterme, die experimentell ausgeschlossen sind [Wil06]. Sie wurde
deshalb in [Cas+12] noch einmal erweitert, um Korrekturterme beliebiger Ordnungen
beschreiben zu können. Davon wurde der kleinste mit dem Experiment vereinbare Term
(O(1/r3)) gewählt, um die Metrik in Gleichung (1.3.1) zu erhalten. Aus diesem Grund
ist hier noch ein Auszug aus [Cas+12] mit aufgenommen

Now, we consider the second equation of (A.28) with the assumption Ξ1
1 +

Ξ2
2 = 1

2Z
∑∞
n=3

B̃n
Rn−

(the right hand side simulates the contribution of T µνde of
the "dark energy"), which yields4

∆R−|R−R− + ∆µ−|µ−µ− −
∞∑
n=3

B̃n

Rn
−

= 0 . (A.37)

Again we have two functions of different variables to be equal. This leads to

∆R− = ER2
− − 2M−R− + E2 +

∞∑
n=3

1
(n− 1)(n− 2)

B̃n

Rn−2
−

,

∆µ− = −Eµ2
− + E3µ− + E4 . (A.38)

Inserting this and (A.23) into the last equation of (A.28) we get after some
algebra

∞∑
n=3

(
B̃n

Rn−2
−

( 1
n− 2 + 1

2

)
+ B̃na

2µ2
−

2Rn
−

)
+ (E2 − E4a

2) = Z2Ξ2
2 . (A.39)

If we now chose

Ξ2
2 = 1

Z2

∞∑
n=3

(
B̃

Rn−2
−

( 1
n− 2 + 1

2

)
+ B̃a2µ2

−
2Rn
−

)
, (A.40)

the previous equation can be fulfilled while retaining the condition (E2 −
E4a

2) = 0 as in the classical case.
In order to determine the remaining constants in ∆R− and ∆µ− we will

proceed analogously to Plebánski and Krasiński [PK06]. At first we set E3 = 0,
otherwise one would have a term proportional to µ− = cos θ−, which violates
the symmetry with respect to a reflection on the equatorial plane. To avoid a
coordinate singularity at the poles, we set E = 1. Finally we choose E4 = 1
to get the correct Schwarzschild metric in the limit a− → 0. This leaves us
then with

ZR− = R2
− + a2

− , Zµ− = a−(1− µ2
−) ,

∆R− = R2
− − 2M−R− + a2

− +
∞∑
n=3

1
(n− 1)(n− 2)

B̃n

Rn−2
−

,

∆µ− = 1− µ2
− , Z = ZR− − a−Zµ− = R2

− + a2
−µ

2
− . (A.41)

4Instead of the whole series one could choose only one or several of the terms in the series. Later we
will restrict our discussions to the case n = 3 as in the previous sections.
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This can be inserted into (A.10) and, together with µ = cos θ, we get the
σ−-part of the metric

g−00 =
R2
− − 2M−R− + a2

− cos2 θ− +∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
Rn−2
−

R2
− + a2

− cos2 θ−

g−11 = − R2
− + a2

− cos2 θ−

R2
− − 2M−R− + a2

− +∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
Rn−2
−

g−22 = −R2
− − a2

− cos2 θ−

g−33 = −(R2
− + a2

−) sin2 θ− −
a2
− sin4 θ−

(
2M−R− −

∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
Rn−2
−

)
R2
− + a2

− cos2 θ−

g−03 =
−a− sin2 θ− 2M−R− + a−

∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
Rn−2
−

sin2 θ−

R2
− + a2

− cos2 θ−
. (A.42)

Note, that in spite of all assumptions made, (A.42) represents a new Kerr
solution also in standard GR with a special T µν tensor. This is because, as
mentioned before, each σ± component describes one particular GR with a
given symmetric metric.
The σ+-component matches the classical Kerr solution. Finally, projecting

the pc-metric on its real part, as described above, yields the metric

gRe
00 =

r2 − 2mr + a2 cos2 θ +∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
2rn−2

r2 + a2 cos2 θ

gRe
11 = − r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2 +∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
2rn−2

gRe
22 = −r2 − a2 cos2 θ

gRe
33 = −(r2 + a2) sin2 θ −

a2 sin4 θ
(
2mr −∑∞n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
2rn−2

)
r2 + a2 cos2 θ

gRe
03 =

−a sin2 θ 2mr + a
∑∞
n=3

1
(n−1)(n−2)

B̃n
2rn−2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
. (A.43)

For the further discussions we will only consider the case n = 3, which
results in the metric

gRe
00 =

r2 − 2mr + a2 cos2 θ + B
2r

r2 + a2 cos2 θ

gRe
11 = − r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2 + B
2r

gRe
22 = −r2 − a2 cos2 θ

gRe
33 = −(r2 + a2) sin2 θ −

a2 sin4 θ
(
2mr − B

2r

)
r2 + a2 cos2 θ
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gRe
03 =

−a sin2 θ 2mr + a B2r sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
. (A.44)

Gleichung (A.44) entspricht gerade (bis auf die Verwendung unterschiedlicher Konventio-
nen) der in dieser Arbeit verwendeten modifizierten Kerr-Metrik in Gleichung (1.3.1).
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Anhang B. Interaktion von Gravitationswellen mit Materie in linearisierter Theorie

B
Interaktion von Gravitationswellen mit Materie in

linearisierter Theorie

Ein frei fallendes System stellt ein einfaches System für einen Gravitationswellen-Detektor
dar (in einem hinreichend kleinen Bereich kann man hier die Metrik als lokal flach ansehen
[Mag07]). Mit gewissen Überlegungen kann man auch erdgebundene Systeme durch ein
solches frei fallendes System ersetzen - hauptsächlich liegt das daran, dass Gravitati-
onswellen im Vergleich zu den anderen Störeffekten auch sehr hohe Frequenzen tragen
können [Mag07]. Im Folgenden wird ein solches System im freien Fall betrachtet. Dabei
lässt sich die Auslenkung eines Teilchens über die so genannte geodätische Abweichung
beschreiben. Um diese Abweichung zu bestimmen, betrachtet man zwei Geodäten, eine
beschrieben durch xµ, welche die Geodätengleichung [Mag07]

d2xµ

dτ 2 +
{
µ

νρ

}
(x)dx

ν

dτ
dxρ
dτ = 0 (B.1)

erfüllt, die andere gegeben durch xµ + ξµ mit der entsprechenden Geodätengleichung
[Mag07]

d2(xµ + ξµ)
dτ 2 +

{
µ

νρ

}
(x+ ξ)d(xν + ξν)

dτ
d(xρ + ξρ)

dτ = 0 . (B.2)

Geht man davon aus, dass |ξµ| viel kleiner als die Größenordnung der Variation des
Gravitationsfeldes ist, so lässt sich die Differenz von Gleichungen (B.1) und (B.2) linear
in ξµ entwickeln - es bleibt die Gleichung der geodätischen Abweichung [Mag07]

d2ξµ

dτ 2 + 2
{
µ

νρ

}
dxν
dτ

dξρ
dτ + ξσ∂σ

{
µ

νρ

}
dxν
dτ

dxρ
dτ = 0 . (B.3)

Diese reduziert sich unter Annahme eines nicht-relativistischen
(
dx0

dτ � dxi
dτ

)
, frei fallenden({

µ
νρ

}
= 0

)
Detektors auf

d2ξµ

dτ 2 + ξσ∂σ

{
µ

00

}(
dx0

dτ

)2

= 0 . (B.4)
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Die Annahme, dass die Metrik näherungsweise lokal flach ist, führt dazu, dass man sie
als gµν = ηµν +O(xixj) schreiben kann [Mag07]. Man kann daher zeitliche Ableitungen
der Christoffelsymbole vernachlässigen. Dadurch reduziert sich der Term ξσ∂σ

{
µ
00

}
auf

ξj∂j
{
µ
00

}
. Gleichzeitig lässt sich der Riemann-Tensor aus Gleichung (4.1.2) nähern, indem

man berücksichtigt, dass die Christoffelsymbole in dem lokalen System verschwinden

Rµ
σνη ≈ −∂η

{
µ

νσ

}
+ ∂ν

{
µ

ση

}
. (B.5)

Damit ergibt sich

Rµ
0j0 ≈ ∂j

{
µ

00

}
. (B.6)

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Riemann-Tensors gilt
R0

0j0 = 0 und es folgt (hier werden nur die räumlichen Komponenten betrachtet)

d2ξi

dτ 2 + ξjRi
0j0

(
dx0

dτ

)2

= 0 . (B.7)

Für nicht-relativistische Beobachter lässt sich noch τ durch t und dx0

dτ durch c ersetzen
[Mag07] und es ergibt sich damit (vergleiche auch [MTW73, S. 860])

d2ξi

dt2 + ξjRi
0j0c

2 = 0 . (B.8)

Schließlich kann man noch einen Zusammenhang zwischen dem Riemann-Tensor R0i0j
und der Wellenamplitude hTTij herstellen. Man geht zunächst von Gleichung (4.1.6) aus
und betrachtet R0i0j

R0i0j = 1
2(−∂0∂0hij − ∂i∂jh00 + ∂i∂0h0j + ∂0∂jhi0) . (B.9)

Bislang wurde hier noch nicht die TT-Eichung verwendet. Wenn man h0µ = 0 aus
Gleichung (4.1.20) berücksichtigt, wird aus dem Ausdruck für den Riemann-Tensor in
Gleichung (B.9)

R0i0j = −1
2∂0∂0h

TT
ij . (B.10)

Damit folgt unter Berücksichtigung von R0i0j = Ri
0j0

d2ξi

dt2 = 1
2c

2ξj∂0∂0h
TT
ij . (B.11)

Gleichung (B.11) beschreibt die Auswirkung der Gravitationswellenamplituden hTTij auf
die Position eines Testteilchens ξi [Mag07].
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Anhang C. 3+1 Formalismus

C
3+1 Formalismus

C.1 Hyperflächen
Essenziell für die 3+1 Formulierung der ART ist der Begriff der Hyperflächen. Formal ist
eine Hyperfläche das Bild einer Einbettung1 Φ von einer (in unserem Fall dreidimensio-
nalen) Mannigfaltigkeit Σ̂ [Gou07]

Σ = Φ(Σ̂) (C.1)

in eine (in unserem Fall vierdimensionale) MannigfaltigkeitM. Im Folgenden werden
wird die Hyperfläche Σ̂ mit ihrem Bild Σ inM identifiziert. Analog wird mit Vektoren
tangential an Σ verfahren, um sie mit ihrer vierdimensionalen Version gleichsetzen zu
können.
Die Einbettung induziert eine Abbildung für genau diesen Zweck, den Pushforward Φ∗.
Er bildet Tangentialvektoren an Σ̂ punktweise auf Tangentialvektoren an Σ inM ab
[Gou07]

Φ∗ : v ∈ T (Σ̂) 7−→ Φ∗(v) ∈ T (M) . (C.2)
Komplementär dazu ist der Pullback Φ∗ als Abbildung von 1-Formen im Cotangentialraum
T ∗(M) auf 1-Formen im Cotangentialraum T ∗(Σ̂)

Φ∗ : ω 7−→ Φ∗(ω) : T (Σ̂) −→ R ,
v 7−→ 〈ω,Φ∗(v)〉 .

(C.3)

Lokal lässt sich eine Hyperfläche Σt als die Menge aller Punkte p der Mannigfaltigkeit
definieren, für die ein Skalarfeld t konstant ist, also zum Beispiel den Wert null annimmt.
Ein Beispiel für eine solche Hyperfläche ist die Oberfläche der Kugel im dreidimensionalen
Raum. Sie lässt sich durch t := r −R = 0 definieren, wobei R der Radius der Kugel und
r die Radialvariable ist [Gou07].
Um die abstrakten Definitionen von Einbettung, Pushforward und Pullback greifbar zu

1Einbettung bedeutet, dass Φ die Mannigfaltigkeit Σ̂ bijektiv und stetig auf Σ abbildet und dass die
Umkehrung Φ−1 ebenfalls stetig ist.
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Abbildung C.1: Einbettung Φ einer Hyperfläche Σ̂ in eine MannigfaltigkeitM, entnommen
aus [Gou07]. Φ „transportiert“ auch Kurven in Σ̂ nach Σ und liefert eine Abbildung
für Vektoren, den Pushforward Φ∗.

machen, kann man beispielhaft ein bestimmtes Koordinatensystem betrachten. Für die
vierdimensionale MannigfaltigkeitM wählt man die Koordinaten xα = (t, x, y, z). Eine
bestimmte Hyperfläche lässt sich durch t = 0 festlegen. Wenn man noch xi = (x, y, z) als
Koordinatensystem auf Σ̂ wählt, erhält man für die Einbettung Σt=0 von Σ̂ [Gou07]

Φ : (x, y, z) 7−→ (0, x, y, z) . (C.4)

Der Pushforward nimmt die Form

Φ∗ : v = (vx, vy, vz) 7−→ Φ∗(v) = (0, vx, vy, vz) (C.5)

an und der Pullback wird zu [Gou07]

Φ∗ : ω = (ωt, ωx, ωy, ωz) 7−→ Φ∗(ω) = (0, ωx, ωy, ωz) . (C.6)

Es ist möglich einer solchen Hyperfläche eine Reihe von Eigenschaften und Tensoren
zuzuordnen, auch ohne dabei die Einsteingleichungen zu berücksichtigen. Zunächst lässt
sich eine Metrik γ auf der Hyperfläche definieren, so dass das Längenelement innerhalb
der Hyperfläche durch

dl2 = γijdxidxj (C.7)
gegeben ist [Alc08]. Auch gilt für das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren u und v,
die tangential an die Hyperfläche sind, die Relation [Gou07]

u · v = gµνu
µuν = γiju

iuj . (C.8)
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Später wird noch ein bestimmtes Koordinatensystem eingeführt, in dem γij = gij gilt.
Ein weitere zentrale Größe ist der Normalenvektor an die Hyperfläche. Er lässt sich über
den Gradienten ∇t, mit den Komponenten ∇µt = gαµ∇αt, des Hyperflächenparameters
t definieren. Dieser Gradient legt eine Richtung orthogonal zu Σt fest. Er lässt sich noch
normieren und damit den Normalenvektor n definieren [Gou07]

n := 1√
∇t ·∇t

∇t , (C.9)

was komponentenweise

nµ := 1√
gαν∇αt∇νt

gαµ∇αt (C.10)

ergibt. An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass t nicht unbedingt eine der Koordinaten
sein muss, mit der die Mannigfaltigkeit beschrieben wird. Vielmehr kann es sich hierbei
auch um eine skalare Funktion der Koordinaten handeln. Wichtig ist nur, dass t entlang
der Hyperfläche Σt konstant ist. Mit n kann man auch sehr schnell entscheiden, ob es
sich bei Σt um eine raum- oder zeitartige Fläche handelt. Dabei gilt folgende Zuordnung
[Gou07]

n · n = −1⇔ n ist zeitartig ⇔ Σt ist raumartig ,

n · n = +1⇔ n ist raumartig ⇔ Σt ist zeitartig ,

n · n = 0⇔ n ist null ⇔ Σt ist null . (C.11)

Eine weitere Größe zur Beschreibung der Hyperflächen ist ihre innere Krümmung. Sie
ist gegeben durch den dreidimensionalen Riemann-Tensor, den man über die kovariante
Ableitung D innerhalb der Hyperfläche berechnet. Zur Unterscheidung zum vollen
vierdimensionalen Riemann-Tensor wird die Bezeichnung 3Rk

lij verwendet. Er ist gegeben
durch [Gou07]

(DiDj −DjDi) vk = 3Rk
lijv

l . (C.12)

Auch hier kann man einen zugehörigen Ricci-Tensor 3Rij = 3Rk
ikj und Ricci-Skalar

3R = 3Ri
i = γij 3Rij definieren.

Neben der inneren Krümmung kann man auch noch eine zweite Art der Krümmung der
Hyperflächen definieren: die äußere Krümmung. Sie beschreibt, salopp gesagt, wie die
Hyperfläche in der Mannigfaltigkeit gebogen ist. Etwas formaler kann man sie als die
Änderung des Normalenvektors sehen, wenn man ihn entlang der Hyperfläche verschiebt.
Sie ist durch

K(u,v) = −u·∇vn (C.13)

gegeben, wobei u,v hier Vektoren tangential an Σt sind [Gou07].
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C.2 Orthogonale Projektion
Um die nächste wichtige Größe einführen zu können, muss man annehmen, dass die
Hyperfläche raumartig ist, also einen zeitartigen Normalenvektor n hat2. An jedem Punkt
der MannigfaltigkeitM lässt sich der Raum der Vektoren T (M) aufteilen in

T (M) = T (Σ)⊕ Vect(n) , (C.14)

wobei Vect(n) den durch n aufgespannten Vektorraum beschreibt [Gou07]. Diese Auf-
spaltung ermöglicht es einen orthogonalen Projektionsoperator P einzuführen [Gou07];
[Alc08]

P : T (M) −→ T (Σ) ,

v 7−→ v + (n · v)n . (C.15)

Die Definition in (C.15) unterscheidet sich aufgrund der hier verwendeten Signatur von
der in [Gou07]; [Alc08]. Eine zentrale Eigenschaft von P lässt sich direkt an der Definition
ablesen

P(n) = n + (n · n)︸ ︷︷ ︸
=−1

n = 0 , (C.16)

was einleuchtend ist, denn n ist als orthogonaler Vektor zur Hyperfläche Σ, auf die P
projiziert, eingeführt worden. Ebenso einleuchtend ist, dass der Projektionsoperator zur
Identität für alle Vektoren tangential an Σ wird [Gou07]

P(v) = v + (n · v)︸ ︷︷ ︸
=0

n = v , ∀v ∈ T (Σ) . (C.17)

Analog zur Projektion von Vektoren auf die Hyperfläche ist es auch möglich eine Erwei-
terung von 1-Formen, die ursprünglich nur im Cotangentialraum zu Σ definiert sind, auf
ganzM zu finden. Dazu betrachtet man die Abbildung P∗M : T (Σ)→ T (M) die eine
beliebige 1-Form ω aus T (Σ) wie folgt abbildet [Gou07]

P∗M(ω) : T (M) −→ R ,
v 7−→ 〈ω, P (v)〉 .

(C.18)

Analog dazu lassen sich auch beliebige kovariante Tensoren aus T (Σ) auf ganz M
erweitern [Gou07]

P∗M(A) : T (M)n −→ R ,
(v1, ...,vn) 7−→ A(P(v1), ...,P(vn)) .

(C.19)

2Die folgenden Betrachtungen funktionieren auch mit zeitartigen Hyperflächen [Gou07], allerdings
beschränke ich mich im Hinblick auf die Physik auf raumartige
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Als Beispiel kann man hier die 3-Metrik γ aus Gleichung (C.8) heranziehen. P∗M(γ) ist
ein kovarianter Tensor auf ganzM, für den

P∗M(γ(u,v)) = γ(P(u),P(v))

= γµνP
µ
τu

τP ν
σv

σ =
0 , u oder v orthogonal zu Σ
γµνu

µvν = uνv
ν , u und v tangential an Σ

(C.20)

gilt. Die letzte Zeile rechtfertigt, dass P∗M(γ) mit γ identifiziert und mit dem gleichen
Symbol beschrieben wird. Im Folgenden werden immer wieder Tensoren und ihre Erwei-
terung auf ganzM mit dem gleichen Symbol bezeichnet.
Betrachtet man die komponentenweise Darstellung des Projektionsoperators (C.15)

P(v) = v + (n · v)n
⇒ Pα

βv
β = vα + nβv

βnα =
(
δαβ + nβn

α
)
vβ

⇒ Pαβ = gαβ + nβnα , (C.21)

so stellt man fest, dass die kovariante Form von P zwei Vektoren u,v gerade auf ihr
Skalarprodukt abbildet, wenn sie tangential an Σ sind und auf Null abbildet, wenn
einer von ihnen kollinear zu n ist. Diese Eigenschaften sind aber identisch mit denen der
erweiterten räumlichen Metrik P∗M(γ) in Gleichung (C.20) und so lässt sich diese mit P
identifizieren [Gou07]. Damit gibt es aber auch eine Möglichkeit die erweiterte räumliche
Metrik mit der 4-Metrik in Verbindung zu bringen

γαβ = gαβ + nβnα . (C.22)

Dadurch lässt sich ein beliebiger Tensor T ausM tangential an Σ projizieren

(P∗T)α1...αp
β1...βq = Pα1

µ1 ...P
αp
µpP

ν1
β1 ...P

νq
βqT

µ1...µp
ν1...νq . (C.23)

Hier sei angemerkt, dass für einen beliebigen kovarianten Tensor T auf Σ der Zusam-
menhang P∗(P∗M(T)) = P∗M(T) gilt. Für einen Vektor v ist P∗(v) = P(v) [Gou07].
Diese Art der Projektion wird in den Kapiteln C.5 und C.6 verwendet, um die Ein-
steingleichungen aufzuspalten. Dazu braucht man auch noch den Zusammenhang der
zur räumlichen Metrik γ gehörenden kovarianten Ableitung D mit der zur 4-Metrik
gehörenden Ableitung ∇. Er ist durch

DρT
α1...αp

β1...βq = Pα1
µ1 ...P

αp
µpP

ν1
β1 ...P

νq
βqP

σ
ρ∇σT

µ1...µp
ν1...νq . (C.24)

gegeben [Gou07], wobei T ein Tensor tangential an Σ ist.
Zunächst benötigt man aber noch den äußeren Krümmungstensor K einer Hyperfläche.
In Gleichung (C.13) wurde er zunächst nur für Vektoren tangential an Σ definiert. Mit
Hilfe des Projektionsoperators lässt sich auch ein Ausdruck für beliebige Vektoren auf
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M finden [Gou07]

P∗M(K(u,v)) = K(P(u),P(v)) = K (u + (n · u)n,v + (n · v)n)
= − [u + (n · u)n] ·∇v+(n·v)nn
= − [u + (n · u)n] · [∇vn + (n · v)∇nn]
= −u ·∇vn− (n · u) n ·∇vn︸ ︷︷ ︸

=0

−(n · v)u ·∇nn− (n · u)(n · v) n ·∇nn︸ ︷︷ ︸
=0

= −u ·∇vn− (n · v)u ·∇nn
⇒ Kαβ = −∇βnα − nβaα . (C.25)

Hier wurde noch noch die Beschleunigung des Normalenvektors a = ∇nn eingeführt und
verwendet, dass

n ·∇un = ∇u(n · n)︸ ︷︷ ︸
=0

−n ·∇un ⇒ n ·∇un = 0 (C.26)

für einen beliebigen Vektor u ist [Gou07]. Zusätzlich wurde auch, wie für die 3-Metrik,
für P∗M(K) und K das gleiche Symbol verwendet.
Wendet man auf Gleichung (C.25) den Projektionsoperator an, ergibt das

P β
µKαβ = −P β

µ∇βnα − P β
µnβaα

⇔ P β
µKαβ = Kαµ = −P β

µ∇βnα . (C.27)

Das heißt, dass der äußere Krümmungstensor die Projektion des Gradienten des Norma-
lenvektors auf die Hyperfläche ist, was die über Gleichung (C.13) gegebene Bedeutung
unterstreicht, dass die äußere Krümmung die Änderung des Normalenvektors entlang der
Hyperfläche beschreibt.

C.3 Aufblätterung
Bislang wurde nur eine einzelne Hyperfläche in einer Mannigfaltigkeit betrachtet. Es
ist allerdings auch möglich, und für die Formulierung der Einsteingleichungen auch not-
wendig, eine Mannigfaltigkeit komplett in eine kontinuierliche Menge von Hyperflächen
(Σt)t∈R aufzuspalten. Dieser Vorgang wird als Aufblätterung bezeichnet. Eine Raumzeit in
eine Menge von Hyperflächen aufzublättern funktioniert nur, wenn es eine Cauchy-Fläche
in der Raumzeit gibt. Diese Cauchy-Fläche zeichnet sich dadurch aus, dass alle Welt-
linien (zeitartigen Kurven) sie genau einmal schneiden [HE73]; [Gou07]; [Alc08]. Nach
Alcubierre [Alc08] lässt sich von einer Cauchy-Fläche aus die gesamte Vergangenheit und
Zukunft der Raumzeit bestimmen. Raumzeiten, die Cauchy-Flächen enthalten werden
als global hyperbolisch bezeichnet [Gou07]; [Alc08].
Für solche Raumzeiten findet sich eine Menge von Hyperflächen Σt, sodass die Man-
nigfaltigkeit komplett damit abgedeckt ist (siehe Abbildung C.2). Jede dieser Flächen
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Abbildung C.2: Aufblätterung einer MannigfaltigkeitM in eine Menge von Hyperflächen
Σt, entnommen aus [Gou07].
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lässt sich so auffassen, dass es ein Skalarfeld t̂ gibt, dass entlang der Hyperfläche den
konstanten Wert t annimmt [Gou07]

∀t ∈ R , Σt := {p ∈M, t̂(p) = t} . (C.28)

Im Folgenden wird allerdings t̂ nur noch mit t bezeichnet.
Wie in (C.9) lässt sich ein zeitartigen Normalenvektor an die Hyperflächen definieren

n := −α∇t , (C.29)

wobei die Funktion α durch
α := 1√

∇t · ∇t
(C.30)

definiert ist und als Lapsefunction oder auch nur Lapse (englisch für „zeitlichen Ver-
lauf“) bezeichnet wird3. Die Bedeutung von α wird später ersichtlich, wenn ein an die
Aufblätterung angepasstes Koordinatensystem verwendet wird.

Um zu untersuchen, wie sich Größen von einer Hyperfläche Σt zur einer anderen
Hyperfläche Σt′ entwickeln, benötigt man zum einen den Normalenentwicklungsvektor m
[Gou07]

m := αn , (C.31)
für den

m ·∇t = αn ·∇t = α2∇t ·∇t = 1 (C.32)
gilt und zum anderen das Konzept der Lie-Ableitung, was im Anhang D vorgestellt wird.
Es lässt sich zeigen, dass eine Hyperfläche Σt entlang von δtm in eine neue Hyperfläche
Σt+δt überführt wird [Gou07]. Deshalb bestimmt man mit Gleichungen (C.8) und (D.9)
die Änderung der räumlichen Metrik, wenn sie entlang von m Lie verschoben wird

Lmγµν = mα∇αγµν + γµα∇νm
α + γνα∇µm

α

= αnα∇αγµν + γµα∇ν(αnα) + γνα∇µ(αnα)
= αLnγµν . (C.33)

Der letzte Schritt ist möglich, weil γµβnµ∇α(α) = 0 ist. Nun berechnet man noch Lnγµν
und erhält

Lnγµν = nα∇αγµν + γµα∇νn
α + γνα∇µn

α

= −nνnα∇αnµ − nµnα∇αnν +∇νnµ − nµnα∇νn
α

+∇µnν − nνnα∇µn
α

= −nνnα∇αnµ − nµnα∇αnν +∇µnν +∇νnµ

= −Kνµ −Kµν , (C.34)

3Hier gibt es zu weiten Teilen der Literatur auch einen Unterschied im Vorzeichen bei der Definition
von n. Dieses Vorzeichen geht auch wieder auf die verwendete Signatur zurück.
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wobei Gleichung (C.26) und die Tatsache, dass die kovariante Ableitung der Metrik gµν
verschwindet ausgenutzt wurde. Es lässt sich zeigen, dass der äußere Krümmungstensor
symmetrisch ist [Gou07], womit

Lnγµν = −2Kµν (C.35)

folgt.
Als nächstes betrachtet man die Entwicklung des orthogonalen Projektors Pα

β

LmP
α
β = mµ∇µP

α
β − P µ

β∇µm
α + Pα

µ∇βm
µ

= αnµ∇µ(nβnα)−
(
δµβ + nµnβ

)
∇µ(αnα) +

(
δαµ + nαnµ

)
∇β(αnµ)

= αnαnµ∇µnβ + αnβn
µ∇µn

α − nβnµ∇µ(αnα) + nαnµ∇β(αnµ)
= αnαnµ∇µnβ − nβnµnα∇µα + nα∇βα

= αnαnµ∇µ(α∇βt)− nβnµnα∇µα + nα∇βα

= α2nαnµ∇µ∇βt+ nα∇βα

= α2nαnµ∇β∇µt+ nα∇βα

= α2nαnµ∇β

( 1
α
nµ

)
+ nα∇βα

= α2nα∇β

( 1
α

)
+ nα∇βα

= 0 , (C.36)

wobei Gleichungen (C.29) und (C.26) mehrfach verwendet wurden und die Vertauschung
von zwei kovarianten Ableitungen eines Skalarfeldes benutzt wurde [Gou07]. Gleichung
(C.36) bedeutet, dass die Lie-Ableitung eines Tensors, der tangential an Σ ist auch wieder
tangential an Σ ist, denn man kann den Projektor einfach an der Ableitung vorbeiziehen.
Neben der Lie-Ableitung der 3-Metrik und des Projektionsoperators ist auch noch die
des äußeren Krümmungstensors von Interesse. Sie ist durch

LmKµν = mα∇αKµν +Kµα∇νm
α +Kνα∇µm

α

(C.37)

gegeben [Gou07]. Hier lassen sich Gleichungen (C.25), (C.31) und (E.15) einsetzen und
man erhält [Gou07]

LmKµν = αnσ∇σKµν − 2αKµσK
σ
ν −Dσα(nνKµσ + nµKνσ)

+ nσ(∇ναKµσ∇µαKνσ)︸ ︷︷ ︸
=0

. (C.38)

Diesen Ausdruck wird noch auf Σ projiziert. Dabei muss berücksichtigt werden, dass die
Lie-Ableitung entlang von m tangential an Σ ist [Gou07]

LmKµν = αP µ
ρP

ν
τn

σ∇σKµν − 2αKρσK
σ
τ . (C.39)
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C.4 Eulersche Beobachter
Dadurch, dass n ein zeitartiger Einheitsvektor ist, lässt er sich als Geschwindigkeit von
bestimmten Beobachtern sehen. Diese (nicht notwendigerweise physikalischen) Beobachter
werden in der Literatur als eulersche Beobachter bezeichnet [Gou07]; [Alc08]. Ihre
Weltlinien sind orthogonal zu den Hyperflächen Σt. Zwei Ereignissen p und p′ lassen sich
die Zeiten t und t′ = t+ δt, also die Hyperflächen Σt und Σt+δt zuordnen. Hier kann man,
wie bereits erwähnt, den Normalenentwicklungsvektor m dazu benutzen, um das Ereignis
p in p′ zu überführen [Gou07]. Der Abstand der beiden Ereignisse ist gerade durch

δτ =
√
−mδt ·mδt =

√
−gµνmµmνδt = αδt (C.40)

gegeben [Gou07]. Dadurch ist eine Verbindung zwischen der Eigenzeit der Eulerschen
Beobachter und der Koordinatenzeit t hergestellt und gleichzeitig auch eine Bedeutung
für die Ablaufsfunktion α gegeben, sie „misst“ den Unterschied zwischen vergangener
Koordinaten- und Eigenzeit der Eulerschen Beobachter. Gleichung (C.40) wird in [Alc08]
verwendet um α zu definieren.

C.5 3+1 Form des Energie-Impuls-Tensors
Im Anhang E werden die verschiedenen Projektionen des Riemann-Tensors entlang
von Σ und orthogonal dazu betrachtet. Hier werden die entsprechenden Größen des
Energie-Impuls-Tensors als weiterer Bestandteil der Einsteingleichungen bestimmt. Die
Projektion von T voll senkrecht zu Σ, gegeben durch

Tµνn
µnν =: E , (C.41)

ist gerade die Energiedichte im System der Eulerschen Beobachter [Gou07]; [Alc08].
Die Projektion komplett auf Σ gibt den Materie-Spannungstensor, wie er von den
Eulerschen Beobachtern gemessen wird [Gou07]; [Alc08]

Sµν := Pα
µP

β
νTαβ . (C.42)

Schließlich bleibt noch die gemischte Projektion

pµ := −P µαnβTαβ , (C.43)

die die Impulsdichte aus dem System der Eulerschen Beobachter beschreibt [Gou07];
[Alc08].
Setzt man in die Definition des Materie-Spannungstensors (C.42) den Projektionsoperator
explizit ein, so ergibt das

Sµν = (δαµ + nαnµ)(δβν + nβnν)Tαβ
= Tµν + Tµβn

βnν + Tανn
αnµ + Tαβn

αnβnµnν . (C.44)
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Diese Gleichung lässt sich nach Tµν umstellen und unter Benutzung von Gleichungen
(C.43) und (C.41) ergibt sich

Tµν = Sµν − Tµβnβnν − Tανnαnµ − Tαβnαnβnµnν
= Sµν + pµnν + Tαβn

αnβnµnν + pνnµ + Tαβn
αnβnνnµ − Tαβnαnβnµnν

= Sµν + pµnν + pνnµ + Enνnµ . (C.45)

Also kann man durch die Größen Sµν , pµ und E den vollen Energie-Impuls-Tensor
bestimmen [Gou07]. Seine Spur (in Bezug auf gµν) ist

T = S + 0 + 0− E . (C.46)

C.6 3+1 Form der Einsteingleichungen
Mit den Rechnungen des letzten Abschnitts lassen sich die 3+1 Form der Einsteinglei-
chungen

Rµν −
1
2gµνR = 8πGTµν (C.47)

aufstellen:

1. Projektion komplett orthogonal zu Σ

Rµνn
µnν − 1

2gµνn
µnνR = 8πGTµνnµnν (C.48)

Hier setzt man die skalare Gaußgleichung (E.9) und Gleichung (C.41) ein, was dann
3R−KτµKµτ +K2 = 16πGE (C.49)

liefert [Gou07].

2. Projektion komplett auf Σ
Es ist hier einfacher, die Einsteingleichungen in der Form

Rµν = 8πG(Tµν −
1
2gµνT ) (C.50)

zu verwenden. Diese projiziert man komplett auf Σ, was, unter Berücksichtigung
von Gleichungen (C.42) und (C.46),

P µ
αP

ν
βRµν = 8πG

[
Sαβ −

1
2γαβ(S − E)

]
(C.51)

entspricht. Hier kann man die Kombination der kontrahierten Gauß-Gleichung und
der Ricci-Gleichung (E.18) einsetzen und erhält damit [Gou07]

− 1
α
LmKαβ+3Rαβ−2Kα

µKµβ+KKαβ−
1
α
DαDβα = 8πG

[
Sαβ −

1
2γαβ(S − E)

]
.

(C.52)
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3. Gemischte Projektion

P µ
αn

νRµν −
1
2P

µ
αn

νgµνR = 8πGP µ
αn

νTµν (C.53)

Hier setzt man Gleichungen (C.43) und (E.13) zusammen mit der Tatsache, dass
P µ

αnµ = 0 ist ein, was
DµKα

µ −DαK = 8πGpα (C.54)
ergibt [Gou07].

Damit ist eine erste Form der Einsteingleichungen im 3+1 Formalismus aufgestellt.
Später wird deutlich werden, dass die Gleichungen (C.49) und (C.54) im Gegensatz zu
Gleichung (C.52) Randbedingungen und keine dynamischen Entwicklungsgleichungen
sind [Gou07]; [Alc08]. Gleichung (C.49) wird als Impuls-Bedingung und Gleichung (C.54)
als Hamilton-Bedingung bezeichnet4.

C.7 An die Aufblätterung angepasste Koordinaten
Die bisherige Ableitung des 3+1 Formalismus war nicht an ein spezifisches Koordinaten-
system gebunden und folgt damit der Herangehensweise von [Gou07]. Alcubierre [Alc08]
fängt allerdings relativ früh damit an, ein spezielles, an die Aufblätterung angepasstes,
Koordinatensystem zu benutzen. Man führt dieses System ein, da die Gleichungen nur in
einem bestimmten System numerisch ausgewertet werden können.
Zunächst nimmt man dazu an, dass auf einer Hyperfläche Σt ein Koordinatensystem
der xi = (x1, x2, x3) existiert. Dies sind die räumlichen Koordinaten. Wenn sich diese
räumlichen Koordinaten glatt von einer Hyperfläche zur nächsten verändern, bildet
xα = (t, xi) ein Koordinatensystem für die gesamte Mannigfaltigkeit [Gou07]. Dieses
Koordinatensystem induziert auch eine natürliche Basis für den Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit [Gou07]

∂α = (∂t,∂i) . (C.55)
Offensichtlich entspricht eine Verschiebung entlang des Vektors ∂t einer Verschiebung,
bei der die räumlichen Koordinaten unverändert bleiben. Dadurch ist er parallel zu den
Linien konstanter Koordinaten in Abbildung (C.3) [Gou07].
Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

〈dt,∂t〉 = 1 , (C.56)

was die selbe Relation wie in Gleichung (C.32) ist [Gou07]. Zwischen den beiden Vektoren
m und ∂t gibt es im Allgemeinen aber einen Unterschied dieser ist durch

∂t =: m + β (C.57)

4Die Situation hier ist ähnlich zur Elektrodynamik, wo die Maxwell-Gleichungen auch Randbedin-
gungen neben den dynamischen Entwicklungsgleichungen umfassen [Alc08].
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Abbildung C.3: An die Aufblätterung angepasste Koordinaten, entnommen aus [Alc08].
Linien konstanter Koordinaten („coordinate line“) sind nicht immer identisch mit
Linien die senkrecht auf die Hyperflächen stehen („normal line“). Der Unterschied
zwischen den beiden wird durch den Verschiebungsvektor β beschrieben.

gegeben, wobei β als Verschiebungsvektor bezeichnet wird [Gou07]; [Alc08]. Dadurch,
dass der Anteil von m und ∂t entlang von dt gleich ist, weiß man direkt, dass

〈dt,β〉 = 0 (C.58)

gilt [Gou07]. Wenn in Gleichung (C.57) m durch αn ersetzt wird

∂t = αn + β ⇔ n = 1
α
∂t −

β

α
(C.59)

kann man daran direkt die Komponenten von n in den angepassten Koordinaten ablesen
[Gou07]; [Alc08]

nµ =
(

1
α
,−β

i

α

)
. (C.60)

Neben dem Normalenvektor n spielt die 4-Metrik g weiterhin eine zentrale Rolle und
man benötigt deshalb auch ihre Koordinatendarstellung. Die Komponenten der Metrik
lassen sich über

gµν = g(∂µ,∂ν) = ∂µ · ∂ν = 〈dxµ,∂ν〉 (C.61)

berechnen [Gou07]; [Cha83]. Damit findet sich

g00 = ∂t · ∂t = (αn + β) · (αn + β) = −α2 + β · β (C.62)
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und [Gou07]

g0i = ∂t · ∂i = 〈dt,∂i〉 = 〈αn,∂i〉︸ ︷︷ ︸
=0

+〈β,∂i〉 = βj〈dxj,∂i〉 = βi . (C.63)

Die anderen Komponenten sind gerade durch die räumliche Metrik γ gegeben, so dass
schließlich

gµν =
(
−α2 + βkβ

k βi
βj γij

)
(C.64)

gilt [Gou07]; [Alc08]. Die Inverse gµν findet man durch Matrixinversion

gµν =
(
− 1
α2

βi

α2
βj

α2 γij − βiβj

α2

)
. (C.65)

Die Funktionen α und βi hängen direkt mit der Wahl der Aufblätterung und der des
Koordinatensystems zusammen. Sie sind nicht eindeutig und werden daher auch als
Eichfunktionen bezeichnet [Alc08]. Es ist auch möglich durch Festlegen eines Koordi-
natensystems xi auf Σ, zusammen mit einem Skalarfeld α und einem Vektorfeld β ein
Koordinatensystem xα zu definieren [Gou07].
Jetzt lässt sich die Lie-Ableitung in Richtung von m der räumlichen Metrik und des

äußeren Krümmungstensors explizit schreiben. Dazu wird Gleichung (C.57) zu

m = ∂t − β (C.66)

umgeschrieben und diese in die Ableitungen (C.33) und (C.35) eingesetzt, was

Lmγµν = (L∂t − Lβ)γµν = −2αKµν (C.67)

ergibt [Gou07]. Hier kann man noch die Lie-Ableitung explizit ersetzen (unter Berücksich-
tigung, dass man in der Lie-Ableitung statt der partiellen Ableitungen auch kovariante
einsetzen kann) und erhält schließlich [Alc08]

∂tγµν = −2αKµν +Dµβν +Dνβµ . (C.68)

Analog lässt sich für die Lie-Ableitung des äußeren Krümmungstensors LmKµν vorgehen

LmKµν = ∂tKµν − βτ∂τKµν −Kτν∂µβ
τ −Kµτ∂νβ

τ (C.69)

und das in Gleichung (C.52) einsetzen [Alc08]

∂tKµν = βτ∂τKµν +Kτν∂µβ
τ +Kµτ∂νβ

τ + α
(

3Rµν − 2Kµ
τKτν +KKµν

)
−DµDνα + 8πGα

[
−Sµν + 1

2γµν(S − E)
]

. (C.70)

Alle Größen in den Gleichungen (C.68) und (C.70) [und auch in den Gleichungen (C.49)
und (C.54)] sind tangential an Σ und es ist daher möglich sich in diesen Gleichungen
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ohne Verlust von Information auf räumliche Indizes zu beschränken [Gou07]; [Alc08].
Zusammen ergeben diese vier Gleichungen das folgende System:

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi (C.71a)
∂tKij = βk∂kKij +Kkj∂iβ

k +Kik∂jβ
k

+ α
(

3Rij − 2Ki
kKkj +KKij

)
−DiDjα− 8πGα

[
Sij −

1
2γij(S − E)

]
(C.71b)

3R−KklKkl +K2 = 16πGE (C.71c)
DkKi

k −DiK = 8πGpi (C.71d)

Dieser Satz von Gleichungen wird häufig nach dem Arbeit von Arnowitt, Deser und
Misner [ADM62] als ADM-Gleichungen bezeichnet. Allerdings wird in [ADM62] nicht
der äußere Krümmungstensor, sondern der zur räumlichen Metrik konjugierte Impuls
πij = √γ(Kγij−Kij) als dynamische Variable verwendet. Auch war das Ziel von Arnowitt
et al. [ADM62] eine hamiltonsche Formulierung, nicht wie hier eine 3+1 Aufspaltung,
der ART [Gou07].
Das Einsteintoolkit [Lof+12] verwendet allerdings nicht das System von Gleichungen

(C.71) sondern eine Abwandlung davon. Hintergrund für die weitere Transformationen
sind Stabilitätsprobleme in den numerischen Rechnungen (Übersicht darüber in [Alc+00]).

C.8 BSSN Form der 3+1 Gleichungen
In vielen numerischen Rechnungen zur ART werden heute die 3+1 Gleichungen in einer
Form verwendet, die auf Arbeiten von Shibata und Nakaruma [SN95], Oohara und Kojima
[NKO84]; [NOK87], sowie Baumgarte und Shapiro [BS98] zurückgeht und als BSSNOK
Formulierung (gebräuchlicher ist BSSN) bezeichnet wird. Wie bereits angedeutet sind
diese Gleichungen numerisch deutlich stabiler [Alc+00], als die ADM-Gleichungen.
Ein Kernbestandteil dieser Umformulierung ist eine so genannte konforme (winkeltreue)
Aufspaltung. Hier wird eine neue Metrik γ̃ eingeführt, die mit der räumlichen Metrik γ
wie folgt zusammenhängt

γ = Ψ4γ̃ , (C.72)
wobei Ψ als der konforme Faktor5 bezeichnet wird [Gou07]; [Alc08]. Eine gängige Wahl
für den konformen Faktor ist Ψ4 = γ1/3, wobei γ die Determinante der räumlichen Metrik
ist [Alc08]. Allerdings führt diese Wahl dazu, dass Ψ kein Skalar mehr ist, sondern eine
skalare Dichte. Gourgoulhon [Gou07] führt deswegen eine weitere Hilfsmetrik f ein, mit
deren Hilfe sich die Einführung von Tensordichten vermeiden lässt. Ich gehe darauf aber
nicht näher ein, da im Großteil der anderen Arbeiten Tensordichten verwendet werden.
Anstelle von Ψ wird auch häufig die Variable φ := ln Ψ = 1

12 ln γ verwendet. Aus

5Der konforme Faktor Ψ sollte nicht mit der Hilfsfunktion Ψ aus der modifizierten Kerr-Metrik
(1.3.1) verwechselt werden.
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Gleichung (C.71a) kann eine Entwicklungsgleichung für die Determinante γ und daraus
eine Entwicklungsgleichung für den konformen Faktor abgeleitet werden. Dafür benutzt
man die Jacobi-Formel für die Ableitung der Determinante det(A) einer invertierbaren
Matrix A [MN07, S. 169ff]

d
dtdet(A(t)) = det(A(t)) tr

(
A−1(t) ddtA(t)

)
(C.73)

und erhalten damit
d
dtγ = γ tr

(
γ−1 d

dtγ
)

= γγij
d
dtγij . (C.74)

Hier wird d
dt durch ∂t − Lβ ersetzt und man erhält mit Gleichung (C.71a)

(∂t − Lβ)γ = γ(−2γijαKij) = −2γαK . (C.75)

Für φ = 1
12 ln γ ergibt das [BS98]; [Alc+03]

(∂t − Lβ)φ = −1
6αK . (C.76)

Man kann den Term Lβφ aufspalten. Dazu betrachtet man die Lie-Ableitung LβΨ heran.
Es gilt LβΨ = ΨLβφ. Für LβΨ kann man ausnutzen, dass sich die Lie-Ableitung einer
Tensordichte T als

LβT = [LβT ]w=0
∂ + wT∂kβk (C.77)

schreiben lässt [Alc+03], wobei T mit γw/2 mal genommen ein Tensor ist und der erste
Term gerade die Lie-Ableitung eines Tensors T geschrieben mit partiellen Ableitungen
darstellt. Der Faktor w wird als Gewicht der Tensordichte bezeichnet. Für Ψ = eφ ist das
gerade w = 1

6 [Alc+03]. Es gilt also

Lβφ = 1
ΨLβΨ = 1

Ψ(βl∂lΨ + 1
6Ψ∂lβl) = βl∂lφ+ 1

6∂lβ
l , (C.78)

was eingesetzt in Gleichung (C.76)

∂tφ = −1
6(αK − ∂lβl) + βl∂lφ (C.79)

liefert [SN95]; [Alc+03]; [Alc08]; [Lof+12].
Zweiter wichtiger Bestandteil der BSSN-Formulierung ist die Aufteilung der äußeren
Krümmung in einen spurfreien Teil und eine Gleichung für die Spur K. Dazu definiert
man [SN95]

Aij := Kij −
1
3γijK . (C.80)

Analog zur räumlichen Metrik lässt sich auch hier eine konform reskalierte Größe

Ãij := Ψ−4Aij (C.81)
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einführen. Diese werden wird gleich bei der Betrachtung der Entwicklungsgleichung von
γ̃ij benötigt. Dazu geht man zunächst von

(∂t − Lβ)γij = (∂t − Lβ)(γ̃ijΨ4)
= 4Ψ4γ̃ij(∂t − Lβ)φ+ Ψ4(∂t − Lβ)γ̃ij (C.82)

aus und stellt das ganze nach (∂t−Lβ)γ̃ij um [BS98] (Gourgoulhon [Gou07] hat hier einen
weiteren Term, der hier durch Verwendung von Tensordichten nur implizit auftaucht.)

(∂t − Lβ)γ̃ij = 1
Ψ4 (∂t − Lβ)γij − 4γ̃ij(∂t − Lβ)φ

= − 1
Ψ4 2αKij + 2

3αKγ̃ij
= −2αÃij . (C.83)

Als nächstes wird die Entwicklungsgleichung der äußeren Krümmung (C.71b) in ihren
Spurteil und einen spurfreien Teil aufgeteilt. Für die Spur K findet sich

(∂t − Lβ)K = (∂t − Lβ)(γijKij) = γij(∂t − Lβ)Kij +Kij(∂t − Lβ)γij . (C.84)

Hier setzt man Gleichungen (C.71a) und (C.71b) ein

(∂t − Lβ)K = α(3R− 2KikKki +K2)−DiDiα + 4πGα(S − 3E) + 2αKijK
ij (C.85)

und benutzt die Hamilton-Bedingung (C.71c) um den ersten Teil zu ersetzen. Gleichzeitig
lässt sich auch der äußeren Krümmungstensor durch seinen spurfreien Teil und die Spur
ersetzen und man erhält schließlich [Alc08]

(∂t − Lβ)K = −DiDiα + α(ÃikÃki + K2

3 ) + 4πGα(S + E) . (C.86)

Um eine Entwicklungsgleichung für den spurfreien Teil Ãij zu erhalten, geht man auch
zunächst von Gleichung (C.71b) aus und formt diese um

(∂t − Lβ)Kij = (∂t − Lβ)(Aij + 1
3γijK)

= e4φ(∂t − Lβ)Ãij + 4e4φÃij(∂t − Lβ)φ

+ 1
3K(∂t − Lβ)γij + 1

3γij(∂t − Lβ)K

⇔ e4φ(∂t − Lβ)Ãij = (∂t − Lβ)Kij − 4e4φÃij(∂t − Lβ)φ

− 1
3K(∂t − Lβ)γij −

1
3γij(∂t − Lβ)K (C.87)

Die vier Terme auf der rechten Seite sind bereits bekannt, sie müssen nur noch als

115



C.8 BSSN Form der 3+1 Gleichungen

Funktionen der neuen Variablen Ãij und γij dargestellt werden. Sie ergeben sich zu

(∂t − Lβ)Kij = −DiDjα + α
{

3Rij + 4πG [(S − E)γij − 2Sij]
}

+ αe4φ
(
−1

3KÃij − 2ÃikÃkj + 1
9 γ̃ijK

2
)

,

−4e4φÃij(∂t − Lβ)φ = 2
3e

4φαKÃij ,

−1
3K(∂t − Lβ)γij = 2

3αKe
4φÃij + 2

9αK
2e4φγ̃ij ,

−1
3γij(∂t − Lβ)K = −1

3e
4φγ̃ij

{
α3R−DiDiα + 4πG [3(S − E)− 2S]

}
− 1

3αK
2e4φγ̃ij . (C.88)

Das wird in Gleichung (C.87) eingesetzt und ergibt damit schließlich [Alc08]

(∂t − Lβ)Ãij = e−4φ
[
−DiDjα + α3Rij + 4πGα [(S − E)γij − 2Sij]

]TF
+ α

(
KÃij − 2ÃikÃkj

)
, (C.89)

wobei [. . . ]TF den spurfreien Teil der entsprechenden Ausdrücke bezeichnet.
In den Gleichungen kommen noch Terme vor, die mit γij verknüpft sind. Zum einen die
Divergenz der Lapse DiDiα und der Ricci-Tensor 3Rij . Diese müssen noch in Funktionen
von γ̃ij umgeschrieben werden. Eine ausführliche Rechnung dazu kann man in [Gou07]
finden. Hier sind nur einige Zwischenergebnisse dargestellt. Ausgangspunkt bildet der
Zusammenhang zwischen den kovarianten Ableitungen Di und D̃i der entsprechenden
Metriken. Es gilt hierbei für einen Tensor T

DkT
i1...ip

j1...jq = D̃kT
i1...ip

j1...jq +
p∑
r=1

Cir
klT

i1...l...ip
j1...jq −

q∑
r=1

C l
kjrT

i1...ip
j1...l...jq , (C.90)

wobei

Ck
ij :=

{
k

ij

}
−

˜{k
ij

}
(C.91)

die Differenz der Christoffelsymbole von γ und γ̃ ist[Gou07]. Eine wichtige Anwendung
dieses Zusammenhangs ist die Darstellung der Divergenz eines Vektors v [Gou07]

Div
i = e−6φD̃i

(
e6φvi

)
, (C.92)

die direkt auch auf DiD
iα anwendbar ist und damit

DiD
iα = e−6φD̃i(e6φDiα) = e−4φ

(
2D̃iφD̃

iα + D̃iD̃
iα
)

(C.93)

liefert [Gou07].
Auch benötigt man noch DiDjα aus Gleichung (C.89). Dieses ergibt sich zu [Gou07]

DiDjα = D̃iD̃jα− 2
(
D̃iφD̃jα + D̃jφD̃iα− γ̃ijD̃kφD̃kα

)
. (C.94)
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Zur Umformung des Ricci-Tensors greift man auf die Definition des Riemann-Tensors
(C.12) zurück und ersetzt hier nach und nach die kovarianten Ableitungen. Es ist damit
schließlich möglich den Ricci-Tensor 3Rij = R̃ij +Rφ

ij in zwei Teile aufzuspalten. R̃ij ist
dabei der zu γ̃ gehörende Ricci-Tensor und Rφ

ij ist durch

Rφ
ij = −2D̃iD̃jφ− 2γ̃ijD̃kD̃

kφ+ 4D̃iφD̃jφ− γ̃ij4D̃kφD̃
kφ (C.95)

gegeben [Gou07].
Bislang sind die Gleichungen aber numerisch nicht stabiler als die Standard 3+1 Glei-
chungen (C.71) [Alc08]. Das wird im BSSN-Formalismus mit der Einführung einer neuen
Variablen erreicht [SN95]; [BS98]

Γ̃i := γ̃jk
˜{
i

jk

}
= −∂j γ̃ij (C.96)

wobei die letzte Gleichung nur für det(γ̃) = 1 erfüllt ist6 [Alc08]. Für diese neuen
Variablen wird auch wieder eine Entwicklungsgleichung benötigt. Ausgehend von

∂tΓ̃i = −∂t(∂j γ̃ij) = −∂j(∂tγ̃ij) = −∂j(Lβγ̃ij)− ∂j(2αÃij) (C.97)

erhält man nach Ersetzen der Lie-Ableitung und einigen Umformungen [Alc08]

∂tΓ̃i = γ̃lj∂l∂jβ
i+ 1

3 γ̃
il∂l∂kβ

k +βl∂lΓ̃i− Γ̃l∂lβi+
2
3Γ̃i∂lβl−2(α∂lÃil + Ãil∂lα) . (C.98)

Drei der Terme lassen sich als Lie-Ableitung einer Vektordichte vom Gewicht 2
3 auffassen

[Alc08]. Die ersten beiden Terme kommen daher, dass es sich bei den Γ̃i nicht um
Vektoren, sondern kontrahierte Christoffelsymbole handelt. Vor diesem Hintergrund lässt
sich Gleichung (C.98) umschreiben [Alc08]

(∂t − Lβ)Γ̃i = γ̃lj∂l∂jβ
i + 1

3 γ̃
il∂l∂kβ

k − 2(α∂lÃil + Ãil∂lα) . (C.99)

Alcubierre merkt an, dass die Gleichungen in dieser Form immer noch instabil sind.
Deshalb wird noch die Impuls-Bedingung in den neuen Variablen [Gou07]; [Alc08]

∂jÃ
ij = −

˜{
i

jk

}
Ãij − 6Ãij∂jφ+ 2

3 γ̃
ij∂jK + 8πGe4φpi (C.100)

verwendet und in Gleichung (C.99) eingesetzt, was uns schließlich

(∂t − Lβ)Γ̃i = γ̃jk∂l∂kβ
i + 1

3 γ̃
il∂l∂kβ

k − 2Ãij∂jα

+ 2α
 ˜{

i

jk

}
Ãjk + 6Ãij∂jφ−

2
3 γ̃

ij∂jK − 8πGe4φpi

 (C.101)

6In der Literatur ist das Symbol Γ statt der geschweiften Klammern für die Christoffelsymbole
gebräuchlicher, deshalb wurde von BSSN auch Γ als Symbol für die neue Variable verwendet.
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liefert [Alc08]. Damit ist der erste Satz der BSSN-Entwicklungsgleichungen

(∂t − Lβ)φ = −1
6αK , (C.102a)

(∂t − Lβ)γ̃ij = −2αÃij , (C.102b)

(∂t − Lβ)K = −e−4φ
(
2D̃iφD̃

iα + D̃iD̃
iα
)

+ α

(
ÃikÃ

ki + K2

3

)
+ 4πGα(S + E) , (C.102c)

(∂t − Lβ)Ãij = e−4φ
[
−D̃iD̃jα + 2

(
D̃iφD̃jα + D̃jφD̃iα− γ̃ijD̃kφD̃kα

)
+α3Rij + 4πGα [(S − E)γij − 2Sij]

]TF
+ α

(
KÃij − 2ÃikÃkj

)
, (C.102d)

(∂t − Lβ)Γ̃i = γ̃jk∂l∂kβ
i + 1

3 γ̃
il∂l∂kβ

k − 2Ãij∂jα

+ 2α
 ˜{

i

jk

}
Ãjk + 6Ãij∂jφ−

2
3 γ̃

ij∂jK − 8πGe4φpi

 (C.102e)

Alcubierre u. a. [Alc+03] merken noch an, dass es der numerischen Stabilität dient,
wenn man die Γ̃i nur benutzt, wenn ihre Ableitungen auftreten und sie ansonsten durch
γ̃jk

˜{ i
jk

}
(γ̃) ersetzt.

C.9 Anfangswerte
Das Gleichungssystem (C.102) enthält bisher nur Entwicklungsgleichungen, aber noch
keine Anfangswerte. Diese müssen unter Berücksichtigung der Hamilton- und Impuls-
Bedingung gefunden werden, sonst ist das System an Gleichungen nicht mehr äquivalent
zu den Einsteingleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich zu

D̃iD̃
iΨ− 1

8R̃Ψ + 1
8ÂijÂ

ijΨ−7 + 2πGẼΨ−3 − 1
12K

2Ψ5 = 0 , (C.103a)

D̃jÂ
ij − 2

3Ψ6D̃iK − 8πGp̃i = 0 , (C.103b)

wobei hier Âij := Ψ10Aij , Ẽ = Ψ8E und p̃i = Ψ10pi eingeführt wurde [Gou07]; [Alc08]. Die
Verwendung von Âij anstelle von Ãij = Ψ4Aij ist durch den Zusammenhang der Diver-
genzen DjA

ij = Ψ−10D̃j(Ψ10Aij) [Gou07] nahegelegt und wurde zuerst von Lichnerowicz
[Lic44] vorgeschlagen.

Es gibt mehrere Ansätze mit Hilfe der Bedingungsgleichungen Anfangswerte zu bestim-
men. Ein früher viel verwendeter Ansatz stammt von York [Yor73; Yor74; Yor79]. Er wird
als konforme transversale spurfreie Aufspaltung (conformal transverse traceless - CTT -
method) bezeichnet. Kern dieser Methode bildet neben der Einführung einer konformen
Transformation die Aufspaltung der (symmetrischen) spurfreien äußeren Krümmung Aij
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in einen symmetrischen spurfreien und transversalen Teil Aij∗ und einen longitudinalen
Term mit dem so genannten konformen Killing Operator L [Gou07]; [Alc08]

Âij = ÂijTT + (L̃W̃ )ij , (C.104)

wobei (L̃W̃ )ij die konforme Killing Form des (zunächst nicht weiter spezifizierten) Vektors
W̃ i ist. Sie ist gegeben durch [Gou07]; [Alc08]

(L̃W̃ )ij := D̃iW̃ j + D̃jW̃ i − 2
3 γ̃

ijD̃kW̃
k . (C.105)

Zusätzlich dazu führt man noch den konformen Vektor-Laplace-Operator

∆̃L̃W̃
i := D̃j(L̃W̃ )ij

= D̃iD̃iW̃
j + D̃jD̃

iW̃ j − 2
3D̃

iD̃jW̃
j

= D̃jD̃
jW̃ i + 1

3D̃
iD̃jW̃

j + R̃i
jW̃

j (C.106)

ein [Gou07]; [Alc08]. Damit ergibt sich die Impuls-Bedingung in der Form [Gou07]; [Alc08]

∆̃L̃W̃
i − 2

3Ψ6D̃iK − 8πGp̃i = 0 . (C.107)

In Gleichung (C.103a) ersetzt man auch Âij durch W̃ i und ÂijTT

D̃iD̃
iΨ− 1

8R̃Ψ + 1
8
[
ÂTT
ij + (L̃W̃ )ij

] [
ÂijTT + (L̃W̃ )ij

]
Ψ−7 + 2πGẼΨ−3− 1

12K
2Ψ5 = 0 ,

(C.108)
und erhält so ein System an Gleichungen für die Variablen Ψ und W̃ i. Diese werden
durch freie Anfangswerte der Größen γ̃ij, ÂijTT, K, E und pi festgelegt und man erhält
über

γij = Ψ4γ̃ij

Kij = Ψ−10Âij + 1
3γ

ijK

(C.109)

die physikalischen Größen der äußeren Krümmung K und der räumlichen Metrik γ
[Gou07]; [Alc08].
Unter Berücksichtigung einiger nähernder Annahmen können diese Gleichungen erheblich
vereinfacht werden. Nimmt man an, dass die äußere Krümmung K zum Zeitpunkt t = 0
verschwindet (zeit-symmetrische Anfangswerte [Gou07]), dass die konforme Metrik die
des flachen Raumes ist und dass dieser Raum auch materiefrei ist, werden die Impuls-
Bedingungen durch Wahl W̃ i = 0 gelöst und als Hamilton Bedingung bleibt nur noch

∆Ψ = 0 , (C.110)
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C.9 Anfangswerte

wobei ∆ der Laplace-Operator des flachen Raumes ist. Diese Gleichung ist (entsprechend
der stark vereinfachenden Annahmen) vergleichsweise einfach. Sie lässt eine besondere
Art von Anfangswerten zu, nämlich die von schwarzen Löchern.
Asymptotische Flachheit bringt uns die Randbedingung, dass Ψ für r → ∞ gegen 1
gehen muss. Eine mögliche Lösung ist Ψ = 1 auf der ganzen Hyperfläche, was schließlich
einer Minkowski-Raumzeit entspricht [Gou07].
Interessanter wird es, wenn man um r = 0 eine Kugel aus der Hyperfläche ausschneidet
und am Rand der Kugel S andere Randbedingungen für Ψ festlegt. So ist es möglich

Ψ = 1 + m

2r (C.111)

als Lösung zu konstruieren [Gou07]; [Alc08]. Diese Lösung entspricht dann den Anfangs-
werten

γij =
(

1 + m

2r

)4
diag(1, r2, r2 sin θ) , Kij = 0 . (C.112)

Das ist aber gerade die Metrik in isotroper Form der Schwarzschildkoordinaten (bezie-
hungsweise deren räumlicher Teil) [Gou07]; [Alc08]. Gourgoulhon [Gou07] macht noch
eine Bemerkung, dass man die so gefundene Mannigfaltigkeit Σ0 erweitern kann, sodass
sie für r ∈ (0,∞) definiert ist. Dazu „klebt“ man eine Kopie von Σ0 an den Rand der
ausgeschnittenen Kugel. Durch eine Anschließende Variablentransformation r′ = m2

4r kann
man erkennen, dass der Grenzfall r → 0 nicht einer Singularität, sondern einer zweiten
asymptotisch flachen Region entspricht. Der Anschluss der beiden Mannigfaltigkeiten
wird als Einstein-Rosen-Brücke bezeichnet.
Neben dem Ausschluss einer Kugel am Ursprung, gibt es auch Lösungen, in denen aus
der Hyperfläche nur ein Punkt ausgeschlossen wird und somit

Σ0 = R3\{O} (C.113)

gilt. Der so entfernte Punkt O wird als puncture (Durchstich) bezeichnet. Für eine
solche Raumzeit kann man neben der Reproduktion der obigen Lösung für W̃ i = 0 auch
noch kompliziertere Lösungen finden [Gou07]. Ohne näher darauf eingehen zu wollen sei
erwähnt, dass Bowen und York [BY80] Lösungen konstruiert haben, die vom gesamten
Impuls und Drehimpuls der Raumzeit abhängen. Allerdings ist es nicht möglich, damit
ein Kerr Schwarzes Loch zu beschreiben [Gou07].
Es gibt noch (mindestens) zwei Varianten zur CTT-Methode, wie sie hier vorgestellt ist.
Die Aufspaltung mit Hilfe der physikalischen Metrik γ̃ij

Aij = AijTT + (LW )ij , (C.114)

und die gewichtete transversale Aufspaltung

Aij = AijTT + 1
σ

(LW )ij , (C.115)

wobei σ ein positiver Skalar und L der zu γ gehörende konforme Killing-Operator ist
[Alc08]. Ich werde auf diese Varianten hier aber nicht weiter eingehen.
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Eine Alternative zur CTT-Methode bildet die von York aufgestellte conformal thin
sandwich method (CTS) [Yor99]; [Gou07]; [Alc08]. Ausgehend von Gleichung (C.83)

(∂t − Lβ)γ̃ij = −2αÃij (C.116)

erhält man direkt auch
(∂t − Lβ)γ̃ij = 2αÃij , (C.117)

unter Berücksichtigung der Definition der Lie-Ableitung und dass ∂t(γ̃ij γ̃ij) = 0 ist.
Weiterhin gilt [Alc+03]

Lβγ̃ij = −D̃iβj − D̃jβi + 2
3 γ̃

ijD̃kβ
k = −

(
L̃β
)ij

, (C.118)

womit man dann
Ãij = 1

2α

[
∂tγ̃

ij +
(
L̃β
)ij]

(C.119)

schreiben kann [Gou07] (Alcubierre u. a. [Alc+03] verwendet eine andere Definition für
die Zeitableitung). Führt man noch α̃ = Ψ−6α ein, kann man den Ausdruck kompakt als

Âij = 1
2α̃

[
∂tγ̃

ij +
(
L̃β
)ij]

(C.120)

schreiben. Somit ist hier die spurfreie äußere Krümmung als Funktion von Lapse, Shift
und der Zeitableitung der räumlichen Metrik dargestellt. Diese kann man in die Impuls-
bedingungen (C.103b) einsetzen und erhält

D̃j

( 1
2α̃∂tγ̃

ij
)

+ D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)− 2

3Ψ6D̃iK − 8πGp̃i = 0 . (C.121)

Die Hamilton-Bedingung bleibt gleich, sodass mit

D̃iD̃
iΨ− 1

8R̃Ψ + 1
8ÂijÂ

ijΨ−7 + 2πGẼΨ−3 − 1
12K

2Ψ5 = 0 , (C.122a)

D̃j

( 1
2α̃∂tγ̃

ij
)

+ D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)− 2

3Ψ6D̃iK − 8πGp̃i = 0 , (C.122b)

die Randbedingungen für die CTS-Methode festgelegt ist. Hier sind die frei wählbaren
Daten γ̃ij, ∂tγ̃ij, K, α̃, Ẽ und p̃i auf Σ0. Festgelegt sind durch die beiden Gleichungen
(C.122) Ψ und βi [Gou07].

Einer der freien Startwerte für die CTS-Methode ist die konforme Lapse α̃. Es ist
allerdings in astrophysikalischen Systemen häufig nicht klar, wie man diese wählen sollte
[Gou07]. Deshalb schlugen Pfeiffer und York [PY05] vor, α̃ aus der Zeitableitung der
Spur der äußeren Krümmung zu berechnen, dazu benutzt man Gleichung (C.102c).

(∂t−Lβ)K = −e−4φ
(
2D̃iφD̃

iα + D̃iD̃
iα
)

+α

(
ÃikÃ

ki + K2

3

)
+4πGα(S+E) (C.123)
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C.10 Einfaches Beispiel für Startwerte

in Kombination mit Gleichung (C.122a) und einigen Umformungen. Schließlich erhält
man daraus eine Gleichung für α̃Ψ7 = αΨ [Gou07]

D̃iD̃
i(α̃Ψ7) + (∂tK − βiD̃iK)Ψ5

−(α̃Ψ7)
[1
8R̃+ 5

12K
2Ψ4 + 7

8ÂijÂ
ijΨ−8 + 2πG(Ẽ + 2S̃)Ψ−4

]
= 0 , (C.124)

wobei S̃ = SΨ8 eingeführt wurde. In Erweiterung zur CTS-Methode wird neben S̃ noch
∂tK als freier Wert übergeben. Dafür ist durch die zusätzliche Gleichung allerdings auch
die konforme Lapse α̃ bestimmt. Gourgoulhon [Gou07] unterscheidet zwischen CTS und
eXtended CTS durch Hinzunahme der Gleichung (C.124).

C.10 Einfaches Beispiel für Startwerte
Mit Hilfe der XCTS-Gleichungen (C.122) und (C.124) lassen sich konkrete Startwerte
für physikalisch interessante Raumzeiten finden. Hier werden Anfangswerte in einer
dreidimensionalen Hyperfläche, aus der eine Kugel ausgeschnitten ist, gesucht. Es gilt
also also Σ0 = R3\K. Als erste weitere Annahme geht man von einem quasi stationären
System aus. Dies ist der erste Schritt zu dem Ziel Anfangswerte für ein Binärsystem
aufstellen. Solche Systeme sind nicht streng stationär, da sie Energie durch Abstrahlung
von Gravitationswellen verlieren. Für Abstände oberhalb des letzten stabilen Orbits sind
diese System aber annähernd stationär [Coo0)]).
Die Annahme eines quasi stationären Systems liefert direkt ∂tγ̃ij = 0, ∂tK = 0 und K = 0
[Alc08]. Zusätzlich nimmt man an, dass die konforme Metrik den flachen Raum beschreibt
γ̃ij = fij, wobei fij die Metrik des flachen Raumes beschreibt und für kartesische
Koordinaten gerade einem Kronecker-Delta entspricht. Die XCTS-Gleichungen (C.122)
und (C.124) werden damit

D̃iD̃
iΨ + 1

8ÂijÂ
ijΨ−7 + 2πGẼΨ−3 = 0 , (C.125a)

D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)− 8πGp̃i = 0 , (C.125b)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7)− (α̃Ψ7)

[7
8ÂijÂ

ijΨ−8 + 2πG(Ẽ + 2S̃)Ψ−4
]

= 0 (C.125c)

und der spurfreie Teil der äußeren Krümmung ist durch Âij = 1
2α̃

(
L̃β
)ij

gegeben. Das
System (C.125) entspricht so auch demjenigen für Binärsysteme (mit der zusätzlichen
Annahme, dass die konforme Metrik flachen Raum beschreibt) [Gou07]. Für Systeme mit
zwei Schwarzen Löchern wird allerdings zusätzlich noch angenommen, dass der Raum
materiefrei ist und sich so die Gleichungen deutlich vereinfachen. Für System mit zwei
Neutronensternen kann man diese Annahme allerdings nicht treffen.

Die Annahme eines materiefreien Raumes wird hier auch getroffen und damit Ẽ = S̃ = 0
und p̃i = 0 gesetzt. Die Gleichungen vereinfachen sich dadurch noch einmal auf [Gou07]
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D̃iD̃
iΨ + 1

8ÂijÂ
ijΨ−7 = 0 , (C.126a)

D̃j

( 1
2α̃

(
L̃β
)ij)

= 0 , (C.126b)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7)− (α̃Ψ7)

[7
8ÂijÂ

ijΨ−8
]

= 0 . (C.126c)

Nun lässt sich Gleichung (C.126b) durch den Ansatz βi = 0 lösen [Gou07]. Damit ist
aber auch Âij = 0 und die beiden verbleibenden Gleichungen reduzieren sich schließlich
drastisch auf

D̃iD̃
iΨ = 0 , (C.127a)

D̃iD̃
i(α̃Ψ7) = 0 . (C.127b)

Für unsere Wahl einer flachen konformen Metrik entspricht Gleichung (C.127a) der
Laplace-Gleichung für Ψ. Als einfachste nicht triviale Lösung für diese Gleichung findet
man [Gou07]; [Alc08]

Ψ = 1 + m

2r . (C.128)

Gleichung (C.127b) wird entsprechend durch

α̃Ψ7 = αΨ = 1 + d

r
(C.129)

gelöst [Gou07]; [Alc08]. Die Konstante d kann zu d = −m
2 gewählt werden [Gou07];

[Alc08] und damit ergibt sich
α =

1− m
2r

1 + m
2r

. (C.130)

Dies legt die komplette Metrik gµν auf der Hyperfläche Σ0 fest, denn mit Gleichung
(C.64) und den gerade bestimmten Größen α, Ψ und βi findet sich

ds2 = −
(

1− m
2r

1 + m
2r

)2

+
(

1 + m

2r

)4 (
dx2 + dy2 + dz2

)
, (C.131)

oder in Kugelkoordinaten

ds2 = −
(

1− m
2r

1 + m
2r

)2

+
(

1 + m

2r

)4 (
dr2 + r2dϑ2 + r2 sin2 ϑdϕ2

)
. (C.132)

Die Gleichungen (C.131) beziehungsweise (C.132) entsprechen gerade der isotropen Form
der Schwarzschild-Metrik [Gou07]; [Alc08]. Das heißt, dass die Anfangswerte für ein
statisches Schwarzes Loch gerade der Schwarzschild-Metrik in isotropen Koordinaten
entsprechen.
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Anhang D. Lie-Ableitung

D
Lie-Ableitung

Neben der kovarianten Ableitung existiert noch eine andere Möglichkeit eine Ableitung
auf Mannigfaltigkeiten zu definieren. Hierzu benötigt man zunächst den Begriff der
Integralkurve eines Vektorfeldes. Eine mögliche Definition findet man im Buch von
Schutz [Sch80]: Für ein beliebiges (einmal differenzierbares) Vektorfeld v findet man
Kurven, deren Tangentenvektoren an jedem beliebigen Punkt p der Mannigfaltigkeit durch
v gegeben sind. Die Komponenten des Tangenvektors sind durch dxµ

dλ = vµ(xν) gegeben,
wobei λ der Kurvenparameter ist. Solche Kurven bezeichnet man als Integralkurven. Die
Gesamtheit aller Integralkurven zu einem Vektorfeld v wird Kongruenz genannt. Sie deckt
die gesamte Mannigfaltigkeit ab und stellt eine Abbildung der Mannigfaltigkeit in sich
selbst dar. Sie bildet einen Punkt p auf den Punkt q := φλ(p) in der Distanz λ entlang
einer Integralkurve ab [Alc08]. Diese Definitionen lassen sich dazu benutzen um Tensoren
(zunächst Skalare und Vektoren) an verschiedenen Punkten im Raum miteinander zu
vergleichen. Zunächst betrachtet man also eine skalare Funktion f am Punkt p. Die zu f
gehörende verschobene Funktion φλ(f)(q) an der Stelle q soll vom Wert her gleich der
Funktion f(p) selbst sein. Daraus ergibt sich (unter der Annahme q = p+ λ) [Sch80]

Lvf = df
dλ

∣∣∣∣∣
p

, (D.1)

wobei Lv die Lie-Ableitung von f in Richtung v ist. Für ein Vektorfeld u definiert man
die Lie-Ableitung folgendermaßen: Man betrachtet u am Ort q = φλ(p) und verschiebt
diesen zurück an den Ort p. Anschließend bildet man die Differenz zum ursprünglichen
Vektor u am Ort p. Damit man eine Ableitung erhält, betrachtet man den zugehörigen
Differenzenquotienten im Grenzfall q → p

Lvu := lim
λ→0

[
φ−1
−λ(u|q)− u|p

λ

]
. (D.2)

Mit φλ(xα) = xα + dxα
dλ λ = xα + vαλ formt man diesen Ausdruck um zu [Alc08]

φλ(uα) = φλ

(
dxα
dµ

)
= uα + d

dλ
dxα
dµ λ = uα + d

dµ
dxα
dλ λ
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= uα + dvα
dµ λ = uα + dxβ

dµ
∂vα

∂xβ
λ = uα + λuβ∂βv

α . (D.3)

µ bezeichnet hier den zu den Kurven von u gehörenden Parameter. Gleichung (D.2) wird
damit komponentenweise zu

Lvu
ν = lim

λ→0

[
uν |q − λ(uβ|q∂βvν)− uν |p

λ

]

= lim
λ→0

[
uν |q − uν |p

λ
− (uβ|q∂βvν)

]

=duν
dλ − u

β∂βv
ν

=vβ∂βuν − uβ∂βvν (D.4)

Die entsprechende Ableitung für kovariante Vektoren erhält man durch Ausnutzen der
Produktregel

Lv(ωαuα) =ωαLv(uα) + uαLv(ωα)
⇔ uαLv(ωα) =Lv(ωαuα)− ωαLv .(uα) (D.5)

In (D.5) ist die Lie-Ableitung eines kovarianten Vektors als Funktion der Lie-Ableitungen
einer skalaren Funktion ωαuα und eines kontravarianten Vektors uα dargestellt. Diese
Ausdrücke sind aber mit (D.1) und (D.2) schon bekannt und man kann sie in (D.5)
einsetzen und erhält durch Umbenennung der Summationsindizes

uαLv(ωα) = d
dλ(ωαuα)− ωα(vβ∂βuα − uβ∂βvα)

=uαvβ∂βωα + ωαv
β∂βu

α − ωαvβ∂βuα + ωαu
β∂βv

α

=uαvβ∂βωα + ωαu
β∂βv

α

=(vβ∂βωγ)uγ + (ωβ∂γvβ)uγ . (D.6)

Schließlich verbleibt der Ausdruck

Lv(ωγ) = vβ∂βωγ + ωβ∂γv
β (D.7)

für die Lie-Ableitung kovarianter Vektoren. Von hier aus kann man direkt die Verallge-
meinerung auf die Lie-Ableitung von beliebigen Tensoren durchführen [Gou07]; [Alc08]

LvT
ρ
ν = vβ∂βT

ρ
ν − T βν ∂βvρ + T ρβ∂νv

β , (D.8)

wobei man an dieser Stell auch die partiellen Ableitungen durch kovariante ersetzen kann
[Gou07]

LvT
ρ
ν = vβ∇βT

ρ
ν − T βν ∇βv

ρ + T ρβ∇νv
β . (D.9)
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Anhang E. Projektionen des Riemann-Tensors

E
Projektionen des Riemann-Tensors

Ein zentraler Bestandteil der 3+1 Aufspaltung der Einsteingleichungen sind Projektionen
des Riemann-Tensors auf die Hyperflächen und orthogonal dazu. Ihre Ableitung ist
allerdings länglich, weshalb sie hier in den Anhang ausgelagert wurde.
Ausgehend von der Definition für den räumlichen Riemann-Tensor (C.12) in der vierdi-
mensionalen Form

(DµDσ −DσDµ) vν = 3Rν
ρµσv

ρ (E.1)

für einen beliebigen Vektor v tangential an Σ, werden die räumlichen kovarianten
Ableitung D mit Hilfe von Gleichung (C.24) durch die kovariante Ableitung ∇ ersetzt.
Betrachtet man also zunächst

Dσ(Dµv
ν) = P ρ

µP
ν
λP

γ
σ∇γ

(
Dρv

λ
)

= P ρ
µP

ν
λP

γ
σ∇γ

(
P λ

τP
α
ρ∇αv

λ
)

(E.2)

und benutzt ∇P λ
τ = nλ∇γnτnτ∇γn

λ und P ν
σnν = 0, so ergibt das [Gou07]

Dσ(Dµv
ν) = P ρ

µP
ν
λP

γ
σ∇γ

nτ∇γn
λPα

ρ∇αv
τ︸ ︷︷ ︸

=−∇γnλPαρvτ∇αnτ

+nα∇γnρP
λ
τ∇αv

τ + P λ
τP

α
ρ∇γ∇αv

τ


= P ρ

µP
ν
λP

γ
σ∇γ

(
−∇γn

λPα
ρv
τ∇αnτ + nα∇γnρP

λ
τ∇αv

τ
)

(E.3)
+ Pα

µP
ν
τP

γ
σ∇γ∇αv

τ

(C.25)= P ρ
µP

ν
λP

γ
σ∇γ

(
∇γn

λPα
ρv
τ (Kατ + nαaτ )− (Kγρ + nγaρ)nαP λ

τ∇αv
τ
)

+ Pα
µP

ν
τP

γ
σ∇γ∇αv

τ

= P ρ
µP

ν
λP

γ
σ∇γ

(
(−Kγ

λ − nγaλ)Pα
ρv
τKατ −Kγρn

αP λ
τ∇αv

τ
)

+ Pα
µP

ν
τP

γ
σ∇γ∇αv

τ

= −Kσ
νKµτv

τ −KσµP
ν
τn

α∇αv
τ + Pα

µP
ν
τP

γ
σ∇γ∇αv

τ . (E.4)
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Durch Vertauschen von µ und σ in Gleichung (E.4) und anschließende Differenzenbildung
bleibt [Gou07]

(DµDσ −DσDµ) vν = (Kσ
νKµτ −Kµ

νKστ ) vτ + P ν
τP

α
µP

γ
σ (∇α∇γ −∇γ∇α) vτ .

(E.5)

Jetzt kann man die Ausdrücke für den Riemann-Tensor einsetzen und erhält [Gou07]
3Rν

τµσv
τ = (Kσ

νKµτ −Kµ
νKστ ) vτ + P ν

βP
α
µP

γ
σRβ

ραγv
ρ . (E.6)

Mit vρ = P ρ
τv

τ (v ist parallel an Σ) ergibt sich somit die Gauß-Gleichung [Gou07];
[Alc08]

P ν
βP

α
µP

γ
σP

ρ
τRβ

ραγ = 3Rν
τµσ −Kσ

νKµτ +Kµ
νKστ . (E.7)

Relevant für den 3+1 Formalismus ist noch die 1-3-kontrahierte Form dieser Gleichung,
die kontrahierte Gauß-Gleichung

P γ
σP

ρ
τRργ + nαnβP

γ
σP

ρ
τRβ

ραγ = 3Rτσ −Kσ
µKµτ +Kµ

µKστ . (E.8)

Schließlich können die Spur dieser Gleichung in Bezug auf γ bilden und erhalten die
skalare Gaußgleichung [Gou07]

P γτP ρ
τRρτ + nαnβP

γτP ρ
τRβ

ραγ = 3R−KτµKµτ +K2

⇒ (gγρ + nγnρ)Rρτ + nαnβ(gγρ + nγnρ)Rβ
ραγ = 3R−KτµKµτ +K2

⇒ R− nγnρRργ + nαnβRβ
α = 3R−KτµKµτ +K2

⇒ R+ 2nγnρRργ = 3R−KτµKµτ +K2 . (E.9)

Die Gauß-Gleichungen stellen eine Projektion des Riemann-Tensors komplett auf die
Hyperfläche Σ dar. Es ist möglich auch eine gemischte Projektion, zum Teil auf Σ und
zum Teil orthogonal dazu, zu bestimmen [Gou07]. Dazu betrachten wir

P ν
βP

α
µP

γ
σRβ

ραγn
ρ = P ν

βP
α
µP

γ
σ (∇α∇γ −∇γ∇α)nβ . (E.10)

Wie bereits bei den Gauß-Gleichungen beschränkt man sich zunächst auf einen Term in
Gleichung (E.10) und formt diesen um [Gou07]

P ν
βP

α
µP

γ
σ∇γ∇αn

β (C.25)= P ν
βP

α
µP

γ
σ∇γ

(
−Kα

β − nαaβ
)

= P ν
βP

α
µP

γ
σ

(
−∇γKα

β − nα∇γa
β − aβ∇γnα

)
(C.25,C.16)= P ν

βP
α
µP

γ
σ

(
−∇γKα

β + aβKγα

)
(C.24)= −DσKµ

ν + aνKσµ . (E.11)

Analog zu den Betrachtungen bei den Gauß-Gleichungen vertauscht man hier die Indizes
α und γ und erhält nach anschließender Subtraktion die Codazzi-Mainardi-Gleichungen
[Gou07]; [Alc08]

P ν
βP

α
µP

γ
σRβ

ραγn
ρ = DσKµ

ν −DµKσ
ν . (E.12)
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Anhang E. Projektionen des Riemann-Tensors

Eine Kontraktion in den Indizes µ und ν liefert die kontrahierten Codazzi-Gleichungen
[Gou07]

P γ
σRργn

ρ = DσK −DµKσ
µ . (E.13)

Bisher wurde mit den Gauß-Gleichungen die volle Projektion des Riemann-Tensors
auf die Hyperflächen und mit den Codazzi-Gleichungen die erste teilweise Projektion
orthogonal dazu betrachtet. Es ist möglich noch eine weitere nicht verschwindende
Projektion des Riemann-Tensors zu finden, zweimal auf die Hyperflächen und zweimal
orthogonal dazu. Projektionen des Riemann-Tensors die drei- oder viermal orthogonal zu
den Hyperflächen sind, verschwinden aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften [Gou07].
Deswegen betrachtet man folgenden Ausdruck [Gou07]

Pαµn
σP ν

βRµ
ρνσn

ρ = Pαµn
σP ν

β (∇ν∇σ −∇σ∇ν)nµ

= Pαµn
σP ν

β [∇ν(−Kµ
σ − nσaµ)−∇σ(−Kµ

ν − nνaµ)]
= PαµP

ν
β [−nσ∇ν(nσaµ)− nσ∇νK

µ
σ

+nσ∇σK
µ
ν + aµnσ∇σnν + nνn

σ∇σa
µ]

= PαµP
ν
β [∇νa

µ +Kµ
σ∇νn

σ + nσ∇σK
µ
ν + aµaν ]

= PαµP
ν
β [nσ∇σK

µ
ν −Kµ

σK
σ
ν + aµaν∇νa

µ] (E.14)

Hier wurde benutzt, dass Kµ
σn

σ = 0 und P ν
βnν = 0 ist. An dieser Stelle lohnt es sich für

die Beschleunigung a des Normalenvektors n einen anderen Ausdruck zu finden. Bemerkt
man, dass

aµ = nσ∇σnµ = nσ∇σ(α∇µt) = αnσ∇σ∇µt+∇µtn
σ∇σα

= αnσ∇µ

( 1
α
nσ

)
+ 1
α
nµn

σ∇σα

= nσ∇µnσ −
1
α
nσnσ∇µα + 1

α
nµn

σ∇σα

= 1
α

[∇µα + nµn
σ∇σα] = 1

α

[
(δρµ + nρnµ)∇ρα

]
= 1
α
P ρ

µ∇ρα = 1
α
Dµα = Dµ ln(α) (E.15)

gilt und diese Gleichung in Gleichung (E.14) einsetzt, erhält man schließlich [Gou07]

Pαµn
σP ν

βRµ
ρνσn

ρ = PαµP
ν
βn

σ∇σK
µ
ν −KασK

σ
β +Dα ln(α)Dβ ln(α) +DβDα ln(α)

= PαµP
ν
βn

σ∇σK
µ
ν −KασK

σ
β + 1

α
DβDαα . (E.16)

Hier kann man noch Gleichung (C.39) verwenden, um den Term PαµP
ν
βn

σ∇σK
µ
ν zu

ersetzen, so dass die so genannte Ricci-Gleichung

Pαµn
σP ν

βRµ
ρνσn

ρ = 1
α
LmKαβ +KασK

σ
β + 1

α
DβDαα (E.17)
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bleibt [Gou07]. Die Ricci-Gleichung wird dazu benutzt, um in der kontrahierten Gauß-
Gleichung (E.8) den Term mit dem vierdimensionalen Riemann-Tensor zu eliminieren
und es ergibt sich [Gou07]

P γ
σP

ρ
τRργ = − 1

α
LmKτσ + 3Rτσ − 2Kσ

µKµτ +KKστ −
1
α
DσDτα . (E.18)
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2.1 Winkelgeschwindigkeit als Funktion des radialen Abstands r für pro- und
retrograde geodätische Kreisbahnen. Als Parameter wurden a = 0, 995m
und für die modifizierte Kerr-Metrik B = 64

27m
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2.2 Durch Photonenorbits gegebene Limits an die Winkelgeschwindigkeit für
pro- und retrograde geodätische Kreisbahnen als Funktion des radialen
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Kerr-Metrik B = 64

27m
3 gewählt. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+13]. 19

2.3 Letzter stabiler Orbit für Teilchen auf retrograden Bahnen. Für die modi-
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2.4 Stabile Orbits für Teilchen auf prograden Bahnen dargestellt im Parame-
terraum aufgespannt durch radialen Abstand r und Spinparameter a. Es
gibt vier Regionen, zwischen denen unterschieden werden muss. In der
nicht schattierten Region (I) gibt es stabile Kreisbahnen in der klassischen
ART, sowie im modifizierten pk-ART Modell. Region II (dunkel schattiert)
enthält hingegen nur im pk-ART Modell stabile Orbits, nicht aber in der
klassischen ART. Regionen III und IV (hell schattiert) enthalten keine sta-
bilen Orbits mehr. Für die modifizierte Kerr-Metrik wurde B = (64/27)m3

gewählt. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+13]. . . . . . . . . . . . . . 22

3.1 Verschiedene Linienspektren für unterschiedliche Werte des Spinparame-
ters a. Die Parameter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren
Rand der Scheibe, θ = 40◦ für den Inklinationswinkel und p = 3 für den
Emissivitätsindex. Der innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO,
falls existent, festgelegt. Für die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte
aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. 37
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3.2 Vergleich zwischen klassischer und modifizierter Kerr-Metrik. Die Parame-
ter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren Rand der Scheibe, θ =
40◦ für den Inklinationswinkel und p = 3 für den Emissivitätsindex. Der
innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt.
Für die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet
worden. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Vergleich der beiden Metriken für unterschiedliche Werte des Spinpara-
meters a. Die Parameter für die Plots sind rout = 100m für den äußeren
Rand der Scheibe, θ = 40◦ für den Inklinationswinkel und p = 3 für den
Emissivitätsindex. Der innere Radius der Scheibe ist durch den ISCO,
falls existent, festgelegt. Für die modifizierte Kerr-Metrik sind die Werte
aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. 40

3.4 Frequenzverschiebung als Funktion des Radius. Gezeigt ist die in Glei-
chung (3.2.3) angegebene Näherung für sich auf den Beobachter zube-
wegende Emitter. Der Inklinationswinkel beträgt θ = 40◦. Werte größer
als 1 entsprechen einer Blauverschiebung. Die Kurven beschreiben die
Frequenzverschiebung von Photonen, die parallel zur Bewegungsrichtung
der Emitter abgestrahlt werden. Hier tritt die höchste Blauverschiebung
auf. Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.5 Rotverschiebung einer dünnen Akkretionsscheibe. Die Inklination beträgt
40 ◦. Der äußere Rand der Scheibe ist bei rout = 50m. Der innere Radius
der Scheibe ist durch den ISCO, falls existent, festgelegt. Für die modifi-
zierte Kerr-Metrik sind die Werte aus Tabelle 3.1 verwendet worden. Die
Ähnlichkeit zwischen der klassischen und der modifizierten Kerr-Metrik in
den Abbildungen 3.5b und 3.5c kann man auch in Abbildung 3.3 sehen.
Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.6 Flussfunktion f aus Gleichungen (3.1.62) und (3.2.4). Ursprünglich veröf-
fentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.7 Energie von Teilchen auf Kreisgeodäten in der Äquatorebene. Die durch-
gezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik, die
gepunktete blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik für B = (64/27)m3.
Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.8 Drehimpuls von Teilchen auf Kreisgeodäten in der Äquatorebene. Die
durchgezogene rote Kurve beschreibt jeweils die klassische Kerr-Metrik,
die gepunktete blaue Kurve die modifizierte Kerr-Metrik für B = (64/27)m3. 47
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3.9 Unendlich ausgedehnte, gegen den Uhrzeigersinn drehende und geome-
trisch dünne Akkretionsscheibe um ein stationäres, rotierendes, kompaktes
Objekt. Die Scheibe wird aus einem Inklinationswinkel von 70◦betrachtet.
Die linke Spalte (3.9a, 3.9c, 3.9e und 3.9g) zeigt das originale Scheiben-
modell nach Page und Thorne [PT74]. Die rechte Spalte (3.9b, 3.9d, 3.9f
und 3.9h) zeigt das, wie in Kapitel 3.1.4 beschrieben, angepasste Modell,
um das pseudokomplexe Äquivalent der Kerr-Metrik – Gleichung (1.3.1) –
darstellen zu können. Die Skala variiert zwischen den einzelnen Bildern.
Ursprünglich veröffentlicht in [Sch+14]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.1 Ellipse mit den verwendeten Koordinaten r und ψ. Die Skizze ist an
Fig. 4.3 in [Mag07] angelehnt. Die verwendeten Proportionen für die
Halbachsen entsprechen denen des Hulse-Taylor Pulsar PSR B1913+16
[HT75]; [WT02]; [WT05]; [Mag07]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

C.1 Einbettung Φ einer Hyperfläche Σ̂ in eine MannigfaltigkeitM, entnommen
aus [Gou07]. Φ „transportiert“ auch Kurven in Σ̂ nach Σ und liefert eine
Abbildung für Vektoren, den Pushforward Φ∗. . . . . . . . . . . . . . . . 100

C.2 Aufblätterung einer MannigfaltigkeitM in eine Menge von Hyperflächen
Σt, entnommen aus [Gou07]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

C.3 An die Aufblätterung angepasste Koordinaten, entnommen aus [Alc08].
Linien konstanter Koordinaten („coordinate line“) sind nicht immer iden-
tisch mit Linien die senkrecht auf die Hyperflächen stehen („normal line“).
Der Unterschied zwischen den beiden wird durch den Verschiebungsvektor
β beschrieben. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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