Semiklassische Beschreibung gebundener Zustiande und der

Vakuumfluktuationen in sphéarisch symmetrischen Metriken

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades

der Naturwissenschaften

vorgelegt beim Fachbereich Physik (13)
der Johann Wolfgang Goethe-Universitat

in Frankfurt am Main von

Gunther Caspar

aus Frankfurt am Main

Frankfurt (2015)
(D 30)



vom Fachbereich Physik der

Johann Wolfgang Goethe-Universitat als Dissertation angenommen.

Dekan: Prof. Dr. René Reifarth

Gutachter: Prof. Dr. Dr. h.c. mult. Walter Greiner
Prof. Dr. Peter O. Hess
Prof. Dr. Marcus Bleicher

Datum der Disputation: 28.05.2015



Inhaltsverzeichnis

(1. Einleitung|

D Gravitati | enl
[2.1. Allgemeine Relativitatstheorie| . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

[2.2. Pseudokomplexe Allgemeine Relativitatstheorie| . . . . . . . ... . . ..

[2.3. Zeitunabhangige spharisch symmetrische Metriken|. . . . . . . . . . . ..

[3. Quantenmechanik in flachen Raumen|

[3.1. Grundlagen| . . . . . . . ..

[3.2. Translation und Zeitentwicklung/. . . . . . . . ... ... ...

[3.3. Spharisch symmetrische Schrodingergleichung und Drehimpuls| . . . . . .

[3.4. Relativistische Wellengleichungen . . . . . . . ... ... ... ... ...

4. Quantenmechanik in gekrummten Raumen|

[4.1. Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung in gekruimmten Raumen| . . . . . . .

[4.2. Auswertung der Klein-Gordon-Gleichungl . . . . . . ... ... ... ...

[4.2.1. Spharische Symmetrie| . . . . . . .. ..o

[4.2.2. Umformung der Gleichungen zur numerischen Implementierung|

[4.2.4. Ergebnisse| . . . . .. ...




3.

Auswertung der Dirac-Gleichung|. . . . . . . .. ... .. ... ... ...

[4.3.1. Spharische Symmetrie| . . . . . . . ... ... L.

[4.3.2.  Numerisches Losungsverfahren und Startwerte] . . . . . . . . . ..

[4.3.4. Ergebnisse| . . . . . . ..

6. Quantenfeldtheorie und Vakuumfluktuationen|

BT

Quantenfeldtheorie in flachen Raumen| . . . . . . . ... ... ... ...

5.2.

Quantenteldtheorie in gekrummten Raumen| . . . . . . . . . . ... ...

5.3

Umformungen| . . . . . . . . . . .

54

Modellentwicklungl . . . . ... .. ... .o 000

[6. Zusammenfassung und Ausblick|

Anhang

A

Berechnung der Metriken|. . . . . . . . .. ..o o000

[A.1. Konstante Massendichte bei isotropem Druck{ . . . ... ... ..
(A.2.  Exponentielles Modell . . . . ... ... ... ... ...

[B.  Kovariante Ableitung eines Spinors| . . . . . . . . . ... ... ... ...
(C.  Programme| . . . . . . . ... ..
[C.1 Verwendete Verfahren| . . . . . . .. ... ... ... ... ...
(C.2.  Matrixdiagonalisierungsprogramm| . . . . . . . . . . ... ... ..
(C.3.  Programme zur Losung des Anfangswertproblems| . . . . . . . ..
[D.  Skalierung der Metriken| . . . . . . . . .. ...
(. Losung der Dirac-Gleichung nahe des Ursprungsf . . . . . . . ... .. ..

i

111
111
117
123
125
125
128
131

134

138



[F.  Energievariation in der Dirac-Gleichung{. . . . . . . ... ... ... ... 172

(G, Vakuen inertialer Beobachter. . . . . . . .. .. ... . o000 175
[H.  Ruckwirkung der Vakuumfluktuationen auf die Metrik{ . . . . . . . . .. 178
[H.1.  Ruckwirkung erster Ordnung auf die Schwarzschildmetrik|. . . . . 181
[H.2.  Ruckwirkung erster Ordnung fur eine konstante Materiedichte| . . 182

[Literaturverzeichnis| 184

1ii



1. Einleitung

Die Gravitation ist aus Sicht des aktuellen theoretischen Versténdnisses der Physik ei-
ne Kuriositat. Wéahrend die anderen drei bekannten grundlegenden Wechselwirkungen
durch denselben Formalismus, die Quantenfeldtheorie (QFT), mikroskopisch beschrie-
ben werden kénnen [I] 2], existiert keine mikroskopische Beschreibung der Gravitation,
da er fur sie versagt und gleichzeitig bisher keine andere Beschreibung gefunden wer-
den konnte [3]. Der Grund hierfiir ist, dass die quantenfeldtheoretische Beschreibung
der Gravitation unendlich viele Divergenzen beinhaltet. Diese treten zwar fiir die ande-
ren Wechselwirkungen ebenfalls in endlicher Anzahl auf, kénnen dort aber jeweils durch
Einfiihren endlich vieler neuer Parameter renormalisiert werden. Folglich ergibt die An-
wendung der QFT, gemeinsam mit diesen Renormalisierungsverfahren eine Theorie der
Gravitation mit unendlich vielen experimentell zu bestimmenden Parametern und kann

deshalb zur Vorhersage von physikalischen Prozessen nicht herangezogen werden.

Zudem weist die aktuelle klassische Feldtheorie der Gravitation, die Allgemeine Relati-
vitatstheorie (ART) [4], ebenfalls Singularitaten auf. Zwar treten diese nur punktweise
auf und es wird debattiert, ob sie stets durch einen Ereignishorizont fiir den &ufleren
Beobachter verdeckt sind [5l 6], aber dennoch deutet dies auf einen Zusammenbruch
der Theorie auf der mikroskopischen Skala hin. Diese Ereignishorizonte sind zumindest
aus philosophischer Sicht ebenfalls bedenklich, denn sie sind nur von auflen nach innen

passierbar, sodass der Auflenraum das Innere beeinflussen kann, aber das Innere nicht



den Auflenraum. Von daher liegt es nahe, dass die Theorie zumindest im mikroskopi-
schen Bereich, aber eventuell auch im Makroskopischen modifiziert werden muss, um

eine Quantengravitationstheorie aufzustellen.

Andererseits hat die ART bisher alle experimentellen Tests bestanden [7] und auch die
Vorhersagen der Quantenfeldtheorien der anderen drei Wechselwirkungen stimmen mit
dem Experiment mit sehr guter Genauigkeit iiberein. So wurden beispielsweise die vor-
hergesagten Elementarteilchen, wie zuletzt das Higgs-Boson [§], alle gefunden [9]. Jedoch
beruhen alle bisherigen Tests der ART auf der Naherung fiir schwache Felder und gleich-
zeitig ist die ART aus theoretischer Sicht weniger fortgeschritten (nicht quantisiert),

sodass der Versuch naheliegt diese zu modifizieren.

Eine solche modifizierte Theorie ist die von Hess und Greiner formulierte pseudokomple-
xe Allgemeine Relativitétstheorie (pk-ART) [10], die die reellen Raumzeitkoordinaten
der ART pseudokomplex erweitert. Zusammen mit einer Verdnderung des Variations-
prinzips fithrt dies in fithrender Ordnung auf die Einstein-Gleichung der ART mit einem
zusétzlichen Quellterm (kann als Energie-Impuls-Tensor verstanden werden) und somit
auch zu einer Modifikation des makroskopischen Gravitationsfeldes. Jedoch ist diese
Quelle bisher nicht verstanden, wobei eine Verbindung mit den in der Quantenfeldtheo-
rie auftauchenden Vakuumfluktuationen und der dunklen Energie vermutet wird, und
die bisher vorhergesagten experimentellen Konsequenzen [I1] 12 [I3] beruhen auf einer

effektiven Modellannahme.

In dieser Arbeit identifizieren wir einerseits die grundlegenden Unterschiede der pk-ART
und der ART gebundener quantenmechanischer Teilchen in einem Gravitationsfeld und
andererseits untersuchen wir die Vakuumfluktuationen in Materie, um das in [13] zur Be-
rechnung von Neutronensternen genutzte Modell fiir den pk-ART Quellterm zu verbes-
sern. Die dabei erhaltenen Ergebnisse und ausgearbeiteten Verfahren sind jedoch nicht

auf die pk-ART beschrankt, solange eine andere Gravitationstheorie ebenfalls Korrektu-



ren vorhersagt, die als zusatzliche Quelle in der Einstein-Gleichung beschrieben werden

koénnen.

Eine exakte Behandlung dieser Probleme wiirde jedoch die nicht-existente Theorie der
Quantengravitation erfordern, sodass wir uns darauf beschranken die Problemstellun-
gen semiklassisch zu behandeln. Das heifit wir behandeln Quantenteilchen und -felder
in einem gravitativen Hintergrund (eine experimentelle Uberpriifung dieses Ansatzes
steht noch aus, aber aus theoretischer Sicht hat er sich bewéhrt; siehe beispielswei-
se [14, [15] 16l 17]). Bedauerlicherweise ist aufgrund der Nichtlinearitét der Gravitation
nicht sichergestellt, dass es sich dabei um eine gute Naherung handelt. Da wir jedoch die
klassischen Feldgleichung fiir eine Storung der Hintergrundmetrik linearisieren kénnen
[0, Kapitel 9], ist die Ndherung fiir ein entsprechend schwaches quantisiertes Gravitati-
onsfeld (Gravitonfeld) gerechtfertigt. Zudem tbernimmt das Quadrat der Planck-Lénge
lp = 1,616 - 10~%5m fiir die nichtrenormalisierbare Quantenfeldtheorie der Gravitation
die Rolle der Kopplungskonstante [18, Kapitel 1], sodass wir hoffen koénnen, dass die
erhaltenen Ergebnisse fiir Systeme, deren typische Langenskalen deutlich grofier als die

Planck-Lange sind, naherungsweise giiltig sind.

Im Weiteren werden zuerst die in der Arbeit verwendeten Notationen und Konventio-
nen festgelegt und im Anschluss in Kapitel [2] erst die Grundlagen der ART und dann
die der pk-ART wiederholt. Am Ende des Kapitels werden die vereinfachten Einstein-
Gleichungen fiir schwarzschildartige Metriken behandelt. In Kapitel [3| werden die Grund-
lagen der Quantenmechanik in flachen Raumen rekapituliert. Dafiir werden zuerst die
Grundlagen der nichtrelativistischen Quantenmechanik einschliellich der Definition des
Impuls-, des Hamilton- und des Drehimpulsoperators besprochen und danach werden die
Klein-Gordon- und die Dirac-Gleichung hergeleitet. Im [4] Kapitel werden die Ergebnisse
der Arbeit fiir gebundene Zusténde und die dafiir nétige Vorarbeit diskutiert. Es beginnt
mit der Vorstellung der in der Arbeit genutzten Metrikmodelle. Danach werden die bei-

den relativistischen Wellengleichungen auf gekriimmte Réume verallgemeinert und im



Anschluss nacheinander ausgewertet. Das [5] Kapitel dient der Besprechung der Vaku-
umfluktuationen. Dafiir werden zuerst die Grundlagen der Quantenfeldtheorie fiir freie,
spinlose Felder in flachen Réumen wiederholt und danach die Verallgemeinerung auf
gekriimmte Réume besprochen. Im Anschluss werden die Gleichungen fiir die Bediirf-
nisse dieser Arbeit umgeformt und ein qualitatives Modell fiir die Vakuumfluktuationen
beziehungsweise den pk-ART Quellterm innerhalb von Sternen entwickelt. Die Arbeit
wird mit Kapitel [6] abgeschlossen. Dieses fasst die Arbeit nochmals zusammen und gibt

einen Ausblick auf die weiterfithrenden Forschungsmoglichkeiten.

1.1. Notationen und Konventionen

In dieser Arbeit nutzen wir die gravitationellen Konventionen analog zu [5] [I§]. Die
Metriksignatur ist (+,-,-,-), der Kriimmungstensor ist iiber die Relation f’ﬁ‘au 5= fﬁ Blla =
Rﬁaﬂfl’ definiert und der verjiingte Riemann Tensor ist R, = R},,. Ausgenommen der
Quantenfeldtheoretischen Einfithrung in Kapitel [}, fir die wir 2 = ¢ = 1 setzen, nutzen

wir SI-Einheiten.

Zudem verwenden wir haufig die folgenden Symbole und Abkiirzungen:



G Gravitationskonstante

h Plancksches Wirkungsquantum
c Lichtgeschwindigkeit
lpy Planck-Lénge

mpy Planck-Masse

% ,0, partielle Ableitung
D, u  kovariante Ableitung
Nuw Minkowskimetrik

', affine Verbindung
{)}  Christoffelsymbol
|W) Zustandsvektor

v Wellenfunktion

" Operator

komplex konjugiert

transponiert
f adjungiert
[A,B] AB-BA
tr Spur



2. Gravitationstheorien

Da wir semiklassiche Quantengravitationseffekte beschreiben wollen, ist die fiir diese
Arbeit mafigebliche fundamentale Wechselwirkung die Gravitation, deren aktuell aner-

kannte Beschreibung die ART ist. Zudem wollen wir fiir einen Teil der Ergebnisse einen

Vergleich mit der pk-ART ziehen.

Von daher beginnen wir das Kapitel mit einer kurzen Einfiihrung in die ART, wobei wir
die Notation des Buches von Adler, Bazin und Schiffer [5] nutzen (alternative Quellen
sind beispielsweise [19] 20, 21]). Danach widmen wir uns der pk-ART auf Grundlage der
bisher erschienen Publikationen [10, 111, 12, 13}, 22] 23] und beenden das Kapitel mit der

Diskussion sphérisch symmetrischen Losungen beider Theorien.

2.1. Allgemeine Relativitatstheorie

Die Allgemeine Relativitdtstheorie postuliert, dass der physikalische Raum eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ist, auf deren Geodéten sich freie Teilchen bewegen. Weiter-
hin kriitmmt die Gravitation den Raum (verdndert den Abstand zweier Punkte) und ist
lokal nicht von einer Beschleunigung des Beobachters (bzw. des Koordinatensystems)
zu unterscheiden (Aquivalenzprinzip). Da jedoch die Trajektorie eines Kérpers in ei-

nem gravitativen Feld von seiner Geschwindigkeit abhangt, muss die Zeit ebenfalls eine



Dimension des Raumes sein und die Theorie wird auf einer vierdimensionalen Raum-
zeit aufgebaut. Daraus folgt, dass das Quadrat des infinitesimalen Abstands ds? zweier

Punkte durch die sogenannte Metrik
ds® = g, datdz” (2.1.1)

gegeben ist, die fiir alle klassischen Félle als symmetrisch angenommen wird. Weiterhin
verlangen wir, dass die Naturgesetze in allen Koordinatensystemen die gleiche Form be-

sitzen. Insbesondere ist ds? koordinatenunabhénig, das heifit skalar [5, Introduction].

Diese Forminvarianz unter Koordinatentransformationen erfordert, dass wir unsere Glei-
chungen aus Objekten aufbauen, deren Zusammenhang fiir beliebige Transformationen

klar definiert sind. Diese Groflen werden Tensoren genannt und tiber die Gleichung

_ okt O7ka G HxPo
ke o OO0 CT O - (2.1.2)
1% Ozr™ Oxa 0T gt~ Prbe

fiir ihre Komponenten definiert, sofern die Einsteinsche Summenkonvention beachtet und
eine Koordinatentransformationen vom System z* ins System x* durchgefiihrt wird. Die
oberen Indizes nennen wir kontravariant und die unteren Indizes kovariant. Die Summe
a + b ist der Rang des Tensors. Insbesondere bezeichnen wir einen Tensor vom Rang
0 als Skalar und einen vom Rang 1 als kontra- bzw. kovarianten Vektor. Beispielsweise
handelt es sich bei den in auftretenden Koordinatendifferentialen dx* in der Tat
um kontravariante Vektoren [5, Kapitel 1.1]. Weiterhin kénnen wir die Summe zweier
Tensoren vom gleichen Rang mit der gleichen Anzahl ko- und kontravarianten Indizes

iiber die Summe der Komponenten festlegen und erhalten wieder einen Tensor

ly--ly O Orca 85:11 Ol B1--Bo B1--By

_&E’“ Ok b OB o (2 . 3)
_8xa1 Oxa 85711 Oxh B1++Bp : i

,klu.ka :Akl‘“ka +B

Iy Iy

Analog lasst sich zeigen, dass das Produkt

kl'“kalml‘“mag o kl"‘kal mi--Mag
C Ak g (2.1.4)

lielpynimey, 7 el



und die als Verjingung bezeichnete Operation, bei der tiber jeweils einen ko- und einen

kontravarianten Index des Tensors summiert wird

kika—1 _ kika—1p
Rll“'lbfl _El“‘lb—lﬂ )

(2.1.5)

ebenfalls einen Tensor erzeugen [5, Kapitel 1].
Zudem konnen wir noch Tensoren einander zuordnen. Benutzen wir einen beliebigen

aber festen Tensor g,, und definieren

TO:L =9 T

Tfyu :ga'yguyTaV . (216)

Solange g,,, invertierbar ist, existiert eine eindeutige Zuordnung der Tensoren zueinander,
da wir mittels des inversen Tensors g"” unseren urspriinglichen Tensor wieder errechnen

konnen
T = g"“T‘TL =gy T, . (2.1.7)

Ist dies der Fall bezeichnen wir 7", T, T', , als verschiedene Reprasentationen desselben
Tensors. Dies lasst sich auf Tensoren hoherer Ordnung verallgemeinern, indem wir mehr-
fach mit der Metrik multiplizieren und jeweils zwei Indizes verjiingen. Folglich kénnen
wir jede Gleichung zur Beschreibung unseres Gravitationsfeldes rein kovariant schrei-
ben. Im Weiteren nutzen wir, wie schon von der Benennung angedeutet, die Metrik, um

Tensoren einander zuzuordnen.

a1 Qg

Jedes Tensorfeld mit konstanten Komponenten 77" 5 kann durch Koordinatentransfor-
mationen in ein Feld mit variierenden Komponenten tiberfiihrt werden. Folglich kénnen
wir ein konstantes Vektorfeld nicht nicht dadurch definieren, dass die Komponenten kon-
stant sind. Somit miissen zwei Tensoren mit gleichen Komponenten an unterschiedlichen
Punkten des Raumes nicht den gleichen Tensor darstellen. Es stellt sich von daher die

Frage, wie ein Tensor an zwei unterschiedlichen Orten aussehen muss. Betrachten wir



hierfiir die Anderung eines kontravarianten Vektorfeldes &# fiir eine Verschiebung ent-
lang einer Kurve () und nehmen dabei an, dass die Anderung der Komponenten linear
von der Verschiebung und linear von den Komponenten selbst abhéngt (Motivation in
[5, Kapitel 2.1], Herleitung in [19, 20, jeweils Kapitel 3] )

ar_

dz®
el
d\

B
B d)\g : (2.1.8)

wobei die I'} 5 als affine Verbindungen bezeichnet werden und keine Tensoren sein diirfen,
da der Vektor am neuen Ort die Summe aus dem alten Vektor und der Verschiebung

sein muss. Damit folgt fiir eine infinitesimale Translation €’ > 0

(x4 €) — () = gi ¢ =T0,60 (v)e” . (2.1.9)

Analog gilt fiir das Feld in einem anderen Koordinatensystem
& (z+e) =& () + TP (m)er . (2.1.10)

Verkniipfen wir dies mittels der Tensortransformation

ox® te O0xr*0zP

(2.1.11)

¢ (@) + Ty (m)e = (fa(x) +F3B§ﬂ(x)e”) <895# g 0" ) 7

dann ergibt sich das Verhalten der affinen Verbindungen in linearer Ordnung in € als

- ozt dx¥ 0x° _, 0%zt Oz O’

o

— el + — 2.1.12

FAT 9o Ok 9z VP QredxB Oz O ( )

wenn wir die Zusammenhinge &° = %5’\ und € = gg: €" einsetzen. Aufgrund des

Aquivalenzprinzips muss es lokal moglich sein, Gravitationseffekte wegzutransformieren.
Somit existiert ein Koordinatensystem, fiir das die affinen Verbindungen gerade 0 sind

und es gilt ', ; = I';,,, falls die Metrik symmetrisch ist.

Weiterhin sollte das Skalarprodukt zweier Vektoren

&My = g 'n” (2.1.13)



auf der gesamten Kurve erhalten bleiben

agwda: - et Mdn”
ue dn o T Gy Gk

dx®
é"ll v + guu aﬂﬁfﬂny ‘l’ guuf F

=
d)\g,wﬁ
8g,u, dz® x®
D d\ 8™\ v

09
s I [ o 2.1.14
(81'& +g51’ +gﬂﬁ Oél/) d\ g n ( )

Da sowohl die Kurve als auch die beiden Vektoren beliebig sind, schlussfolgern wir dar-
aus

g

0= 9o

+ 950, + 94Tl (2.1.15)
Diese Gleichung gilt fiir jede beliebige Kombination der Indizes p, v und «, sodass wir
die affinen Verbindungen isolieren kénnen

09 OGuva  Ogay
ox™ + oxH + oz

:gﬁVrgu + guﬁrgu - gﬁaF;ﬁiV - gVﬁrﬁa - gﬁﬂrga - ga,ﬁrgu

— 2gaBI
1 09va  0¢a Gy A
AT a B 14 o
=T == 359 (%m + o W) = { V} . (2.1.16)

Zudem folgt aus der Erhaltung des Skalarprodukts entlang einer Kurve ebenfalls die

Anderung der Komponenten eines kovarianten Vektors

de,, dz®
£ =_Th — 2.1.1

sodass wir durch Bilden von Vektorprodukten die Anderung eines beliebigen Tensors
berechnen konnen. Wir nennen diesen Vorgang allgemein Parallelverschiebung und be-

zeichnen die Kurven, deren Tangentialvektoren durch Parallelverschiebung ineinander

iibergehen, als Geodéten.

In der Physik sind haufig partielle Differentialgleichungen anzutreffen, sodass es erfor-
derlich ist, diese in Tensorform darstellen zu kénnen. Betrachten wir hierfiir erneut den

verschobenen Vektor in (2.1.9). Sei der Vektor im Punkt x nun Teil des Vektorfeldes

10



&*(z) und der verschobene Vektor £#*(x + €). Fithren wir nun eine Taylorentwicklung
des Vektorfeldes am Punkt x + € aus und bilden die Differenz mit dem verschobenen

Vektor, dann erhalten wir in erster Ordnung in €

(0t 0) = (0 0) =€4(a) + oo — £ (x) — Ty 0

_ (gff n {%}g%@) & (2.1.18)

Da die linke Seite der Gleichung ein Tensor ist, muss dies auch fir die rechte Seite

gelten. Die affine Verbindung und somit auch das Christoffelsymbol {:Za} sind jedoch
keine Tensoren, sodass die partielle Ableitung eines Tensors ebenfalls kein Tensor ist.

Von daher bietet es sich an, die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes

ox” vp3

zu definieren. Es lasst sich nun zeigen, dass es sich bei "Ty in der Tat, um einen Ten-

D,&" = ¢, = o 4 { g }55(:)3) (2.1.19)

sor handelt, und wir kénnen komplett analog die kovariante Ableitung eines beliebigen

Tensors herleiten [5, Kapitel 3].

Aufgrund der obigen Uberlegungen suchen wir nach einer kovarianten Tensorgleichung
zur Beschreibung des Gravitationsfeldes. In [5, Kapitel 4] wird gezeigt, dass die klas-

sische Elektrodynamik die sogenannte Minkowski-Metrik fiir den gravitationslosen Fall

impliziert
10 0 0
0O -1 0 O
uv = N = (2120)
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

(—n,w wére auch moglich) und dass wir das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir zeitun-

abhingige Felder niaherungsweise durch die Anderung

)
goo =1+2 (2.1.21)

11



mit dem Gravitationspotential ® erhalten. Dieses erfiillt im materiefreien Raum eine
Laplace-Gleichung und somit liegt es nahe anzunehmen, dass die korrekten gravitativen

Feldgleichungen die Ordnung 2 haben.

Fiir die Minkowski-Metrik verschwinden alle Christoffelsymbole und folglich ist die ko-
variante Ableitung eines Vektorfeldes gerade die entsprechende partielle Ableitung. Die
Reihenfolge partieller Ableitungen ist irrelevant, sodass wir fiir den flachen Raum allge-

mein

§ﬁa\|ﬁ - fﬁgna =0 (2.1.22)

folgern konnen. In [5, Kapitel 5] wird gezeigt, dass dies normalerweise nicht der Fall ist

und dass im Allgemeinen

S S (2.1.23)

gilt. Der sogenannte Riemannsche Krimmungstensor ist

woalg b G - e

wobei die Wahl des Vorzeichens Konvention ist, da auch &g, — &y = Rlasé” eine

mogliche Definition ware. Das betrachtete Vektorfeld ist beliebig und folglich ist

Rl 5=0 (2.1.25)

14

eine korrekte Gleichung, um den flachen Raum zu beschreiben. Es lasst sich zeigen, dass
von den daraus resultierenden 256 Gleichungen aufgrund der Symmetrien des Tensors
nur 20 voneinander unabhéngig sein konnen [5, Kapitel 5]. Da jedoch die Metrik den
Tensor komplett festlegt und diese 2 symmetrische Indizes besitzt, diirfen allgemein nur
10 Gleichungen unabhéngig sein. Jede weitere Gleichung setzt die Metrikterme zwangs-
laufig miteinander in Beziehung und von daher liegt es nahe (2.1.25]) so abzuschwéchen,

dass nur noch 10 unabhéngige Gleichungen auftreten. Da in der Laplace-Gleichung tiber

12



die Ableitungen (d.h. 2 Indizes) summiert wird, versuchen wir es mit einer Verjiingung

des Tensors. Der verjiingte Riemann Tensor

R, = R® (2.1.26)

Qo

ist symmetrisch und besitzt von daher gerade 10 unabhéngige Komponenten. Deshalb

postulieren wir
R, =0 (2.1.27)

als Feldgleichung des materiefreien Raums (die Definition des Riemann Tensors ist erneut

bis auf ein Vorzeichen eindeutig [0, Kapitel 5]).

Jetzt fehlt noch die Verallgemeinerung fiir Raumbereiche, in denen sich Materie be-
findet. Wir wollen die dafiir notigen Schritte hier im Detail nicht nachvollziehen und
verweisen auf [5, Kapitel 10] und uns nur auf die grobe Idee beschrianken. Da wir anneh-
men, dass Materie (oder allgemeiner Energie) die Metrik verdndert, miissen wir
so abandern, dass der Riemann Tensor nicht mehr 0 ist, sondern gleich einem anderen
Tensor, der den Energieinhalt des Raumes beschreibt. Wir bezeichnen diesen Tensor

als den Energie-Impuls-Tensor T},,, wobei aus dimensionellen Griinden noch eine Kon-

na
stante eingefiigt wird. Es zeigt sich, dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors fiir
nicht-wechselwirkende Materie und elektromagnetische Felder verschwindet, sofern die

naheliegensten Definitionen verwendet werden

" =0 . (2.1.28)

[lv

Da dies fiir den Riemann Tensor jedoch nicht der Fall ist, wird ein divergenzloser Ten-
sor gesucht, der nur vom Riemann Tensor und der Metrik abhéngt. Dadurch folgt die

allgemeinste Form Einsteinschen Feldgleichungen

1
G +Agu = Ry — §gWRaa +Ag,, =CT,, (2.1.29)
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wobei G, als Einsteintensor und die meist als verschwindend angenommene Konstante
A als kosmologische Konstante bezeichnet werden. Die Konstante C lasst sich mit Hilfe
des nichtrelativistischen Grenzfalls bestimmen und wir erhalten die endgiiltige Fassung

der Einsteinschen Feldgleichungen

G

G#V —+ Ag“y = —71—;“, . (2130)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢”# und summieren tiiber beide Indizes, kénnen

wir den Kriimmungsskalar R = R, berechnen

B G

c2

R= TS +4A (2.1.31)

«

Durch Einsetzen erhalten wir dann eine zweite Form der Einstein-Gleichung

1
B - O

die fiir gewisse Rechnungen vorteilhafter sein kann.

2.2. Pseudokomplexe Allgemeine Relativitatstheorie

Die pseudokomplexe Allgemeine Relativitatstheorie iibernimmt die Grundpostulate der
ART, nur dass das Zahlensystem, auf dem die Riemannsche Mannigfaltigkeit basiert,
nicht mehr das reelle, sondern das pseudokomplexe ist. Dabei handelt es sich um einen
Ring, den wir D nennen und dessen Zahlen sich mit Hilfe eines Paares reeller Zahlen
(21, z2) schreiben lassen. Dabei sind die Addition und die Multiplikation wie folgt defi-

niert

(z1,22) + (y1,92) = (T191, T2Y2)

(z1,22) - (y1,92) = (2191 + Taya, T1Y2 + Tay1) (2.2.1)

14



Dies fiithrt dazu, dass eine pseudokomplexe Zahl auch als

mit /2> = 1 geschrieben werden kann. Das Zahlensystem ist kein Korper, da es nicht

nullteilerfrei ist, denn das Produkt
1+0H(1-1)=0 (2.2.3)

verschwindet, obwohl kein Faktor 0 ist. Dies mag auf den ersten Blick befremdlich er-

scheinen, aber es ermoglicht uns die beiden Projektoren o = % als normierte Basis

des Zahlensystems zu nutzen und eine pseudokomplexe Zahl entsprechend aufzuteilen
X=X 0,+X o_=(xr1+22)04 + (x1 —22)0_ . (2.2.4)

Die Zahlen in den Nullteilern (proportional zu o4 ) bilden somit jeweils eine reelle Unter-
gruppe des Zahlensystems. Dies hat zur Folge, dass sich alle pseudokomplex differenzier-
baren Funktionen, die auf D basieren, komplett in die zwei Unterrdume zerlegen lassen.

Eindimensional heifit das, dass fiir eine Funktion f: D — D
J(X)=F(Xyop + Xooo) = [ (Xy)op + f- (X)) oo (2.2.5)
gilt [23, 24, 25).

Da wir annehmen, dass alle physikalisch relevanten Tensoren differenzierbar sind, folgt
daraus, dass wir die komplette Theorie separat in den beiden Nullteilern formulieren
konnen. Folglich kénnen wir alle Uberlegungen des vorherigen Unterkapitels wie die
Definition von Tensoren und ihrer Operationen, den Paralleltransport und die kovarian-
te Ableitung iibernehmen, nur dass wir die Groflen jeweils einmal fiir die Unterrdume

benotigen. Somit folgt fiir die Metrik

9u(X) = g (Xy) 04 + g, (X ) oo, (2.2.6)
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das Linienelement

dw? = ¢!, dX dXY oy + g, dX" dX" o (2.2.7)

v

und die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes

o (X) =&, (Xy) o+, (X))o

114
+ —

Ubernehmen wir zusétzlich die Feldgleichungen, haben wir eine doppelte Formulierung

der ART und somit keine neuen Vorhersagen. Folglich miissen wir hier etwas abéndern.

Jede pseudokomplexe Zahl auflerhalb des Nullteilers besitzt ein Inverses, das durch

X* . X,O'+ +X+O', . X,O'+ —|—X+O',

X1 = -
| X |? XX+ 2X, X_

(2.2.9)

gegeben ist [25]. Der auftretende Nenner kann zwar nicht als Norm verstanden werden,
iibernimmt jedoch die Rolle des Betragsquadrats der Zahl. Dieses ist fiir ein Element
des Normalteilers gerade 0, sodass wir die Normalteiler als verallgemeinerte 0 des Zah-

lensystems verstehen konnen. Wir verlangen somit fiir den materiefreien Raum
G =2u0_ (2.2.10)

wobei die Wahl der Proportionalitdt zu o_ Konvention ist. Falls Masse auftritt verall-

gemeinern wir dementsprechend
Guw=2,0_——Tu , (2.2.11)

wobei wir annehmen, dass der Energie-Impuls-Tensor reell ist und die direkt beobacht-
baren Energiebeitridge enthélt. Dabei wird eine Wechselwirkung beider Komponenten
insoweit gefordert, dass der Tensor Z,, die gleiche Symmetrie wie 7}, besitzt. Zudem

entspricht die Metrik im +-Raum immer dem zugehérigen ART Ergebnis.
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Die ART ist jedoch in der Beschreibung einer Vielzahl von Phanomen erfolgreich ([7]),
sodass wir annehmen miissen, dass der Einfluss der pseudokomplexen Raumdimensionen

in den meisten Féllen sehr gering und das Linienelement durch
dw?® =~ ds* = ng,fdx“d$” (2.2.12)

gegeben ist. Weiterhin kann fiir den flachen Raum angenommen werden, dass die pseu-

dxt

dokomplexe Komponente gerade die Geschwindigkeit u# = -

multipliziert mit einer
minimalen Zeitskala ¢ (somit liegt auch eine minimale Lénge vor) ist [26]. Dies sollte fiir

schwache Gravitationsfelder weiterhin ndherungsweise giiltig sein, sodass wir
2 v eff v lQ v ! v
dw® = g, dX"dX" ~ g3, | dat'dz” + —u'u” + 21 -dz"du (2.2.13)
c c
schreiben konnen. Das Linienelement muss reell sein, also folgt die Dispersionsrelation
g datdu” = 0 (2.2.14)

und es bleibt eine Korrektur proportional zu i—i iibrig. Nehmen wir an, dass die minima-
le Zeitskala im Bereich der Planck-Zeit und dementsprechend die minimale Lange | im
Bereich der Planck-Léange liegen, konnen wir den Term aufler fiir Beschleunigungen im
Bereich der Planck-Beschleunigung oder mikroskopische Situationen auf der Skala der
Planck-Lénge immer vernachlissigen. Da das Aquivalenzprinzip Beschleunigungen und
gravitative Felder zumindest lokal miteinander identifiziert, liegt es nahe, dass wir auch
erst fiir extrem starke gravitative Felder die Anderungen der Form des Linienelements
durch die pk-ART beachten miissen. In Abhangigkeit davon wie die Quellterme =,,, aus-
sehen, kann jedoch die effektive Metrik auch fiir schwéchere Felder von den Vorhersagen

der ART abweichen.

Die Konstruktion von gf“fjf erfolgt nach [23] analog zur komplexen Elektrodynamik, in-
dem g:[,/ und g, in die gleiche Form geschrieben und den jede einzelne pseudokomplexe

Grofle auf ihren Realteil projiziert wird. Aquivalent lisst sich sagen, dass die effektive
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Metrik die auf den Realteil projizierte Einstein-Gleichung erfillt

. 1_ 8¢
Gp{/f(x) = i:wu(x) - 771”/(:[.) (2215)

und somit ein weiterer Quellterm auftritt. Folglich sind die Aussagen der pk-ART in
den meisten Féllen dquivalent zu denen, die die ART mit einem zusétzlichen Energie-
Impuls-Tensor liefern wiirde. Der Unterschied ist, dass keine reale Quelle des Tensors

gefunden werden muss, sondern dieser aus der Struktur des Raumes folgt.

2.3. Zeitunabhangige spharisch symmetrische Metriken

Nehmen wir an, die Massenverteilung sei sphérisch symmetrisch. Da wir annehmen, dass
der zuséatzliche Quellterm der pk-ART die gleiche Symmetrie wie der Energie-Impuls-
Tensor besitzt, muss die Weglinge unabhéngig davon sein, in welche Richtung sich ein
Teilchen auf einer Kugeloberfliche bewegt. Folglich sollte die Metrik und somit die
Einstein-Gleichungen durch die Wahl von Kugelkoordinaten besonders einfach werden,
da fiir die Winkelkoordinaten nur die Diagonalterme nicht verschwinden kénnen. Durch
Reskalierung der Radialkoordinate ist es zudem immer moglich, dass wir fiir den Winke-
lanteil die fiir die Kugelkoordinaten tibliche Lénge r? (d9? + sin?(9)dp?) erhalten. Somit
existiert fiir jede spharisch symmetrische Metrik mindestens ein Koordinatensystem, fiir

das das Linienelement die Form
ds* = goo (dﬂfo)2 + 2g01da’dr + gundr? — 1 (d192 + sin2(19)d<p2> (2.3.1)

hat. Verlangen wir zuséatzlich, dass die Massenverteilung zeitlich unverandert bleibt, kann
das Linienelement auch nicht mehr von der Zeitrichtung abhéngen, sodass der Mischterm

aus Radius und Zeitkoordinate 2° ebenfalls wegfillt. Wir erhalten somit

ds* = goo (dxo)z + gidr® — r? (dﬁz + sinz(ﬁ)w?) ) (2.3.2)
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Benutzen wir den Ansatz von Karl Schwarzschild
ds® = e’ cAdt* 4 erdr? — r? (d192 + sin2(19)dg02) (2.3.3)

und berechnen die nicht-verschwindenden Komponenten des Riemann Tensors [, Kapi-

tel 6], dann erhalten wir

(2.3.4)

R33 :R22 sin2(19)

Wie von der Symmetrie gefordert, sind die beiden Komponenten Ry und R33 nicht linear
unabhéngig und somit gilt dies fiir die komplette linke Seite der Einstein-Gleichung
beziehungsweise (2.2.15)). Da wir zudem fiir den pk-ART Quellterm die gleiche
Symmetrie wie fiir den Energie-Impuls-Tensor verlangen, folgt daraus T33 = Ty und
Z33 = Z9o und wir kénnen die beiden Tensoren ohne Beschrankung der Allgemeinheit
wie den Energie-Impuls-Tensor einer anisotropen Fliissigkeit ansetzen. Das heifit der

Energie-Impuls-Tensor der Materie ist durch

Pme” 0 0 0
Ty = 0 fget 0 0 (2.3.5)
0 0 By 0
0 0 0 B sin®(v)
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gegeben und der pk-ART Quelltensor ist

pre’ 0 0 0
2 0 Zer 0 0
=, = ¢ , (2.3.6)
167G " 0 0 a2 0
0 0 ()

wobei wir den Index A gewéhlt haben, da wir einen Zusammenhang mit der dunklen
Energie vermuten. Dies konnen wir zur Vereinfachung der Gleichung zusammenfassen,

indem wir

P =pm + pa
Pr =Prm + Pr.A

Do =P9,m + Do.A (2.3.7)

definieren. Dabei miissen wir im Hinterkopf behalten, dass p, p, und py nicht tiber
eine Zustandsgleichung verbunden sein miissen. Dies ist fiir die pk-ART sogar dann der
Fall, wenn sich die vorliegende Materie wie eine anisotrope Fliissigkeit verhalt, da der

Quelltensor =, bisher nicht genauer festgelegt wurde.

Setzen wir dies nun in die Form der Einstein-Gleichung (2.1.32) mit A = 0 ein, dann
erhalten wir ein allgemeines Gleichungssystem fiir die Losung zeitunabhangiger spharisch
symmetrischer Metriken, die fiir grofle Abstande von der Quelle gegen die Minkowski-

Metrik konvergieren

1 AV 12 /
o vVoUN v v A < Dr 2]%9)
_ ) == =4 =2 2.3.8
6(2 11 r>2p+62+62 (238)
/! /\/ 12 /
N % UN v A A < Dr 22919)
Z_ ) == == 2.3.9
‘ ( 2 4 T4y ) 2\ ta (23.9)
1 v X 1 A P
—\ r
Sl L 2.3.10
‘ <r2 + 2r 27“) r2 2 <p c2> ’ ( )
sofern wir die Definition A = —SZ—QG verwenden. Das System ist unterbestimmt, denn wir

wollen die finf unbekannten Funktionen v, A\, p, p, und py bestimmen, aber wir haben
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dafiir nur drei Gleichungen. Abhéngig davon, welche Bedingungen wir zusétzlich stellen,

ist eine andere Umformung der Gleichungen sinnvoll.

Beginnen wir mit der Addition der ersten beiden Gleichungen. Wir erhalten

/ )\/
v eAZA(erpT) . (2.3.11)

r c?

Multiplizieren wir diese Gleichung nun mit % und addieren ([2.3.10]), dann ergibt sich

’—|—)\/ 1 ! )\/ 1 A r A r
_F e)‘—l—e/\( +V—>—2:<p+]92)+(p_]92>:14/)
C C

2 2 2r) 2 9 2

= Ap=ec? (1 — A) L (2.3.12)

rz

und dquivalent durch Subtrahieren von ([2.3.10)

P U A B VA 1 A Dr A Dr Dr
—_ e _— _—— — _— = — —_ _—— _—— = A—
2r ¢ € 72 + o2r  2r + r2 2 (p + 02> 2 (p 02> c?

. AN
= A% = e < + V) += (2.3.13)

2 r r2

Zusétzlich konnen wir durch Einsetzen dieser Ergebnisse in (2.3.9) noch eine Gleichung

fiir py bestimmen

i AV 12 / / /
(v 170 N7 A 1| (1 A 1 1 A 1 1 Dy
_ = — _ = — e _— — _ — — | — —_— —_ —_ —A—
€ <2 4 +4 7’) 2[6 (7’2 r 72 +2 ¢ T+T2 +r2 c?

@_7)\ _i” V/)\/_LQ_V/_)\/
A =e ( 5+ 0 5 , (2.3.14)

sodass wir mit (2.3.12)), (2.3.13)) und (2.3.14) die Quellterme fiir eine gegebene Metrik

bestimmen und die physikalische Sinnhaftigkeit bewerten kénnen.

Wollen wir hingegen zusatzlich Zustandsgleichungen oder eine bestimmte ,,Materiedichte®-
oder Druckverteilung annehmen, lohnt es sich die Gleichungen weiter umzuformen. Wir

wahlen hierfiir den Ansatz

(2.3.15)
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und setzen ihn in ([2.3.12)) ein:

72 7 72
1 2m 2m 2m' 1 2m/
r2 3 L op3 g2 g2 g2
A
=m' =— 5;)7“2

Zudem stellen wir (2.3.13)) nach v/ um

A Apr .3
Vo= AP 1 6 —1:2m—2£’2r
c? r r(r —2m)

und leiten die Gleichung ab:

/
§ m — gp{ p3 — 3Apr .2 (m — %ri”) (2r — 2m — 2m/'r)
V= 2 c 2c _ 2

r(r —2m) r2(r — 2m)?

Setzen wir dies und ([2.3.15) in (2.3.14)) ein, so ergibt sich

Py
Ag—

2 2c2 r—2m

Ap2r+ Ap, A (m_ Ap, 3> p+5%
2c2 2 2

Umgestellt folgt daraus

m— 5% plr+2p, — 2py
r(r—2m) 1 (pc2+p,) ’

sodass wir auch v/ als Funktion der Dichte und der Driicke schreiben konnen

l/, — Qp;,’l“ + 4pr - 4]919
r (pc? + pr)

Y
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(2.3.21)



solange p, # —pc? ist. Insgesamt erhalten wir somit das Gleichungssystem

pr =pr(p)
ps =ps(p)
4G pr?
/ —_
m=—
(2.3.22)
B _ W( by, 2y
c? r(r —2m) c? re? - rc?
r
Vo= — 2p;~7n + 4pr - 4]719
r(pc® + py)
Fir den Sonderfall 25 = —p, streichen wir die letzte Gleichung und verlangen aufgrund

von (2.3.11) e = e~

Daraus folgt fir den ART-Aulenraum (keine Materie und keine dunkle Energie) mit
p =% =2 = 0 die Schwarzschild-Metrik [5, Kapitel 6]

s 1
ds?® = (1 — T) Adt* — ﬁdrz —7? (d192 + sin2(19)d<p2) (2.3.23)
rr' — LIs
mit 7, = 2m(ry), wenn 7 die Oberfliche des Zentralgestirns ist. Im Gegensatz dazu wird
fiir die pk-Schwarzschild-Metrik 25 = —p und 2§ = %,0 angesetzt und wir erhalten
2 B\ 5.0 1 2 2( 392 | o2 2
ds* = ——1— 55 ) € dt* — ﬁdr - (dﬁ + sin (19)(1@0) . (2.3.24)
T Tyl

wobei B unbestimmt ist. Ublicherweise wird B > 212 gesetzt, damit die Metrik an ihrem

Minimum r,,;, = 1/ % groBer als 0 ist und von daher keine Ereignishorizonte besitzt.
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Der Innenraum eines Sterns ist deutlich schwerer zu beschreiben. Das einfachste Modell
nimmt an, dass der Druck isotrop % = % und die Dichte konstant ist. Die zugehorige

Metrik wird innere Schwarzschild-Metrik genannt und hat die Form [5, Kapitel 14.2]

2
g1 2 7,2 dr? 2 (192 o2 2
ds® = 1_@_5 1—§ cdt—l_i—r (dﬁ —sm(ﬁ)dgp) (2.3.25)

T
R2

mit der Definition R? = und der Bedingung (1 — —) > =. Die Herleitung kann im
Anhang [A] nachgelesen Werden.
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3. Quantenmechanik in flachen

Raumen

Die Quantenmechanik ist neben dem schon besprochenen gravitativen Hintergrund die
zweite Saule fir die Berechnung semiklassischer Quantengravitationseffekte. Es wiirde
den Rahmen dieser Arbeit sprengen, eine komplette Einfithrung in dieses Feld zu geben,
aber wir werden uns einige grundlegende Eigenschaften in Erinnerung rufen. Eventuell
aufkommende tiefergehende Fragen kénnen in Lehrbiichern wie [27], 28, 29] 30] nachge-

schlagen werden.

Wir werden anfangs analog zum Buch von Shankar [29] den von Dirac eingefiihrten
Bracket-Formalismus nutzen, um die Grundpostulate der Quantenmechanik und deren
Implikationen zusammenzufassen, und spéater bei der Betrachtung der Schrodingerglei-
chung auf den von diesem zuerst formulierten Wellenformalismus tibergehen (|31, [32], [33),
34]). Danach werden wir uns mit speziell-relativistischer Quantenmechanik fiir spinlose
(Klein-Gordon-Gleichung) und Spin-3-Teilchen (Dirac-Gleichung) beschéftigen, um den

Ubergang auf gekriimmte Riume vorzubereiten.
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3.1. Grundlagen

Wir postulieren, dass fiir ein beliebiges abgeschlossenes quantenmechanisches System
jeder mogliche Zustand des System durch einen Vektor eines komplexen Vektorraums V
dargestellt werden kann, dessen Vektoren wir nach Dirac mit dem ,,Ket“ genannten

Symbol |a) € V beschreiben. Zudem muss fiir den Vektorraum ein Skalarprodukt
([): VeV =C (3.1.1)

definiert sein. Zwei Vektoren bzw. Zustande werden als orthogonal bezeichnet, sofern
ihr Skalarprodukt verschwindet. Zudem wir die Norm eines Vektors |a) iiber /(| @)

definiert.

Weiterhin definieren wir zu jedem Ket |a) ein Element aus einem dualen Vektorraum
(], das wir ,Bra“ nennen und dessen Produkt mit einem beliebigen Ket gerade das

Skalarprodukt (deshalb Bracket) ist.
Neben dem Skalarprodukt konnen wir das auflere Produkt von Ket und Bra bilden
ja) (8] = O (3.1.2)

und erhalten damit eine lineare Abbildung O : V — V. Jede so darstellbare Abbil-
dung und jede Linearkombination solcher Abbildungen wird als Operator bezeichnet

und durch ,,O“ dargestellt.

Jedem Operator konnen wir zudem einen Operator des durch das Skalarprodukt ge-

gebenen dualen Vektorraums zuordnen. Betrachten wir hierfiir den dualen Vektor von

) = Ola)
(W= (alO" . (3.1.3)

Der auftretende Operator Ot wird adjungierter Operator von O genannt. Ein weite-

res Postulat der Quantenmechanik besagt, dass physikalische Messgrofien (sogenannte
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Observablen) ausschlieBlich durch hermitesche (bzw. selbstadjungierte) Operatoren dar-
gestellt werden, fiir die dieser Operator gerade der Operator O selbst ist. Weiterhin wird
gefordert, dass die moglichen Messergebnisse die Eigenwerte des Operators sind und
das System sich nach der Messung im zum gemessenen Eigenwert zugehorigen Eigen-
zustand befindet. Welches Messergebnis dabei gemessen wird ist zufillig, solange kein
Eigenzustand vorliegt, aber die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses ist festgelegt und
betragt

_ Nal a)f?
=Ty (3.1.4)

sofern der Zustand nach der Messung |a) normiert ist. Das heifit die normierten Eigenzu-
stédnde {|a,,)} des Operators miissen eine Orthonormalbasis des Raumes V bilden. Dies
ist fir hermitesche Operatoren immer erfillt (siehe [29, Kapitel 1.8]). Aufgrund dieser

Eigenschaft gilt zudem, dass der Erwartungswert (Mittelwert vieler Messungen) durch
(O)a = (a] Ola) (3.1.5)
gegeben ist.

Falls alle Zustande eines Unterraums von V fiir einen Operator denselben Eigenwert
besitzen, werden sie als entartet bezeichnet und der Zustand nach der Messung ist die
Projektion des vorherigen Zustands auf den Unterraum. Entsprechend geht auch die
Wahrscheinlichkeit in eine Summen- (Dimensionen von V abzahlbar) bzw. Integralform
tiber (Dimensionen von V nicht abzahlbar). Genaueres hierzu ldsst sich in diversen Lehr-

biichern wie beispielsweise [29, Kapitel 4.2] finden.

Zudem ist der adjungierte Operator mit einer weiteren wichtigen Klasse von Operatoren
verbunden. Sofern er das Inverse des Originaloperators ist, wird er als unitar bezeichnet.

Diese Klasse von Operatoren erhélt das Skalarprodukt

o) = U |a) 18" =U|B)
= (| ) = (a|UTT|B) = (a] B) (3.1.6)
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und kann somit beispielsweise fiir Basiswechsel verwendet werden (siehe [29, Kapitel

1.8]).

Als letzte Mafinahme dieses Unterkapitels definieren wir noch den Kommutator zweier

Observablen (A und B) als
4B =AB-BA (3.17)

Falls der Kommutator 0 ist, sagen wir, dass die beiden Observablen kommutieren oder
vertauschen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass sie eine gemeinsame Basis aus Eigen-
zustanden besitzen, wie beispielsweise in [29, Kapitel 1.8] gezeigt wird. Folglich kénnen
nicht kommutierende Observablen nicht gleichzeitig genau bestimmt werden, da der Zu-
stand des Systems durch die Messung verandert wird und somit eine erneute Messung
nicht das gleiche Ergebnis liefern wiirde. Als untere Grenze der Unsicherheit gilt hier die

Unscharferelation

(34" ((aB)) = L [([A B (3.18)
wobei wir (*) als Erwartungswert eines Operators bezeichnen und den Operator AA =

A— <fl> definiert haben. Der Beweis wird mittels der Schwarzschen Ungleichung gefiihrt
und kann in [29, Kapitel 9] nachgeschlagen werden.

3.2. Translation und Zeitentwicklung

In diesem Unterkapitel werden wir die Darstellung der kontinuierlichen Variablen Ort

und Impuls und die Zeitentwicklung eines Zustands diskutieren.

Wir gehen davon aus, dass der Ort und der Impuls eines Teilchens kontinuierliche Werte

annehmen koénnen. Somit hat unser zugehoriger Vektorraum V mehr als abzéahlbar viele
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Dimensionen. Es ist nicht entscheidend, welche Basis des Vektorraums wir fiir die Be-
schreibung physikalischer Prozesse verwenden. Von daher konnen wir uns im Weiteren
auf die Eigenzustinde |Z) des Ortsoperators & festlegen, wobei der zu |#) gehdrende

Eigenwert # € R" ist und die Eigenzustéande iiber
(| Z) =62 — 7) (3.2.1)
normiert werden. Entwickeln wir einen Zustand in dieser Basis, erhalten wir
la) = 7d"x |7) WU, (Z) . (3.2.2)

Dabei ist W, (%) = (Z| a) die Wellenfunktion des Teilchens, bei der es sich um dessen Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsamplitude handelt (fir eine Einfiihrung in die Eigenschaften

der Wellenfunktion siehe [29, Kapitel 4ff]).

Weiterhin erfordert die Losung physikalischer Probleme neben der Kenntnis des Ortes
den Impuls des Teilchens, sodass wir den zugehérigen Operator fiir die gewéhlte Orts-
basis bestimmen miissen. Der Leitgedanke dafiir ist, dass in der klassischen Mechanik
Translationen durch kanonische Transformationen mit dem Impuls als Generator erzeugt
werden konnen (siehe [35 Kapitel 6]). Von daher postulieren wir, dass der Impulsoperator
auch in der Quantenmechanik Translationen generiert. Nutzen wir drei Raumdimensio-
nen und kartesische Koordinaten (x,y,z), dann bedeutet dies fiir eine Verschiebung in

x-Richtung

U (z,y,2) =Wa (T + €y, 2)

e
=1 (0" = 19" Va(a,y,
y L (g) Wy, 2)er = 5 L Val@y2)

—n! oxn
ho

i0x

= Da (3.2.3)

wobei der Vorfaktor ¢ Konvention ist und das Plancksche Wirkungsquantum # aus di-
mensionalen Griinden eingefiigt werden muss (wird tiber Experimente identifiziert). Da-

bei war die Wahl der Verschiebungsrichtung willkiirlich, sodass wir dies auf die anderen
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Richtungen verallgemeinern kénnen. Somit ist der Impulsoperator fiir kartesische Koor-

dinaten proportional zum Gradienten

- ho
p==-V (3.2.4)

i
und folglich gilt dieser Zusammenhang fiir alle Koordinatensysteme (beispielsweise fiir
Kugelkoordinaten siehe |29, Kapitel 4.2]). Daher verschwindet der Kommutator (3.1.7)

der Ortskomponenten und der zugehorigen Impulse
[, Pe] = thoj (3.2.5)

nicht, sodass Ort und Impuls eines Teilchens niemals gleichzeitig exakt bestimmt sein

konnen.

Analog wird die Zeitentwicklung der Koordinaten und Impulse eines Teilchens in der
klassischen Mechanik durch die Hamiltonfunktion generiert, sodass wir verlangen, dass
der quantenmechanische Hamiltonoperator H ebenfalls die Zeitverschiebung eines Zu-
stands beziehungsweise der Wellenfunktion erzeugt. Setzen wir dies wie in ein,

dann erhalten wir

eI (7, 1) =W (T, + ¢)

% 1/ G\ < 19, (7,1)
(A W@ e =Y — L me
Zn ( > (@ 0)e n;)n! o
= h—in? , (3.2.6)

ot

wobei wir h wieder aus dimensionalen Griinden einfiigen miissen. Dabei ist a priori
nicht klar, dass die beiden Konstanten dieselbe sind. Dies kann jedoch ebenfalls durch

klassische Analogie gezeigt werden (siehe [29, Kapitel 6]).

Wenden wir diese beiden Formen des Operators auf die Wellenfunktion an, erhalten wir
die zentrale Gleichung der nichtrelativistischen Quantenmechanik, die Schrodingerglei-

chung

ih— = HU (3.2.7)
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bei deren Auswertung wir zusétzlich annehmen, dass der Hamiltonoperator sich wie im

Klassischen als Summe der kinetischen und potentiellen Energie schreiben lasst.

3.3. Spharisch symmetrische Schrodingergleichung und

Drehimpuls

Betrachten wir ein Teilchen in einem externen Potential, dessen Energie nur von seinem

Ort und Impuls abhéngt. Die klassische zugehorige Hamiltonfunktion ist

H(q.5) = Buin+ By = 5 +V (@) . (3.3.1)

Somit ist der zugehorige Hamiltonoperator durch
PPV (F) (3.3.2)

gegeben. Nehmen wir an, dass das Potential spharisch symmetrisch sei, dann hangt der
Wert des Potentials (bzw. die Eigenwerte des Potentialoperators) ausschliellich vom
Betrag des Ortsvektors ab und wir konnen die Gleichung durch Berticksichtigung dieser

Symmetrie vereinfachen.

In der klassischen Mechanik nutzen wir dafiir Kugelkoordinaten und den Drehimpuls
beziiglich des Zentrums, der in einem solchen Fall eine Erhaltungsgrofie des Teilchens

ist. Dieser ist durch

L=Txp (3.3.3)
beziehungsweise
Li = eijkxjpk (334)
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gegeben. Dabei generiert die Funktion
L,=L-7 (3.3.5)

in der klassische Mechanik eine Drehung um die Richtung von 7. Analog zum vorherigen
Unterkapitel verlangen wir dies ebenfalls fiir die Komponente J, = J - des quanten-

mechanischen Drehimpulsoperators J.

Jedoch vertauschen Drehungen in der klassischen Mechanik nicht. Betrachten wir dafiir
die Differenz zweier Drehungen, die jeweils durch die Hintereinanderausfithrung der zwei
gleichen Drehungen um den infinitesimalen Winkel € in unterschiedlicher Reihenfolge er-
zeugt werden konnen. Beachten wir dabei die zweite Ordnung in €, dann ist beispielsweise
der Unterschied zwischen einer Rotation um x und dann um y und einer Rotation um y

und dann um x durch
Ro(€)Ry(€) = Ry(€)Rale) = R (¢*) — 1 (3.3.6)
gegeben. Der Operator einer quantenmechanischen Drehung
D (i1, ) = e_%(jﬁ)p (3.3.7)

soll dieses Verhalten ebenfalls aufweisen. Folglich gilt

1 77 1 2 1 2 77 2 1 72 2 3
m oy (Judy 4 G4 ST = Gyde = 2= S22 ) @4 0()
= D(&)-1=-"L]¢ (3.3.8)

>
>

ESPAE A (3.3.9)
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Erneut ist unsere Wahl der Richtungen willkiirlich, sodass wir fiir kartesische Koordina-

ten allgemein den Kommutator

erhalten. Somit kénnen die Komponenten des Drehimpulses eines Teilchens nicht gleich-

zeitig exakt bestimmt werden.
Der Betragsquadratoperator des Drehimpulses
2 L e
P=L+I+ = (3.3.11)
i=1
vertauscht hingegen mit den Komponenten
72 J;] =0 . (3.3.12)

Dementsprechend gibt es eine gemeinsame Eigenbasis von J? und einer Komponente.
Wie in der Literatur iiblich [28, 29] wihlen wir hier .J..
Mit Hilfe der sogenannten Leiteroperatoren

Jy = J, +ilJ, (3.3.13)

kann gezeigt werden, dass die gemeinsame Eigenbasis von J? und J, durch die Zustin-

de

J. |j,m) = hm |j,m) (3.3.14)

gegeben ist [29, Kapitel 12]. Dabei ist j ganz- oder halbzahlig (j € §) und m kann alle

durch einen ganzzahligen Schritt getrennte Werte zwischen -j und j annehmen (m €
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Definieren wir den Drehimpulsoperator analog zur klassischen Mechanik tiber

A
=

L =% x ﬁ
= f/j :ejkli'kﬁl . (3315)

Nutzen wir die Ortsbasis mit Kugelkoordinaten, dann folgt daraus

% 0 1 0

L=%xp=eé, A

“op Sinﬁ%

5 0 cost O 1 02
r——p(L g, L&
<8192 + sin ¥ 09 + Sin2198g02>

ho

I, — 3.3.16
1 8g0 ( )

Die orthonormierten Losungen der Eigenwertgleichungen

1209, ) =R + 1)Q(9, )
L.0(9, ) =hm(0. 9) (33.17)

sind die Kugelflachenfunktionen Y},,, wobei die Quantenzahlen nur ganzzahlig sein diir-
fen [29, Kapitel 12.5]. Fir ein sphéarisch symmetrisches Potential l6sen die Kugelflichen-
funktionen den Winkelanteil der Wellenfunktion komplett, da die Winkelabhangigkeit
des Quadrats des Impulsoperators proportional zum Betragsquadratoperator des Dre-

himpulses ist:

. L2 2 2 2 2 1 2
2 0 nr o R (8 cosv 0 0 ) (3.3.18)

— e = _pr 2 B
p=et r? or2  r Or o2 + sin 9 0V + sin? 9 Op?

Setzen wir dies in ein, dann erhalten wir fiir die Schrodingergleichung ({3
P
Do~ (L v v

a 2m \or?2  rOr 2mr? "

Dabei haben wir den Index o der Wellenfunktion wegfallen lassen, da die Gleichung fiir

oo (3.3.19)

jeden beliebigen Zustand gilt. Fiir einen Eigenzustand des Hamiltonoperators mit dem
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Figenwert E
N 0
Hy = zhaw = FEy (3.3.20)

erhalten wir daraus die stationare spharisch symmetrische Schrodingergleichung

oot 20\ L2
Ep=|—— 22— — 4V . 3.21
v 2m (87"2 + 7‘87‘) + 2mr? V)| (3:3.21)
Diese konnen wir mit dem Separationsansatz

U = R(r)Yim(9, p)e 7" (3.3.22)

zu einer rein radialen Differentialgleichung vereinfachen

R (0> 20 RA(L+1)
F— |- (2 2% St S 3.2

v [ 2m (87“2 r 87") 2mr? VY (3:3.23)

deren Losungen noch von der Beschaffenheit des Potentials abhéngen. So l6sen beispiels-

weise die normierten Wellenfunktionen

l .
Yot =Nr'e ™™ L2 (2972) Vi (0, ) e~ (2n 430

_mw
T

273 2n+2l+3n!,yl
Ny =y| /2 3.3.24
! \l ™ (2n 4204+ 1) ( )

die Schrodingergleichung fiir ein harmonisches Oszillatorpotential

1
V(r) = §mw2r2 , (3.3.25)

1
wobei Li:rz die assoziierten Laguerrepolynome bezeichnet (Herleitung [28), 29, jeweils

Kapitel 7]).

Experimentell zeigt sich, dass Teilchen zudem einen inneren Drehimpuls, den sogenann-
ten Spin, besitzen konnen. Dessen Messung beeinflusst den Bahndrehimpuls nicht, so-

dass wir die beiden Drehimpulse durch kommutierende Operatoren beschreiben kénnen.
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Der Betrag des Spins ist dabei von der Elementarteilchensorte des Teilchens abhéngig,
wobei eine Liste der bekannten Teilchen und ihres Spins in [9] gefunden werden kann.

Beispielsweise haben Elektronen einen Spin %

In der Gruppentheorie werden Rotationen durch die Drehgruppe SO(3) beschrieben und
die Komponenten des Drehimpulsoperators sind eine Basis der zugehorigen Lie-Algebra,
das heifit des Tangentialraums im neutralen Element ([36, Kapitel 8.6ff]). Da die Lie-
Algebra einfach ist und Rang 1 hat, konnen wir mit Hilfe des Theorems von Racah (siehe
[37, Kapitel 2,3]) aussagen, dass es nur einen linear unabhéngigen Casimiroperator gibt,
das heift nur einen Operator der sich aus den Gruppenelementen zusammensetzt und
mit allen Operatoren der Gruppe kommutiert. Diesen haben wir schon als Betrags-
quadratoperator identifiziert. Folglich konnen wir keinen weiteren Drehimpulsoperator
im Ortsraum unterbringen und wir miissen fiir die Beschreibung eines Teilchens mit
Spin davon ausgehen, dass der Gesamtraum ein direktes Produkt aus Ortsraum und
einem weiteren Raum mit SO(3)-Symmetrie ist. Tritt ein solcher Unterraum auf und
drehen sich die erzeugenden Operatoren bei einer Drehung der Ortsbasis mit, dann kon-
nen wir sie als innere Drehimpuls- bzw. Spinoperatoren interpretieren. Jedoch wird die
Bezeichnung des Spins ebenfalls als Teilbegriff fiir andere lokale SO(3)-Symmetrien ver-
wendet (beispielsweise der Isobarenspin [37, Kapitel 5]). Fiir Spin ungleich 0, kénnen wir
einen Zustand des Produktraums nicht mehr durch eine eindimensionale Wellenfunkti-
on beschreiben. Bestimmen wir jedoch die Darstellungen unserer Symmetriegruppe (hier
SO(3)) kénnen wir die Wellenfunktion als n-dimensionalen Vektor auffassen. Dieses Pro-

blem wird ausfiihrlich in [38, Kapitel 4] diskutiert.

Haben wir zwei kommutierende Drehimpulsoperatoren fl und J;, dann bilden die Pro-

duktzustande

[jima) [jomz) = |jimajams) (3.3.26)
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mit

jiz | j1majamea) =h*j; (i + 1) [Jimajama)

Jiz |jima jama) =hji |jyma jams) (3.3.27)

eine Orthonormalbasis des Produktraums. Haufig wird der Hamiltonoperator jedoch nur
vom Gesamtdrehimpuls f = jl + JA_; abhéngen, sodass wir mehr an dessen Eigenzustan-
den interessiert sind. Wir suchen also die Eigenzustinde zu den vier kommutierenden
Operatoren J2, J,, j12 und j22 ‘ jm5132>. Diese konnen in die Produktbasis entwickelt
werden und wir erhalten

jm3132>= > ljimajams) <j1m1j2m2|jm3132> : (3.3.28)

mima2

Die Skalarprodukte (jim;jama| jm5152> werden Clebsch-Gordan-Koeffizienten genannt
und koénnen in der Literatur nachgeschlagen werden (siehe [28, 29, [39]). Insbesondere
verschwinden alle Koeffizienten, fiir die eine der Bedingungen j; = Ji, m =My +msy und

Jg€{lir—Jols g1 —gel +1,-+ ;41 + jo — 1,71 + jo} nicht erfillt ist.

3.4. Relativistische Wellengleichungen

Bisher haben wir die Quantenmechanik in Analogie zur klassischen Mechanik aufge-
baut, aber diese ist nur eine Naherung fiir niedrige Geschwindigkeiten der betrachte-
ten Teilchen (im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢) und schwache gravitative Felder
(auftretende Massendichte p eines Systems der Masse M deutlich kleiner als %@l@l)
In dieser Arbeit untersuchen wir jedoch Phanomene, fiir die diese beiden Néherungen
nicht gerechtfertigt sind, und miissen folglich die obige Schrodingergleichung re-
lativistisch verallgemeinern. Wir beginnen mit der Einbeziehung von Geschwindigkeiten

im Bereich der Lichtgeschwindigkeit, d.h. dem Einbau der speziellen Relativitatstheorie
(SRT) in die Quantenmechanik.
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Die SRT ist ein Sonderfall der ART (siehe [2.1)) mit dem globalen Linienelement
ds® = *dt* — da* — dy* — d2* (3.4.1)

in kartesischen Koordinaten. Da der metrische Tensor ortsunabhéngig ist

1 0 0 0

0 -1 0 0
Guv = N = (342)

0 0 -1 0

0o 0 0 -1

kénnen wir das Linienelement integrieren und erhalten so
s* =t — a2 —y? = 22 =quatat . (3.4.3)

Verallgemeinert ergibt sich daraus das Pseudoskalarprodukt (nicht positiv definit)
a'b, = n,a't” . (3.4.4)

Allgemein sind in der SRT neben Verschiebungen nur solche Koordinatentransforma-

tionen erlaubt, die dieses unveréndert lassen, die sogenannten Lorentztransformationen

(siche [40, Kapitel 3]).

Betrachten wir die Lagrangefunktion zur Bestimmung der Geodétengleichungen eines

massiven Teilchens
L=A(PP - -y =) =A | (3.4.5)

wobei ## = % definiert wurde und A ein koordinatenunabhéngiger Parameter ungleich

0 ist. Dann erhalten wir durch die Geodatengleichungen

d oL 0L d .

doL 0L d L
doL 0L d o
%aiy - ETy ds (—24y) =0

doL 0L d N
P P (—2A%2) =0 (3.4.6)
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vier Erhaltungsgrofien. Nehmen wir an das Teilchen wechselwirke nicht und bewege sich

mit konstanter Geschwindigkeit durch den Raum. Dann gilt
7' = vt + T (3.4.7)
und wir kénnen  bestimmen

1:02252—9’52—3)2—2'2:(62—v§—05—v§>i2:(02—112)152
1

Eingesetzt in unsere erhaltenen Grofien ergibt sich

2Act =2A——— = 274 (3.4.9)

2

—_
| —
= ow‘e

24t =240 — oy Ay, . (3.4.10)

Wahlen wir A = %mc, dann erhalten wir im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten fiir die
untere Gleichung die klassische Impulskomponente in Richtung x’. Aquivalent erhalten

wir bei der Entwicklung der oberen Gleichung

1 0P Elin
yme & me + §mv— = me 4 — (3.4.11)
c c

die klassische kinetische Energie geteilt durch c plus die Konstante mc. Es liegt also nahe
diese Groflen als relativistische Verallgemeinerung von Energie und Impuls anzusehen

und die 0 Komponente des Impulses

= ymc (3.4.12)

FE
Po = —
c

zu definieren. Wir erhalten somit die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

2
pﬂpiu‘ — ? — p2 = ’}/2m2 (62 — ’1}2) = m2C2 . (3413)

Diese Gleichung benutzen wir im Weiteren als Basis um die relativistischen Wellenglei-

chungen aufzustellen. Fiir den Beweis, dass die Annahme, dass es sich bei py um die

39



Gesamtenergie geteilt durch ¢ handelt, in der Tat korrekt ist und p# und p,, das korrekte
Transformationsverhalten fiir Vierervektoren aufweisen, verweisen wir auf die Literatur

[40, Kapitel 4].

In der ART miissen alle Naturgesetze forminvariant unter Koordinatentransformatio-
nen sein und folglich muss dies ebenfalls fiir die erlaubten Transformationen der SRT
gelten. Dementsprechend sind die Forminvarianz und die Einhaltung der Energie-Impuls-

Beziehung (3.4.13)) unsere Leitfaden bei der Suche nach den relativistischen Wellenglei-

chungen.

Analog zur nichtrelativistischen Definition der Impulsoperatoren und des Hamiltonope-

rator identifizieren wir

. H 0

o=y =5

A——Ai—ma (3.4.14)
bi=—pD = or 4.

als Viererimpulsoperatoren fiir freie Teilchen.

Die zur Schrodingergleichung analoge Gleichung muss eine skalare Wellenfunktion be-

sitzen. Da p#p, schon ein Lorentzskalar ist, ist die Klein-Gordon-Gleichung
PV = -0V = m*c*¥ (3.4.15)

die einzige Moglichkeit eine skalare Wellenfunktion mit der korrekten Energie-Impuls-
Beziehung zu definieren. Da diese Gleichung jedoch quadratisch in H (durch pop°) ist,
existiert zwangslaufig fiir jede Losung mit positiver Energie E auch eine Losung mit
negativer Energie -E. Zudem existiert noch ein weiteres Problem bei der Interpretation
dieser Gleichung als korrekte Einteilchengleichung. Die komplex konjugierte Wellenfunk-

tion U* erfiillt die Gleichung ebenfalls, sodass wir mittels

P, MU — Wp,pU* =0 (3.4.16)
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eine Kontinuitatsgleichung herleiten konnen, die besagt, dass die Divergenz der Vierer-

stromdichte V,j#

= 2277; (T VAT — GVAT) (3.4.17)

verschwindet (siehe [30, Kapitel 1.2]). Die daraus resultierende Dichte

. ihi O O
pP=do=753 (\If 5t v Y ) (3.4.18)

ist jedoch nicht die schon bekannte skalare Wahrscheinlichkeitsdichte W*W und lasst sich
auch nicht als eine solche interpretieren, da sie durch das Auftreten der ersten Ableitung
nicht positiv definit ist. Folglich kénnen wir uns im Allgemeinen nicht sicher sein, dass
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, erhalten ist, es sei
denn das Teilchen befindet sich in einem Eigenzustand des py bzw. Hamiltonoperators.

Denn dann gilt

L wpw v (R v = L (3.4.19)

mc?

p= 2mc?

und die Wahrscheinlichkeitsdichte ist erhalten. Interessant ist, dass der nichtrelativis-

tische Grenzfall der Gleichung dennoch die Schrédingergleichung ist, bei der ein solch

problematisches Verhalten nicht auftritt [30, Kapitel 1.3].

Versuchen wir eine Gleichung zu finden, fiir die dieses Problem nicht auftritt, dann
benotigen wir eine lineare Gleichung in der Zeitableitung bzw. py. Aufgrund der Sym-
metrie zwischen Raum und Zeit in der SRT liegt es nahe, dass unsere gesuchte Gleichung
ebenfalls linear im rdumlichen Impuls sein sollte. Dadurch ist eine skalare Losung des
Problems unméglich, da wir in die Zeitableitung abtrennen und gleich einer
Wurzel eines Operators setzen miissten. Dies fithrt jedoch zu allen moglichen natiirli-

chen Ordnungen des Impulses.

Unsere Diskussion des inneren Drehimpulses im Kapitel hat gezeigt, dass gewisse

Symmetrien bzw. Eigenschaften eines Teilchens dazu fiithren, dass die Wellenfunktion
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mehrdimensional wird. Aufgrund dessen nehmen wir im Weiteren an, dass unsere Wel-

lenfunktion ein n-dimensionaler Vektor ist. Zudem wéahlen wir den Ansatz
3Py —me) ¥ =0 (3.4.20)

wobei 4 lineare vom Impuls unabhéngige Abbildungen sein miissen, um unsere obigen
Forderungen zu erfiillen. Folglich konnen wir diese Terme als Matrizen ausdriicken und
diese konnen immer so gewahlt werden, dass der mc Term proportional zur Einheitsma-

trix ist, wie es in unserem Ansatz gefordert wurde.

Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung muss weiterhin erfiillt sein, sodass die Klein-
Gordon-Gleichung fiir die mehrdimensionale Wellenfunktion ebenfalls gilt und wir da-
durch die Méglichkeiten der Wahl der 7-Matrizen einschrianken koénnen (hier fiir m #
0):

m?cV = pp,V = 4p, A p, Y (3.4.21)
Zumindest solange das Teilchen nicht wechselwirkt, konnen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass die 4#-Matrizen ortsunabhéngig sind und somit mit den

Impulsoperatoren vertauschen (von daher lassen wir ab sofort * weg). Wir erhalten folg-
lich

VN 1 BaV ZBNTAREREN

P = 5 (7 ") Db ¥ (3.4.22)

und dementsprechend die Einschrankung

{7} =t A =2 (3.4.23)

dass der obig definierte Antikommutator zweier y-Matrizen gerade das Doppelte des
entsprechenden Metrikkoeffizients der Minkowskimetrik multipliziert mit der Einheits-

matrix ist. Zudem miissen die y-Matrizen spurfrei sein und es muss

701 :70
= — 4 (3.4.24)
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gelten (siehe [30, Kapitel 2,3]). Dementsprechend sind die moglichen Eigenwerte der
~%-Matrix 41 und die der v-Matrizen &i. Zudem koénnen die Matrizen nur dann spur-
frei sein, falls die gleiche Anzahl positiver und negativer Eigenwerte auftritt, sodass die
Dimensionsanzahl gerade sein muss. Eine weitere duflerst interessante Schlussfolgerung
ist, dass alle Matrizen, die die Voraussetzungen fiir 7 erfiillen, und alle rdumlichen
~v-Matrizen durch unitdre Transformationen auseinander hervorgehen. Dies lasst sich
recht einfach beweisen. Da sowohl hermitesche als auch antihermitesche Matrizen dia-
gonalisierbar sind, kénnen wir jede solche Matrix mittels einer invertierbaren Matrix P

diagonalisieren
Vhiag = PP (3.4.25)
Es handelt sich dabei um eine unitdre Matrix, da
Vitg = Py P = i, = i PTIyP (3.4.26)

ist und da die Eigenwerte aller moglichen riaumlichen 4% und aller zeitlichen 7° diesel-
ben sein miissen, folgt dass die Diagonalform fiir diese Matrizen bis auf die Reihenfolge
der Eigenwerte gleich sein muss. Die Eigenwerte kénnen jedoch durch unitiare Transfor-
mationen vertauscht werden, sodass wir nur eine hermitesche und eine antihermitesche
Matrix benétigen und daraus alle anderen bestimmen konnen, wobei wir noch beachten
miissen, dass die Antikommutationsrelation (3.4.23)) erfiillt ist. Da unsere physikalischen
Groflen jedoch unter unitédren Transformationen unverandert bleiben, kénnen wir den
Satz der y-Matrizen frei wiahlen und miissen ihn unter Lorentztransformationen nicht

mehr andern.

Es bleibt also zu zeigen, dass es moglich ist, eine Transformationsvorschrift der Wellen-
funktion in zu finden, sodass die Gleichung lorentzkovariant ist. Da dies recht
aufwandig ist, begniigen wir uns hier mit dem Beweis fiir eigentliche Lorentztransforma-
tionen (orthochrone Lorentzgruppe) und verweisen fir den Rest auf die Literatur ([30,

Kapitel 4 und 12]).
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Die Lorentzgruppe ist die Gruppe L aller reellen 4x4-Matrizen, die die Bedingung
AT\ =17 (3.4.27)
erfiillen. Folglich ist die Determinante der Lorentztransformationen +1, da
det (ATA) = det (A”) det () det (A) = det (y) det (A)* = det () (3.4.28)

gilt. Um die zugehorige Lie-Algebra zu bestimmen (fiir die gruppentheoretischen Grund-
lagen siehe [36], Kapitel 8.5f] ), betrachten wir zuerst die infinitesimalen Transformationen
der Lorentzgruppe in der Einheitsmatrix, da jede Matrix A der Lie-Algebra eine solche
generiert. Fiir eine infinitesimale reelle Verschiebung der Einheitsmatrix um € > 0 in

Richtung A muss die resultierende Matrix in der Gruppe liegen. Folglich gilt
(]1 —|—AT6)77(]I + Ae) ~n + (ATn—l—nA)e:n
= ATp+nA=0 . (3.4.29)

Gleichzeitig miissen alle Matrizen A, fiir die e eine Einparameteruntergruppe der Lor-

entzgruppe ist, in der Lie-Algebra liegen. Da dies jedoch fiir alle Matrizen gilt, die

(3.4.29)) erfiillen

= 11 n
GATtneAt — - (AT) nAmtn+m
nimeo i m!
= 11
— | n An+mtn+m
im0 T m!( )
- (1) AR
kgmz:‘;n! (k—n)!( )
=2 AT (D)
k=0 "V* n=0 \ N
1 040 — 1 kyk
=5nA +,;H"A t0)=n (3.4.30)

definiert (3.4.29) die Lie-Algebra.
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Bilden wir die Determinante der Lorentztransformationen A = e zeigt sich
det (A) = "Wl — 47| (3.4.31)

dass wir auf diese Art und Weise leider nicht alle Transformationen darstellen kénnen,

denn daraus folgt

tr(A) = ;T)m (3.4.32)

und fiir n # 0 sind die Matrizen e fiir ¢ # m® keine Lorentztransformationen. Dies

lasst sich auch daran sehen, dass (3.4.29)) die allgemeine Form fir A als

0 Q12 a13 Qg
a 0 a a
A= 2 2 24 (3.4.33)

aig —azs 0 as

a1y —agqg —azg 0

festlegt.

Da die Lorentzgruppe jedoch mit Hilfe der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe Ll,
der Raumspiegelung P und der Zeitumkehr T in vier zusammenhédngende Stiicke zerlegt

werden kann
L=rtuprlurrlupPrLl | (3.4.34)

und sowohl die Raumspiegelung als auch die Zeitumkehr mit allen Elementen aus Ll
kommutieren, reicht es die Transformation der Wellengleichung fiir alle Elemente aus
LL, P und T zu kennen, um alle Lorentztransformationen durchfithren zu kénnen. Da
P und T die Determinante -1 haben, kénnen wir diese nicht durch Betrachtung der
Lie-Algebra gewinnen. Weiterhin ist das Produkt PT = —1, sodass die Matrizen, die
(13.4.29)) erfiillen gerade Li erzeugen.

Es ist aus (3.4.29) ersichtlich, dass die Elemente der Lie-Algebra eine Gruppe beziiglich
der Addition bilden, und (3.4.33)) zeigt, dass es 6 linear unabhéngige Matrizen gibt.

45



Wihlen wir also die Matrizen

000 O 000 O 00 0 O
000 O 000 -1 00 —-10
000 -1 000 O 0 0 0
001 0 010 0 00 0 O
0100 0010 0001
1000 0000 0000
Kl = KQ == K3 == (3435)
0000 1 000 0000
0000 0000 1000

als Basis. Bei L; handelt es sich gerade um die Erzeugenden einer Raumdrehung um

zueinander orthogonale Achsen und die K;-Matrizen generieren Boosts in die jeweilige

Richtung.

Betrachten wir die Wellengleichung fiir zwei unterschiedliche durch Lorentztransforma-

tionen ineinander iiberfithrbare Beobachter. Da die Gleichung forminvariant sein muss,
gilt
(VP —me) ¥ (z) =0
(v}, —me) ¥ (') =0 (3.4.36)

sofern W(z) die Wellenfunktion eines Beobachters und W (z’) die Wellenfunktion des
anderen ist. Zudem muss ein Paar linearer Operatoren S (A) und S~! (A) existieren, die

die beiden Wellenfunktionen ineinander tiberfithren

U (2)

(A) ¥(z)

S
ST () (3.4.37)

U(x)

da die Gruppe der Lorentztransformationen im Raum des W-Vektors isomorph zur Lor-

entzgruppe der 4x4-Matrizen sein muss. Weiterhin handelt es sich bei den Impulsen piu

46



um kontravariante Komponenten eines Vektors, sodass wir die zweite Gleichung um-

schreiben konnen

0 (7“]5; — mc) U (2) = (w”Alfﬁa — mc) S(A)U(2)

0= (57" (A)7"S (A) A, Pa — mc) U(z) (3.4.38)

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Transformation und der Impulsoperator vertau-

schen (siehe Diskussion bei den Drehimpulsen in und S7'(A) S (A) = 1 gilt. Ver-
gleichen wir (3.4.38)) mit der oberen Gleichung von (3.4.37)), erhalten wir

STHA) S (M)A =7 (3.4.39)
oder alternativ
STHA) S (A) = AV 4 (3.4.40)

Betrachten wir Lorentztransformationen aus der eigentlichen orthochronen Lorentzgrup-

pe, dann konnen wir die Transformationsmatrix A als
A = eMo (3.4.41)

schreiben, wobei A in der zugehorigen Lie-Algebra liegt. Daraus folgt, dass es fir die

Transformation S (A) eine Matrix o geben muss, fiir die
S (A) = et (3.4.42)

gilt, wobei o das Bild von A unter einem Gruppenhomorphismus sein muss. Folglich
reicht es, die Bilder der Basis (3.4.35) zu bestimmen, um S (A) einer beliebigen eigentli-
chen orthochronen Lorentztransformationen zu berechnen. Dabei konnen wir uns auf die

Betrachtung infinitesimaler Transformationen beschranken, da der Gruppenhomorphis-

mus die Struktur der Gruppe erhélt und wir in (3.4.29)) und (3.4.30)) im Ortsraum gezeigt

haben, dass alle infinitesimal tangentialen Matrizen auch Elemente der Lie-Algebra sind.
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Wir wihlen also t, = ¢, entwickeln S (A) und A in erster Ordnung und setzen das Ex-

gebnis in (3.4.40)) ein. Wir erhalten
v —oy'e+yoe =~" + A % (3.4.43)
und folglich

vV, o] = A" 4" . (3.4.44)

(67

Der Lorentzgruppe tibergeordnet sind alle reellen 4x4-Matrizen, die sich mit Hilfe von 16
Basisfunktionen schreiben lassen. Die y-Matrizen wirken auf den Raum des W-Vektors
und lassen sich zu 16 linear unabhédngigen Matrizen kombinieren (1, v#, y#~¥, v ~"~y?,
Y248, wobei beim Auftreten mehrerer Indizes alle unterschiedlich sein miissen).
Folglich bilden diese eine Basis der Abbildung des 4x4-Raumes und von daher muss es
moglich sein, die Matrix o in diese zu entwickeln. Da der Kommutator [y”, o] nur lineare
Terme der v* beinhaltet und Erzeugenden A der Lorentztransformationen A die Form

besitzen, konnen wir die Matrizen wie folgt ansetzen
o= a7’ (3.4.45)
wobei
Aap = —0gq (3.4.46)
erfiillt sein muss. Eingesetzt ergibt sich dann
[7",0] = aas (Y77 ="7) = 2a0s (1097 =0y ) = A" L (3447)

Vergleichen wir dies mit der obigen Basis, erhalten wir

1 1 1
op, = 57273 o1, = 57173 oL, = 57172
1 1 1
o = 57" oK = 57 oKy = 57 (3.4.48)
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und somit ist (3.4.20]) eine korrekte relativistische Wellenfunktion beziiglich der eigent-

lichen orthochronen Lorentzgruppe, wenn fiir eine rdumliche Transformation

= ety
3
i=1

der Zusammenhang der Wellenfunktion durch
V' (z') = "' (x)

3
o= Z a;or, + biog, (3.4.50)

=1

gegeben ist.

Eine allgemeine gruppentheoretische Herleitung der moglichen Wellengleichungen ist in
[40, Kapitel 8f],[41, Kapitel 2] und [42, Kapitel 2f] zu finden (diese sollte verwendet
werden, wenn uns alle méglichen Gleichungen interessieren, da sie die Gleichungen fiir

masselose Teilchen beinhaltet).

Die kleinstmégliche Dimension fiir unsere obige Gleichung (13.4.20)) ist 4, da aufgrund der
16 linear unabhangigen Moglichkeiten die -Matrizen zu kombinieren auch 2 komplexe

Dimensionen nicht ausreichen und die Zahl der Dimensionen gerade sein muss

(7D —me) ¥ =0

U = (U, Uy, Uy, Uy)" (3.4.51)

Diese Gleichung wird Dirac-Gleichung genannt und wir wahlen die y-Matrizen wie
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folgt

1 0 O

70: 01 O
00 -1

00 O

00

72: 0 0 ¢
0 ¢ O

—i 0 0

S
0
mit den Paulimatrizen
1
o9 =
0
0
09 =
1

Diese Gleichung hat die

0 0 01
o 0o 1o
")/ =
0 -1 0 0
-1 0 00
0 01 O
, |0 00 -1
v = (3.4.52)
-1 0 0 O
0 1.0 O
. 0 g;
v = (3.4.53)
—0; 0
01
o1 =
10
1 0
0 -1

erwiinschte erhaltene Wahrscheinlichkeitsdichte, aber die Be-

trachtung der freien Losungen zeigt, dass weiterhin negative Energien auftreten. Weiter-

hin folgt im nichtrelativistischen Grenzfall die Pauli-Gleichung [30, Kapitel 2,3.5], sodass

das Teilchen einen Spin % haben muss und die Gleichung beispielsweise Elektronen be-

schreibt.

Unsere Schwierigkeiten, die Dirac-Gleichung und die Klein-Gordon-Gleichung als Ein-

teilchenwellengleichung zu interpretieren, lassen sich anschaulich verstehen, wenn man

bedenkt, dass Paarerzeugung moglich ist. Befindet sich im System ausreichend Energie



oder schwankt die Energie stark genug (E > 2mc? oder AE > 2mc?) konnen wir unmog-
lich davon ausgehen, dass wir immer nur ein Teilchen betrachten. Verlangen wir, dass das
nicht der Fall ist, schrianken wir damit jedoch die Ortsmessung ein, da der Zusammen-
hang von Energie und Impuls dazu fithrt, dass wir den Impuls und dessen Schwankungen
ebenfalls begrenzen miissen und eine obere Grenze der Schwankungen des Impulses tiber
die Heisenbergsche Unscharferelation (der Sonderfall fiir x und p von (3.1.8])) auf ei-
ne minimale Ortsunsicherheit fithrt. Folglich erhalten wir auch Interpretationsprobleme,
sobald wir eine zu genaue Ortsmessung durchfithren. Wir wollen diese Uberlegungen
hier jedoch nicht behandeln und verweisen auf die Literatur. Diverse auftretende In-
konsistenzen der Einteilcheninterpretation werden in [30] 40, [41), 42] besprochen, wobei

insbesondere Thaller eine sehr umfangreiche Diskussion durchfithrt [42, Kapitel 1].

Die Auflosung dieser Interpretationsproblematik ist die Erkenntnis, dass die Wellenfunk-
tion und alle auftretenden Felder quantisiert werden miissen (siehe beispielsweise [1]). Da
wir in dieser Arbeit jedoch gravitative Probleme behandeln und die Quantisierung des
gravitativen Feldes bislang nicht gelungen ist, werden wir die Klein-Gordon-Gleichung
und die Dirac-Gleichung zum Berechnen von Néherungslosungen fiir gebundene Syste-
me verwenden (dieser Ansatz wird auch fiir die anderen Wechselwirkungen verwendet,
da die Losung der quantenfeldtheoretischen Lagrangegleichungen deutlich aufwandiger
ist, beispielsweise [43, 44, 45, 46]). Wie wir fur die Klein-Gordon-Gleichung gesehen
haben, wiegen die Probleme der Einteilcheninterpretation fiir gebundene Losungen (Ei-
genfunktionen des Hamiltonoperators) weniger schwer und wir erlauben uns im Weiteren
dennoch von einzelnen Teilchen beziehungsweise einem Teilchen in einem gravitativen

Hintergrundfeld zu sprechen.
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4. Quantenmechanik in gekriimmten

Raumen

In diesem Kapitel kombinieren wir die Ergebnisse der letzten beiden Kapitel. Zuerst
leiten wir die allgemein-relativistische Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung her, dann
besprechen wir die angewandten Losungsverfahren und die daraus resultierenden Ergeb-
nisse der beiden Gleichungen fiir Systeme, deren gravitatives Hintergrundfeld von ei-
ner dominierenden Zentralmasse erzeugt wird (beispielsweise Sterne). Dabei ist das Ziel
grundsétzliche (qualitative) Unterschiede zwischen der ART und der pk-ART zu identi-
fizieren. Da wir dafiir kein realistisches inneres Metrikmodell (Sternmodell) benétigen,
sehen wir davon ab, Zustandsgleichungen aufzustellen und damit die TOV-Gleichung zu

l6sen. Stattdessen berechnen wir die Ergebnisse fiir drei unterschiedliche Spielzeugmo-

delle der Metrik.

Als Modell 1 bezeichnen wir das neue pk-ART Modell, fiir das die Gesamtdichte im
Inneren der Massenverteilung als konstant angenommen wird. Zudem setzen wir ggo als
eine Exponentialfunktion an, sodass wir einen anisotropen Druck erhalten, wie in Anhang

[A] gezeigt wird. Fiir den Auflenraum des Modells wird die innere Metrik stetig mit der
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pk-ART Auflenmetrik (2.3.24]) verbunden. Somit ergibt sich insgesamt die Metrik
rsTg— 3B r2_p2
d82:<1_+ B>62(70 Ts +g8)( O)C2dt2

2d7" —r (ah(/12 + sin (ﬁ)dg02> r <rp

B 1
ds* <1 — =2+ ) cdt* — o B dr® —r? (dﬁ2 + Sinz(ﬁ)dgoz) r >rg

r 2r3

(4.0.1)

Modell 2 und 3 wurden aus [47, Kapitel 21.1] (bzw. [48]) iibernommen und dienen
einerseits zum Test des Programms zur Losung der Dirac-Gleichung und andererseits zur
Darstellung des Verhaltens gebundener Zustande in der ART. Somit ist die Auflenmetrik
fir beide Modelle die ART-Schwarzschildmetrik , aber die innere Metrik wird

unterschiedlich angesetzt.

Fiir Modell 2 nutzen wir die Metrik einer konstanten Massendichte mit isotropem Druck
(2.3.25)), sofern der Radius des Sterns grofer als das 1,2-fache des Schwarzschildradius
ist (ro > grs). Fir kleinere Werte wird dagegen ebenfalls ein exponentieller Ansatz
durchgefiihrt, da das isotrope Modell fiir ry < %7“5 zusammenbricht (siche Anhang [A))
und das isotrope und das exponentielle Modell fiir ro = grs das gleiche Minimum des

effektiven Potentials besitzen (das heifit €”(0) stimmt tiberein). Somit folgt

2,2

[0]
ds® = (1 — 7“3) 62%( -1) Adi? —

dr —r (d192 + Sin2(19)d<p2> r<ro, ro < 27’5

2 1 2
ds® = [3\/ ;—0 5\/ — % Adt? — —r? (d192 + sin2(19)dg02) r<ry, ro> grs
2 2 1,2 2 2
ds® = <1 — r> dt —{=w %dr (dﬁ‘ + sin (ﬁ)dgp ) r >
(4.0.2)

Modell 3 ist die Metrik einer Massenschale bei r = ry. Die innere Metrik ist konstant,

da der Raum fiir r < r, materiefrei ist. Dies fithrt dazu, dass e* an der Stelle r = g
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unstetig ist, da nach der Einstein-Gleichung (2.3.22)) ¢*(0) = 1 und somit lim e* = 1
r—=ry
gilt und dies nicht mit der Schwarzschildmetrik ([2.3.23)) vereinbar ist. Die zugehorigen
Linienelemente sind
ds® = (1 - m) Adt* — dr* — r? (d192 + sinQ(ﬁ)dgp2) r <ro
To

ds* = (1 - 7;3> Adt* — dr® —r? (61192 + Sinz(ﬁ)dgpQ) r>ry . (4.0.3)

1—1Is

r

4.1. Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung in gekriimmten

R3aumen

Im Folgenden leiten wir die Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung im gekriimmten Raum
her, indem wir die in den Gleichungen vorkommenden Operatoren fiir den gekriimm-
ten Raum verallgemeinern. Dabei kann ein tieferes Verstdndnis der mathematischen
Zusammenhénge dieses Unterkapitels und des vorherigen Kapitels mit Hilfe des Tetra-

denformalismus (siehe beispielsweise [18, [19] 48], 49]) gewonnen werden.

Betrachten wir zuerst den Impulsoperator. Dieser ist im flachen Raum in kartesischen
Koordinaten proportional zum Nablaoperator und sein verjiingtes Produkt mit einem
Vektorfeld p,&* ist proportional zur Divergenz des Vektorfeldes. Da die Gleichungen der
ART (und auch pk-ART) forminvariant unter Koordinatentransformationen sein miissen,
ist dieser Zusammenhang auch fiir allgemeine Koordinaten giiltig. Folglich muss der
Impulsoperator fiir ein Vektorfeld proportional zur kovarianten Ableitung sein, da mit
dieser die Divergenz im gekrimmten Raum gebildet wird [5], Kapitel 3.2]. Analog erhalten
wir diesen Zusammenhang fiir beliebige Tensorfelder, sodass wir den Impulsoperator im

Ortsraum als

. = —ihD, (4.1.1)
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identifizieren.

Da die Wellenfunktion der Klein-Gordon-Gleichung ein Skalar ist, konnen wir daraus

direkt die verallgemeinerte Klein-Gordon-Gleichung fiir gekriimmte Radume herleiten

pup"V = — H2D, D"V = —12D,,g" 9,V

= — h*0,9" 0,V — hg{:A}g’\”ayllf =m?*AV | (4.1.2)

wobei wir ausgenutzt haben, dass der erste Impulsoperator auf die skalare Wellenfunk-
tion und der zweite Operator auf den daraus resultierenden Gradientenvektor wirkt.

Mittels der Relation [5, Gleichung 3.11]

{/ﬁ\} = ( |9|> = \/1!,'7!(% I (4.1.3)

erhalten wir daraus die in Lehrbiichern tibliche Form der Klein-Gordon-Gleichung (siche
beispielsweise [18])

1

1
—h2(0,9"0, + ——g™ (Oxv/—9g ay> U = —h? ( v/ —g Way> o
( ,U«g \/_—gg ( A g) \/_—g 1% g.g
= —h0V¥ = mj*V . (4.1.4)

Die Herleitung der Dirac-Gleichung fiir gekriimmte Raume ist komplizierter, denn wir
benotigen zusatzlich das Transformationsverhalten der y-Matrizen unter beliebigen Ko-
ordinatentransformationen und wir miissen die kovariante Ableitung des Spinors bestim-
men. Beginnen wir also damit, das Transformationsverhalten der v-Matrizen durch Wie-

derholung der Schritte in Kapitel |3| herzuleiten. Wir starten mit der Dirac-Gleichung
AP ¥ = mel (4.1.5)
und multiplizieren sie mit mec:

A pume¥ = 4,5 P,V = m*V (4.1.6)
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Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass wir die y-Matrizen im flachen Raum fiir
Lorentztransformationen nicht dndern miissen. Es liegt von daher nahe anzunehmen,
dass ihre Ortsabhangigkeit nur von der Metrik abhangt, sodass sie mit dem Impuls

vertauschen, da die kovariante Ableitung der Metrikterme immer 0 ist. Damit folgt

hn A AT A A A
VDN DY =V DbV = DbV (4.1.7)

Da die Dirac-Gleichung weiterhin die relativistische Energie-Impuls-Beziehung erfiillt,

verallgemeinert sich damit (3.4.23)) zu
(447 =201 (1.1.8)

Fithren wir eine analoge Betrachtung der Hermitizitat von py wie in [30, Kapitel 2] fiir
die v-Matrizen im gekriimmten Raum durch, folgt daraus, dass 4° weiterhin hermitesch
sein muss, aber die v‘-Matrizen nicht mehr antihermitesch sind. Vielmehr gilt

(’7i>T:—’7i+2ﬁﬂ ] (4.1.9)

Diese Bedingungen koénnen wir erfiillen, indem wir die y-Matrizen des flachen Raums A*#

als Basis der neuen Matrizen nutzen. Wir erhalten

70 =4/g007° (4.1.10)
02

wobei wir noch drei Freiheitsgrade besitzen und verlangen konnen, dass a!y, = a'; =
a’; = 0 sind. Wir wollen die restlichen a’ ; jedoch nicht allgemein bestimmen, da es uns
im Rahmen dieser Arbeit reicht zu wissen, dass sie Funktionen der Metrikterme sind,

und die genaue Form fiir sphéarisch symmetrische Metriken herzuleiten.

In [30, Kapitel 5] wird gezeigt, dass wir mittels bilinearer Formen von Spinoren verschie-

dene Tensorfelder generieren kénnen, mit deren Hilfe wir im Weiteren die kovariante
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Ableitung der Spinoren herleiten. Die Grofie WV ist ein Skalarfeld (siehe [30, Kapitel
5]). Von daher gilt fiir die kovariante Ableitung

D, (¥W) =9, (VW) = (D, W) ¥+ ¥ (D,¥) . (4.1.12)

Wie schon fiir Tensoren fordern wir, dass die Parallelverschiebung linear vom Spinor

abhéngt und wir folglich die kovariante Ableitung des Spinors als
DY =0¥+T,¥ (4.1.13)

mit einer noch unbekannten Matrix I',, schreiben kénnen. Analog folgt fiir den adjun-

gierten Spinor
DV =0,V +VT, (4.1.14)

und somit ergibt sich der Zusammenhang der beiden Verschiebungsmatrizen durch Ein-

setzen in (|4.1.12))
0 (V0) = (9,9) ¥ + W, 0 + U (9,¥) + W, ¥
=0=Ul,V + T ,¥
=I',=-I, . (4.1.15)
Weiterhin ist Uy*U ein Vektorfeld mit der kovarianten Ableitung
D, (\iwaqf) =9, (\iwa\lf) + {:‘ﬁ}%ﬂqf : (4.1.16)

Da die Ortsabhéngigkeit der y-Matrizen allein durch die Metrikterme gegeben ist, ver-

schwindet ihre kovariante Ableitung. Somit erhalten wir daraus die Gleichung
— a — —
D, (T ) + { }\1175\11 =D, (U0
(109) +{ @ Vo =, ()
= = U,y W+ Uy T, + 0, (I9°0) = W (9,7") ¥ (4.1.17)
fiir eine beliebige Wellenfunktion W. Somit gilt fiir die involvierten Matrizen

SEPRY

Q

uﬁ}yﬂ +a° . (4.1.18)
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Analog zur Diskussion in Kapitel |3| zur Gleichung (3.4.45) konnen wir I', in die 16

unabhéngigen Matrizen, die durch Produkte der v-Matrizen gebildet werden koénnen,

entwickeln
Ty = a,d + by’ + 6w’V + duway” 77 + €7°7' 7" (4.1.19)
und alle Koeffizienten aufler ¢, = —cy. auf 0 setzen, wie im Anhang@ gezeigt wird.
Von daher nutzen wir den Ansatz
Iy =y’ (4.1.20)
mit € = —Cpuwp- Eingesetzt in (4.1.18)) erhalten wir
rvo W wo |V rvo W «Q «
20 (977 — 9°°7") = ACuwg” Y = {Mﬁ}vﬁ + Oy (4.1.21)
Entwickeln wir die v-Matrizen wie in (4.1.11)) mit dem allgemeinen Ansatz
W=a 3 (4.1.22)
dann folgt daraus
Aepng a7 = (4 % YaP 40,00 ) 4 4.1.23
Cwwg” a7 = #5ap+ La®, | (4.1.23)
Die 4” sind linear unabhangig und somit ist
1 «
w [‘3 o
Cnw@”y = 7 G <{Mﬁ}a , +oua p> (4.1.24)
Eingesetzt in die affine Verbindung I', folgt daraus das Ergebnis
Ly = cunuy™™ = (Cunwawp> Y1yP
1 «
_ B8 a ~
= ngfy" <{M5}a , +0ua p> AP
1 «
_ B a
= —Ya v+ 0y ) : 4.1.25
4 <{u6 } g (4:1.29)
das sich auch in Lehrbtichern wie [47, Kapitel 21.1] finden lésst.
Insgesamt lautet die verallgemeinerte Dirac-Gleichung im Ortsraum somit
, 1 a | g o
ihy" |0, + 1a 5 v+ Oy —mec, V=0 (4.1.26)
i
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4.2. Auswertung der Klein-Gordon-Gleichung

In diesem Unterkapitel bestimmen wir die spharisch symmetrischen gebundenen Zu-
stinde der Klein-Gordon-Gleichung fiir die beiden Metrikmodelle und (£.0.2). Im
ersten Schritt werden wir die Klein-Gordon-Gleichung unter der Annahme dieser
Symmetrie so weit wie moglich vereinfachen. Dafiir betrachten wir das System schwarz-
schildartiger Koordinaten und 16sen die Gleichung soweit auf, dass nur noch die
radiale Abhéngigkeit der Wellenfunktion bestimmt werden muss. Danach werden wir die
fiir die numerische Behandlung notige Aufarbeitung der Gleichung fiir zwei unterschied-
liche Losungsverfahren nachvollziehen. Zum Abschluss diskutieren wir die erhaltenen

Ergebnisse der beiden Metrikmodelle.

4.2.1. Sphdrische Symmetrie

Um den in (4.1.4) auftretenden d’Alembert Operator zu vereinfachen, miissen wir die
Determinante der Metrik g und die inverse Metrik g bestimmen. Durch die sphérische
Symmetrie ist die Determinante der Metrik g das Produkt der Diagonalterme und es

gilt

Vgl = eFr?sing . (4.2.1)

Zudem sind die Diagonalelemente der inversen Metrik in diesen Koordinaten gerade das

Inverse der Elemente der Metrik

1
g = —— (4.2.2)

Gup

und der Rest verschwindet. Folglich erhalten wir eingesetzt in die Klein-Gordon-Gleichung

, e, 1 1 ) m?2c?
€O — 0, TR0, — e 0ysindy — o | W= =T

r2 r2sin?9 ¢ h?

(4.2.3)

29



Der Winkelanteil kann mittels des Drehimpulsoperators des flachen Raums (|3.3.16]) aus-

gedriickt werden

1
— g sin 90y — ————?
r2sing POV T gz g%
1 cos v 1
__ (e 9 &
r2 ( Tl sin o+ sin? ¥ “’)
[A/Q

und folglich kénnen wir erneut den Separationsansatz (3.3.22]) verwenden. Wir erhalten

somit

E2 - 1(1+1 22
(—6” - € a’r'e 2>\7028r+ ( + )) \Ij = _m c ‘IJ (425)

h2c2 r2 r2 h2

beziehungsweise durch Multiplizieren des Inversen des Zeit- und des Winkelanteils

LB et o, I(1+1) m2c?
(—6 % — 2 &ne 2r ar + 2 R=- 72 R . (426)

Multiplizieren wir das aus und trennen die Terme nach ihrer Ableitungsordnung, ergibt

sich

7‘+ 2

d’*R (2 v — X) dR <m2c2 I(l+1) E?

—v A
o - = T 7zt ) e'R (4.2.7)

dr?

wobei wir die partielle durch die totale Ableitung ersetzt haben, da R nur von der

Radialkoordinate abhéangt.
4.2.2. Umformung der Gleichungen zur numerischen
Implementierung

In diesem Unterkapitel formen wir die Klein-Gordon-Gleichung auf zwei verschiedene
Arten um, um diese anschlieBend numerisch zu implementieren. Bei der ersten Methode

bilden wir die Bestimmung der Energieeigenwerte auf ein Eigenwertproblem einer Matrix
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ab und l6sen die Gleichung, indem wir die Matrix numerisch berechnen und anschlieSend
diagonalisieren. Bei der zweiten Methode tiberfithren wir die Klein-Gordon-Gleichung
in ein Anfangswertproblem, das wir mit einem Runge-Kutta-Verfahren losen kénnen.
Da dies zur Bestimmung der Energieeigenwerte jedoch nicht ausreicht, diskutieren wir
zusatzlich den Zusammenhang zwischen der Zahl der Nulldurchgiange der Wellenfunktion

und ihrer Energie.

Matrixverfahren

Im Folgenden formen wir die Klein-Gordon-Gleichung so um, dass wir die Form

E2

|V = H? W) (4.2.8)

erhalten. Danach tiberfiihren wir die Gleichung in die Form der einzelnen Zeilen der

BEigenwertgleichung einer Matrix
By, =Y (4| H D) (4.2.9)
indem wir die Wellenfunktion
0) = am | D) (4.2.10)
in eine beliebige Basis entwickeln, eine 1

1=>"10,) (2, (4.2.11)

einfiigen und mit (®;| multiplizieren. Dann koénnen wir aus (4.2.9) die Losungen der
Energie als Eigenwerte der Matrix H? gewinnen, wobei die Matrixelemente H? =

(®),| H? |®,,) sind.

Wir isolieren zuerst die Energie und suchen zusatzlich nach einer Moglichkeit die Kinetik

2d

. dr), da wir dann eine symmetrische Matrix

in die Minkowskiform zu bringen (% +
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H? erhalten. Wir beginnen mit der umgestellten Gleichung

B 2 (2 VN d 22 (141
WR:_‘EMLWJF<T+V2 )m]R+<mh2c + (; )>6”R (4.2.12)

und setzen den Ansatz
R = g(r)p(r) (4.2.13)

ein. Wir erhalten

o (d?g  2dg Vv —Ndg m2c® Il +1)\ ,

Geteilt durch g

B d2+ 2dg+2+y'—)\' d
par=""Na oot 2 )ar)?

1d’¢ 2dg Vv —Ndg m2c® (I +1)
o v=A | 7 d e %y “q v
‘ (g a2 T grdr * 2g dr P\ T2 o (42.15)

und durch Einfithren der Koordinate

d d
dr = — =a—— 4.2.1
T adr<:>dr a—- ( 6)
folgt daraus
E? o o dPp  dadp 2dg 2 vV =N\ dp
el = ¢ (ach‘?+ch"clf+ gdr TT T T2 )%

1d?g 2dg v —Ndg m2c® (1 +1)
PN DN - - v 4.2.1
¢ (g dr? * gr dr * 2g dr P h?2 * 72 “p ")

wobei die Funktionen als f (7(r)) (wir wechseln also nicht wirklich den Beobachter,

sondern nutzen die neue Koordinate als Funktion von r) definiert sind. Wir fordern

d? d?
_ e”_’\a2—p

dr? dr?

2d 1d 2 d 2 "— XN\ d

2ap _(Lox, 249, 2 a (4.2.18)
rdr o dr  gadr ar 20 dr
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und daraus folgt

A—v
o =€ 2
/’7
= — 4.2.19
9= ( )
Setzen wir dies ein, erhalten wir
E? ? 2d m2c? [(1+1) V=X
—=p = — Y v v . 4.2.20
n2c2’ (dr2 + rdr) Pt ( ne ¢ + 2 C + o C P ( )

Diese Form hat den Vorteil, dass die radialen Losungen der Schrédingergleichung und
der Klein-Gordon-Gleichung im flachen Raum Eigenfunktionen der Kinetik sind, sobald
wir r durch 7 ersetzen. Nutzen wir dann zur Auswertung der Gleichung noch das Ska-

larprodukt

[e.o]

(®| W) = / )2 dr (4.2.21)
0

sind diese auch orthonormal, sodass sie eine Orthonormalbasis bilden und wir das Pro-
blem auf die Eigenwertgleichung (4.2.9)) zurtickfithren konnen. Es bleibt also die Matrix

H? 7zu berechnen und zu diagonalisieren, wobei

A > 2d m2c? I(1+1) V=N
0 =—(-— v v VA 4.2.22
(df2+rdr>+<h26+ r? ot o © ( )
gilt. Weiterhin kénnen wir aufgrund der Ahnlichkeit zur dreidimensionalen Schrédinger-
gleichung
m2c* , l(l+1) , vV -=XN |
‘/eff = 72 e + 2 e + o € (4223)

als effektives Potential von p bezeichnen (wobei p keine Wahrscheinlichkeitsamplitude

ist).

Nutzen wir die Losungen der Schrodingergleichung des dreidimensionalen harmonischen

Ostzillators (3.3.24]), dann sind unsere Basisfunktionen fiir p

_ 1
pr = Ngile 7L, (7). (4.2.24)
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deren Kinetik wir aus der Schrédingergleichung als

? 2d I(l+1 3
— ( + ) Prl = (- ( ) — 4927 4 Av(2k + 1+ )) Pkl (4.2.25)

dr? " rdr 72 2

ablesen konnen. Folglich wirkt der Operator

om*? , l(l+1) , I(l+1 _ 3 DA
O(r,7) = 2 € + (r2 )e - (7:2 )—4’72T2+4’7(2/€+l+2>+ 5 ¢ A

(4.2.26)

bezogen auf diese Basisfunktionen exakt wie H?2, sofern wir den Zusammenhang zwischen
r und 7 beachten. Dabei spielt es fiir die Berechnung der Skalarprodukte keine Rolle, ob
wir r oder r als unabhéngige Variable ansehen. Jedoch ist die Wahl von r vorteilhaft,

da

T = /em)gumdm (4.2.27)
0

numerisch einfach zu berechnen ist, wohingegen wir analytisch keine Umkehrfunktion
angeben konnen und somit die Berechnung von r fiir ein gegebenes r deutlich aufwéndiger

ist. Folglich nutzen wir

m?2c? I(1+1) I(1+1) - 3N V=N,
= v v _ 4 4y (2 2 v
o(r) R I 72(r) v () + 7<k+l+2)+ 2r
(4.2.28)
und es gilt
Hpi = O = /sz (7(r) O(r) pgy (7(r)) 772(7’)(;5” dr . (4.2.29)
0

Die Integration iiber ein unendliches Intervall ist jedoch numerisch schwierig. Deshalb

definieren wir die Variable x iiber
r=rgtan(z) (4.2.30)

wobei es sich bei r,, um einen Skalierungsparameter handelt, den wir aus dimensionellen

Griinden einfithren miissen. Damit wird die unendliche obere Intervallgrenze auf den
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Wert 7 abgebildet und wir erhalten die Formel, die wir auch numerisch implementieren

werden:

Ot = T / Pt (F(2)) O(2) i (F(x)) P (2)e™ 7 (1 + TQ(f)) dv . (4.2.31)

Anfangswertproblem

Um die Energieeigenwerte der Klein-Gordon-Gleichung per Runge-Kutta-Verfahren zu
l16sen, benotigen wir einerseits die Losung an einem Punkt fiir eine gegebene Energie

und andererseits miissen wir ein Suchkriterium fiir die Energieeigenwerte erarbeiten.

Fiir die Herleitung des Startpunkts ndhern wir (4.2.7)) fir kleine Radien, unter der An-
nahme, dass die Entwicklung der Metrikfunktionen im Zentrum endlich sind. Dann folgt

daraus die Gleichung

&R 2dR1(1+1)
+

R (4.2.32)
die allgemein durch
R=Art+ Br~i7t (4.2.33)

gelost wird, wobei die Wellenfunktion nur fiir B = 0 normierbar ist. Der auftretende
Fehler ist proportional zu ' und konvergiert somit fiir » — 0 gegen 0, solange [ # 0
ist. Fiir [ = 0 hingegen ist die Herleitung der Naherungslosung komplizierter, da wir
fiir noch Terme hoherer Ordnung beachten miissten. Wir konnen dieses Problem jedoch
umgehen, indem wir R durch die Funktion f(r) = rR(r) ersetzen. Die radiale Klein-

Gordon-Gleichung ist dann

/_/\/ /_/\/ 2.2 11 1 E2
0= —pr LAV f—|—<mc L) e”)e)‘f . (4.2.34)

2 2r h? 2 Rh2c?
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Setzen wir die Naherungslosung fiir kleine Radien f = Ar'*! ein, dann erhalten wir

V=X m2c?  E* 11
0=— 5 [Ar —i—( e Artt o (4.2.35)

Folglich konvergiert der Fehler der Differentialgleichung fiir » — 0 fiir alle Drehimpulse

gegen 0 und wir konnen die Naherungslosung verwenden.

Als néchstes tiberfithren wir (4.2.34)) in ein System aus zwei Differentialgleichungen erster

Ordnung,
f'=g
D N Y m2c®  I(l+1) E?
/ —v A
=— — 4.2.
g 2 g+ 2r U ( h?2 * 72 et )° I (42.36)

das wir numerisch mittels Runge-Kutta-Verfahren oder alternativ per Runge-Kutta-
Fehlberg-Verfahren (Beschreibung der Verfahren siehe Anhang [C.1]) 16sen. Dabei ver-

wenden wir die Startwerte fir rg

r Arkt
flro)) _ 0 , (4.2.37)
9(ro) A(l+1)rg
wobei 1 hinreichend klein gewéhlt werden muss. Fiir [ # 0 bedeutet das
I(l+1
P L Gt (4.2.38)
‘mﬁ; ~ w2 € ¥{ro)

Dagegen ist die Abschiatzung von fir [ = 0 von der Metrik abhéngig. Verschwindet
v'(0) — A'(0) nicht, dann gilt

V' (ro) — N(ro) m2c?  E? _ o) (o)
— v o 4.2.39
27 > h? mc2t c ( )
Ansonsten gilt in fithrender Ordnung
1
eV~ — pBr?
a
1+ yr?
V' ~=2a0r
N ~2yr (4.2.40)
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und wir erhalten die gendherte Differentialgleichung

mQCQ E2
O%—f”+<a5_7+ 2 —h262a>f s (4241)

die von

f =Ae” + Be™"

m262 E2 %
S )

- 4.2.42
h? h2c2a ( )
allgemein gelost wird. Dies ist fiir kleine Radien genau dann proportional zu r, wenn wir

B = — A setzen. Somit muss fiir den Startwert rq < a gelten.

Jetzt fehlt uns noch eine Methode, mit deren Hilfe wir die gebundenen Zustande finden
konnen. Néhern wir dafiir zuerst die Klein-Gordon-Gleichung (4.2.34)) fiir grofle Radien.
Fiir unsere beiden dueren Metriken (2.3.23) und ([2.3.24) erhalten wir

Ty m2c? T E? 2r,
Oz—f”—rz“[ e (7)) e (145 )]f
2 2

mec E?
%—f”+< < W) ' (4.2.43)

wobei wir die zweite Naherung mit Hilfe der Losung

f(r) =Ae" + Be ™"

m2c? E?

T (4.2.44)

a =

begriinden kénnen. Da gebundene Zusténde normierbar sein miissen, gilt fiir sie A = 0
und |E| < mc?. Hingegen divergieren freie Zusténde fir |E| < mc* mit Ae® und wir
konnen Be™*" vernachlidssigen. Somit ist es theoretisch moglich durch Losen des An-
fangswertproblems fiir verschiedenen Energiewerte gebundene und freie Zustédnde von-
einander zu unterscheiden. Dies ist jedoch kein geeignetes Suchprinzip, da einerseits das
Erraten eines Energieeigenwerts unwahrscheinlich ist und andererseits der Wert nicht

numerisch darstellbar sein muss (der Energiewert kann nichtrational sein). Von daher
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miissen wir anhand des Verhaltens der Wellenfunktion einschatzen kénnen, wie nah wir

einem Energieeigenwert sind.

Nehmen wir dafiir an, wir kennen die Losung der Differentialgleichung fy(r) fiir £ = Ey.
Fiir eine leicht abgednderte Energie F = Fy+ e AE mit € > 0, folgt dann aus (4.2.34]) in

erster Ordnung von e die Differentialgleichung

, V=X, V=X m2c® (1 + 1 EZ _ 2E0AE |,
0=-7"- 2 fr 2 f+<h2 2 R f e R © /
(4.2.45)
Mit dem Ansatz f(r) = (1 + ef.(r)) fo(r) ergibt sich
.21y, vV — )\’ ,  2EAE
0=—c¢ <f€’ + i —=fl+ fi+ rra : (4.2.46)

sofern wir ausnutzen, dass fy die Klein-Gordon-Gleichung fiir Fy erfiillt. Der homogene

Teil der Differentialgleichung l&sst sich mittels Trennung der Variablen l6sen

GA;V
fon=A— (4.2.47)
fo
und mittels Variation der Konstanten erhalten wir die komplette Losung
2EAE [ ., 2w €2
fe/ - K202 /fOe zar f(?
2E\AE N

= f.=— e //fge 3 dr—fg dr . (4.2.48)

Verlangen wir, dass die Startwerte (4.2.37]) weiterhin erfiillt sind, dann folgt fiir den

allgemeinen Fall

£ 2;206?5]// P22 =22 g,

2E0AE 1 o EyAE 1 2B _
. B 2l 2d — ( 2 20+1 C)
o u+3) T T T Rea a3 a+1 Y)
(4.2.49)
dass die beiden Integrale bei 0 beginnen
2B AE | . e’ (1)
= — 202 //fO 7"2 2 7"2) d’l"z fOQ(Tl) d?"l . (4250)
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Betrachten wir nun die Abweichungen fiir grofle Radien. Nehmen wir an fy sei der

Radialteil eines Energieeigenzustands, dann gilt

f o 2E0AE [ / (B + / e—Wdr) 2 4 C]

h2c?
2FEAE (B ro o~ EyAE -,
_ _pLar C| ~— Be“%" . 4.2.51
h2c2? (2@6 2a ) h2c2a © ( )

Solange die Metrik keine Ereignishorizonte aufweist, gilt e”z* > 0 und der innere In-
tegrand ist positiv. Folglich ist B > 0 und je nach Vorzeichen von AE divergiert die
Wellenfunktion in eine andere Richtung. Somit muss ein Zustand immer zwischen ei-
nem Vorzeichenwechsel des divergenten Verhaltens liegen. Damit ist die Differenz der
Nulldurchgénge (Knoten) zwischen den Wellenfunktionen des Energieeigenzustands und
einem energetisch leicht hoheren Zustand ungerade. Weiterhin konnen fiir e — 0 nur wei-
tere Nulldurchgéinge auftreten, sofern fy einen Punkt ry besitzt, fiir den f(rg) = 0 und
f'(ro) = 0 gilt, da der Unterschied der Wellenfunktionen fiir einen beliebigen festen Ra-
dius verschwindet. Die Existenz eines solchen Punktes steht jedoch im Widerspruch zu
unserer Naherungslosung , da aus der Differentialgleichung und ihren Ableitun-
gen f(r) =0V r >rq folgt. Somit unterscheidet sich eine Wellenfunktion fiir (1 — €) Ey
von einer mit einer Energie leicht tiber der Eigenenergie genau um einen Knoten. Ana-
lysieren wir zudem die Korrektur freier Zustdnde, indem wir in der zweiten Zeile von

(4.2.51)) a durch -a ersetzen

2F,AE [ B . E,AFE 5
fe ~ — 07 (_6—20,7" + L + C) ~ 077‘ - C ) (4252)

h2c? 2a 2a NCED
stellen wir fest, dass dies sogar eine hinreichende Bedingung fiir einen Eigenzustand ist.
Denn bei dem linearen Term in r handelt es sich exakt um die erwartete Korrektur einer
Wellenfunktion, die in die gleiche Richtung divergiert. Folglich kénnen wir die Anzahl der
Knoten fiir unterschiedliche Bahndrehimpulse fiir £ = 0 numerisch berechnen und ken-
nen dann die Anzahl der Knoten aller Zustédnde der jeweiligen Drehimpulsquantenzahl.
Danach suchen wir per Intervallmethode nach denen, die uns interessieren (iiblicherweise

die niedrigsten).
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4.2.3. Wahl der Parameter

Um die obigen Matrixgleichungen fiir eine gegebene Metrik zu losen, miissen wir die
finf freien Parameter M, m, 1, v und r, festlegen. Dabei haben die beiden letzteren
im Grenzfall unendlich vieler Basisfunktionen und der Integralberechnung ohne nume-
rischen Fehler keinen Einfluss, da es sich bei (4.2.24)) unabhéngig von v um eine Basis
des Raumes handelt und die Substitution der Variablen den Integralwert un-
abhéngig von 1 nicht verdndert. Realistisch gesehen, konnen wir sowohl aus zeitlichen
als auch rechentechnischen Griinden nur eine endliche Zahl an Basisfunktionen nutzen
und die Integrale nur mit einer endlichen Anzahl von Stiitzpunkten berechnen. Von da-
her miissen wir hier eine Wahl treffen, die im Sinne dessen, was wir berechnen wollen,
moglichst geschickt ist. Ublicherweise interessieren uns bei einem Quantensystem die
niedrigsten Zustande, da sich das System vorwiegend in diesen befindet (ausgenommen
Situationen mit hoher Temperatur). Da wir wissen, dass der Drehimpuls die Energie
erhoht, beschranken wir uns von daher auf [ < 3. Weiterhin verwenden wir fiir die Fest-
legung von v das Ritzsche Variationsverfahren. Dabei wird das Minimum des kleinsten
Eigenwerts in Abhéngigkeit von v fiir eine durch Erfahrungswerte festgelegte Anzahl an

Basisfunktionen gesucht.

Bei der numerischen Integration wird das Integral zwischen zwei Stiitzpunkten mit Hilfe
der Position der Stiitzpunkte und den dortigen Funktionswerten angendhert. Dabei ist
die Ndherung umso besser, desto weniger sich die Funktion auf dem Intervall verdndert.
Somit kann der Fehler dadurch minimiert werden, dass die Stiitzpunkte in Bereichen, in
denen die Funktion entweder schnell variiert oder einen grofien Beitrag zum Integral lie-
fert, moglichst dicht aufeinanderfolgen. Ist der Funktionswert hingegen gering oder das
Verhalten der Funktion monoton, ist es geschickt die Stiitzpunktdichte geringer zu wéh-
len. Da die Wahl der Stiitzpunkte in x festgelegt wird, beeinflusst die Wahl von 7, wo

die Stitzpunkte in r liegen und somit auch wie grof3 der Fehler der numerischen Integra-
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tion fiir eine feste Stiitzpunktanzahl ist. Somit konnen wir durch geschickte Wahl von r
den numerischen Aufwand verringern, um die gewiinschte Genauigkeit zu erhalten. Die
Basisfunktionen besitzen einen exponentiellen Abfall, der fiir hinreichend grofle
r den gesamten Integranden dominieren sollte. Folglich benétigen wir in diesem Bereich
fir die korrekte Integration weniger Stiitzpunkte, da die Funktion monoton und der
Integrand klein ist. Gleichzeitig sinkt die Punktdichte fiir grolere Radien automatisch,
da

dr 9
g = Tsh (1 + tan (x)) (4.2.53)

monoton steigt. Dabei markiert der Punkt tan(xz) = 1 beziehungsweise r = rg; einen
Ubergang des Verhaltens, denn fiir deutlich kleinere Radien ist die Steigung ungefihr
1 und die radialen Stiitzpunkte liegen genauso dicht beieinander wie in x (Ar ~ Ax).
Fiir groflere Werte dominiert hingegen der tan?(z)-Term und die radialen Stiitzpunkte
liegen deutlich weiter auseinander als die in x (Ar ~ tan?(z)Az). Dementsprechend liegt
es nahe, dass das Optimum der Skalierung ungefiahr in der Groéflenordnung des letzten

Maximums des Integranden

A—v

punt (7 (1)) O(r)pra (7(r)) 7 (r)e 2

(4.2.54)

ist (siehe (4.2.29))). Da dies jedoch numerisch sehr aufwindig ist, geben wir uns statt-
dessen damit zufrieden, das Extremum der héchsten auftauchenden Ordnung in r und r

7zu bestimmen. Diese ist

. _oam2 A=V
PR 2mA 2 =27 A5 (4.2.55)

wobei wir von der Entwicklung von 3" abgesehen haben. Wir setzen also die Skalierung

g, auf das Maximum von (4.2.55)), das heifit als Losung der Gleichung (teilweise wird
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noch mit einem Erfahrungswert multipliziert)

0 il [d <r2l+2m+2k+46—27f2e*2")]
dr -

)\/ S - sk) — r—A
=0 = 20 +2m + 2k + 4 — 477 (rg) + (rse) 5 Vr k)r(rsk)e 2 (rsk) (4.2.56)

— T sk

Dies lasst sich analytisch nicht l6sen, ist jedoch numerisch leicht zu berechnen, sodass

wir die Skalierung fiir jedes Integral anpassen koénnen.

Es fehlt noch die Festlegung der beiden Massen. Im betrachteten System gibt es zwei ty-
pische Langenskalen; einerseits die Compton-Wellenldnge des Testteilchens A\, = % und
andererseits die Ausdehnung der Massenverteilung. Gehen wir davon aus, dass die Mas-
senverteilung so dicht ist, dass die Auflenmetrik auch fir Bereiche gilt, in denen ggo nahe
0 ist. Dann handelt es sich bei dieser Skala um den gravitativen Radius rg = 4. Es ist
zu erwarten, dass das System in dem Bereich, in dem diese beiden Skalen ungeféhr gleich
groB sind, ein Ubergangsverhalten aufweist. Ist die Compton-Wellenlinge viel kleiner als
der gravitative Radius, sollte die quantenmechanische Delokalisation des Testteilchens
keine Rolle spielen und das System ein annéhernd nicht-quantenmechanisches Verhalten
aufweisen. Ist sie hingegen viel grofler als der gravitative Radius, kann das Testteilchen
nur schwach gebunden werden, da die Wellenfunktion einen Zustand mit grofler Orts-
unscharfe einnimmt und somit die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an Orten mit hohem
effektiven Potential klein ist. Von daher diirfte die Betrachtung dieses Ubergangsbereichs

am ergiebigsten sein und wir wahlen die Massen so, dass annahernd

GM h
TG = 5 = >\C = —
C mc

he 9

gilt. Somit ist fiir diese Betrachtung nur das Produkt und nicht die Gréfle der einzelnen

Massen relevant, solange unsere semiklassische Naherung giiltig ist und die Annahmen
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der eingesetzten Metrik erfiillt sind. Folglich sollte auch die relative Energie eines Zu-
stands (dividiert durch die Testmasse) fiir zwei Systeme mit gleichem Massenprodukt

niaherungsweise iibereinstimmen.

Fir die Klein-Gordon-Gleichung im gekrimmten Raum (4.2.7)) ist dies sogar exakt der

Fall, da sie durch die Skalierung

M, = aM
m
my, = —
a
E
E,=—
a
r, = ar

r, = ar (4.2.58)

nicht verandert wird, solange sich die Metrikfunktionen ebenfalls mitskalieren. Das heifit
evn(ar) = e¥() und eM(97) = A (gilt dies nicht, kénnen wir auch 7 nicht einfach ska-
lieren, da der Zusammenhang zwischen r und 7 nicht linear ist). Da die Metrik immer
einheitenlos ist, sollte dies durch die zusétzliche Skalierung aller weiterer Langenska-

len oder hoherdimensionalen Groflen immer der Fall sein. Beispielsweise ist dies fiir die

Metriken in Kapitel [2.3]

TS Tsn
1— =]
r T
T Tsn G°B Tsn By
QA I L T el
r * 73 Tn * 3 Tn rd
T Ta _q{_Ta
R2 a?R? R2
2 2 2
e B B (4.2.59)

konsistent moglich. Explizit wird das fiir alle in der Arbeit genutzten Metriken im An-

hang [D] gezeigt.

Folglich miissen wir nur das Produkt Mm und somit eine Masse variieren. Dabei be-

schranken wir uns aufgrund der vorherigen Diskussion auf den Ubergangsbereich mit
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Mm = 1m?%,. Deshalb bestimmen wir im Weiteren die Energiecigenwerte fiir das Pro-
dukt zwischen 0.001m3%,; und 1000m%,. Dabei setzen wir die beiden Skalen und folglich
die beiden Massen ungefdhr auf den numerischen Wert 1, um die Gefahr von Puffer-
iiberldufen zu minimieren. Damit liegen beide Massen im Bereich der Planck-Masse und
die Nutzung von Planck-Einheiten bietet sich an. Da zudem nur das Produkt der Mas-
sen entscheidend ist, konnen wir eine Masse festhalten und wahlen fiir das Programm
M = mp; = 1. Dabei konnen wir nicht erwarten realistische Energieeigenwerte fiir die
gewéhlten Parameter zu erhalten, denn wir nutzen eine semiklassische Naherung, fiir die
das Gravitationsfeld klassisch beschrieben wird. Der gravitative Radius einer Planck-
Masse ist eine Planck-Lange und auf dieser Langenskala darf das Gravitationsfeld nicht
mehr klassisch behandelt werden, da Quantengravitationseffekte relevant werden. Folg-
lich ist die klassisch errechnete Metrik fiir dieses Szenario hochstwahrscheinlich falsch
(sicher konnen wir uns erst sein, sobald wir eine vollsténdige Quantengravitationstheo-
rie besitzen). Weiterhin gehen die von uns genutzten Metrikmodelle , und
(4.0.3]) von einer dominierenden Zentralmasse und einer im Vergleich dazu verschwindend
geringen Testmasse aus. Dies ist jedoch fiir zwei gleich grofle Massen und insbesondere,
wenn die ,, Testmasse“ grofler als die Zentralmasse ist, nicht mehr der Fall, sodass die Né-
herung fiir diese Falle zusammenbricht. Jedoch kénnen wir die gewonnenen Ergebnisse
dank der oben angesprochenen Skalierungseigenschaft der Klein-Gordon-Gleichung auf
ein physikalisches System mit M > m, M > mp; und Mm =~ 1 reskalieren. Fiir solche
Systeme sind unsere Naherungen gerechtfertigt und von daher ist die aus der Numerik
begriindete obige Wahl der Massenparameter unbedenklich. Da jedoch alle erhaltenen
Ergebnisse der Energieeigenwerte reskaliert werden miissen, werden wir die Energie im

Verhéltnis % angeben, denn dieses ist von der Skalierung unabhéngig.

Letztlich bleiben also m im Bereich von 0.001mp; bis 1000mp; und weitere Parameter
aus der Metrik, sofern diese nicht rein von der Masse abhéngen, als freie Parameter tibrig

(beispielsweise B in der pk-Schwarzschildmetrik), die wir in den Ergebnissen systema-
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tisch betrachten miissen.

Fiir die Anfangswertmethode kénnen wir die vorherigen Uberlegungen {ibernehmen. Wir
missen jedoch noch die genutzten Energien festlegen. Wie im vorherigen Unterkapitel
schon angesprochen, liegen die Energien der gebundenen Zustédnde zwischen £ = 0 und
E = mc?. Somit kénnen wir die Energien mittels eines Intervallverfahrens bestimmen.
In der Praxis zeigt sich jedoch, dass meist Energien existieren E > 0, fiir die die An-
zahl der Knoten (ausgenommen von dem bei r = 0) 0 ist. Ist dies der Fall, konnen
wir die untere Grenze unseres Startintervalls erhohen, da wir sicher unter dem Grund-
zustand liegen. Hierfiir nutzen wir das klassische Limit £ = mc? mrin ez, denn unsere
semiklassische Néherung ist nur dann giiltig, wenn wir fiir grofe Massenprodukte na-
herungsweise die klassischen Situation erhalten. Da zudem die Kopplung fiir grofere
Massenprodukte ebenfalls steigt, konnen wir erwarten, dass der Grundzustand iiber die-
sem Limit liegt. Dies kénnen wir sogar noch erweitern, indem wir fir Mm < 0.1m%,,, .
sogar mit £ = 0.99mc? als untere Grenze zu beginnen. Sicherheitshalber muss jedoch
immer tberpriift werden, ob die Zahl der Knoten tatséachlich stimmt. Sobald dies nicht
der Fall ist, halbieren wir die untere Grenze und setzen sie auf 0, falls die Zahl der

Knoten weiterhin ungleich 0 ist.

4.2.4. Ergebnisse

Fir die Berechnung der Energiecigenwerte der Klein-Gordon-Gleichung in gekriimm-
ten Raumen wurden fiir beide im Unterkapitel vorgestellte Methoden Program-
me geschrieben. Der Name des Programms fiir das Matrixdiagonalisationsverfahren ist
»kgenergies“ und fiir das Losen des Anfangswertproblems wurde das Programm , RK-
KleinGordon* geschrieben, das normalerweise ein klassisches Runge-Kutta-Verfahren zur
Bestimmung der Wellenfunktion verwendet. Schligt dieses fehl, wird versucht das Pro-

blem per Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren zu 16sen. Die Beschreibung der Verfahren und
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der Programme ist im Anhang[C] zu finden.

Die beiden Verfahren wurden sowohl fiir Spielzeugmodellmetriken als auch fiir ein skala-
res %—Potential, dessen analytische Losung bekannt ist (siehe [30, Kapitel 1.16]), mitein-
ander verglichen. Trotz recht aufwandiger Optimierungsmafinahmen war das Programm
ykgenergies“ durchgehend langsamer (im Durchschnitt ungefahr um den Faktor 20) und
gleichzeitig fiir das skalare Potential ungenauer. Der relative Unterschied der Grundzu-
standsenergie ist dabei ausnahmslos kleiner als 1072 (meist kleiner als 107 und teilweise
sogar kleiner als 10~%; allgemein ist der Fehler umso grofier desto niher e” an 0 heran
kommt beziehungsweise desto starker das skalare Potential ist), sodass von einer kor-
rekten Implementierung ausgegangen wird. Dies ist auf die schlechte Konvergenz der
Eigenwerte fiir die verwendeten Oszillatorbasisfunktionen (4.2.24]) zuriickzufiihren, de-
ren Nutzung dementsprechend nicht empfohlen werden kann. Vor diesem Hintergrund
wurden die in diesem Unterkapitel vorgestellten Ergebnisse per Runge-Kutta-Verfahren
mit dem Programm ,RKKleinGordon“ berechnet. Die zugehorigen Grafiken wurden,
wie alle Graphen dieses Kapitels, mit der “Graphic Layout Engine” (http://www.gle-
graphics.org/) erstellt. Dabei wurde wenn moéglich die ,smooth“-Funktion verwendet,
die zwischen den errechneten Punkten kubisch interpoliert (teilweise sind die Ubergange
so scharf, dass die Glattung nicht funktioniert, der betreffende Teil der Kurve wird dann
ausgeblendet. In diesem Fall wird die Option nicht genutzt). Die negativen Eigenzustan-

de kénnen durch Spiegelung an der x-Achse gewonnen werden.

Die Energieeigenwerte wurden fiir die Metrikmodelle und berechnet und
die Ergebnisse bestatigen die Aussagen des vorherigen Unterkapitels. Betrachten wir
das Verhaltnis der Bindungsenergie des Grundzustands By = mc? — Ey und der des
klassischen Minimums, stellen wir fest, dass Testteilchen fiir Massenprodukte Mm <
1m?3, unabhéngig von der Metrik kaum gebunden sind. Die exakte Grenze sinkt je kleiner
das absolute Minimum der Metrik wird, sie liegt aber selbst dann noch innerhalb von

zwei Grofenordnungen von 1m%,;, wenn das Minimum sehr klein (kleiner 1072) wird, wie
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anhand der Grafiken .1 und [4.2] fiir das Modell 1 und anhand der Grafiken [4.3] und [4.4]
fiir das Modell 2 zu sehen ist. So liegt das Metrikminimum fiir die Grafik bei

1

s Y 1 _ _
e’ (0) = <1 — T) e (7)) = ¢ Sx6-107% . (4.2.60)

To
Folglich wird beispielsweise fiir die Bindung eines 7’-Mesons eine zentrale Masse von
etwa
m, 1,22 1016 1,22-2,18

~0.1 c_218-10%kg =
mao 1,35 1028 9708

M ~0,1 10 kg ~ 210" kg

(4.2.61)

benétigt, wobei fiir die Rechnung mqo &~ 13522 und mp; &~ 1,22-10°% ~ 2,18-10%kg

c2

genutzt wurde.

Weiterhin zeigen die Grafiken ebenfalls, dass die Energie des Grundzustands fiir grofe
Massenprodukte gegen den klassischen Grenzwert (Fuqss = mc? mrin e?) konvergiert.
Dies beschréankt sich jedoch nicht nur auf den Grundzustand, sondern alle Zustande
konvergieren fiir Mm — oo gegen den klassischen Grenzwert, wie anhand der Grafiken
[4.5] [£.6] [4.7] und [£.9] nachvollzogen werden kann. Dabei ist die Energie des gleichen Zu-
stands fiir die pk-ART durchgehend groflier als fiir die ART, sofern wir Zentralobjekte
mit der gleichen Ausdehnung vergleichen (siehe die Paare und und und .
Das bedeutet die Bindungsenergie ist in der pk-ART geringer als fiir die ART. Dies kann
durch den repulsiven Term der pk-ART (das heifit die Ansammlung der dunklen Ener-
gie im Sterninneren) verstanden werden. Analog zur Eisen-K-a-Linie in [I2] lassen sich
Parameter finden, fiir die die Graphen in gewissen Regionen ahnlich sind. Beispielsweise
ist das Verhalten der Grafiken und .8 fiir kleine Massen éhnlich. Jedoch decken
sie sich nicht fiir Massenprodukte im Bereich 1m%, oder grofer. Somit konnten die bei-
den Theorien durch Vermessung der Massenabhéngigkeit auseinander gehalten werden,

solange die angesetzten inneren Metrikmodelle realistisch sind.

Ein noch deutlicherer Unterschied zwischen der ART und pk-ART tritt beim Vergleich
der Abhingigkeit der Energieeigenwerte vom Ubergangspunkt 7o auf. Wahrend die Ener-
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gien fir das ART Modell (Modell 2 (4.0.2])) monoton steigen (fur ro > r), fallen sie fir
pk-ART Modell (Modell 1) fiir Ubergangsradien nahe des Minimums 7y = i, = ,/%
ab, bilden ein Minimum und steigen dann fiir gréfiere Ubergangsradien an. Dies zeigen

die Grafiken [£.10] 4.1T] und .12} Die Grafik {.10| zeigt dabei, dass fiir pk-ART Parame-

ter nahe dem Minimum das energetische Minimum nahe 0 liegt und somit die beiden
Theorien allein dadurch schlecht unterschieden werden kénnen. Fiir groffiere Werte des
pk-Parameters liegt jedoch ein eindeutiger Unterschied vor (siehe . Weiterhin un-
terscheidet sich der Verlauf der Kurven sehr stark, sodass mit Hilfe weniger Messpunkte

zwischen diesen Szenarien unterschieden werden kann.

Das fiir Modell 1 auftretende Minimum, sollte dabei zumindest fiir groffe Massen
fiir das ry auftreten, fiir das das Minimum des klassischen effektiven Potentials fiir Teil-
chen ohne Drehimpuls V,;; = mc?e?(0) sein Minimum besitzt. Dies ist dquivalent dazu,
dass e an der Stelle r = 0 in Abhéngigkeit von rg minimal wird. Das bedeutet

3B

r B ___Ts"0T27
e’(0,m0) = (1 -—+ ) e *(breries)

d re 3B rsTo
0 =[5+ (o

B
3—7"87’%"‘5

2 _ 3 ___TsT073°
i 2 (37"3 - QTSTO) (1 - + 7B > e 2(r-rsrd+§)
(7’8 — 7“57‘8 + g)

2_3
5 2.4 _15p.3 2 _ 3B2 ___ TsTomoB
 3rsrg — 2rirg — 3 Bry + 6Brsrg — 2(3-rer2s B

- B
2rd (7’8 —rgrd + 5)

o (4.2.62)

dass die realen Nullstellen nahe rq = r,,;, = % des Polynoms fiinften Grades 3r,ry —

2 . .. . .
2riry — BBry + 6Brad — 22 als energetische Minimum fiir grofie Massen in Frage

kommen.
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Grundzustandsenergie fiir rg = 1,651,,,;, und pc = 0,3 im Modell 1

1.0

0.8

I

=

04

0.2 F

0.0

Abbildung 4.1.:

102

Das Verhéltnis der Bindungsenergie des Grundzustands By = mc? — Ej
und der Bindungsenergie des klassischen Grenzwerts B, = mc?> — E, =
mc? <1 — min eg) fiir das Modell 1 (4.0.1). Dabei ist der pk-Art Pa-

rameter B = pc 7’2 = 0,37"? und rg = 1,65r,, = 1,1r,, wobei 7,

das Minimum der nach innen fortgesetzten Auflenmetrik bezeichnet

(rmin =4/ ;)TB;)
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Grundzustandsenergie fiir ry = 2,2r,,;, und pc = 0,3 im Modell 1
1.0 S e .

0.8

=

=

04

0.2 F

0.0 L
102

Abbildung 4.2.: Das Verhéltnis der Bindungsenergie des Grundzustands By = mc? —
Ey und der Bindungsenergie des klassischen Grenzwerts B, = mc® —

E. = mc? (1 — min eg> fiir das Modell 1 (4.0.1]). Dabei ist der pk-Art

r

Parameter B = pc r3 = 0,373 und 79 = 2, 27, & 1, 5r,, wobei 7, das

Minimum der nach innen fortgesetzten Aulenmetrik bezeichnet (7, =

3B
2rs )
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Grundzustandsenergie fiir rp = 1,1r, im Modell 2
1.0 ——r———————————— , —

0.8 4

I
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Abbildung 4.3.: Das Verhéltnis der Bindungsenergie des Grundzustands By = mc® — Ej

und der Bindungsenergie des klassischen Grenzwerts B, = mc?> — E, =

mc? <1 — min eg) fiir das Modell 2 ([4.0.2]) mit dem Ubergangsparameter

o = 1,1’/”5.
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Grundzustandsenergie fiir rp = 1,51, im Modell 2
1.0 —r—————————m e .

0.8

I

=

04

0.2

0.0 L
102

Abbildung 4.4.: Das Verhéltnis der Bindungsenergie des Grundzustands By = mc® — Ej
und der Bindungsenergie des klassischen Grenzwerts B, = mc?> — E, =

mc? <1 — min eg) fiir das Modell 2 ([4.0.2]) mit dem Ubergangsparameter

o = 1,5’/”5.
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Energieeigenwerte fiir rg = 1,65r,,;, und pc=0,3 im Modell 1

1.0

0.8
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Abbildung 4.5.:

101 1 10 102

Die Energie der fiinf niedrigsten Figenzusténde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenpro-
dukts fiir das Modell 1 (4.0.1)). Der pk-Parameter ist B = pc 1% = 0, 3r3
und der Ubergangspunkt wurde auf ry = 1, 657,,;, ~ 1, 17, gelegt, wobei

Tmin das Minimum der nach innen fortgesetzten Aulenmetrik bezeichnet

(rmin =/ ;)TB;)
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Energieeigenwerte fiir ro = 1,91,,,;, und pc=0,4 im Modell 1

1.0

0.8
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Abbildung 4.6.:

101 1 10 102

Die Energie der fiinf niedrigsten Figenzusténde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenpro-
dukts fiir das Modell 1 ([.0.1)). Der pk-Parameter ist B = pc r? = 0,4r?
und der Ubergangspunkt wurde auf ro = 1,97, =~ 1, 5r, gelegt, wobei

Tmin das Minimum der nach innen fortgesetzten Aulenmetrik bezeichnet

(rmin =4/ gT’B;)
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Energieeigenwerte fiir ro = 1,1r, im Modell 2

1.0 ——rr — . ——
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Abbildung 4.7.: Die Energie der fiinf niedrigsten Figenzustéinde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéangigkeit des Massenpro-

dukts fiir das Modell 2 (4.0.2) mit dem Ubergangspunkt o = 1, 1r,.
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Energieeigenwerte fiir ro = 1,26r,,;, und pc=0,3 im Modell 1
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Abbildung 4.8.:

101 1 10 102

Die Energie der fiinf niedrigsten Figenzusténde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenpro-
dukts fiir das Modell 1 (4.0.1)). Der pk-Parameter ist B = pc 1% = 0, 3r3
und der Ubergangspunkt wurde auf ro = 1,267, ~ 0,85r, gelegt,

wobei 7,,;, das Minimum der nach innen fortgesetzten Auflenmetrik be-

zeichnet (7, = ,/g’i ).
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Energieeigenwerte fiir rp = 1,51, im Modell 2

1.0 . ——rr — . ——
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Abbildung 4.9.: Die Energie der fiinf niedrigsten Figenzustéinde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéangigkeit des Massenpro-

dukts fiir das Modell 2 (4.0.2) mit dem Ubergangspunkt o = 1, 5r,.
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Energieeigenwerte fiir Mm = 1m%; und pc= 0,3 im Modell 1
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Abbildung 4.10.: Die Energie der fiinf niedrigsten Eigenzusténde der Klein-Gordon-

Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Ubergang-
punkts 7o fiir das Modell 1 ([#.0.1) mit B = pc r? = 0,3r? und dem
Massenprodukt Mm = 1m%,.
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Energieeigenwerte fiir Mm = 1m%,; und pc= 0,35 im Modell 1

1.0
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Abbildung 4.11.: Die Energie der fiinf niedrigsten Eigenzustéinde der Klein-Gordon-

Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Ubergang-
punkts g fiir das Modell 1 (4.0.1) mit B = pc 73 = 0,35r2 und dem
Massenprodukt Mm = 1m%,.
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Energieeigenwerte fiir Mm = 1m%, im Modell 2
1.0 — S
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To [TS]

Abbildung 4.12.: Die Energie der fiinf niedrigsten Eigenzustéinde der Klein-Gordon-
Gleichung normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Ubergang-
punkts ro fiir das Modell 2 mit dem Massenprodukt Mm = 1mk,
(14.0.2)).
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4.3. Auswertung der Dirac-Gleichung

Analog zum vorherigen Unterkapitel bestimmen wir die gebundenen Zustande der Dirac-
Gleichung fiir verschiedene sphérische symmetrische zeitunabhéngige Metriken.
Erneut werden wir zuerst die Symmetrie ausnutzen, um die Gleichungen soweit wie
moglich zu vereinfachen, diskutieren dann die Aufarbeitung fiir die numerische Imple-
mentierung und die Wahl der Parameter und beenden das Kapitel mit der Diskussion
der Ergebnisse, wobei wir die ART Ergebnisse mit denen von Soffel und Rafelski in

[47, 48] vergleichen.

4.3.1. Sphdrische Symmetrie

Unser Ziel ist, wie schon bei der Klein-Gordon-Gleichung, die Energieeigenwerte fiir
schwarzschildartige Metriken ([2.3.3) zu bestimmen, aber da fiir die Dirac-Gleichung die
neuen y-Matrizen und die Christoffelsymbole berechnet werden miissen, ist die Herlei-
tung viel aufwéndiger. Von daher beginnen wir mit einem isotropen Koordinatensystem,

in dem die Metrik die Form [0, Kapitel 6.2]
ds* =w(p)c*dt* — 5(p) [(dw1>2 + (dx2)2 + (d:pS)Q}

p=(@)? + (22)? + (29)? (43.1)

besitzt, da die rdumlichen Koordinaten in diesem System austauschbar sind und sich
dadurch unsere Rechnungen vereinfachen. In diesem Koordinatensystem kénnen wir die
~v-Matrizen als

Yo =vwWo P =—=5

v =V v = ' (4.3.2)
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wahlen und die Christoffelsymbole sind durch (][5, 25])

o Lo} =
o) 5
lof =L =35

{jj} = 25p Vi#y (4.3.3)

gegeben, wobei wir die Abkiirzungen w = und 6= Verwendet haben.

Setzen wir dies in (4.1.25)) ein, dann erhalten wir [25]

Fo—iilw{%}v +7{06} ] @%sz z'

=1 =1

—~

4.3.4)

und

1 1
1 I 3. (i) .
Iy = \/_70 7+§\/_%am+%§{..}7]
j=1

JF

A

J#Z

) 3.
:45/)%21,3,},3 _ (4.3.5)
—
i

Folglich ist der komplette Parallelverschiebungsterm

1 (o 20\ SN
e, = — [ — + — % 4.3.6

und in diesem Koordinatensystem ist die Dirac-Gleichung

[mwa +ZL) ( ) > oty ] =0 . (4.3.7)
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Durch Vergleich der Linienelemente im isotropen und schwarzschildartigen Koordina-

tensystem
ds* = w(p)c*dt* — §(p) [(dw1)2 + (dx2)2 + (dxs)g]
= w(p)ddt* — §(p) [dp2 + p2d? + p? Sin2(19)2d<p2}

= e’cdt? — erdr? — r?d¥? — r?sin? () dp?

ergeben sich die Zusammenhénge

w=e
"= Vs
@: e 3
dp
und folglich gilt auch

w=rvwVie 2

- 2 A 3

0=—-(e2—-1)02
S (i)
dr DY

ap—d—p . = Ve 29,

(4.3.8)

(4.3.9)

(4.3.10)

Aufgrund der Kovarianz der Dirac-Gleichung behélt der Term 0, seine Form. Alter-

nativ konnen wir dies explizit zeigen

1 1 1 3 1
et Oy = V3—=———0,

1O, =Ap—— Oy — A —=0,) — g —re
Y Ou 70\/5 ’71\/5 P 72\/5p \/gpsul(’ﬁ)
1

v A 1
=~ _560 — A _587,. — A 78 — A~ 78 — ua
Yo€ t — V1€ ’er 9 %’rsin(ﬁ) o =7 Oy

Hingegen gilt fiir den Verschiebungsterm

i Q+275 z?’:xll_} w +275 >3
p\w 0 )& T\ T er)
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wobei wir ausnutzen, dass r und p in die gleiche Richtung zeigen. Dabei sehen wir davon
ab, die y-Matrizen fiir die neuen Koordinaten zu verwenden, sondern wir nutzen die
Matrizen des flachen Raums *, da dies die Gleichung vereinfacht. Eingesetzt erhalten

wir die Dirac-Gleichung fiir schwarschildartige Metriken
{z‘h%eﬁact _Z <ﬁ+ f) — mc} V=0 (4.3.13)
wobei wir die Abkiirzungen
pj = —ihy\/ g1 0;

/
1
= —ih [Zeé + (e’

o[>

=y
i

r

- 1)1 g, (4.3.14)
eingefithrt haben.

Da die Metrik spharisch symmetrisch ist und sich somit der Unterraum der Winkelko-
ordinaten nicht vom flachen Raum unterscheidet, konnen wir erneut auf die dort auftre-
tenden Losungen zuriickgreifen. Zudem muss die Wellenfunktion erneut separierbar sein

und wir wéhlen (analog zu [47, Kapitel 21]) den Ansatz

_% 1 (I)l(ra t)Xﬁ“%@)
r iq)g(r, t)X'L_L,{

U=¢ : (4.3.15)

wobel & als

—(j+1) falls j =1+ 3
o — ( 2) 2 ; (4.3.16)
j+%fallsj:l—%

und die sogenannten Zweierspinoren Y% ,. iiber die Relation

LRy,
Xieyu = SR (4.3.17)

_ Jizptl
\V 212 Yl,u—é

J+u+1
2j+2 Yl,u+%
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in Abhéngigkeit vom Drehimpuls j, seiner Projektion auf die z-Achse p und dem Bahn-
drehimpuls 1 definiert werden [30, Kapitel 9.3]. Die kompliziertere Form der Winkell6-
sung im Vergleich zur Schrodingergleichung oder Klein-Gordon-Gleichung entsteht dabei
durch die in Kapitel [3.3] angesprochene Kopplung von Spin und Bahndrehimpuls und

kann beispielsweise in [30, Kapitel 9.3] nachgeschlagen werden.

Setzen wir das und die Blockform der y-Matrizen im Minkowskiraum (|3.4.53)) ein, er-

halten wir einen Term proportional zu

Lo [0y
G <}3 + I‘) 2X . (4.3.18)
-k

Fir dessen Auswertung nutzen wir die Relationen

(5d) (5b) = b + ic' (d@ x b) (4.3.19)
(FL) xt = — h(r+1) X" (4.3.20)
(FL) x" = (k= 1) X", (4.3.21)
(G€) Xin = — Xhn (4.3.22)
aus [30, Kapitel 9.3]. Folglich erhalten wir
7 (ﬁ 4 f) _ (5223 (ﬁ + f) — (5¢,) (b + T +i5 (2. x 7)) . (4.3.23)

Der Operator p unterscheidet sich nur im radialen Anteil von dem Impulsoperator im

Minkowskiraum, sodass

L=FXp=Fxp (4.3.24)
gilt und wir & <:+ f) mittels
— = = — = ~ s 1 7
o (p + F) = (dée,) (pr + T, + zaL) (4.3.25)
r
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ersetzen konnen. Durch Kiirzen des Winkelanteils erhalten wir dann

, T, —1 1
(1) iho,®y = —ihcrefed l—ie‘g& TR 1 3

+1 e 1—0y +mcze%CI>1
h r r
. T, 1 1 ,
(2) ihd,®y = ihcreded l—z’e—%ar + - s ] e -0 —mcleid, . (4.3.26)
T T

- mit dem Impuls und gleichzeitiges Vorbeiziehen des

Terms e nach rechts am Impuls vorbei, ergibt sich daraus eine recht elegante Form des

Gleichungssystems

Durch Vertauschen des Faktors 1

1ho,® = —ihcoz,,e%&,ey%cb — ihcﬁrozregfcb +mcteifd
r

(4.3.27)
sofern wir den Vektor ¢ = und die Matrizen
Py
0 — 1 0
oy = By (4.3.28)
0 0 —1
definieren [47].
Betrachten wir gebundene Zustéande, konnen wir ® wie folgt ansetzen
. r .
O(r,t) =e'1 FO ige (4.3.29)
9(r)

Umgestellt nach der radialen Ableitung erhalten wir dann die in [47] angegebene Form

der Dirac-Gleichung fiir gebundene Zustédnde in einer schwarschildartigen Metrik

d -2 me 4 Eo-3
y A 2 T e he / . (4.3.30)
Y e v g

4.3.2. Numerisches Losungsverfahren und Startwerte

Da das Matrixdiagonalisationsverfahren fiir die Klein-Gordon-Gleichung wenig erfolg-

reich war, beschrianken wir uns fiir die Dirac-Gleichung auf die Beschreibung als An-
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fangswertproblem. Dafiir entkoppeln wir zuerst die Dirac-Gleichung, indem wir die obe-
re Gleichung nach g umstellen, ableiten und dann die beiden Ausdriicke in die untere

Gleichung einsetzen

) A K
e 2+ =
:{;c | ) (4.3.31)
T R 2
[ S b -5 BV, feitt
g = @‘FEQ_% 2h06 ’ mc E _-% 2
h he (T—FFCB 2)

A
A\ Eu’e—% k(kez +1 EV’Hefg 2.2 E2
=0 :f//_'_ <_ 4 2hc - ) I [ ( 5 ) _ ZHCTE _% + (mh; o h26261/> e e
(4.3.32)

um ein Gleichung fiir f zu erhalten. Analog erhalten wir eine Gleichung fiir g durch

Umstellen der unteren und Einsetzen in die obere Gleichung

ge 2 —"%g
== (4.3.33)
T RC ?
gt oty sy B g
- mc E _-Z v 2
TR 2he (me — Ee-t)

! v A ! v
N\ Ev —3 k(kez —1 Bv's % m2c2 B2
=0 :g// . ( + 2hc ) g/ - [ ( : ) o 2her — % + h2 . h202 e—u 6% e

(4.3.34)

Beginnen wir wieder damit unsere Startwerte zu berechnen, indem wir die Dirac-Gleichung
nahe des Ursprungs 16sen. Da die Herleitung aufwéndiger ist als die entsprechende der
Klein-Gordon-Gleichung, verweisen wir hierfiir auf den Anhang [E| und geben hier nur

das Ergebnis an

r*l{
me B k<0
__h hevo .—k+1
f —1 |
~ A o ) (4.3.35)
g T Theva Al
2k+1
k>0
,r‘IQ
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Betrachten wir zudem abermals die Ndherungslosungen der AuBenmetriken ((|2.3.23)

und ([2.3.24))) fiir groBe Radien. In fithrender Ordnung sind die Metrikterme

Ts
~ 3 (4.3.36)

und daraus folgt fiir die entkoppelten Gleichungen

r Er 1 m?2 E?
0= f" (S S) L (m-_
F 2 + 2mc? +2F ) r? h2cz2  h2c2 /

ET g/ m2 E2
0= o (H_s)_ mo B , 4.3.37
g+ 2 2mc? —2F) r? h2cz2 h2c? g ( )

Vernachlassigen wir die Terme proportional zur ersten Ableitung (durch die Loésung
gerechtfertigt), dann ergibt sich wie schon bei der Klein-Gordon-Gleichung entweder ein

exponentieller Anstieg oder Abfall

f(r) = Ae” + Be "

g(r) = Ce + De™ "

Im?2c? E?

Setzen wir (4.3.38]) in (4.3.30)) ein, erhalten wir die entsprechenden Néaherungslosungen.

Filr freie Zustande sind sie

mec2 — F
~ | ——— Ae™" 4.3.39
g(r) g ( )

und fiir gebundene Zusténde ergibt sich

mc?2 — F
~— ———Ae™ 4.3.4
or) =y e (4.3.40)

Folglich kénnen erneut nur fiir |E| < mc? gebundene Zustinde auftreten, da diese nor-

mierbar sind. Weiterhin zeigen (4.3.39)) und (4.3.40)), dass fiir | E| < mc? f und g entweder

98



in die selbe Richtung divergieren oder aus unterschiedlichen Richtungen gegen 0 konver-

gieren.

Im Anhang[F]wird gezeigt, dass die freien Zustande der Dirac-Gleichung fiir grofe Radien
in unterschiedliche Richtungen divergieren, wenn zwischen ihren Energien ein Figenzu-
stand liegt. Zudem wird hergeleitet, dass f den letzten Knoten besitzt, wenn die Energie
iiber der des Eigenzustands liegt, wohingegen fiir geringere Energien g den letzten Kno-
ten aufweist. Analog zur Klein-Gordon-Gleichung verbieten und das
Auftreten eines Orts, an dem die jeweilige Funktion und ihre Ableitung verschwindet.
Jedoch sind die Gleichungen nicht giiltig, wenn die beiden Vorfaktoren des Ableitungs-
terms und des Funktionsterms divergieren, das heifit fiir me®> + Ee~% = 0. Beschréinken
wir uns nun auf positive Energien, da die Dirac-Gleichung fir die Transforma-
tion £ — —FE, kK - —x und f <> g in sich selbst tibergeht. Dann kann f keine solche
Stelle besitzen und folglich gilt analog zur Klein-Gordon-Gleichung, dass f fiir eine Ener-
gie direkt iiber dem Eigenzustand einen Knoten mehr besitzt als fiir den Eigenzustand

selbst. Da zudem die Losungen der Differentialgleichungen

K| a
2

f = i|re f (4.3.41)

keine Nullstellen besitzen, solange e2 nicht divergiert, kann ein Vorzeichenwechsel von

f nur dann stattfinden, wenn (% + %6_%) e? gf < 0 gilt. Fir positive Energien ist
das analog zu fg < 0. Folglich kann g maximal eine Nullstelle weniger als f besitzen
(fiir f(e) - g(e) < O sonst keine). Analog kann g nur dann sein Vorzeichen wechseln,
wenn (% — %6_%) e%fg < 0 ist. Dies bedeutet, dass fiir £ = 0 weder f noch g einen
Knoten besitzen, sofern f(e) - g(€) > 0 ist. Starten sie hingegen mit unterschiedlichem
Vorzeichen hat eine der beiden Funktionen einen Knoten, da sie fiir grofe Radien in
die gleiche Richtung divergieren (vorausgesetzt es handelt sich um keinen gebundenen
Zustand). Anhand der Ndherungslosung sehen wir, dass fiir kleine Radien und
k < 0 f betragsmaflig grofler als g ist und fiir k > 0 g grofler als f. Dieser Unterschied wird

jeweils noch durch die Differentialgleichung verstarkt, sodass fir £ = 0 g den Knoten
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fir Kk < 0 und f ihn fiir kK > 0 besitzt. Das bedeutet, dass fiir positive Energien f fiir
den Grundzustand (beziehungsweise fiir den niedrigsten Zustand dieses Drehimpulses)
keinen Knoten besitzt und der n-te angeregte Zustand exakt n Knoten besitzt. Wie schon
bei Klein-Gordon wird jeder Zustand durch seinen Drehimpuls und die Zahl der radialen
Knoten eindeutig identifiziert und in Anlehnung an das Wasserstoffatom nutzen wir die
Anzahl aller Knoten plus eins als Hauptquantenzahl (das heifit n = n, + 1+ 1, wobei n,
die Anzahl radialer Knoten ist). Zusétzlich geben wir noch die Gesamtdrehimpuls- und

die Bahndrehimpulsquantenzahl an, um den Zustand eindeutig zu identifizieren.

Somit konnen wir die Energieeigenwerte der Dirac-Gleichung analog zur Klein-Gordon-
Gleichung bestimmen, indem wir die Wellenfunktion fiir zwei verschiedene Energiewerte
mittels Runge-Kutta-Verfahren simulieren (alternativ Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren)
und die Anzahl der Knoten von f zu zdhlen (negative Energien werden aufgrund der
Symmetrie nicht betrachtet). Danach wird das Intervall solange verkleinert, bis wir zwei
Werte mit der gewiinschten Anzahl an Knoten gefunden haben. Dabei wird jede Energie
und die zugehorige Anzahl der Knoten gespeichert, damit wir fiir hohere Zustédnde direkt
mit einem kleineren Intervall beginnen konnen. Danach verkleinern wir mittels eines
exponentiellen Bisektionsverfahrens (Minimierung des relativen Fehlers) das Intervall
solange, bis der relative Unterschied der beiden Grenzen nur noch 1.0 - 107° ist. Die

weiteren Details des Programms sind im Anhang [C] zu finden.

Alternative Methoden zu der hier vorgestellten kénnen in der Literatur gefunden werden

(beispielsweise [48, [50]).

4.3.3. Wahl der Parameter

Die freien Parameter fiir das im vorherigen Unterkapitel vorgestellte Verfahren sind M,
m, x und die beiden Grenzen des Anfangsenergieintervalls. Analog zur Klein-Gordon-

Gleichung wollen wir wieder die niedrigsten Zustdnde bestimmen und kénnen deshalb x
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auf Werte fiir kleine Bahndrehimpulse beschréanken. Fiir die tiblichen Rechnungen wéahlen
wir —3 < Kk < 3, da sich gezeigt hat, dass der 3d 3 Zustand héufig zu den niedrigsten fiinf
zahlt. Die typischen Léngenskalen der Dirac-Gleichung sind analog zur Klein-Gordon-
Gleichung die Compton-Wellenldnge des Teilchens und der gravitative Radius. Zudem
bleibt auch die Dirac-Gleichung fiir die Skalierung unverandert. Insofern ist
erneut nur das Produkt der Massen relevant. Jedoch schranken wir den Bereich des
Produktes, fiir den wir die Energieeigenwerte berechnen, nun auf 0,05m%, bis 1000m%,
ein, da die Energiecigenwerte fiir Klein-Gordon im Bereich 0,001m%,; bis 0,05m%, fiir

fast alle Szenarien innerhalb der numerischen Genauigkeit mc? sind.

4.3.4. Ergebnisse

Wir beginnen mit der Reproduktion der Ergebnisse von [47, Fig. 21.1] zum Test des
selbst geschrieben Programms ,,RKDirac®. Da die Simulationsparameter weder im Buch
[47] noch in [48] angegeben sind, wurde auch fiir diese Félle eine systematische Studie
durchgefiihrt. Von den errechneten Werten zeigen die beiden Graphen fiir das Produkt
Mm = 1m?%,, die beste Ubereinstimmung. Die zugehérigen Graphen Abbildung[4.13Jund
Abbildung zeigen die errechneten positiven Energiewerte fiir die fiinf niedrigsten
Zustéinde. Dabei wurden die Grafiken auf die gleiche Art wie bei der Klein-Gordon-
Gleichung erstellt, sodass das Verfahren dort (Kapitel nachgelesen werden kann.
Die negativen Eigenzustinde kénnen erneut durch Spiegelung an der x-Achse gewonnen

werden.

Auch fiir die Dirac-Gleichung sind die Zusténde fiir Massenprodukte kleine 0, 1m%, in fast
allen Szenarien ungebunden und die Ergebnisse des dritten Modells reihen sich
dabei nahtlos ein. Die Grafik [4.15]zeigt die Bindungsenergie des Grundzustands normiert
auf die des klassischen Grenzwerts in Abhéngigkeit des Massenprodukts. Die innere

Metrik geht bei 1o = 1,3r in die duflere Metrik iiber und der qualitative Verlauf der
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Abhéangigkeit ist analog zu dem fiir die anderen Modelle bei der Klein-Gordon-Gleichung,
wie am Beispiel der Abbildung zu sehen ist (Fir die anderen beiden Modelle gilt
dies ebenfalls weiterhin. Beispielsweise zeigt die Grafik das Verhalten fiir Modell
1 fir ry &~ 0.8r, und B = 0.3r3.). Vergleichen wir die Massenabhéngigkeit der
kleinsten Energiewerte fiir die Dirac-Gleichung mit denen der Klein-Gordon-Gleichung
fiir die gleichen Parameter féllt auf, dass der qualitative Verlauf tibereinstimmt, aber die
Diraczustande etwas schwécher gebunden sind (siehe dafiir die Abbildungen und
und und im direkten Vergleich). In Anbetracht der hoheren Drehimpulsbarriere

ist dies jedoch wenig verwunderlich.

Zudem ist die Bindung fiir Modell 3 (4.0.3)) fiir gleich grofie Objekte starker als in Modell
1 (4.0.1)), aber schwécher als in Modell 2 (4.0.2)), wie der Vergleich der drei Grafiken |4.17}

und zeigt.

Diese Ubereinstimmung lisst sich auch fiir die Energien in Abhéangigkeit des Ubergangs-
punkts betrachten, so zeigt der energetische Verlauf der Grafiken [4.20] und [.10] grofe
Ahnlichkeiten. Dies gilt ebenfalls fiir das zweite Modell fiir die Abbildungen m
und [4.12] Die Ergebnisse fiir Modell 3 (siehe Grafik zeigen erneut ein Verhalten,

dass wir bei den anderen beiden Modellen noch nicht beobachten konnten. Fiir kleine
Radien steigt die Energie massiv mit dem Ubergangsradius an, um dann langsam in eine
Sattigungskurve tiberzugehen. Dies ldsst sich dadurch erklaren, dass die innere Metrik
konstant ist und somit der Verlauf somit in engen Zusammenhang mit 1 — :—O steht,

dessen Steigung in Abhéngigkeit von 7o mit r fillt.
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Energieeigenwerte fiir Mm = 1m%, im Modell 2

1~0 T T T T T T T
— 1s1 2s1
I 2 2
— Qp% 3d%
0.8 F——
2p%
0.6
E_
mec?2
0.4
0.2
00 1 1 L 1 L 1 L 1 L
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

To [rs}

Abbildung 4.13.: Die fiinf niedrigsten Energieeigenwerte der Dirac-Gleichung in Abhén-
gigkeit von der Ausdehnung des Zentralobjekt rq fiir das Metrikmodell

2 (032
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Energieeigenwerte fir Mm = 1m%,; im Modell 3

1~0 T T T T T T T
— 1s1 2s1
I 2 2
— Qp% — 3d%
0.8 F——
2p%
0.6
E_
mec?2
0.4
0.2
00 1 1 L 1 L 1 L 1 L
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

To [rs}

Abbildung 4.14.: Die fiinf niedrigsten Energieeigenwerte der Dirac-Gleichung im Scha-
lenmodell (Modell 3 (4.0.3)) in Abhéngigkeit von der Ausdehnung des
Zentralobjekt rq.
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0.8

0.6

=
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0.4
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Grundzustandsenergie fiir rp = 1,3r, im Modell 3

10—1 1 10 102
Mm[m%z]

Abbildung 4.15.: Die Bindungsenergie des Grundzustands der Dirac-Gleichung im Scha-

lenmodell (Modell 3 (4.0.3)) in Abhéngigkeit des Massenprodukts fiir
ro = 1,3rs normiert auf die Bindungsenergie des klassischen Grenz-

. 14
werts B, = mc? — E. = mc? (1 — m1ne2>.
T
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Grundzustandsenergie fir ry = 1,2r,,;, und pc = 0,3 im Modell 1

1.0

0.8

0.6

I

=

0.4

0.2

0.0

10 102
Mm[m%z]

Abbildung 4.16.: Die Bindungsenergie des Grundzustands der Dirac-Gleichung im Mo-

dell 1 (4.0.1) in Abhéngigkeit des Massenprodukts fir ro = 1, 27, =
0,8rs und B = pc r3 = 0,3r? normiert auf die Bindungsenergie des

. . v
klassischen Grenzwerts B, = mc? — E, = mc? (1 — min 62).
T
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Energieeigenwerte fiir rg = 1,651,,;, und pc = 0,3 im Modell 1

1.0 T -. :
— 181 2S;
2 2
e Qp% Bd%
0.8 - _
2p%
0.6
B
mc?
04
0.2 _
00 1 1 N N N P | N N N PR
101 1 10 102
2
Mm[mpz]

Abbildung 4.17.: Die Energie der finf niedrigsten Eigenzustédnde der Dirac-Gleichung
normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenprodukts fiir

das Modell 1 (4.0.1)) mit dem Ubergangspunkt ro = 1,657, ~ 1, 1r,
fir B = pcr? =0,3r3.
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Energieeigenwerte fiir ro = 1,1r, im Modell 2

1.0 — —
— 1s:1 281
2 2
E— Qp% Sd%
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Qp%
0.6 _
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mec?2
04 i
0.2 _
00 1 " " " MR | " " " IR | " " " PR
101 1 10 102

Abbildung 4.18.: Die Energie der fiinf niedrigsten Eigenzustiande der Dirac-Gleichung
normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenprodukts fiir

das Modell 2 (#.0.2) mit dem Ubergangspunkt o = 1, 17.
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Energieeigenwerte fiir rp = 1,1r, im Modell 3

1.0 T — —
— 1s:1 281
2 2
E— Qp% Sd%
0.8 - _
2p%
0.6 _
B
mec?2
04 i
0.2 _
00 1 " " MR | " " " IR | " " " PR
101 1 10 102

Abbildung 4.19.: Die Energie der fiinf niedrigsten Eigenzustiande der Dirac-Gleichung
normiert auf die Testmasse in Abhéngigkeit des Massenprodukts fiir

das Modell 3 (#.0.3) mit dem Ubergangspunkt ry = 1, 3r,.
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Energieeigenwerte fir Mm = 1m%; und pc = 0,3 im Modell 1

1.0

0.8

0.6

mec?2

0.4

0.2

0.0

1 . 1 . 1 . 1 L2 1
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0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

To [TS]

Abbildung 4.20.: Die Energie der finf niedrigsten Eigenzusténde der Dirac-Gleichung

normiert auf die Testmasse in Abhéangigkeit des Ubergangpunkts r fiir
das Modell 1 (4.0.1)) mit B = pc 3 = 0, 3r? und dem Massenprodukt

Mm = 1m3,.
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5. Quantenfeldtheorie und

Vakuumfluktuationen

In diesem Kapitel untersuchen wir Vakuumfluktuationen in gekriimmten Raumen in An-
wesenheit von Materie und leiten ein simples qualitatives Modell der Vakuumfluktuati-
onsdichte in Abhangigkeit der Massendichte her, um die in [I3] vorgestellten Ergebnisse
fiir Neutronensterne in der pk-ART gegebenenfalls zu verfeinern. Dafiir beginnen wir
mit einer kurzen Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie fiir spinlose Bosonen im flachen
und diskutieren danach die grundlegenden Anpassungen fiir den gekriimmten Raum.
Im Anschluss skizzieren wir die Renormalisierung des Erwartungswerts des zweidimen-
sionalen Energie-Impuls-Tensors, formen das Ergebnis fiir unsere Bediirfnisse um und
beenden das Kapitel mit der Entwicklung des Modells. Dabei konnen die Grundlagen in
[T, 18, [51] nachgeschlagen werden.

5.1. Quantenfeldtheorie in flachen Raumen

Wie wir in Kapitel gesehen haben, konnen wir die relativistischen Wellengleichungen
nicht als Einteilchenwellenfunktionen interpretieren. Andererseits ist es zumindest fiir
die Energieeigenfunktionen moglich, einzelne Teilchen und ihre Eigenschaften zu messen,

sodass vom klassischen Standpunkt her ein Widerspruch entsteht, da wir die Funktion
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U weder als Welle noch als Teilchen interpretieren konnen. Diesen Widerspruch kénnen
wir durch eine zweite Quantisierung auflosen, wenn wir an Stelle der Koordinaten eines

Teilchens die kontinuierliche Wellenfunktion ¥ quantisieren.

Wir kénnten den in Kapitel [3.2] gewahlten anschaulichen Weg zur Identifikation der
Operatoren und Gleichungen fiir Felder wiederholen. Dies ist jedoch nicht nétig, da
wir die dortigen Ergebnisse ebenfalls durch das deutlich einfachere Postulat herleiten
kénnen, dass die Poissonklammer der klassischen Mechanik (siehe [35, Kapitel 6]) fur die

Operatoren quantenmechanischer Systeme in den Kommutator gemafl der Vorschrift

{f.9} = —; /.4] (5.1.1)

iibergeht. Weiterhin kann eine klassische Feldgleichung aus dem Grenzwert eines dis-
kreten Systems gewonnen werden (siche [52 Kapitel 13]), sodass wir diese Quantisie-
rungsvorschrift ebenfalls fiir Felder verwenden kénnen. Dabei iibernimmt die Feldstarke
an einem bestimmten Raumzeitpunkt die Rolle der Koordinate eines Teilchens und die
zum Impuls dquivalente Grofle ist die zugehorige Impulsdichte, die durch Ableitung der
Lagrangedichte .Z des Systems gewonnen werden kann [I, [52]:

0L (U (zM), 8,V (zH))
9 (0V;)

mi(zh) =

(5.1.2)

Da jedoch die quantenmechanischen Felder nicht die Einheit eines Ortes haben, miiss-
ten wir diese hier anpassen. Dies umgehen wir, indem wir fiir die Herleitungen dieses
Kapitels die natiirlichen Einheiten (h = ¢ = 1) benutzen. Somit sind die Quantisierungs-

bedingungen fiir Felder

(77 (&), U (&, 1)] = —i00° (7 - &) . (5.1.3)
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Zudem erhalten wir mit dieser Vorschrift ebenfalls die zeitliche Anderung der Operato-

ren, sofern wir das Heisenberg-Bild benutzen

A,

=i [H \I/k]
‘Z? —i[fm] (5.1.4)

Dabei kénnen wir den Hamiltonoperator durch Integration des Hamiltondichteopera-
tors S = Too berechnen, den wir zusammen mit dem restlichen Energie-Impuls-Tensor
des Feldes durch Betrachten einer infinitesimalen Koordinatenverschiebung erhalten [T

Kapitel 11]:

R R 0.2  0v,
Tw=—0uwZ + G — . 5.1.5
© 9u m Ek: (3 (aa\l’k) axy) ( )

Beschrénken wir uns im Weiteren auf skalare (spinlose) Felder, dann bendétigen wir
eine Lagrangedichte, deren Lagrange-Gleichung die Klein-Gordon-Gleichung (3.4.15)) ist.
Hierftir wird in der Literatur tiblicherweise (siehe [T}, [18])

1,000,

verwendet. Somit ist der zum Feld zugehorige Impuls die Ableitung der Wellenfunktion

X7
T 9(00) 020 (5.17)

und der Energie-Impuls-Tensor ist durch

L 2L 2 U1 L

T — o _ - 4 = 22 1.
S T T X L P W + 9wt (5.1.8)
oV 1, L0Uov

gegeben.

Wie schon in Kapitel |4 konnen wir das Feld in eine Basis des Raums entwickeln. Nutzen

wir dafiir die Basis der ebenen Wellen, die die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen, dann
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erhalten wir fir das quantisierte Feld ([I])

U (7,1) :/dgl€ [
\/ 27T 32wk

_/d3 F) fr (@) +al (k) f7 (@] (5.1.10)

a (];) eil_c‘ffiwkt Lt (E) efil_c‘eriwkt}

wobei die Abkiirzungen

Y/
fr () S (5.1.11)

(27)° 2wy,
verwendet wurden. Die Entwicklungkoeffizienten wurden durch hermitesche Operatoren
ersetzt, damit das Feld hermitesch und damit eine reale Messgrofie ist. Drehen wir die

Entwicklung um, dann erhalten wir

a (k) = /(f»( )%\f 8f,§a(tx~)@) Pr . (5.1.12)

Dies lasst sich mit Hilfe des Pseudoskalarprodukts

(U, 0y) = —z‘/[\Iflﬁt\D; (8,9, U] dPx (5.1.13)
vereinfachen zu

a(k)=(vf;) - (5.1.14)

Nutzen wir dies und (5.1.3]), dann folgt daraus

a(F).at (B)] = [ [ dady {f; @) i () [00F (@) . 000 ()]
— (0S5 (=) foo (v") |9 (@), 000 ()]
— f3 @) (Oufr (") 000 (), W ()]
+ (07 @) (0ufi (0) [000 (), 000 (y)] }
=i [ @ {fp ") aufp @)~ [ )] S (2]
= (fo fz) = 8* (K — k) (5.1.15)
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und analog erhalten wir
@ (k).a (k)] =0
af (F),af (F)] =0 . (5.1.16)

Setzen wir zudem das entwickelte Feld in den Hamiltonoperator ein, dann ergibt sich

H = / Hdr =3 / / / 16d3kd:]::uk'{ (_wkwk/ ~ 2 ki +m2)
J

[& (E) a (@) i (FHR ) F—i(wptwp)t 4 ot (]g) af (g) 6i(§+l€’)f+i(wk+wk,)t]
(wkwk/ + Z k; k" +m ) {& (E) al (E’) ol (F—F ) E—i(wp—wp )t

= [ @k [al (F)a (F) +a (F)a' (F)] (5.1.17)

Somit ist der Hamiltonoperator das Integral iiber die Hamiltonoperatoren der einzelnen

Moden

iy = g [t (F)a (F) +a (F)al ()] (5.118)
Dies entspricht dem Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators
fir die Schrodinger-Gleichung (|29, Kapitel 7]). Zudem erfiillen die Koeffizientenope-
ratoren a (/;) und af (l;) dieselben Vertauschungsrelation, wie die dort auftretenden
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, sofern wir von der auf kontinuierliche Varia-
blen angepassten Normierung absehen. Diese Analogie ldsst sich noch vertiefen, sofern
wir den k-Raum durch periodische Randbedingungen oder das Zerlegen in Volumen-

zellen diskretisieren (siche [I, Kapitel 12] oder [I8, Kapitel 2]). Dann erhalten wir die

Vertauschungsrelationen

i 05
ot ]
Lal]=o0 (5.1.19)
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und den Hamiltonoperator
. N 1 B
A=Y A=Y ju (2atag +1) (5.1.20)

Der Operator N = afa misst beim harmonischen Oszillator die Anzahl der Anregun-
gen (Phononen) und besitzt von daher nur natiirliche Eigenwerte. Folglich gilt dies hier
ebenfalls, nur dass der Operator nicht die Phononen, sondern die Anzahl der Teilchen
des spinlosen Feldes misst (beispielsweise 7°-Mesonen [9]). Dies bedeutet, dass die Ener-
gieeigenzustande durch direkte Produkte der Eigenzustande der Anzahloperatoren N
gegeben sind. Diese Zustiande werden in normierter Form die Fockzustdnde genannt und
fiir eine abzahlbare Anzahl an Moden in der Form ’n,;l, N,y > geschrieben. Dabei ist
die Energie jeder einzelnen Mode minimal, wenn wir uns in einem Eigenzustand befin-
den, fiir den ng = 0 gilt. Somit ist der Zustand, fiir den N;|0) = 0 fiir alle k gilt, der
jeweilige mit der geringsten Energie und beschreibt das Vakuum. Dies bedeutet jedoch,
dass die Energie des Vakuums divergiert, denn es gilt

oy =3 ;wk 0 . (5.1.21)

—

Solange wir alle Gravitationseffekte ignorieren, konnen wir dieses Problem durch Strei-
chen des divergenten Terms losen, da fiir die anderen drei grundsétzlichen Wechselwir-
kungen nur Energieunterschiede von Belang sind. Alternativ fithren wir die Normal-
ordnung ein, die besagt, dass wir ein Produkt aus Erzeugungs- (a') und Vernichtungs-
operatoren (@) so umordnen miissen, dass alle Vernichtungsoperatoren rechts von den
Erzeugungsoperatoren stehen. Unabhéngig davon, welche Methode wir fiir die Beseiti-

gung der Unendlichkeit wahlen, nennen wir diesen Vorgang Renormalisierung.

Analog konnten wir weitere Felder quantisieren und Wechselwirkungen in die Theorie
einbauen. Da wir jedoch in dieser Arbeit semiklassische Gravitationseffekte betrachten
wollen, kénnen wir diese Renormalisierungsmethode nicht nutzen und wir verweisen fiir
eine tiefere Einfithrung in die Quantenfeldtheorie in flachen Raumen auf die Literatur

(beispielsweise [1]).
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5.2. Quantenfeldtheorie in gekriimmten Raumen

Da wir uns im gekriitmmten Raum ebenfalls auf spinlose Felder beschrianken, beginnen
wir mit der Herleitung der zur Klein-Gordon-Gleichung zugehorigen Lagrange-
dichte. In Kapitel [d haben wir die Wellengleichungen durch die Nutzung des angepassten
Impulsoperators erhalten. Dies sollte hier ebenfalls gelten und von daher erset-
zen wir die Ableitungen in ebenfalls durch die entsprechende ko- beziehungsweise

kontravariante Ableitung. Wir erhalten somit

g1 (DY) (D"W) — m* |

>
[ oovew
- [gu o —m \4 . (5.2.1)

Diese Lagrangedichte fiihrt in der Tat auf die korrekte Wellengleichung, wenn wir be-
achten, dass wir die partielle Ableitung in der Lagrange-Gleichung ebenfalls durch eine
kovariante Ableitung ersetzen miissen, da das Integralmaf fir die Berechnung der Wir-

kung
S = /zd“x = /.,2”\/—gd4f (5.2.2)
noch beachtet werden muss. Alternativ konnen wir wie in [I8, Kapitel 3] das Integral-

maf in die Definition der Lagrangedichte aufnehmen und die Wellengleichung durch die

Lagrange-Gleichung des flachen Raums bestimmen. Das heifit wir verwenden

- 1 ov OV
= /= - gl
< 9Z 2 g [g oxt Oxv

sofern wir, wie in den vorherigen Kapiteln schon implizit angenommen, von einer mini-

— mQ\II] : (5.2.3)

malen Kopplung des Skalarfeldes an das Gravitationsfeld ausgehen (denn theoretisch ist

noch eine Kopplung des Feldes an den Krimmungsskalar moglich [I8, Kapitel 3]).

Passen wir zudem das Pseudoskalarprodukt (5.1.13) ebenfalls auf den gekriimmten
Raum an. Dieses ist [18, Kapitel 3]

(W1, 02) = =i [ (010,05 — (8,9) W3] V=g | (5.2.4)

%
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wobei der zu integrierende Raum > orthogonal zum in die Zukunft gerichteten Nor-
malenvektor n* des Beobachters sein muss. Das heifit dX* = n*d¥ (eine tiefergehende
Erklarung kann in [5, Kapitel 7] gefunden werden). Verschwinden die Metrikkomponen-

ten g% erhalten wir bis auf das Integralmaf wieder die Form des flachen Raums

(W, Wy) = — Z/ (010,05 — (0,0,) US| \/—gvdV

- / (00,05 — (0,0, WE] o . (5.2.5)

Damit kénnen wir fiir jeden Beobachter die Entwicklung in Moden (5.1.10)) ebenfalls
durchfiihren, indem wir eine orthonormale Basis suchen. Benutzen wir der Einfachheit
halber periodische Randbedingungen, haben wir eine abziahlbare Anzahl an Moden und

die Bedingungen fiir die Basis u;(x) sind

(uj,up) =0 . (5.2.6)

Daraus folgt die Entwicklung des Feldoperators

W =" [au(x) + aluj(x)] (5.2.7)
J
Weiterhin kénnen wir die Kommutationsrelationen (5.1.19)) und die Entwicklung des Ha-

miltonoperators ebenfalls ibernehmen und wir definieren von daher wieder das Vakuum

a;[‘aj |0) =0V j (oder dquivalent a;|0) = 0).

Nehmen wir an, ein zweiter Beobachter entwickelt den Feldoperator ebenfalls, nutzt
dabei aber eine andere Basis u;, die ebenfalls die Bedingungen ({5.2.6|) erfiillt. Dann
gilt

=3 (a;1(x) + alus(z)] . (5.2.8)
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Zudem konnen wir die beiden Basen ineinander entwickeln. Wir setzen an

fbj = Z [Oéjkuk + ﬁjku};] . (529)
k

Um die Beziehung umzudrehen, bilden wir die Pseudoskalarprodukte
(s 1) = 3 [ (W, ) + B (i, )| = @y,
k

(um7 ﬂ;) = zk: [ajk‘ (um’ ul:) + Bjk (um7 uk)] = _Bjm (5'2‘10)

und erhalten so
uy = Y gy — Biyiiy]
k
= (aja um)

Setzen wir dies in (5.1.14]) ein, kénnen wir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

zueinander in Beziehung setzten. Wir erhalten
a; = (U,u5) = [ak (e, uy) + af (a7, uy)]
k

= Zk: (o + a7, (5.2.12)

und analog ergibt sich

A

i; = Zk: (afpn — Bntl) - (5.2.13)
Dies hat zur Folge, dass die beiden Beobachter fiir 5, # 0 nicht darin {ibereinstimmen,
welcher Zustand das Vakuum beschreibt, denn der zweite Beobachter definiert sein Va-
kuum geméf a}fzj )(_)> = 0 und der Erwartungswert der Teilchenzahl einer bestimmten

Mode in diesem Zustand fur den ersten Beobachter ist
(0| &;]0) = (0 0) = > (0] (af 0, + By ) (G0; + al By, ) [0)
k,m

= kZﬁmjﬁZj <6‘ 0l

At

N; a;a;

0) = 5 sy 0] i + 1) )

= > 1Bul* (5.2.14)
k
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Im flachen Raum koénnen wir dies fiir zwei Beobachter, deren Moden durch eine Lor-
entztransformation ineinander tibergehen, ignorieren, da dann die [-Koeffizienten ver-
schwinden, aber im Allgemeinen ist dies nicht der Fall (siche Anhang . Somit sind
die Definition des Vakuums und die Teilchenzahl vom Beobachter abhéingig und sind
damit keine objektiven Messgroflen des Systems. Zwar konnen wir die Fockzustande
verschiedener Beobachter durch die Bogoliubov Transformation (bezeichnet die Glei-

chungen (5.2.9) bis (5.2.13)) in Verbindung bringen, miissen aber dafir die Metrik fiir

alle Zeiten und Orte kennen, die in kausalem Zusammenhang mit den Beobachtern ste-
hen. Von daher ist es sinnvoll stattdessen lokale Tensorgrofien zu betrachten, die fiir zwei
Beobachter durch die Tensortransformation (2.1.2)) in Verbindung gebracht werden kén-
nen. Insbesondere ist der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors des Quantenfeldes
von Interesse, da dieser fiir unsere semiklassische Naherung iiber die Einstein-Gleichung
an das gravitative Feld koppelt. Wie wir im vorherigen Unterkapitel gesehen
haben, divergiert die Energie jedoch schon im flachen Raum. Folglich benotigen wir ein

mit der Gravitation vereinbares Renormalisierungsverfahren.

Im gekriimmten Raum kénnen wir den Energie-Impuls-Tensor eines beliebigen Quanten-
feldes einerseits wieder iiber die Betrachtung der raumlichen und zeitlichen Verschiebun-
gen und andererseits durch Variation der Wirkung nach der Metrik erhalten [I8, Kapitel

3.8]. So ist der Energie-Impuls-Tensor fiir ein minimal gekoppeltes Skalarfeld

ov or 1 or ov 1
e L B NP D /B 5.2.15
v Dt D zgwg Gy aiUB + 2m Guv ( )

An der Basisentwicklung des Feldes lasst sich erkennen, dass die Divergenzen fiir
alle Operatoren auftreten, die quadratisch in den Feldern sind und von daher beinhaltet
die Renormalisierung quadratischer Feldterme die Renormalisierung des Energie-Impuls-
Tensors. Zudem sollte auch die Renormalisierung der Wirkung oder der Lagrangedich-
te £ die des Energie-Impuls-Tensors beinhalten. Dementsprechend existieren fiir die

Renormalisierung verschiedene Verfahren, die ebenfalls fiir wechselwirkende quantisierte
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Felder verwendet werden. Jedoch versagen sie wie in Kapitel |1|schon erwahnt fiir Prozes-
se beliebiger Ordnung des Gravitonfeldes. Aus diesem Grund werden die Berechnungen

im Allgemeinen auf die Korrekturen niedrigster Ordnung (eine Schleife) beschrankt.

Ein Beispiel ist das dimensionale Regularisierungsverfahren. Die Grundidee dabei ist,
dass der renormalisierte Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors eine Quelle des
gravitativen Feldes sein sollte und somit tiber die Einstein-Gleichung an die Geometrie
des Raumes koppelt. Dabei sollen die in der Gleichung vorkommenden Terme endlich
sein. Das heifit die Variation der Summe der Wirkung des Gravitationsfeldes S, und der

noch nicht normierten effektiven Wirkung des Quantenfeldes W

S=8,+W (5.2.16)
soll auf die Einstein-Gleichung
2 08
V=g 0g*
1
= R#V — iguyR + /\Bg;w = —87rGp <Tuu> (5217)

filhren. Unter der Annahme, die Zahl der Dimensionen des Raums sei beliebig, kann
dann W bzw. die zugehorige Lagrangedichte als endlicher funktionaler Ausdruck mit
Polstellen in der Dimensionsanzahl (beispielsweise n=4) berechnet werden. Dabei stellt
sich heraus, dass die divergenten Terme ausschliellich von der Struktur des Raumes, das
heifit der Metrik, abhangen, sodass die Terme auch als Teil der gravitationellen Wirkung
verstanden werden kénnen. Dadurch erhalt man eine Verdnderung der in der Einstein-
Gleichung auftauchenden Konstanten Ap (und die Méglichkeit von Zusatztermen siche

[18, Kapitel 6.2]), sodass die neue Wirkung die Form

S=8,+W (5.2.18)
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besitzt und die Variation

2 S
V=g g™
1
= R, — ig,wR +Agu = — 871G (T) (5.2.19)

ergibt. Danach konnen wir die Zahl der Dimensionen wieder auf 4 setzen und sowohl
die Wirkung als auch die Einstein-Gleichung bleiben endlich. Das heifit das Ausweichen
auf beliebige Dimensionen wird genutzt, um die divergenten Term zu identifizieren und
dann wird angenommen, dass in der gravitativen Wirkung ein entsprechender Gegenterm
existiert, den wir nicht messen kénnen, da in der Realitit das Gravitationsfeld nie ohne
die zugehorigen Vakuumfluktuationen auftritt. Die dazu notigen Rechnungen kénnen in

[18, Kapitel 6] nachgeschlagen werden.

Prinzipiell ist es auf diese Art moglich den renormalisierten Energie-Impuls-Tensor jeder
Metrik zu bestimmen. Jedoch ist dies in der Praxis aufgrund der Nichtlinearitét der Gra-
vitation haufig nicht moglich. Ein interessantes Ergebnis ist jedoch der Erwartungswert

des Energie-Impuls-Tensors eines masselosen Skalarfeldes [18, 51]

(T22) = — 1;60%610—%
(72) :9ZicR
R=4C71'90,0_InC (5.2.20)
fiir die Metrik
ds* =C (:ﬁ, fL‘_> detde™ | (5.2.21)

da wir daraus mittels einer Monopolnaherung den Erwartungswert des Energie-Impuls-

Tensors im vierdimensionalen Raum naherungsweise berechnen konnen.

122



5.3. Umformungen

Wir gehen wieder davon aus, dass das zu betrachtende System sphérisch symmetrisch
ist. Die Vakuumfluktuationen weisen dann nur eine radiale Abhéngigkeit auf. Solan-
ge wir wie im vorherigen Unterkapitel die Wechselwirkungen der Vakuumfluktuationen
untereinander vernachlassigen, verhalten sie sich somit wie der Monopol eines nichtwech-
selwirkenden Feldes (beispielsweise das elektrische Feld). Folglich sind sie ndherungsweise

durch [51]

(T 40 e (20 (5.3.1)

drr2 N\
gegeben. Im vierdimensionalen Raum benutzen wir erneut das schwarzschildartige (ct, r)-
Koordinatensystem. Von daher transformieren wir (5.2.20)) ebenfalls in dieser Koordi-
natensystem. Schreiben wir dafiir die Erwartungswerte zuerst mit Hilfe der rdumlichen
¢ =5 (2% —z7) und der zeitlichen Koordinate ¢t = 3 (z* + 2~) um (die Umkehrtrans-

formation ist 7 = ¢t + £ und 2~ = ¢t — &), deren Linienelement
ds* = C(¢) ((det)* — d&?) (5.3.2)

ist. Damit sind die zweidimensionalen Vakuumfluktuationen im (", z7)-System

h

T ) — — 39203
(Tes) 487TCC %C
hC
T, _
(T4 96rc
R=-C7'9%;InC . (5.3.3)

Fir die Radialkoordinate r ist das Linienelement im Allgemeinen jedoch

ds* = C(r) (det)® — D0 dr? . (5.3.4)
Daraus ergibt sich der Zusammenhang
Cd¢? :ial'r2
D
= dr =V/CDd¢ (5.3.5)
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und wir erhalten

h Lo 1 h 1d7“ d?”
(Tes) __487TCC %C __487rcc dfa dfao
he D 1
1w N2 oy
= " ovDoVDOC = %W( (e +20D>
h dr
(T, ) = 96%6851 nC = ~ 96me dga dfa InC

/ h " ! 1 e
- 967rc a\/7 __967rc< ¢ 2C(C)+2CD> - (5:3.6)

Somit ist der zweidimensionale Erwartungswert des kovarianten Energie-Impuls-Tensors

im (ct,r)-System

et 2D\ L ort\? Ozt Ox~
(T4 >_6 (Tt (m) <act> ) et et
L () + (T = - (C) (5:37)
r 2D ort)> x~ Ozt Oz~
(I7*7) = =D |(Tes) ((97“) ( ) o or
= L T T = 2DC” Cl c'D’ 5.3.8
*—%K ++>_<+f - 1920 ( R Yal )+ >()
2D\ _ Ox™ Ox™ Ox~ Ox~ OxT 0x~ Ox~ Ox™
<T’3t’"> (Tt Oct Or ) 5 dct Or + (T <8ct or + Oct Or )
=1 (Th) = (o) = (T3} + (L) s =0
= <Trct 2D> _ <Tcrt 2D> _ ) (5.3.9)

Eine alternative Form erhalten wir, wenn wir den Schwarzschildschen Ansatz C' = e”

und D = e~ nutzen. Damit folgt fiir die beiden Diagonalelemente

h
ot 2D\ __ =X ()2
(1320) = 8imet W)
he 1
(T720) = - 19627Tc (21/, 2 ) - V/X) ' (5:3.10)
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Durch Einsetzen von (2.3.17)) und ([2.3.22)) erhalten wir zudem

<Tct2D> . h (m+47r4Gp’“ )2

ot 96mc 13 (r —2m)

ho [167G 871G m + 42Cp, 3
r 2D\ __ o - . / 3 1 Pr?
(T72P) = o [ . (oc® + pir + 3p1) <8r 10m — dm'r + = prr ) ey
(5.3.11)

5.4. Modellentwicklung

Nach der Vorarbeit im letzten Unterkapitel konnen wir verschiedene Metriken unter dem
Einfluss der Vakuumfluktuationen berechnen. Wir beginnen mit einer allgemeinen Ana-
lyse der Folgen im materiefreien Raum und vergleichen diese mit Vissers Ergebnissen [53].
Danach berechnen wir die Vakuumfluktuationen fiir verschiedene Massenverteilungen.
Hierbei beschrianken wir uns auf feste Metriken und berechnen daraus die Vakuumfluk-
tuationen (7},,), indem wir die Metrik in die Gleichungen (5.3.7) und (5.3.8)) einsetzen.

Insofern handelt es sich um die Ergebnisse nullter Ordnung.

5.4.1. Materiefreier Raum

Die obigen Gleichungen geben uns den Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors der
Vakuumfluktuationen fiir eine beliebige, aber feste Hintergrundmetrik. Da jedoch je-
de Energie gravitativ wechselwirkt, wird sich das mittlere Gravitationsfeld diesem FEr-
wartungswert anpassen. Folglich sollte die Hintergrundmetrik die Einstein-Gleichungen

(ohne kosmologische Konstante) ([2.1.30)

8¢ 87TG
G“y == _7TIJJV (

T+ (o)) (5.4.1)

erfilllen. Im Allgemeinen werden sich allerdings die Vakuumfluktuationen der neuen von

denen der alten Hintergrundmetrik unterscheiden, sodass wir den Vorgang wiederholen
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miissen. Konvergieren die Metrik und der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors
auch im Grenzfall unendlich vieler Iterationen nicht, kénnen wir folglich keine physika-
lisch relevante Aussage treffen. Fiir jedes physikalisch existierende System muss jedoch
eine Losung existieren und wir nehmen von daher an, dass das Verfahren fiir alle be-

trachteten Falle konvergiert.

Wir kénnen nicht ausschliefen, dass die Vakuumfluktuationen zusétzlich iiber eine der
anderen Grundkréfte mit der im Raum vorliegenden Materie wechselwirken und wir von
daher die Materieeigenschaften (beispielsweise die Zustandsgleichung) in jedem Iterati-
onsschritt &ndern miissen. Im materiefreien Raum sind die Vakuumfluktuationen jedoch

die einzige Quelle des Gravitationsfeldes. Folglich gilt nach ([5.3.10))

h
= Pvac — T< DN = T oAy
pP=0r 472 < ct > 1536%207"26 )
Pr DProvac _ 1 r 2D\ __ he=? 1 2
g = 02 = _47r7"2 <T,,, > = m 2V” — 5 (I//) — l//)\/ . (542)

Setzen wir dies in (2.3.11)) ein und gehen davon aus, dass es sich bei der Metrik schon

um die selbstkonsistente Losung handelt, dann erhalten wir

h 1 1
967Tf37“2 (2 (V/>2 — 20+ 2 (V/>2 i VlX) e
l%l 2 " AV - —A V/ + /\I
=962 (V — 22U +V/\)€ = —¢ —
l2 "
=X =/ 4 ! . (5.4.3)
7T7’1+ ﬁ

Eingesetzt in (2.3.12) ergibt sich eine Differentialgleichung fiir v

+l?3l P d
l2 ) 1 v l2 A 1 —VTisr l2pz”/ T
Pl (V) =5+ —— Pl 5 Z o~ € i : (5.4.4)
1927r r ro 48wty 4 o
967r

die die selbstkonsistente Losung erfiillen muss. Allerdings ist sie nicht analytisch 16s-
bar, sodass wir den vollstandigen Effekt der Vakuumfluktuationen auf die Metrik nur
numerisch berechnen kénnen. Wobei dies auch eine groflere Herausforderung ist, da die

iiblichen Verfahren aufgrund der Komplexitét der Gleichung zumindest in dieser Form
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nicht in Frage kommen (beispielsweise das in [4| genutzte Runge-Kutta-Verfahren).

Betrachten wir jedoch makroskopische Objekte, dann ist ry > [p; und wir konnen nach
% entwickeln. Alternativ kénnen wir eine entsprechende Anzahl an Iterationen durch-
fithren, da der Unterschied der Metrikfunktionen, der Dichte und des Druckes des néchs-

2 \ ntl
ten und denen des n-ten Iterationsschritts von der Gréenordnung (i{”;) ist (siehe

Anhang .
Nehmen wir an, dass die Metrik fiir grole Radien in die Minkowskimetrik tibergeht,

dann ist die Losung nullter Ordnung die Schwarzschildmetrik (2.3.23))

T's

r

e =M =1_—

(5.4.5)

Die Dichte und der Radialdruck der Vakuumfluktuationen sind dann nach ([5.3.10))

2
_ neoo(B) h r2
P T B36mat 1= 1536m%cr? il — g
h rs\% 1
= 153672t \r 5.4.6
1536m2crs <r> 1— o (5.4.6)
pr R 4rrs—2r§+1< r, )2 (1_7,8)
2 76872cr? | (12 —ryr)? 2 \r? —rr .
3rs
__ R Srgr—dn h <T8)5 Los (5.4.7)
76872cr2 rd (r —rg)  96mieri\r/ 1=
Vergleichen wir dies mit den Ergebnissen von Visser [53]
32
P =t (Y [l ek 7
19272¢rd \ r (1 B &)2
S Y. (rs>61_3$+1§§ (5.4.8)
2 W= 28807m2¢crd \ r (1_1;5)2 o

fallt auf, dass die Vakuumfluktuationsdichte fiir beide Nédherungen fiir grofie Radien
proportional zu (%)6 abfillt. Der Vorfaktor weist jedoch eine Diskrepanz von unge-
fahr einer Groflenordnung auf (Faktor 8). Zudem enthélt Vissers Ergebnis noch Ter-
me hoher Ordnung, sodass die Differenz der beiden Naherungen fiir Radien nahe des

Schwarzschildradius ansteigt (vor allem aufgrund der schnelleren Divergenz von p').
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Der Druck fallt fiir beide Methoden fiir groffere Radien ab, aber Visser sagt einen Abfall
proportional zu (%)6 voraus, wohingegen unsere Néherung einen fithrenden Term pro-
portional zu (”7)5 liefert. Zudem weisen die beiden Néaherungen erneut Unterschiede in
den Termen hohere Ordnung auf. Da jedoch sowohl die Vakuumfluktuationsdichte als
auch der -druck am Schwarzschildradius divergieren, bricht die Naherung zusammen und
die Unterschiede unserer zu Vissers Naherung sind dort unbedenklich. Die Differenzen
fiir grofle Radien legen jedoch nahe, dass zumindest eine der beiden Methoden essentielle
Terme vernachlassigt und wir uns von daher nur auf die qualitativen Aussagen unserer
Néherung verlassen konnen. Somit ist die Verwendung eines phdnomenologischen Mo-
dells, das die qualitativen Kernaussagen enthélt, gerechtfertigt. In diesem Fall handelt
es sich dabei um die Aussage, dass die Vakuumfluktuationen zum Stern hin ansteigen.
Vor diesem Hintergrund wollen wir die Riickwirkung von hier nicht diskutieren,
die Berechnung kann jedoch im Anhang [H| gefunden werden.

5.4.2. Metriken konstanter Materiedichte

Gehen wir dazu tliber das Sterninnere zu betrachten. Dabei verwenden wir direkt das
iterative Verfahren, da die komplette Differentialgleichung schon fiir den materiefreien
Fall nicht analytisch losbar ist. Weiterhin werden wir analog zum vorherigen Unterka-
pitel die Riickwirkung auf die Metrik nicht diskutieren. Jedoch befindet sich eine kurze
Analyse im Anhang [H]

Beginnen wir mit der Analyse von Metriken mit konstanter Massendichte pps(r) = po.

Fir alle Metriken dieser Klasse gilt ([2.3.22))

4d7G
mo(r) =5 5 por’
B G
e M =1 — 2 por? . (5.4.9)
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Verlangen wir zusétzlich, dass die Metrik stetig am Punkt 7y an die Schwarzschildmetrik

(2.3.23]) anschlieBt, erhalten wir

81
—Xo 1 _ 2 —1— ’s
€ 32 PoTq To
G Ts
== 5.4.10

Zudem kénnen wir mg(r) in (5.3.11)) einsetzen und erhalten die Vakuumfluktuationen
nullter Ordnung

<Tct 2D> _ hG? (po + 3pr>2

Puac :471'7”2 ct 216C5 1 — SWGpOT2
Pr wvac 1 <TT 2D> hG n 3p,, X 3pr T 2rGG T2 (PO - ZC%) (IOO + 3pr)
= — = r —
c2 472 omesr2 \P0 T2 c2 c2 1— 837;? por? ’
(5.4.11)
wobei wir die Definition R? = 832,2 nutzen.
7 po

Nehmen wir an, der Druck sei isotrop (um dies anzuzeigen markieren wir die GroBen im

Folgenden mit ,,iso“). Der Radialdruck ist in diesem Fall (siche Anhang

R2_p2 1
p;zqso p R277"g
=pp——F—
c? 3 R2—r2
2
R2—rg
R2—y2
1180 Rer 1

,
==/ o P}
c? 3 JR2 — 12 — R2 4 42 _ R2 _ 12 B2
V/ 73 +r \/ 7 \/77" o=
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Eingesetzt in ([5.4.11)) ergibt sich damit

hG? 3
iso __ 216¢° pO _ 5767TR2 Po
pvac - -
3./1 51 /1 — 2 3./1 o1 /1 _ 2
2 T R? 2 R2 2 T R? 2 T R?
2
S0 7”
Pr vac _ hG 1—

2 " 72neel r2 2
c weir 34/1 — g / —
il 2i-g =1k (5.4.13)
5 = : = : . A.
G- E g n) (V- -V B)
Betrachten wir zusétzlich die Vakuumfluktuationen fiir unser exponentielles Modell (sie-

he Anhang[A). Fiir dieses ist der Radialruck

pr 871G , rE—r?

2~ 9.2 P04 _ 8rG
c 3c 1 62 poré

3p7’ 1 - 87;2Gp ’I“

= po+ 2 P 83729/)07“2 (5.4.14)
Setzen wir dies in ([5.4.11)) ein, erhalten wir
& (1 837;2Gp r ) 76T R (1 %ﬁgporo)
Proac  hG 1 — Szfp r? 2nG , ,1— B3 pr? 4 nggpor
_ 1%, gpo 1 — 322 por? - 27?Gp07n2 1— 32:2Gp0r0 + 87;20,007“ (5.4.15)
72rR? 2\ 1= EGperd 2 (159 poro)2 ’
wobei wir hier R als typische Liange des System iiber R? = 87?2:;70 eingebaut und /%, = Z—E

genutzt haben.

In [I3] wird eine Verbindung zwischen den Vakuumfluktuationen und dem in der pk-
Art auftauchende Quellterm angenommen. Dabei wurde die Vakuumfluktuationsdichte
proportional zur Massendichte modelliert. Fiir eine konstante Massendichte folgt daraus,

dass die Vakuumfluktuationsdichte ebenfalls konstant sein miusste. Dies steht nicht im
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Einklang mit den Ergebnissen dieses Unterkapitels, da die Vakuumfluktuationsdichte fiir
beide Metriken nach Auflen hin abfallt.

Der Vergleich mit Vissers Ergebnissen im letzten Unterkapitel hat gezeigt, dass nur der
qualitative Verlauf der berechneten Vakuumfluktuationen verlésslich ist. Suchen wir von
daher ein Modell, dass die beiden Félle grob zusammenfasst. Nahern wir dafiir (5.4.13))
fiir kleine Radien. Wir erhalten

12
__'Pl 2
iso 576w R2 PO r

Poae = — - 2 1— 72
= SN

Die Vakuumfluktuationsdichte fiir unser anisotropes Modell (5.4.15)) féllt ebenfalls pro-

(5.4.16)

portional zu 7? ab. Verstehen wir R als eine typische Linge des Systems und nicht iiber

seine Abhéangigkeit der Dichte, dann kénnte ein Modell der Form
Poac = QPN (1 — 67’2) (5.4.17)

realitdtsniher sein.

5.4.3. Variable Materiedichte

Um die Validitdt des oben vorgeschlagenen Modells der Vakuumfluktuationsdichte zu
unterstreichen, betrachten wir die Vakuumfluktuationsdichte fiir variable Massendichten.
Dafiir nehmen wir an, dass e” weiterhin durch unser exponentielles Modell aus Anhang

[A] gegeben ist. Das heif3t

TS

ey — (1 _ T‘S) 62(73—7"57"(2))(7”2—7"(2))

To
AL — (5.4.18)
S —rad o
Dazu wiahlen wir die Dichte
2
P = po (1 — 52) : (5.4.19)
7o
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Damit gilt
87G 3r?
-\ 2
=1—-— 1—-§&6— . 5.4.20
¢ 302 por ( §57“8> ( )

—-A

Wir verlangen, dass e™" am Punkt ry stetig in die Schwarzschildmetrik tibergeht und

erhalten somit

87 3r2 T
1= S (1-28) <1 -

3c? 5r§ 70
8rG 3 Ts
= 1—- - . 5.4.21
32 0 < 5§> o ( )
Daraus ergeben sich die Vakuumfluktuationen
1 h r?
vae = et 2D\ _ _ S 2
poae =23 T *") = ~ 5350200 l 3 2 s ( )] (8 —rg2)]
B hGr, 3¢ 1 87TG .2
- B76mc3rd (1 T)on
T0

2 3 2
b L P (5.4.22)
5763 <1 re ) ( _ gg ré 57’0
To

wobei wir dieses Mal die Metrikterme in (5.3.10)) eingesetzt haben. Das obige Modell
(5.4.17)) hingegen liefert
2

pome® =aupg <1 — ¢~

L) (-5

2
o
r? ) rd
=apy (1 —§— — pro+&68— ) (5.4.23)
To To
Wahlen wir
Oé =
5763 rs )2
i(1-5)
T 3

5:(_20708 ng ) (5.4.24)

dann sind die beiden Ausdriicke fiir kleine Radien ndherungsweise identisch, da die Mo-
delldichte

pMod _ Iprs 11— %5
vac = B76mrd rs
T(-%)

B rer? Ergrt B &2t
= e e T
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ist. Zudem ist der qualitative Verlauf auch fiir gréflere Radien dhnlich, sodass ([5.4.17)) in
diesem Fall ein akzeptables phanomenologisches Modell ist. Insbesondere stimmen die

beiden Dichten fiir £ = 0 (konstante Dichte) und fiir

Ts & I

(1—%5)7“8_773 (1—%5)7’8
5+ 25—24:—;

=12 = 5 (5.4.26)
vollstandig iiberein.
Betrachten wir zusatzlich die Massenverteilung
r
P = po (1 - f) (5.4.27)
To

und setzen diese ebenfalls sowohl in ((5.3.10|) als auch in ((5.4.17)) ein. Aus (5.3.10)) folgt

Zrs 1—3¢ rer? < 3. )
vac — 1-— —— (1 — —-&— . 5.4.28
p 5767T7’8 (1_%)2p0 (1_%5) 7-3 457"0 ( )

T0 0

Das Modell ([5.4.17)) gibt hingegen
Mod r 2 re
Pvac —APo 1- 57 - 67” + 567 : (5429)
To To

Vergleichen wir dies, fallt auf, dass in kein linearer Term auftritt, sodass das
Modell die Dichte nur fiir £ = 0 korrekt wiedergeben kann. Jedoch fallt die Dichte fiir
beide Ausdriicke mit den fithrenden Ordnungen ab und es tritt eine hohere positive
Ordnung auf, sodass sie einen qualitativ &hnlichen Verlauf besitzen. Folglich konnen wir
das Modell fir die Berechnung qualitativer Aussagen nutzen, miissen jedoch
beachten, dass die Ergebnisse ungenau sind und dementsprechend keine quantitativen

Aussagen getroffen werden sollten.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn der Arbeit haben wir die Betrachtung semiklassischer Quantengravitations-
effekte motiviert, die Ziele definiert und die genutzten Notationen und Konventionen

aufgelistet.

Im zweiten Kapitel haben wir uns die grundséatzlichen Postulate der Allgemeinen Re-
lativitdatstheorie (ART) und die Grundlagen der Tensoralgebra wieder in Erinnerung
gerufen, um dann auf die zur Aufstellung der Einstein-Gleichung nétigen Schritte einzu-
gehen. Danach haben wir kurz die Eigenschaften pseudokomplexer Zahlen diskutiert und
das Kapitel mit einer Einfihrung in die von Hess und Greiner [10] aufgestellte pseudo-
komplexe Allgemeine Relativitatstheorie (pk-ART) beendet. Dabei haben wir gesehen,
dass sich die Theorie wegen der Nullteiler der pseudokomplexen Zahlen nur aufgrund des
veranderten Variationsverfahrens von einer doppelten Formulierung der ART unterschei-
det. Zudem haben wir diskutiert, dass die Korrekturen niedrigster Ordnung der pk-ART
zu Verdnderungen der makroskopischen Gleichungen fithren, die im Rahmen der ART

durch einen zusétzlichen Energie-Impuls-Tensor beschrieben werden konnen.

Danach haben wir zuerst die Grundpostulate der nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik wiederholt und haben dann mit Hilfe des Impuls-, des Hamilton- und des Drehim-
pulsoperators die zeitlich Entwicklung der Wellenfunktion eines quantenmechanischen
Teilchens und den Separationsansatz fiir sphéirisch symmetrische Problemstellungen be-

sprochen, um danach die Existenz des Spins zu diskutieren. Das Kapitel endete mit einer
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ausfiihrlichen Rekapitulation der Aufstellung der relativistischen Wellengleichungen im

Minkowskiraum und der dafiir nétigen gruppentheoretischen Grundlagen.

Im vierten Kapitel haben wir die Klein-Gordon- und die Dirac-Gleichung auf gekriimm-
te Raume verallgemeinert (gravitatives Hintergrundfeld). Im Anschluss haben wir die
Klein-Gordon-Gleichung fiir eine sphérisch symmetrische Metrik sowohl in die Losung
eines Eigenwertproblems als auch in die Losung eines Anfangswertproblems umgeformt
und die beiden Versionen fiir die numerische Implementierung aufbereitet. Dabei treten
unterschiedliche Parameter auf, die fiir die Simulationen gesetzt werden mussten, sodass
wir im néchsten Schritt die sinnvollen beziehungsweise interessanten Bereiche dieser Pa-
rameter identifiziert haben. Anschliefend haben wir die Ergebnisse der Klein-Gordon-
Gleichung fiir ein aus [47] tibernommenes ART-Metrikmodell und eines der pk-ART
besprochen. Dafiir wurden die die Energieeigenwerte fiir ein ART- und ein pk-ART-
Spielzeugmodell der Metrik mit konstanter Dichte bestimmt und grafisch dargestellt.
Dabei wurde die Berechnung nur iiber die Beschreibung als Anfangswertproblem durch-
gefithrt, da die Losung des Eigenwertproblems mit der genutzten Basis deutlich aufwén-
diger ist. Die Ergebnisse zeigen, dass die Bindung zweier Massen durch die Gravitation
in beiden Theorien sehr schwach ist, wenn ihr Produkt nicht ungefdhr ein Zehntel des
Quadrats der Planck-Masse iibersteigt. Fiir ein 7%-Meson bedeutet dies, dass die zentrale
Masse groBer als 2 - 1011 kg sein muss. Weiterhin ist die vorhergesagte Bindungsenergie
fiir das ART-Modell deutlich groler als fiir das pk-ART-Modell, wenn die Zentralobjekte
die gleiche Ausdehnung besitzen. Dies ist verstiandlich, da in der pk-ART ein repulsiver
Quellterm auftritt, der im ART Bild als Ansammeln der dunklen Energie im Sterninne-
ren interpretiert werden kann. Dabei verschwinden fiir das ART-Modell alle Eigenwerte,
sobald ein Ereignishorizont auftritt, wohingegen die Energieniveaus des pk-ART-Modells
ein absolutes Minimum in Abhéngigkeit des Ubergangspunkts von Innen- und Aulenme-
trik zeigen. Dieses hingt von dem in der pk-ART vorhandenen B-Parameter ab. Dabei

kann die Position des Minimums fiir grofle Massen iiber das Minimum des effektiven
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Potentials in Abhéngigkeit des Ubergangspunkts gefunden werden. Im Anschluss haben
wir diese Analyse fiir die Dirac-Gleichung mit einem zusétzlichen dritten Modell wieder-
holt. Dabei haben wir festgestellt, dass die qualitativen Ergebnisse gleich sind. Jedoch ist
ein durch die Dirac-Gleichung beschriebenes Fermion fiir die gleichen Parameter leicht

schwécher gebunden.

Das Thema des finalen Kapitels war die Quantenfeldtheorie in gekriimmten Réumen.
Zuerst haben wir die Quantenfeldtheorie fir freie spinlose Felder in flachen Raumen be-
sprochen. Dabei sind wir auf die (kanonische) Quantisierung des Feldes, die Zerlegung
in Teilchenmoden und die daraus resultierenden Fockzustande eingegangen. Zusatzlich
haben wir die Divergenz der Vakuumenergie diskutiert und sind auf das recht einfache
Normierungsverfahren der Normalordnung eingegangen. Im néchsten Schritt haben wir
die Quantenfeldtheorie fiir gekriimmte Hintergrundraume verallgemeinert und sind auf
den Zusammenbruch des Teilchenkonzepts und die daraus resultierende Notwendigkeit
Tensorgrofien zu betrachten eingegangen. Zudem wurde die dimensionale Renormalisie-
rung des Energie-Impuls-Tensors skizziert. Danach haben wir den aus [I8] entnommenen
Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors fiir unsere Bediirfnisse umgeformt, um dar-
aus naherungsweise die Vakuumfluktuationsdichte und den zugehérigen Radialdruck in
vier Dimensionen zu bestimmen. Das resultierende Ergebnis der Schwarzschildmetrik
haben wir dann mit den Ergebnissen Vissers [53] verglichen und die Unterschiede qua-
litativ besprochen. Zum Abschluss haben wir uns erst zwei Modelle fiir eine konstante
und dann zwei Modelle einer variierenden Massendichte angeschaut und daraus ein qua-
litatives Modell der Vakuumfluktuationsdichte innerhalb von Sternen hergeleitet, das
sich dadurch auszeichnet, dass die Vakuumfluktuationsdichte zum Rand des Sterns hin

schneller abfillt als die zugehorige Massendichte.

Da die pk-ART erst 2009 aufgestellt wurde, weist ihre Beschreibung noch einige Liicken
auf. Aus fundamental theoretischer Sicht ist das dringlichste Problem fiir die Beschrei-

bung makroskopischer Systeme weiterhin die Identifikation des Quellterms, fiir die wir
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in dieser Arbeit mit der Betrachtung der Vakuumfluktuationen wahrscheinlich nur einen
kleinen Teil der Vorarbeit geleistet haben. Zudem ist der Zusammenhang des Real- und
des Pseudo-Imaginéarteils der pseudokomplexen Koordinaten und somit auch die Rolle
der minimalen Lange in der Theorie nicht verstanden, sodass die Betrachtung mikro-
skopischer Systeme in der Theorie bisher nicht moéglich ist. Weiterhin ist auch auf der
Modellebene noch viel Arbeit notig. So existieren bisher fiir die pk-ART keine Simulation
von Sternverschmelzungen oder Gravitationswellen und es fehlen realistische pk-ART-

Metriken fiur das Sterninnere.

Auch die in dieser Arbeit durchgefithrten Betrachtungen konnen verallgemeinert wer-
den. So konnten die Simulationen der gebundenen Zustinde auf Massen mit Ladungen
oder eine drehende Zentralmasse verallgemeinert werden. Alternativ kénnten Modelle
mit variabler Dichte entwickelt und mit den hier présentierten Ergebnissen verglichen
werden. Zudem beruhen die Ergebnisse der Vakuumfluktuationen auf der Analyse von
Spielzeugmodellmetriken, sodass die Berechnungen fiir Metriken, die aus einer realisti-
schen Zustandsgleichung der Materie folgen, wiederholt werden kénnten. Zudem wurden
sie fir die Entwicklung des inneren Sternmodells mehrmals genédhert, sodass auch hier
Entwicklungspotential ist. Auflerdem existieren weitere semiklassische Quantengravita-
tionsphanomene, auf die wir hier nicht genauer eingehen konnten, wie beispielsweise die

Hawkingstrahlung, deren Betrachtung in der pk-ART ergiebig sein konnte.

Als direkte Konsequenz dieser Arbeit kann jedoch angesehen werden, dass einerseits die
Simulationen der Neutronensterne mit dem neu entwickelten Modell wiederholt werden
missen und andererseits eine physikalische Observable fiir die Berechnung der gebun-
denen Zusténde identifiziert werden muss, da es in absehbarer Zeit wohl kaum méoglich
sein wird, die Energiezustinde fiir Zentralobjekte verschiedener Groflen oder fiir Teil-
chen verschiedener Massen so genau zu vermessen wie fiir den direkten Nachweis notig

ware.
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Anhang

A. Berechnung der Metriken

A.1. Konstante Massendichte bei isotropem Druck

In diesem Unterkapitel 16sen wir das Gleichungssystem (2.3.22) unter der Annahme,
dass die Massendichte konstant (p(r) = pg) und der Druck isotrop (py = p, = p) ist.

Damit erhalten wir das vereinfachte Gleichungssystem

o — 4G por?
2
P md < p)
2 r(r —2m) c?
(A1)
et =1- 2m
’
S = _ 2]9/
poc? +p
Wir beginnen mit der Integration der ersten Gleichung
4rG 9 drG
m(r) = > /por dr = 52 PO (A.2)
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wobei wir die Integrationskonstante 0 gesetzt haben. Dies setzen wir in die dritte Glei-

chung ein und erhalten damit

8rG 7
- _ 2 ._
et =1-— gz PO = 1—— . (A.3)

Als Néchstes integrieren wir die vierte Gleichung von (A.1)). Wir erhalten

v 8 G
De 5 =" <p0—{—£> : (A4)

c2

Setzten wir in diese Gleichung (12.3.11)) ein, dann ergibt sich

e

De 2 =——— (V + X)
r
1 , |4 v
§D7" :e_’\%ei + Ne ez
1 WAV A
§D7’ =e (e?) —(e ) e . (A.5)

Durch Einsetzen von e~ und Einfithren der Abkiirzung v = ez folgt daraus die Diffe-

rentialgleichung
1 r? r

deren allgemeine Losung die homogene Losung plus eine spezielle Losung ist. Die spezielle

Losung ist
Lo
Vs = §DR . (A.7)

Die homogene Losung konnen wir durch Trennung der Variablen berechnen

r? r

T T
Vh R —r?
Yh 1 r?

r2 r2
= v, =C1C% 1_ﬁ:C 1_@ . (A-S)
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Somit ist die allgemeine Losung

1, r2 r2

wobei wir die auftretenden Konstanten tiber die Randbedingungen bestimmen miissen.

Beginnen wir damit (A.4)) mit R; zu multiplizieren

1 AnG v 3
§DR2 = T e (po + 2 > er = % (po + g) e . (A.10)

c? 2
Nehmen wir an, die Metrik geht an der Stelle » = 7y in den Auflenraum der ART, das

heifit die Schwarzschildmetrik (2.3.23)), iiber. Verlangen wir zudem, dass der Druck stetig
ist, folgt daraus p(ro) = 0 und damit aus der obigen Gleichung

1 3 8 3 3 3
B=-DR>=_-"p, | B— \/1_70 —°g_2 F
DI 2p0p°( ¢ R2) P3¢ R
s
B=30\1- 45 . (A.11)

Aus der Stetigkeit von e~ und e” folgt

2

T T
15 =10
To R2
7.3
= R2=" (A.12)
Ts
2 2 2
_s_|[p_ ) e (1o g1
- (B cyf1 R?) 40( R2> 1c (1 ro)
1

sodass wir insgesamt die Metrik

2
3 | rz 1 r2 dr? .
d82 = |:2 1-— ﬁOQ — 5 1-— ﬁ C2dt2 - 1_ =l - T2 (dﬂ? - Slng(ﬁ)d¢2> (A14)
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erhalten. Zudem kénnen wir noch den Druck aus (A.10) berechnen

p 2 _xz
— =zpPoBe" 2 —pg = po -
2 3 3 r2 1 2
Vl-m—3/l-®m
o — 1

=po——F—
3 . R27T‘2
R2—r2

Die Einschrankung der Loésung auf ro > %7“5 ergibt sich daraus, dass der Nenner im

(A.15)

Zentrum fir ro = grs verschwindet.

A.2. Exponentielles Modell

Berechnen wir, wie die Dichte und die Driicke in unserem exponentiellen Modell (4.0.1)
aussehen. Beginnen wir damit die in Kapitel gemachte Aussage fiir » > ry zu bewei-
sen, dass ([2.3.24)) aus den Zustandsgleichungen 5 = —p und % = % p folgt. Dafiir setzten

wir die Metrik in die Gleichungen (2.3.12)), (2.3.13)) und (2.3.14) ein. Zuerst berechnen

wir p

B B
- 81G P

(A.16)
Durch Einsetzen von v/ = —) in ([2.3.13]), erhalten wir ohne weitere Rechnungen

Dr
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Zum Abschluss der Betrachtung des Auflenraums bestimmen wir py

2 " 2 !
Po__ C (A AT X
@~ 8aG" (2 2+r>

e ) ]

c? ( re 3B rg BB)

:87TG IRERS r3  2rd
3 2 B 3

_° 22, A.18
287G 5 2P (A-18)

Im Gegensatz dazu sind die Zustandsgleichungen des Innenraums deutlich komplizierter.

Wie im vorherigen Unterkapitel ist die Massendichte konstant

_ [ B ,(rs_B
p= G [rg  2r] rd 2r]
3¢ [r B
_ Is A.19
e (7“8’ 27"8) ’ ( )

aber in dieser Metrik ist der Druck anisotrop. Der Radialdruck ist dabei stetig

pr A (1 N v 1
- = e JE— J— -
¢ 8rG rZ oy r2

_A (e BY, ETan [ (re B,
8rG | \rg 25)  1-f+gh g 2rg
s £ (s __ B 2
S + 1 __ro 2 2] _ c? El (rg 27"8) r
Ts B Ts B 5 s B
3| -kt I-htam | SO 1-negd
_8nG o, ri—r? & Bl-SFer (A.20)
9 71— SEprg  SnGril—Yprg ‘
wohingegen der Tangentialdruck unstetig ist
2 1" 2 / ,
po_ S [ (v v VN oy (YL
(D) ()
rs _ 3B rs 3B 2
—glb(“_3>ﬁ] AT +1(@—m)ﬁ
= 3 5 T B s B
81 A 1—%4—@ 4 1_5_{_@
L@ (rs B) 1 - L1
— — ——=|\r|\ =T _
4rG \r§  2r] 41_%;_,_% o
2
() () "
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wobei wir die Abkiirzungen

Ts 3B 2
1 [ B s B
a=—— 87203 %——5 (A.22)
) o
T 3B
S o B Br, B?
N I 2[_27"3 43“) 2_28] (A.23)
2(1_:;+2f3) o 0 o 70
rs _ B
4 2 T3
d=—art +br242-—"0 "0 (A.24)

verwendet haben.

Somit dhnelt das Modell einem Stern mit konstanter Dichte und isotropen Druck, da
die Dichte ebenfalls konstant ist und die Driicke fiir kleine Radien quadratisch mit dem

Radius abfallen.

B. Kovariante Ableitung eines Spinors

In diesem Anhangskapitel berechnen wir ausfiihrlich die kovariante Ableitung eines Spi-
nors mit Hilfe der Tensorfelder, die durch bilineare Formen der Wellenfunktion (bzw.

des Spinors) gebildet werden (siehe [30, Kapitel 5]).

Wir beginnen analog zu Tensoren (siehe [2.1) mit der Forderung, dass die Parallelver-

schiebung eines Spinors linear vom Spinor selbst abhéngt. Somit ist unser Ansatz
DY =0VY+T,¥ |, (B.1)
wobei I',, eine noch unbekannte Matrix ist. Analog folgt fiir den adjungierten Spinor

D,V =8, + 0T, . (B.2)
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Das Produkt des adjungierten Spinors mit dem Spinor W ist ein Skalarfeld (siehe [30,
Kapitel 5]), dessen kovariante Ableitung seine partielle Ableitung ist. Folglich gilt

D, (V¥) = 9, (VW) = (D,¥) ¥ + ¥ (D, )
= 0, (V0) = (0,9) U + W (9,9) = (9,0) ¥ + W, W + U (9,¥) + WI,¥

= 0=Vl,V+0T,T

=T,= -T, . (B.3)
Weiterhin ist Uy*U ein Vektorfeld, sodass seine kovariante Ableitung durch
— — C( —

D, (U7*¥) =9 xpa\p+{ }xpﬁqf B.4
u(V)u(V)MBV (B-4)

gegeben ist. Zudem ist sie ebenfalls
D, (U7°0) = (Du¥) W + ¥ (D) ¥ + Uy* (D, ¥) (B.5)

Die Ortsabhéngigkeit der y-Matrizen ist ausschlieBlich durch die Metrik definiert und
somit verschwinden ihre kovariante Ableitungen. Nutzen wir dies aus, erhalten wir die

Gleichung
oy (@7“@) + { “ }\I/fyﬁ‘ll
w3
= = T,y W + U T, 0 + 0, (U9°0) — U (9,9°) ¥
= U [T,V = {:‘B}%B\If + (9,4 U (B.6)

fiir einen beliebigen Spinor ¥. Somit gilt fiir die involvierten Matrizen

(0%

pup
In Kapitel 3 (vor (3.4.45))) wird erlautert, dass die 16 linear unabhéngigen Matrizen,

penl={ 0o (B.7)

die aus den y-Matrizen gebildet werden konnen, eine Basis des Spinraums sind. Folglich

kénnen wir die affinen Verbindungen I',, in diese Basis entwickeln und wir erhalten

T, =aul + 007" + w7 + duer V77 + €072 (B.8)
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Dass die obigen Matrizen nicht alle linear unabhéngig sind, kann durch die Antikommu-

tationsrelation

{777} =291 (B.9)

gezeigt werden. So ist beispielsweise 714 durch eine Linearkombination aus 4%y und 1

darstellbar
7’ = =%y + 24”1 (B.10)
bzw. allgemein gilt
P ==+ 201 (B.11)

Ein Beispiel einer Basis ist 1, 77, /4% mit v < w, v/7“7* mit v < w < A und 7997243,

Daraus folgt

Cpves =0 vV>w

dyisr =0 w>v VIA>w . (B.12)

Da es nachher von Vorteil sein wird, nehmen wir jedoch eine Modifikation vor. Wie an
(B.11)) zu sehen ist, fiihrt die Vertauschung zweier y-Matrizen nur zu einem zusétzlichen
zu 1 proportionalen Term. Folglich konnen wir ebenfalls
Fp, - d,u,ﬂ + b,uu/yl/ + 6/;1/:,«171/7“) + d;wwAVVVw’YA + 6#7071’7273 (B]-S)
mit
éuuw = _é,uwy (B14)

ansetzen.

In (B.7) ist der Kommutator der affinen Verbindung mit den v-Matrizen festgelegt. Die-
sen konnen wir ebenfalls mit dem Ansatz (B.13]) berechnen, wobei es leichter ist, die

147



Basismatrizen einzeln zu betrachten. Der Kommutator der y-Matrizen mit dem Ein-
heitsoperator 1 verschwindet und somit ist der zugehérige Koeffizient a, frei wahlbar.

Wir setzen
a,=0 . (B.15)
Der Kommutator der y-Matrizen untereinander ist
=" = =2 (v —g1) (B.16)
wobei wir im zweiten Schritt die Gleichung genutzt haben.

Analog kénnen wir die Kommutatoren fiir die Basismatrizen héherer Ordnung bestim-

men. So folgt fiir die Basismatrizen aus zwei v-Matrizen

YY) = [+ ]
—_ 2,.)/a,yl/,yw _ 291/&,}/0.) + 2")/,/'}/&’}/“) _ 29(.004,}/1/
_ Q{VQ’,}/V},}/UJ _ 2gua7w _ QQch,yu

vo . w

= 29" — 2¢ Y| (B.17)

wobei wir im zweiten Schritt (B.16|) und im letzten Schritt eingesetzt haben. Fiir

die kubischen Terme ergibt sich der Kommutator

Z/UJ)\:|

[y ] = 1+ v e

a Vo w A wa VN

= 299"yt = 20709 N+ 20709 = 297 (B.18)

wenn wir (B.16]) und (B.17) nutzen und fiir den quardrischen Term ergibt sich

(7%, = [ Y 0 [
= 29"9"71y*° = 27917 + 2979y
0.2.3 20, 0.1_3 3a,. 0.1 2

— 2¢g"y092P + 2970yt — 2¢3%4 0y 1y
O 1_.2_3

— 9001243 _ 91002, 20,013

VP + 267991 — 26°* %412, (B.19)
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sofern wir im zweiten Schritt (B.16]) und (B.18) und im letzten Schritt ausnutzen.

Setzen wir (B.16]), (B.17), (B.18)) und (B.19) zusammen mit dem Ansatz (B.13) in (B.7)),

dann erhalten wir

h/a’ FM] = Qb;w (’7(1'71/ - Qg”aﬂ) + 25uyw (gya'yw — gwo"y”)
+ 2d;0x (’VQ’YVVQ)VA — 2¢"* N + 2g4 4y — 2g)‘a7”7‘*’)
+2¢, (209" = 29'°9°7° +26°*7"7'9" - 26%1°'7?)

= {,uaﬂ}’yﬂ + 07" . (B.20)

Fiir die Gleichung miissen die Koeffizienten so gewéhlt werden, dass die beiden Seiten

der Gleichung iibereinstimmen. Beginnen wir damit den quadrischen Term y*y~y“+* zu

1,243

betrachten, denn nur dieser kann Terme proportional zur Basismatrix v°y'v2~3 produ-

zieren. Es gilt

Quvir V"V VY = duoray* '+ duoisy VY F duoss* VY + dunssy 'y
(B.21)
Der Koeffizient « ist beliebig, da die jeweilige Vertauschungsrelation fiir alle v-Matrizen

gilt. Wahlen wir beispielsweise a = 0, dann ist der obige Ausdruck

vV, WA

7Y = 2%012900’)’172 + 2%013900’)’172 + 2%023900’)’273 + du1237071’72’73
(B.22)

dul/w)\’ya’y

Die quadratischen Terme v'42, v14% und v2+?® kénnen moglicherweise an anderer Stelle
kompensiert werden. Jedoch existiert, wie schon erwahnt, kein weiterer Ausdruck in
(B.20]), der einen Term proportional zu v%y!v2+? produzieren kann. Folglich kénnen die

beiden Seiten nur dann iibereinstimmen, wenn
dyi23 =0 (B.23)

gilt. Analog konnen wir fiir a ungleich 0 vorgehen. Dann miissen wir zwar noch -

Matrizen vertauschen, aber wir erhalten jeweils einen Term proportional zu y%y!y2~3
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fir das d,wy, fir das v # o, w # o und A # « gilt. Folglich erhalten wir

Qr =0 . (B.24)

Die Terme néichsthoherer Ordnung sind die kubischen Terme 923, 494243, 4%91~3 und

7°y192. Diese treten ausschlieBlich in Proportionalitdt zu e, auf und sind jeweils linear

unabhéngig. In der letzten Zeile von ([B.20)) tritt jedoch kein kubischer Term auf, sodass
wir daraus

e, =0 (B.25)

erhalten.

Betrachten wir die Terme proportional zu b,,. Wir wahlen wieder v = 0 und erhalten

SO

b (7071/ _ guoi) _ 2buogoo]1 + b (7071 _ gOlﬂ) + by (7072 _ gozﬂ) + by (7073 _ 2903]1)
(B.26)

Wenn wir wie in (B.24) gefordert d,,.,» = 0 setzen, generiert kein weiterer Term in ([B.20))

quadratische Terme in den y-Matrizen. Weiterhin sind 7%y, 792 und %3 voneinander

linear unabhangig und somit muss
bul = bu2 = buS =0 (BQ?)

gelten. Sobald dies der Fall ist, existiert jedoch auBer 2b,0g°1 kein weiterer Term pro-

portional zu 1 und folglich erhalten wir

b =0 . (B.28)

Setzen wir diese Zwischenergebnisse ((B.24]), (B.25) und (B.28))) in (B.20) ein, erhalten

wir
[,yoz’ F,u] — Qéuuw <gua,yw o gwa,yu) — 4éﬂngya,yw
_ o B «
= v+ 0 . B.29
{uﬁ} g (B.29)
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Entwickeln wir die v-Matrizen wie in (4.1.11) und schreiben allgemein

W=ad"F (B.30)
dann folgt daraus
4¢ ra® AP = R VI R P (B.31)
Cuvwd™ A" = 13 a”, +oua, 1" . .

Die 4” sind linear unabhangig und somit ist

. w 1 « o
Cunw@”, = Zg"a <{u6}a’8p +dua p> ) (B.32)

Eingesetzt in die affine Verbindung I',, ergibt das

Ly =Cunuy™* = (@mwawp) ~5P

1 0"
- n B 9 a® | A°
49770/7 ({Hﬁ}a P + M p) Y

zi% ({55}75 + ﬁ,ﬁo‘> (B.33)

und somit die Form, die sich auch in Lehrbtichern wie [47, Kapitel 21.1] finden lasst.

C. Programme

C.1. Verwendete Verfahren

In diesem Unterkapitel diskutieren wir kurz die in der Arbeit verwendeten numerischen

Verfahren. Fiir die tieferen Details wird auf [54] verwiesen.
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Bisektionsverfahren

Das Bisektionsverfahren ist ein Verfahren der numerischen Mathematik, mit dem Pro-
bleme gelost werden koénnen, die sich auf ein Nullstellenproblem zuriickfithren lassen.
Zu Beginn des Verfahrens werden zwei Punkte (z; und x2) benétigt, die das Intervall
begrenzen, in dem die zu suchende Nullstelle liegt, das heifit das Produkt der Funkti-

onswerte der beiden Punkte ist negativ

flz1)f(za) <0 . (C.1)

Dann wird der Funktionswert fiir den Mittelpunkt des Intervalls x5 = % berech-
net und x3 ersetzt die Intervallgrenze, fur die f(z;)f(z3) > 0 gilt. Dies wird solange
wiederholt bis der durch den Abstand der beiden Intervallgrenzen gegebene Fehler den

Genauigkeitsanspriichen entspricht.

Die im Programm , kgenergies“ verwendete Variante teilt jedoch das Intervall nicht in der
Mitte, sondern nutzt den Mittelpunkt des Exponenten. Das heifit 1 = 10Y', x5 = 10%2
und z3 = 10% mit y3 = leﬂm Dies hat den Vorteil, dass nicht der absolute Fehler
der beiden durch die Halbierung entstehenden Teilintervalle gleich grof ist, sondern der

relative Fehler, der fiir uns mafigeblich ist.

Dieses simple Verfahren wird in “kgenergies” verwendet, da wir sicher gehen wollen, dass
keiner der Iterationsschritte zu einem negativen v-Wert fiihrt, da sonst die zu berechnen-
den Integrale divergieren und das Verfahren einen Fehler produziert. In “RKKleinGor-
don” und “RKDirac” verwenden wir dies, um negative Testenergien zu vermeiden. Denn

diese konnen wir durch Spiegelung an der x-Achse gewinnen.
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Regula-falsi-Verfahren

Das Regula-Falsi-Verfahren ist ebenfalls ein Nullstellenverfahren, dessen Stiitzwerte auf
ein Intervall beschrénkt sind. Es wird ebenfalls ein Anfangsintervall bendétigt, fiir das das
Produkt der Funktionswerte der beiden Grenzpunkte (x; und x2) negativ ist. Jedoch
wird das Intervall nicht in der Mitte geteilt, sondern die Funktionswerte der beiden
Grenzpunkte werden durch eine Sekante verbunden. Dann wird der Funktionswert an
der Nullstelle der Sekante x3 berechnet

To — T

f(z2) — f(z1)

und x3 ersetzt erneut die Intervallgrenze, fiir die f(z;)f(x3) > 0 gilt.

f(z1) (C.2)

T3 = T1 —

Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren dienen der Losung von Anfangswertproblemen von Systemen
gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Das heifit es liegt ein
Gleichungssystem der Form

dy;(x)
dx

= fi(x, %0, - ,yn-1) i=0,---,N—-1 (C.3)

vor, wobei die Funktionen f; bekannt sind, und wir kennen die Losung fiir einen Punkt
xo fir alle y;. An diesem bekannten Punkt sind folglich sowohl die Funktionswerte als
auch iiber die Differentialgleichungen die jeweiligen Ableitungen bekannt. Das Ziel des
Verfahrens ist, daraus die Funktionswerte y; an einem beliebigen anderen Ort x; zu

bestimmen.

Die Taylorentwicklung jeder Zielfunktion in xq besitzt die Form

o) = 3 S ) (o= 20" ()
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Ist die Differenz h = x — x( hinreichend klein, dann kénnen wir die Funktion durch die

fiihrenden beiden Terme anndhern und die Funktion am Ort zg + A ist

i (20 + 1) ~ g (o) + B (4)

i , (C.5)

wobei ein Fehler der Gréfienordnung O(h?) auftritt. Fir die elementarste Form eines
Runge-Kutta-Verfahrens, das Euler-Verfahren, berechnen wir auf diese Weise sukzessive
die Funktionswerte an den Orten x, = z¢ + nh bis wir z; erreichen. Wir benotigen bis
dahin N = #5220 Schritt und akkumulieren somit insgesamt einen Fehler proportional

zu h.

Ein allgemeines Runge-Kutta-Verfahren benutzt das gleiche Prinzip, nur dass fiir je-
den Schritt noch Zwischenschritte eingefiigt werden. So nutzt beispielsweise das Runge-
Kutta-Verfahren zweiter Ordnung einen Zwischenpunkt in der Mitte des Intervalls, um
den Term zweiter Ordnung O (h?) in das Néaherungsverfahren aufzunehmen. Die beiden

Schritte sind

kli :hfz (xnv Yo, 7yN—1)

h k kin—
k2i :hfz (xn—i_?yo_'—lof"?y]\/'l‘i‘ LN 1)

2 2 2

Yint1 RYin + kai (C.6)

Durch Taylorentwicklung von f kann nachvollzogen werden, dass ko; = ?g’;h + %fi%i ist

und wir somit einen Fehler der GréBeordnung O(h?) erhalten.

Aus numerischer Sicht ist das beste Verfahren, das Verfahren, mit dem die Ergebnisse
am schnellsten innerhalb einer vordefinierten Genauigkeit berechnet werden koénnen.

Innerhalb der simplen Runge-Kutta-Verfahren (ohne Anpassung der Schrittweite) ist
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dies meist das klassische Runge-Kutta-Verfahren der vierten Ordnung [54, Kapitel 16]

kli :hfz (:Ena Yo, ayN—l)

h k1o kin—1
kz:hz n a5 5 0T -
2 f<x+2yo+2 Yn—1 + 2)
h Fao kan—1
kz:hz n o a8 0T —
3 f<x+2yo+2 yN1+2>

ky =hfi (xn + h,yo + k3o, -+, yn—1 + kan—1)

1
Yin+1 =Yin + G (k1i + 2ko; + 2ks; + kus) + O (hB) ) (C.7)
das wir von daher in den Programmen “RKKleinGordon” und “RKDirac” verwenden.

Zusatzlich kann noch die Schrittweite dynamisch angepasst werden. Im einfachsten Fall
bietet sich hierfiir die Berechnung des jeweiligen Runge-Kutta-Schritts sowohl fiir h als
auch % an. Sofern der Unterschied der beiden Approximationen grofier als die gewtinschte
Genauigkeit ist wird dann die Schrittweite reduziert und der Schritt wiederholt. Ist der
Unterschied hingegen viel kleiner als die gewtinschte Genauigkeit, kann die Schrittweite
fir den nachsten Schritt erhoht und die Berechnung der Ergebnisses somit beschleu-
nigt werden. Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren erfordert dies jedoch 11 statt
der 8 fiir die Berechnung des %—Schritts notigen Berechnungen und erhoht somit den
Aufwand pro Schritt um den Faktor 1,375. Folglich ist das adaptierte Verfahren lang-
samer, solange die Anpassung der Schrittweite dies nicht kompensiert. Dieser Faktor
kann noch durch die sogenannten Runge-Kutta-Fehlerberg-Verfahren verringert werden,
bei der eine Kombination von Zwischenpunkten genutzt wird, deren Ergebnisse auf 2
Arten mit einer um eines unterschiedlichen Fehlerordnung kombiniert werden koénnen.
Der Unterschied der beiden Ergebnisse kann zur Abschéatzung des Fehlers genutzt und

die Schrittweite auf dieser Grundlage angepasst werden.

Da diese Verfahren stark oszillierende Stellen besser auflésen und somit zu einer genaue-
ren Approximation der Funktionen fiithren, schalten wir in unserem Programmen auf

ein solches um, sofern die Knotenanzahl fiir eine Anderung der Energie aus dem vorher
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definierten Intervall springt. Die Details und die dafiir benutzen Cash-Karp-Parameter

kénnen in [54], Kapitel 16] gefunden werden.

C.2. Matrixdiagonalisierungsprogramm

Zur Berechnung der Energieeigenwerte der Klein-Gordon-Gleichung per Matrixdiago-
nalisierungsverfahren (siehe wurde das Programm ,kgenergies“ geschrieben. Es
liefert fiir einen Parametersatz bestehend aus pc = %, I, m und “mode”, der eine der
vorher definierten Metriken auswahlt, das effektive Potential und die Verhéltnisse % flr
eine festgelegte Anzahl Basisfunktionen n. Diese ist so definiert, dass erfahrungsgeméafl
der relative Unterschied der fiinf niedrigsten Energieeigenwerte zwischen der Nutzung
von n Basisfunktionen und n-5 Basisfunktionen kleiner als 1073 ist. Dafiir wird erst
das Minimum der Grundzustandsenergie in Abhangigkeit von dem Parameter der Ba-
sisfunktionen v gesucht und danach die Eigenwerte berechnet. Die Grafik zeigt eine
schematische Darstellung dieser Abhangigkeit.

Der Programmdurchlauf des Hauptprogramms kann anhand der Grafik nachvollzo-
gen werden, die ein vereinfachtes, aber alle essentiellen Schritte enthaltendes Flussdia-
gramm zeigt. Er startet mit dem Laden der Parameter aus einer vorher abgespeicherten
Textdatei. Danach werden Hilfsvariablen wie beispielsweise 7 (siehe (4.2.27)) am Uber-
gangspunkt zwischen innerer und duflerer Metrik definiert und in einen Parameterfeld
gespeichert, das allen Unterfunktionen komplett tibergeben wird. Im néchsten Schritt
wird sowohl die Anzahl der Basisfunktionen, die zur Optimierung von v genutzt wird,
als auch die Anzahl, die zur Berechnung der Energieeigenwerte verwendet wird, festge-

legt. Danach wird die Unterfunktion ,findgam® aufgerufen.

Die Unterfunktion ,findgam® ermittelt v mittels eines Bisektionsverfahrens (siehe |C.1))
des Exponenten der Intervallgrenzen. Die Zahl der Iterationsschritte wird dabei so ge-

wahlt, dass der gefundene Wert weniger als 6% vom wahren Optimum abweicht. Das
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Energie als Funktion von -y

10 T oo L T L T T

00 N MR | N MR | N MR | N MR | i
10—4 10—3 10—2 101 1 10

Abbildung C.1.: Der typische Verlauf der Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie von

.

Unterprogramm beginnt mit dem Aufruf der Unterfunktion ,fsg“, die das Startintervalls
berechnet, indem mit Hilfe des ROOT-Objekts [55] ,,GaussLegendrelntegrator® (wird fiir
alle Integrale genutzt) fiir eine Basisfunktion der Erwartungswert des H2-Operators in
Einerschritten des Exponenten von 10716 bis 1 berechnet wird. Der niedrigste Wert wird
als linke Begrenzung des Suchintervalls gesetzt und fiir die rechte Grenze wird entweder
das Tausend- oder das Millionenfache gesetzt (Erfahrungswerte). Dann fihrt , findgam*
selbst die Bisektionsschritte mit der im Vorlauf festgelegten Anzahl der Basisfunktionen
fir die y-Suche durch, wobei die Energiewerte mit der Unterfunktion , getev® bestimmt
werden (dieses arbeitet dhnlich wie das weiter unten beschriebene getnev, nur dass es kei-

ne Ausgabe liefert, die Matrix nur einmal diagonalisiert und den niedrigsten Eigenwert
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zurtickgibt). Der letzte berechnete Wert von v wird an das Hauptprogramm iibergeben

und dieses speichert ihn an dritter Position im Parameterfeld ab.

Danach erfolgt die automatische Erstellung der Namen der Ausgabedateien in Abhén-
gigkeit der eingegebenen Parameter und deren Ubergabe an die Unterfunktion ,,getnev*.
Dieses definiert eine leere n x n-Matrix mit Hilfe des ROOT-Objekts ,, TMatrixD*, fillt
sie blockweise (es wird erst immer eine quadratische Untermatrix beendet) und dia-
gonalisiert sie. Die Diagonalisierung wird sowohl fiir n-5 als auch fiir n mit Hilfe des

ROOT-Objekts ,, TMatrixDEigen* durchgefiihrt.

Die Unterfunktion ,,getnev® fithrt zudem die Ausgabe durch. Die gewonnen Werte wer-
den auf verschiedene Arten aufbereitet und in die verschiedenen im Hauptprogramm
definierten Dateien geschrieben (Es wére auch méglich die Daten im Nachhinein fir
die zu erstellenden Graphen aufzubereiten, aber das Programm tibernimmt schon einen

GrofBteil dieser Aufgabe.).

Zum Schluss berechnet das Programm optional noch das effektive Potential (4.2.23) in
Abhéngigkeit von r und 7 in dquidistanten Schritten Ar = 0.1r,.

Essentiell fiir den Programmdurchlauf sind zudem noch einige Hilfsfunktionen. Insbe-
sondere existiert eine Unterfunktion fir jede auftretende Metrikfunktion (,enu® fir e,
selam® fiir e*,  nupr® fiir v/ und ,Jampr® fiir \'), fiir die Berechnung des Skalierungspa-
rameter nach (,getscale®), fiir den Operator O(r) in (4.2.28)) (,,oper®) und fir
die Basisfunktionen . Weiterhin berechnet , getrbar® durch Losen des Integrals
(4.2.27)) 7 fiir ein gegebenes r und ,, getr* benutzt eine Regula-Falsi-Verfahren (Siehe,

um r fiir ein gegebenes 7 zu bestimmen.

Nicht essentiell fiir das Verfahren sind die zwei Hilfsfunktionen ,numsampoints®, die
die benotige Stiitzpunktanzahl des Integrals (4.2.31)) bestimmt, und ,splitint“, die das

Integral in drei Teile spaltet, um die benotigte Punktanzahl zu reduzieren.
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Berechnung der Hilfsvariablen,
abspeichern im Parameterfeld dpa
und ung der Integr

*pptr =&dpal0]

Wert von y far ahnliche
Parameter schon in Daten vorhanden?

v (dpa[2]) setzen

(mt > 0.2 && mt < 0.6) || mt > 10007

Anzahi Basisfunktionen (ibdim) und
Korrekturfaktor (corfac) fir
die Suche von y + Anzah! fiir die
finale Berechnung festlegen
(Erfahrungswerte)

¥

A

| |dpa[2]:ﬁlgdgam(pplr.lbdlm)| |

(mt > 0.2 && mt < 0.6) || mt > 10007

A
Ll fil-fi5 erstellen o

¥

| | getnev(pptr.filfi2, ) | |

Abbildung C.2.: Vereinfachtes, aber alle essentiellen Schritte enthaltendes Flussdia-
gramm des Hauptprogramms von ,kgenergies“. Ist eine Abfrage nicht
erfiillt, folgt das Programm dem Pfeil nach unten. Die anderen Rich-

tungen sind fiir wahre Aussagen.

C.3. Programme zur Losung des Anfangswertproblems

Die beiden Programme ,,RKKleinGordon“ und ,RKDirac® sind so dhnlich, dass wir sie
in diesem Unterkaptiel zusammen diskutieren. Beide l6sen die respektive Gleichung fiir
eine angesetzte Energie mittels eines klassischen Runge-Kutta-Verfahrens, zéhlen dann
die Knoten der Wellenfunktion gemé8 der Diskussion in Kapitel [ und passen die Energie

auf dieser Grundlage an, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.
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Beim Programmstart miissen die Parameter pc = %, 1 (bzw. |k| fiir ,RKDirac*), m, 7o,
,mode“ (dient der Wahl des Metrikmodell) und die gewtinschte Schrittweite tibergeben
werden. Dabei gibt 1 die maximale Drehimpulsquantenzahl an, fiir die Zustédnde berech-
net werden sollen. Die Anzahl der Zustédnde wird dabei als Differenz des Hilfsparameters
yanz“, der suboptimalerweise im Programmcode gesetzt wird, und der Drehimpulsquan-

tenzahl gesetzt, sodass fiir niedrigere Drehimpulse mehr Zustédnde berechnet werden.

Nachdem die Parameter in die entsprechenden Programmvariablen geladen wurden, wird
die untere Grenze der Energie fiir unsere drei Modelle in Kapitel 4| auf 0.99mc?e(0)
gesetzt und die Zahl der Knoten der zugehorigen Wellenfunktion bestimmt (beziehungs-
weise bei der Dirac-Gleichung die Zahl der Knoten fiir die obere Komponente, wenn die
Energie grofler 0 ist und die Zahl der Knoten der unteren Komponente fiir Energien
kleine 0). Ist diese ungleich 0 wird die Energie halbiert, bis wir eine untere Intervallgren-
ze mit einer knotenfreien Wellenfunktion besitzen. Als obere Intervallgrenze wird die
Ruheenergie mc? gewihlt. Danach werden die Energien fiir eine Drehimpulsquantenzahl
berechnet, wobei das zu untersuchende Intervall auf das Anfangsintervall gesetzt wird,
sobald wir die Drehimpulsquantenzahl dndern. Innerhalb der Drehimpulsschleife wird
beginnend mit dem niedrigsten Zustand fiir jeden zu berechnenden Zustand per Bisek-
tionsverfahren (siehe ein Startintervall gesucht, in dem nur dieser Zustand liegt.
Die dabei auftretenden Testergebnisse werden zusammen mit der zugehorigen Zahl der
Knoten gespeichert, um darauf fiir hohere Zustdnde noch zugreifen zu kénnen. Liegt
dieses Intervall vor, werden solange Bisektionsschritte ausgefiihrt, bis die relative Abwei-
chung der beiden Intervallgrenzen kleiner als eine vordefinierte Prazision ist (momentan
1079). Tritt bei diesem Prozess aus irgendwelchen Griinden ein Sprung der Knotenan-
zahl auBerhalb des vordefinierten Intervall ein (Knoten wurden iibersehen), wird auf das

Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren umgestellt und die Berechnung wiederholt.

Die Ergebnisse werden nach jedem Durchlauf zusammen mit der Knotenzahl abgespei-

chert. Sobald alle gewtinschten Zustande berechnet wurden, definiert das Programm die
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Ausgabedateien und schreibt die Daten.

Die Berechnung der Knoten fiir einen gegebenen Parametersatz fithrt die Funktion ,cal-
culatenon* durch. Diese ruft zuerst fiir die Simulation der Wellenfunktion die Unterfunk-
tion ,rkmethod® auf und tberpriift dann, ob das Produkt der Wellenfunktion fiir zwei
nebeneinanderliegende Punkte negativ ist. Jedes Mal, wenn dies der Fall ist, wird ein

Zahler inkrementiert. Dieser wird am Ende an das Hauptprogramm zuriick gegeben.

,Tkmethod“ setzt die Amplitude der Wellenfunktion und legt fest, wie weit sie simuliert
werden soll. Da die Amplitude fiir Massenprodukte groBer 300m%, héaufig divergiert,
fithrt sie gegebenenfalls noch eine Reskalierung der Amplitude durch, damit es nicht zu
Pufferiiberlaufen kommt. Fiir die Simulation der Wellenfunktion sind die beiden Unter-
funktion ,rkstart“ und ,rkstep“ beziehungsweise ,rkfstep* zustédndig. Wie durch den Na-
men suggeriert wird berechnet ,rkstart® die Startwerte der Gleichungen gemaf (4.2.37))
beziehungsweise . Gleichzeitig werden noch die Terme néachsthoherer Ordnung
abgeschétzt und der Startpunkt im Zweifelsfall naher an das Zentrum verlegt. Die Unter-
funktionen ,rkstep“ und ,rkfstep“ berechnen einen einzigen Runge-Kutta-Schritt (siehe
(C.7))) beziehungsweise einen Runge-Kutta-Fehlberg-Schritt (siehe [54, Kapitel 16]) und
werden solange aufgerufen, bis der Zielradius (40r,) oder die maximale Schrittzahl (107)

erreicht ist.

Zusatzlich gibt es noch jeweils eine Hilfsfunktionen fiir die benétigten Metrikterme, fiir
f" und fiir ¢’. Wobei in beiden letzteren der Hauptunterschied der beiden Programme
besteht. Ansonsten gibt es Unterschiede fir die Schleife der Drehimpulsquantenzahlen

und bei der Ausgabe, die jeweils im Hauptprogramm zu finden sind.

Die folgende Grafik zeigt ein vereinfachtes, aber alle essentiellen Schritte enthaltendes

Flussdiagramm der Hauptfunktion von ,RKKleinGordon®.
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¥

untere Intervallgrenze setzen (etest) |

—b| | nons=calculatenon(etest) | |

etest=0.5etest

anz=4
m=0

emin=etest

prec=1e-6

elow=emin
ehigh=mt
blo=false

bhi=false

bessere Startwerte in Daten 7

L
7Y

exl = log{elow/mt)
ex2=log(ehigh/mt)
etest=pow(10.0.(ex1+ex2)/2.0)

7
|

| nons=calculatenon(etest) | |

ehigh=etest

etest + nons
abspeichern

blo=false?
oder bhi=false?

setze
elow,ehigh

nons{elow)=j7

nons(ehigh)=j+17

elow=etest
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2(fabs({elow-ehigh})
J{fabs(elow)+fabs(ehigh})
< prec?

-

b )

exl = log(elow/mt)
ex2=log(ehigh/mt)
etest=pow(10.0,(ex1+ex2)/2.0)

v

| | nons=calculatenon(etest) | |

Wechsel zu Runge-Kutta-
Fehlberg-Verfahren

elow=etest

klassisches
Runge-Kutta-Verfahren
genutzt?

elow=etest

2(fabs(elow-ehigh))
/(fabs(elow)+fabs(ehigh))
== prec?

etest + nons
abspeichern
j++

Anz—abs(m)?

Abbildung C.3.: Vereinfachtes, aber alle essentiellen Schritte enthaltendes Flussdia-
gramm des Hauptprogramms von “RKKleinGordon”. Ist eine Abfrage
nicht erfiillt, folgt das Programm dem Pfeil nach unten. Die anderen

Richtungen sind fiir wahre Aussagen.
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D. Skalierung der Metriken

Im Unterkapitel wurde ausgenutzt, dass die Klein-Gordon-Gleichung durch die

Skalierung
M, =aM
m
my, =—
a
E
E, =—
a
Tn =ar
Tn =ar

(D.1)

unverandert bleibt, sofern sich auch die Metrik skalieren lasst, sodass e»(") = e*(") und

eMn(mn) = M) gilt. In dieser Sektion zeigen wir, dass dies fiir die in der Arbeit genutzten

drei Metrikmodelle (sieche Anfang Kapitel {4) der Fall ist.

Beginnen wir mit Modell 1 (4.0.1)). Die Metrik ist

rs'r(Q)f%B

(7’277"2
0
_Ts A Q(T‘g—rsré+%r8)
el/ = (1 T0 + 27'8) €
_rs 4 B
1 r + 273
1—(“ —i)rz r<r
e,)\ _ rg 2rp =10
B
1-— T‘TS + 93 T >To

r<7o

r>Ty

(D.2)

Aus der Skalierung der Masse folgt, dass der Schwarzschildradius ebenfalls skaliert wer-

den muss, das heifit r,, = ar,. Somit miissen wir den Parameter B ebenfalls skalieren,

da wir durch Einsetzen in die Auflenmetrik die Bedingung

B r a’B r
vy s B _Ten 8D 4 Ten
¢ r+27’3 rn+2r2 Tn

= B, =a’B
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erhalten. Beachten wir diese, verdndert die Skalierung die Aulenmetrik nicht. Fiir die

innere Metrik miissen wir e” und e* separat betrachten. Beginnen wir mit e”

Q
N
~
3
=
Il
VRS
-
|
‘ =
w
+
oy
~
Q
[ V]
—
3
ow
s
o O“
Oﬁ
+ w
vw| ©
Oﬁl\.')
N—
—
=
(V]
!
oN
S~—

B
_1_ <rsn N n) 7’2 _ 6—)\”(1””) ) (D5)
Somit ist das Metrikmodell 1 skalierbar.

Die duflere Metrik des zweiten Metrikmodells (4.0.2)) ist die duflere Metrik des ersten
Metrikmodells mit B = 0. Folglich ist sie ebenfalls skalierbar. Weiterhin ist die innere
Metrik fiir ry < grs ebenfalls skalierbar, da es sich dabei um die innere Metrik von Modell

1 fiir B = 0 handelt. Wir missen dafiir jedoch die Bedingung r¢, = ary iibernehmen.

[

Folglich muss die innere Metrik fiir 7o > zr, noch iiberpriift werden. Nutzen wir die

Beziechung R? = %, gilt fir e”

e”(”z(g\/l—;‘i—;\ﬁ ) <F_ 7‘27:9)
() e oo

Die Skalierung von e erzeugt ebenfalls keine weiteren Bedingungen, da

2 2 2
A T s g Tl () D.7
‘ R? TS o ¢ (D7)
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ist. Folglich ist Modell 2 ebenfalls skalierbar.

Die AuBlenmetrik von Modell 3 und Modell 2 ist identisch. Folglich ist diese ska-
lierbar. Weiterhin ist e* fiir die innere Metrik 1 und weist somit keine Abhéngigkeit von
den skalierten Groflen auf. Dementsprechend miissen wir nur noch e” fiir den Innenraum
betrachten

eu(r) 1 E -1 _ Tsn —1_ Tsn _ GV"(T")
To aro Ton

= To, = arg . (D.8)

Somit ist die Metrik skalierbar, wobei erneut der Ubergangspunkt r, ebenfalls mit dem

Faktor a skaliert werden muss.

E. Losung der Dirac-Gleichung nahe des Ursprungs

Nehmen wir an, wir hitten eine Metrik, fiir die fiir r gegen 0 sowohl e” als auch e
quadratisch gegen einen festen Wert gehen. Zudem soll dieser fiir e* eins sein (siehe

(2.3.22))). Folglich lassen sich die Metrikfunktionen fiir kleine r entwickeln als

N 2yr . (E.1)
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Setzen wir das in die entkoppelten Gleichungen (4.3.32)) und (4.3.34]) der Dirac-Gleichung

ein, dann ergibt sich fiir kleine Radien

0~ "~ (7 - mgafE) rf’
0~ g" — <fy+mf2a_ﬁE> rg'
- lw + %m(%— 1) — wszﬁE m;f - hiza] g , (B2

wobei wir den Vorfaktor des ersten Ableitungsterms in die fiihrende Ordnung und den
Vorfaktor von f beziehungsweise g in die beiden fiihrenden Ordnungen entwickelt haben.
Ist kK # £1 wird der Term nullter Ordnung fiir hinreichend kleine r jeweils von dem
Drehimpulsterm dominiert und wir konnen die anderen Terme vernachléssigen

E
om 1 (1= B oy - L

,
Eap k(k—1
o=y~ (15 g o - (8:3)

Weiterhin vernachléassigen wir den Term proportional zu f’ beziehungsweise ¢, wobei
dies jedoch im Nachhinein durch das Ergebnis begriindet sein muss. Folglich sind die

Differentialgleichungen

o= o MAD),
0= ¢" — ’K&(’%T; 1)9 <E4)

zu losen. Mit Hilfe des Ansatzes f,g = Ae®" erhalten wir die allgemeine Losung

f(r) = Ar=" 4+ Br~tt

g(r) = Cr® + Dr—=tt (E.5)

durch die auch die Vernachlassigung des ersten Ableitungsterms gerechtfertigt wird.
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Diese Losung muss jedoch noch eingeschrankt werden, da die Wellenfunktion einerseits
normierbar sein (gebunden) und andererseits die Dirac-Gleichung nédherungsweise erfiil-

len muss. Nehmen wir nun k < —1 an, dann folgt C' = 0 aus der Normierbarkeit. Setzen

wir mit dieser Bedingung (E.5) in (4.3.30)) ein, dann ergibt sich

—k—1 Kk __ 2 —k—1 K mce E —k+1
—Arr + B(k+ 1)r" = — ke?2 (Ar + Br )+<ﬁ+hce 2)Dr

D(—k+1)r "= ( — e‘g) (Ar_” + Br”“) +rkDr " | (E.6)

wobel die Metrikfunktionen noch entwickelt werden miissen. Dabei ist die fithrende Ord-

nung der oberen Gleichung r* und durch Vergleich erhalten wir

B(k+ 1)r® = — Brr"®
=DB=0 . (E.7)
Da B wegfillt, ist die neue niedrigste Ordnung der oberen Gleichung r~*~!, die jedoch

ohne weitere Bedingungen direkt erfiillt ist. Gehen wir von daher zu unteren Gleichung

iiber. Deren hochste Ordnung ist 7" und es folgt

mc FE
D(-k+1)= (h—hc\/&>A+/<;D
mec _ _E
D= — I hva, ES
= 2k —1 ( )

Hoéhere Ordnungen kénnen wir nicht mehr betrachten, da wir fiir noch einen freien

Parameter fiir die Normierung benotigen. Folglich ist unsere genaherte Wellenfunktion

f r"
Al me & : (E.9)
g — e

Als Néchstes betrachten den Fall K = —1, dann fallt der ’ﬁ(’;i;m—Term in der Gleichung
fir f weg und wir erhalten

Eap ¥ Eap m2c? E?
Or f' — [y — 2 Ny |7 - E.10
/ <’y mc? + E> rf [2 + mc2 + F + h2 h2c2q ro ( )
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wohingegen der fithrende Term fiir g erhalten bleibt und wir somit die selbe Naherungs-

losung verwenden konnen.

Lassen wir erneut fir f den Term proportional zu f’ wegfallen, dann erhalten wir die

Differentialgleichung
die durch
f=Ae" + Be ™

gelost wird. Somit war das Wegstreichen des f’-Terms gerechtfertigt, da er fiir diese

Losung eine hohere Ordnung in r besitzt.
Setzen wir (E.12)) und den Ansatz fiir
C
g(r) = — + Dr? (E.13)
r

wieder in die Dirac-Gleichung (4.3.30]) ein, dann erhalten wir

ar —ar\ __ 1 2 ar —ar mc E _r A C 2
(l)a(Ae — Be )—Te (Ae + Be >+<h +hce )e (T+Dr)
C mec  E _u\ A ar —ar 1 x/C 9
(2) — = +2Dr = (h — 3¢ > e (Ae + Be ) e (r + Dr )

(E.14)

Da die Losungen nur fiir kleine Radien gelten, miissen wir noch die Metrikfunktionen

und f in r entwickeln und dann die fiihrenden Ordnungen vergleichen. Beginnen wir
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damit die beiden fiihrenden Ordnungen der oberen Gleichung zu tiberpriifen

Ozi(A+B)+<n;Lc+hf/a>f
me E \'
a(A—B):iar(A—B)
=0=0 . (E.15)

Analog betrachten wir die zwei fithrenden Ordnungen der zweiten Gleichung und erhalten

so eine zweite Bedingung fir C

C C
22
= 0=0
mc E ¥
O_<h_hc\/&><A+B)_20
2 (mc E
= — . E.1
=C 7<h+hc\/a> (E.16)
Somit gilt
me g\ 2 (mec E
[+ —==) A+B) =24 =
<h+hc\/a> (A+B)=2 h+hc\/5>
2.2 2
_ y__me B
=B=-A4 U 5= " +h202a . (E.17)

Die zweite Moglichkeit konnen wir ignorieren, da wir durch eine leichte Variation der
Energie immer dafiir sorgen konnen, dass die Bedingung nicht erfiillt ist. Folglich muss
es sich bei der resultierenden Losung dabei, um eine hebbare Liicke der Losung mit

B = — A handeln.

Da daraus C' = 0 folgt, miissen wir noch D bestimmen und betrachten dafiir fiir beide
Gleichungen die lineare Ordnung. Diese ist fiir die obere Gleichung von (E.14)) automa-
tisch erfiillt, da alle Terme proportional zu A+ B sind. Fiir die untere Gleichung erhalten
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wir hingegen

mc E
2 mc E

Somit ist unsere Losung

f edr _ eor

~ A . .
2 (mc E (E 19)
g P (5 - m)a
Fiir kleine r kénnen wir jedoch auch die Exponentialfunktionen noch in die lineare Ord-

nung entwickeln. Damit folgt

= A . (E.20)
% (% o hc{j/a)

Dies ist jedoch genau das gleiche Ergebnis wie wir durch die Formel (E.9) erhalten

hatten. Zudem bleibt die Dirac-Gleichung unter der Transformation ¥ — —FE, k — —k

und f < g unverdndert, sodass die allgemeine Naherungslosung fiir kleine Radien

rR
me k<0
_ h h(,\/7 r*liﬁ*l
f 2k—1
~ A (E.21)
mc+
g ﬁcf rn—f—l
2k+1
k>0
re

ist.
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F. Energievariation in der Dirac-Gleichung

Analog zur Analyse der Klein-Gordon-Gleichung in Kapitel gehen wir davon aus,

s [FO) _ (50

g(r) 9o0(r)
Entwickeln wir (4.3.32)) fiir die Energie £ = Ey 4+ ¢AFE in erster Ordnung in ¢, erhalten

wir die Differentialgleichung

die korrekte radiale Losung der Dirac-Gleichung fiir £ = Ej sei.

NV Eye™ 3 AEmc?e”3
O=f'+|-S+5 |+ e ||

2 2 \me+ Epe> (m02 +Eoe*§>
K22+ (mi*  E: _ 2E,AE _,
T et e )¢

_v _v
V'K Ege 2 AEmc?e 2

A
_5 m02+E06_% + (m02+E06_;>26 62f—|—O (62) . (Fl)

Waihlen wir erneut den Ansatz

flr) =@ +efe(r)) folr) (F.2)
und nutzen aus, dass fy (4.3.32)) und f) (4.3.30)) fir £ = E, erfiillen, dann ergibt sich

/ /\/ / E —%
0= efo (fe”+2fof6’+ <—+ ’;06>
0

!
fi 2 mc? + Ege™ J

[N

vV AEmce 2 0 K A 2AFEE, ., 2
2 2 <f+r62> e ¢ o)
<m02+Eoe 2) 0
£ N oV Ege:
- G R e P A
AEY  mcle’ s go  2AFEE, ,_, 9
T ohe e Bt f T e € +0 () . (F.3)
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Den homogenen Anteil der Differentialgleichung fir f, konnen wir mittels Trennung der

Variablen losen

0 fo N oV Epe s
L fo 2 2me+ Fye 2
Ae v
= fon :TCOQ (m02 + Eoefﬁ) : (F.4)

Die komplette Losung erhalten wir damit durch Variation der Konstante A(r)

A(r)e2 ;
fl (rlez (m02 + F e‘a)
0
AE [V mcle” 2 2FE) e2 v
= A =— — -
he \ 2 <m02 + Eoe_;)Zgo he me? + Ege™ 2 fo| o
AE v mce 3 2F, e2 v 3 v
= f = - . dr— (mc* + Ege 2 ) d
/ he // 290+ e ch—l—Eoe_ifo Jo rfg (mc T Foc ) "

(F.5)

Fiir kleine Radien, wollen wir weiterhin unsere Naherungslosung (4.3.35)) nutzen, sodass

wir die Integralgrenzen fiir k < 0 wie folgt wahlen

>\

20F, >V

[SIN

eR<0 = v d 24 Eye 2)d
fer<o // mc2—i—E 6_2)290+ e mc2+E067§f0 fo 7”2f0 (mc + Lyge ) T1
(F.6)
Fir k > 0 wéahlen wir hingegen
AFE
(F.7)

fe,n>0 = fE,Ii<0 + hC\/a (21% + 1)

Nehmen wir an Ej sei ein Energieeigenwert und betrachten das Verhalten der Storung

fe fiir grofle Radien. Sei (4.3.40)) eine gute Naherung von f, fiir alle Radien r» > ry, dann
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gilt

_AE [ o  2Eo 1
ferm— e C1-|—/ (A C'z—i-i/fo T9 d7’2) fg(h)dh]

%_ﬁ Cl+/( 2a'r1_ O_i_ﬂQarl TO)dTl]

he ca hca

AE C, 9
~N— — e F.
he 2ae (F.8)

Somit bricht die Naherung fiir hinreichend grofle Radien zusammen und das divergente
Verhalten der freien Zustande wechselt wie schon bei Klein-Gordon beim Eigenzustand
sein Vorzeichen. Im Gegensatz zu Klein-Gordon kénnen wir aus dieser Rechnung nicht
feststellen, welches Vorzeichen Cy besitzt. Jedoch gilt fir jeden beliebig groBen, festen
Radius, dass die Wellenfunktion an diesem Punkt fiir hinreichend kleines € ndherungs-
weise durch fy(r) gegeben ist. Folglich gibt es fir ein hinreichend kleines € einen Bereich
ro < r <7y, fiir den f(r) durch gegeben ist. Flir E = Ey + eAE ist die Dirac-

Gleichung dann

h  h he
g/:(”i{lc_ﬁe;)e;f_eff&f{eég (F.10)

Sofern AE > 0 ist, gilt in diesem Bereich |f(r, E)| < |fo(r)| und |g(r, E)| < |go(7)].
Folglich besitzt f den letzten Knoten. Ist AFE hingegen kleiner als 0, dann dreht sich die

Relation jeweils um und g besitzt den Knoten. Also ist C, positiv.

Betrachten wir noch die Storung fiir den Fall, dass fj ein freier Zustand ist. Dann folgt
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fir grofe Radien

N AFE 9 2E, 1
fer T C1+/ (A Cy —l-i/fo Ty d?”z) foz(rl)dﬁ]

%_ﬁ Ol+/< —2a7’1+ 0_&—2[17"1 To)drll

he hca hca

AEE,
h2c2a

ro, (F.12)

dass die Divergenzrichtung unverandert bleibt, da wir genau das Ergebnis erhalten, das

auch aus der Entwicklung von (4.3.39) folgt.

G. Vakuen inertialer Beobachter

In dieser Anhangsektion zeigen wir einerseits, dass Beobachter mit nichtverschwindenden
B-Koeffizienten der Bogoliubov Transformation existieren und andererseits gehen wir
unter diesem Gesichtspunkt auf die Quantenfeldtheorie des flachen Raums ein. Beginnen
wir hierfiir damit, ein zweidimensionales Robertson-Walker Universum ([5]) mit dem

Linienelement
ds® = dt* — a(t)*dz? (G.1)

zu betrachten, wobei a den Radius des Universums angibt. Durch die Koordinatentrans-

formation dn = %, erhalten wir

ds®> = a*(n) (d772 — d;z:Q) =C(n) <d772 — d:z:2> : (G.2)
Nehmen wir an, das Universum expandiere fiir einen endlichen Zeitraum, sodass

Cn) =1 n <0

Cn)=1+a 1> 1o (G.3)
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gilt. Dabei sei a eine Konstante, sodass die Metrik aulerhalb der expansiven Periode

jeweils konstant ist. Die Klein-Gordon-Gleichung (4.1.2)) ist dann

oy [ L L, 1 R
= (C(n)a"C(n)C(n)a" c*<77>a”(77)c<n>aﬂf>‘P
0= (2-R+m*Cn) ¥ . (G.4)

Nutzen wir den Separationsansatz

U =e"fi(n) | (G-5)

dann ist die Gleichung

0 =3, fi(n) + (K* + C(ym?) fu(n) (G.6)

zu losen. Fir n > ng ist die allgemeine Losung

out

ful) = AcTeRn 4 Beiei

W = Rt m? (14a) @)
wohingegen wir fiir n < 0 die Losungen des flachen Raums
Fi(n) = AT 4 B i
wi' = VE + m? (G.8)

erhalten. Dementsprechend sind unsere Basisfunktionen

1 ik;x—iwi™
e k"l

U = U, =
J 9 :
JATw!
J
1 1 jkjx—iwdyt
— —= )
iy = u" = (14 a) F (G.9)
4 out
7kaj

Eingesetzt in (5.2.11)) erhalten wir daraus fiir n > ng

out

1
(I4a) * ikjx—iwutn i i ikjo—iw?in\ _; woin
Bjm = 27( ) / [e TR, e m i, (8776 T ) e ’km”“"km"] V1+ adx

- in , out
dmw wit

1 )

(1 + (Z) * in out i(kjtkm)z—i (wlzc?n +wl‘é”%t>n

= Arwin out Wy, — wkj € ! dx
ko Wk

out km,

1 )
L s -
km ™k

J
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Folglich sind die Vakuen der ruhenden Beobachters vor und nach der Expansion nicht
identisch und der ruhende Beobachter nach der Expansion kann Anregungen des Feldes
messen, sofern sich das Skalarfeld vor der Expansion im Vakuum befunden hat. Auf
diesem Effekt beruhen ebenfalls die von Hawking [14] entdeckte thermische Strahlung,
die durch die Bildung eines schwarzen Loches entsteht, der von Unruh [I5] beschriebene
nach ihm benannte Unruh-Effekt und weitere Beispiele die in [I8], Kapitel 3-5] gefunden

werden kénnen.

Betrachten wir hingegen zwei Beobachter im flachen Raum, deren Koordinatensysteme
durch eine Lorentztransformation ineinander iibergehen kénnen. Solange die Zeit durch
die Transformation nicht umgekehrt wird (sonst missen wir fiir ein System wj durch

—wy, ersetzen, da der Normalenvektor des Skalarprodukts in die Zukunft zeigt), gilt

U — 1 piRE—iwnt _ 1 otk
ko Arwg VATwy
_ 1 .E:‘_, E 1 . —
Uy = 762 T—iwg b e—zkum 7 (Gll)

VATwy,
sofern wir ky = wy, definieren. Eingesetzt in (5.2.11)) folgt daraus

_ i —ik! 7 (z¥) o —ikzt —ik! #(2¥)\ —ikuzt] g3
7z = e O,e " — (D,e ™ n e T Py

(4 o g

T

1 ( . agz“>
3 Wy — k‘M— /e
2 (27’(‘) A/ WEWE! 875

1 o (1 9zt r o
_ k/ —Z(kuw‘*‘wk)tés k, kl
2w/wkwk/ <Wk ot > ¢ *

B Ot
1 —21wkt63 / aj”u
= W(wk—wk)e k#%—i_lﬂ =0 . (G12)

Somit identifizieren alle inertialen Beobachter im flachen Raum den selben Zustand als

Vakuum und die Teilchenzahl ist eine sinnvolle Messgrofe.
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H. Riickwirkung der Vakuumfluktuationen auf die

Metrik

In diesem Anhang beweisen wir einerseits die in aufgestellte Behauptung, dass
die Entwicklung der Einstein-Gleichung bis zur Ordnung ZLZ innerhalb der Naherung
aquivalent zur Durchfiihrung von n Iterationen ist, und andererseits werden wir die erste
Korrektur der Metrikterme fiir die Schwarzschildmetrik und das exponentielle Modell

(siche Anhang [A]) bestimmen.

Den Beweis fiihren wir per vollstandiger Induktion. Unsere Induktionsannahme ist dabei,
dass die Entwicklung der Einstein-Gleichung bis zur Ordnung % innerhalb der Naherung
aquvialent zur Durchfithrung von n Iterationsschritten ist, wobei r; eine typische Lange
des Systems ist und ein Iterationsschritt das Ausrechnen der Vakuumfluktuationen fiir
eine feste Metrik und die Bestimmung der daraus folgenden Korrekturen fiir die Metrik
beinhaltet, wenn wir das Resultat der Vakuumfluktuationen als Quelle in die Einstein-
Gleichung einbringen. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die Differenz der Metriken
des n+1-ten Schrittes und des n-ten Schrittes in fithrender Ordnung von Z’;Z—z abhéangt.

Wir beginnen damit, die Aussage fiir den ersten Iterationsschritt zu beweisen, um den
Induktionsanfang zu erhalten. Die Dichte und der Druck nullter Ordnung sind allein
durch die entsprechenden Materiegroflen gegeben und als die Metrik nullter Ordnung

bezeichnen wir die Losung der zugehorigen Einstein-Gleichung. Somit sind Vakuumfluk-

tuationsdichte und -druck ([5.3.10))

. h —Ao 1\2
Poacl = = 1536m2cr2° (v0)
DPrwac,1 h ,\0< " 1 1\2 / /)
_ _ = — . H.1
2 Tosmzarz® -\ 5 ()" =1k (H.1)

Wir ignorieren die eventuell auftretenden Anderungen der Materieeigenschaften, da diese

maximal von der selben Gréfienordnung wie die Anderungen durch die Vakuumfluktua-
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tionen sein sollten und dies somit fiir den Beweis nicht von Bedeutung ist. Dadurch

erhalten wir mittels (2.3.22)

4G ArG h
I 2 _ - N2\ 2
™M= T T <p0  1536m2cr? " (o) )r
FLG _ 2 l2 _ 2
= my = mgy — m/e A0 (1) dr = mg — 38;;7“3 /e 20 (r/)) dr
2m 3, 1
I L Pl 7/ ~Xo N2 4
e T * 192mr? r e (rag)”dr
= e 4 Ui 1/6)‘0 (reh)> dr (H.2)
192mr? r

Dabei haben wir die Léange r; eingefiigt, die eine typische Langenskala des Systems dar-
stellt. Fiir eine sphérisch symmetrische Auflenmetrik handelt es sich dabei beispielsweise

A und

um den Schwarzschildradius. Die Gleichung zeigt, dass unsere Behauptung fiir e~
somit auch fiir A fiir die erste Iteration erfiillt ist. Um dies fiir v ebenfalls zu zeigen

nutzen wir (2.3.11]) und stellen die Gleichung nach v/ um

Dr, 8rG Pruac,
0) + 7€>\17” (pvac,l + 2 1> . (HS)

(G
v ==\ + 2 eMr (PO + 2

Fur X ist die Behauptung schon bewiesen und analog zu oben, konnen wir den Term

8nrG
o2

2

(pvac’l + %) proportional zu lr%l schreiben, sodass die Behauptung fiir eine Itera-
t

tion korrekt ist. Folglich ist unsere Induktionsannahme fiir den ersten Iterationssschritt

bewiesen.

Als Nachstes fithren wir den Induktionsschritt durch. Das heifit wir beweisen unsere
Aussage fiir eine beliebige Anzahl an Iterationsschritten. Dafiir nehmen wir an, dass die
Induktionsannahme fiir die Metrik des n-ten Schritts korrekt ist. Somit gilt

g
)\n — )\Tb—l + %A_i_
T
2n
Up = Up_1 + T%mr ) (H.4)
t
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Eingesetzt in (5.3.10|) erhalten wir die Dichte

h —An [, \2
Poacn+1 = — me (Vn)
h B 2 % 2z
~ 7 1536m2cr? <€ (V) — g (Vi) T2 e 1V£-1V’+>
h 1B
:pvaa,n_mﬁe 1( )\+( V,_ 1) +2V 1V+>
ooz )
~ Puvacn — 153672012 120 Pl n € ho (_/\+ (v0)” + 2”(,)’/;) (H.5)

und den Druck der Vakuumfluktuationen

r,vac,n T,vac,n l
Pracn+1 _ Pryvac, (1 A+>
t

c? c?

h 13
. Pl _—Xp—1 Ay ARV rN )
76872cr2 17 o © Wy = UpqVy = Ay aVy = Ay ln

Npr,vac,n h lPl —Ao
2 768m2cr? 7‘2"
1
[)\+ <21/6’ -5 Wh)? — 1/6)\6) -2/ + (1/+ + X ) - )\61/;] . (H.6)

Setzen wir dies erneut in die Metrik ein, ergibt sich

(n+1)
e—/\n+1 ~ 6—>\n + lP f

1927T7”t (D)

l2(n+1) e ’
ot s L = L) - (e 22| L)

192773 2(n+1 r2 2

wobei wir die Abkiirzungen

1) = [ e (=As (rag)? + 208, ) dr

1
e [y (204 = 5 00)" = v ) — 204 o (v 4+ Ny = s

(H.8)

verwendet haben. Folglich ist der Unterschied der n+1-ten Metrikfunktionen zu den n-
2(n+1)
ten Metrikfunktionen in fithrender Ordnung proportional zu 5,5 und der Beweis ist

erbracht, da dies genau der Forderung unser Induktionsannahme entspricht.
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H.1. Riickwirkung erster Ordnung auf die Schwarzschildmetrik

Setzen wir die Ergebnisse (5.4.7)) in die m/-Gleichung von ([2.3.22)) ein, ergibt sich

! _4AnG 2 hG r? B 1%, rd
2 pro= 38473 rd — rgr3 38472 r3 (r —ry)
Ty Ipp 3+ 2r3r ( Ts)
=— — 5 5 Jn (1 — — . H.9
") =5 T 5Rum? l R S (H.9)

Auser=1-— 2Tm erhalten wir damit

2 3 2
a0 Ty 5 ro+2rir < rs)
=1--= T ) H.1
‘ r * 192772 [ 273 * P r (H.10)

Auflerdem setzen wir p, und m(r) in (2.3.17) ein und ndhern in erster Ordnung von

2,
9672
, Ts l%l er’ + 27“37“ T Ty 87“?7‘ — 3T§
Vo~ - 5 5 2111(1—)—2
r(r—rs)  192wr2 | 2r2(r — 1) (r—ry) T r3(r —r)
_ Ts B l%l 27“37’2 — 15r§’r —Z 67";1 n T In <1 B 7“5) . (H11)
r(r—rs) 19272 213 (r —ry) (r—rs) r
Integriert folgt daraus
s 13
v ~In (1 — T) — Pl
r 192772
107 r? — 6r2r + 313 5l (1 B 7“5> s (1 B rs)
2r2 (r —ry) r r—ry T —T, r

—In <1 - TS> i l&"s?"z Ot + Ar — o In (1 - m)]

r/)  192mr2 2r2 (r —rs) r—rs r

(H.12)

und somit erhalten wir die Metrik

s lQ s 2 — 2 3 s s
o] — s  tp [87“ re — 6rir + 3r; 4 (4 _ 5T) In (1 _ T)] ) (H.13)
r

r 192772 273 r

Erneut sehen wir, dass unsere Naherung fiir r — r, zusammenbricht, da die Korrektur-

terme von (H.10) und (H.13|) dort divergieren. Andererseits konnen wir die N&dherung
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far r > r, betrachten

v ol T re
eV ]l — = —
r 1927r7"2 73 37"4

4
Ts 7“5
Mo 7687rr2 i (H14)

Somit liefern die Vakuumfluktuationen in erster Naherung einen attraktiven Beitrag, da

das effektive Potential proportional zu e? ist.

H.2. Riickwirkung erster Ordnung fiir eine konstante Materiedichte

Die Berechnung der Riickwirkung der Vakuumfluktuationen unter Anwesenheit von Ma-
terie stellt uns vor das Problem, dass wir wissen miissen, ob und wie die Vakuumfluk-
tuationen mit der gewohnlichen Materie wechselwirken. Im einfachsten Fall findet keine
Wechselwirkung statt und die Materiedichte und die Driicke konnen in dem System oh-
ne Vakuumfluktuationen bestimmt werden. Nehmen wir dies an (wobei wir auch eine
gravitative Wechselwirkung iiber die TOV Gleichung zulassen kénnten) und betrachten
die Vakuumfluktuationen fiir eine konstante Materiedichte bei isotropen Druck .
Mit Hilfe von Mathematica kénnen wir das korrigierte m(r) berechnen. Jedoch ist das

dafiir notige Integral

/ r2 / r2
7‘0 ] 4 ( RO2 R2> R2+3
V R V RQ - 975 4 1 18

r2 2 %\/ —71 =
V1 — g5y/1 — 5z arctan —2 arctan | ——E—
.
V8975 - _ R 8-9-%

V8= 9 /18 1 /2 V8 — 918

O N

+R

(H.15)

so kompliziert, dass die Berechnung von e¢” und die Interpretation der analytischen Lo-
sung nicht moglich ist. Folglich werden wir die hervorgerufene Anderung der Metrik

nicht betrachten.
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Analysieren wird ersatzweise die Riickwirkung der Vakuumfluktuationen des deutlich

leichteren exponentiellen Modells ([5.4.15)). Es folgt

4r G 1% — 87 por?
m(r) =—5por’ | 1 — 5 bc 5

3c DT6TR ( 87;?,007“())

8rG 12 1 — &G por?
- 2 Pl 5¢2
=e " =1——=pr°|1— (H.16)
2 2 - 2

3c 76T R ( 83c§ Poro)

Fordern wir zudem, dass der Materiedruck ebenfalls unverdndert bleibt, und entwickeln

in erster Ordnung in Lpy dann erhalten wir

R2»
e Gl por (1 = £ por?)
~ 70 22 - - 3
216¢*R ( 83§p07n2) ( _ %POTO)
+ %[ﬁpo - SZFQGP r + 27TG/)07“2 1- 897;§p0 (4r§ —1?)
2R2 G G 2 - -
2T (1= %F00rd) (1 5p0r2) ¢ (1- 835’007“0) (1 - 5 p0r2)
(H.17)
Integriert ergibt sich
el ) 31n (1 — 3¢ por?)
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| 2U6R ] - BﬂGp 2\ 8p, (1 8:)19007“2) 807 Do
Gl poR? 871G
(1S’
! 212 R? 1 — Sg,%GPOTO { ( ) i 3c? poT
In(1—8%& por
a, e, +2 (1 ) S .
22 2 Po - 2 .
27c*R? ¢ ( _ %poro)
s D 1
5760rR? 1 — ?—gpoﬂ
87G r 105 r
2 (1) s (D) - %) g
1—- SWG/)O?”2 N 3c? por . T - E;,7T72Gpo7“o ( )

Folglich bricht unsere Niaherung fiir » — 0 und fiir r? — = R? zusammen. Wobei

87er

letzteres analog zur Einschréinkung rg > rs der auleren Metrik im letzten Unterkapitel

ist, da r < ry und R? = gllt
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