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��� Doch seit den ersten Anf�angen ihrer Kultur haben die Menschen es nie ertra�
gen k�onnen� das unverbundene und unerk�arliche Nebeneinander von Ereignissen
hinzunehmen� Stets waren sie bem�uht� die der Welt zugrunde liegende Ordnung zu
verstehen� Nach wie vor haben wir ein unstillbares Bed�urfnis zu wissen� warum wir
hier sind und woher wir kommen� Das tiefverwurzelte Verlangen der Menschheit
nach Erkenntnis ist Rechtfertigung genug f�ur unsere fortw�ahrende Suche� Und wir
haben dabei kein geringeres Ziel vor Augen als die vollst�andige Beschreibung des
Universums� in dem wir leben�

Stephen W� Hawking
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Zusammenfassung

Beim zentralen Sto� zweier ultrarelativistischer Schwerionen wird ein Zustand extremer

Dichte und Temperatur erzeugt� der die Bildung des postulierten Quark�Gluon�Plasmas

erm�oglichen sollte� Diese neue Phase von Kernmaterie zeichnet sich dadurch aus� da�

Quarks und Gluonen ohne den unter Normalbedingungen herrschenden Einschlu� in

Hadronen frei beweglich sind�

Das Experiment NA�� am CERN SPS untersucht Kollisionen von ���Pb�Kernen� Da�

zu wird ein Bleistrahl mit einer Energie von �
�GeV�Nukleon auf ein im Laborsystem

ruhendes Bleitarget geschossen� Das Detektorsystem ist auf den Nachweis des hadroni�

schen Endzustands der Reaktion spezialisiert und erlaubt die Messung von mehr als �
�

der etwa �


 produzierten Hadronen� Diese gro�e Zahl von me�baren Teilchen macht

die Untersuchung von Spektren einzelner Ereignisse m�oglich� die mit dem �uber alle Er�

eignisse gemittelten Spektrum verglichen werden k�onnen� Damit will man Fluktuationen

von Ereignis zu Ereignis� sogenannte Einzelereignis�uktuationen� nachweisen�

Um eine von der Unterteilung der Spektren in Bins unabh�angige Untersuchung

durchf�uhren zu k�onnen� wurden die Einzelverteilungen mit Hilfe von Wavelettransfor�

mationen in eine Vielskalendarstellung �uberf�uhrt� Durch die anschlie�ende Berechnung

von faktoriellen Momenten der Waveletkoe�zienten war daher eine Korrelationsanalyse

auf verschiedenen Skalen m�oglich�

Es wurden breit angelegte Simulationen durchgef�uhrt� die quantitative Aussagen �uber

das Verhalten der faktoriellen Waveletmomente bei verschiedenen Arten der Eingangs�

verteilungen � als Beispiel seien hier �ach� und gau�verteilte Spektren genannt �

m�oglich machten� Die Multiplizit�atsabh�angigkeit der Verteilungsbreite der faktoriellen

Waveletmomente der Ordnung q von Ereignissen mit gleichverteilten Eintr�agen ergab

sich so zu einer Gesetzm�a�igkeit von der Form �q�m� � m�
q

� �

Die Untersuchungen der experimentell erhaltenen p��Spektren zeigten imRahmen der

statistischen Fehler auf keiner Skala eine signi�kante Abweichung von den aus Simulatio�

nen mit rein zuf�alligen Eintr�agen erhaltenen Ergebnissen� Im Vergleich mit Simulations�

rechnungen wurde eine obere Grenze f�ur das Auftreten lokaler nicht�statistischer Fluk�

tuationen gesetzt� Solche Fluktuationen werden z�B� in DCC�Modellen vorhergesagt�

Die in der Analyse der Waveletmomente festgestellte Abwesenheit lokaler Fluktuationen

steht in qualitativer �Ubereinstimmung mit der Analyse globaler Einzelereignisvariablen

�z� B� hp�i�� die ebenfalls auf ein System mit minimalem Korrelationsinhalt hinweisen�
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� Einleitung

Kernmaterie� wie man sie z� B� in Atomkernen vor�ndet� setzt sich nach heutigemWissen

aus Quarks zusammen� zwischen denen die starke Wechselwirkung � vermittelt durch

Gluonen als Austauschteilchen � herrscht� Dabei ist die der elektrischen Ladung in

der Elektrodynamik entsprechende Gr�o�e die sogenannte Farbladung� Quarks k�onnen

demnach rot� gr�un� blau� Antiquarks mit einer entsprechenden Antifarbe
�
geladen� sein�

Eine Farb�anderung eines Quarks kann nur durch die Vermittlung von Gluonen erfolgen�

welche zwei Farbladungen tragen� eine Antifarbe� um die beim Quark vorhandene Farbe

zu vernichten� und eine weitere� um dem Quark eine neue Farbe geben zu k�onnen� Alle

beobachteten� stark wechselwirkenden Teilchen �Hadronen� sind farbneutral� wodurch

sie aus mehreren Quarks zusammengesetzt sein m�ussen� deren Farben sich gegenseitig

zu wei� addieren� Die bekanntesten Hadronen sind das Proton und das Neutron� welche

jeweils aus drei Quarks mit der Farbkombination rot�gr�un�blau zusammengesetzt sind�

Neben den aus drei Quarks bestehenden Baryonen gibt es auch noch Hadronen� die aus

nur zwei Quarks aufgebaut sind� Die diese Mesonen aufbauenden Quarks m�ussen dann

zwangsl�au�g eine Farbe und einer Antifarbe tragen� um die Farbneutralit�at nach au�en

hin zu gew�ahrleisten�

Der Versuch� freie Quarks und damit freie� nicht�farbneutrale Teilchen zu erzeugen�

scheitert� was theoretisch durch die mit zunehmendem Abstand wachsende St�arke der

Wechselwirkung zwischen den Quarks erkl�art wird� Im Zwischenraum zwischen zwei

sich voneinader entfernenden Quarks wird demzufolge immer mehr Energie im Farbfeld

deponiert� was schlie�lich zur Bildung neuer Quark�Antiquark�Paare f�uhrt� Diese f�ugen

sich mit den urspr�unglichen beiden Quarks erneut zu farbneutralen Hadronen zusammen�

Mit anderen Worten k�onnen einzelne Quarks den Verband der Hadronen nicht verlassen�

Man spricht von con�nement �

Die Theorie der starken Wechselwirkung �Quantenchromodynamik� QCD� sagt f�ur

Kernmaterie bei hohen Temperaturen und�oder Dichten einen Phasenen�ubergang vor�

aus ���� Demnach sollten sich Quarks und Gluonen dann quasi�frei� ohne Einschlu� in

Hadronen� bewegen k�onnen �decon�nement�� Diese Phase wird als Quark�Gluon�Plasma



� � Einleitung

bezeichnet� Zus�atzlich k�onnte es zur Wiederherstellung der chiralen Symmetrie kom�

men ���� die bei niedrigen Temperaturen spontan gebrochen ist� Diese Brechung �au�ert

sich dadurch� da� die verschiedenen Realisationen eines Isospin�Multipletts unterschied�

liche Massen besitzen�

In der Natur existierte solch ein Zustand vermutlich kurz nach dem Urknall� bis die

Temperatur so weit abgesunken war� da� sich aus dem Quark�Gluon�Plasma Hadronen

bilden konnten �Hadronisierung��

Ziel der ultrarelativistischen Schwerionenphysik ist es� diesen Phasen�ubergang nach�

zuweisen und die thermodynamischen Eigenschaften stark wechselwirkender Materie in

der N�ahe des Phasen�ubergangs zu untersuchen� Dazu werden am CERN SPS ���Pb�

Kerne auf Energien von derzeit �
�GeV�Nukleon beschleunigt und mit einem zweiten�

im Laborsystem ruhenden Bleikern zur Kollision gebracht� Die dabei im Schwerpunkt�

system zur Verf�ugung stehende Energie betr�agt etwa
p
s � ��GeV pro Nukleonpaar�

Dadurch werden bei zentralen St�o�en der beiden Kerne Dichten erzeugt� die um den

Faktor 
��
 �uber der Grundzustandsdichte von Kernmaterie liegen �	�� Solche Dichten

treten nur im Inneren von Neutronensternen durch nat�urliche Prozesse auf�

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

(GeV/fm
3
)

0

50

100

150

200

250

300

dN
/d

(1
/(

G
eV

/f
m

3 ))

Pb(160 AGeV)+Pb,b=0fm;x,y<3,z<0.5

Abbildung ��� Fluktuationen der Energiedichte f�ur ���� Ereignisse �links� und im Ortsraum f�ur
ein Ereignis �rechts�� Beide Simulationen wurden mit dem UrQMD�Modell durch�
gef�uhrt 	
��

Der in dieser hei�en Kompressionszone nachzuweisende Zustand des Quark�Gluon�

Plasmas ist experimentell nicht direkt zug�anglich� da er nur ca� � � �
��� s andauert ����

Dann ist die Temperatur schon wieder unter ihren kritischen Wert Tc bei etwa ��
�

�

MeV abgesunken� und die Hadronisierung setzt ein� Die neu gebildeten Hadronen

verlassen nach weiteren St�o�en untereinander die als Feuerball bezeichnete Reaktions�

zone und werden als hadronischer Endzustand im Detektorsystem registriert�



�

M�oglicherweise wird aber die zur Bildung des Quark�Gluon�Plasmas ben�otigte Tem�

peratur nicht in jedem Sto� erreicht� Modellrechnungen zeigen �siehe Abb� ��� links�� da�

die in einem Ereignis erreichte Energiedichte einer statistischen Schwankung unterwor�

fen ist� die eventuell nur einigen Prozent der Reaktionen die Ausbildung des gesuchten

Phasen�ubergangs erlaubt �
�� Daher wird mit Hilfe einer Einzelereignisanalyse �engl��

Event�by�Event Analysis� versucht� diejenigen Ereignisse� die den Phasen�ubergang er�

reicht haben� qualitativ und quantitativ von den als Referenz dienenden sonstigen Re�

aktionen auszusortieren�

Da bei einer Anzahl von einigen �
� detektierten Ereignissen die direkte Analyse

aller Einzelspektren einer Einteilchenobservablen nicht m�oglich ist� m�ussen neue Me��

gr�o�en de�niert werden� die komplette Verteilungen eines Ereignisses charakterisieren

k�onnen� Dazu wurden globale Observablen herangezogen� die einzelnen Ereignissen je

einen Me�wert zuordneten� Die Auswertung des mittleren Transversalimpulses hp�i und
der mittleren Pionenrapidit�at hy�i f�ur etwa 	 � �
� Ereignisse ergab jedoch keine signi��

kanten Abweichungen von einer mit konventioneller Statistik zu erwartenden Verteilung

�siehe Abb� ���� ���� Demnach spielen sich die Fluktuationen von Ereignis zu Ereignis
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Abbildung ��� Fluktuationen des mittleren Transversalimpulses 	��� Es ist keine signi
kante Abwei�
chung von der aus konventioneller Statistik erhaltenen Verteilung zu erkennen� Die
wenigen Ausrei�er rechts sind mit einer zweiten Reaktion imTriggerfenster erkl�arbar�

nicht auf der gr�obsten Skala ab� so da� der Versuch� eine Verteilung nur anhand ei�

ner globalen Observablen �hier� des Mittelwertes� zu charakterisieren� o ensichtlich mit

zuviel Informationsverlust einhergeht�

Das Ergebnis einer weiteren Simulation in Abbildung ��� rechts impliziert das Vor�

handensein von einigen Bereichen innerhalb der zentralen Sto�region zweier Bleikerne�

die die Energiedichte von Kernmaterie im Grundzustand bis zu einem Faktor von �


�ubertre en� Die mittlere Energiedichte liegt dagegen nahe des Mittelwertes der linken

Verteilung� Dieses Szenario erlaubt die Annahme von Hot Spots innerhalb des Feuerballs�




 � Einleitung

so da� insbesondere die lokale Bildung von desorientierten chiralen Kondensaten �engl��

Disoriented Chiral Condensates� DCCs� m�oglich wird� F�ur die aus diesen Gebieten wie�

derhergestellter chiraler Symmetrie emittierten Pionen wird im niedrigen p��Bereich

eine signi�kante Abweichung des Anteils der ungeladenen Pionen vom �ublichen Wert
��

�� ! �� ! ��
�

�

	
erwartet ��� ��� Daher wird eine skalenabh�angige Suche nach Einzel�

ereignis�uktuationen notwendig� die zudem sensitiv auf Teilchenkorrelationen reagiert�

Mit Hilfe von Wavelettransformationen k�onnen Verteilungen in eine Vielskalendar�

stellung zerlegt werden� Dies macht die Durchf�uhrung einer skalenunab�angigen Analyse

m�oglich� da in den Observablen auftretende Anomalien losgel�ost von der Breite der Seg�

mentierung der Verteilungen �der sogenannten Binreite oder dem Binning� detektiert

werden k�onnen� Die Betrachtung von aus den Waveletkoe�zienten gebildeten Momen�

ten erlaubt dann zus�atzlich die ben�otigte Korrelationsanalyse� Insgesamt stellen also die

Waveletmomente ein dem Problem angepa�tes Werkzeug dar�

In dieser Arbeit wird nach einer kurzen Einf�uhrung in den Aufbau des Experiments

NA�� auf die zur Durchf�uhrung einer Einzerlereignisanalyse notwendigen mathemati�

schen Methoden eingegangen� Diese werden im Anschlu� anhand von umfangreichen

Simulationen erprobt� die zus�atzlich die Basis f�ur einen Vergleich mit den experimentell

erhaltenen p��Spektren darstellen� welcher in Kapitel 
 erfolgt� Abschlie�end werden die

erhaltenen Ergebnisse kritisch diskutiert� und im Ausblick wird auf m�ogliche zuk�unftige

Anwendungen der Wavelettransformationen in der ultrarelativistischen Schwerionenphy�

sik hingewiesen�




 Das Experiment NA��

Seit ���� steht am Beschleuniger SPS �engl�� Super�Proton�Synchrotron� des Eu�

rop�aischen Kernforschungszentrums CERN� bei Genf ein ���Pb����Strahl f�ur �xed tar�

get �Experimente zur Verf�ugung� Durch seine weltweit einzigartige� hohe Energie von

�
�GeV�Nukleon k�onnen Materiezust�ande extrem hoher Dichte und Temperatur er�

zeugt werden� wodurch es m�oglich wird� die Entwicklung des fr�uhen Universums� aber

auch das Verhalten von Kernmaterie unter diesen au�ergew�ohnlichen Bedingungen� zu

untersuchen�

Beim zentralen Sto� zweier ultrarelativistischer Bleikerne enstehen etwa �


 Ha�

dronen� von denen ��	 elektrische Ladung tragen� Ziel des Experiments NA�� ist die

m�oglichst vollst�andige Detektion dieses hadronischen Endzustandes�

Zu diesem Zweck wurden vier gro�volumige Spurendriftkammern �engl�� Time Pro�

jection Chambers� TPCs� hinter einem aus Bleifolie ausgebildeten Target aufgebaut�

die die Registrierung der Flugbahnen der erzeugten geladenen Teilchen erm�oglichen�

Zwei der TPCs �Vertex�TPC � und � � be�nden sich innerhalb supraleitender Magnete�

wodurch �uber die Kr�ummung der Teilchenspuren eine Impulsbestimmung m�oglich ist�

Die beiden verbleibenden Main�TPCs erlauben durch Messung des spezi�schen Ener�

gieverlusts geladener Teilchen im Gasmedium eine Teilchenidenti�kation und �uber die

St�arke der im Magnetfeld erfahrenen Ablenkung der Teilchen ebenfalls eine Impuls�

bestimmung� Zus�atzlich decken Flugzeitw�ande einen kleinen Akzeptanzbereich ab� wo�

mit unter Ber�ucksichtigung der Impulsinformation eine unabh�angige Massenbestimmung

durchgef�uhrt werden kann� Schlie�lich bilden ein Vetokalorimeter und diverse Szintilla�

tionsz�ahler die Grundlage f�ur die Triggerung auf zentrale St�o�e zweier Bleiionen� wobei

Strahlpositionsdetektoren den einlaufenden Pb�Strahl de�nieren�

Auf diese einzelnen Komponenten des Experimentaufbaus soll in diesem Kapitel ein�

gegangen werden� Die Darstellung in Abbildung ��� zeigt das Experiment in der �Uber�

sicht�

�ehemals franz�� Centre Europ�eenne pour la Recherche Nucl�eaire� jetzt engl�� European Organization
for Nuclear Research



� � Das Experiment NA��
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Abbildung ��� Aufbau des Experiments NA��� Der Bleistrahl �BEAM � kommt von links und wird
vor dem Auftre�en auf das Target �T � durch die Strahlpositionsdetektoren �hier ab�
gebildet BPD� und BPD� � vermessen� Die Trigger S� bis S� erm�oglichen zusammen
mit den beiden Kalorimetern �RCAL und VCAL� die Auswahl von zentralen Ereig�
nissen� Die eigentliche Vermessung des hadronischen Endzustands in Form von Teil�
chenspuren geladener Partikel geschieht in den vier Spurendriftkammern �VTPC���
�im Magnetfeld� und MTPCL�R�� wobei die Teilchenidenti
kation durch vier Flug�
zeitw�ande �TOF � unterst�utzt wird�

��� Trigger

Mehrere Detektoren sind f�ur die Auswahl von g�ultigen Ereignissen zust�andig� Die mei�

sten von ihnen werden instantan �d�h� online� ausgewertet� Erst die Koinzidenz von

allen f�ur eine gewisse Kon�guration notwendigen
�
g�ultig��Signalen gibt die eigentliche

Datenaufnahme des Experiments frei� Im Gegensatz dazu gibt es Detektoren� deren

Messungen nur w�ahrend der Datenauswertung �also o�ine� zur nachtr�aglichen Ausson�

derung von ungewollten Ereignissen verwendet werden� An dieser Stelle sei besonders

auf die Strahlpositions�Detektoren �BPDs� verwiesen�

Im folgenden wird kurz auf die zumeist vor dem Target im Strahl stehenden Detek�

toren eingegangen� die f�ur die De�nition von g�ultigen Ereignissen notwendig sind� Eine

Ausnahme bilden die beiden Kalorimeter� die sich am Ende des Experimentaufbaus be�

�nden�

����� �Cerenkov�Z�ahler

Die erste Messung zur Triggerung eines g�ultigen Ereignisses geschieht mit einem
�Cerenkov�Z�ahler� genannt CEDAR� der sich ca� 

m vor dem Target be�ndet� Die�

ser �m lange� abgedunkelte Tubus besteht an dem dem Target zugewandten Ende aus

einem Hohlspiegel mit einem Loch in der Mitte� damit der Strahl ungehindert passie�

ren kann� Der Spiegel lenkt das von den geladenen Teilchen in der Gasf�ullung erzeugte
�Cerenkov�Licht auf eine kreisf�ormige Blende am targetfernen Ende des Detektors� Da der
�O nungswinkel des �Cerenkov�Lichts geschwindigkeitsabh�angig und der sensitive Winkel



��� Trigger �

des CEDAR durch den Aufbau fest vorgegeben ist� kann nur Licht von Teilchen ei�

ner bestimmten Masse durch die Blende gelangen�� Durch �Anderung des Gasgemisches

und damit des Brechungsindex im CEDAR kann man sich so z� B� der immer im Strahl

vorhandenen Pionen entledigen�

����� Strahlpositions�Detektoren

Die Strahlpositions�Detektoren �engl�� Beam Position Detectors� BPDs� werden zur Be�

stimmung der Richtung des einfallenden Pb�Strahls und damit auch der Position des

Strahls auf H�ohe des Targets ben�otigt� Dies erm�oglicht die genaue Messung des Vertex

nicht nur im Mittel� sondern gerade auch f�ur einzelne Ereignisse� Au�erdem wird somit

die Impulsrichtung des die Reaktion hervorrufenden Strahlteilchens bestimmt�

Um eine m�oglichst genaue Extrapolation der Vertex�Position und der Strahlrichtung

zu erreichen� be�nden sich seit der Strahlzeit im Herbst ���� drei baugleiche BPDs im

Strahl vor dem eigentlichen Experiment� Im NA���Koordinatensystem� dessen Ursprung

in der Mitte des �� Magneten und damit in Vertex�TPC � liegt� be�nden sich diese bei

z� � �	���m� z� � �����m und z� � ����m� Das Target sitzt bei zT � �
��m�
Die BPDs funktionieren nach dem Prinzip der Vieldraht�Proportionalz�ahlkammer

mit Kathodenauslese ���� Jeweils zwei um �
� gegeneinander gedrehte Ebenen von ��

senkrecht zum Beam aufgespannten Dr�ahten erzeugen bei Strahldurchgang durch Draht�

verst�arkung ein Induktionssignal auf ebensoviele Detektorstreifen� Dadurch l�a�t sich in

den meisten F�allen die Strahlposition f�ur die beiden senkrecht zum Strahl gelegenen

Richtungen auf �

�m genau bestimmen� Durch einfache Extrapolation dieser drei Wer�

te f�ur jede Achse� erh�alt man mit den bekannten Abst�anden der BPDs vom Target eine

Vertex�Position� die ebenfalls auf etwa �

�m genau berechnet werden kann�

Die mit den BPDs erhaltenen Daten werden gespeichert und erst o�ine ausgewer�

tet� So kann nachtr�aglich noch eine Auswahl von Ereignissen mit gut �uber die BPDs

de�niertem Vertex gemacht werden��

Erweiterung des Vertex	Extrapolations	Clients

Seit Herbst ���� wird eine von mir erweiterte und optimierte Routine zur Extrapola�

tion der Vertex�Position und Strahlrichtung benutzt� die im Gegensatz zum vorherigen

�Das SPS liefert Partikel mit einer festen Energie�
�Im Normalfall� also bei Pb�Pb�St�o�en� erfolgt die Vertex�Bestimmung �uber die R�uckextrapolation

der Teilchenspuren zum Target� Der durch die BPDs errechnete Vertex dient also in diesem Fall nur
zur Kontrolle� Im Fall von p � p� oder p�Kern�Ereignissen ist diese R�uckextrapolation aber aufgrund
der zu geringen Teilchenzahl nicht genau genug� wodurch die Vertex�Extrapolation mit Hilfe der BPDs
an Bedeutung gewinnt �insbesondere durch die bei p � p�St�o�en nicht genau bekannte Targetposition
durch ein ��ussiges Wassersto��Target��
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Programm nicht nur zwei� sondern eine beliebige Anzahl von Ortsmessungen des Strahls

verwendet� Dieses Verfahren ber�ucksichtigt die nunmehr drei st�andig betriebenen BPDs

und ist o en f�ur eventuell zus�atzlich eingesetzte Detektoren� Auch kann bei fehlerhafter

Messung einer Koordinate in einem Detektor die Extrapolation trotzdem mit den �ubri�

gen Detektoren durchgef�uhrt werden �insbesondere die vollst�andige Extrapolation der

anderen Koordinate��

����� Szintillationsz�ahler

Die Trigger mit den Namen S	� S�� S�� S
� S� und V	 geben das eigentliche Startsignal

f�ur die Datenaufnahme� S steht dabei f�ur Szintillator und V f�ur Veto�

Am weitesten strahlaufw�arts be�ndet sich der S	 �Trigger� der ein gesondertes Start�

signal f�ur die Flugzeitw�ande gibt� Der eigentliche Z�ahler besteht wie auch der S� aus

Quarz� in dem die beim Durchgang der Bleiionen erzeugte �Cerenkov�Strahlung �uber

einen Photovervielfacher ausgelesen wird� Das Quarzpl�attchen ist mit �

�m besonders

d�unn� damit die Zeitau��osung des Detektors m�oglichst hoch ist�

Hinter dem S	 folgen S� und S� � deren Signale in Koinzidenz geschaltet den eigent�

lichen Beam bzw� ein Teilchen im Strahl de�nieren� S� ist wie schon erw�ahnt baugleich

mit S	 � doch S� ist mit 
�
mm um den Faktor ��
 dicker� um ein besseres Signal�zu�

Rausch�Verh�altnis zu erreichen�

Hinter S� sitzt V	 � der erste Vetotrigger im Strahl� Er ist als Blende ausgebildet�

so da� ein Signal auf eine Reaktion im Strahl selbst hindeutet� da dieser durch etwaige

gebildete Sekund�arteilchen aufgeweitet wird� Folglich ist er in Antikoinzidenz zu S� und

S� geschaltet�

Der S
 �Trigger be�ndet sich zwischen dem Target und der Vertex�TPC � � Er de��

niert� ob eine Interaktion des Strahlteilchens im Target stattgefunden hat� Da die St�arke

des Signals quadratisch mit der Ladungszahl des einlaufenden Teilchens w�achst �Bethe�

Bloch�Formel�� kann man leicht unterscheiden� ob nach demTarget noch das vollst�andige

Bleiion mit �� Protonen ���� � ����� oder nur noch ein Fragment davon vorhanden ist�

Insbesondere erg�abe sich selbst dann� wenn �


 erzeugte Teilchen den Trigger tre en

w�urden� nur ein Wert von �


��� � �


� Schwieriger wird das Problem schon� wenn mit

Protonen als Projektil gearbeitet wird� da dann zu viele Ereignisse aussortiert werden�

weil ein nicht kollidiertes Proton �Z � �� ein Triggersignal von gleicher H�ohe wie jedes

andere einfach geladene �erzeugte"� Teilchen produziert� Deshalb wird der S
 �Trigger

im Fall eines Proton�Strahls durch eine schmalere Variante ersetzt� die die Chance eines

ungewollten Tre ers durch ein erzeugtes Teilchen vermindert und somit die Zahl der

g�ultigen Ereignisse erh�oht�

Der S� wird in Ausnahmef�allen � z�B� in Multi�Target�Runs � zwischen den beiden

Vertex�TPCs in gleicher Weise wie der S
 benutzt�
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����� Kalorimeter

Das Vetokalorimeter be�ndet sich hinter dem sonstigen experimentellen Aufbau und

dient zur schnellen Vetotriggerung von nicht�zentralen St�o�en� Nicht an der Reaktion

teilnehmende Projektilfragmente �Spektatoren� werden aufgrund ihres hohen Impulses

im Feld der Vertex�Magneten kaum abgelenkt und gelangen dadurch fast geradlinig in

das diesen Phasenraumbereich abdeckende Kalorimeter� Durch die Energiedeposition im

Vetokalorimeter ist also ein R�uckschlu� auf die Zentralit�at des Ereignisses m�oglich �	��

Au�erdem existiert noch das sogenannte Ringkalorimeter � Dieses liefert �uber die Mes�

sung der transversalen Energie von Hadronen und Photonen ein positives Triggersignal�

falls die in ihm deponierte Energie einen R�uckschluss auf einen zentralen Sto� zul�a�t� Da�

bei sind die Signale von Veto� und Ringkalorimeter verst�andlicherweise antikorreliert� da

jede zus�atzliche Energiedeposition in der Reaktionszone� die durch weitere Partizipanden

hervorgerufen wird� zu einer Zunahme des Energieinhaltes transversaler Freiheitsgrade

f�uhrt� Die Daten f�ur die vorliegende Arbeit wurden allerdings ohne diesen zus�atzlichen

Trigger aufgenommen�

��� Spurendriftkammern

Das Herzst�uck des NA���Experimentes bilden die vier Spurendriftkammern �TPCs��

durch die die Trajektorien der produzierten geladenen Teilchen vermessen werden

k�onnen� Das Grundprinzip beruht darauf� da� geladene Teilchen� die sich durch ein Gas

bewegen� dieses entlang ihres Weges ionisieren� Die dadurch erzeugten Ionisationspuren

k�onnen dann elektronisch ausgelesen werden�

In diesem Abschnitt soll auf den Aufbau und die genaue Funktionsweise der TPCs

eingegangen und die Ausleseelektronik angesprochen werden �����

����� Aufbau

Die Spurendriftkammern bestehen jeweils aus einer Gasbox� die an den Seiten durch zwei

��
�m dicke Folien gasdicht zur Umgebung abgeschlossen ist �siehe Abb� ��� links�� Der

Zwischenraum der beiden Folien wird mit Sticksto gesp�ult� um eine Kontamination

des Z�ahlgases� im Inneren der Box mit Sauersto und Wasserdampf zu verhindern� Da

die einfallenden Teilchen m�oglichst geringe Wechselwirkungen in den Detektorw�anden

erfahren sollen� besteht die Wandfolie aus Mylar� einemMaterial mit einer sehr geringen

Massenbelegung�

�Das Z�ahlgas besteht bei den Vertex�TPCs aus Neon und Kohlendioxyd im Verh�altnis ���� in den
Main�TPCs handelt es ich um Argon� Methan und Kohlendioxyd ����
�
� 	����
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Abbildung ��� Schematischer Aufbau einer Vertex�TPC� In der Explosionszeichnung �links� sind die
Gasbox� die Deckelplatte mit den Auslesemodulen und der Feldk�a
g abgebildet 	����
In der Ansicht in Strahlrichtung �rechts� erkennt man zus�atzlich die aluminiumbe�
schichteten Mylarstreifen� die durch eine Widerstandskette das homogene Feld in der
Gasbox erm�oglichen 	����

Stabilit�at erh�alt die Konstruktion durch einen glasfaserverst�arkten Kunststo rah�

men �G�
�� der an einer Deckelplatte aus Aluminium aufgeh�angt ist� An dieser Platte

ist au�erdem die Ausleseelektronik befestigt� Den unteren Abschlu� der Gasbox bildet

eine Bodenplatte� die zur Gewichtsersparnis bei gleichzeitig m�oglichst hoher Stabilit�at

in einer wabenf�ormigen Sandwich�Bauweise ausgef�uhrt ist�

Der Feldk�a�g� der sich im Inneren der Gasbox be�ndet� besteht aus aluminiumbe�

schichteten� zwischen Keramikrohren aufgeh�angten Mylarstreifen� Diese sorgen bei An�

legung einer Hochspannung an die HV�Ebene am Boden des Feldk�a�gs durch eine als

Spannungsteiler ausgebildete Widerstandskette f�ur ein auch an den R�andern des K�a�gs

homogenes Driftfeld�

����� Funktionsweise

�Uber der Kathodenebene an der Oberseite des Feldk�a�gs sind drei Drahtebenen auf�

gespannt �siehe Abb� ��	# die r�aumliche Orientierung im Experiment ist gerade umge�

kehrt�� Die von einem durch den Feldk�a�g �iegenden geladenen Teilchen aufgrund der

elektromagnetischen Wechselwirkung im Detektorgas erzeugten Ladungstr�ager �Elek�

tronen und Ionenr�umpfe� driften entlang des homogenen Feldes� das zwischen der HV�

Ebene am Boden und dem Frisch�Gitter angelegt ist� Dabei wandern die beweglicheren
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Abbildung ��� Driftstrecke der Elektronen� die durch ein das Z�ahlgas durchquerendes� geladenes
Teilchen erzeugt wurden 	���� Die einzelnen im Text erw�ahnten Drahtebenen sind
ebenso wie die in Pads unterteilte Ausleseebene zu erkennen�

Elektronen wegen ihrer negativen Ladung in Richtung der Ausleseebene� die in Pads

segmentiert ist� Das sogenannte Gating Grid � die am weitesten von den Auslesemodu�

len entfernte Drahtebene� erm�oglicht eine triggergesteuerte Ereignisauswahl� indem die

Einzeldr�ahte zur Sperrung der Datenaufnahme auf ein alternierendes Potential gelegt

werden� wodurch die erzeugten Ladungstr�ager durch die enstehende Feldinhomogenit�at

zum Gating Grid gelenkt und dort absorbiert werden� Soll ein Ereignis detektiert wer�

den� wird die Spannung dieser Dr�ahte dem sie umgebenden Hochspannungsfeld angepa�t�

so da� die erzeugten Elekronen zur Ausleseebene passieren k�onnen� Zus�atzlich verhin�

dert diese Drahtebene eine Kontamination des Z�ahlgases in der Gasbox durch von den

Verst�arkungsdr�ahten wegdriftende positive Ionenr�umpfe�

Das schon erw�ahnte Frisch�Gitter liegt auf Null�Potential� wodurch nicht nur das

Hochspannungsfeld erzeugt� sondern auch eine Beein�ussung des homogenen Driftfel�

des im Feldk�a�g durch die zwischen Frisch�Gitter und den Auslesemodulen gelegene

Verst�arkungsebene verhindert wird�

Die Verst�arkungsebene besteht aus Verst�arkungs� und Felddr�ahten� wobei die

Verst�arkungsdr�ahte auf einem hohen positiven Potential ��


V�� die Felddr�ahte auf


V gehalten werden� Die die beiden vorhergehenden Drahtebenen passierenden Elek�

tronen werden zu den Verst�arkungsdr�ahten hin stark beschleunigt� wobei sie lawinen�

artig neue Elektron�Ion�Paare erzeugen� Durch diese Vervielfachung wird das Signal

der urspr�unglich nur wenigen Elektronen me�bar� Die Felddr�ahte schirmen die einzel�

nen Verst�arkungszonen voneinander ab� um jeweils eine Proportional�Verst�arkung zu

gew�ahrleisten und Interferenzen zwischen den einzelnen Verst�arkungsdr�ahten zu verhin�

dern� Die neu erzeugten Elektronen �ie�en schlie�lich �uber die Verst�arkungsdr�ahte ab�

und zur�uck bleiben die positiv geladenen Ionenr�umpfe� da sich diese aufgrund ihrer Mas�
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se nur viel langsamer im Detektorgas bewegen k�onnen� Diese positiven Ladungstr�ager

induzieren in der in Pads unterteilten Ausleseebene ein Signal� das somit eine zweidi�

mensionale Ortsmessung eines Spurpunktes erm�oglicht� Die Tiefe und damit gleichzeitig

die dritte Ortskoordinate� aus der die driftenden Elektronen von der urspr�unglichen Er�

zeugung durch das das Z�ahlgas ionisierende Teilchen kamen� l�a�t sich durch die Driftzeit

der Elektronen zur Ausleseebene berechnen�

Durch Proportional�Verst�arkung der durch Ionisation erzeugten� urspr�unglichen La�

dungsmenge� ist au�erdem ein R�uckschlu� auf den f�ur eine Teilchenart spezi�schen

Energieverlust pro Wegstrecke beim Durchqueren eines Mediums m�oglich� Die oben be�

schriebene Messung eines einzelnen Spurpunktes ist daf�ur aber nicht ausreichend� da

sie starken statistischen Schwankungen unterliegt� Die Mehrfachmessung eines Teilchens

entlang seines Weges erlaubt aber die Bildung eines Mittelwertes �genauerer� eines trun�

cated mean�� so da� auf diese Weise Teilchenidenti�zierung betrieben werden kann ��
��

����� Ausleseelektronik

Die �uber ��



 Kan�ale der vier TPCs erzeugen pro Ereignis ein Datenvolumen� das nur

mit einer dieser Datenmenge angepa�ten Auleseelektronik bew�altigt werden kann�

Die Signale von �� Pads� die �uberdies in 
�� Zeitschritten von �

 ns gesampelt wer�

den� werden in je einem Chip auf einer sogenannten Front End �Karte entgegengenom�

men� Diese Front End �Karten� auf denen je zwei Chips die Daten digitalisieren� be�nden

sich direkt hinter der aus Pads gebildeten Ausleseebene und sind in der Aluminium�

Deckelplatte befestigt� Jeweils �� Front End �Karten schicken ihre Daten dann �uber

Flachbandkabel zu den Control and Transfer Boards� welche den Datenstrom via Glasfa�

serkabel zu den im Counting House be�ndlichen Receiver Boards weiterleiten� Nachdem

jedes Receiver Board die Daten von vier Control and Transfer Boards � nach Abzug

des durch eine vorher stattgefundene Messung bestimmten Sockelwertes � komprimiert

hat� wird der nun noch etwa �
Mbyte umfassende Datensatz eines Ereignisses auf ein

SONY D� Bandlaufwerk geschrieben�

��� Flugzeitw�ande

In einem kleinen Akzeptanzbereich wird die Teilchenidenti�kation durch spezi�schen

Energieverlust durch die Messung der Flugzeit der jeweiligen Teilchen unterst�utzt� Mit

Hilfe der gemessenen Spurl�ange ist dadurch eine Bestimmung der Teilchengeschwindig�

keit m�oglich� was durch den �uber die Spurkr�ummung bekannten Impuls der Teilchen die

Berechnung der jeweiligen Teilchenmasse und damit die Bestimmung der Teilchenart

erlaubt�
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ande ��

Mittlerweile werden bei NA�� drei verschiedene Typen von Flugzeitw�anden �engl��

Time of Flight�TOF Walls� eingesetzt� Insgesamt vier W�ande be�nden sich hinter den

Main�TPCs� eine PesTOF �Wand zu Testzwecken f�ur das zuk�unftige Experiment ALICE

hinter der Vertex�TPC � �
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 Methoden der
Einzelereignisanalyse

Jedes Ereignis eines zentralen Pb ! Pb�Sto�es bei �
�GeV�Nukleon besteht aus einem

Satz von etwa �


 gemessenen Teilchen� denen naturgem�a� mehrere physikalische Ob�

servablen wie z� B� Impuls oder Masse zugeordnet sind�� Die Analyse von einigen �
�

Ereignissen dieser Art kann auf unterschiedliche Arten durchgef�uhrt werden� wovon je

nach Fragestellung der passende Ansatz gew�ahlt werden mu��

Die klassische Methode nimmt dem einzelnen Ereignis seine Individualit�at und be�

trachtet nur Observablen aller produzierten Teilchen� unabh�angig aus welchen Ereignis

sie stammen� Die damit erzeugten inklusiven Verteilungen beschreiben somit ein �ktives�

mittleres Ereignis� Diese Vorgehensweise wird insbesondere zur detaillierten Untersu�

chung von Produktionsmechanismen und�oder Transversalimpuls� oder Rapidit�atsspek�

tren von Baryonen� die ein strange�Quark enthalten� wichtig �z� B�� $� %� und %
�
�� da

deren Multiplizit�at in einem einzelnen Ereignis zu gering ist� um aussagekr�aftige Ergeb�

nisse zu erzielen�

Da o ensichtlich die einzelnen Ereignisse mehr oder weniger stark von dem eben

de�nierten mittleren Ereignis abweichen werden� ist der logische n�achste Schritt� jedes

Ereignis getrennt zu betrachten� um dadurch eine Aussage �uber die St�arke der Fluk�

tuation von Ereignis zu Ereignis zu erm�oglichen� Durch die gro�e Zahl an detektierten

Ereignissen scheint es sinnvoll� einzelne Ereignisse durch m�oglichst wenige Ma�zahlen

zu charakterisieren� Als erstes bieten sich die Mittelwerte der Observablen an� die bei

den inklusiven Verteilungen schon �uber das gesamte Ereignisensemble gemittelt wurden�

Diese neu gewonnen Ma�zahlen machen globale Aussagen �uber jedes Ereignis und suchen

daher nach globalen Fluktuationen�

Die Bildung des Mittelwertes ist eine sehr einfache M�oglichkeit� um eine Verteilung

zu klassi�zieren� Es ist klar� da� man einerseits nur wenige Ma�zahlen de�nieren will�

andererseits die in die eigentliche Analyse her�ubertransportierte Information mit der

Zahl der Ma�zahlen w�achst� Man mu� also einen sinnvollen Kompromi� eingehen� Die

�Im Rahmen dieser Untersuchung wird sp�ater insbesondere der Transversalimpuls p� der Teilchen
wichtig werden�
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Eigenschaften der Ma�zahlen richtet sich dabei nach der speziellen Analyse� die an den

Daten vorgenommen werden soll�

Die Suche nach im niedrigen p��Bereich geh�auft auftretenden Pionen stellt an die

besprochenen Me�werte die folgenden Bedingungen� Zum einen sollen sie ein Ma� f�ur

die Anzahl der Teilchen in einem bestimmten Intervall der Verteilung zur Verf�ugung

stellen� zum anderen sollte die Breite des Intervalls wegen der unbekannten Ausdehnung

der in p� korrelierten Pionen variabel sein�

Die zweite Bedingung gab den Ansto�� die Analyse mit Hilfe von Wavelettransforma�

tionen durchzuf�uhren� Mit diesen Transformationen ist man in der Lage� eine Verteilung

unabh�angig von der ihr zugrundeliegenden Unterteilung der Abszisse �man spricht von

der Binbreite� zu analysieren� Die Verteilung wird also in eine Darstellung transfor�

miert� die gegen�uber der urspr�unglichen Verteilung von der Au��osung �oder der Ska�

la� der gew�ahlten Abszissenunterteilung weitgehend unabh�angige Aussagen erm�oglicht�

Man sagt� es handele sich bei der Wavelettransformation um eine skalenunabh�angige

Repr�asentation der urspr�unglichen Verteilung� da der an die Abszisse der Eingangsver�

teilung angelegte Ma�stab durch diese neue Darstellung keine feste Gr�o�e mehr hat�

sondern innerhalb der Transformation mehrmals mit dem Faktor � skaliert wird�

Die erstgenannte Forderung nach einer Korrelationsanalyse wird durch die Berech�

nung der Momente der aus der Wavelettransformation erhaltenen Koe�zienten m�oglich�

Die mathematischen Grundlagen der Wavelettransformation und die Berechnung ihrer

Momente werden in Abschnitt 	�� vorgestellt�

Zuvor wird in Abschnitt 	�� noch auf ein weiteres Hilfsmittel eingegangen� das die

Einzelereignisanalyse �engl�� Event�by�Event Analysis� erheblich erleichtert� Es handelt

sich dabei um eine Transformation� die es erm�oglicht� beliebige Verteilungen �in unserem

Fall nur solche der Dimension �� in eine Gleichverteilung umzuwandeln� Dies macht

einerseits einen schnellen direkten Vergleich der Verteilungen von einzelnen Ereignissen

mit der entsprechenden inklusiven Verteilung m�oglich� andererseits wird die M�oglichkeit

der Simulation von Kontrollverteilungen stark vereinfacht� da diese ebenfalls nur noch

gem�a� einer Gleichverteilung gef�ullt werden m�ussen�

��� Transformationen beliebiger Verteilungen in

Gleichverteilungen

Um entscheiden zu k�onnen� ob sich ein einzelnes Ereignis � dargestellt in einer Obser�

vable � signi�kant anders verh�alt als vergleichbare Ereignisse des gleichen Ensembles�

vergleicht man das Spektrum dieses Einzelereignisses mit dem inklusiven Spektrum des

gesamten Ensembles� Es kann sich allerdings als Problem erweisen� den Vergleich mit

einer schon komplizierten mittleren Verteilung durchzuf�uhren � erst recht� wenn die

Multiplizit�at der Einzelereignisse nur relativ gering ist�
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Lieber m�ochte man in der Lage sein� schon mit blo
em Auge einer Einzelverteilung

anzusehen� ob sie
�
besonders� ist oder nicht� Das w�are einfach� wenn man es mit ei�

ner im Mittel �achen Verteilung zu tun h�atte� da dann die Ereignisse ohne vom Mittel

abweichende Information ebenfalls eine �ache Verteilung aufweisen sollten� Ein au�er�

gew�ohnliches Ereignis hingegen ist dann alles andere als gleichverteilt� Es stellt sich also

das Problem� eine beliebige Verteilung in eine Gleichverteilung zu transformieren �����

Gegeben sei eine Verteilung ��x� dx� x 	 �a� b�� die in eine andere Verteilung

h�y� dy� y 	R� �uberf�uhrt werden soll� Gesucht ist die Funktion f � die diese Operation

bewerkstelligt�

��x�
f�� h�y�

x ��� y � f�x�� �	���

Aufgrund der notwendigen Erhaltung der urspr�unglichen Information mu�

��x� dx � h�y� dy �	���

gelten� Dadurch erh�alt man

h�y� � ��x�
dx

dy
� ��x�

�

f ��x�
� � bzw� �	�	�

df�x�

dx
� ��x�� �	���

Schlie�lich ergibt eine einfache Umformung

y � f�x� �

xZ
a

��x�� dx� mit x 	 �a� b�� �	�
�

Um nun noch den Tr�ager der Verteilung h�y�dy auf das Intervall �
��� zu beschr�anken�

erfolgt eine Normierung� so da� man schlie�lich folgende Form erh�alt�

y � f�x� �

xR
a
��x�� dx�

bR
a
��x�� dx�

mit x 	 �a� b�� y 	 �
� ��� �	���

Dadurch bekommt die Verteilung h�y�dy folgendes Aussehen�

h�y�dy �
�
� y 	 �
� ��


 sonst�
�	���

F�ur die praktische Durchf�uhrung bedeutet dies� da� man zuerst die �uber alle Er�

eignisse gemittelte �inklusive� Verteilung erzeugen mu�� Will man nun ein einzelnes

Ereignis transformieren� tr�agt man jeden Eintrag an der Stelle x der urspr�unglichen

Verteilung an der durch Gleichung 	�� mit der gemittelten Verteilung errechneten Stelle
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y ein� Gemittelt �uber viele Ereignisse des Ensembles ergibt sich so wieder ann�ahernd

eine Gleichverteilung�� Die Werteverteilung eines einzelnen Ereignisses hingegen kann

durchaus von einer Gleichverteilung abweichen� obwohl sie gem�a� einer �achen Vertei�

lung mit beschr�ankter Statistik belegt wird� Gehen diese Abweichungen �uber das durch

statistische Schwankungen zu erwartende Ma� hinaus� hat man es mit einiger Sicherheit

mit einem besonderen Ereignis zu tun�

��� Wavelets

Bei Wavelets handelt es sich um ein orthogonales Funktionensystem� nach dem sich be�

liebige andere Funktionen entwickeln lassen� Charakteristisch f�ur eine Wavelettransfor�

mation ist� da� ein scharfes Eingangssignal ebenfalls ein scharfes Ausgangssignal erzeugt�

so da� man durch Rechenungenauigkeiten oder Schnitte im Koe�zientenraum nicht das

gesamte Signal verfremdet� sondern nur lokal kleine Abweichungen auftreten� Au�erdem

werden bei einer solchen Entwicklung die Wavelets automatisch skaliert� was dazu f�uhrt�

da� durch die Transformation eines Vektors von Datenpunkten in den Funktionenraum

der Wavelets skalenunabh�angige� sprich von der Bineinteilung der Abszisse losgel�oste

Aussagen �uber die Daten gemacht werden k�onnen� Damit gelingt es z� B�� Selbst�ahnlich�

keiten bei verschiedener Skalengr�o�e �� Au��osung� oder Anomalien eines Spektrums�

deren Skala nicht von vornherein bekannt sind� zu erkennen� Durch die anschlie�ende Be�

rechnung der Momente der aus der Transformation erhaltenen Koe�zienten wird zus�atz�

lich eine Korrelationsanalyse m�oglich� Insgesamt erlaubt die Wavelettransformation also

die Untersuchung von Mehrteilchenkorrelationen� unabh�angig von der Skalengr�o�e� mit

der die verwendeten Observablen beobachtet werden�

Nach einer allgemeinen Einleitung �uber Integraltransformationen � der mathemati�

schen Grundlage� aus der sich die Entwicklung einer Funktion nach einem orthogona�

len Funktionensystem ergibt � wird dieses Konzept anhand der bekannten Fourier�

Transformation erl�autert� um dann� auf dieser Grundlage aufbauend� zu den Wave�

lettransformationen �ubergehen zu k�onnen�

�Nur wenn man alle zur Mittelung herangezogenen Ereignisse verwendet� ergibt sich die Gleichver�
teilung exakt � es sei denn� alle Ereignisse sind identisch�
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����� Integraltransformationen 	 Transformationen in Funk�
tionenr�aumen

Integraltransformationen

Unter einer Integraltransformation im allgemeinen versteht man die mathematischeOpe�

ration� die einer Originalfunktion f�t� eine Bildfunktion F �p� derart zuordnet� da�

F �p� �

��Z
��

K�p� t�f�t� dt �	���

gilt� Mit Hilfe des im Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen L� �ublichen Ska�

larprodukts

�g�t�� h�t�� �

��Z
��

&g�t�h�t� dt �	���

l�a�t sich eine Integraltransformation als Entwicklung einer Funktion nach einem anderen

Funktionensystem verstehen� Um die Eindeutigkeit und die Umkehrbarkeit einer solchen

Transformation zu gew�ahrleisten� m�ussen die Funktionen K�p� t�� nach denen die Funk�

tion F �p� entwickelt werden soll� orthogonal zueinander sein� Mathematisch bedeutet

dies

�K�p� t��K�p�� t�� �

��Z
��

&K�p� t�K�p�� t� dt � 
pp�� �	��
�

Die f�ur die Berechnung n�otige Koe�zientenfunktion f�t� l�a�t sich leicht mit Hilfe des

gegebenen Funktionenbasissystems und der zu entwickelnden Funktion berechnen�

f�t� �

��Z
��

&F �p�K�p� t�� dp � �F �p��K�p� t�� � �	����

In den bei uns relevanten F�allen ist die zu entwickelnde Funktion F �p� eine physikalische

Gr�o�e� so da� auf die Bildung der komplexen Konjugation verzichtet werden kann�

Diskretisierung von Integraltransformationen

Da gemessene Daten selten in Form einer kontinuierlichen Funktion� sondern meist als

Datenpunkte vorliegen� mu� man sich �uber die �Ubertragbarkeit des eben vorgestellten

Konzeptes auf den diskreten� diskontinuierlichen Fall Gedanken machen� Es handelt sich

bei einer Integraltransformation o ensichtlich um eine lineare Transformation� weshalb

die Matrizenrechnung als L�osungsmethode naheliegt�

Gegeben sei ein Datenvektor der L�ange N � dessen Elemente mit Hilfe einer umkehr�

bar eindeutigen Operation in einen anderen Datenvektor �uberf�uhrt werden sollen� Die
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eindeutige Umkehrbarkeit spielt insofern eine gro�e Rolle� da man keine Information aus

dem urspr�unglichen Datenvektor verlieren m�ochte� Daraus folgt insbesondere� da� die

Dimension des erzeugten Datenvektors genau gleich der Dimension des gegebenen Da�

tenvektors sein mu�� Die mathematische Formel einer solchen Transformation schreibt

sich dann wie folgt�

�F � A �f� �	����

wobei �f der Repr�asentant des Original�Datenvektors und �F derjenige des neuen Daten�

vektors sei� A ist die lineare Abbildung� die zwischen den beiden Datenvektoren ver�

mittelt� also eine N �N �Matrix� Die Abbildungsvorschrift sieht dann folgenderma�en

aus� �
BBBBB�

F�

F�

���

FN

�
CCCCCA �

�
BBBBB�

a�� a�� � � � a�N
a�� a�� � � � a�N
���

���
� � �

���

aN� aN� � � � aNN

�
CCCCCA

�
BBBBB�

f�
f�
���

fN

�
CCCCCA

�

�	��	�

Es h�angt nun allein von den Matrixelementen ank ab� welche spezielle lineare Transfor�

mation durch obige Gleichung 	��	 erzeugt wird�

����� Beispiel
 Fourier�Transformationen

Kontinuierliche Fourier	Transformationen

Das wohl bekannteste Beispiel einer Transformation in einen anderen Funktionenraum

ist die Fourier�Entwicklung� Die Basisfunktionen� nach denen die urspr�ungliche Funktion

entwickelt wird� sind Sinus und Cosinus� Um die mathematische Konsistenz zu wahren�

erh�alt man mit Hilfe der Eulerschen Formel

K��� t� �
�p
��

e�i�t mit p � i�� �	����

Wie man leicht zeigt� erf�ullt dieses Funktionensystem die Forderung nach Orthogonali�

t�at�

�K��� t��K���� t�� �
�

��

��Z
��

ei	���
�
t dt � 
���� �	��
�

Die Koe�zientenfunktion f�t� berechnet sich nach Gleichnung 	��� zu

f�t� �
�p
��

��Z
��

&F ��� ei�t d�� �	����
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Diskrete Fourier	Transformationen

Will man ein diskretes� endliches Intervall von Funktionswerten Fourier�transformieren�

ben�otigt man die Matrixelemente ank� Man erh�alt �siehe hierzu �����

ank � e��ink�N � �	����

Hierbei ist zu beachten� da� bei dieser Transformation ein Satz von N Datenpunkten

fk � f�tk� mit tk � k'� k � 
� �� �� ���� N � � �	����

in einen transformierten Datensatz

Fn � F ��n� mit �n � n

N'
� n � �N

�
� ����!

N

�
�	����

�uberf�uhrt wird� Damit transformieren sich die Elemente des Datenvektors folgenderma�

�en�

Fn �
N��X
k��

fke
���ink�N � �	��
�

Diese Gleichung l�a�t die Struktur einer Matrixgleichung schon sehr deutlich zu Tage

treten� wenn auch zur korrekten Indizierung die Laufvariablen ver�andert werden m�u�ten�

Da die Basisfunktionen� wie erw�ahnt � ein orthogonales System bilden� ist auch die

Abbildung selbst und damit die Matrix orthogonal� woraus sofort folgt �siehe z� B� ������

da� die Inverse der Matrix gerade ihre Transponierte ist�

AtA � E bzw� A�� � At� �	����

Somit ist auch die Umkehrung � d� h� die R�uckrechnung des erzeugten Datenvektors

auf den urspr�unglichen Datenvektor � einfach m�oglich� Es zeigt sich� da� der einzige

Unterschied im anderen Vorzeichen des Exponenten und in der Division durch N des

nach der Summierung erhaltenen Ergebnisses besteht�

fk �
�

N

N��X
n��

Fne
��ink�N � �	����

In der Anwendung hat die Fourier�Transformation eines endlichen Intervalls allerdings

einen entscheidenden Nachteil� Die Fourier�Transformierte F ��� erstreckt sich streng ge�

nommen bis ins Unendliche� O ensichtlich bleibt aber die Anzahl der Funktionswerte bei

einer orthogonalen Transformation konstant� so da� es zwangsl�au�g zum Abschneiden

der transformierten Funktion F ��� au�erhalb des Bereichs 	N

�
kommt�
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����� Wavelettransformationen

Im folgenden wird eine weitere zwischen Funtionenr�aumen vermittelnde Transformation

betrachtet� Es wird sich zeigen� da� auch in diesem Fall die Transformationsmatrix

eine relativ einfache Struktur hat� Die Transformation an sich hat aber gegen�uber der

Fourier�Transformation einen entscheidendenVorteil�W�ahrend bei der erstgenannten ein

diskretes Zeitsignal ein unendlich ausgedehntes Frequenzsignal erzeugt �und umgekehrt��

erh�alt man mit Hilfe der Wavelettransformation Informationen� die sowohl im Original�

als auch im Abbildungsbereich lokalisiert sind�

Es ist klar� da� eine Wavelettransformation im kontinuierlichen Fall �uber eine Inte�

graltransformation der Form von Gleichung 	�� de�niert ist� Hier wird aber nur auf den

Fall von einer diskreten� endlichen Anzahl von Datenpunkten eingegangen� die mit Hilfe

einer linearen Transformation in einen Satz von Koe�zienten von Wavelets oder Mut�

terfunktionen �so die Namen der Mitglieder des Funktionenbasissystems� transformiert

werden sollen ����� Dies hat seine Berechtigung darin� da� die sp�ater zu analysierenden

Daten ebenfalls aus einer diskreten und endlichen Anzahl von Datenpunkten bestehen�

Die Wirkungsweise von Wavelettransformationen erkl�art sich am leichtesten am Bei�

spiel der Haar�Wavelets� Nach der Einf�uhrung dieses Grundkonzeptes lassen sich kom�

pliziertere Wavelets als logische Fortsetzung des erkannten Prinzips verstehen�

Haar	Wavelets

Gegeben sei eine beliebige Funktion 	�x� im De�nitionsbereich �
� ��� welcher in �J Bins

unterteilt sei� Die Funktion werde durch Kastenfunktionen


HJk�x� � 
H��Jx� k� �

�
� f�ur k ��J 
 x � �k ! ����J


 sonst
�	��	�

angen�ahert� wobei 
 
 x � �J �siehe Abb� 	�� oben�� Der Index H steht f�ur
(
Haar)�

Diese Kastenfunktionen sind orthogonal in Bezug auf den Index k�

�

HJk� 


H
Jk�

�
� ��J
kk�� �	����

Die Funktion 	�x� schreibt sich dann mit Hilfe von 
HJk mit der Au��osung J wie folgt�

	�x� � 		J
�x� �
X

��k��J

	Jk

H
Jk�x�� �	��
�

Man sagt� 		J
�x� sei die Monoskalendarstellung der Funktion 	�x�� die in lokale Kasten�

funktionen der Au��osung J zerlegt wird� Dabei bezieht sich der Ausdruck
(
lokal) auf den

kompakten Tr�ager der Funktion �im Gegensatz zu den nicht�lokalen Fourier�Funktionen
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Abbildung ��� Multiskalenanalyse mit dem Haar�Wavelet 	����
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Sinus und Cosinus�� Der �Ubergang zur Multiskalendarstellung erfolgt durch die Erset�

zung der Kastenfunktion 
HJk zur Au��osung J durch eine Kastenfunktion 
HJ���k� zur

Au��osung J � � und einer Di erenzfunktion�

�H
J���k�

�x� � �H��J��x� k�� �

�		

		�

!� f�ur k� ��	J��
 
 x � �k� !
�
�
���	J��


�� f�ur �k� !
�
�
� ��	J��
 
 x � �k� ! ����	J��



 sonst�
�	����

dem sogenannten Haar�Wavelet� Daraus l�a�t sich die urspr�unglich feiner unterteilte

Funktion leicht wieder erzeugen� n�amlich durch Summierung bzw�Di erenzbildung der

gr�ober unterteilten Funktionen�


HJ��k�x� �
�

�

�

HJ���k�x� ! �H

J���k�x�
�
�

�H
J��k���x� �

�

�

�

HJ���k�x�� �H

J���k�x�
�
� �	����

O ensichtlich werden zwei benachbarte Bins der Au��osung J zu einem gemittelten Bin

bei der Au��osung J�� zusammengefa�t# die Di erenz zu diesemMittelwert der einzelnen

Bins wird in Form der Funktion �H
Jk�x� vermerkt� Somit bleibt die komplette Information

erhalten� Die Funktion 	�x� erh�alt damit folgendes Aussehen�

	�x� � 		J
�x� �
X

��k��J

	Jk

H
Jk�x�

�
X

��k���J��

	J���k�

H
J���k�

�x� !
X

��k���J��

*	J���k��
H
J���k�

�x�

� 		J��
�x� ! *		J��
�x�� �	����

Diese Schritte werden nun wiederholt� so da� jetzt die Kastenfunktion 
HJ���k�x� der

letzten Zerlegung abermals als Summe einer Kastenfunktion 
HJ���k��x� und einer Di e�

renzfunktion �H
J���k��x� aufgefa�t wird� Gleichung 	��� wird somit zu�

	�x� � X
��k���J��

	J���k�

H
J���k��x� !

X
��k���J��

*	J���k��
H
J���k��x�

!
X

��k���J��

*	J���k��
H
J���k��x�

� 		J��
�x� ! *		J��
�x� ! *		J��
�x�� �	����

Die Iteration wird so lange fortgesetzt� bis die Au��osung J�J � 
 erreicht wird �Abb� 	��

unten��

	�x� � X
��k��

	��k

H
��k�x� !

X
��kJ��

*	��kJ�
H
��kJ

�x� !
X

��kJ����

*	��kJ���
H
��kJ��

�x� ! � � �

!
X

��k���J��

*	J���k��
H
J���k�

�x� !
X

��k���J��

*	J���k��
H
J���k�

�x�

� 		�
�x� ! *		�
�x� ! *		�
�x� ! � � �! *		J��
�x� ! *		J��
�x�� �	�	
�
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Im Gegensatz zur monoskalen Darstellung �Glg� 	��
� wurde nun eine orthogonale Mul�

tiskalenzerlegung erzeugt� Dabei wurde die Funktion 	�x� nicht nach den monoskalen Ka�

stenfunktionen 
HJk�x�� sondern nach Di erenzfunktionen �H
Jk�x�� die auf verschiedenen

Skalen 
 
 j � J
�
leben�� entwickelt� Wie Gleichung 	��
 besteht auch die Darstellung

Gleichung 	�	
 aus �J Amplituden � �J�� !�J��! � � �!�!� � �J � � *	jk�Amplituden

und einer Amplitude 	��� f�ur den Gesamtmittelwert � was eine notwendige Bedingung

f�ur Informationserhaltung ist� Au�erdem ist die Entwicklung �Glg� 	�	
� orthogonal� da

�
�H
jk� �

H
j�k�

�
�

�

�J

jj�
kk� und�


H���� �
H
jk

�
� 
� �	�	��

W�urde man bei jedem Iterationsschritt immer nur die gemittelten Amplituden 	jk be�

halten� die Waveletamplituden *	jk dagegen verwerfen� erhielte man denselben Datensatz

mit immer gr�oberer Au��osung� was o enbar einen Informationsverlust bedeuten w�urde�

In Gleichung 	�	
 dagegen wird keine Information von irgendeiner Au��osungsskala ver�

worfen� Jedem Verlust an Information durch erneute Mittelung wird durch eine weitere

Waveletamplitude Rechnung getragen�

*		j
�x� �
X

��k��J

*	jk�
H
jk�x� � 		j��
�x�� 		j


�
X

��k���j��

	j���k��x�

H
j���k��x��

X
��k���j

	j�k��x�

H
j�k�

�x��

�	�	��

Allgemeine Wavelettransformationen

Nach dieser ersten Einf�uhrung anhand der Haar�Wavelets stellt sich die Frage� ob sich

der obige Formalismus verallgemeinern l�a�t� Gibt es eventuell noch andere Mutterfunk�

tionen� die dem Haar�Wavelet in seiner Wirkung bei der Funktionentransformation glei�

chen+

Um einen Einstieg zu bekommen� betrachtet man zun�achst erneut Gleichung 	���� Die

Funktion 		J
�x�� aufgel�ost auf der Skala J mit den Kastenfunktionen 
HJk�x�� wird durch

die gr�obere Funktion 		J��
�x� auf der Skala J � � mit den Kastenfunktionen 
HJ���k�x�

und den Interskalenfunktionen *		J��
�x� mit Hilfe der Di erenzfunktionen �H
J���k�x� aus�

gedr�uckt� Wie man schon oben an Gleichung 	�	� sehen konnte� gilt

		J
�x� � 		J��
�x� ! *		J��
�x� �	�		�

und �
		J��
� *		J��


�
�

X
��k��k���J��

	J���k�*	J���k�
�

HJ���k� � �

H
J���k�

�
� 
� �	�	��
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Daher sind die Kastenfunktionen 
HJ���k��x� wie auch die Di erenzfunktionen �
H
J���k�

�x�

vollst�andig durch die feineren Kastenfunktionen 
HJ�k�x� darstellbar� Das kann durch

einfache Linearkombination geschehen� was soviel hei�t wie�


HJ���k��x� � 
H��J��x� k�� �
X
k

ck

H��Jx� k� �

X
k

ck

H
Jk�x��

�H
J���k�

�x� � �H��J��x� k�� �
X
k

dk

H��Jx� k� �

X
k

dk

H
Jk�x�� �	�	
�

Ohne Verlust der Allgemeinheit erh�alt man f�ur den Fall J � �� k� � k� � 
�


�x� �
X
m

cm
��x�m� �

��x� �
X
m

dm
��x�m� � �	�	��

Der IndexH wurde bereits weggelassen� da es sich hierbei um die grundlegenden Zweiska�

lengleichungen handelt� Alle Koe�zienten au�er c� � c� � d� � �d� � � verschwinden

f�ur das Haar�Wavelet� wie man direkt an den Gleichungen 	��� sieht�

Die gl�attende Funktion 
�x� und die Di erenzfunktion ��x� der Gleichungen 	�	�

wird im ersten Fall Scalingfunktion und im zweiten � wie schon oben erw�ahnt �

Wavelet genannt� Durch die Wahl von verschiedenen Koe�zienten cm und dm erh�alt

man unterschiedliche Scalingfunktionen und Wavelets� Diese Koe�zienten m�ussen ge�

wisse Voraussetzungen erf�ullen� die in ihrer Gesamtheit in Referenz ���� nachzulesen

sind� An dieser Stelle wird nur auf ihre wichtigsten Eigenschaften eingegangen�

Bedingungen an die Koe�zienten cm und dm

Durch Integration von Gleichung 	�	� bekommt man sofort

X
k

ck � �� �	�	��

Wie schon oben erw�ahnt� kommt es sehr auf die Orthogonalit�at der Funktionen 
�x� an�

also �
� 
�x�m�� � 
m�� In Bezug auf cm und dm bedeutet dies

X
k

ckck��m � �
m�� �	�	��

Andererseits mu� das Wavelet die Eigenschaften einer Di erenzfunktion aufweisen�R
��x�dx � 
� was X

k

dk � 
 �	�	��

bedeutet� In Hinblick auf die Gleichungen 	�		 und 	�	� mu� au�erdem das Integral

��� 
�x�m�� � 
 verschwinden� was zu

dk � ����kc��k �	��
�
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f�uhrt� Daraus folgt aber mit Gleichung 	�	��

X
k

����kck � 
� �	����

Allein diese Eigenschaften �Glgn� 	�	��	���� bewirken� da�

�
��x�� ���jx� k�

�
� �����x�� �jk�x�� � 
j�
m� �	����

gilt� Diese Bedingungen f�ur die Koe�zienten cm und dm de�nieren also eine orthogonale

Multiskalenanalyse�

Daubechies Wavelettransformationen

Durch weitere einschr�ankende Bedingungen an die Koe�zienten cm und dm kann man

erreichen� da� Polynome der Ordnung p exakt reproduziert werden k�onnen �����

X
k

����kkmck � 
 mit m � 
� �� � � � � p� �	��	�

Dadurch verschwinden zus�atzlich die ersten p ! � Momente des Wavelets�

�xm� ��x�� � 
 mit m � 
� �� � � � � p� �	����

Das einfache Haar�Wavelet �H�x� der Gleichung 	���� welches zur Kastenfunktion 
H�x�

der Gleichung 	��	 geh�ort� reproduziert nur Polynome der Ordnung p � 
 richtig� In

diesem Sinne bessere Eigenschaften hat das DAUB� �Wavelet� Mit ihm werden Polynome

der Ordnung p � � exakt wiedergegeben� Die Koe�zienten ergeben sich dabei zu

c� �
�

�

�
� !

p
	
�
� c� �

�

�

�
	 !

p
	
�
� c� �

�

�

�
	�

p
	
�
� c� �

�

�

�
��

p
	
�
� �	��
�

Es zeigt sich� da� mit der Anzahl der nicht�verschwindenden Koe�zienten der kompakte

Tr�ager der Wavelets breiter� der Satz an Wavelets selbst zunehmend
�
glatter� wird�

Diskrete Wavelettransformationen

Es sind genau diese Koe�zienten ck und dk � ����kc��k die man zur numerischen Be�

rechnung einer diskreten Wavelettransformation ben�otigt� Will man erneut � wie oben

� eine diskrete Anzahl N von Funktionswerten fi einer Transformation unterziehen�

ben�otigt man die Transformationsmatrix A� Man sieht sofort� da� diese im Fall der
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Haar�Wavelets folgendes Aussehen haben mu��

�
BBBBBBBBBBBBB�

� �

� ��
� �

� ��
� � �

� �

� ��

�
CCCCCCCCCCCCCA

�

�	����

Man erkennt das zugrundeliegende Prinzip� so da� sich die Matrix f�ur die Koe�zienten

folgenderma�en schreibt�
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Dies l�a�t sich einfach auf Wavelettransformationen mit mehr nicht�verschwindenden Ko�

e�zienten erweitern� In solchen F�allen ist nur auf die Besonderheit bei den letzten k� �

Zeilen der Matrix zu achten� wobei mit k der Index des letzten von Null verschiedenen

Koe�zienten bezeichnet ist �die Z�ahlung beginnt bei Null�� Dies liegt daran� da� �

wie auch schon bei der diskreten Fourier�Transformation � davon ausgegangen wird�

da� sich der Datenvektor au�erhalb des De�nitionsbereiches periodisch wiederholt� Das

f�uhrt bei mehr als � von Null verschiedenen Koe�zienten cm dazu� da� die Matrix ihre

diagonale Anordnung verliert� da die
�
letzten� Dateneintr�age mit den �angenommenen�

periodisch folgenden
�
ersten� Eintr�agen verrechnet werden m�ussen� Ansonsten verl�auft

das Bef�ullen aber ganz wie gewohnt von links oben nach rechts unten� indem in jeder

ungeraden Zeile der Reihe nach die cm und in jeder geraden Zeile die dm �die sich aus

den cm ergeben� in umgekehrter Reihenfolge mit wechselndem Vorzeichen eingetragen
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werden�
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Bei Anwendung einer solchen Matrix auf einen Datenvektor wird ein neuer Vektor

erzeugt� der wechselweise gemittelte und Interskalenwerte enth�alt� Die Interskalenwerte

sind die gesuchten *	jk� wohingegen die gemittelten Werte eine erneute Transformation

�uber sich ergehen lassen m�ussen� Die Transformationsmatrix ist aber f�ur diesen zweiten

Transformationsschritt eine andere� da der jetzt zu transformierende Datenvektor nur

noch halb so lang ist� War die Matrix vorher eine N �N �Matrix� so stellt sich die neue

Transformation als
N

�
� N

�
�Matrix dar� die nach der gleichen Vorschrift �Matrix 	����

mit denselben Koe�zienten bef�ullt wird�

����� Faktorielle Waveletmomente und deren Normierung

Die eigentliche Anwendung der Koe�zienten *	jk beruht auf der Bildung von Korrelatio�

nen innerhalb der verschiedenen Skalen j� Dazu werden die Momente der Koe�zienten

gebildet� die man folglich Waveletmomente nennt� Um auf diesen Punkt genauer ein�

gehen zu k�onnen� mu� zuerst erkl�art werden� was es eigentlich mit Momenten einer

herk�ommlichen Verteilung auf sich hat und wozu man sie schlie�lich in der Waveletana�

lyse benutzen kann�

Gegeben sei eine beliebige Verteilung ��x� dx� die der Einfachheit halber auf � nor�

miert sei� Unter dem q�ten Moment einer Verteilung versteht man nun generell den

Mittelwert der Variable xq�

�q � hxqi �
Z
��x�xq dx� �	����
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wobei im diskontinuierlichen Fall das Integral klarerweise wieder durch die Summe zu

ersetzen ist�

�q � hxqi �X
i

��xi�x
q
i'x� �	�

�

Will man nun� wie in unserem Fall� eine Aussage �uber die Korrelation der Eintr�age

machen� erkennt man schnell� da� dies eng mit den eben de�nierten Momenten zu�

sammenh�angt� Interessiert man sich f�ur die Anzahl der Paare von Eintr�agen in zwei

verschiedenen Bins x� und x�� hat man das Produkt nx� � nx� zu bilden� Die Anzahl der

Paare von Eintr�agen in ein und demselben Bin xi ist daher nxi � nxi� Das entsprechende
gilt f�ur Korrelationen von mehreren Eintr�agen� Die Anzahl der q�Tupel von Eintr�agen

in einem Bin errechnet sich als n q
xi
� Will man nun die globale Aussage machen� wie oft

q�Tupel von Eintr�agen in allen Bins vorhanden sind� mu� man �uber alle Bins summieren

�im kontinuierlichen Fall integrieren�� und man erkennt� da� dies genau die Momen�

te der Eingangsverteilung sind� Das Moment ��Ordnung gibt also die mittlere Anzahl

der Eintr�age pro Bin an� das Moment ��Ordnung die mittlere Anzahl der Paare von

Eintr�agen und so fort�

Wenn man es nicht mit einer sehr hohen Statistik zu tun hat� mu� man allerdings zur

faktoriellen Berechnung der Momente �ubergehen� da z�B� die Anzahl der Eintragspaare

in einem Bin gar nicht mit nxi �nxi gleichzusetzen ist� sondern nur mit nxi � �nxi���� Das

leuchtet auch ein� denn ein Eintrag kann nicht sein eigener Partner sein� Entsprechendes

gilt f�ur h�ohere Ordnungen�

Nun zur�uck zu den Waveletmomenten� Unter ihnen versteht man die eben beschrie�

benen Momente�� allerdings summiert �uber nur eine bestimmte Skala j�

�qj �
X
k

*	 q
jk �

D
*	 q
jk

E
� �	�
��

Dabei bezeichnet q� wie gehabt� die Ordnung der Momente� Da aber gerade in unserem

Fall nur eine endliche Statistik vorliegt �da Verteilungen einzelner Ereignisse betrachtet

werden sollen�� mu�man zu den faktoriellenWaveletmomenten �ubergehen� also Faktoren

wie *	 �
jk durch *	jk � �*	jk � �� ersetzen� Somit wird �qj zu�

M q
j �

X
k

�*	jk � �*	jk � �� � � � �*	jk � q ! ��� �
X
k

*	 �q

jk �

D
*	 �q

jk

E
� �	�
��

Was nun noch fehlt� ist eine ad�aquate Normierung� da man sonst die faktoriellen

Waveletmomente zu verschiedenen Skalen aufgrund der jeweils um den Faktor � ver�

schiedenen Binanzahl und �breite nicht vergleichen k�onnte� Daher normiert man mit der

mittleren Zahl der Eintr�age hNi pro Bin� von denen es jeweils �j gibt� Die Mittelung er�

folgt �uber alle Verteilungen des Ensembles� Man erh�alt also schlie�lich f�ur die normierten

�Aus dem vorangegangenen Abschnit ����� wird klar� da� die potenzierten Waveletkoe�zienten� �� q
jk�

bereits so etwas wie ein Produkt ��xi�x
q
i sind� die �konstante� Intervallbreite �x wird in der Normierung

ber�ucksichtigt�
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faktoriellen Waveletmomente�
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Die den faktoriellen Waveletmomenten zugrundeliegende Idee ist� da� man in Grup�

pen auftretende Eintr�agen auf verschiedenen Skalen erkennen kann� Sucht man also nach

Korrelationse ekten in physikalischen Daten� speziell nach Mehrteilchenkorrelationen in

p�� wei� aber nicht� in welchem Skalenbereich der Verteilung sich solche H�aufungen von

Datenpunkten be�nden werden� hat man mit den faktoriellen Waveletmomenten das

passende Werkzeug gefunden�

����� Mehrdimensionale Wavelettransformationen

Das eben erl�auterte Konzept der Wavelettransformation und speziell das der faktoriellen

Waveletmomente l�a�t sich im Grunde m�uhelos auf mehrere Dimensionen erweitern� Ein�

zig die Scalingfunktionen und die Wavelets m�ussen den neuen Anforderungen angepa�t

werden�

F�ur die Haar�Wavelets kann man sich diese Erweiterung zumindest auf d � � Dimen�

sionen noch bildlich vorstellen� Der De�nitionsbereich ist nun eine Ebene� die in ��J ��

Bins unterteilt wird� Das Aussehen der Scalingfunktion ist klar� Es handelt sich dabei

einfach um einen quadratischen Eintrag der H�ohe � und der jeweiligen Kantenl�ange �j �

Etwas komplizierter ist jetzt aber schon die Form der Wavelets� Es zeigt sich� da� es

drei voneinander linear unabh�angige Varianten gibt� die einen eben beschriebenen Block

einer Scalingfunktion in vier gleichgro�e Quadranten unterteilen �Wavelets sind immer

halb so breit wie die dazugeh�orige Scalingfunktion"�� Dabei werden einmal zwei Diago�

nalquadranten mit � und die anderen beiden mit �� belegt �Gesamtintegral � 
�� Die

beiden anderen Wavelets sind in je zwei benachbarten Bins mit � belegt� die anderen

beiden Bins liegen bei ��� Dabei ist das eine Wavelet gegen�uber dem anderen um �
� ver�

dreht� Der Algorithmus zur Berechnung der Waveletkoe�zienten l�auft nach demselben

Schema wie oben ab� nur da� die Transformationsmatrix jetzt unhandlicher geworden

ist� da sie nun viermal so viele Eintr�age besitzt�

Bei einer d�dimensionalen Verteilung wird der De�nitionsbereich dementsprechend in

��J �d Bins unterteilt� Die Entwicklung erfolgt nach einer Scalingfunktion �� Kasten�

funktion� und �d � � linear unabh�angigen Wavelets�

Der �Ubergang zu beliebigen Wavelets ist mathematisch �bis auf die immer h�oher wer�

dende Zahl von Koe�zienten� einfach� aber unanschaulich� da die Wavelets im allgemei�

nen bereits in einer Dimension schon sehr unansehnlich �im Fall der DAUB� �Wavelets

z� B� gezackt� sind� Sind die Koe�zienten *	jk aber erst einmal bekannt� l�auft die Berech�

nung der Waveletmomente wieder nach dem bekannten Rezept ab� so da� schlu�end�

lich pro Ausgangsverteilung beliebiger Dimension nur ein Zahlenwert pro Moment der
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Ordnung q und der Skala j �ubrig bleibt� Die unanschauliche Informationsvielfalt einer

mehrdimensionalen Verteilung kann auf diese Art auf wenige Werte reduziert werden�

��� Analysekonzept

UmWavelettransformationen im praktischen Einsatz nutzbar zu machen� wurden zuerst

die einzelnen Verteilungen nach dem in Abschnitt 	�� vorgestellten Prinzip im Mittel in

eine Gleichverteilung transformiert� Der Vorteil liegt neben der oben genannten besse�

ren Anschaulichkeit au�erdem darin� da� es sehr leicht ist� Referenzverteilungen ohne

Korrelationen zu erzeugen� indem man Eintr�age gem�a� einer �achen Zufallsverteilung

in das betre ende Intervall w�urfelt� Achtet man zus�atzlich darauf� da� die Verteilung

der Anzahl der Eintr�age solcher Zufallsverteilungen dem Vergleichsdatensatz entspricht�

hat man sehr leicht eine Methode entwickelt� die unkorrelierte Monte�Carlo�Verteilungen

erzeugt�

Die mit diesem Verfahren gewonnenen� im Mittel �achen Verteilungen wurden unter

Zuhilfenahme der Wavelettransformation nach Haar und der anschlie�enden Bestim�

mung ihrer faktoriellen Waveletmomente ausgewertet�

Die weiteren Kapitel besch�aftigen sich nun mit simulierten Daten �Kapitel �� und

schlie�lich mit der Analyse experimenteller Me�werte �Kapitel 
�� Deren Eigenschaf�

ten sollen anhand der beschriebenen Vorgehensweisen und nach ausgiebiger Arbeit mit

Simulationen verstanden werden�
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Zum besseren Verst�andnis der Methode der Waveletanalyse wurden umfangreiche Tests

durchgef�uhrt� Diese bestanden darin� die vorgestellten Methoden auf k�unstlich erzeugte

Testfunktionen und �verteilungen anzuwenden� Die Wirkungsweise der Transformation

und ihre Anwendbarkeit wurden damit eindrucksvoll demonstriert�

��� Beispiel einer Wavelettransformation

Ein besonders in der heutigen Informationsgesellschaft auftretendes Problem ist das der

best�andig zunehmenden Datenmengen� die bearbeitet und gespeichert werden sollen�

Abhilfe scha t man� indem Daten komprimiert abgelegt werden�

In vielen F�allen ist es zwingend notwendig� da� sich die komprimierten Daten wieder

komplett restaurieren lassen � die Komprimierung mu� also ohne Verlust erfolgen� Es

gibt dagegen aber auch Anwendungen� in denen der Datenbestand dadurch verkleinert

werden kann� da� man unwesentliche Datenmerkmale �unwiederbringlich� entfernt� Als

Beispiel sei hier die Komprimierung von Bildern und Filmen genannt�

Eines der g�angigen Verfahren bedient sich des Algorithmus der Wavelettransforma�

tion� was im folgenden beschrieben werden soll�� Es wurde eine Eingangsfunktion nach

der Formel

f�x� �

�

� e�

�x������

���� 
 � x � 	


�

������	x����
 	

 
 x 
 
��
�����

erzeugt� Ihre Verteilung ist in Abbildung ��� dargestellt� Wie man schon aus dem De�

�nitionsbereich der Formel ��� sieht� wurden 
�� Bins verwendet �die das Intervall

�Anmerkung� Nat�urlich ist es f�ur eine Anwendung in der Datenauswertung� wie sie in Kapitel 

besprochen wird� im allgemeinen nicht erlaubt� Teile der Eingangsdaten zu vernichten� Hierbei kommt
es dagegen auf den Charakter der Multiskalendarstellung anhand von Wavelets an� Die folgenden
Ausf�uhrungen geben also nur einen �Uberblick �uber den sonstigen Anwendungsbereich der Wavelettrans�
formationen und demonstrieren �uberdies die Funktionsf�ahigkeit der entwickelten Software�
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Abbildung ��� Testfunktion� Das Intervall 	�� �� wurde in 
�� Bins unterteilt und die einzelnen Bins
gem�a� Gleichung ��� gef�ullt�

�
� �� �uberdecken�� was die Berechnung von Waveletkoe�zienten bis zur Skala j � �

erm�oglicht� Die aus der Wavelettransformation mit Haar�Wavelets erhaltenen Koe��

zienten sind im folgenden Graph �Abb� ���� abgebildet� In dieser Darstellung werden die
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Abbildung ��� Waveletkoe�zienten der Testfunktion� Jeder Koe�zient ��jk wurde an seiner betref�
fenden Stelle �j � k � � eingezeichnet�

errechneten Waveletkoe�zienten *	jk f�ur alle Skalen der Reihe nach in ein Histogramm

eingetragen� Die 
�� Datenpunkte der Testfunktion werden also in 
�� Eintr�age im Funk�

tionenraum der Haar�Wavelets transformiert� Der Wert des k�ten Waveletkoe�zienten

zur Skala j �ndet sich an der Stelle x � �j ! k ! ��

Da die Testfunktion aus einem s�agezahnf�ormigen Peak besteht� sieht man auch in

jedem Skalenbereich genau eine wiederkehrende Struktur�� Diese Struktur besteht aus

einem zuerst negativen und dann positiven Bereich� da die einfache Waveletransforma�

tion nach Haar so etwas wie die Steigung der Eingangsfunktion repr�asentiert �genauer�

die H�alfte der Di erenz zweier benachbarter Bins�� Insbesondere liegt der Nulldurch�

gang innerhalb einer Skala immer genau an der Stelle� an der sich das Maximum der

Testfunktion be�ndet� Er teilt die jeweilige Skala wie auch den De�nitionsbereich der

Testfunktion im Verh�altnis
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�Die verschiedenen Skalenbereiche erstrecken sich �uber folgende Bins� j��� Bin �� j��� Bin ���� j���
Bin 
� � j��� Bin ����� j��� Bin �!���� j�
� Bin ������ j��� Bin �
��� � j�!� Bin �����
�� j� � Bin
�
!�
��� Im ersten Bin wird der globale Mittelwert eingetragen �siehe Abb� �����
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Um eine bessere Vorstellung von den Koe�zienten zu bekommen� wurde ihr Abso�

lutbetrag an der entsprechenden Stelle in logarithmischer Darstellung eingetragen� Man
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Abbildung ��� Absolutbetrag der Waveletkoe�zienten der Testfunktion in logarithmischer Darstel�
lung� Die gestrichelte Linie trennt den Bereich der Koe�zienten ��jk � ���� ab�

erkennt� da� auch die vermeintlichen Nulleintr�age aus Abbildung ��� durchaus einen

von Null verschiedenen Wert haben� der allerdings meist sehr klein ist� Der Abfall der

Steigung zum Maximum der Testfunktion hin l�a�t sich nun durch kleine Zacken in der

N�ahe der Maxima des Histogramms ��	 erkennen� Der Betrag der Steigung w�achst je�

weils an dieser Stelle sprunghaft an� was auf die unterschiedlichen Funktionstypen� die

bei x � 	

 zusammengesetzt wurden� zur�uckzuf�uhren ist�

Ordnet man die Eintr�age aus Histogramm ��	 nach ihrer Gr�o�e� erkennt man� da�

nur 	�
 der urspr�unglichen 
�� Eintr�age einen Betrag von mehr als �
�� besitzen �siehe

Abb� ����� Diese Grenze von *	jk � �
�� ist in den beiden letztgenannten Abbildungen
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Abbildung ��� Waveletkoe�zienten der Testfunktion� geordnet nach ihrem Absolutbetrag� Die Be�
zeichnung Rang bezieht sich auf eben diese Reihenfolge� Der verwendete Schnitt bei
��jk � ���� ist auch hier gestrichelt eingezeichnet� Der au��allige Knick der Verteilung
ist auf das Abschneiden der Eingangsfunktion am rechten Rand ihres De
nitionsbe�
reichs zur�uckzuf�uhren �n�aheres im Text��

durch die gestrichelte Linie angedeutet�

O ensichtlich besitzt diese Verteilung einen Knick� der darauf zur�uckzuf�uhren ist�

da� im hochrangigen� linken Bereich jeweils Werte beidseitig des Maximums der Ein�

gangsfunktion Beitr�age zu den Waveletkoe�zienten liefern� Der steilere� rechte Bereich
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enth�alt jedoch nur noch den Abfall der Gau�schen Glockenkurve� da der Abfall der Ein�

gangsfunktion � x�� am rechten Rand fr�uhzeitig abgeschnitten wird� Der linke Teil der

Rangverteilung wird also durch etwa doppelt so viele Werte in einem �ahnlichen Gr�o�en�

bereich �acher�

Setzt man nun alle Waveletkoe�zientenmit einemBetrag *	jk 
 �
�� zu 
� erh�alt man

einen neuen Datensatz� der um

�� � 	�



��
� 	��
� kleiner ist� Wichtig ist allerdings� da�

man die Position der �ubrig gebliebenen Koe�zienten nicht ver�andern darf� Ansonsten

w�urden die Steigungsschwankungen f�ur verschiedene Skalen an unterschiedlichen Stel�

len liegen� Andererseits erh�alt man durch diesen Schnitt gr�o�ere� zusammenh�angende

Bereiche mit Nulleintr�agen� die mit einer �ublichen Nullunterdr�uckung �wie sie z� B� im

NA���Experiment verwendet wird� komprimiert werden k�onnen�
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Abbildung ��� Verbleibende Waveletkoe�zienten nach dem Schnitt bei ��jk � �����

Die Betr�age der �ubrig gebliebenen Koe�zienten sind in Abbildung ��
 dargestellt�

Eine nicht�logarithmische Darstellung der Waveletkoe�zienten macht hier keinen Sinn�

da der Unterschied zur ungeschnittenen Verteilung in Abbildung ��� mit blo�em Auge

nicht zu erkennen ist�

Die R�ucktransformation dieser geschnittenen Koe�zienten ergibt eine von der Form

her von der Eingangsfunktion nicht zu unterscheidende Ausgangsfunktion �Abb� �����

Dies hat allerdings keine Aussagekraft� da man � wie eben erw�ahnt � die Di erenz der

beiden Verteilungen nicht erkennen kann� Deshalb wurde in der folgenden Darstellung

�Abb� ���� der Betrag der Di erenz der Eingangs� und Ausgangsfunktion eines jeden Bins

histogrammiert� Die Abweichungen liegen wie erwartet in einem Bereich von etwa �
��

und weniger� Der Maximalwert der Di erenz liegt bei ��	 � �
��� die mittlere Di erenz
betr�agt nur ��� � �
��� Und das alles bei einer Datenreduktion von nahezu �
��

Man erkennt au�erdem� da� die Abweichung insbesondere im Bereich des gau�f�ormi�

gen Teils der Funktion besonders gro� ist� Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren� da� mit dem

Schnitt imKoe�zientenraum� wie oben beschrieben� haupts�achlich in den hohen R�angen

�die fast ausschlie�lich vomGau�schen Ausl�aufer stammen�Koe�zienten verworfen wur�

den�

Die starke Kompressionsm�oglichkeit im Koe�zientenraum� bei nur geringem Daten�

verlust im Funktionsraum� macht die Wavelettransformation zu einem vielgenutzten
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Abbildung ��� R�ucktransformation der geschnittenen Koe�zientenverteilung nach Abb� ��
� Die
Funktion gleicht in ihrer Form der Testfunktion ���� Mit blo�em Auge ist kein Un�
terschied zu erkennen�
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Abbildung ��	 Absolutbetrag der Abweichung der R�ucktransformation vom Original� Die gr�o�te
Di�erenz betr�agt ��� � ����� der Mittelwert der Di�erenz liegt bei �� � �����

Werkzeug� Da man die St�arke der Kompression anhand des Schnittes je nach Bedarf frei

einstellen kann� � ohne Schnitt ist mit dem selben Verfahren die verlustfreie Transfor�

mation m�oglich � hat sich diese Methode besonders bei der Bildverarbeitung bew�ahrt�

An dieser Stelle sei insbesondere auf die im Internet verwendeten Bild� und Filmforma�

te JPEG und MPEG verwiesen� Die Kompression von Realbildern �im Gegensatz zu

Zeichnungen� mit Hilfe von Wavelets ist deshalb besonders g�unstig� weil solche Bilder

einerseits eine sehr gro�e Farbtiefe beinhalten k�onnen� andererseits meist gro�e zusam�

menh�angende Fl�achenmit nahezu denselben Farbt�onen enthalten� Ein Bild setzt sich also

aus beinahe einfarbigen Fl�achen und dazwischenliegendenKanten� die die Farb�uberg�ange

enthalten� zusammen� Dabei liegt die eigentliche Bildinformation in den R�andern der na�

hezu uniformen F�achen� Die Wavelettransformation �in diesem Fall eine zweidimensiona�

le� �ndet nun eigenst�andig diese Kanten des Bildes� Schneidet man nach obigem Prinzip

einen Teil der Koe�zienten heraus� bleiben die Kanten des Bildes weitgehend erhalten�

nur die Fl�achen werden ihrer Farbtiefe beraubt und sind dann aus weniger Farbt�onen

zusammengesetzt� Es wird also nur Information verworfen� die aus einem sowieso schon

informationsarmen Bildausschnitt stammt�

W�urde man dasselbe Verfahren mit einer Fourier�Transformation durchziehen �also im

Frequenzraum schneiden�� w�are das Ergebnis ungleich schlechter�Wie in Abschnitt 	����
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beschrieben� l�oscht dabei n�amlich die Tilgung eines Koe�zienten im Frequenzraum eine

komplette sinusf�ormige Komponente im Funktionenraum� Im Fall der Bildkompressi�

on w�urde dies zu einer sichtbaren Farbschwankung �mit eben der herausgeschnittenen

Frequenz� �uber das gesamte �"� Bild f�uhren �siehe dazu auch ��	���

��� Simulierte Verteilungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde neben grundlegenden Vorgehens� und Darstel�

lungsweisen die Funktionsf�ahigkeit des Programms zur Haar�Wavelettransformation un�

ter Beweis gestellt� In diesem Unterkapitel sollen nun Verteilungen simuliert werden� die

denen sp�ater zu betrachtetender� experimenteller Daten �ahneln� Anhand dessen sollte

es m�oglich sein� eine Vorstellung von der Wirkungsweise der Transformation und den

daraus berechneten Momenten zu erhalten�

Zur Klassi�kation der Verteilungen werden nun� wie bereits angek�undigt� die fakto�

riellen Waveletmomente ��� 	� und ��Ordnung verwendet� Diese werden in den graphi�

schen Darstellungen� Gleichung 	�
	 folgend� als FWMq bezeichnet� wobei sich q auf

die jeweilige Ordnung bezieht� Jede einzelne Zufallsverteilung liefert jeweils ein fak�

torielles Waveletmoment f�ur jede Skala j und f�ur die drei oben genannten Ordnun�

gen� Daraus resultieren bei der verwendeten Binanzahl der Eingangsverteilungen von


�� �was einer maximalen Skala von j � � entspricht� �� Zahlenwerte je Verteilung

�� Skalen � 	 Ordnungen�� Da von jeder Simulationsart je �
� Verteilungen generiert

wurden� ergeben sich pro Simulation �� Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente

mit jeweils �
� Eintr�agen� Diese gro�e Anzahl von Histogrammen an dieser Stelle ein�

zuf�ugen� ist o ensichtlich unangebracht� weshalb die Diskussion hier nur exemplarisch an

einzelnen Momenten bestimmter Ordnung und Skala geschieht� Nichtsdestotrotz sind die

Histogramme der im Text erw�ahnten Simulationen der Vollst�andigkeit halber komplett

im Anhang aufgef�uhrt�

Die Zufallseintr�age wurden jeweils in das Intervall �
� �� eingetragen� Es ist klarerweise

f�ur die Wavelettransformation und auch f�ur die mit den daraus erhaltenen Koe�zienten

errechneten faktoriellen Momente belanglos� wie gro� das De�nitionsintervall absolut ge�

sehen ist# nur die Zahl der das Intervall unterteilenden Bins �in unserem Fall 
��� spielt

zu deren Berechnung eine � nun aber wesentliche � Rolle� Die errechneten Momente

sind mathematisch gesehen einheitenlos� weshalb die zugeh�orige Abszisse keine derarti�

ge Beschriftung tr�agt� Die Bezeichnung willk�urliche Einheiten w�are irref�uhrend� da die

Momente untereinander sehr wohl vergleichbar sind und ihr Wert nicht etwa beliebig

skalierbar ist�

Die Simulationen umfassen neben �achen Zufallsverteilungen mit unterschiedlicher

Multiplizit�at und gau�f�ormigen Verteilungen variierender Breite auch generierte Ereig�

nisse� die einige Eintr�age in einem gau�f�ormigen Peak auf einem �achverteilten Unter�



��� Simulierte Verteilungen ��

grund plazieren�

Wichtig f�ur den anschlie�enden Vergleich mit experimentellen Daten ist� da� alle si�

mulierten Verteilungsarten im Mittel gleichverteilt waren� Dies wurde erreicht� indem

innerhalb einer Simulationsart die Breite der eventuellen Abweichungen von der Gleich�

verteilung �hier also die Breite von Gau�verteilungen� konstant blieb und der Ort des

Maximums von Ereignis zu Ereignis zuf�allig �uber den gesamten De�nitionsbereich ver�

teilt wurde� Die hohe Anzahl an Ereignissen �je �
�� bewirkte� da� die Gleichverteilung

jeweils gut angen�ahert wurde� Daher konnte der Schritt der Transformation der Aus�

gangsverteilungen in �ache Verteilungen entfallen� so da� sowohl die Simulationen als

auch die errechneten Koe�zienten zumindest prinzipiell ihre Anschaulichkeit behielten�

����� Flachverteilte Zufallseintr�age unterschiedlicher Multi�
plizit�at

Die nun folgenden Simulationen beinhalten die faktoriellen Waveletmomente von �
� Zu�

fallsereignissen mit �

� �

� �

 und �

 gem�a� einer Gleichverteilung auf das Intervall

�
� �� gew�urfelten Eintr�agen� Die Eingangsverteilungen zeigen erwartungsgem�a� keine

ausgepr�agte Struktur� wie man anhand von Abbildung ��� oben exemplarisch f�ur ein ge�

neriertes Ereignis mit �

 Eintr�agen erkennen kann� Dementsprechend weisen auch die
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Abbildung ��
 Ereignis mit ��� zuf�alligen Eintr�agen und dessen Waveletkoe�zienten�

dazugeh�origen Waveletkoe�zienten �Abb� ��� unten� in der bereits aus Abschnitt ��� be�

kannten Darstellung keine augenf�alligen Merkmale auf� Der Eintrag im ersten Bin weist
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auf eine mittlere Binbelegung von etwa 
�� Eintr�agen hin� was genau dem erwarteten

Wert von �

Eintr�agen�
��Bins � 
���Eintr�age�Bin entspricht�

Die faktoriellen Waveletmomente ��Ordnung �Abb� ���� weisen unabh�angig von der

Skala ein Maximum nahe Null auf�
�
Nahe Null� meint� da� die Verteilung als Ganzes
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Abbildung ��� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung� Die hier zugrundeliegende Simulation hatte
jeweils ��� Eintr�age� Die Verteilungen f�ur andere Multiplizit�aten sind imAnhang �ab
Abb�B��� aufgef�uhrt�

deutlich � etwa um den Faktor zehn � breiter ist als der Abstand des Maximums von

Null� Auf die Breite der Verteilungen wird weiter unten eingegangen�

Die Asymmetrie der Verteilungen� insbesondere ihre �uberhaupt vorhandenen nega�

tiven Eintr�age� ist eine Folge der faktoriellen Berechnung der Momente� Dort� wo im

Normalfall durch die Quadrierung der *	jk �Glgn� 	�
� und 	�
�� nur positive Werte zu

erhalten sind� kann es nun sein� da� bei einigen Werten von *	jk �n�amlich denen mit

*	jk � �� negative Ergebnisse erzielt werden� Die Asymmetrie nimmt mit steigender Ska�

la j ab� es gibt schlie�lich nahezu ebensoviele positive wie negative Werte� Das liegt an

der auch noch in die Berechnung der Momente eingehenden Summation �uber alle k� Bei

niedrigen Skalen j �das entspricht einem sehr groben zugrundeliegenden Binraster� ist es

sehr unwahrscheinlich� da� bei den hier verwendeten Multiplizit�aten ein Koe�zient *	jk
einen Wert kleiner als � hat� um somit einen negativen Beitrag zu liefern� Die wenigen

in diesem Sinne negativen Ereignisse haben dann jedoch eine st�arkere �und daher m�ogli�

cherweise doch noch sichtbare� Auswirkung� da die Summation auch nur �uber wenige k
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zu laufen hat und somit ein negativer Summand seltener durch die weiteren wom�oglich

positiven Summanden innerhalb einer Skala wieder zunichte gemacht wird� Je h�oher man

allerdings mit der Skala kommt� auf desto mehr Bins mu� die gleichbleibende Anzahl

von Eintr�agen verteilt werden�� so da� die Wahrscheinlichkeit von negativen Beitr�agen

zur Summation und dadurch die Wahrscheinlichkeit einer insgesamt negativen Summe

steigt� Je gr�o�er die Skala �und je feiner daher die Bineinteilung�� desto mehr n�ahert

sich die Verteilung der faktoriellen Momente einer Gau�verteilung� Diese Ann�aherung

geschieht so gesehen von zwei Seiten� einmal gehen mehr Summanden in die Berechnung

ein� und zum anderen wird die Erzeugung von negativen Eintr�agen immer einfacher�

Vergleicht man die Breiten der Verteilungen f�ur unterschiedliche Multiplizit�aten mit�

einander �siehe im Anhang Abb�B��� B��� B��
 und B����� f�allt sofort eine grundlegende

Abh�angigkeit ins Auge� Verdoppelung der Multiplizit�at m bewirkt eine Halbierung der

Verteilungsbreite� hier mit � bezeichnet�

���m� � �

�
��m�� �����

Daraus l�a�t sich direkt auf einen Zusammenhang von der Form

��m� �
a

m
���	�

schlie�en�

Anhand der Verteilungen erkennt man diesen Zusammenhang auf einen Blick# man

betrachtet einfach die Breite des Intervalls der Abszisse� in dem sich noch Eintr�age be�

�nden� Die quantitative Beschreibung ist allerdings etwas komplizierter� da es sich� wie

bereits oben erw�ahnt� in den meisten F�allen �mit Fall ist hier eine Verteilung bestimmter

Skala j und Ordnung q gemeint� eben gerade nicht um gau�f�ormige� ja meist noch nicht

einmal um symmetrische Verteilungen handelt� Deshalb wurden zu den folgenden Aus�

sagen nur die Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente ��Ordnung f�ur die Skalen

j � 
� �� � und � herangezogen� die noch am deutlichsten den Charakter einer Gau�funk�

tion besitzen� Bei diesen wurden f�ur verschiedene Multiplizit�aten Gau�sche Glockenkur�

ven angepa�t und deren Standardabweichungen � als Ma�e f�ur die Verteilungsbreiten

benutzt �vergleiche Abb� ���
�� Die nicht�logarithmische Darstellung bekr�aftigt die Ent�

scheidung� eine Gau�funktion anzupassen� Es sei darauf hingewiesen� da� es bei dieser

Anpassung nicht um die korrekte Beschreibung der gesamten Verteilung und insbeson�

dere nicht um die Ann�aherung des Maximums geht� Im Gegensatz zum Maximum wird

n�amlich die Breite der leicht unsymmetrischen Verteilungen nach wie vor gut durch die

Gau�anpassung beschrieben�

Die Auswertung der Parameter der Gau�kurven f�ur verschiedene Multiplizit�aten ist

in Tabelle ��� �Seite �
� angegeben� Noch deutlicher wird der schon dort klar ersicht�

liche Zusammenhang in der graphischen Darstellung in Abbildung ���� auf Seite ���

�Die mittlere Belegung eines Bins wird dann immer geringer� und die Di�erenz zwischen zwei be�
nachbarten Bins nimmt dementsprechend ab�
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Abbildung ���� Anpassung von Gau�funktionen an verschiedenene Waveletmomente ��Ordnung�
Exemplarisch werden hier die Verteilungen faktorieller Waveletmomente ��Ordnung
dargestellt� die man aus ��� simulierten Eintr�agen erh�alt� Die weiteren Gau�anpas�
sungen sind im Anhang zu 
nden �Abbn� B��!�B�����

Die Fehlerbalken sind aufgrund des nur geringen Betrags der Fehler nicht zu erkennen�

Zus�atzlich wurde jeweils eine Funktion vom Typ ��	 an die Me�werte angepa�t� was

die quantitative Angabe der Gesetzm�a�igkeit erlaubt� Die sich ergebenden Parameter a

�nden sich in Tabelle ���� Wie man an der Abbildung ���� sieht� stimmt die angepa�te

Funktion sehr gut mit den Datenpunkten �uberein� Der Zusammenhang zwischen der

Verteilungsbreite und der Multiplizit�at ist also richtig erkannt worden �wie man gleich

sieht� jedoch vorerst nur f�ur die Ordnung q � ��� Einzig die Bedeutung des Parameters

a ist noch o en� Es f�allt jedoch auf� da� er von Skala zu Skala um etwa den Faktor

���
 	 
�

 w�achst� wie man anhand der zugeh�origen Zusammenstellung in Tabelle ��	

ersieht�

Die faktoriellen Waveletmomente 	�Ordnung �Abb� ���� und im Anhang B�	� B���

B��� und B��
� gleichen den vorangegangenen ��Ordnung darin� da� sie ebenfalls ein

Maximum bei Null besitzen� Da die Verteilungen diesmal aber im Idealfall symmetrisch

sein sollten�� liegt das Maximum �zumindest theoretisch� exakt bei Null� Da es sich

�In die Berechnung der Waveletkoe�zienten geht� wie schon mehrfach erw�ahnt� der Betrag der
Di�erenz zwischen zwei benachbarten Bins ein� Das Vorzeichen dieser Di�erenz ergibt sich daraus� da�
einmal das linke Bin mehr Eintr�age besitzt als das rechte ��� und umgekehrt ���� Dieser Zahlenwert
wird dann mit der Ordnung q potenziert� woraus sich bei gerader Ordnung nur positive Werte ergeben
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Tabelle ��� Mittlere Schwankungsquadrate der Gau�anpassungen an faktorielle Waveletmomente
��Ordnung� Man beachte die Abnahme der Werte innerhalb einer Spalte um jeweils den
Faktor �� Bei Skala j � 
 und der Multiplizit�at  �� war aufgrund von einer Division durch
Null keine Fehlerangabe m�oglich� Im weiteren Verlauf wird mit einem angenommenen
Fehler von ���� gearbeitet�

Skala j a
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Tabelle ��� Parameter a f�ur die Multiplizit�atsabh�angigkeit der Verteilungsbreiten von Momenten
��Ordnung� Man erkennt einen Zunahme des Wertes von einer bis zur �ubern�achsten
Skala um etwa den Faktor �� was auf einen Faktor von einer zur n�achsten Skala von

p
�

schlie�en l�a�t�

nach wie vor um eine faktorielle Berechnung der Momente handelt� zeigen die Werte

um Null zumindest bei niedrigen Skalenwerten j eine deutliche �Uberh�ohung� Der Re�

chenalgorithmus erlaubt in einigen F�allen� trotz positiver Vorzeichen der Koe�zienten�

die Erzeugung negativer Eintr�age� Der umgekehrte Fall ist nat�urlich ebenso m�oglich�

wodurch der symmetrische �Uberschu� um Null erkl�art wird�

Es ergibt sich die Frage nach dem generellen Zusammenhang der faktoriell und nicht�

faktoriell berechneten Momente� Werden nur bestimmte Bereiche einer nicht�faktoriell

berechneten Momentverteilung vom positiven in den negativen Bereich �und umgekehrt�

verschoben� oder verschiebt sich die Verteilung als Ganzes+ Wenn nur positive Werte

nahe Null in den negativen Bereich verschoben w�urden und Vergleichbares mit den

nahe Null liegenden negativen Werten passierte �Verschiebung in den positiven Bereich��

k�onnte man keine �Uberh�ohung bei Null sehen� da im Mittel ebensoviele Eintr�age nach

links wie auch nach rechts verschoben w�urden und so der jeweilige Verlust beiderseits

von Null gerade kompensiert w�are� Da man aber deutlich eine Anh�aufung der Eintr�age

um Null erkennt� ist klar� da� die links� und rechtsseitigen Verteilungen als Ganzes zur

Mitte hin verschoben worden sein m�ussen�

sollten� Bei ungerader Ordnung �und damit ungerader Potenz� dagegen sollten gleich viele positive wie
negative Werte auftreten�
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Abbildung ���� Anpassung von Funktionen vom Typ ��m� � a
m� mit � � ln q

ln �
an die Momente

simulierter Verteilungen der Ordnung q � ��

aj���aj Quotient

a��a� ��	�
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Tabelle ��� Quotienten der Parameter a von verschiedenen Skalen j ���Ordnung�� Der Betrag der
Werte liegt immer im Bereich von ����

Die Verteilung wird aus den gleichen Gr�unden wie bei den Momenten ��Ordnung

mit wachsendem j und mit wachsender Multiplizit�at m immer gau�f�ormiger und die
�Uberh�ohung um Null verschwindet� da nun sozusagen zwei Gau�kurven mit nahe bei�

einander liegenden Mittelwerten �leicht �uber und unter Null� �uberlagert werden�

In Fortsetzung der bisher erkannten Gesetzm�a�igkeiten pr�asentieren sich die faktori�

ellen Waveletmomente ��Ordnung �Abb� ���	�� Auch sie besitzen durch alle Skalen ein

ausgepr�agtes Maximumbei Null� Da die Originalverteilung zuf�allig besetzt war� erwartet

man keine Korrelationen der Eintr�age und somit genau ein Maximum an dieser Stelle�

Von der Form her gleichen sie eher den Verteilungen der Waveletmomente ��Ordnung�

da sie ebenfalls unsymmetrisch sind� Dies ist o ensichtlich eine Folge der geraden Ord�

nung q� die im nicht�faktoriellen Sinne keine negativen Werte zul�a�t� aber dennoch das

Maximum bei Null beibeh�alt �entsprechend einer Poisson�Verteilung��
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung ���� zuf�allige Eintr�age� andere Multipli�
zit�aten im Anhang ab Abb�B����

Erneut zeigt sich bei den Momenten 	� und ��Ordnung� da� die Verteilungen einer

bestimmten Skala j mit wachsender Multiplizit�at schmaler werden� Eine Verdopplung

der Anzahl der in das Intervall �
� �� gestreuten Werte erzeugt bei der Auswertung der

Momente der Ordnung q eine Verminderung der Verteilungsbreite auf etwa
�

q
� Der funk�

tionale Zusammenhang lautet

�q��m� � �

q
�q�m�� �����

doch der analytische Ausdruck f�ur �q�m� ist schwieriger als zuvor aufzustellen� Der sich

abzeichnenden Regelm�a�igkeit tr�agt man mit einem Ansatz von der Form

�q�m� �
a

m�
���
�

Rechung� Der neu hinzugetretene Parameter � ist mit der Ordnung q wie folgt verbunden�

� �
ln q

ln �
� �����

Die Anpassung der Gau�funktionen an die Verteilungen der Momente bereitet bei

h�oher werdender Ordnung o ensichtlich immer mehr Probleme� da die Verteilungen in

der logarithmischen Darstellung alles andere als parabelf�ormig sind �f�ur s�amtliche Ver�

teilungen siehe Abschnitt B������ In der nicht�logarithmischen Darstellung scheint dieses
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung ���� zuf�allige Eintr�age� andere Multipli�
zit�aten im Anhang ab Abb�B����

Vorgehen aber nach wie vor gerechtfertigt zu sein� da die Verteilungen dennoch ein

ausgesprochen scharfes Maximum besitzen�� Die Tabelle ��� zeigt die Auswertung der

Verteilungsbreiten f�ur die Ordnungen q � 	 und q � �� Die zugeh�origen Anpassungen

�ndet man im Anhang �Abbn�B����B�����

Zus�atzlich entdeckt man �insbesondere bei den Anpassungsparametern der

	�Ordnung�� da� die Verteilungsbreiten mit wachsender Skala j f�ur eine festgehalte�

ne Multiplizit�at etwa um den Faktor
p
�
q��

zunehmen� Dies scheint im Zusammenhang

mit dem bereits bei ��Ordnung gesehenen Anstieg des Parameters a zu stehen�

Es stellt sich nun die Frage� ob Anpassungen auch weiterhin nur mit einem freien

Parameter a oder mit zwei freien Parametern a und � erfolgen sollen� Die Anpassung

nur von a mit nach der Beziehung ��� errechnetem � ist rein optisch schon recht gut� was

den gefundenen funktionalen Zusammenhang prinzipell zu best�atigen scheint� Dennoch

soll nun zu einer Anpassung mit � freien Parametern �ubergegangen werden� da dies �wie

sich zeigen wird� zu weiteren Erkenntnissen f�uhrt� Dieser Schritt wurde auch mit den

bereits gut angen�aherten Datenpunkten der Breitenabh�angigkeit von der Multiplizit�at

��Ordnung wiederholt �Ergebnisse siehe Tab� ��
 und die graphischen Darstellungen im

�Es geht nach wie vor nur um die Anpassung der Verteilungsbreite und nicht um die Suche nach
dem Maximum� welches im Gegensatz zur Breite nur schlecht approximiert wird� Der Grund daf�ur ist
in der Asymmetrie der Verteilungen zu suchen�
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Tabelle ��� Mittlere Schwankungsquadrate der Gau�anpassungen an faktorielle Waveletmomente
�� und ��Ordnung� Die Verteilungsbreiten gehen innerhalb einer Skala bei Verdoppelung
der Multiplizi�at auf etwa �

�
bzw� �

�
zur�uck� Die graphischen Darstellungen sind imAnhang

abgebildet ���Ordnung ab Abb�B���� ��Ordnung Abbn�B��
�B�� �

Anhang ab Abb�B����� Man erkennt� da� sich die Werte f�ur � bei den Ordnungen q � �

und q � � sehr gut mit der Voraussage aus Gleichung ��� decken� Demnach sollten sie

ja bei

�� �
ln �

ln �
� � und �� �

ln �

ln �
� � �����

liegen� Der ��Wert f�ur die Ordnung q � 	 dagegen liegt bei ungef�ahr ��

� sollte aber

erwartungsgem�a� den Zahlenwert von

�� �
ln 	

ln �
� ��
�
 �����

erreichen� Aufgrund der doch �uberzeugenden Ergebnisse f�ur � durch alle Skalen j hin�

durch gelangt man schlie�lich zu einer Modi�kation des gefundenen Zusammenhangs

von Verteilungsbreite und Multiplizit�at� Es scheint so� als w�urde sich der Exponent �

nicht wie
ln q

ln �
� sondern nur wie

q

�
verhalten�

�q�m� �
a

m�
�

a

m
q

�

� �����

Wurde also urspr�unglich die Abnahme der Verteilungsbreite bei Verdopplung der Ein�

tr�age auf den q�ten Teil �siehe Glg� ���� als Berechnungsgrundlage f�ur den Exponenten �



�� � Simulationen

Ordnung q � �

Skala j a �


 ���
 	 
�
	 ��
��� 	 
�


�

� ����
 	 
�
� ��


� 	 
�


�

� ���
� 	 
�
� ��

�	 	 
�


�

� ����� 	 
�
	 
����� 	 
�


�

Ordnung q � 	

Skala j a �


 ����	 
�� �����
 	 
�


�

� ����� 	 
�� ����� 	 
�

�

� ��� 	 � ����� 	 
�

�

� ��
 	 	 ���
� 	 
�

�

Ordnung q � �

Skala j a �


 �
�� 	 � ��



 	 
�

�

� ���� 	 � ��
	
� 	 
�


�

� ���� 	 � ���
�
 	 
�


�

� �
��
 	 �		 ����� 	 
�

�

Tabelle ��� Parameter f�ur die Multiplizit�atsabh�angigkeit des mittleren Schwankungsquadrats� Die
an die Datenpunkte angepa�ten Kurven sind im Anhang aufgef�uhrt �Abbn� B����B�����

herangezogen� wird nunmehr die Abnahme der Verteilungsbreite aus dem als bekannt

vorausgesetzten Exponenten � �
q

�
berechenbar� Mathematisch gilt n�amlich folgende

Beziehung�

�q��m� �
�

�q
�q�m� ����
�

a

��m�
q

�

�
�

�q

a

m
q

�

������

�q � �
q

� � ������

Der Vorfaktor
�

�q
�andert seinen Wert bei der �� und ��Ordnung also nicht und bleibt bei

�

��
�

�

��
�

�

�
bzw� ����	�

�

��
�

�

��
�

�

�
� ������
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was mit der urpsr�unglichen Annahme von
�

q
�ubereinstimmt� F�ur die Ordnung q � 	

dagegen verschiebt er sich von
�

	
zu

�

��
�

�

����
�

�

�����
� ����
�

Dieser feine Unterschied war freilich aus den Verteilungen mit blo�em Auge nicht zu

erkennen� Mit diesem nun endg�ultig als richtig akzeptierten Zusammenhang �Glg� ����

wurden nun noch einmal alle Datenpunkte mit nur einem freien Parameter a und dem

festen Exponent � �
q

�
angepa�t �vergleiche Tab� ��� und Abb�B�	� im Anhang�� Man

Ordnung q � � Ordnung q � 	 Ordnung q � �

Skala j a a a
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Tabelle ��� Parameter a f�ur die Multiplizit�atsabh�angigkeit der Verteilungbreite f�ur ��� �� und
��Ordnung� Graphische Darstellung der Anpassungen im Anhang �Abbn� B����B�����

kann bei den Werten f�ur die 	� und ��Ordnung wieder einen generellen Zusammenhang�

wie auch zuvor bei der ��Ordnung� entdecken � von Skala zu Skala w�achst der Zahlen�

wert von a um den Faktor ��
	 
�� �q � 	� bzw� ���	 
�� �q � �� �siehe hierzu auch die

Zusammenfassung der Werte in Tab� �����

aj���aj Ordnung q � � Ordnung q � 	 Ordnung q � �

a��a� ��	�
 	 
�

� ��
��� 	 
�


� ����	 	 
�

�

a��a� ����� 	 
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Tabelle ��	 Quotienten der Parameter a von verschiedenen Skalen j und Ordnungen q�

Die schon vermutete Gesetzm�a�igkeit dieser gewonnenen Quotienten in Abh�angigkeit

von der Ordnung q mit dem Faktor
p
� scheint sich zu best�atigen� Der Wert f�ur die

��Ordnung lag ja bereits bei ���
 	 
�

� also sehr nahe bei ���� � p
�� Der Wert f�ur

q � 	 liegt bei nahzu exakt bei � und der f�ur q � � bei etwa ���� � � � p�� Der
Zusammenhang bekommt somit folgende mathematische Form�

aj��

aj
�

�j���m�

�j�m�
�
p
� q�� � �

q��
� � ������

Insgesamt kann man also sagen� da� die Form der Verteilungen faktorieller Wavelet�

momente veschiedener Ordnungen und Skalen bei gem�a� einer Gleichverteilung zuf�allig
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besetzter Originalverteilung f�ur unterschiedliche Anzahl der Eintr�age qualitativ als auch

quantitativ verstanden ist� Nach diesen abschlie�enden Bemerkungen wird nun zu simu�

lierten Verteilungen �ubergegangen� die nicht mehr gleichverteilt sind�

����� Gau�verteilungen variabler Breite

Um einen Eindruck zu bekommen� was f�ur ein Signal Datenpunkte liefern� die nicht

gleichverteilt sind� sondern mehr oder weniger eng in einer Verteilung beieinander liegen�

wurden je �

 Eintr�age mit einer Gau�schen Verteilungsfunktion unterschiedlicherBreite

in das mittlerweile bekannte Intervall �
� �� mit 
�� Bins gew�urfelt� Der Schwerpunkt

der Verteilung wurde dabei gem�a� einer Gleichverteilung zuf�allig aus diesem Intervall

gew�ahlt� Aus Voruntersuchungen hatte sich schon ergeben� da� Mehrfacheintr�age in

einem Bin zu einer deutlichen Zunahme des Betrages der faktoriellen Waveletmomente

f�uhren �was nat�urlich auch der Erwartung entspricht�� Von jeder Verteilungsart wurden

wieder �
� Repr�asentanten generiert� von denen jeweils die faktoriellen Waveletmomente

��� 	� und ��Ordnung berechnet wurden�

Begonnen wurde mit einer besonders schmalen Gau�verteilung� deren Standardab�

weichung nur � � ���
 � �
�� betrug �bei einer um mehr als den Faktor �
 gr�o�eren

Binbreite von
�


��
� ���
 � �
���� Damit �elen im Normalfall fast alle �

 Eintr�age in
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Abbildung ���� Gau�verteiltes Zufallsereignis �� � ���
 � ����� und dessen Waveletkoe�zienten�

ein Bin� Wie man an Abbildung ���� sieht� f�uhrte das zu Signalen im Koe�zientenraum



��� Simulierte Verteilungen ��

der Wavelets� die auch nadelf�ormig ausgepr�agt waren� Sobald durch die sukzessive Ver�

doppelung der Binbreite die Bins breit genug sind� um die Gau�funktion aufzunehmen�

sieht man bei den Waveletkoe�zienten nur noch einen Eintrag pro Skala� Diese Aussage

ist im �ubrigen unabh�angig von der Breite der Gau�verteilung� Da eine grundlegende

Eigenschaft solcher Verteilungen die H�aufung um einen Mittelwert ist� liegen bei einer

allm�ahlichen Verbreiterung der Bins fr�uher oder sp�ater alle Eintr�age in einem Bin� und

es tritt bei den Waveletkoe�zienten ab dieser Skala nur noch je eine Waveletamplitu�

de auf� Eine Ausnahme bilden o ensichtlich nur solche Verteilungen� die breiter als der

halbe De�nitionsbereich �
� �� sind�

Die faktoriellen Waveletmomente dieser schmalen Verteilung geben nun ebenfalls ein

sehr bemerkenswertes Bild� Es ist klar� da� die Momente von Null verschiedene Ein�

tr�age haben sollten� da die Waveletmomente� wie in Abschnitt 	���� beschrieben� gerade

sensitiv auf Mehrfacheintr�age in einem Bin sind�

Die Momente der Ordnung q � � �siehe Abb� ���
� haben ein ausgepr�agtes Maxi�

mum bei �j� wobei mit j wie gewohnt die Skala bezeichnet ist� Au�erdem erkennt man�
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung� Die zugrundeliegenden Gau�verteilungen
hatten jeweils eine Breite von � � ���
 � �����

zumindest bei gr�o�erer Skala� je ein Nebenmaximumbei �j��� Wie schon von den gleich�

verteilten Zufallseintr�agen her bekannt� ragt die Verteilung der faktoriellen Waveletmo�

mente ein wenig �uber Null hinaus in den negativen Bereich� Auch scheint es eine kleine
�Uberh�ohung der Werte bei Null zu geben�
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Da� es �uberhaupt Eintr�age zwischen dem Wert �j und Null gibt� hat seine Ursache

darin� da� der Mittelwert der eingehenden Gau�verteilungen nicht immer genau in der

Binmitte liegt �das gilt f�ur alle Skalen j und somit f�ur alle Binbreiten�� Dadurch ist

die hier benutzte� sehr schmale Gau�verteilung nicht immer auf nur ein Bin konzen�

triert� wodurch Momente mit geringerem Betrag zustande kommen� da es innerhalb der

entsprechenden Skala dann noch weitere Mehrfacheintr�age der Waveletkoe�zienten gibt�

Anscheinend existieren auch noch weitere Nebenmaxima �mit einer nur sehr gerin�

gen Anzahl von Eintr�agen im Vergleich zum Hauptmaximum� im Bereich von �j���

�j � Diese werden allerdings durch die relativ breite Bineinteilung der Momentvertei�

lungen unkenntlich gemacht� Dieses breite Binning war n�otig� um gerade dieser sehr

feinen Struktur von Maxima rechts von der jeweiligen Verteilungsmitte Herr zu werden�

Das Vorgehen� immer Gau�verteilungen mit gleicher Multiplizit�at zu benutzen� erzwang

anscheinend nur bestimmte Ergebnisse der faktoriellen Waveletmomente� so da� es in

den Verteilungen immer stark besetzte Bins mit dazwischenliegenden L�ucken gab� Um

einen Gesamteindruck von der Verteilungsform zu bekommen� mu�ten unter Verlust von

Au��osung mehrere Bins zusammengelegt werden� Deshalb sind diese Nebenmaxima nur

noch schwer zu erkennen� Sie sind aber wohl nicht auf einen sogenannten Binninge ekt

zur�uckzuf�uhren� sondern Ausdruck der Gemeinsamkeiten� der in die Verteilung der Mo�

mente eingehenden �
� Gau�verteilungen mit je �

 Eintr�agen�

Ein vergleichbares Aussehen haben die faktoriellen Waveletmomente 	�Ordnung� Das

ist auch verst�andlich� da es f�ur diese mehr qualitativen Betrachtungen bei etwa �



Eintr�agen pro Bin in jedem Fall �q � �� 	 und �� eine gro�e Anzahl von q�fach korrelierten

Eintr�agen gibt� so da� durch die gew�ahlte� intelligente Normierung �siehe Glg� 	�
	� die

E ekte in den Waveletmomenten verschiedener Ordnung q zu �ahnlichen Ergebnissen

f�uhren sollten�

Genau dies ist auch der Fall� wie man an der graphischen Darstellung ���� sehen

kann� Erneut erkennt man deutliche� von Null verschiedene Maxima � diesmal aller�

dings bei den Werten 	�j� Auch tritt wieder ein kleineres Maximum bei Null auf� das

nun einerseits auf echte Nulleintr�age� andererseits aber auf die schon in Abschnitt �����

erkl�arte Eigenschaft der faktoriellen Momente zur�uckzuf�uhren ist� Die Symmetrie der

Verteilungen beruht� wie auch schon erw�ahnt� auf der Potenzierung mit demWert q � 	�

Die m�ogliche Bildung schwach populierter Nebenmaxima ist gerade noch erkennbar�

ist aber auch hier eine grundlegende Eigenschaft der Verteilungen� die wieder auf das

gew�ahlte Ensemble der Eingangsverteilungen zur�uckzuf�uhren ist�

Die Waveletmomente ��Ordnung �Abb� ����� gleichen wie erwartet prinzipell den

vorausgegangenen Momenten 	� und insbesondere denen der ��Ordnung� was auf den

geradzahligen Wert von q zur�uckzuf�uhren ist� Doch gibt es diesmal auch wesentliche

Unterschiede� Die Maxima der Verteilungen liegen etwa bei �j � erreichen diesen Wert al�

lerdings nicht ganz� Man sieht deutlich� wie die Eintr�age bereits unterhalb dieser Grenze

auf Null zur�uckgehen� Diese Eigenschaft hat ihre Ursache nun eindeutig in der faktoriel�

len Berechnung der Momente� die bei anwachsender Ordnung q eine immer bedeutendere
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung� Breite der generierten Gau�verteilungen�
� � ���
 � �����

Rolle spielt� W�urde man die Verteilungen �� und 	�Ordnung mit einer h�oheren Au��osung

analysieren� sollte man eben diese Abweichungen auch dort bereits bemerken�

In der rechten H�alfte der Verteilungen sind die Nebenmaxima trotz der schon recht

groben Binunterteilung dennoch o ensichtlich� Noch breitere Bins h�atten zwar das Pro�l

weiter gegl�attet� doch w�are dies �uber das vern�unftige Ma� hinaus gegangen� da man dann

andere kleine E ekte� wie den Sprung genau in der Mitte der Verteilungen oder den

erneuten Anstieg von rechts� nach einemMinimum zumWert Null hin� nicht mehr h�atte

wahrnehmen k�onnen� �Uberraschend ist die Tatsache� da� Nebenmaxima anscheinend

immer nur rechts von der Verteilungsmitte auftreten�

Zusammenfassend l�a�t sich sagen� da� stark korrelierte Daten in den faktoriellen

Waveletmomenten in Abh�angigkeit von der Ordnung q und der Skala j Maxima bei

etwa �	��q ��j	q��
 zeigen� Je h�oher die Ordnung q ist� desto weiter bleibt das Maximum

von diesen Nominalwerten entfernt � bei den hier vorgestellten Ordnungen ist dieser

Unterschied nur bei der ��Ordnung gut zu erkennen� Oberhalb dieser Maxima folgen

keine weiteren Eintr�age� so da� die gesamten Verteilungen gerader Ordnung innerhalb

eines Intervalls liegen� das im negativen Bereich nahe Null beginnt und sich fast bis zum

Wert �j	q��
 fortsetzt� Bei ungerader Ordnung erstreckt sich dieses Intervall von ��j	q��

bis !�j	q��
� Alle Ordnungen� doch insbesondere die ungeraden� zeigen eine �Uberh�ohung

bei Null� und au�erdem sind weitere� aber weitaus niedrigere Nebenmaxima vorhanden�
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Abbildung ���	 Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung von ��� Gau�verteilungen der Breite
� � ���
 � �����

Des weiteren wurden nun Gau�verteilungen generiert� die die �n�fache Breite der eben

vorgestellten Verteilung mit � � ���
��
�� hatten� Die graphischen Darstellungen hierzu�
wie auch die der dazugeh�origen Waveletmomente k�onnen dem Anhang �Abschn�B�����

entnommen werden� Exemplarisch werden in diesem Abschnitt die Verteilungen des Mo�

mente von Ausgangsverteilungen der Breite � � ��
 � �
�� abgebildet �Abb� ����� ����

und ���
�� An ihnen sind viele der im folgenden erw�ahnten Eigenschaften zu erkennen�

Zun�achst einmal �Breite der Gau�schen Glockenkurven � � ��
 � �
��� Abb�B�	� �
�andert sich nicht viel am Aussehen der Momentverteilungen� Die Maxima zeigen sich

wieder an den Stellen �	��q � �j	q��
� Auch das weitere Maximum bei Null bleibt er�

kennbar� Allerdings werden nun die Eintr�age zwischen diesen beiden Extremstellen der

Verteilung h�au�ger� was auch plausibel ist� da die Eingangsverteilung nun immer �ofter

mehrere Bins �uberdeckt und es dadurch zu einer Zunahme von Bins mit weiteren Mehr�

facheintr�agen kommt� die allerdings nicht an die starke Korrelation im h�au�gst besetzten

Bin heranreichen� Die weiteren Nebenmaxima sind nur noch bei ��Ordnung �und dem

hier gew�ahlten Binning� zu erkennen�

Eine weitere Verdoppelung der Breite der Eingangsverteilungen auf � � 
�
 � �
��
�siehe im Anhang Abb�B��	 � l�a�t nun erstmals eine Ver�anderung in der Form der

Verteilungen erkennen� Durch alle Ordnungen q hindurch verschieben sich die Maxi�

ma der gr�o�ten Skala j � � zu Werten mit einem kleinerem Betrag als �j	q��
� Au�
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�erdem ist die Anzahl der Eintr�age in diesem Maximum nun vergleichbar mit der

H�ohe der Nebenmaxima bei �	��q � �j	q��
�� und dem bei Null� Bei h�oherer Ordnung

�q � 	 und �� ist sogar jetzt schon das Maximum bei Null das am st�arksten populier�

te� Trotzdem gibt es auch weiterhin Eintr�age� die bis an die erkannten Grenzwerte von

�	��q � �j	q��
 heranreichen� Diese scheinen also tats�achlich den Wertebereich der �nor�

mierten� faktoriellen Waveletmomente zu beschr�anken�
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Abbildung ���
 FaktorielleWaveletmomente ��Ordnung von ��� Gau�verteilungen mit einer Breite
von � � ��������� Es lassen sich deutlich alle imText erw�ahnten Eigenschaften wie�
dererkennen� Bei niedriger Skala �j � �� existiert weiterhin das bekannte Maximum
bei etwa �j� Ab Skala j � 
 verschiebt sich dieses Maximum zu niedrigeren Werten
und wird nur noch �ahnlich stark populiert� wie die nun kaum noch als Nebenma�
xima zu bezeichnenden Maxima in der Mitte der Wertebereichs und bei Null� Ab
Skala j � ! schlie�lich existiert nur noch ein Maximum nahe Null� Die Verteilung
ist allerdings deutlich breiter als man von gleichverteilten Ausgangsverteilungen
gewohnt ist�

Bei immer breiter werdender Eingangsfunktion verschieben sich die Verteilungen mit

Maxima� die nicht direkt am Rand des Wertebereichs liegen� zu niedrigeren Skalen� Es

ist verst�andlich� da� das Aussehen der faktoriellen Waveletmomente einer Skala j bei

Verdoppelung der Breite der Eingangsfunktion dann bei der Skala j�� wiederzuerkennen
ist� da von hoher zu niedriger Skala schrittweise die Breite der Bins verdoppelt wird�

Die Maxima wandern bei sukzessiver Verbreiterung der Gau�verteilungen immer wei�

ter zum nun dominierenden Maximum bei Null� bis sie schlie�lich bei der h�ochsten Skala

j � � anfangen� von diesem nicht mehr unterscheidbar zu sein �bei einer Breite der Gau��
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung� Die gau�verteilten Ausgangsverteilungen
hatten jeweils eine Breite von � � ��� � ����� Bis Skala j � � zeigt sich das ge�
wohnte Bild� dann jedoch verschieben sich die �au�eren Maxima hin zum Maximum
bei Null� das nun zum Hauptmaximum geworden ist� Bei Skala j � � sind die
urspr�unglich au�enliegenden Maxima schon nicht mehr als solche zu erkennen� Ab
Skala j � ! schlie�lich gleichen die Verteilungen� bis auf ihre gr�o�ere Breite� denen
von gleichverteilten Zufallseintr�agen gleicher Multiplizit�at ���� Eintr�age��

verteilung von � � ��
��
��� Abb�B�
� �� Das geschieht im �ubrigen bei allen Ordnungen

im gleichen Augenblick� Auch haben die Verteilungen nur noch selten Ausl�aufer� die bis

an die erkannte Grenze des Wertebereichs der normierten faktoriellen Waveletmomente

heranreichen�

Anhand der Skala� ab der nur noch ein Maximum bei Null zu erkennen ist� kann

man die ungef�ahre Breite der Ausgangsfunktion absch�atzen� Skala j bedeutet� da� man

es mit �j Di erenzwerten von je zwei benachbarten Bins �also �j��� zu tun hat� Der

De�nitionsbereich �
� �� der Gau�verteilung wird dadurch also allgemein in Intervalle

der Breite
�

�j��
unterteilt� Beim ersten Auftreten von nur noch einem Maximum ist

j � �� so da� sich als Binbreite
�

����
�

�


��
� ���
 � �
�� ergibt� Das entspricht ziemlich

genau der Breite der Ausgangsverteilung von � � ��
 � �
��� Da� dies so sein mu��

leuchtet ein� Bei einer Breite der Gau�kurve im Gr�o�enbereich des Binnings� liegen

schon viele besetzte Bins um den Mittelwert der Verteilung vor� Schaut man nun mit

der gr�o�ten Au��osung � sprich der gr�o�ten Skala j � auf diese Eintr�age� k�onnen die
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung von Gau�schen Ausgangsverteilungen mit
der Breite � � ��� � ����� Ab Skala j � 
 verschwinden die Nebenmaxima in der
oberen H�alfte des Wertebereichs und das Maximum verschiebt sich vom rechten
Rand nach links� Auch ist nun das Maximum bei Null dasjenige mit den meisten
Eintr�agen� Ab Skala j � ! ist nur noch ein Maximum bei Null zu erkennen�

faktoriellen Waveletmomente diese Eintr�age immer schlechter von einer Zufallsverteilung

unterscheiden� Daher tritt erneut das schon aus Abschnitt ����� bekannte Maximum bei

Null auf�

Man darf allerdings nicht vergessen� da� man einer solchen Verteilung von Momenten

immer noch ihren Ursprung in Form der Ausgangsfunktion ansehen kann� Sie ist ge�

gen�uber der vergleichbaren Verteilung von �

 gleichverteilten Eintr�agen deutlich breiter

�mindestens eine Gr�o�enordung� und au�erdem ist sie �bei gerader Ordnung� unsym�

metrisch� Die faktoriellen Momente der h�ochsten Skala �j � �� von gleichverteilten Ein�

tr�agen dagegen waren nahezu gau�verteilt um den Nullpunkt� Selbst bei der gr�o�ten hier

simulierten Breite der Eingangsverteilung von � � ��
 � �
�� �im Anhang Abb�B��
 �

sind die Verteilungen der Momente noch deutlich unsymmetrischer� als es durch die fak�

torielle Berechnung zu erwarten w�are� Diese Asymmetrie nimmt erst dann ab� wenn die

Breite der eingehenden Gau�verteilungen tats�achlich so gro� ist� da� man durch den nur

in dem dann engen De�nitionsintervall �
� �� gesehenen Ausschnitt keine nennenswerte

Abweichung von einer Gleichverteilung mehr erkennen kann�

Um diesen letzten Punkt zu quanti�zieren� wurden erneut Gau�sche Glockenkurven

an die Verteilungen der faktoriellenWaveletmomente angepa�t� Da wie gesagt die Vertei�
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lungen mit geringerer Breite der Ausgangsverteilungen sehr unsymmetrisch sind� waren

diese Anpassungen in einigen F�allen nicht sehr gut �Abbn�� siehe Anhang B������ Man

kann deutlich die Abweichung der Me�punkte von der Gau�kurve erkennen� Deshalb

wurden zur Anpassung nur die Momente mit der Skala j � �� � und � aller Ordnungen

ausgew�ahlt� Wesentlich war aber auch hierbei wieder� eine Messung der Verteilungsbrei�

te zu erm�oglichen� was unabh�angig von der generellen Anpassung an die Datenpunkte

noch mit einiger Genauigkeit durch Gau�funktionen geschehen konnte� Die Auswertung

der sich ergebenden Verteilungsbreiten sind in Tabelle ��� zusammengestellt�
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Tabelle ��
 Mittlere Schwankungsquadrate der Gau�anpassungen an faktorielle Waveletmomente
von gau�verteilten Zufallsverteilungen mit unterschiedlicher Breite� Die Verteilungen
sind deutlich �Faktor ������� breiter als die vergleichbaren Verteilungen mit gleichver�
teilten Ausgangsfunktionen und ebenfalls ��� Eintr�agen�

Je nach Breite der Ausgangsverteilungen sind die Verteilungen der faktoriellen Wa�

veletmomente um etwa den Faktor �
��

 breiter als die Verteilungen gleicher Multi�

plizit�at aber gleichverteilter Ausgangsverteilung� Diesmal l�a�t sich in Abh�angigkeit von
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der Breite der Gau�schen Verteilung eine Abnahme der Verteilungsbreite der Momente

beobachten� die ebenfalls einem Gesetz der Form

���G� �
a

m�
������

gen�ugt� Exemplarisch ist dieser Zusammenhang anhand der faktoriellen Waveletmomen�

te ��Ordnung in Abbildung ���� gezeigt�

Standardabweichung
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Abbildung ���� Abh�angigkeit der Verteilungsbreite faktorieller Waveletmomente ��Ordnung von
der Breite der Gau�schen Eingangsverteilung� Anpassung mit zwei freien Parame�
tern�

Die Datenpunkte mit angepa�ter Funktion vom Typ ���� f�ur die Ordnung q � �

und q � 	 sind im Anhang unter Abbildung B��� und B��� zu �nden� Die Ausrei�

�er� insbesondere in der ��Ordnung bei geringer Breite der Ausgangsverteilungen� sind

auf die nur m�a�igen Anpassungen der Verteilungsbreite der Momente durch eine Gau��

funktion zur�uckzuf�uhren� Die Parameter der angepa�ten Funktionen sind in Tabelle

��� aufgef�uhrt� Im Gegensatz zu den Parametern� die zuvor aus den Anpassungen f�ur

den Zusammenhang von ��m� hervorgegangen waren� l�a�t sich hier nun keine so gro�e

Regelm�a�igkeit mehr erkennen� Innerhalb einer Ordnung nehmen die Betr�age der Para�

meter a zwar zu� doch ist der Skalierungsfaktor von Skala zu Skala keineswegs konstant�

Er liegt aber immerhin in jeweils der gleichen Gr�o�enordnung� Es ist au �allig� da� a

in der ��Ordnung um den Faktor �� in der 	�Ordnung um etwa den Faktor �
 und in

der ��Ordnung um nahezu den Faktor �

 von den Parameterwerten der Anpassung an

die Abh�angigkeit ��m� abweicht� Das l�a�t darauf schlie�en� da� der Unterschied in den

Ausgangsverteilungen insbesondere auf diesen Parameter Auswirkungen zeigt� wogegen

der Parameter � gegen�uber vorherigen Untersuchungen kaum abweicht� Diese Parameter

liegen f�ur eine Ordnung wieder relativ eng beieinander� der Schlu� auf einen funktiona�

len Zusammenhang ist jedoch nicht m�oglich� Auch sind die Abweichungen von Skala zu

Skala alles andere als klein�

Um diesen Abschnitt �uber die Form der Verteilungen der Waveletomente von gau��

verteilten Zufallsverteilungen zu beenden� ist noch zu bemerken� da� bei der breite�

sten simulierten Verteilung bei Ordnung q � � au�erdem kleine Nebenmaxima in den

Ausl�aufern der Momentverteilungen auftauchten� Da aber nicht noch weitere �breitere�

Gau�verteilungen generiert wurden� weil deren generelle Auswirkung auf die Momente
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Tabelle ��� Parameter f�ur die Abh�angigkeit der mittleren Schwankungsquadrate der faktoriellenWa�
veletmomente von der Breite der Ausgangs�Gau�verteilung� Die aus dem vorangegange�
nen Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse sind nur noch ansatzweise wiederzuerkennen�
Au��alligster Unterschied ist der im Vergleich viel kleinere Wert des jeweiligen Parame�
ters a�

nun ausreichend verstanden war� blieb es unklar� ob es sich hierbei nur um Artefakte

oder um eine echte Eigenschaft der Momente handelte�

����� Gau�verteilte Zufallseintr�age mit Untergrund

Zum Abschlu� dieses Kapitels �uber simulierte Verteilungen soll nun der wohl realistisch�

ste Fall untersucht werden� Ein Signal mit endlicher Breite sitzt auf einem nach einer

Gleichverteilung generierten Untergrund� Dies stellt eine einfache Simulation f�ur eine

lokale� nicht�statistische Fluktuation dar�

Das Verh�altnis von gau�verteilten Eintr�agen zum Untergrund wurde f�ur zwei ver�

schiedene Breiten des Gau�schen Signals ��� � ��
 � �
�� und �� � ��
 � �
��� von
�

�
�uber

�

�

und

�

	�
bis hin zu

�

��
variiert� Dabei wurden als gemeinsame Eigenschaft

die Gesamtmultiplizit�aten bei �

 Eintr�agen festgehalten�� Auch hier wurden von jeder

Simulationsart je �
� Verteilungen generiert und jeweils deren faktorielle Waveletmo�

�Die Verh�altnisse entsprechen somit ���� 
�� �
 und �� gau�verteilten Eintr�agen�
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mente berechnet und histogrammiert� Die schmaleren Verteilungen mit �� � ��
 � �
��
sind o ensichtlich ein eher unrealistisches Beispiel �siehe Abb�A���� wenn es darum geht�

experimentelle Verteilungen zu simulieren und werden deshalb nur kurz im Anhang ab�

gehandelt �siehe Abschn�A��

Die im folgenden zu besprechenden Verteilungen mit einem auf einem Untergrund sit�

zenden Gau�schen Signal der Breite �� � ��
��
�� simulieren also eine lokale dynamische
Fluktuation� Sie sind im Mittel zwar gleichverteilt� jedes einzelne Ereignis weicht aber

von dieser Mittelung ab� Die allgemeine Diskussion erfolgt anhand der Verteilung� die

das g�unstigste Signal�zu�Rausch�Verh�altnis hat ��

 gau�verteilte und �

 �achverteilte

Eintr�age�� Zum anschlie�enden Vergleich wird aber nat�urlich auch auf die Verteilungen

mit einem ung�unstigeren Verh�altnis eingegangen�
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Abbildung ���� Repr�asentant einer Verteilung von ��� gau�verteilten Zufallseintr�agen
�� � ��� � ����� mit !�� Eintr�agen Untergrund� Unten sind die dazugeh�origen
Waveletkoe�zienten aufgetragen�

Ein Repr�asentant einer Ausgangsverteilung ist in Abbildung ���� oben dargestellt�

Der gau�f�ormige Anteil ist deutlich zu erkennen� Die zugeh�origen Waveletkoe�zienten

zeigen bei hoher Skala j �was einer feinen Unterteilung des De�nitionsbereichs entspricht�

an der entsprechenden Stelle starke Fluktuationen� die �uber das allgemeine Rauschen

hinausgehen� In der graphischen Darstellung in Abbildung ���� unten ist dies besonders

in der Umgebung der Koe�zientennummern ��� �j � ��� �	� �j � �� und �� �j � �� zu

beobachten� Diese Koe�zientennummern unterteilen die jeweilige Skala genau in dem

Verh�altnis� wie der Mittelwert der Gau�verteilung den De�nitionsbereich unterteilt� Bei

niedrigerer Skala pa�t das gesamte Signal in ein Bin der dann sehr groben Unterteilung

hinein� so da� dort �j � 
� �� 	 und �� entspricht den Koe�zientennummern 	����� �����
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��
 und ��	� statt einer Fluktuation nur noch ein hoher Eintrag an der entsprechenden

Stelle zu sehen ist�

Dementsprechend sind die Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente der ver�

schiedenen Ordnungen ausgebildet� Bei derjenigen Skala j� bei der in den Koe�zienten

nur eine Fluktuation und kein einzelner� hoher Eintrag zu erkennen war� wirkt sich dies

durch eine Verbreiterung der zugeh�origen Momente aus� die aber generell eine nahezu

gau�f�ormige Form behalten� Dieses Verhalten ist insbesondere f�ur die ��Ordnung sehr

gut zu beobachten �siehe Abb� ���	�� Von hoher Skala kommend� ist den Verteilungen
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Abbildung ���� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung von ��� Ausgangsverteilungen mit einem
Signal�zu�Rausch�Verh�altnis von ����!�� bei einer Signalbreite von � � ��� � �����

der Momente bis einschlie�lich der Skala j � �� bis auf einen etwas breiteren Ausl�aufer

nach rechts� nichts Au �alliges anzusehen� Bei niedrigerer Skala ist dagegen ein zweites

Maximum zu erkennen� da� teilweise sogar das auch noch vorhandene Maximum bei

Null in der Zahl der Eintr�age �ubertri t�

Anhand der Skala� bei der dieses zweite Maximum auftritt� l�a�t sich erneut die Breite

des Ausgangssignals absch�atzen� In dem hier betrachteten Fall ist das von Null verschie�

dene Maximum erstmals bei der Skala j � 
 zu beobachten� was �� Di erenzwerten von

���� Bins entspricht� Der De�nitionsbereich wird also bei dieser Skala in �� Abschnitte

unterteilt� was bei seiner Breite von � zu einer Binbreite von etwa 
�
�
� f�uhrt� Das ist

aber gerade die richtige Gr�o�enordnung der Breite des Signals von �� � ��
 � �
���
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�

Ein �ahnliches Verhalten ist bei den Momenten der 	�Ordnung zu beobachten

�Abb�B���� im Anhang�� Allerdings f�uhrt die notwendige Symmetrie der Verteilungen

dazu� da� sich diese E ekte schwerer erkennen lassen� Bei hoher Skala sehen die Vertei�

lungen noch wie die von gleichverteilten Eintr�agen her gewohnten Momente aus� nur da�

sie leicht verbreitert zu sein scheinen� Bei der entsprechenden Skala� bei der schlie�lich

die gesamte besondere Information in einem Bin liegt� ist pl�otzlich wieder eine starke
�Uberh�ohung bei Null zu erkennen� Geht man zu kleineren Skalen weiter� bilden sich links

und rechts von dieser �Uberh�ohung symmetrische Nebenmaxima aus� die schlie�lich sogar

den Eintrag bei Null �ubertre en�

Bei den Momenten der ��Ordnung �im Anhang Abb�B���	� ist die Ver�anderung von

Skalen j � � zu Skalen j 
 
 zwar bei weitem nicht mehr so dramatisch wie bei

niedrigerer Ordnung� es l�a�t sich aber trotzdem eine Art Umspringen beobachten� Waren

die Verteilungen zuvor durch ein starkes Maximum bei Null ausgezeichnet� �andert sich

bei der kritischen Skala die Form der Verteilungen grundlegend� indem diese nun einen

zu hohen Werten �im Gegensatz zu vorher� stark populierten Ausl�aufer bekommen� Bei

noch niedrigerer Skala kann man schlie�lich sogar hier ein zweites� von Null verschiedenes

Maximum erkennen� das aber nicht sehr stark ausgepr�agt ist�

Beim �Ubergang zu generierten Verteilungen� bei denen das Signal im Vergleich zum

Rauschen schw�acher ausgepr�agt ist� zeigt sich leider� da� die eben gemachten Aussagen

zwar prinzipiell richtig bleiben� insbesondere bildet sich aber das Maximum bei der

kritischen Skala oft nicht mehr scharf genug aus� um sich deutlich von dem bei Null

sitzenden Maximum abzuheben �siehe dazu die Abbn�B�����B���
 im Anhang�� Hier

bleibt nichts anderes �ubrig� als �uber die Breite der Momentverteilungen die Abweichung

von einer reinen Gleichverteilung zu untersuchen�

Zu diesem Zweck wurden an die unterschiedlichen Momentverteilungen der Skalen

j � ���� wie bereits gewohnt� Gau�kurven angepa�t� um mit deren Hilfe ein Ma� f�ur die

Verteilungsbreiten der Momente zu bekommen� Da� dies wieder nur bei den h�ochsten

Skalen durchgef�uhrt werden konnte� ist klar� da nur dort die Verteilungen einigerma�en

gau�f�ormig waren� Die Anpassungen selbst sind im Anhang abgebildet �Abbn�B�����

B��	��# die sich ergebenden Werte f�ur die Breiten �nden sich in Tabelle B��� ebenfalls im

Anhang� Zus�atzlich zu den Breiten der in diesem Abschnitt beschriebenen Verteilungen

wurden die entsprechendenWerte von �

 gleichverteilten Eintr�agen aus Abschnitt �����

mit aufgenommen� was einem verschwindenden Signal�zu�Rausch�Verh�altnis entspricht�

Die graphischen Darstellungen dieser Werteaufstellung �Abb� ���� und im Anhang die

Abbn�B��	� und B���
� lassen erkennen� da� nur bei einem Signal�zu�Rausch�Verh�altnis

von mehr als etwa
�

�

�das entspricht den Eintr�agen bei einer

�
Gau�schen Multiplizit�at�

von 

� eine vern�unftige Unterscheidung von Ereignissen mit einem vorhandenen Signal

und einem rein gleichverteilten Ereignis gemacht werden kann� Ob insbesondere �
 oder

weniger Eintr�age gau�verteilt auf einem Untergrund von mindestens ��
 Eintr�agen sit�

zen� ist anhand der Breite der Momentverteilungen nicht von einer Gleichverteilung zu
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Abbildung ���� Verteilungsbreiten der faktoriellen Waveletmomente ��Ordnung in Abh�angigkeit
von der Gau�schen Multiplizit�at� die ein Ma� f�ur das Signal�zu�Rausch�Verh�altnis
ist� Bei niedrigen Werten zeigt sich ein nur langsamer Anstieg� der aber dann rasch
zunimmt� Das f�uhrt dazu� da� bei einem nur geringen nicht�gleichverteilten Anteil
die Unterscheidung von einem rein gleichverteilten Ensemble anhand der Breite der
Waveletmomente nicht m�oglich ist�

unterscheiden� Bei der in diesen Graphen eingezeichneten Funktion handelt es sich um

ein Polynom 	�Grades� das nur zur F�uhrung des Auges abgebildet ist� Anzumerken ist

jedoch� da� die Abh�angigkeit der Verteilungsbreite von der St�arke des Signals nicht ex�

ponentiell ist� da eine Anpassung einer Exponentialfunktion zeigt� da� diese es durch die

bei niedrigen Gau�schen Multiplizit�aten nahezu konstant bleibenden Werte bei hohen

Werten nicht scha t� den teilweise abrupt steilen Anstieg von 

 zu �

 Eintr�agen zu

approximieren�

Als abschlie�ende Bemerkung zu diesen Verteilungen soll darauf hingewiesen werden�

da� es o ensichtlich bei steigender Ordnung immer einfacher wird� anhand der zuletzt

gew�ahlten Darstellung� eine Entscheidung f�ur ein anomales Ereignisensemble zu tre en�

Da� dies so sein mu�� leuchtet ein� da bei zur�uckgehender Signalh�ohe schlie�lich im

Signal nur noch wenige Eintr�age mehr als im darunterliegenden Rauschen zu �nden

sind� was nur durch eine hohe Potenz� also der Suche nach Korrelationen� m�oglichst in

der Ordnung� die durch die im Signal sitzenden Eintr�age gegeben ist� sichtbar gemacht

werden kann�

����� Zusammenfassung der durch Simulationen erhaltenen
Erkenntnisse

In diesem Kapitel wurden die Methoden und Darstellungsweisen� mit denen eine Wave�

letanalyse auf Basis der faktoriellen Momente arbeitet� vorgestellt� Die grundlegenden

Eigenschaften der Verteilungen solcher Momente wurden qualitativ und quantitativ ver�

standen bzw� ausgewertet� so da� die Untersuchung von experimentellen Daten nun auf

einen reichhaltigen Erfahrungsschatz und vielf�altige Vergleichsverteilungen zur�uckgrei�

fen kann�
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�

Leider hat sich im Laufe der in diesem Abschnitt abgehandelten Methoden aber auch

gezeigt� da� sich ein durch eine bestimmte Besonderheit ausgezeichnetes Ereignis �

sei es durch eine hohe Multiplizit�at oder eine H�aufung von Me�punkten um einen be�

stimmten Mittelwert � anhand der beschriebenen Waveletanalyse nicht eindeutig von

�
normalen� Verteilungen abgrenzen l�a�t� Dies hat seine Ursache darin� da� selbst bei Bei�

behaltung der wesentlichen Eigenschaften einer Verteilung� wie Multiplizit�at oder Breite

eines Signals� die faktoriellen Waveletmomente immer eine breite Verteilung bilden� Die

Breite dieser Verteilungen ist so gro�� da� eine Unterscheidung von verschiedenen Ereig�

nisklassen nur schwer m�oglich ist� Die Auswertung kann deshalb nur noch auf die Form

der Verteilungen abzielen� was im Widerspruch zu der Grundintention steht� besondere

Verteilungen anhand eines Satzes von Ma�zahlen als solche zu charakterisieren�

Die in der hier vorliegenden Form durchf�uhrbare Analyse l�a�t nur eine Aussage

dar�uber zu� ob in einem Ensemble von Messungen einer Observablen Verteilungen mit

einer Besonderheit vorliegen oder nicht� Ein gezieltes Heraussuchen derselben in dem

Ensemble ist anschlie�end jedoch anhand der erhaltenen Ergebnisse nicht durchf�uhrbar�
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� Analyse von einzelnen
Ereignissen mit faktoriellen
Waveletmomenten

Nach diesen ausf�uhrlichen Untersuchungen zur Funktionsweise der Waveletanalyse sollen

nun experimentelle Daten mit Hilfe dieser Methode ausgewertet werden� Dazu wurden

	��
� Ereignisse zentraler Pb!Pb�St�o�e der Strahlzeit im Herbst ���
 prozessiert� Diese

waren zuvor mit der globalen Spurrekonstruktion �Stand April ����� aufbereitet worden�

Die Kon�guration des magnetischen Feldes war Standard!�

Nach einem �Uberblick �uber die verwendeten Qualit�atskriterien an die Spuren� wird

auf die Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente eingegangen� um schlie�lich die

Daten mit den im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Simulationen zu vergleichen�

��� Qualit�atskriterien der verwendeten Spuren

UmE ekten� die auf die imApril ���� noch nicht perfekte globale Ereignisrekonstruktion

zur�uckzuf�uhren waren� auszuweichen� wurden rigorose Schnitte �engl�� Cuts� auf die

Daten angewendet� so da� schlie�lich nur solche Spuren im Datensatz �ubrig blieben� die

Anteile in der Main�TPC und einen gut de�nierten Impuls hatten� Au�erdem wurden

Spuren die nicht vom Hauptvertex kamen� wie auch aufgebrochene und generell schlecht

gemessene Spuren verworfen� Auf die Cuts� die dazu f�uhrten� soll nun im einzelnen

eingegangen werden�

����� N�ahe des Spurursprungs zum BPD�Vertex

Der durch R�uckextrapolation berechnete Ursprung der Spuren sollte m�oglichst nah an

dem durch die BPDs bestimmten Hauptvertex liegen� Dazu wurden bei den breiten Ver�

teilungen der x� und y�Koordinate des errechneten Vertex �bx und by� jeder Spur Schnit�

te angebracht� die in y�Richtung nur solche Spuren zulie�en� deren Ursprung n�aher als

� cm am nominellen Vertex lag� In x�Richtung wurde der Cut wegen der gr�oberen r�aum�
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lichen Au��osung mit 	 cm etwas h�oher angesetzt� Da� diese Bedingungen auch n�otig

waren� sieht man an Abbildung 
��� Die Werte f�ur bx und by streuen �uber einen sehr
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Abbildung ��� Verteilung der r�uckextrapolierten Vertexposition�

gro�en Bereich� was einerseits auf Zerfallsprodukte zur�uckzuf�uhren ist� deren Zerfallsver�

tex hinter dem Target liegt� womit bei richtiger Impulsbestimmung die Teilchenspuren

zwangsl�au�g nicht auf den Hauptvertex zur�uckzeigen k�onnen� Andererseits kann aber

auch die Impulsbestimmung aufgrund von zu kurzen Spurst�ucken schlecht sein� so da�

ein vom Vertex kommendes Teilchen falsch zur�uckextrapoliert wird� Mit diesem Schnitt

entledigt man sich also Zerfallsprodukten und Spuren mit schlecht gemessenem Impuls�

Mit dem Schnitt bx 
 	 cm allein werden imMittel �
��� der Spuren eines Ereignisses

entfernt� mit dem Schnitt by 
 � cm sind es ������ Beide Schnitte zusammen reduzieren

die Spuranzahl eines Ereignisses im Mittel auf �
�
��

����� Anzahl der gemessenen Punkte in der Main�TPC

Mit dem folgenden Cut wurden Spuren aus dem Datensatz entfernt� deren Anzahl der

gemessenen Punkte in der Main�TPC kleiner als 	
 war� Damit verwirft man als erstes

s�amtliche Spuren� die nur in der Vertex�TPC � oder � �oder in beiden� detektiert wurden�

Au�erdem kann man sicher sein� da� es sich bei einer Spur� die aus so vielen Punkten re�
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konstruiert wurde� nicht um ein bei der Spurenbildung �ubrig gebliebenes Spurbruchst�uck

handelt� Zus�atzlich werden kurze Spuren am Rand der Main�TPC�Akzeptanz verworfen

�Abb� 
����
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Abbildung ��� Anzahl der Spurpunkte in der Main�TPC� Man erkennt� da� der Schnitt bei min�
destens �� Punkten nur einen geringen Teil� n�amlich !��"� der in der Main�TPC
gesehenen Spuren verwirft�

Der Anteil der Spuren� die �uberhaupt keinen Punkt in der Main�TPC hatten �al�

so Vertex �� und ��Spuren�� lag bei �
���� Von den verbleibenden Main�TPC�Spuren

wurden dagegen nur ���� durch die Anwendung des 	
�Punkte�Schnittes verworfen�

����� Aufgebrochene Spuren

Ein grundlegendes Problem bei der Spurrekonstruktion ist� da� Spuren nicht kom�

plett� sondern in zwei oder mehreren Bruchst�ucken gefunden werden k�onnen� Diese

Bruchst�ucke bekommen dann zwangsl�au�g nahezu den gleichen Impuls zugeordnet� so

da� es irrt�umlicherweise so aussieht� als h�atte man im Impulsraum stark korrelierte

Teilchen gefunden�

Diese Unzul�anglichkeit wird mittlerweile durch eine nachtr�agliche Zusammenf�ugung

o ensichtlicher Spurbruchst�ucke ein und derselben Spur behoben�� In der f�ur diese Ana�

lyse benutzten Spurrekonstruktion vom April ���� war diese Erweiterung aber noch

nicht vorhanden� Daher wurden nur solche Spuren im Datensatz behalten� deren An�

zahl der zur Spurrekonstruktion benutzten Punkte mehr als die H�alfte der durch die

L�ange der Spur m�oglichen Anzahl der Punkte betrug� Durch diese Bedingung wurden

durchschnittlich ����� der Spuren eines Ereignisses verworfen�

In Abbildung 
�	 erkennt man au�erdem Spuren� die komplett durch eine TPC lau�

fen� jedoch keine Punkte in einer weiteren TPC haben� Das f�uhrt zu vertikalen Linien

von Eintr�agen bei �� �Anzahl der Pad�Reihen der Vertex�TPCs�� �
 �Anzahl der Pad�

Reihen in der Main�TPC� und ��� �Anzahl der Pad�Reihen einer Vertex�TPC und der

�Die Grundlage f�ur dieses Vorgehen ist gerade� da� man Spuren mit �ahnlichem Impuls 
ndet� die
keine Punkte bei derselben z�Koordinate haben und die zusammen etwa die f�ur ihre Gesamtl�ange
typische Anzahl von Punkten besitzen�
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Abbildung ��� Anzahl der zur Spurrekonstruktion verwendeten Punkte gegen�uber der durch die
L�ange der Spur gegebenen maximal m�oglichen Anzahl der Spurpunkte� Alle Spuren
unterhalb und auf der Halbgeraden mit der Steigung �

�
wurden nicht ber�ucksichtigt�

Main�TPC� m�oglichen Spurpunkten� Ein etwas verdichtetes Band von Werten liegt bei

einem Verh�altnis von benutzten zu m�oglichen Spurpunkten von ann�ahernd �� Dies sollte

auch der Normalfall sein� Eintr�age oberhalb dieser Bedingung� also solche mit mehr zur

Spuranpassung benutzen Punkten� als eine entsprechende Spur �uberhaupt haben kann�

d�urften dagegen gar nicht auftreten� Die doch sichtbaren Eintr�age sind auf eine falsche

Bestimmung der maximal m�oglichen Punktanzahl zur�uckzuf�uhren� was aufgrund einer

schlechten Impulsbestimung f�ur Spuren am Rand einer TPC durchaus m�oglich ist�

����� Verwendete Impuls� und Rapidit�atsbereiche

Neben diesen aus eher geometrischen Erw�agungen motivierten Schnitten wurden zur

Analyse nur Spuren und damit produzierte Teilchen verwendet� die in einen bestimmten

Phasenraumbereich des Impulses �elen� Um die Main�TPC nur bei ihrer vollen Ak�

zeptanz zu nutzen und somit auf ein sauberes Ereignisensemble vertrauen zu k�onnen�

wurden nur Teilchen akzeptiert� deren Transversalimpuls die Bedingung 
�
�GeV 

p� 
 ��
GeV erf�ullte und die im Rapidit�atsbereich ��
 
 y 
 
�
 lagen� Diese Bereiche

decken sich exakt mit den Phasenraumgebieten� in denen die geometrische Akzeptanz
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der Main�TPC fast durchgehend bei �

� liegt und nur zu hohen Werten von p� auf

tolerierbare �
 Prozent abf�allt �siehe dazu ������ Zus�atzlich wurden mit diesem Cut si�

cherheitshalber noch verbliebene Teilchen ohne assoziierten Impuls verworfen� was durch

die untere Grenze des p��Cuts geschah�

Die Teilchen mu�ten au�erdem die einschr�ankende Bedingung erf�ullen� im �Gesamt��

Impulsbereich von 
��GeV 
 p 
 �

�
GeV zu liegen� Damit wurden unterhalb der

niedrigen Akzeptanzgrenze des Schnittes 
�Elektronen entfernt� die typischerweise einen

Impuls im Bereich von 
MeV 
 p 
 � 	

MeV besitzen� Oberhalb von �

GeV werden

geladene Zerfallsprodukte von neutralen� bei der Reaktion erzeugten Teilchen verworfen�

die aufgrund ihres strahlabw�arts liegenden Zerfallsvertex nur einen Teil des Magnetfeldes

der beiden Vertexmagneten zu sp�uren bekommen haben� Dem nur kurzen Restst�uck der

Teilchenspur wird dadurch wegen seiner geringen Ablenkung ein viel zu hoher Impuls

zugewiesen�

Der zuletzt erw�ahnte Cut hat nur geringen Ein�u�� Er akzeptiert immerhin ����� al�

ler gemessenen Teilchen bzw� Spuren� Der Schnitt im Transversal� und Rapidit�atsbereich

dagegen schneidet dagegen ���
� aller Teilchen heraus�

����� Gesamtergebnis

Durch Anwendung aller oben beschriebenen Cuts wurde das Datenvolumen eines Ereig�

nisses im Mittel auf ���
� reduziert� Somit betrug die mittlere Multiplizit�at nur noch

������ Davon wiederum wurden nur solche Ereignisse akzeptiert� die nach den Schnit�
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Abbildung ��� Multiplizit�atsverteilung des verwendeten Ereignisensembles�

ten mehr als �

 akzeptierte Teilchen enthielten �siehe Abb� 
���� Die Ausrei�er der

Verteilung zu hohen Multiplizit�aten wurden dagegen beibehalten� obwohl sie mit hoher

Wahrscheinlichkeit auf je eine zweite Reaktion im Triggerfenster zur�uckzuf�uhren sind�

Das verkleinerte das Ereignisensemble von 	��
� auf 	���
 und verschob die mittlere

Multiplizit�at pro Ereignis zu ������ Mit diesem Wert wurden anschlie�end die faktoriel�

len Momente nach Gleichung 	�
	 normiert�
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Die Zusammenstellung in Tabbelle 
�� f�uhrt noch einmal alle vollzogenen Schnitte im

Zusammenhang auf�

Qualit
atskriterien der Spuren

Schnitt Bereich

r�uckextrapolierte Vertexposition jbxj 
 	 cm� jbyj 
 � cm

Punkte in der Main�TPC npoint � 	


Punktverh�altnis nfit�nmax � 
�


Rapidit�at ��
 
 y 
 
�


Transversalimpuls 
�
�GeV 
 p� 
 ��
GeV

Gesamtimpuls 
��GeV 
 p 
 �

�
GeV

zus
atzliches Qualit
atskriterium f
ur Ereignisse

Multiplizit�at n � �



Tabelle ��� Schnitte zur Teilchen� und Ereignisselektion�

��� Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente

Um die Analyse durchf�uhren zu k�onnen� mu�ten die Daten� wie bereits angedeutet� zwei�

mal prozessiert werden� Im ersten Durchlauf wurde die inklusive p��Verteilung mit einer

sehr feinen Unterteilung ��



 Bins� des Intervalls 
GeV 
 p� 
 �GeV unter An�

wendung der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Qualit�atskriterien ermittelt

�siehe Abb� 
�
�� Diese diente als Eingangsverteilung� gem�a� der im zweiten Durchlauf die

einzelnen Verteilungen nach dem in Abschnitt 	�� beschriebenen Verfahren �achtrans�

formiert wurden�
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Abbildung ��� Inklusives Transversalimpulsspektrum� Die tats�achliche� f�ur die Berechnung benutz�
te Verteilung hatte eine um den Faktor �� feinere Unterteilung der Abszisse� was
zu einer Verschmierung der Verteilung f�uhrte� da die Fluktuation zwischen zwei be�
nachbarten Bins oft sehr gro� war�



��� Verteilungen der faktoriellen Waveletmomente ��

Zur Kontrolle wurden alle knapp �



 �achtransformierten Ereignisse in ein Histo�

gramm eingetragen� Die Forderung� da� die Verteilung im Mittel �uber das Intervall �
���

mit dem Wert � gleichverteilt sein sollte� konnte auf diese Weise best�atigt werden�

F�ur die Auswertung wurde jedes transformierte Ereignis in ein Histogramm mit ei�

ner Abszissenunterteilung von 
�� Bins eingetragen� Daraus wurden die faktoriellen

Waveletmomente der ��� 	� und ��Ordnung f�ur die Skalen j � 
�� nach erfolgter Haar�

Wavelettransformation bestimmt� O ensichtlich ist es f�ur diese Analyse wesentlich� fak�

torielle Waveletmomente zu benutzen� da jedes Bin im Mittel nur mit 
�� Eintr�agen

belegt wird� Anschlie�end wurden die errechneten Momente unter Zuhilfenahme der

mittleren Multiplizit�at ������ Eintr�age� sprich Teilchen pro Ereignis� gem�a� Gleichung

	�
	 normiert�

F�ur jedes Ereignis wurde simultan ein gleichverteiltes Zufallsereignis mit exakt der

gleichen Multiplizit�at generiert� um eine zus�atzliche Kontrollsimulation mit einer um

einen Mittelwert schwankenden Multiplizit�at zu erhalten� Dadurch konnte im Anschlu�

die Vernachl�assigbarkeit von Multiplizit�atsschwankungen um einen Mittelwert best�atigt

werden�
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Abbildung ��� Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung des verwendeten Ereignisensembles� Die
Ergebnisse der gem�a� einer Gleichverteilung mit gleicher Multiplizit�at �Event�by�
Event� generierten Kontrollereignisse sind als Linie unterlegt�

In den Abbildungen 
���
�� sind nun die Verteilungen der faktoriellen Momente der

verschiedenen Ordnungen und Skalen abgebildet� Dort sind ebenfalls die Ergebnisse der
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gleichverteilten Kontrollverteilungen gleicher Multiplizit�at �durchgezogene Linie� einge�

tragen� Die Fehlerbalken der Datenpunkte wurden mit Hilfe der jeweiligen Anzahl der

Eintr�age berechnet�

Die faktoriellen Momente ��Ordnung �Abb� 
��� zeigen in keiner Skala j Au �allig�

keiten gegen�uber den Kontrollmomenten� Lediglich in den Ausl�aufern der Verteilungen

links und rechts kommt es zu kleineren Abweichungen� die aber durchaus im Rahmen

von statistischen Schwankungen liegen� Bei keiner Skala ist zu erkennen� da� sich die

�achtransformierte Verteilung der experimentellenDaten in irgendeinerWeise von k�unst�

lich erzeugten� gleichverteilten Ereignissen unterscheidet�

Die Momente 	�Ordnung zeigen ein �ahnliches Bild �siehe Abb� 
���� Die schon aus
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Abbildung ��	 Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung der Daten� Mit der Linie sind die Wavelet�
momente der Kontrollereignisse dargestellt�

Abschnitt ����� bekannte symmetrische Verteilung f�ur gleichverteilte generierte Ereignis�

se konstanter Multiplizit�at wird hier eindrucksvoll reproduziert� Da� sich die trotzdem

vorhandenen Abweichungen von den generierten Kontrollverteilungen allein auf einen

statistischen E ekt zur�uckf�uhren lassen� zeigt sich darin� da� in den Ausl�aufern der

Verteilungen bei manchen Skalen die experimentellen Momente� bei anderen Skalen die

generierten Verteilungen mehr Ausrei�er haben�

In der ��Ordnung �Abb� 
��� tauchen erneut keine �Uberraschungen auf� Die Abwei�

chungen der aus den Daten gewonnenen faktoriellen Momente von den mit der Kontroll�

simulation erhaltenen Verteilungen sind �au�erst gering� Wenn �uberhaupt Fluktuationen
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Abbildung ��
 Faktorielle Waveletmomente ��Ordnung mit als Linie dargestellten Verteilungen der
generierten Ereignisse gleicher Multiplizit�at�

vorhanden sind� spielen sich diese in den Randbereichen der Verteilungen ab�

Um erneut eine Absch�atzung f�ur die Breite der Verteilungen zu bekommen� wurden

an die Momente der Skalen j � 
��� wie �ublich� Gau�sche Glockenkurven angepa�t�

Die Anpassung ist bei diesen Skalen sehr gut m�oglich� da es sich bei den faktoriellen

Momenten der Daten � wie bei den gleichverteilten Simulationen � ann�ahernd um

Gau�verteilungen handelt� Daher hat die Verteilungsbreite � hier einen sehr gut abge�

sicherten Wert� Die Waveletmomente der Kontrollverteilungen wurden ebenfalls durch

Gau�kurven approximiert� was einen direkten quantitativen Vergleich m�oglich machte�

Die Anpassungen sind� wie gew�ohnlich� im Anhang abgebildet �Abbn�B�����B������

Die Ergebnisse dieser Approximationen sind in Tabelle 
�� zusammengefa�t� Auf

den ersten Blick erkennt man die schon vermutete prinzipielle Gleichheit der Vertei�

lungsbreiten der aus experimentellen Daten erhaltenen Momente und der Momente der

Kontrollverteilungen� Die Abweichungen liegen zwar nicht im durch den Fehler gegebe�

nen Bereich� sind aber dennoch maximal von der Gr�o�e ��� Das liegt im Bereich der

Genauigkeit f�ur die Bestimmung der Verteilungsbreiten� da die faktoriellen Waveletmo�

mente eben doch keine perfekten Gau�kurven ausbilden� Wie man im folgenden sieht�

ist diese Abweichung aber auf jeden Fall zu klein� um einen Hinweis auf eine generelle

Unterschiedlichkeit der beiden Ereignisensembles �Daten und Kontrollverteilungen� zu

bekommen�
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Daten
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Tabelle ��� Verteilungsbreiten der Gau�anpassungen an faktorielle Waveletmomente experimenteller
Daten und der zugeh�origen Kontrollverteilungen� Die entsprechenden Werte zeigen eine
deutliche �Ubereinstimmung�

��� Multiplizit�atsabh�angigkeit der Verteilungs�

breiten

Die im vorangegangenen Abschnitt gewonnenen Verteilungsbreiten k�onnen nun genutzt

werden� um einen weitergehenden Vergleich der experimentellen Daten mit den in Kapi�

tel � gewonnenen Ergebnissen zu erm�oglichen� Insbesondere soll hier auf die un�uberseh�

baren Gemeinsamkeiten der experimentell bestimmten faktoriellen Momente mit gleich�

verteilten Zufallsereignissen unterschiedlicher Multiplizit�at eingegangen werden�

In Abschnitt ����� war die funktionale Abh�angigkeit der Verteilungsbreite von der

Multiplizit�at bei gleichverteilten Ausgangsverteilungen bestimmt worden� In die dort

gewonnenen Abbildungen kann nun je ein weiterer Datenpunkt bei einer Multiplizit�at

von ����� eingetragen werden� Als Beispiel ist diese Abh�angigkeit f�ur die Ordnung q � 	

in Abbildung 
�� dargstellt� Die ausgef�ullten Punkte sind die aus den Simulationen er�

haltenen Werte# der jeweils o ene Punkt ist der Eintrag des experimentell gewonnenen

Me�werts� Die weiteren Darstellungen f�ur die anderen Ordnungen sind� wie gewohnt� im

Anhang abgebildet �Abbn�B�����B��
��� Allen gemeinsam ist� da� der jeweilige experi�

mentelleWert nahezu exakt auf der analytisch bekannten Funktion der Verteilungsbreite

liegt�

Man erkennt anhand der sehr guten �Ubereinstimmung diesmal sogar quantitativ�

da� die p��Fluktuationen in den experimentellen Ereignissen nicht �uber rein statisti�

sche E ekte hinausgehen� Um dies genauer einzugrenzen� wurden die Abweichungen der
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Abbildung ��� Anpassung von Funktionen vom Typ ��m� � a
m� an die Momente simulierter Vertei�

lungen �ausgef�ullte Punkte� der Ordnung q � �� Der o�ene Punkt ist der nachtr�aglich
eingezeichnete� aus der Analyse der experimentellen Daten erhaltene Me�wert�

gemessenen Verteilungsbreiten von dem durch Gleichung ����
���

�q�m� �
a

m�
�

a

m
q
�
� �
���

gegebenen Wert bestimmt� Dabei wurde mit den aus den Simulationen ermittelten Para�

metern a �siehe Tab� ��
� gerechnet� Die Abweichungen betragen im Mittel 	�
�� Neben

zwei starken Ausrei�ern bei nierdriger Multiplizit�at und hoher Ordnung �q � �� j � ��

m � �

� ����� und q � �� j � �� m � �

� ���
�� ergab sich die mittlere Abweichung

der aus Simulationen bestimmten Verteilungsbreiten vom analytischen Ausdruck der

Gleichung 
�� zu ��	�� Damit reiht sich die mittlere Abweichung des experimentellen

Wertes anstandslos in die aus den Simulationen gewonnenen Werte ein�

Au�erdem rechtfertigt dieses Ergebnis im Nachhinein� da� keine Untersuchungen

gleichverteilter Simulationen mit einer um einen Mittelwert schwankenden Multiplizit�at

vorgenommen wurden� O ensichtlich ist der dadurch entstehende E ekt viel zu gering�

um anhand der eben beschriebenen Verteilungen bemerkt zu werden� Aus diesem Grund

wurde auch darauf verzichtet� die Datenpunkte der Kontrollverteilungen mit in die Ab�

bildungen B��	��B���
 einzubeziehen� Dies h�atte nur zu einem Doppeleintrag an den

jeweiligen Stellen �m � ������ gef�uhrt�
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��� Sensitivit�at auf lokale dynamische Fluktuatio�

nen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde auf die starke �Ahnlichkeit der Verteilungen der

faktoriellen Waveletmomente mit simulierten gleichverteilten Ereignissen hingewiesen�

Um eine Aussage �uber die Sensitivit�at der Methode bei der Suche nach lokalen dynami�

schen Fluktuationen machen zu k�onnen� wurde eine weitere Simulation� diesmal mit der

Multiplizit�at der experimentellen Daten ���� Eintr�age�� durchgef�uhrt� Dabei wurden�

wie in Abschnitt ����	�
�

�

bzw�

�

	�
der Eintr�age �was � bzw� �� Eintr�agen entspricht�

gem�a� einer Gau�verteilung mit der Breite � � �
�� an von Ereignis zu Ereignis wech�

selnder� beliebiger Stelle auf einem Untergrund aus den restlichen Eintr�agen plaziert�

Zusammen mit dem aus der Kontrollverteilung bekannten Wert f�ur die Breiten der

faktoriellen Waveletmomente ohne Signal� also mit ��� gleichverteilten Eintr�agen� war

es so wieder m�oglich� die Abh�angigkeit der Verteilungsbreiten von der St�arke des Signals

darzustellen� Durch Eintrag des experimentellen Werts konnte so ein oberer Grenzwert

f�ur die in den Daten vorhandenen und mit der Analyse durch faktorielleWaveletmomente

registrierbaren lokalen dynamischen Fluktuationen abgesch�atzt werden�

Die Auswertung wurde exemplarisch an den faktoriellen Waveletmomenten

	�Ordnung der Skala j � � durchgef�uhrt� In Abbildung 
��
 sind die drei Simulati�

onspunkte als schwarze Quadrate eingezeichnet� Ein Polynom ��Grades approximiert

diese Punkte �d�unne Linie�� Anhand der Fehler auf die Verteilungsbreiten der simu�

lierten Verteilungen wurde um die Approximation ein Band der Breite �� �dicke Lini�

en� gelegt� was den Bereich markiert� der maximal durch die Interpolationskurve mit

dem ihr anhaftenden Fehler abgedeckt wird� Anhand des entsprechenden Datenpunktes

�Ordnung q � 	� Skala j � �� Breite der Verteilung der faktoriellen Waveletmomente�

����	
�
�# siehe Tab� 
��� wurde eine obere Grenze f�ur die mit den Daten vertr�aglichen

lokalen dynamischen Fluktuationen bestimmt� Fluktuationen mit einem gr�o�eren Signal�

zu�Rausch�Verh�altnis werden von den Daten ausgeschlossen� da sie zu einer gr�o�eren

Verteilungsbreite der Waveletmomente f�uhren m�u�ten� Fluktuationen mit einer kleine�

ren St�arke sind hingegen als Teil der beobachteten Verteilungsbreite nicht auszuschlie�en�

Der auf dem 	��Niveau ausgeschlossene Bereich f�ur die Breite der Verteilung der Wave�

letmomente ist in Abbildung 
��
 grau unterlegt dargestellt� F�ur eine Signalst�arke der

anomalen Fluktuationen von mehr als 
 Eintr�agen �bei einer Signalbreite von �
��� ist

die in der Simulation beobachtete Breite nicht mehr mit dieser oberen Grenze vertr�aglich�

Entsprechende Fluktuationen sind daher durch die Daten ausgeschlossen�

Diese Aussage wurde allein aus der Verteilungsbreite der Ordnung q � 	 auf der Skala

j � � gewonnen� Die Simulationen zeigen� da� Momente h�oherer Ordnung eine noch

geringf�ugig bessere Emp�ndlichkeit auf die untersuchten Vielteilchenkorrelationen zeigen

sollten� wobei bei der gegebenen Multiplizit�at nur eine Untersuchung von Momenten bis

einschlie�lich ��Ordnung sinnvoll ist�
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Abbildung ���� Sensitivit�at der faktoriellen Waveletmomente auf Gau�sche Signale� die auf einem
Untergrund sitzen� Die schwarzen Quadrate sind die aus Simulationen mit den
Daten entsprechender Multiplizit�at gewonnen� Der graue Bereich zeigt an� inwieweit
der experimentell erhaltene Wert die jeweiligen Simulationen ausschlie�en kann�
Demnach sind in den Daten maximal 
 gau�f�ormig korrelierte Eintr�age m�oglich�

Die Skala der hier untersuchten anomalen Fluktuationen liegt bei �
��� Innerhalb des

dadurch gegebenen Fensters werden statistisch etwa �
 Teilchen erwartet �FWHM von


�
�	�� Das tats�achliche Signal�zu�Rausch�Verh�altnis liegt also an der �unbekannten� Si�

gnalposition bei etwa ���� Das liegt etwa in der Gr�o�enordnung� in der in DCC�Modellen

das Signal zus�atzlich produzierter Teilchen bei kleinen Transversalimpulsen erwartet

wird� Im Vergleich mit solchen Modellen k�onnte die hier vorgestellte Methode daher

auch zur Charakterisierung der DCC�Produktion �bzw� ihrer Abwesenheit� verwendet

werden�
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� Diskussion

Im vorangegangenen Kapitel wurde deutlich� da� in den experimentellen Daten mit Hilfe

der angewandten Methoden keine lokalen nicht�statistischen Fluktuationen nachzuwei�

sen waren� Trotzdem bleibt die Frage� ob dies eine tats�achliche Eigenschaft der Daten

ist� oder ob das angewandte Verfahren dem Problem unzureichend angepa�t war�

	�� Theoretische �Uberlegungen

Die Entscheidung� Datenauswertung mit Hilfe von Waveletmomenten zu betreiben� be�

ruhte auf zwei grundlegenden �Uberlegungen� Nachdem die Einzelereignisanalyse des

Mittelwertes von p� ��� bei den gegebenen experimentellen Bedingungen globale nicht�

statistische Fluktuationen mit hoher Wahrscheinlichkeit ausschlie�en konnte� blieb die

Frage o en� ob es nicht trotzdem skalenabh�angige lokale Fluktuationen in p� geben

k�onnte� die auf die Verteilung des Mittelwertes keinen Ein�u� haben� Somit war die Idee

einer Multiskalenanalyse geboren� Die Vermutung� im p��Spektrum korrelierte Teilchen

�nden zu k�onnen� wurde durch theoretische Ans�atze ��
� �uber die m�ogliche Bildung von

DCCs gest�utzt� was zus�atzlich eine Korrelationsanalyse notwendig machte� Durch die

unbekannte Gr�o�e der vermuteten Pionen�Cluster� wurde au�erdem auch in diesem Zu�

sammenhang auf die Notwendigkeit einer Vielskalenanalyse� insbesondere aber auf die

M�oglichkeiten der Wavelettransformation hingewiesen ���� ��� ���� Eine sinnvolle Sym�

biose schienen daher Momente von wavelettransformierten p��Spektren zu sein� da somit

den Anforderungen nach einer Korrelations� wie auch nach einer Multiskalenanalyse in

p� Rechnung getragen werden konnte�

Als n�achstes mu�te eine Entscheidung �uber die Art des zu verwendenden Wavelets

getro en werden� Sie �el zu Gunsten des einfachen Haar�Wavelets aus� M�oglicherwei�

se ist dieses Wavelet dem Problem nicht ausreichend angepa�t� doch bestanden keine

zwingenden Gr�unde� einen anderen Satz von Wavelets zu benutzen� Das Haar�Wavelet

zeichnet sich durch seine Einfachheit aus� und schien daher angebracht� um zu Beginn
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der Analyse nicht gleich mit unanschaulichen Funktionen hantieren zu m�ussen� Man

kann somit die einzelnen Analyseschritte noch relativ einfach nachvollziehen� Au�erdem

wurde schnell klar� da� eine mehrdimensionale Erweiterung dieser Transformation � im

Gegensatz zu anderen Wavelets � keine nennenswerten Schwierigkeiten machen w�urde�

Erw�ahnenswert ist noch� da� die Suche nach dem f�ur eine Anwendung am besten ge�

eigneten Wavelet mittlerweile von den Theoretikern als Problem erkannt wurde und in

Bearbeitung ist �����

Die Verwendung von Waveletmomenten machte eine intelligente Normierung n�otig�
�Ublicherweise werden Momente nur f�ur eine Skala berechnet� so wie auch die Daten nur

in einer Skala vorliegen� Mit Hilfe der Wavelets ist aber automatisch eine Vielskalendar�

stellung von Verteilungen gescha en worden� Will man nun die Momente verschiedener

Skalen untereinander vergleichen� ist man ohne eine passende Normierung hil�os� Zus�atz�

lich mu� die Normierung dem jeweiligen konkreten Problem angepa�t sein� In unserem

Fall� in dem mit �achtransformierten Verteilungen gearbeitet wurde� wurde dement�

sprechend auf die mittlere Multiplizit�at in einem Bin der betre enden Skala normiert�

Da� diese Normierung die angesprochenen Forderungen erf�ullte� zeigte sich in Kapitel ��

wo anhand von gau�verteilten Simulationen die systematische �Anderung der Breite der

Verteilungen der Waveletmomente bei gr�o�er werdender Skala erkannt wurde� was einen

Interskalenvergleich der Momente erm�oglichte�

Durch die zu erwartende Multiplizit�at von einigen �

 Eintr�agen in einer Verteilung

wurde die faktorielle Berechnung der Momente unabdingbar� Nur sie erm�oglichte ei�

ne konsistente Beschreibungsgrundlage� die insbesondere f�ur Mehrteilchenkorrelationen

wichtig ist� da dort die Abweichungen von den mathematisch einfacheren nicht�faktoriell

berechneten Momenten schnell anwachsen�

	�� Praktische Erfahrungen

Die im vorausgegangenen Abschnitt beschriebenen �Uberlegungen machten umfangreiche

Simulationen n�otig� um f�ur die erstmalige Anwendung dieser Methode einen Satz von

Vergleichsf�allen parat zu haben� Au�erdem wurden so schon im Vorfeld die Vor� und

Nachteile der einzelnen Analyseschritte sichtbar� und die Software konnte Schritt f�ur

Schritt hin zu einer fehlerfreien Bearbeitung des Problems entwickelt werden�

Um es vorwegzunehmen� Die Methode ist dem Problem an sich gut angepa�t� die

Software arbeitete einwandfrei� trotzdem war die Auswertung von einzelnen Ereignis�

sen mit Hilfe der faktoriellen Waveletmomente f�ur unseren Fall von Pb!Pb�St�o�en bei

�
� GeV�Nukleon nicht sehr erfolgreich� Die Ursache lag in der zu geringen Multiplizit�at

der Einzelverteilungen� die nach allen Schnitten bei nur noch etwa 	

 Eintr�agen pro

Ereignis lag� Die Ursache ist aber nicht in vielleicht zu starken Cuts zu suchen# auch

die volle Multiplizit�at von �uber �


 Teilchen h�atte nicht ausgereicht� diese Analyse




�� Praktische Erfahrungen ��

gewinnbringend durchzuf�uhren�

Will man eine n�Teilchenkorrelation nachweisen� mu� man � wie in Abschnitt 	����

erl�autert � die Momente der Ordnung n anschauen� Dies macht f�ur verschiedene Skalen

nat�urlich nur dann Sinn� wenn es dort jeweils �m�oglicherweise auch nur einzelne� Bins

mit einer solchen Anzahl von Eintr�agen gibt� In unserem Fall allerdings wurden die etwa

	

 Eintr�age auf 
�� Bins verteilt� was die gro�en Skalen zur Auswertung von Kor�

relationse ekten praktisch nicht benutzbar machte� Eine M�oglichkeit w�are� die Anzahl

der verwendeten Skalen einzuschr�anken� doch das steht im Widerspruch zur Forderung

einer Multiskalenanalyse mit m�oglichst vielen Skalen� Die Verwendung der Ordnungen

��� beruhte also ausschlie�lich auf der maximalen Ausnutzung des vorhandenen Daten�

materials� Prinzipell w�are es dagegen w�unschenswert� die Korrelationsanalyse auch f�ur

h�ohere Ordnungen durchzuf�uhren� um eben sensitiv f�ur weitere Mehrteilchenkorrelatio�

nen �und nicht nur solche der Ordnung �� 	 und �� zu werden� Au�erdem hatte sich

anhand der Verteilungsbreiten faktorieller Waveletmomente von gau�schen Signalen auf

einem Untergrund gezeigt� da� die Sensitivit�at mit gr�o�er werdender Ordnung immer

besser wird�

Die Arbeit mit Simulationen brachte noch einen weiteren Nachteil der verwendeten

Methode ans Licht� Eine Einzelereignisanalyse ist mit dem beschriebenen Verfahren nur

eingeschr�ankt m�oglich� Das liegt daran� da� die faktoriellen Waveletmomente von vie�

len Einzelereignissen wiederum selbst eine mehr oder weniger breite Verteilung bilden�

Einzelne Klassen von Ereignissen produzieren aber keine an verschiedenen Orten loka�

lisierten Momentverteilungen� sondern die Verteilungsform �andert sich bei nur geringer

Ver�anderung ihrer Breite� Dies verlagert aber das urspr�ungliche Problem nur an eine

andere Stelle� Wollte man zu Beginn von der inklusiven Verteilung einer physikalischen

Observablen abweichende Verteilungen erfassen� mu� man nun von der Norm abweichen�

de Verteilungen der Waveletmomente anhand ihrer Form erkennen� Es stellt sich also

erneut das Problem� einer Verteilungsform eine oder mehrere Ma�zahlen zuzuordnen�

um sie zu charakterisieren� Genau an dieser Stelle war aber bei der vorherigen Iteration

die Entscheidung f�ur die faktoriellen Waveletmomente gefallen� Au�erdem zeigt sich� da�

die m�uhsam eingef�uhrten Ma�zahlen f�ur die Verteilungsform der Momente auf geringe
�Anderungen der Form der Eingangsverteilung nicht ausreichend reagieren�

Insgesamt l�a�t sich also feststellen� da� der verwendeten Analysemethode eine fun�

dierte Idee zugrunde lag� Die Praxis und insbesondere die anhand von Simulationen

gewonnene Erfahrung haben jedoch gezeigt� da� die in unserem Experiment vorkom�

menden Multiplizit�aten an der unteren Grenze f�ur eine gewinnbringende Durchf�uhrung

einer Waveletanalyse liegen�

Im Rahmen der erw�ahnten begrenzten M�oglichkeiten der Analyse unter Zuhilfenah�

me von faktoriellen Waveletmomenten kommt man also zu dem Schlu�� da� es in den

betrachteten Daten von �
�Gev�Nukleon Pb!Pb�St�o�en im Rahmen der statistischen

Fehler auf keiner Skala signi�kante lokale dynamische Fluktuationen in p��Spektren gibt�

Diese Aussage beruht auf dem Vergleich der experimentell gewonnenen Daten mit Si�
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mulationen mit rein zuf�allig verteilten Eintr�agen� Dieses Ergebnis ist in Anbetracht der

Untersuchungen des Verhaltens von ,pT �siehe Abb� ��� und ���� nicht sehr �uberraschend�

Schon dort hatte sich gezeigt� da� in Blei�Blei�Kollisionen nur eine relativ geringe globale

Korrelation in p� vorhanden ist� Insofern stellt das mit den faktoriellen Waveletmomen�

ten erhaltene Ergebnis bez�uglich lokaler Fluktuationen eine Best�atigung dieser Studie

dar�

Durch einen weiteren Vergleich mit simulierten Verteilungen konnte die obere Grenze

f�ur das Auftreten lokaler nicht�statistischer Fluktuationen auf 
 Eintr�age pro Ereignis be�

grenzt werden� Dies entspricht in etwa der von DCC�Modellen erwarteten Korrelations�

st�arke�
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Abbildung ��� Messung der Korrelationsst�arke mit #pT � Blei�Blei�Ereignisse weisen demnach in p�
eine bedeutend schw�achere Korrelation auf� als dies durch eine �Uberlagerung von
Proton�Proton�St�o�en zu erwarten w�are�

	�� Ausblick

Trotz der oben beschriebenen M�angel soll im Hinblick auf zuk�unftige Experimente in

der Physik hochenergetischer Schwerionenkollisionen auf die Chancen dieser Analyse

hingewiesen werden�

Bei den an den neuen Beschleunigern RHIC �engl�� Relativistic Heavy Ion Collider� in

Brookhaven�NY und LHC �engl�� Large Hadron Collider� am CERN�Schweiz in weni�




�� Ausblick ��

gen Jahren durchgef�uhrten Experimenten wird im Vergleich zu heutigen Experimenten

eine ungleich h�ohere Teilchenmultiplizit�at erzeugt werden� F�ur die Multiplizit�at der ge�

ladenen Teilchen im CERN�Experiment ALICE wird z�B� ein Wert von dNch�dy � �




erwartet� Damit w�are die Grundvoraussetzung f�ur eine gewinnbringende Analyse un�

ter Benutzung der faktoriellen Waveletmomente gegeben� Eventuell kann sogar die An�

zahl der verwendeten Skalen erweitert werden� und die Berechnung von Momenten mit

einer h�oheren Ordnung als � kann angegangen werden� Sind die Auswirkungen einer

h�oheren Multiplizit�at erst einmal hinreichend bekannt� kann zu anderen� dem Problem

besser angepa�ten Wavelets �ubergegangen werden� Auch weitere Observablen stehen

zur Untersuchung bereit� Schlie�lich bleibt auch noch der Schritt zu mehrdimensiona�

len Wavelettransformationen o en� wobei die Erfassung des kompletten kinematischen

Phasenraums �also �p�� y� oder gar �px� py� pz�� der n�achste logische Schritt w�are� Al�

lerdings sind die zu einem sinnvollen Arbeiten notwendigen Multiplizit�aten wohl auch

daf�ur vorerst noch nicht ausreichend�



�� 
 Diskussion



A Gau�verteilte Zufallseintr�age
�� � ��� � ����� mit Untergrund

Die schmalen Verteilungen mit �� � ��
 � �
�� sind o ensichtlich �siehe Abb�A��� ein

eher unrealistisches Beispiel� wenn es darum geht� experimentelle Verteilungen zu simu�

lieren und sollen deshalb nur kurz besprochen werden� Dennoch kann man besonders an
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Abbildung A�� Beispiel einer Verteilung von 
� gau�verteilten und !
� gleichverteilten Eintr�agen�
Der Gau�sche Anteil hat dabei eine Breite von � � ��������� Die daraus gewonnenen
Waveletkoe�zienten sind im unteren Bildteil abgebildet�

ihnen noch einmal die schon bei Gau�schen Verteilungen gesehenen Eigenschaften wie�

dererkennen� Au�erdem zeigen sich auch hier schon die Auswirkungen� die sich ergeben�

wenn die Multiplizit�at im Gau�schen Signal abnimmt� Die Abbildungen der sonstigen

Verteilungen sind� wie �ublich� dem weiteren Anhang zu entnehmen �Abbn�B����B��
���



�� A Gau�verteilte Zufallseintr
age �� � ��
 � �
��� mit Untergrund

In der Verteilung der Waveletkoe�zienten ist die Stelle des Peaks jeweils deutlich zu

erkennen� Je mehr Eintr�age in dem Peak der Ausgangsverteilung liegen� bei desto gerin�

gerer Skala j gehen die zugeh�origen Waveletkoe�zienten im darunterliegenden Rauschen

unter� Bei der Skala j� bei der der Koe�zient in die Gr�o�enordnung des Rauschens ge�

langt� be�ndet sich das Maximum der zugeh�origen faktoriellen Waveletmomente aller

Ordnungen q auch wieder nahezu bei Null� Insbesondere gibt es dann jeweils nur ein

Maximum� Bei allen gr�o�eren Skalen � also bei schmalerer Unterteilung des De�ni�

tionsintervalls � ist zus�atzlich ein Maximum an einer von Null verschiedenen Stelle zu

�nden �bei ungerader Ordnung nat�urlich zwei symmetrisch angeordnete Maxima�� Diese

Maxima sind� wenn sie nach Obigem �uberhaupt zu erkennen sind� mindestens genauso

stark populiert� wie das verbleibende Maximum bei Null�

Bei den Momenten ��Ordnung sind in den F�allen� in denen 

 bzw� �

 Eintr�age

in der Gau�verteilung zu �nden waren� au�erdem bei einigen Skalen Nebenmaxima in

der Mitte der Momentverteilungen zu erkennen� Rutscht das von Null verschiedene Ma�

ximum allerdings bei kleiner werdender Skala gegen Null� gehen diese Nebenmaxima

in den breiten Ausl�aufern des Hauptmaximums unter� Bei niedrigerer Populierung des

Gau�schen Anteils der Ausgangsverteilungen sind die Ausl�aufer der Waveletmomente

bei allen Skalen so breit� da� m�ogliche Nebenmaxima nicht zu erkennen sind� Bei nur �


Eintr�agen ist von Beginn an �gr�o�te Skala j� nur ein breites Maximum zu erkennen�

Zeigen die faktoriellen Waveletmomente 	�Ordnung bei einem gro�en Signal�zu�

Rausch�Verh�altnis zumindest bei gro�en Skalen noch deutlich h�ohere von Null verschie�

dene Maxima als die schon bekannte Null�uberh�ohung� bleibt davon bei nur gering aus�

gepr�agtem Signal oder zu niedriger Skala nur eine verbreiterte Verteilung mit einem

�uberh�ohten Wert bei Null �ubrig�

In der ��Ordnung setzt dieses Verhalten� nur noch ein Maximum bei Null und eine

breite Verteilung zu haben� zwar immer genau bei der gleichen Skala j wie bei der �� oder

	�Ordnung ein� die Maxima bei gr�o�erer Skala sind aber nicht so stark ausgepr�agt� Das

liegt daran� da� sich die Anzahl der Paare von Eintr�agen in einem Bin quadratisch zu

der Anzahl der ��Tupel in demselben Bin verh�alt�

Abschlie�end l�a�t sich zu diesen Ausgangsverteilungen mit einem sehr schmalen Sig�

nal auf einem Rauschuntergrund sagen� da� die genannten E ekte am deutlichsten bei

niedriger Ordnung q� gro�er Skala j und hoher Population des Signals zu erkennen sind�

Ein zu kleines Signal� obwohl es mit dem Auge noch sehr gut wahrzunehmen ist� f�uhrt

nur zu einer sehr geringen Verbreiterung der Momente hoher Skala�
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B�� Gleichverteilte Simulationen unterschiedlicher

Multiplizit�at

B���� Faktorielle Waveletmomente
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Abbildung B�� Ereignis mit ��� zuf�alligen Eintr�agen und dessen Waveletkoe�zienten�
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Tabelle B�� Verteilungsbreiten� gewonnen aus den Gau�sanpassungen an faktorielle Waveletmomen�
te von Gau�chen Signalen mit Untergrund der Breite � � ��� � �����
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