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Einleitung

Die Beobachtung von korrelierten Elektron—Positron—Paaren bei Schwerionen-Kol-
lisionen, wie sie an der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung (GSI-Darmstadt)
durchgefiihrt werden, haben zu Spekulationen iiber die Existenz von neuen Teil-
chenresonanzen gefiihrt. Durch viele theoretische Uberlegungen konnten alle Mog-
lichkeiten bis auf komplexe Mehrteilchen—Zusténde, die durch stark nichtstérungs-
theoretische Effekte charakterisiert sind, ausgeschlossen werden. Solche nicht—per-

turbativen Mehrteilchenzustidnde werden in dieser Arbeit untersucht.

Schwerionenreaktionen werden theoretisch durch ein Zweizentren—Coulombpo-
tential beschrieben. Die Uberlagerung der Coulombpotentiale der beiden kollidie-
renden Systeme findet bereits lange vor dem eigentlichen Stof} statt und kann —
bei geniigend schweren Systemen — eine kritische Grofle iiberschreiten, so dafi die
spontane Emission von Positronen méglich wird. Dieses kritische System entspricht
einem Coulombpotential zu einer Ladung von mindestens Z = 172. Das theoreti-
sche Energiespektrum der emittierten Positronen ist eine glatte Kurve (Greiner et
al. 1985). Tatsichlich aber wurden an der GSI iiber der theoretisch vorhergesag-
ten glatten Kurve scharfe Linien im Energiespektrum gemessen (z. B. Schweppe et
al. 1983). Es gibt bis heute keine befriedigende Erklédrung der Positronenspektren,
obwohl viele Versuche unternommen wurden (Bokemeyer 1990). Bei der Intensi-
vierung der Experimente hat man zu den emittierten Positronen koinzidente Elek-
tronen gefunden (sieche Abb.0.1 aus Bokemeyer 1990). Die Existenz koinzidenter
Elektron—Positron—Paare hat den Gedanken nahegelegt, dafl bei der Schwerionen-
Kollision ein neutrales Objekt erzeugt wird, das dann in ein Elektron—Positron—

Paar zerfillt. Aufgrund der Linienvielfalt bei verschiedenen Energien ist es dabei
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Abbildung 0.1: Das Elektron—Positron Summenenergiespektrum fiir das System
(Uran + Thorium). Die Einschuflenergie betrigt 5.87 — 5.9 MeV/u. Bei 809 kel
erhebt sich iiber dem glatten Untergrund ein deutlicher Peak.

naheliegend, eher an ein zusammengesetztes Objekt als an ein elementares Teilchen
zu denken, mit dem man nur eine Linie erkldren konnte. Punktteilchen konnen sogar
systematisch und vollstindig ausgeschlossen werden (Schéfer 1989). Die Idee eines
zerfallenden Bindungszustands aus 2 Teilchen fiihrte jedoch nicht zum gewiinsch-
ten Erfolg (Ehrnsperger 1992 und Stein 1991). Die einzige Moglichkeit, den Er-
klarungsversuch durch einen zusammengesetzten Bindungszustand zu retten, ist
ein Mehr—Teilchen—Zustand, in dem sich die Masse des Bindungszustandes zum
grofiten Teil wegbindet (Miiller 1986). Genau dieser Gedanke wird in dieser Arbeit

weiterverfolgt, indem ein 4-Teilchen-Zustand studiert wird.

Der Rahmen der Fragestellung soll jedoch etwas weiter gefafit werden, als es
fiir die obige Fragestellung notwendig ist: Ist es méglich, einen 4-Teilchen-Zustand
aus zwei fermionischen, masselosen Quarks und zwei skalaren Quarks mit Masse zu
konstruieren, dessen Masse wesentlich kleiner ist als die Masse der Konstituenten ?
Die fermionischen Quarks sollen masselos sein, was eine gute Niherung fiir die

leichten Quarks im Rahmen der QCD ist. Bei den skalaren Quarks mag man an
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die supersymmetrischen Partner der Quarks (Sohnius 1985), die Squarks denken,
deren Masse wohl im GeV -Bereich liegt. Thre Masse soll im Rahmen dieser Arbeit

jedoch nicht eingeschrinkt werden.

Die Masse des Bindungszustands soll unter Beriicksichtigung nicht-stérungs-
theoretischer Effekte mit dem Verfahren der QCD-Summenregeln berechnet wer-
den, das — neben Rechnungen auf dem Gitter — die einzige Methode zur Be-
schreibung nicht-abelscher Wechselwirkungen im nicht-perturbativen Bereich ist.
Sie wurde bereits sehr erfolgreich auf die QCD angewendet (Reinders 1985). Da-
bei werden anhand des obigen Beispiels die Probleme herausgearbeitet, die bei der
Beriicksichtigung von Massen entstehen. In einer ersten Annidherung an das Pro-
blem wird eine Entwicklung in der Masse der skalaren Quarks durchgefiihrt, was
die Giiltigkeit der resultierenden Summenregel auf Konstituentenmassen von we-
niger als 300 MeV festlegt. Fiir die exakte Behandlung der Frage ist es notwendig,
die nichtlokale Natur der Vakuumkondendsate zu beriicksichtigen, die bei endlicher
Masse nicht-trivial ist. Auch ist die Regularisierung der 3-Loop-Feynmangraphen,
die fiir die Summenregel mafigeblich sind, bei exakter Beriicksichtigung der Masse

ausgesprochen involviert.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert: die ersten beiden Kapitel enthalten eine
ausfiihrliche Darstellung der QCD-Summenregeln und der dimensionalen Regula-
risierung. Dabei werden fiir die Summenregeln das Zusammenspiel von Confine-
ment, chiraler Symmetriebrechung im hadronischen Spektrum, nicht-trivialer Va-
kuumstruktur, Operatorproduktentwicklung und Dispersionsrelationen, sowie der
Balanceakt zwischen dem Bereich asymptotischer Freiheit und dem Confinement
dargestellt. Fiir die Isolation der Masse des Bindungszustands werden zwei Verfah-
ren vorgestellt: die Momente und die Boreltransformation. Die dimensionale Re-
gularisierung wird axiomatisch behandelt und durch eine Vielzahl von konkreten
Rechnungen exemplifiziert, die im Laufe der Arbeit benétigt werden. In den Kapi-
teln 3 bis 6 wird die Summenregel fiir den beschriebenen 4-Teilchen-Zustand auf-
gestellt. Dazu wird zunéchst der Polarisationstensor fiir den entsprechenden Strom
mit dem Wickschen Theorem entwickelt. In Kap. 4 werden die auftretenden nichtlo-

kalen Vakuumkondensate analysiert. Dabei wird insbesondere auf die Wirkung der
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endlichen Masse eingegangen. In Kap. 5 werden alle notwendigen Feynmangraphen
regularisiert, wobei die Behandlung von IR-Divergenzen und ihre Auswirkung auf
den Imaginérteil des Graphen eine wesentliche Rolle spielen wird. Zwei der Gra-
phen werden in der Masse entwickelt und bis zur ersten Ordnung beriicksichtigt.
Die Summenregel wird in Kap. 6 aufgestellt und interpretiert. Die in der Masse der

skalaren Quarks exakte Berechnung der Summenregel wird in Kap. 7 diskutiert.



Kapitel 1

QCD-Summenregeln

1.1 Fragestellung und Problematik

Die QCD-Summenregeln sind ein Verfahren mit dem man Kopplungskonstanten
und Massen von Hadronen bestimmen kann. Es wurde von M.A. Shifman, A.I.
Vainshtein und V.I. Zakharov 1978 in einer vielzitierten Originalarbeit (Shifman
et al. 1979) eingefiihrt und gleich auf verschiedene hadronische Zustinde mit Er-
folg angewendet (Shifman et al. 1979, Teil 2). So wurden beispielsweise die Masse
des Charmoniums mit guter Genauigkeit reproduziert und auch die Massenaufspal-
tung von p-, - und a;-Mesonen bestétigt. Das Verfahren basiert auf der Idee, den
mathematisch bisher unzugénglichen Bereich des Confinements mit Hilfe von Vaku-
umkondensaten anzunidhern. Die Problematik und das Verfahren sollen in diesem

Kapitel erldutert werden.

1.1.1 Das Confinement

In der Quantenchromodynamik ist man mit der laufenden Kopplungskonstanten
konfrontiert (Muta 1987), die die QCD in zwei Bereiche auftrennt. Bei der Streuung
mit groflen Virtualitidten ist die Kopplungskonstante klein genug, um die Streuam-

plituden mit Hilfe von Stérungstheorie berechnen zu kénnen. Bei kleinen Virtua-
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litdten (unterhalb 1.5GeV) ist die Kopplungskonstante zu gro$ fiir eine sinnvolle
Anwendung der Storungstheorie. Man befindet sich im Bereich des hadronischen
Spektrums, einem Bereich, in dem das Confinement der QCD spiirbar wird und
die Quarks in gebundenen Zusténden zusammengehalten werden. Diese Resonanzen
machen die QCD der weichen Impulse zu einem rein nicht—stérungstheoretisches
Problem. Es stellt sich also die Frage, auf welche Weise man beispielsweise die
Massen solcher Resonanzen bestimmen kann. Ein geeignetes Verfahren mufl nach

der eben beschriebenen Problematik das Confinement der QQCD beriicksichtigen.

1.1.2 Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie
Spontane Symmetriebrechung

Spontane Brechung einer Symmetrie liegt dann vor, wenn die betrachtete Lagran-
gedichte unter der Symmetrie invariant ist, jedoch sich das physikalische Vakuum

unter den Generatoren () der Symmetriegruppe veridndert, d.h. @ | 0 ># 0.

Aus der Invarianz der Lagrangedichte folgt, dafl die Generatoren der Symme-
triegruppe die Erhaltungsgrofie eines zu der Symmetrie gehorigen Stroms sind: aus
dem Noetherschen Theorem folgt, dafl ein Viererstrom j* existiert, fiir den eine
Kontinuitétsgleichung d,7# = 0 erfiillt ist. Dann folgt, daf§ die Generatoren der
Gruppe, die durch

Q= /d3:c i°(z) (1.1)
definiert sind, eine Erhaltungsgréfie sind, denn es gilt:
dQ [ d
il / d’x el (t, Z)
= - /d3a: divj(t, ) (wegen 0,j" = 0)
= — /do ii-j  (Satz von GauB)
0

(1.2)

Dies bedeutet, dal die Generatoren mit dem Hamiltonoperator kommutieren

[@Q, H] = 0. Das Vakuum ist deshalb unendlich degeneriert in der Energie, denn die
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Vakua |0 >, Q|0>, @Q>]0> und Q" |0 > gehoren alle zur gleichen
Energie. Dieser zusétzliche Freiheitsgrad in der Wahl des Vakuums suggeriert be-
reits das Vorhandensein eines Teilchen mit den Quantenzahlen des Generators ().
Genau dies ist der Inhalt des Goldstone-Theorems (Goldstone et al. 1962):

Eine globale Symmetrie, die die Lagrangedichte invariant lGfit, nicht aber das Va-
kuum, fithrt zu einem masselosen Boson mit den Quantenzahlen des zugehiorigen

Generators.

Die Chirale Symmetriegruppe

Man betrachte die unitdren Transformationen des Dirac—Spinors

Y o— e 2%

P TV (1.3)
wobei 7% die 4 Paulimatrizen und «, die Gruppenparameter sind. Die masselose
QCD-Lagrangedichte ist unter diesen Transformationen invariant. Fiir die erste

Transformation folgt dies trivial aus der Unitaritdt. Fiir die zweite Transformation

ben&tigt man zusétzlich noch die Vertauschungsrelation:

{5k, =0 (1.4)

L = iy, (0" —igA") ¥
— i%% (0" — igA*) e 22Ty
Pt e gy, (O — igAr) em2% Ty
—i PeseT y, (O — igAM) "y
1Py, (0" —igA*) o (1.5)

Die zu den beiden Transformationen gehorigen Erhaltungsgrofien sind (Pokorski
1990):

Q" = [ @r )y () (Tsospin)
& = [ ¢ 0576 (16)
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Die Chirale Symmetrie hadronischer Resonanzen

Nun zuriick zu dem eigentlichen Problem, dem hadronischen Spektrum. Betrachtet
man die Massen einiger mesonischer Resonanzen, stellt man fest, dal Mesonen,
die sich nur durch ihre innere Paritit unterscheiden, véllig unterschiedliche Massen
haben. Beispielsweise hat das vektorielle p—-Meson die Masse 770 MeV, wihrend
das axialvektorielle a;—Meson die Masse 1260 MeV hat. Man mufl daher feststellen,
daB in der Natur die chirale Symmetrie gebrochen sein muf}, obwohl die masselose

Lagrangedichte, wie oben gesehen, chiral invariant ist.

Innerhalb der Stérungstheorie der masselosen QCD kann man dies auch direkt

einsehen, wenn man beachtet, dal der Polarisationstensor durch

(k) = =i [d's <0|T{il.@) i} 0> e
mit den Strémen i (z) = (x) y* ()
Jalz) = ¥(z)7y"5¢(2) (1.7)

gegeben ist (siche Gln.3.12 und 3.13), wobei T{...} das zeitgeordnete Produkt
bedeutet. Man erkennt leicht, dafl der vektorielle und der axialvektorielle Strom

auf das gleiche Produkt fiihren, denn es gilt mit Hilfe von 7575 = 1 und der
GL 1.4:

7a(@)3a(0) = w(x) ¥*vs () P(0) ¥*y5 9(0)
= (@) v () P(0) v57"5 1(0)
= P() " ()1 (0) y"7575 ¥(0)
= Jjv(z)jv(0) (1.8)
Die Antivertauschung von ~5 mit ()% (0), die benutzt wurde, ist nur fiir die mas-

selose Theorie korrekt, da die kontrahierten Dirac-Spinoren auf den fermionischen

Propagator fiihren (siehe GI. 3.8), fiir den im Impulsraum gilt

Y5 (p+m)=— pys+mys (1.9)

so dafl durch die Masse eine Mischung von Vertauschung und Antivertauschung
entsteht. Rein storungstheoretische Methoden unterscheiden demnach in der mas-
selosen QCD nicht zwischen dem vektoriellen und dem axialvektoriellen Strom —

die Massenaufspaltung bleibt damit ungeklart.
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Nun konnte man einwenden, die masselose QCD sei eben falsch und man miisse
einen Masseterm in die Lagrangedichte einfiihren. Wie oben gesehen, wiirde dann
der Polarisationstensor zwischen Strémen verschiedener innerer Paritit unterschei-
den. Die chirale Symmetrie der QCD-Lagrangedichte wiirde ebenfalls gebrochen,
denn ein solcher Term ist nicht invariant unter der zweiten Transformation in

GI. 1.3:

My — ime 30T Vqhe 39T Vs
i

. i a _ a
— me—f_e?aaT 5 ,-Yoe 5 &aT ’st

=  —imyr (1.10)

Die chirale Symmetrie wiirde auf diese Weise ezplizit gebrochen, und die Mas-
senaufspaltung produzierte keinen Widerspruch mehr. Jedoch gibt man durch die
Einfiihrung dieses Terms den Quarks eine Masse, die zumindestens fiir die v und d—
Quarks vernachlissigbar klein ist (einige MeV). Es gibt einen allgemeinen Konsens
dariiber, dal die masselose Theorie eine gute Niherung fiir die QCD der leichten
Quarks ist, so dafl der Massenterm fiir die leichten Quarks seine Rechtfertigung
verliert. Gerade das obige Beispiel der Massenaufspaltung tritt bei Mesonen auf,
die aus leichten Quarks aufgebaut sind. Eine befriedigende Erklarung der Massen-
aufspaltung ist daher mit der expliziten Brechung der chiralen Symmetrie nicht

moglich.

Stattdessen kann man die spontane Brechung der chiralen Symmetrie erwiigen.
Wegen des Goldstone-Theorems mufl dann ein pseudoskalares, masseloses Meson
existieren. Ein solches Meson ist nicht bekannt, aber das leichteste pseudoskalare
Meson ist das m—Meson mit einer Masse von 140 MeV. Man hat versucht, diese
Masse doch wieder durch die nichtverschwindende Masse der leichten Quarks zu
erkldren, so da} man wieder auf eine explizite Brechung der chiralen Symmetrie

zuriickgreifen muf}, um eine konsistente Beschreibung zu bekommen.

Wirklich befriedigend sind beide Lésungen nicht. Jedoch erscheint es sofort
einsichtig, dafl es leichter ist, mit der kleinen Masse der leichten Quarks die relativ
geringe Masse des leichtesten Mesons zu erkléren, als die grofle Massenaufspaltung

der p und a;—Mesonen. Deshalb wird im folgenden von einer spontanen Brechung
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der chiralen Symmetrie ausgegangen. Im nichsten Abschnitt wird erldutert, welche

Auswirkung dies auf die Struktur des Vakuums hat.

Vakuumkondensate

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl aus der spontanen Brechung der chiralen
Symmetrie (Q¢ | 0 ># 0) die Existenz von Vakuumkondensaten folgt. Dazu wer-
den eine Matrixdarstellung der chiralen Symmetriegruppe 777 und ein Multiplett
aus dem Darstellungsraum ®; gewihlt. Die unitéire Transformation des Multipletts

lautet:
D; — @) = "% P, "5
(1+i6a°Q%) ®; (1 —1ida’Q3)
&, + 00" QF ®; — 100" D; Q)
= &, +ida”® [QF, D;] (1.11)

Q

%

Gleichzeitig gilt mit der Darstellungsmatrix T7:
¥ = (8;—ida"TE) @,
= &, —i0a" T ®; (1.12)
Durch Vergleich der Gln.1.11 und 1.12 folgt:
(Q5, @] = —T}; @, (1.13)
Nun wird der Vakuumerwartungswert dieses Kommutators betrachtet:

—<0|T5®;]0> = <0[[Q5,%][0> (wegen GI.1.13)

= <0]|Q:P;|0>—<0|P;Q%|0>
—— ——
=0 #0
= —<0|®|v> # 0

= <0|®;|0> # 0 fiir mindestens eine Komponente i (1.14)
Man beachte, da8 die Uberlegung unabhingig von der Bedeutung des Generators

Q3 ist. Nirgendwo wurde explizit benutzt, dal es sich um den Generator der chi-

ralen Symmetriegruppe handelt. Es gilt also ganz allgemein:
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Die spontane Brechung einer Symmetrie fihrt auf nichtverschwindende Vakuum-

kondensate.

1.1.3 Zusammenfassung der Problematik

In den letzten beiden Abschnitten wurde aufgezeigt, welche Probleme bei der Be-
rechnung von Resonanzmassen hadronischer Materie entstehen. Einmal bewirkt die
Existenz des Confinements in der QCD die Notwendigkeit eines nicht-—stérungs-
theoretischen Verfahrens. Auf der anderen Seite wird durch die Massenaufspaltung
von p und a;—Mesonen die spontane Brechung der chiralen Symmetrie angezeigt,
die zwingend auf die Existenz von Vakuumkondensaten, also eines nicht—trivialen
Vakuums fiihrt. Ein Verfahren zur Bestimmung von Resonanzmassen mufl genau
diese beiden Punkte beinhalten, das Confinement und das nicht—triviale Vakuum.
Es wird sich zeigen, dal die Operatorproduktentwicklung als Grundlage des ge-

suchten Verfahrens geeignet ist, dieses zu leisten.

1.2 Die Operatorproduktentwicklung

1.2.1 Der Grundgedanke

In diesem Abschnitt sollen nur die wesentlichen Grundziige der Operatorprodukt-
entwicklung (OPE) aufgezeigt werden. Dabei wird die Darstellung auf die fiir die
QCD-Summenregeln wichtigen Aspekte konzentriert.

Wie ist das Produkt zweier Operatoren im gleichen Raumzeitpunkt definiert?
Dies ist die Grundfrage, auf die die OPE eine Antwort geben will. Grundsitzlich
sind Matrixelemente von lokalen Operatorprodukten nicht wohldefiniert, denn fiir
einen Operator A und einen Zustand | k >, fiir den gilt < 0 | A(0) | £ >+ 0, folgt

fiir sein Produkt mit sich selbst:

&k
<O0|A@A@) 0> = [T=<0[A@)|k><k|A@)|0>

d*k
= Z<O|A(O)\k><k\A(0)|0>
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d*k
- /% 014O)k > — oo (1.15)
#0
Das Operatorprodukt am gleichen Raumzeitpunkt ist daher singuldr. Um die Struk-
tur dieser Singularitdten untersuchen zu kénnen, schlug 1969 Wilson die OPE vor
(Wilson 1969). Er betrachtete die beiden Operatoren an leicht verschobenen Raum-

zeitpunkten und entwickelte das Produkt in eine Reihe.

< PlA1(z+ &) As(x — &) |p >= ZE ) < ¢|Bj(z)|¢p > (1.16)

Die B; sind linear unabhéngige, lokale Operatoren, und die E; sind bei £ = 0 sin-
gulidre, komplexe Funktion, die von der Grofle der Verschiebung abhéngen. |¢ > soll
einen beliebigen physikalischen Zustand darstellen. Durch diese Entwicklung wird
eine Aufspaltung des Operatorproduktes in Funktionen E};(£) zu kleinen Absténden
¢ und Operatoren Bj(x) zu grolen Abstédnden z erreicht. Dies entspricht einer Tren-
nung von Storungstheorie und Nicht-Storungstheorie oder, auf die QCD bezogen,
einer Trennung von asymptotischer Freiheit und Confinement. Die genaue Bedeu-

tung der Funktionen E; und der Operatoren B;, ist noch zu kléren.

Das Produkt in GI. 1.16 ist nur zwischen gleichen physikalischen Zusténden de-
finiert. Wenn dieser Zustand das Vakuum ist, kénnen nur skalare Operatoren B;
erlaubt sein, oder allgemeiner Operatoren mit abgepaarten Indizes. Operatoren
mit nicht kontrahiertem Farbindex beispielsweise kénnten zwischen zwei Vakuum-
zustdnden nur dann einen Beitrag liefern, wenn das Vakuum ebenfalls Farbe tragen
wiirde. Man geht jedoch im Allgemeinen von einem strukturfreien Vakuum aus, so
daBl solche Operatoren nicht zu beriicksichtigen sind. Mogliche Operatoren sind

dann der Einheitsoperator und alle denkbaren Vakuumkondensate in der QCD:

B, € {1,460 ¥v, G"Gu,...} (1.17)

¢ ist ein skalares, 1 ein fermionisches Quarkfeld und G* der eichunabhingige
Gluonfeldstirketensor. Der Grund fiir die Betrachtung skalarer Quarkfelder wird

spater klar werden.

Wenn man reine Stérungstheorie betrachtet — in der QCD wire dies der Be-

reich der asymptotischen Freiheit — gibt es keine Vakuumkondensate, denn das
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Vakuum ist dann der Zustand ohne Teilchen. Wendet man ein normalgeordnetes
Produkt von Operatoren auf einen teilchenfreien Zustand an, so liefert der rechts
stehende Vernichter immer Null. Die Stérungsreihe mufi dann vollsténdig in der
Funktion F; enthalten sein. Um dies anschaulich zu machen, wird das Beispiel des

Polarisationstensors aus Gl. 1.7 betrachtet. Es gilt dann
N x — > x — T+
< 01j(2)j(y)|0 >= Ey (Ty) +Y B (Ty) <0/B (Ty) 0> (1.18)
=2

Aus den genannten Griinden enthilt die Funktion FE; alle stérungstheoretischen

Graphen, die zu dem Strom j(z) gehoren (siehe Abb.1.1). Die Operatoren fiir j > 1

Abbildung 1.1: Stérungstheoretische Polarisationsgraphen fiir einen Quarkstrom

sind als nichtstorungstheoretische Korrekturen zu der Storungsreihe aufzufassen.
Die dazugehorigen Funktionen F;-; sind dementsprechend die Feynmangraphen zu
dem Strom j(z), die das Kondensat Bj~; enthalten. Es ist jedoch keine allgemeine
Aussage dariiber méglich, ab welcher Ordnung der Storungsreihe der erste Kor-
rekturterm wichtiger wird als die nichste Ordnung der Stoérungsreihe und ob die
Reihe iiberhaupt konvergent ist oder wenigstens die Korrekturen mit zunehmendem

J kleiner werden.
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1.2.2 Dimension und Grad der Singularitéit

Da fiir die B; nur die Operatoren aus Gl. 1.17 in Betracht kommen und deren Ma-
trixelemente endliche Grofen darstellen, miissen die Singularitdten des Operator-
produktes (siehe Gl. 1.15) in den Funktionen E;(€) fiir den Grenzfall £ — 0 stecken.
Es wird sich zeigen, dafl die Grofle der Singularitéit in direktem Zusammenhang zu

der Dimension der Operatoren A;, A, und B; aus GI.1.16 steht.

Es sei eine skaleninvariante Lagrangedichte gegeben — diese darf daher keine
Massenterme enthalten — und es sei U()) eine durch A parametrisierte unitére
Skalentransformation, dann ist die Dimension d(O) eines lokalen Operators O(x)
durch

UT(\) O(z) UN) = MO O(\x) (1.19)

definiert.

Eine Skalentransformation der GIl.1.16 ergibt

=1
UT(NA(z +UNUT(A) Ap(z = U(N) = ;Ej(f) Ut (N)B;()U(A)

E;(€) \) B;(\z)

M8

= N 4 (N2 + &) Ay Mz — §)) =

<.
Il
—

_Ev‘7 (é—) )\d(Bj)*d(A1)*d(A2)Bj ()\.’E)

M

= A(AMz+8)ANz-9) =

<
Il
—

(1.20)

Auf der anderen Seite kann man die bereits skalentransformierten Operatoren A;
und A, nach Wilson entwickeln (GL.1.16):

At (M@ +€) A2 (Mz =€) = > E;(X) Bj(\a) (1.21)

0
Jj=1

Aus den Gln. 1.20 und 1.21 folgt durch Vergleich das Skalenverhalten der Funktio-

nen Ej:

Ej(\¢) = NUB)—dA)-d42) B (¢) = \~4F0) B(¢€) (1.22)
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Dieses Skalenverhalten bestimmt die Funktionen F; bis auf eine Proportionalitéts-

konstante bereits vollstindig. Es handelt sich um homogene Funktionen in &:

E;(€) ~ g~UE;) = gd(Bj)=d(A1)=d(Az2) (1.23)

Mit Hilfe dieser einfachen Uberlegung kann man bereits sehr viel iiber die Sin-
gularitét des Operatorproduktes (siehe GL.1.15) und die Art der Entwicklung 1.16
aussagen:

Wegen 1.23 treten nur in den Termen der Reihe Singularitdten auf, in denen die

Bedingung
d(B;) < d(A;1) + d(As) (1.24)

erfiillt ist. Die Singularititen von E; werden umso kleiner, je grifer die Dimen-
ston des Operators B; ist. Man kann demnach die Terme auf der rechten Seite
der Entwicklung 1.16 nach der Dimension der Operatoren B; sortieren, wobei der
Operator B; = 1 die kleinste Dimension hat (d(1) = 0) und daher zur am stirk-
sten singuléren Funktion F; fiihrt. Will man sich bei der Entwicklung auf Terme
beschrinken, deren Singularitdten mindestens vom Grad N sind, kann man eine
obere Schranke fiir die Dimension der Operatoren B; angeben, die beriicksichtigt

werden miissen (Gl 1.23):

d(B;) < d(A) + d(As) — N (1.25)

1.2.3 OPE und QCD—-Summenregeln

Man hat im vorigen Abschnitt gesehen, dafl in der OPE zwei Entwicklungen ge-
geneinander konkurrieren. Einerseits hat man fiir B; = 1 die bekannte stérungs-
theoretische Entwicklung in der Kopplungskonstanten. Andererseits hat man eine
Entwicklung im Grad der Singularitdten des Operatorproduktes. Es ist nicht of-
fensichtlich, welcher Beitrag in einer konkreten Rechnung wichtiger sein wird: die

néchste Ordnung in o, oder die nichst—schwichere Singularitit.

Genau hier setzt das Verfahren der QCD-Summenregeln an. Es geht davon

aus, daf} die Begrenzung der asymptotischen Freiheit in der QCD und damit das
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Erscheinen des Confinements eben nicht durch héhere Ordnungen der Kopplungs-
konstanten beriicksichtigt wird, sondern durch die néichste Singularitdt — durch
sogenannte power corrections. Damit wird nicht grundsétzlich die Giiltigkeit der
Storungsreihe in Zweifel gezogen, es wird nur erklirt, dafl ab einer gewissen Ord-
nung der Entwicklung in der Kopplungskonstanten im Bereich des Confinements
andere Korrekturen, im Sinne der OPE, wichtiger werden. Da diese power cor-
rections, wie gesehen, durch Vakuumkondensate, die nur in Theorien mit nicht—
trivialem Vakuum existieren, Eingang in die Entwicklung von Operatorprodukten

finden, kann man diesen Ansatz auch so formulieren:

Aus dem Bereich der asymptotischen Freiheit kommend, wird der zunehmende Ein-
fluf des Confinements durch das nicht—triviale Vakuum der QCD beriicksichtigt.

Betrachtet man noch einmal die in Kap.1.1.3 dargestellte Problematik fiir ein
Verfahren, mit dem man Resonanzmassen hadronischer Materie berechnen wollte,
stellt man fest, dafl der obige Ansatz genau die gewiinschten Anforderungen erfiillt.
Das Confinement wird mit Hilfe von Korrekturen, die proportional zu Vakuumkon-
densaten sind, beriicksichtigt, und durch die Existenz dieser Kondensate wird dem
nicht—trivialen Charakter des QCD—-Vakuums, und damit der spontanen Brechung

der chiralen Symmetrie Rechnung getragen.

Einige kritische Anmerkungen zu dem dargestellten Ansatz:

Die Giiltigkeit der OPE wurde im Rahmen der Storungstheorie allgemein bewie-
sen (Zimmermann 1971). Die Anwendung und Erweiterung der Giiltigkeit auf den
nichtstorungstheoretischen Fall der QCD ist unbewiesen und fragwiirdig. Die Be-
griinder der QCD—-Summenregeln (Shifman et al. 1979) erwarten einen Zusammen-
bruch der Giiltigkeit ab einer bestimmten Dimension der Operatoren B;.

Der Ansatz, das Confinement durch das nicht—triviale QCD—Vakuum zu beriick-
sichtigen, ist schwer zu begriinden und kann sich im Grunde nur durch den Erfolg
der resultierenden Methode rechtfertigen.

Die QCD-Summenregeln erheben jedoch auch nicht den Anspruch, eine exakte
Theorie darzustellen. Vielmehr soll ein mathematisch unzuginglicher Bereich der
QCD erschlossen werden. Und nur durch die Erfolge in diesem Kontext wird das

Verfahren zu beurteilen sein.
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1.3 Dispersionsrelationen

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich ausschliefllich auf die Ebene der Ele-
mentarteilchen. Ziel der QCD-Summenregeln ist es jedoch, Massen von hadroni-
schen Zustédnden zu berechnen. Man bend6tigt deshalb ein Bindeglied zwischen den
Bereichen der Elementarteilchen und der hadronischen Materie. Genau dieses Bin-

deglied wird durch die Dispersionsrelationen zur Verfiigung gestellt.

Allgemein stellen Dispersionsrelationen einen Zusammenhang zwischen Real-
und Imaginérteil einer komplexen Funktion dar (Joachain 1987), hier der Pola-
risationsfunktion. Eine hadronische Resonanz duflert sich als Pol auf der reellen
Achse im Bereich k%2 > 0 und trigt auf diese Weise zum Imaginirteil der Pola-
risationsfunktion bei. Die aus der OPE im Bereich ¢> < 0 der Elementarteilchen
berechnete Polarisationsfunktion wird daher durch die Dispersionsrelationen mit ih-
rem Imaginérteil und dadurch mit dem hadronischen Spektrum im Bereich &2 > 0
in Beziehung gesetzt. Die bendtigten Dispersionsrelationen werden im folgenden

hergeleitet.

Die Basis von Dispersionsrelationen ist reine Funktionentheorie, so dafl die
benotigte Beziehung 1.45 fiir eine beliebige komplexe Funktion hergeleitet wird.
Um diese auf die Polarisationsfunktion anzuwenden, sind dann die benétigten Vor-

aussetzungen noch zu iiberpriifen.

Die Grundlage fiir die Dispersionsrelationen ist die Cauchysche Integralformel
(Remmert 1984):

Sei v ein nullhomologer Weg in einem Bereich D. Dann gilt fiir alle auf D holo-

morphen Funktionen f

ind,(z) f(z) = LLalz' /(Z) (1.26)

ind,(z) ist die Windungszahl des Weges v um den Punkt 2.
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1.3.1 Funktionen, die im Unendlichen verschwinden

Im folgenden sei v immer so gewéhlt, dal die Windungszahl eins wird. Die Cauchy-

sche Integralformel soll zunéchst auf einen Spezialfall angewendet werden:

1. f ist holomorph auf der oberen Halbebene D+
2. ze Dt
3. f(2') = 0 fiir |2/| = o0

4. Der Weg v soll auf der reellen Achse von —oo nach +oo gehen und im Un-

endlichen auf der oberen Halbebene geschlossen werden (siche Abb.1.2).

Abbildung 1.2: Der Integrationsweg -y

Die Forderung 1 wird auch in allen anderen Abschnitten beibehalten. Es wird
sich zeigen, dafl wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips diese Forderung kei-
ne Einschrénkung der Allgemeinheit bedeutet. Die Forderung 3 ist die eigentliche
Einschrankung, die zusammen mit dem gewihlten Weg (4) die Integration in der
oberen Halbebene zum Verschwinden bringt, so daf§ nur noch die Integration auf
der reellen Achse verbleibt. Es wird zu diskutieren sein, wie man die so gewonnene
Dispersionsrelation auf eine grofiere Klasse von Funktionen verallgemeinern kann.
Die Cauchysche Integralformel lautet fiir diesen Spezialfall:

f(z) = ! /Jrooda;'M 2z€D, 2 €eR (1.27)

21T J—o ' —z
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Die gewiinschte Beziehung erhélt man, indem man den Grenzfall & z — 0 betrach-
tet. Anders gesagt bedeutet dies, dafl man die Funktion f auf dem Rand des Weges

v auswertet. Fiir z = x + ie folgt:
flz) = lim f(z+ie)
+o0 !
— lim i/ dz — 1@ (1.28)

eNO0 20 J -0 ' —x —1e
Die Dirac—Identitit trennt die Singularitdt bei ' = z in ein Hauptwertintegral

(P f...) und den Imaginérteil bei der Singularitét auf.
1

ll\rl%m =P l_,_x+7;7ré($l—$) (129)
Damit folgt fiir GI.1.28
1 +oo fl@) 1 gt
flx) = %’P/ioo dx’ por +§/w dx'f(x')é(a:'—a:)J
/(@)
1 oo !
— f(z) :,—’P/ dx’ I(x)
m Jeoo ! —x
1 [t S
— | Rf(x)=- 73/ dz’ ff(“") (1.30)
T J-x ' —x
Diese letzte Beziehung ist die einfachste Form einer Dispersionsrelation.
1.3.2 Dispersionsrelation mit Subtraktionen
In diesem Abschnitt soll die Forderung 3 auf S. 23 durch die Forderung
f(2) — 3 a;27  fir |2] = (1.31)

j=0

ersetzt werden. In diesem Fall kann man die Integration nicht wie bisher auf die
reelle Achse beschréinken. Um dies trotzdem zu tun, wird die Cauchysche Integral-

formel auf die Funktion

(1.32)
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angewendet. zy ist der sogenannte Subtraktionspunkt und bleibt fest gewahlt mit
S zp > 0. Fiir die Funktion g(z) ist die Forderung 3 auf S. 23 wieder erfiillt, so daf
folgt:

ISy o PVRN () 133

(2 = 20)" 1~ 2im J- )& = zo)™*!
Wie im vorigen Abschnitt wird der Grenzfall betrachtet, in dem z, gegen die relle
Achse geht. Dazu wird zy = xy + ic ersetzt. Weiterhin werden die verallgemeinerte
Dirac-Identitét
1 1 T

—p_— = 1\ sy —
N0 (! — x — dg)ntl P (x! — z)ntt nl (=1)" (" — ) (1.34)

(das eingeklammerte, hochgestellte n meint die n—te Ableitung), sowie die Defini-

tion der Ableitung einer Distribution
<@ > = —<¢,0> (1.35)

benutzt. Damit kann GI. 1.33 wie folgt umgeformt werden:

f(z) L e f(z")
(z — )"t 2w 1-1\1‘% —o0 do (a' — z)(a' — xg — i) t!
_ Lt f(')
 2in /700 da (' — 2) (2" — zo)nt!
1) [+oo '
B (Zn)' /_oo e Ixf(i)zé V' =)
e f(')
T urm /700 da (' = z)(z" — zo)nt!
(D" e (F@N s
~2n! /oo d (x’—z) (=1)"0(" = 20)
L [ /(@) L ()"
= %'P /oo dz (x, . z)(x/ _xo)n+1 - 2n! (37' _ Z) P
(1.36)

Ganz genauso macht man den Ubergang von z zur rellen Achse (ersetze z = x +ic).

/(@) = — hm73/jLoo /(@)

(x — o)™ 2im N0 (2" —x —ig) (" — xo)™H!

1 f)\™
2—n!<x’—x>

x'=xo
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I P N ) L)\
B %7)/_ do (x —x)(:v —zo)"t 27l (3:’—33)

+ 2/+Oo &) §(z' — )

x’ =xg

$ —_ $0)”+1
)
~ (@—azg)nt!
1 400 i 1 ! (n)
ir J-co (' —x)(z' — o)™ nl\2'—x o'=z0
(1.37)

Es wire wiinschenswert, die Subtraktionsterme in eine andere Form zu bringen.
Dazu wird die im Anhang bewiesene Identitdt A.7 benutzt. GI. 1.37 bekommt damit

die Form
f(x) . i +00 , f(.Z")
W B i'/TP/oo da (' —z)(z' — xo)n+1
1 R Z J+n_' FO ') (2 — x)? o
. i +o0 , f(l")
= i7TP /_oo dz (x, —a:)(xl _mo)n+1
- (.Z”o — g)ntt Z ﬂn f(] (z0) (w0 — x)
(x — o)™t too F(@")
= ———P d
_ f(fE) nmrl ,KOO €T (.T' _ .T) (xl _ $0)n+1 (1.38)
432 D (a0) o = o)
i=0J*

Die letzte Gleichung ist die Dispersionsrelation mit n+ 1 Subtraktionen. Sie ist fiir
Funktionen giiltig, die sich im Unendlichen nicht schlechter als ein Polynom n-ten

Grades verhalten.
1.3.3 Dispersionsrelationen fiir Funktionen mit Polen auf
der rellen Achse

Wie wirken sich Pole der Funktion f auf der positiven rellen Halbachse auf die Dis-

persionsrelationen aus. Diese Situation ist physikalisch gesehen die entscheidende,
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denn die Resonanzen spiegeln sich als Pole auf der rellen Achse der Polarisations-
funktion wider. Dabei liegen in der Physik die Pole alle oberhalb eines bestimmten
Wertes a, der Masse des leichtesten Zustandes im Spektrum. Sei f also eine Funk-
tion mit endlich vielen Polen auf der rellen Achse oberhalb eines Wertes a. Man
muf} sich iiber die n6tigen Voraussetzungen, die an f gestellt werden miissen, neu
Gedanken machen. Zunichst erscheint es einsichtig, dafl der Integrationsweg v neu
gewihlt werden muf}, damit die Pole einbezogen werden. Dazu wird iiber die gesam-
te Gauflsche Zahlenebene im Unendlichen integriert und auf der positiven, rellen
Halbachse ein Schnitt gemacht. Dies ist in Abb. 1.3 veranschaulicht.

Abbildung 1.3: Integrationsweg mit Polen

Man erkennt sofort ein Folgeproblem: die Funktion f mufite nach den bisheri-
gen Voraussetzungen (siehe S.23) nur auf der oberen Halbebene holomorph sein.
Mit dem neuen Integrationsweg jedoch benétigt man eine auf der gesamten Ebene
holomorphe Funktion. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip weist den Weg, um die

zusitzlichen Voraussetzungen zu minimieren:

Sei G ein Gebiet symmetrisch zur reellen Achse. Sei f auf G N D" holomorph, auf
G NR reell und auf GN{z =z +iy|y > 0} stetig (siche Abb.1.4). Dann ist f auf
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ganz G holomorph fortsetzbar durch die Funktion

f(z) fur zeGnN(DTUR)

F(z) = (1.39)

(") fir zeGND-

Man sieht daher, dafl nur zwei harmlose zusétzliche Forderungen notwendig sind

Abbildung 1.4: Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

(fiir physikalisch sinnvolle Funktionen gilt die Stetigkeit ebenso selbstverstéindlich,

wie auch auf der reelen Achse nur reelle Werte angenommen werden), um eine

Funktion, die in der oberen Halbebene holomorph ist, auf die gesamte Ebene holo-

morph fortzusetzen. Die Cauchysche Integralformel kann jetzt wieder auf die Funk-

tion f angewendet werden. Die einzigen nichtholomorphen Stellen werden durch

den gewédhlten Integrationsweg v umgangen. Wenn die Funktion im Unendlichen

verschwindet (Subtraktionen werden danach analog zum vorigen Abschnitt ein-

gefiihrt), bleibt nur die Integration ober— und unterhalb der reellen Achse iibrig.

Es gilt:

f(2)

1 a )
— hm/ dx’' f v + 28) — lim/ dx’' M
217 e\0 -z 227r N0 Joo x -z

1 /oo 4’ 2% hm,;.\o (f(x +ig) — f(z' — ig))

T —z
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1 /oo 4! % lim.o (f(z" +de) — f*(a' + i€))

-z
_ / i , im0 QS f (2 + ie)
-z
_ ! oodl\ff( z') 1.40
7r/a T —z ( )

Dabei wurde die Form der holomorphen Fortsetzung (GI.1.39) benutzt. Wie im
vorigen Abschnitt kann man jetzt Sz — 0 gehen lassen und fiir Funktionen,
die sich im Unendlichen wie Polynome endlichen Grades verhalten, Subtraktio-
nen einfithren. Der Weg ist vollig identisch und soll nicht wiederholt werden. Das

Ergebnis ist

_ n—l—l n j ,
fo) = S / L P :E\Y(J:c( —)xo ntl z_: (@ — o)’

(1.41)

Im folgenden ist noch einmal aufgelistet, welche Voraussetzungen an die Funktion f
zu stellen sind, um die Giiltigkeit der obigen Dispersionsrelation zu gewéhrleisten.

1. f ist holomorph auf der oberen Halbebene D+

2. f hat endlich viele Polstellen in {z € R|z > a}

3. f ist reell auf der reellen Achse

4. f— Y] ga; 2 fiir 2| = oo

5. f ist stetig auf DT UR

Da die Dispersionsrelation im Rahmen der QCD-Summenregeln auf die Pola-
risationsfunktion angewendet werden soll, ist es erwidhnenswert, da} die Polari-
sationsfunktion alle oben aufgefiihrten Eigenschaften besitzt. Dies kann mit Hilfe

von allgemeinen Prinzipien wie Unitaritit, Kausalitdt und Lorentzinvarianz gezeigt
werden (Bogoliubov, Shirkov 1959).
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1.4 Von der asymptotischen Freiheit zu den Re-

sSolnanzen

In diesem Kapitel soll die Verbindung zwischen dem Abschnitt iiber die OPE und
dem Abschnitt iiber die Dispersionsrelationen geschlagen werden. Auf der Ebene
der Elementarteilchen — den Quarks — betrachtet man die Fouriertransformierte

der Polarisationsfunktion fiir beliebige Stréme (Gl.1.7)

2) ~ / d'z < 0/T{j"(x) ju(0)}0 > i (1.42)

Mit Hilfe der OPE (Gl.1.16) kann man das Produkt der Stréme entwickeln und
dabei nichtstérungstheoretische Korrekturen in Form von Vakuumkondensaten be-

riicksichtigen

I(¢?) ~ 3" < 0]B;(0 |0>/d4:cE z) it (1.43)

7=1
Die %fSingularitéiten der Koeffizientenfunktionen E; duflern sich nach der Fourier-
transformation in Ultraviolettdivergenzen fiir ¢> — —o0. Die Funktionen E; kénnen
explizit berechnet werden, indem man die zu dem Operator B; gehérigen Feynman-

graphen regularisiert. Man erhélt auf diese Weise einen geschlossenen Ausdruck fiir
II:

M=1(¢’ <7 >, <GG>,...) (1.44)

Die diversen Vakuumkondensate konnen dabei als Parameter der Summenregeln
angesehen werden. Sie werden einmal an bekannte Resonanzmassen angepaf3t und

dann beibehalten.

Der Bereich der hadronischen Resonanzen jedoch liegt genau auf der anderen
Seite der g*>~Achse, nimlich bei m%,, = ¢* > 0. Damit stellt sich die Frage, wie man
mit dem bisherigen Formalismus auf der Quarkseite mit ¢*> < 0 Informationen iiber
die hadronische Seite mit ¢ > 0 gewinnen kann. Dieser Zusammenhang wird mit

Hilfe der Dispersionsrelationen (siehe Gl.1.41) mit einer Subtraktion hergestellt.

q \YHHad )
11 C 1.45
opre(q / s(s—gq ) + ( )
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C ist die Subtraktionskonstante, I[Iopg ist die Polarisationsfunktion aus GI.1.43,
und Ilg,, ist die Polarisationsfunktion der hadronischen Seite. Fiir die letzte kann
man einen physikalisch begriindeten Ansatz wagen. Immer wenn ¢ eine Resonanz-
masse trifft, hat die Polarisationsfunktion eine Singularitét, die sich als Beitrag zu
ihrem Imaginérteil bemerkbar macht. Oberhalb einer gewissen Schwelle s, wird das
Spektrum kontinuierlich sein, was in diesem Bereich zu einem konstanten Beitrag

fiihrt. Der Ansatz lautet demnach

ST aa(s Za, s—m3?)+bO(s — s9) (1.46)

Setzt man diesen Ansatz in Gl.1.45 ein, folgt:

2 roo _
ore(¢®) = q_/ dsZai(s(ST /ds (s 80) +C

s(s — %)

= —ZCL TL])+I)_/SO T—q)—i_c
(1.47)

Diese Darstellung bringt den Zusammenhang zwischen den hadronischen Massen
m; und der auf der Quarkebene ermittelten Polarisationsfunktion 1.44 deutlich zum
Vorschein. Man benétigt jetzt noch einen Formalismus, der die niedrigste Resonanz

isoliert.

1.4.1 Die Isolation der niedrigsten Resonanz

Es gibt zwei allgemein anerkannte Formalismen fiir die Isolation der niedrigsten
Resonanz. Der eine nimmt die Boreltransformation auf beiden Seiten von GI.1.45

und gewichtet damit die Resonanzen mit e~

, so daf} nur die niedrigen Resonanzen
einen wesentlichen Beitrag liefern (Shifman et al. 1979). In dem anderen Formalis-
mus definiert man sogenannte Momente M;, die im Wesentlichen die [-te Ableitung
der GI.1.47 sind. Das Verhéltnis von zwei benachbarten Momenten konvergiert, ge-
gen die Masse der niedrigsten Resonanz (Reinders et al. 1985). In diesem Abschnitt

sollen beide Verfahren erldutert werden.
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Die Momente

Die Momente sind durch

My(Qg) = %<_d%2>l 1(Q?)

definiert. Q3 ist ein frei wihlbarer Auswertungspunkt, der als Parameter angesehen

mit ¢> = —Q? (1.48)

Q*=@3

werden kann. Die Polarisationsfunktion kann durch die Dispersionsrelation 1.45
ersetzt werden. Dies ist gleichbedeutend mit der analytischen Fortsetzung von II

in den hadronischen Bereich. Es folgt

d\ -@
Mi(Q;) = wl'/ dS‘\fHHad()<_dQ2> S(SfQQ)

-
T+

Q?*=Q3

~

-~

_ _/ S aa(s) (1.49)

(s + Q)1 le>=qg 7

dabei wurde GIl. A.1 benutzt. Mit dem besprochenen Ansatz 1.46 fiir die hadroni-

sche Polarisationsfunktion folgt
a; 1 b [ ds
MQH =Y 2L———— +— / —
@) = 2 T GEr R T Gr

aR 1 a; 1 b/oo ds
- ey 4T (150
r @ T @ T xh iy (0

ag ist der zu der niedrigsten Masse My gehorige Koeffizient in der ersten Summe.

In Gl. A.6 wird bewiesen, daf fiir das Verhéltnis von benachbarten Momenten gilt:

;s M(QF) 1
1m N T 2 2
oo My_1(Q5) mk+Qp

(1.51)

Hier wird deutlich, daf} sich die hadronische Seite von GI. 1.45 innerhalb dieses For-
malismus auf das Inverse der gesuchten Masse der niedrigsten Resonanz reduziert,

wahrend die linke Seite durch sukzessive Differentiation aus der linken Seite von
Gl. 1.45 berechnet werden kann.

Innerhalb des dargestellten Verfahrens wurden zwei Parameter eingefiihrt, die

Zahl der Differentiationen [ und der euklidische Auswertungspunkt Q3. Es soll kurz
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diskutiert werden, wie sie zu wihlen sind und welchen Einfluf} sie haben. Zunéchst
sieht man wegen GI. 1.51 sofort ein, daf eine grofle Zahl von Ableitungen die nied-

rigste Resonanz besser isoliert. Gleichzeitig geht dieser Prozefl umso schneller, je

kleiner Q3 gewé#hlt wird, denn dann werden die Terme (%}gg)l, die fiir die Ge-
schwindigkeit der Konvergenz mafigeblich sind (siehe Gl. A.5), bereits fiir ein kleines
[ sehr klein. Auflerdem darf der Auswertungspunkt auch nicht grofi gewihlt wer-
den, da die Polarisationsfunktion fiir grofle Q? vollstindig durch die asymptotische
Freiheit bestimmt wird und deshalb dort keine Information iiber die Resonanzen
zu erwarten ist. Alles scheint dafiir zu sprechen, Q3 sehr klein und [ geniigend grof§
zu wahlen. Auf der anderen Seite darf der Auswertungspunkt nicht so gewihlt
werden, dafl er inmitten der hadronischen Resonanzen liegt, denn dann macht der
Ansatz keinen Sinn mehr, sich dem Problem aus dem Bereich der asymptotischen
Freiheit heraus zu ndhern, indem man nichtstérungstheoretische Korrekturen hin-
zufiigt. Diese Korrekturen wiirden dann die Berechnungen aus dem asymptotischen
Bereich vollstandig dominieren, und der Begriff Korrektur verlore seinen Sinn. Da-
mit der Ansatz sinnvoll bleibt, muff man daher Q2 oberhalb des Resonanzbereiches
wihlen. Diese Forderung steht im Konflikt zu den iibrigen, und es wird notwendig
sein, die Zahl der Ableitungen zu erhéhen, um ihr nachkommen zu koénnen. Der
Balanceakt der QCD-Summenregeln wird gerade darin bestehen, Q2 so gro§ zu
wihlen, dal der Begriff Korrektur seinen Sinn behilt, aber gleichzeitig so klein
zu wéhlen, dafl die notwendige Zahl der Differentiationen nicht unverniinftig grof3

wird. Genau in diesem Dilemma sucht die Boreltransformation einen Kompromif.

Die Boreltransformation

Eine alternative Moglichkeit, die niedrigste Resonanz zu isolieren, gelingt in einer
Verbindung von Dispersionsrelation und Boreltransformation. Diese ist in Kapitel
A.4 definiert. Man wendet die Boreltransformation (von Q? nach t) auf beiden
Seiten der Dispersionsrelation 1.45 an. Fiir die rechte Seite (RS) ergibt sich nach
einer Wick—Rotation und mit den Formeln A.15 und A.19

{ / ds ‘ﬂiH_“dq)jLC}
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_ Q> o, STgaa(s)

- B{ 7T/O ds S on + C

. 1 foo %HHad(S) Q2

= —— [Tds =" B~ + BC

1 o Slgua(s) 0 1
/Ods Hod(5) 0 45 = +C4(t)

T s ot s+Q
—_————
1 oo j
= = / ds ST jzaa(s) e~ + CO(t) (1.52)
mJo

Soweit wurde die rechte Seite ganz allgemein umgeformt. Benutzt man nun noch

den speziellen Ansatz 1.46 fiir den Imaginérteil der Polarisationsfunktion, folgt

b
RS = —/ dSZaZ s—m st+ dSe st+05()
T Jso
-mjt b1 —sot
= Do 2L 1o (1.53)
(2 H—/
Resonanzen ontinuum

Die gleiche Umformung ist mit der linken Seite (LS) durchzufiihren. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dal die benutzte Dispersionsrelation auch fiir Polarisationsfunk-
tion Ilppg giiltig ist. Die iibrigen Umformungen sind mit denen von der rechten
Seite (GI.1.52) identisch:

LS = Bllopp(¢?) = B{ / ds “‘HOPE )) 0}

_ 1 /“ds STlopn(s) e’St—i-Cé(t) (1.54)
m™Jo

Man erkennt hier genau die Wirkung der Boreltransformation: Sie zieht den Ima-
ginérteil einer Funktion (hier der Polarisationsfunktion) heraus, der ihre Polstruk-
tur und damit auch die Resonanzen enthélt, und gewichtet ihn mit e *¢, so daf§ die
Resonanzen mit niedriger Masse hervorgehoben werden. Mathematisch formuliert
bedeutet dies: Fiir eine Funktion, die die Voraussetzungen fiir eine Dispersionsre-
lation mit einer Subtraktion erfiillt (siehe S.23 und Gl. 1.31), wirkt die Boreltrans-
formation — bis auf eine Distribution bei t = 0 — gerade wie die Laplacetransfor-

mation des Imaginérteils (siehe Gl. A.21).

Die Boreltransformation der Gl.1.45 erhilt man durch Gleichsetzen der Glei-

chungen 1.53 und 1.54. Dabei fillt die Distribution § heraus, 7 kiirzt sich weg, und
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es verbleibt

b

/ ds Slope(s Z a;e it — ge’“t (1.55)

Diese Summenregel liefert den gewiinschten Zusammenhang zwischen den Reso-
nanzmassen und dem aus der OPE gewonnenen Imaginérteil der Polarisations-
funktion. Die hoheren Resonanzen sind gegeniiber der niedrigsten exponentiell un-
terdriickt. Wie bei dem Verfahren der Momente ist die Unterdriickung umso besser,

je weiter die niedrigste Resonanzmasse von den iibrigen entfernt ist.

GI. 1.55 enthéilt 3 Parameter, die Schwelle zum Kontinuum sg, den frei wihlba-
ren Auswertungspunkt ¢ und das Gewicht ag der untersten Resonanz. Die niedrigste
Resonanzmasse sollte fiir eine gute Summenregel nicht von ¢ abhéngen, wobei der
Grad der Abhéngigkeit nicht unabhéngig von der Wahl von sy zu sehen ist. Eine
sinnvolle Wahl von s; sollte in der QCD im Bereich 1.5GeV liegen, wobei die ein-
mal getroffene Wahl fiir alle weiteren Summenregeln bindend ist. Auch ag kann als

Fitparameter angesehen werden.

Um den etwas stérenden Kontinuumsterm zu umgehen, kann man von vornehe-
rein die Integration auf das Intervall (0, sy) beschrinken. Man nennt diesen Schritt
die Subtraktion des Kontinuums. Die Herleitung ist fiir diese Nuance absolut iden-
tisch, nur das der letzte Term fehlt:

/ ds STppp(s) e Zaz —mit (1.56)

Der Preis, den man fiir diese Vereinfachung bezahlt, ist ein in der Regel involvier-

teres Integral auf der linken Seite.

Eine weitere Abwandlung des Verfahrens fiihrt auf eine direkte Auflésung der
Summenregel nach der Masse des hadronischen Zustands. Dazu geht man von der
Dispersionsrelation 1.45 (unter Subtraktion des Kontinuums) aus, multipliziert sie
auf beiden Seiten mit ¢? und macht erst dann eine Boreltransformation. Die ha-
dronische Seite kann genau wie in Gl. 1.52 umgeformt werden. Man hat lediglich ¢

durch ¢* zu ersetzen und die Differentiation nach ¢ durch eine zweite zu erginzen.

1 rso
RS = —/ ds 5 ST gaa(s) et + c5W (1) (1.57)
7 Jo



36 KAPITEL 1. QCD-SUMMENREGELN

Der Ansatz 1.46 wird fiir die Polarisationsfunktion eingesetzt:

1 fso
RS = p / ds s> a;0(s —m?)e " + oW (t)
0 i
1 2
= =Y aimie ™! +csM(t) (1.58)
T

Der Kontinuumsterm trégt nicht bei, da das Integrationsintervall und der Bereich
des Kontinuums disjunkt sind. Auf der Ebene der Elementarteilchen gilt ganz ent-

sprechend:
LS = % [ ds sSTopp(s)e * + €50 (1.59)
so daf} insgesamt die zu GI.1.56 entsprechende Beziehung folgt:
/050 ds sSllopr(s)e™™ = Y am? et (1.60)

Das Verhéltnis der beiden Gleichungen 1.60 und 1.56 liefert auf der hadronischen

Seite naherungsweise das Quadrat der Masse des Bindungszustands.

—st 2 —m?t

20 ds sSSllppr(s) e _ Xiaimie

2
= ~ 1.61
f;o dS %HOPE(S) efst Ez a; 6—m?t ml ( )

Die Niherung ist umso besser, je weiter die hoheren (i > 2) Resonanzen von
der untersten entfernt sind. Im Prinzip hat man bei dieser Manipulation nichts
anderes gemacht, als die Idee, die auf GIl. 1.51 fiihrte, von den Momenten auf die

Boreltransformation zu iibertragen.

Es liegt relativ nahe, einen Zusammenhang zwischen dem Verfahren der Mo-
mente und der Boreltransformation zu vermuten. Dieser existiert tatséchlich:
Wenn man Q3 aus dem letzten Abschnitt immer groSer werden 148t, erkauft man
sich den Vorteil einer gut konvergenten und sinnvollen OPE mit der Notwendig-
keit, immer mehr Differentiationen durchfiihren zu miissen. Wie sieht es jedoch

aus, wenn man folgenden Grenzprozefl betrachtet:

Qr— o0, l—o00, mit =const =1 (1.62)

l
Q3
Ohne Beweis (Shifman et al. 1979) sei hier angegeben, dafl dieser Grenzprozef
gegen die Boreltransformation konvergiert und die festgehaltene Konstante gerade
der Paramter ¢ der Boreltransformation ist, d. h. die Boreltransformation entspricht

unendlich vielen Differentiationen mit einer Auswertung im Unendlichen.
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1.4.2 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Verfahren der QCD—-Summenregeln zur Berechnung
hadronischer Resonanzmassen erldutert. Es wurde gezeigt, dal die OPE eine gute
Moglichkeit ist, um das hadronische Spektrum von der Seite der asymptotischen
Freiheit aus zu analysieren, indem man nichtstérungstheoretische Korrekturen in
Form von Vakuumkondensaten beriicksichtigt. Eine Dispersionsrelation bringt den
Zusammenhang zu den hadronischen Resonanzmassen. Weiter wurden zwei Ver-
fahren besprochen, um die niedrigste Resonanz des Spektrums zu isolieren: die

Momente und die Boreltransformation.



Kapitel 2

Dimensionale Regularisierung

2.1 Motivation und Definition des Verfahrens

2.1.1 Motivation

Bei der Berechnung der Koeffizienten der Operatoren in der OPE treten haufig
divergente Integrale auf. Beispielsweise ist der perturbative Polarisationsgraph ei-

nes 2-Quark-Zustands ultraviolett divergent, wie man leicht durch Abzdhlen der

Abbildung 2.1: Polarisationsgraph fiir 2 Fermionen
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Potenzen von p ablesen kann.

d* -
I1*(q) =i / (273;4 Sp{pf/ f :ZQ o (f_ q?;_me v} (2.1)

Um diesem Graphen einen physikalisch sinnvollen Inhalt zuzuordnen, benétigt man
eine Vorschrift, wie man diese Divergenzen von den physikalisch sinnvollen Teilen
der Amplitude trennt. Die isolierten Unendlichkeiten werden dann in die physi-
kalischen Parameter (Masse, Ladung oder die Wellenfunktion) der betrachteten
Theorie hineindefiniert. Die Natur zeigt uns nur noch die auf diese Weise korri-
gierten Parameter. Der beschriebene Vorgang wird Renormierung genannt (Collins
1985).

Voraussetzung fiir die Renormierung der Theorie ist die Existenz einer Vor-
schrift, die es erlaubt, die Trennung von Divergenzen und endlichen Anteilen einer
Amplitude vorzunehmen. Dabei sollte das Verfahren eindeutig sein, damit der end-
liche Teil durch die Wahl eines anderen Verfahrens nicht vollig anders ausfillt.
Die klassische Pauli-Villars Regularisierung (Pauli, Villars 1949) ist auf die QED
erfolgreich angewendet worden. Es wird ein Parameter eingefiihrt, der die Impul-
se, die in Loops umlaufen, nach oben begrenzt, und dadurch das Auftreten von
Ultraviolettdivergenzen vermieden. Die Pauli-Villars Regularisierung ist nur auf
abelsche Eichtheorien anwendbar und fillt deshalb fiir die nicht—abelsche QCD
aus. Anfang der siebziger Jahre haben 't Hooft und Veltman ('t Hooft, Veltman
1972) die dimensionale Regularisierung eingefiihrt, die nicht nur auf nicht-abelsche
Eichtheorien wie der QCD anwendbar ist, sondern auch noch den Vorteil hat, die
Eichinvarianz der regularisierten Objekte zu erhalten. Dieses Verfahren soll in die-

sem Kapitel vorgestellt werden.

2.1.2 Idee

Im folgenden werden nur noch euklidische Impulse benutzt. Die Ubertragung auf
Minkowski-Impulse kann leicht durch eine Wick—Rotation vorgenommen werden
(sieche G1.B.1). Betrachtet man das Feynmanintegral (der Index 4 deutet die Di-
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mension des Integrals an)

Ii(q) = / dp 1 ! (2.2)

2m)t p2+m? (p—q)2+m?

stellt man fest, daf§ es fiir p> — oo divergiert. Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn
man das gleiche Integral in 3 Dimensionen ausrechnet. Die Divergenz eines Integrals

héngt demnach davon ab, in welcher Dimension es berechnet wird.

Genau diese Tatsache wird in der dimensionalen Regularisierung ausgenutzt.
Das in 4 Dimensionen divergente Integral wird in einer Dimension d berechnet,
bei der es konvergent ist. Das gewonnene Ergebnis ist allerdings im interessanten
Bereich bei d = 4 nicht giiltig, so da} man die gewiinschte Information nur durch
analytische Fortsetzung des Ergebnisses in den Bereich um d = 4 erhalten kann.
Es werden die Existenz und die Eindeutigkeit dieser Fortsetzung zu diskutieren
sein. Das divergente Integral ist auf diese Weise zu einem geschlossenen Ausdruck
geworden, der von dem Dimensionsparameter d abhéingt. Fiir d = 4 muf} dieser
Ausdruck nach wie vor divergent sein. Die Divergenz wird jedoch auf natiirliche
Weise isoliert, wenn man die Laurentreihe des Ausdrucks aufschreibt. Diese ist in
der Praxis meistens bekannt, da nach der beschriebenen Manipulation nur noch
eine Kombination von I'-Funktionen iibrig bleibt, deren Laurentreihe durch die

Reihendarstellung der I'-Funktion (siehe Kap. B.3) gegeben ist.

2.1.3 Integrale iiber Rdume mit kontinuierlicher Dimen-

sion
Axiomatik

Wie oben erldutert, baut die dimensionale Regularisierung auf der Fortsetzung 4—
dimensionaler Feynmanamplituden auf eine kontinuierliche Dimension d € C auf.
Es ist deshalb zunéichst notwendig zu definieren, was mit einem 3.29-dimensionalen
Integral gemeint ist. Die Axiome, die dafiir verwendet werden, miissen so gestal-
tet sein, dafl man in den Grenzfillen natiirlicher Dimension die bekannten Eigen-

schaften der Integrale wiederfindet. Dazu wird das folgende System von Axiomen



2.1. MOTIVATION UND DEFINITION DES VERFAHRENS 41

verwendet (Zinn-Justin 1990):

[ {afip) + o)} = ai [d fi(p) + s [ d' folp) , m1p € R
(Linearitét)

/ddp f(Ap) = Afd/ddp f(p), A € R (Skalenverhalten)

/ dp flp+k) = / d*p f(p) (Translationsinvarianz)  (2.3)

Die Linearitdt und die Translationsinvarianz sind fiir Integrale iiber euklidische

Raume natiirlicher Dimension richtig und werden einfach {ibernommen.

Die eigentlich interessante Forderung ist das Skalenverhalten, durch die eine
radikale Aussonderung der nicht-logarithmischen Divergenzen vogenommen wird.
Um das zu verstehen, betrachte man eine Funktion f(p) = (p?)® mit o € R. Aus

der Linearitdt und dem Skalenverhalten folgt dann:
[t (o) = 22 [ dtp (5?)°
= )\ / d%p (1) fiiralle A € R
= /ddp (P)* = 0 firallea € R (2.4)

Die radikale Elimination aller nicht-logarithmischen Divergenzen aus den Feyn-
manamplituden ist natiirlich nur dann méglich, wenn man weif}, dafl in der be-
trachteten Theorie nur solche Divergenzen auftreten und alle beispielsweise qua-
dratischen Divergenzen — wenn sie denn auftreten — sich gegenseitig wegheben.
Fiir die QCD ist dies sichergestellt (siehe z. B. Muta 1987), so daf die dimensionale

Regularisierung hier Anwendung finden darf.

Eindeutigkeit

Damit die Definition des d—dimensionalen Integrals sinnvoll genutzt werden kann,
benétigt man die Gewiflheit iiber die Eindeutigkeit der Definition. Um die Normie-
rung des Integrals festzulegen, ist es sinnvoll, ein in natiirlicher Dimension bekann-

tes Integral auf d-Dimensionen zu erweitern (Collins 1985):

/ddp e? =g¥? (2.5)
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Diese Normierung definiert die Integrale fiir alle Funktionen f eindeutig, da man

jede Funktion in die Basis
ba(p) = e X #HR (2.6)

eindeutig entwickeln kann. Das Integral iiber die Basisfunktionen ist jedoch durch

die Axiome 2.3 sowie die Normierung (Gl. 2.5) eindeutig bestimmt:

/ d'p ba(p) = / dip e X (TR
— / dip =7’ (Linearitt)
= )\ / dp e (Skalenverhalten)
= ¢ g2 (Normierung) (2.7)

Skalare Integranden

Um in der Praxis mit den verallgemeinerten Integralen arbeiten zu kénnen, wire
es wiinschenswert, die d—dimensionalen Integrale durch Integrale natiirlicher Di-
mension ausdriicken zu kénnen. Dies gelingt sehr leicht, wenn man sich auf skalare
Integranden f(p?) beschriinkt. Eine Koordinatentransformation auf d—dimensionale
Kugelkoordinaten fiihrt dann auf ein (d — 1)-dimensionales Integral iiber den
winkelunabhéngigen Integranden, dessen Wert eindeutig durch die Normierung
(Gl.2.5) festgelegt ist, und auf ein eindimensionalen Integral iiber eine skalare

Funktion, das mit herkommlichen Mitteln ausgewertet werden kann.

[di s = [dio [ Zdp £ ()

2m4/%  peo —1 (2
= F(d/2)/0 dp p*~" f(p?)

(2.8)

Die Integration iiber die d-dimensionale Hyperfliche d%c kann auf die Normierung
2.5 zuriickgefiihrt werden, wenn man fiir die Funktion f(p?) = e " ansetzt und
GL. B.9 beriicksichtigt:

/ddp e = qi?
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= /dda/oodppd_lep
- /dd / dp? (p?)2 Le ™
- 5r(d/Q)/dda

J 27.‘.(1/2
- /dO’ = W (2'9)

Gleichzeitig hat man durch das Zuriickfiihren des Integrals iiber die Hyperfliche auf
die festgelegte Normierung dafiir gesorgt, dafl die Zerlegung des d-dimensionalen
Integrals mit den bisherigen Forderungen konsistent ist. Es ist in GI. 2.8 gelungen,
das d—dimensionale Integral iiber eine skalare Funktion durch ein eindimensionales

Integral auszudriicken.

Unkontrahierte Integranden

Wie jedoch ist zu verfahren, wenn der Integrand nicht skalar ist? In diesem Zusam-
menhang ist erst einmal zu kldren, welche Bedeutung der metrische Tensor oder
die y-Matrizen in einem Raum mit d-Dimensionen haben. Man muf} folglich die
Dirac—Algebra (Bjorken, Drell 1990)

{7} = 29" (2.10)

auf beliebige Dimensionen verallgemeinern. Dazu geniigt es, den metrischen Tensor
zu verallgemeinern, da durch die Algebra (Gl. 2.10) damit auch die Kontraktion von
~v—Matrizen in d Dimensionen definiert wird. Die natiirliche Verallgemeinerung ist
(Muta 1987):

g=4 —  g'=d (2.11)

Damit folgt bei der Kontraktion von y—Matrizen:

Y =d oder Y Y = (2 - d)y (2.12)

Angenommen der Integrand wire p*p” f(p?). Dann miifite das Integral im Min-

kowskiraum folgende Struktur besitzen (im euklidischen Raum wire g** durch §%
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zu ersetzen):
/ d'p p'p” f(p*) = A g™ (2.13)
Durch Kontraktion dieser Gleichung erhilt man die Konstante A:
G / d'p p'p” f(p°) = / d'p p* f(°)
= Agug"” = dA

= A = %/ddpﬁf(ﬁ)

= / d'p p'p” f(p*) = gf:u / d*p p* f(p°) (2.14)

Dabei wurde GI. 2.11 benutzt. Damit ist das Problem der Integrale in d Dimensio-
nen mit nicht kontrahierten Integranden auf das entsprechende Integral mit skala-

rem Integranden zuriickgefiihrt.

Mehr—Loop—Integrale

Fiir spitere Untersuchungen werden 3-Loop-Integrale von Bedeutung sein, so daf3
ein paar Gedanken zu diesem Thema notwendig sind. Ein Doppelintegral hat die
allgemeine Form

I = /%/%f@h]b) . (2-15)

Es stellt sich jedoch die Frage, in welchem Verhé&ltnis die Dimensionen d; und ds zu-
einander stehen. Wenn man die Vertauschbarkeit der Integrale beibehalten méchte,
folgt hieraus die Gleichheit der Dimensionen. Diese ist immer dann notwendig, wenn
der Integrand Terme der Form p;-p, enthélt, wie sie immer auftreten, wenn Fermio-
nenpropagatoren vorhanden sind. Fiir den genauen Beweis sei auf (Collins 1985)

verwiesen.

In der Regel werden alle 3 Integrale eines 3-Loop—Graphen einzeln divergent
sein. Nach (Collins 1985) ist die Regularisierung so durchzufiihren, daf nach jeder
Integration die zugehdrige Divergenz abzuziehen ist. Dies entspricht der sukzessiven

Subtraktion von Countertermen, wie sie in Abb. 2.2 dargestellt ist. Die Kreuze auf



2.2. BEISPIELRECHNUNGEN 45

Abbildung 2.2: Sukzessive Regularisierung

den Linien bedeuten dabei die Ersetzung eines divergenten Untergraphen durch

seinen Counterterm.

2.2 Beispielrechnungen

2.2.1 Einige niitzliche Regularisierungen

Alle Gleichungen dieses Abschnitts gelten im euklidischen Raum. Bereits in Gl. 2.4

wurde die sehr allgemeine Eigenschaft

[ ) =0 (2.16)

bewiesen.

Als nachstes wird die Formel

o d (p°)° — pd/2 pd+20-28 T (a + g) T (6 e~ %)
= /d Pt +m2)p ~ T (4)T(8) (2.17)

bewiesen. Mit Hilfe von GI. 2.8 wird dieses Integral auf ein eindimensionales Integral
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zuriickgefiihrt:

9 d/2 0 2\«
I = ﬂ— / dp pdil L
I'(d/2) Jo (> +m?)P
9 d/2 00 d—142a
Sy P
mPT(d/2) Jo P (2 1)
2m 4/ /00 mdt (m2t)“T

m2PT(d/2) Jo 2/t (t+1)#
7.‘.(1/2 fore) t2+a 1
m2—20-d0(d/2) Jo “ ([t +1)P
72 d d
= B — —a— = 2.1
m2B—20-dT (4 /2) (‘” g Pma 2) (2.18)

wobei die Substitution m?t = p? und die Integraldarstellung der Beta—Funktion B
(Gl. B.27) benutzt wurde. Die Beta—Funktion ist genau die behauptete Kombinati-
on von I'-Funktionen (GI. B.26). Dieses regularisierte Integral wird die Grundlage
fiir viele andere Integrale bilden. Man sieht, daf} beispielsweise fiir « = f = 1 und
d = 4 eine Divergenz in der Funktion I'(—d/2) auftritt, alle anderen Funktionen
sind endlich. Mit Hilfe einer Reihendarstellung der I'-Funktion (siche Kap.B.3)
erhilt man die gesuchte Laurentreihe des Integrals um d = 4, in der der Hauptteil
die isolierte Divergenz und der Rest den physikalisch sinnvollen endlichen Beitrag

dieses Integrals darstellt.

2.2.2 Der skalare 1-Loop Polarisationsgraph

Nach den Feynmanregeln lautet der analytische Ausdruck fiir den Graphen in
Abb. 2.3

Ms(g) = ig / P SP{ADARP - )} (2.19)

Dabei ist die Kopplung am Vertex mit g allgemein gehalten. p ist der Minkowski—
Impuls, der im Loop umlduft, und A ist der Propagator eines skalaren Teilchen
mit der Masse m, das Farbe tragen soll. Die Spur erstreckt sich deshalb {iber den

Farbraum und ergibt den Faktor N.. Mit den eingesetzten Propagatoren lautet die
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Abbildung 2.3: Polarisationsgraph fiir 2 skalare Teilchen

Amplitude:

dp 1 1
(2m)* p?2 —m? +ie (p— q)®> — m? +ie

(2.20)

2

e verschiebt den Pol bei p?> = m? von der reellen Achse weg in die imaginiire Ebene.

Wie man unschwer erkennen kann, ist dieses Integral in 4 Dimensionen diver-
gent. Es wird deshalb zunéchst in d Dimensionen ausgewertet. Bei der Fortsetzung
auf d Dimensionen muf die Dimension des Volumenelements d*p erhalten bleiben.
Dies kann durch Einfiihren eines Dimensionsfaktors p gewéhrleistet werden:

d'p aa_d%p d’p
— - = (2mp)°
e M e T O oy

Am Ende wird das ausgewertete Integral um die Stelle d = 4 entwickelt werden,

(2.21)

so dal man jetzt schon die Ersetzung d = 4 — ¢ vornehmen kann. Nach einer
Wick—Rotation in den euklidischen Raum (siehe Kap.B.1) erhélt man:

dipP 1 1
(2m)* P24+ m? (P —Q)? + m?

Ms(g) = —NgCrp)* [ (2.22)

Im euklidischen Raum ist die Verschiebung des Pols in die imaginire Ebene iiber-

fliissig geworden, da der Nenner jetzt positiv definit ist.

Mit Hilfe der Feynmanparametrisierung B.5 kann der Nenner auf ein Polynom

reduziert werden

2 € ddP ! 1
ls(a) = =Neg? @ [ (Gosi |4 (5 g g+ ()
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ddP 1
= —Neg*(2mp)’ /dm/ P —2Q)?+z(1 — 2)Q% + m?]?

_ 2 /d /ddP 1
= cg 7T/.1/ T P2+x(1—x)Q2—+—m2]

ddP 1
— —N.g*(2mp) /dx/ o (2.23)

Im vorletzten Schritt wurde die Translatlonsinvarianz des Integrals ausgenutzt (sie-
he Gl1.2.3). Im letzten Schritt wurde die Ersetzung ©% := z(1 — 2)Q? + m? vor-

genommen und das Integral damit auf die Form von GI.2.17 gebracht (mit o = 0
und § = 2). Es folgt (mit d =4 — ¢):
2 € n?/? 2742
) = ~Ne?m) or (2= 3) [ o @2
N,72 g2

= — (627r)4 (4mp?)e?T ()/ dz (z(1 — 2)Q* + m?)~2

- _]\2027;'2)22 F (%) /01 d (x(l - j:)TgQ + m2> 5 (2.24)

Die Polarisationsfunktion ist damit auf ein eindimensionales, endliches Parame-

terintegral zuriickgefiihrt. Die Divergenz des Anfangsausdrucks GI.2.20 erscheint
hier als Divergenz der I'-Funktion, bei der analytischen Fortsetzung des Ergeb-
nisses zu € ~ 0. Um die Divergenz zu isolieren, werden alle Terme, die € ent-
halten, um ¢ = 0 herum entwickelt. Dazu werden die Gln. B.7 und B.15 bis zur
ersten Ordnung benutzt. Gleichzeitig kann man in den Minkowskiraum zuriickkeh-
ren, da die Impulsintegration jetzt durchgefiihrt ist. Dies kommt der Ersetzung
(1 —1)Q? = —x(1 — x)¢* — ie gleich.

Ms(g) = —]\gf)fz (§—7> /Oldac <1+%ln (x(l_gg;W))
A fan(FH ) o

Der Counterterm, der in die Renormierung der physikalischen Konstanten der

671"2 gZ

Theorie eingeht, kann jetzt einfach abgelesen werden. Er lautet — @

Es verbleibt noch die Aufgabe, das Parameterintegral zu 16sen. Eine partielle

Integration liefert:

1 2 _ _ 2 _,
/ iz In (m z(1—x)q ze)
0 47 2
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— 2in m? — z(1 — x)q* — i€ / i 47 2 ¢*(22% — )
4 2—z(l—1x)¢®> —ie  Amp?
2 1 272 —
= In|-= —/ dr — 2% f : (2.26)
Am pu 0 r? —x + 5 — e

I :=

Um das Integral I; auswerten zu konnen, mufl man zunichst die Pole des In-
tegranden analysieren. Physikalische, d. h. reelle Pole treten nur auf, wenn die Be-

dingung ¢? > 4m? erfiillt ist, denn die Nullstellen des Nenners sind:

m? 1 4m?2

Damit die Pole fiir das Integral relevant sind, miissen sie im Intervall 0 < zy <1
liegen und daher auch reell sein. Reelle Pole sind aber nur moglich, wenn der
Radikant grofler als Null ist:

4m?

l-—€eR <= ¢ >4m’ (2.28)
7

Pole, die dieser Bedingung geniigen, liegen auch automatisch im gewiinschten In-

tervall, denn

4 2
P>Am? = 0<il-" <1 = O<azp<l (2.29)
¢

Die Bedingung ¢®> > 4m? ist physikalisch sinnvoll, denn die Erzeugung von 2
Teilchen der Masse m ist sicher nur dann moglich, wenn der einlaufende Vierer—
Impulsbetrag mindestens doppelt so grof} ist wie die Masse eines Teilchens, das

erzeugt werden soll.

Mit Hilfe der Dirac-Identitéit Gl.1.29 kann man den Beitrag des Pols zu dem
Integral I; aus GI.2.26 von dem Rest trennen. Man erkennt, dafl ein Pol zu ei-
nem Imaginérteil der Amplitude fiihrt. Deshalb ist das Integral I; auf die Form
[ dz h(z) 1 zu bringen (mit h(z) € R). Dies geschieht durch einige Substitutio-

1 222 — x
dx —
0 x2—fv+q—2—ze

nemn:
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+1 2 _
= / dy i y mit y:=1— 2z
-1 Y2 — 1+ 41 — e
+1 y2
= / dy wegen des um 0 symmetrischen Bereichs
-1 Y2 — 1+ 22 e
+1 y2
= 2 dy da der Integrand symmetrisch ist
0 Y2 — 1+ 4% — e
o 4m2 1 2
= dM? 4|1 — mit M? = 7
4m? M2 pz (M2 1 — ) -v?
00 4m? 1 1
- /2 dz \|1— — ~ omitzi=M 1 (2.30)
iy (z+1)¢? z+1 z —ie a

eR
I; hat nun die erhoffte Form, so dafl die Dirac-Identitét darauf angewendet werden
kann. Fiir die Berechnung des Hauptwertintegrals ist die alte Darstellung (GI. 2.26)
angemessener. Wie oben diskutiert, treten Pole nur unter der Bedingung ¢ > 4m?
auf, so dafl der Imaginérteil von /; mit einer ©-Funktion multipliziert werden muf3.

Es ergibt sich:

222 — [ am?  (z)
L = /d ez |1~ 2 _ dg?
1 P T — Ty 5 +im . 2 (z+1)q2z+1®(q m?)

1 212 — ¢ 4m?
= P dr ——— =~ _ +im/1 — —— O(¢? — 4m? 2.31
ar 21 - 2 o - ) @31

Das verbleibende Haupwertintegral kann man auf die Integrale B.35, B.36 und
B.37 zuriickfiihren. Es ergibt sich

202 —
PI = ’P/ dr - v ‘””2
1 2 1 1
_ o __% [
2 q 0 xQ—x—i—’(’;—Q
4m? 1
= 2-2 %—1arctan (f) O(4m? — ¢*)
q am” 1
q2

/ 4m? 1
— 24/1 - ? artanh (m) @(q2 — 4m2)
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4m? 1
= 2—24/1— % artanh (ﬁ) (mit G1.B.39)  (2.32)
Vo iy

q

Nun kénnen die Gln. 2.32, 2.31, 2.26 und 2.25 zusammengesetzt werden. Es folgt

Is(q) = ig’ A(p)Alp—a)}
N7r2g2 2 m? 4m?
= S yt2- iy [1— —— O(¢* — 4m?
(2m)" {5 v+2-In <47w2>+z7r 7 O(q m*)
4m? 1
—24/1— % artanh <72) }
q — dmz

q

(2.33)
Dies ist das typische Aussehen einer Feynmanamplitude nach der Regularisierung.
Ein reeller Vorfaktor, der die Kopplungskonstante und einige 7 enthélt, ein Term
~ %, der als Counterterm in die Renormierung der physikalischen Konstanten ein-
geht, konstante Summanden, ein Logarithmus (hier artanh(...)), dessen Argument
den Betrag des dufleren Impulses enthélt, und einen Imaginérteil, der die Resonanz-

struktur der betrachteten Amplitude widerspiegelt.

2.2.3 Der fermionische 1-Loop Polarisationsgraph

Die Behandlung des fermionischen 1-Loop Polarisationsgraphen in Abb.2.1 auf
S. 38 lauft vollig analog zu dem skalaren Graphen des vorigen Abschnitts, weshalb
etwas weniger ausfiihrlich vorgegangen wird. Nach den Feynmanregeln lautet der

analytische Ausdruck fiir diesen Graphen

1% (q

() Sp—a)7"} (2.34)

Dabei ist die Kopplung am Vertex mlt g allgemein gehalten. p ist der Minkowski—-
Impuls, der im Loop umléuft, und S ist der Propagator eines fermionischen Teilchen
mit der Masse m, das Farbe tragen soll. Die Spur erstreckt sich deshalb iiber
den Farb— und den Lorentzraum. Mit den eingesetzten Propagatoren lautet die
Amplitude:

wiy — g2 [P S+ m) " (B d+m)7"}
@) = i’ | i Gremrti0) (=0 = 5 19

(2.35)
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e verschiebt den Pol bei p> = m? von der reellen Achse weg in die imaginire Ebene.

Die Auswertung der Spur iiber den Farbraum ergibt einen Faktor N.. Die Spur
iiber den Lorentzraum muf} hingegen mit Hilfe der Eigenschaften der Dirac-Algebra
(Gl.2.10) berechnet werden. Dabei muff man die dimensionale Fortsetzung auf d

Dimensionen erst bei der Kontraktion von Lorentzindizes beriicksichtigen.

Sp{(#+m)+* (¥— d+m)7"}
= N.Sp{" ¥’} — Ne Sp{h" 0"} + Nem? Sp{v"+"}
= N.Sp{¥ A¥ B} — N.Sp{p A { B} +4Nm® g
= Nop-ASp{¢ B} — Nep-p Sp{ A B} + Nep- B Sp{ A ¥}
— Np-ASp{d B} + Nep-¢ Sp{ A B} — Nep- B Sp{ A ¢} + AN.m? g"”
= 4N, {p pB—p?A-B+p"Ap—p*q¢B+pgA-B—p’" A-q+m? g’“’}
= AN Ap'p" - P’ g™ + PP — 0" +p-qg™ — p'd" +m’ g}
= AN A"y — "¢ —p'd" + 9" (pra— P +m?)} (2.36)

Dieses Ergebnis wird in Gl.2.35 eingesetzt:

d'p 2ptp” — phq” — p'¢" + g" (p-q — p* + m?)
(2m)* (p? —m? +ie) ((p — q)? — m? + ie)

(2.37)

Die folgenden Schritte sind mit denen fiir den skalaren 1-Loop Graphen iden-
tisch. Dimensionale Fortsetzung (Gl. 2.21) und Wick-Rotation (Kap.B.1) ergeben:
diP 2P'PI — PiQJ — PIQ' + 69 (P-Q — P? — m?)
(2m)* (P?+m?) (P —-Q)*+m?)

TiQ) = ANgCmp)y [
(2.38)

Da der Nenner mit dem in GIl.2.20 identisch ist, kann auch das Ergebnis der
Feynmanparametrisierung (Gl.B.5) von GI. 2.23 iibernommen werden. Allerdings
muf die Verschiebung P — P+ z() auch noch im Z#hler durchgefiihrt werden. Mit
0% := z(1 — 2)Q* + m? folgt:

. ddP
i —
24(Q) = 4AN.g*(2mp)° / dac/ Ny @2]

{2(P+2Q) (P +2Q) - (P+x@) QI — (P +2Q) Q'
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+67 (P +2Q)-Q — (P +2Q)* —m?) }
= 4N.g*(2mp)° /dm/ ddP

2P'PJ + 222Q'Q)7 — xQzQJ —zQ'Q' + 6V (2Q? — P? — 22Q? — m?)
[P? + ©2)?

dP
= 4N.g*(2mp)° /dm/ d

2P'PI —2z(1 — x Q’QJ 51] (P? —z(1 — 2)Q* + m?)
P2+ 672

(2.39)

Im zweiten Schritt wurde ausgenutzt, dafl auch in d Dimensionen antisymmetrische

Integranden nicht zu dem Integral beitragen, d.h.
/ddp P fp*) =0 (2.40)

Es liegt hier der Fall eines nicht kontrahierten Integranden vor. Man kann
Gl. 2.14 entnehmen, daf in d—dimensionalen Integralen P*P/ = P? §' /d zu ersetzen

ist. Damit folgt:

M2(Q) = —4N.g*(2mp) / dzx / ddP
5972 (1 - 3) 2m(1—x)@1@f—5"j (2(1 - 2)Q* — m?)
o P>+ o7

(2.41)

Die Impulsintegration besteht daher aus 2 Typen von Integralen, die beide durch
GL.2.17 mit « = 0,1 und ﬂ = 2 abgedeckt sind. Das ergibt:

_4N.g
(27)? (@mp d/2 / de

{5”’ (1 - 3) (©%)-1+4T (1 n g) r <1 _ g)

+ {201 = )Q'Q) 8% (o1 - 0)@" — m?) } (€7) 2T (/T2 - )}
und wegen Gl.B.12, sowie d =4 — ¢

4N, m%g? e
= i () /2r< )/dm (©%)

{ — 6902+ 22(1 — 2)Q'QY — 69 (x(l —2)Q* — m2) }

I(Q) =
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und durch Einsetzen von ©%=z(1—2)Q*+m?

4N,m2g /2
= W(‘l 1) (e/2)
/0 dz 22(1 — z) (z(1 — 2)Q* + m?) ™52 {Q'Q’ — 6V Q*} (2.42)

Man findet auf diese Weise die Eichinvarianz wieder (siche auch den Kommentar
am Ende dieses Abschnitts). Nachdem die Impulsintegration ausgefiihrt ist, kann
man in den Minkowskiraum zuriickkehren. Auflerdem kann man das Ergebnis in
den Bereich um ¢ = 0 analytisch fortsetzen und nach ¢ entwickeln. Dazu werden
die GIn. B.7 und B.15 herangezogen.

4N7rg
(emt

1 47T/1,2 €/2
2z(1 —
/ dz 20(1 —z) <m2 —z(1 —x2)¢? — ie)

o Mg {9"¢* — ¢"¢"}

(@n)t

/0 dz 22(1 — 1) {g v —in <m2 - ‘”(iw_uf)qQ - “) } (2.43)

% (q) {9" ¢ — ¢"¢"} T'(/2)

Diese Gleichung entspricht GI.2.25 fiir den skalaren Fall und trennt den Polari-
sationstensor in einen divergenten Teil (~ 1) und ein eindimensionales, endliches

Parameterintegral auf.

Das Parameterintegral iiber die Konstanten ist trivial:

/Oldx 2(1 — ) {g—y} - {%—%y} (2.44)

Es verbleibt das Parameterintegral, das den Logaithmus enthélt. Dieses kann ge-
nauso wie das entsprechende Integral im skalaren Fall behandelt werden (Gl. 2.26).

Eine partielle Integration ergibt:

1 m? — z(1 — x)q* — i€
Ip = ~ [ dw2s(1-a)l
P | dz x( x)n( yr

1 <m2> 1t o 4z? —8x+3

—- [ dzz —— (2.45)
3 Jo xz—x—k’(’;—z—ze

~ v
~

I:=
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Man sieht sofort, dal die Polstruktur von I; identisch ist mit der aus Gl.2.26, so
daf die Diskussion der Pole einfach wiederholt werden kann (GI.2.27 — 2.29). Auch
hier ist es wieder Ziel, den Beitrag des Pols mit der Dirac-Identitédt (Gl.1.29) zu
berechnen und dann das Hauptwertintegral auszuwerten. Dazu konnen die gleichen
Substitutionen und Symmetrieeigenschaften wie in GIl.2.30 benutzt werden. Das

Ergebnis ist:

1 [ 4m? 2m? 1 1
L=--[, d J1-—= [1+—2" — (2.46)
3 Jam2 (z+1)¢? (z+1)¢?) z+1 z—ie
eR
Mit Hilfe der Dirac—Identitdt und der Einschrinkung des Bereichs, in dem Pole

auftreten konnen, auf ¢? > 4m?, ergibt sich entsprechend GI.2.31:

,dr? —8x +3  im 4m? 2m?
L = —’P/d merTe M T (1 2 o2 — am?
1 —.’L‘+m 3 (]2 ( q2> (q )

(2.47)
Das Haupwertintegral kann mit einer umfangreichen aber trivialen Analysis mit den
Formeln B.35 — B.38 (fiir m < 4) und GIl. B.39 berechnet werden. Das Ergebnis ist

5 4m?  im 4m?2 2m?2
1 O(q® — 4m?

2 2m? / 4m? 1
q

Die Gleichungen 2.43 — 2.45 und 2.48 miissen nur noch zusammengesetzt werden,

und man erhélt einen Ausdruck fiir den regularisierten fermionischen Polarisations-

tensor:
' (q) = ()" Slp—q9) 7"}
_ 4Nc m2g? v 2 iy
5
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Auch der fermionische Polarisationsgraph hat nach der Regularisierung die bei
Gl. 2.33 diskutierte Form. Zusétzlich findet sich hier im Ergebnis die Eichinvarianz
wieder {g"q* —q*q"} (siehe Gl.3.20) Man kénnte sich deshalb etwas Arbeit erspa-
ren, wenn man von vornherein die Eichinvarianz fiir den Polarisationstensor ansetzt
und dann die Regularisierung nur fiir den mit g,, kontrahierten Tensor durchfiihrt.
Dadurch wire der zu regularisierende Integrand gleich eine skalare Funktion, und
man miiffite nicht die ganzen Lorentzindizes mitschleppen. Das Ergebnis 2.49 wird

auf diesem Weg reproduziert.

Durch die Mehrarbeit hat man jedoch auch etwas mehr Information bekom-
men. Man hat gesehen, dafl die Eichinvarianz des fermionischen Polarisationsten-
sors durch die dimensionale Regularisierung nicht angetastet wurde. Dies ist ein
allgemein giiltiges Ergebnis:

Die dimensionale Regularisierung erhdlt die Eichinvarianz.

Dies ist keine Selbstverstiindlichkeit, denn andere Regularisierungsverfahren wie
etwa die von Pauli—Villars haben diese Eigenschaft nicht. Die dimensionale Regu-
larisierung hat sich nicht zuletzt wegen dieses fundamentalen Vorteils gegeniiber

anderen Verfahren durchgesetzt.

2.2.4 Der fermionische Polarisationsgraph ohne Masse

Fiir spéatere Betrachtungen ist es wichtig, den regularisierten Polarisationstensor
fiir 2 Fermionen ohne Masse zu kennen. Dieser kann auf die allgemeine Rechnung
des vorigen Abschnitts zuriickgefiihrt werden. Dazu wird der erste Teil der Gl.2.43
betrachtet und darin die Masse gleich Null gesetzt:

v 4NC7TQg2 v v
% (¢)lm=0 = et {9"'¢* — ¢"¢"}T(/2)
1 —4mp? €/2
dr 2x(1 —
/0 z22(1—2) (x(l —x)¢® + ie)
8N g% . . drp2\
et {9"¢* = ¢"¢"} T (¢/2) (- "

1 = €
/ de o' 2(1—2)' 2
0
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8N, m?g? 47t /2 £ £
= 2T qgmg kY T(e/2) (- B<2——2——>
@n) {9"¢" —¢"¢"} T'(e/ )( 7 5275

(2.50)

wobei GI. B.27 benutzt wurde. Diese Gleichung hat bereits die Form, aus der man
durch Entwicklung in ¢ die Isolation der Divergenz erreichen kann. Dazu werden
die Gleichungen B.26, B.15, B.17, B.25 und B.7 herangezogen, das Produkt aus-

multipliziert und nach Potenzen von ¢ sortiert. Dies ergibt:

AN, 72g? 2 5 A7 p?
HMV m— = — c wy 2 u v “ e l .
¥ (@) |lm=0 3 (%)4{9 q qq}{g T3+ n( p

(2.51)
Der Imaginirteil steckt in dem Logarithmus fiir ¢* > 0 (siehe Gl. B.45). Man findet
im Wesentlichen die Struktur des Ergebnisses mit Masse wieder. GI. 2.51 kann man
auch dadurch bestétigen, dafl man GIl.2.49 in der Masse entwickelt. Fiir m — 0

heben sich die Divergenzen, die in den beiden Logarithmen entstehen, gerade weg
(siehe GI. B.43).

2.2.5 Skalare Propagatoren ohne Masse in beliebigen Po-

tenzen

Es wird spéter notwendig sein, den skalaren Propagator in der Masse zu entwickeln.
Der Graph aus Abb. 2.3 wird dabei in mehrere Teile der Form

TS ( 2 = 3 d4p 1
@) =if @)t P +ie) (p—q)7 +ie) (2.52)

zerlegt. Dieses Integral wird in diesem Kapitel fiir beliebige r, s € R regularisiert.

Die analytische Fortsetzung auf d Dimensionen lautet mit Gl. 2.21

Ir,s( 2) _ 7;(27_‘_ )E/ ddp 1
TR @y Pty (0 - @) +ie)”
Mit Hilfe der Wick—Rotation (siehe Kap.B.1) kann das Integral im euklidischen

Raum notiert werden:

(=@ = @y [

(2.53)

d¢p 1
2m)* (=P (—(P - Q)?)°
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r+s+1 € ddP 1
= COen) [ o e PRy

Unter Benutzung der Parametrisierung B.6 erhilt man eine Darstellung, in der die

(2.54)

Impulsintegration trivial wird

dep r 2_7-__ e2iPx
T,§ 2 _ r+s+1 £ d
=@ = (e [ G 2 / '

r(z—s—g)/ddy £2(Q—P)y
(

5 T(s) v

r2—-r—-:% 2—s5—5
— (_1)T+8+1(27T/J/)6 ( QF)( )(F() )

‘P . )
d d P(x—
/d /d e (y2)2_s_% / 5 (2iP(e-y) ,2iQy

F 2—r—£)r'(2—s—%
= )Ty ( 7r4—621“)(r)(1“(s) !

d
T i
/dd /dd 2 r—% (y2)2 s—% (271’) 5(d)($_y) e? 9

rst1 e md F(Z—r——)F(2—s——)
= B G T T )

1 )
d 24
/d x @y ey (2.55)

Das letzte Parameterintegral kann ausgefiihrt werden, indem man GI. B.6 riickwérts

liest. Dabei wird o durch den Exponenten von z? bestimmt:

2_a_324_5_r_3 — a=—2+%+r+8 (2.56)

Damit sind alle Integrale ausgefiihrt:

at T(2—r—2)T(2-s—¢
I (-Q% = (—1)T+5+1(27W)5(27T)4 ( v I’)(r)(F(s) )

T 5T (<24 547 +5) 1
T (4 —r—_g— 6) (QQ)—Z-I-%—H"-I-S

(2.57)

Diesen Ausdruck kann man wieder in den Minkowskiraum zuriicktransformieren,

d = 4 — ¢ setzen und etwas umordnen:

4—g
T 1

I"(¢?) = (=1)'"3(27p) (2m)t (g2)"2F5 s
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FP(2—r—£)T(2—s—§) 7> 5T (-2+5+7+3s)

74 e T(r) T(s) Frd—r—s—e)

B 2 1 47t i 2
et (@) U ¢

F(Z—r—%)F(Z—s—%) F(—2+%+T+s)
L(r)T(s)T4d—r—s—¢)

99

(2.58)

Dieses Ergebnis ist symmetrisch gegen den Austausch von 7 und s, d.h. es gilt

I™% = I®". Die Divergenzen treten je nach Wahl des Paares (7, s) in verschiedenen I'-

Funktionen auf. Jedoch wird die Zahl der divergenten I'-Funktionen niemals gréfer

als eins. Das Ergebnis kann mit den Formeln aus Kap. B.3 in ¢ entwickelt werden.

Dies ist im folgenden fiir einige Paare (r, s) durchgefiihrt.

11,2 U 4 p? %F(l_%)r(l_%)r(%)
) =~y (‘ 2 ) r2—o)

N 47

(2.59)

I™! ist gerade das Integral des skalaren Polarisationsgraphen ohne Masse. Mit Mas-

se wurde der Graph bereits untersucht (GI.2.33). Betrachtet man den Grenzfall

m — 0, so findet man tatsichlich das Ergebnis 2.59 wieder. Dies sieht man mit

Hilfe von GI. B.43 ein, wo der Grenziibergang durchgefiihrt ist.

I'*(¢*) = - (27;:)4 % <_47;52>% =) g(l(—_ig)r (1+%)
- _(2:)4%{_2”—5"(—%5)}

gy - 1 () T e
B 2(27:)4%{2“‘7”"(—4252>

) < g () T
_ L

(2.60)

(2.62)
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Das Integral I3 enthilt demnach keine Divergenz und damit auch keinen Ima-
ginérteil, der sich in allen anderen Integralen in dem Logarithmus verbirgt (siehe
Gl.B.45).

2.2.6 Integranden mit Logarithmen

Mehrloopgraphen, die eine wichtige Rolle spielen werden, fithren unweigerlich auf
Mehrfachintegrale, denn fiir jeden Loop erhélt man im Impulsraum eine zusétzliche
Integration. Wie in Kap.2.1.3 erwéhnt, miissen die Integrale in einem solchen Fall
sukzessive regularisiert werden. Aus den vorigen Beispielen ist zu entnehmen, daf
bei der Regularisierung von Integralen nach der Entwicklung in ¢ in der Regel
logarithmische Terme auftreten. Man ist demnach fiir die dufleren Integrationen
mit Integranden konfrontiert, die Logarithmen enthalten. Einige Integrale dieser

Art sollen hier regularisiert werden.

Integranden mit einem Logarithmus

Zunéchst wird bewiesen, dafl alle Integrale vom Typ

. d'q (k—g)” ¢ i}
Iy = z/ o) (@ In i) 0 firalleneZ (2.63)

verschwinden.

Um dieses Integral von dem Logarithmus zu befreien, kann ein Parameter 7 in
den Exponenten eingefiihrt werden, so da} der Logarithmus durch eine Differen-

tiation ersetzt wird, die erst nach der Regularisierung ausgefiihrt wird. Denn es

d ¢\ 0 '
an <_47W2> = a—nexp —(1+n+n)in “ I
e 7 —1-n—n
- <_47w2> <_47w2>

1 q* 1 0 Arp2\ "
|- S S 2.64
= (g2)n+itn n( 47TN2) (—dmp2)n+itn 9y ( e ( )

gilt:
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Mit dieser Beziehung kann J,, als Grenzwert fiir  gegen Null dargestellt werden,

wobei der Logarithmus verschwindet:

1 4 4 2\ n+1+n
J, = —ilim /dq 9 (p— g2 (= mH
n=0 (—Amp2)ritn ) (2m)t on ¢
1 0 d*q 1
= —_-lim—— — (-4 2n+1+n~/
P Camyrmog T Gy (G g @

(2.65)

Das letzte Integral hat die Form von Gl.2.52 mit dem Paar (r,s) = (—1,n+1+n),
so dafl aus GI. 2.58 folgt
2 2\ 3
T = %1_13% (_47-‘-/;)71-}-1-}-77 (27;)45277 (—dmp?) i (k-2)—12+n+77 <_ 47/;5 )
Fr(3-¢)r(1-—n—n—£)T(-2+%+n+n)
I'(-1)T(n+1+nT(d—n—n—c¢)
An dieser Darstellung erkennt man bereits, dafl die Behauptung 2.63 richtig ist. Fiir

(2.66)

endliches ¢ liefern alle I'-Funktionen fiir alle n endliche Werte, wihrend I'(—1) im

Nenner unabhingig von allen Parametern den gesamten Ausdruck zu Null driickt.

Auf dem gleichen Weg kann das Integral

I, = z/ (d4q (k—a), (— (k _Q)2> (2.67)

2m)4 (g2)n A2

regularisiert werden.

Um den Logarithmus durch eine Differentiation zu ersetzen, bendtigt man eine

zu 2.64 analoge Beziehung.

2EE)” - ool (2)

— (k-9 In <—M> = (—am2)n D (— (k Q)2>l+n (2.68)

47 p? 47 p?

Damit kann man fiir I,, schreiben

dtq 1 a(_M)“”

IS T _ 2\1+n
I, = 17171_1)%( Amp”) /(2ﬁ)4 (¢?)"t1 on
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= lim(—Aw 2y147 0 ! ? dq !
= 1 ( 4 H ) 877 (_47TN2)1+7; /(271-)4 (q2)n+1 ((k‘ _ q)2)—1—7) (269)

Das letzte Integral ist von der Form 2.52 mit den Parametern (r, s) = (n+1, —14n).
Das regularisierte Integral I"*1~1=7 ist in GI.2.58 zu finden. Es folgt
0 1 2 1 Arp2\
In = —1 —4 2)l4n —
b ey o s (R
T(1-n—§)T(3+n—5) T (-2+5+n—n)
Fn+1)I'(-1-nT'd-—n+n—¢)
2 ) A2 31
= —lim (4 k2 -
tny s (—m (22 (<

F(l—n——) (3+77——) (2+§+n—77)
Fn+)I(=1-nTd-n+n-—¢)

(2.70)

Betrachtet man dieses Ergebnis fiir endliches ¢, findet man nur eine einzige im
Grenzfall n — 0 divergente I'-Funktion, deren Entwicklung mit GI. B.20 7n) =
n+ (1 —~)n? lautet. Um 5 aus G1.2.70 zu eliminieren, mufl man sich klar machen,
was es bedeutet, erst nach n zu differenzieren und dann den Grenzprozel n — 0
durchzufiihren:

Nach einer Entwicklung in 7 besteht der gesamte Ausdruck aus Produkten der Art

(n+ @ =7n) (ﬁ + const) (const + (e + 1)) - -

= n(e + const) + O(n?) (2.71)

wobei alle Konstanten weggelassen wurden, da es hier nur um die Struktur geht.
Das erste Produkt stammt von I'(—1 — 7). Zunéchst erniedrigt die Differentiation
nach 1 den Grad des Polynoms um eins. Es verbleiben ein von 1 unabhingiger
Ausdruck und Terme hoheren Grades in 7. Diese letzten jedoch verschwinden nach
dem GrenzprozeB, so dafl nur die urspriinglich in 7 linearen Terme iiberleben. Da
jedoch wegen I'(—1 — n) ein 7 faktorisiert, bedeutet diese Feststellung, daf sonst
nur noch Terme nullter Ordnung in 7 zu dem Ergebnis beitragen kénnen. Fiir die

Praxis kann man demnach folgendermaflen verfahren:

J2  fn)

nl—I>I(l) anm = f(O) s falls f(()) endlich ist (272)
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Gl1.2.70 bekommt damit die Form
4 _ 4\2 — )2
In:i/dq(k 0)°, (_(k—q)
(2m)* (g?)"+! 4 p?

w(E) T (Am\ P (1m0 =) DB ) T(=245 )
T (2m)* <_ k2 ) T(n+1)T(4—n—c¢)

(2.73)
Fiir gegebenes n kann man diesen Ausdruck mit den Formeln des Kapitels B.3 in ¢
entwickeln und damit die Divergenz isolieren. Im folgenden wird dies fiir alle n < 2
durchgefiihrt, wo man eine lineare Divergenz in ¢ erwartet. Genau wie in GI.2.66

kann man sofort ablesen, dafl das Integral fiir n < 0 verschwindet (wegen I'(n+1)),
d.h.

Iico = 0 (2.74)

Fiir n = 1,2 treten doppelte Divergenzen auf, d.h. Terme der Art 5% Fiir n =
3 ist die Divergenz wieder linear in &, wihrend fiir alle n > 3 {iberhaupt keine
Divergenz in ¢ mehr auftritt. Diese Aussagen kann man einfach durch Abzéhlen
der divergenten I'-Funktionen verifizieren. Dabei ist die Zahl der Divergenzen im

Nenner von denen im Zahler abzuziehen.

Fiir n = 0 kann man eine explizite Entwicklung nach ¢ durchfiihren. Es folgt

mit der Entwicklungsformel B.34

7 e (AP T(mE) T B g) P (=2 )
b=~ ( k) Td—e)

72 2 11 A7 ?
= — E*{Z + — — In|—
)

In den spéteren Rechnungen wird auch noch der Fall n =1 von Bedeutung sein.

_ K (_amp?\ T (5) T(3—5) D (-1+5)
= (2m)* ( k2 > T(3—e) (2.76)

(2.75)

Wie bereits erwéhnt, erhélt man hier bei der Entwicklung eine doppelte Divergenz
in ¢. Dies fiihrt auf unerwiinschte Terme der Form £ in(—k?), deren Herkunft noch

zu kléren sein wird.
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Integranden mit 2 Logarithmen

Bei Integranden mit 2 Logarithmen mufl das im vorigen Abschnitt dargestellte

Verfahren 2 mal angewendet werden. Das gesuchte Integral lautet

o= [ s G () () 210

Die beiden Logrithmen werden mit Hilfe der Beziehungen 2.64 und 2.68 ersetzt

' 1 a ' d4q 47T'I_,L2 n+1+n ) (k o q)2
K = _7171—I>I(1) (—4mp2)rti+n 0_772/ (2m)4 <_ q? (k=a)in{- A p?

(_47w2)1+§ 9 0 dq (_47w2)n+1+n (_(k—q)2>1+€

= — lim

neso (—dm2yrimonoe ) emt T ¢ 42
d 0 dq 1
- _ 1 _ 2\—n—mn - ¥ 2\n+n—E€;
(A (A [ e (G o

(2.78)

Das letzte Integral ist wieder von der Form 2.52, mit dem Parameterpaar (r,s) =
(n+1+4mn,—1—¢). Die regularisierte Form dieses Integrals (Gl.2.58) kann hier
eingesetzt werden

£

. 0 0 e T 1 dmp?\ 2
— _ 2\é—n—n 7 (_ 2\n+n—¢ —

K, = nlg_f)lo( Amp”) 8778{-“( ) (2 (k.2)2+n+n§< k? )
T(l-n—n-5)T(B+—5)T(-2+5+n+n—¢)
Fn+14+n(-1-T4d—n—n+&—¢)

2 2\ §+n—¢

- _T 2y2-n g o2ve—n O O [ Amp

= @ (K5 lim (—dmpi’) o (%( 2

F(l-n-n-25)I(B+-%) I (-2+5+n+n—¢)
In+1+nT(-1-Td-n-n+f—e¢)

X

X

(2.79)

Die Argumentation, die auf G1.2.72 fiihrt, findet hier auf ¢ Anwendung. Es folgt

2 1 0 47t A
Kn — 2\2—n 1' _ _
(2m)4 (+°) 70 (—4mp2)n on ( k? )
rt—-n—-m—=s)rr(3-5)(-2+5+n+
X 1=5) T35 T2+ ) (2.80)

'n+14n)Td—n—n—c¢)
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n jedoch faktorisiert nach einer Entwicklung nur fiir n < 0, da I'(n + 1 4+ n) im
Nenner nur dann divergiert. Deshalb miissen die beiden Félle n < 0 und n > 0

getrennt voneinander untersucht werden:

Im Fall n < 0ist I'(n + 1 + n) im Grenzfall  — 0 immer divergent. Um die
Argumentation vor G1.2.72 wieder anwenden zu kénnen, mufl man diese I'-Funktion

von n unabhingig notieren. Mit Hilfe von Gl. B.12 kann man sie auf die Form

1 1 —n—1

Tntity — T kl;Il (n—k) (fiirn <0) (2.81)

bringen, wobei das Produkt nur fiir n < —1 gemeint ist (fiir n = —1 ist mit dem
Produkt einfach 1 gemeint). Die Entwicklung B.21 dieser Funktion ist in erster

Ordnung in 7 mit der von ) identisch — und nur diese Ordnung ist von

1
T'(—1—n
Bedeutung. Man kann deshalb Gl.2.72 anwenden, wobei die I'(—1 — n) einfach
durch T'(n) zu ersetzen ist. Fiir Gl. 2.80 folgt

2 2\ 511
7r PN s 1 O [ AmpT)?
Kn(O - (27_‘_)4 (k ) })I_I}’(l) (_471_/1/2)” an ( k2 )
T 1-n-n-5)T(3-5)T(-2+5+n+n) _ﬁl(n—k)
L(mld-—n—-n-e¢) k=1

F(1-n—5)T(3-5)T(-2+5+n)
I'd—n—e¢)

(2.82)

X

Dieser Ausdruck ist die regularisierte Form des Integrals K, im Bereich n < 0.
Fiir alle n in diesem Bereich erhélt man eine lineare Divergenz in €, die nach der

Entwicklung isoliert ist. Fiir n = —1 ergibt sich mit B.34

Ky = T g <_47];g2)5 r(-s) Flgé—_%g)) r(-3+3)

(2.83)
B K® Z+Z_ +In _Ampe
T ot e 2 ) 2
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Fiir n > 0 kann man sich jedoch nicht auf die Terme nullter Ordnung be-
schrinken, da I'(n + 1 4+ n) in diesem Fall nicht divergent ist. Man muf} unein-
geschréinkt nach n entwickeln. Um dennoch einen in n allgemeinen, aber von 7
unabhéngigen Ausdruck zu bekommen, kann man die Differentiation durchfiihren
und in dem resultierenden Ausdruck den Grenziibergang n — 0 vornehmen. Die

Differentiation ergibt mit G1.2.64

o (( 4m2\"T(1—n—n—5)T(-2+5+n+n)
3_7){(_ k2> F'n+14+nTd—n—n—c¢) }
F(l—n—n—%)F(—2+%+n+n) o (_47T'u2>77

F'n+1+n)ld—-—n—-n—e¢) an k?

A\ ar(l—n—n—%)P(—2+%+n+n)
+<_ k2 ) o T+1+nTd-n-n—c¢)
CT(l—n—n=5)T(-2+5+n+n) [ dnp2 " Ame
Fn+1+n)TM4—-n—-n—e) <_ k2 ) n<_ 2 )
(_4ﬁu2)ﬂr(1—n—n—g)F(—2+§+n+n)

k? F'n+14n)ld—n—-—n—e¢)
><{—\Il(l—n—n—%>+\ll<—2+%+n+77>
—\Il(n+1+77)+\11(4—n—77—5)}

F(l—n—n—%)F(—2+%+n+n) A7 pi? i
Fn+14+n)Tld—n—-n—¢) <_ kz)

4 £ £
x{ln(— 2 )—\Il(l—n—n—§)+\lf(—2+§+n+n)

—\Il(n+1+77)+\11(4—n—n—5)} (2.84)

Dabei wurde die Definition der U-Funktion aus B.28 entnommen. Der differenzierte
Ausdruck kann nun in GI. 2.80 eingesetzt werden. Da bei festem ¢ keine Divergenzen

im Grenzfall n — 0 auftreten, ist es mdglich, den Grenzwert durchzufiihren:

71.2

B 471.“2 %
K, _ 22nr( _f) _
20 = Ty ) 773 k?
1 _47T,U2 "F(l—n—n—%)l“(—2+§+n+n)
k? Fn+1+n)ld—n—-n—¢)

%
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A € £
- v (1-n—p-S)yw(-—24+%
x{ln( k2> ( n-—mn 2>+ ( +2+n+77>

—\I'(n+1+77)+\11(4—n—77—5)}

o a2\ (1-n—5) T (3-5) T (-2+5+n)
Kn>o = (k%) <_ k2> F(27L+1)F(42—n—6) :

4 £ £
X{ln(— 12 )—W(l—n—§)+\ll(—2+§+n>

—\If(n+1)+\If(4—n—6)}

(2.85)
Dies ist der regularisierte, von n unabhingige Ausdruck fiir das Integral K, in
GL. 2.77 im Bereich n > 0. Es treten fiir kleine n Divergenzen hoheren Grades in ¢
auf. In der Klammer ist fiir alle n > 0 mindestens eine Funktion divergent. Damit
erhilt man fiir n = 0, 3 eine quadratische, fiir n = 1, 2 eine kubische und fiir n > 4

eine lineare Divergenz.

Fiir n = 0 soll das regularisierte Integral in entwickelter Form notiert werden.
In diesem Fall werden einige Zwischenschritte der Entwicklung darstellt, da dieser
Fall im Gegensatz zu den bisherigen illustrativ ist. Es ist hier darauf zu achten,
dal wegen der quadratischen Divergenz in € die Entwicklung mit Hilfe der Formeln
in Kap. B.3 bis zur zweiten Ordnung in ¢ erfolgen muf, da auch die Terme zweiter

Ordnung mit < multipliziert einen konstanten Beitrag zum endlichen Anteil des

£2
Integrals liefern. Es ist hier zum ersten Mal notwendig, die W-Funktionen zu ent-
wickeln. Die nétigen Entwicklungen finden sich in den Gln.B.31-B.33, B.7, B.12
und B.14-B.25. Es gilt auch ¥(1) = —~.
Ky = g Amt\TL(=5)T(3-5) T(=2+5)
° (2m)* k? T(4—e¢)

cfin () —w 1-5) +w (-245) v+ v
- e () ()

1¢2 11 85 1 a7 1
()
X6{5+3 7+8<18 1$@ =57ty
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X 2 + 10 + ge +1 A
N R ™

2 (4 142 207 1 7
Ky = — k4{— —(——2)———— 2) — L+ q?
0 TORAE + 2 ol ¢(2) v+

(2.86)

Das Interessante ist, dafl sich die Logarithmen der ersten und dritten Klammer im
Zwischenschritt beim Ausmultiplizieren wegheben. Dies muf} so sein, da ansonsten
k2-abhéngige Terme der Art Lin(—k?) auftreten wiirden. Ein von k? abhiingiger
Counterterm ist fiir die Renormierung jedoch ungeeignet. Fiir alle renormierbaren
Theorien miissen deshalb diese Logarithmen, die zwischenzeitlich auftreten, spéte-
stens nach der Regularisierung aller Graphen wegfallen (Collins 1985), wie es hier

geschehen ist.



Kapitel 3

Die Masse elines

-Teilchen-Zustands

3.1 Einleitung

Nachdem in den vorigen Kapiteln die Grundlagen der QCD-Summenregeln sowie
die Technik der dimensionalen Regularisierung erldutert wurden, ist das Funda-
ment vorhanden, auf dem man ein konkretes Problem beispielhaft vorfithren kann.
Dazu werden die moglichen Massen eines 4-Teilchen-Zustands studiert, der aus
zwei leichten Quarks (up- oder down-Quarks) und zwei schweren skalaren Quarks
zusammengesetzt ist. Die skalaren Quarks sollen bis auf den Spin und die Masse
die gleichen Eigenschaften haben wie die herkommlichen Quarks. Es wird speziell
die Frage interessieren, ob es moglich ist, durch eine bestimmte Wahl der auftre-
tenden Vakuumkondensate d