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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit der Verallgemeinerung des Satzes
von Belyi [B]. Dieser besagt, dass eine Riemannsche Fliche Y genau dann als algebraische
Kurve iiber einem Zahlkorper definiert ist, wenn es auf Y eine nicht-konstante holomorphe
Funktion gibt, die iiber héchsten drei Punkten verzweigt. Die Arbeit gliedert sich in zwei
Teile. Wir untersuchen darin jeweils die Verallgemeinerung einer der beiden Implikation
aus dem Satz von Belyi auf Varietdten der Dimension zwei und hoher.

Im ersten Teil der Arbeit zeigen wir, dass eine n-dimensionale projektive komplex alge-
braische Varietét iiber einem Zahlkorper definiert ist, falls sie den P™ (oder eine beliebige
projektive iiber Q definierte Varietét) endlich und hochstens iiber einem rationalen Divisor
verzweigt liberlagert.

Dazu beschreiben wir im ersten Kapitel den Zusammenhang zwischen Varietéten und
komplex analytischen R&umen. Wir zeigen, dass die Kategorie der endlichen algebrai-
schen Uberlagerungen einer projektiven komplexen Varietét #quivalent zur Kategorie der
endlichen verzweigten analytischen Uberlagerungen des assoziierten komplex analytischen
Raumes ist. Auflerdem erldutern wir den Zusammenhang zwischen topologisch unver-
zweigten Uberlagerungen und deren Algebraisierung, den étalen Morphismen zwischen
Varietéten.

Im zweiten Kapitel fithren wir Definitionskérper und Modulkérper von Varietéten ein.
Anschlieflend untersuchen wir die Operation von Koérperautomorphismen o € Aut (C/Q)
auf komplexen Varietéten.

Im dritten Kapitel zeigen wir zunéchst, dass der Modulkérper einer endlichen Uberla-
gerung eines geeigneten Grundraumes ein Zahlkorper ist. Danach stellen wir das Resultat
von Derome [D] vor, nachdem es einen Definitionskorper im algebraischen Abschluss des
Modulkérpers gibt. Daraus folgern wir die Verallgemeinerung dieser Richtung des Satzes
von Belyi.

Im zweiten Teil beschéftigen wir uns mit der Frage, wie der Verzweigungsdivisor D
im P" aussehen sollte, damit jede iiber Q definierte Varietiit ein Modell besitzt, dass P"
endlich und nur iiber D verzweigt iiberlagert.

Im vierten Kapitel stellen eine Heuristik zur Korrespondenz zwischen topologischen
Uberlagerungen und Kérpererweiterungen von Q vor. Daraus leitet sich folgende Vermu-

tung ab:



Zu jeder iiber einem Zahlkérper definierten n-dimensionalen Varietit Y gibt
es eine birational dquivalente normale Varietdt Y und einen Morphismus
f:Y — P, der nur diber dem Komplement von Mg n13 verzweigt.

Die Vermutung steht im Einklang mit dem eindimensionalen Satz von Belyi. Alle
Modulrdume erfiillen die Voraussetzung fiir die im dritten Kapitel bewiesene Umkehrung.

Im letzten Kapitel beschiiftigen wir uns mit komplex algebraischen Flichen. Wir zei-
gen, dass die Vermutung aus dem vierten Kapitel fiir abelsche Fldchen richtig ist. Dieses
Ergebnis haben wir gemeinsam mit Horst Hammer (Karlsruhe) erzielt. AnschlieBend ge-
ben wir einen Uberblick iiber weitere Resultate in dieser Richtung. SchlieBlich beschreiben
wir die topologischen Uberlagerungen von M5 und stellen eine Verallgemeinerung der
Dessins d’Enfants vor.
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Einleitung

Uberblick

Die Riemannsche Sphire P! ist die eindeutig bestimmte kompakte Riemannsche Fliche
vom Geschlecht Null. Entfernen wir die drei Punkte 0, 1 und oo, so 148t sich jede endliche
Uberlagerung von P\ {0, 1, 00} zu einer verzweigten Uberlagerung f : Y — P! kompakter
Riemannscher Flichen fortsetzen. Die komplex analytische Struktur auf Y ist durch die
topologische Struktur der Uberlagerung eindeutig bestimmt. In diesem Fall gibt es auf
Y eine nicht-konstante holomorphe Funktion, die iiber hochstens drei Punkten verzweigt.
Solche Funktionen nennen wir Belyi-Funktionen.

Kompakte Riemannsche Flichen besitzen auch eine algebraische Beschreibung als nicht-
singulére, projektive, komplex algebraische Kurven. Eine Kurve ist durch Polynome aus
dem Polynomring C [z,y] gegeben. Man kann sich nun fragen, wann die Koeffizienten
dieser Polynome aus einem Zahlkorper sind.

Ein Zahlkorper ist ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper von Q. Eine wichtige
Rolle fiir die Klassifikation spielen die Automorphismengruppen der Zahlkérper. Sie bilden
ein induktiv geordnetes System von Galoisgruppen und der Limes ist eine profinite Gruppe,
die absolute Galoisgruppe Gal (@ / Q). In ihr sind alle wesentlichen Informationen iiber die
endlichen Korpererweiterungen von Q enthalten.

Sind die Koeffizienten der definierenden Polynome einer algebraischen Kurve aus einem
Korper K, so sagen wir, die zugehorige Riemannsche Fldche ist iber K definiert. Es gilt
der [B]

Satz von Belyi: Fine Riemannsche Fldiche Y ist genau dann tber einem
Zahlkéorper definiert, wenn es auf Y eine Belyi-Funktion gibt.

Sei Belyi die Kategorie der kompakten Riemannschen Flichen mit einer Belyi-Funktion.

iii



iv EINLEITUNG

Die drei folgenden Kategorien stehen somit in direktem Zusammenhang:

nicht-singulére projektive endliche topologische
Kurven, die iiber — Belpi «—— Uberlagerungen
Q definiert sind von P!\ {0, 1, 00}

Nach dem Satz von Belyi ist die erste Zuordnung surjektiv. Da eine Riemannsche Fléche
jedoch viele Belyi-Funktionen besitzt, ist sie nicht injektiv. Der zweite Pfeil ist eine Aqui-
valenz von Kategorien.

Sei o eine Automorphismus von Q und p ein Polynom mit Koeffizienten aus Q. Wenden
wir o~ auf die Koeffizienten von p an, so bezeichnen wir das Bild mit p?. Lassen wir den
Automorphismus ¢ auf die beschreibenden Polynome einer Riemanschen Fléche Y aus
Belyi operieren, dann ist die zugehorige Riemannsche Fléche Y7 weiterhin in Belni ent-
halten. Die absoluten Galoisgruppe operiert also auf den Elementen von Belyi. Diesen sind
Uberlagerungen von P\ {0, 1, 00} zugeordnet. Endliche Uberlagerungen von P1\ {0,1, 00}
werden durch die Fundamentalgruppe 7. (P1\ {0,1, 00}) Klassifiziert. Wir erhalten so ei-
ne Operation von Gal (@/Q) auf der Fundamentalgruppe 7T§Op (Pl\ {0,1, oo})

Zwei mathematische Objekte stehen nach dem Satz von Belyi nun in direkter Verbindung;:
e die absolute Galoisgruppe Gal (@/ @)
e die topologische Fundamentalgruppe 7. (P1\ {0,1,00}).

In seiner ,,Esquisse d'un Programme® entwickelte Grothendieck [G] die Theorie der Kin-
derzeichnungen oder Dessins d’Enfants. Ein Dessin beschreibt die Struktur einer Uberla-
gerung von P\ {0, 1, 00} mit Hilfe eines Graphen. Zeichnet man das Urbild des Intervalls
[0,1] auf die Uberlagerungsfliche und markiert die Urbilder von 0 und 1 durch weile und
schwarze Punkte, so erhilt man einen zusammenhéngenden bipartiten Graphen, der die
Fliche in einfach zusammenhéngende 2-Zellen zerschneidet. Aus diesem Graphen 143t sich
die Monodromiegruppe der Uberlagerung mit ihren Erzeugern, also die zur Uberlagerung
assoziierte Darstellung der Fundamentalgruppe, direkt ablesen. Zu solch einem bipartiten
Graphen gehort genau eine Kurve mit Belyi-Funktion, die den urspiinglichen Graph indu-
ziert.

In einigen Spezialfillen ist es nun moglich, den Zusammenhang aus dem Satz von Belyi
zwischen der topologischen Uberlagerung und der Kurve explizit herzustellen. Streit [St]
hat einen Algorithmus gefunden, mit dem sich die Definitionsgleichung der algebraischen
Kurve zu einem bestimmten Typ der Uberlagerung bestimmen 18t.

Es lassen sich auch andere interessante Fragen stellen. Diese stehen in Zusammenhang



mit der Operation der Galoisgruppe Gal (@/ Q) auf der Kategorie Belpi. So ist bislang
ungeklédrt, wie ein vollstdndiges Invariantensystem fiir die Operation auf den topologi-
schen Uberlagerungen aussieht. Bekannte Invarianten sind etwa der Grad der Uberlage-
rung und die Monodromiegruppe, sowie die Ordnungen der Erzeuger der Monodromie-
gruppe [JSt]. Eine interessante Aufgabe ist auch, Aussagen iiber Definitionskérper oder
den Modulkérper der Uberlagerungsfliche abzuleiten. Weitere Probleme ersffnen sich im
Zusammenhang mit der Uniformisierungstheorie von Riemannschen Fléchen.

In dieser Arbeit suchen wir nach einer Verallgemeinerung des Satzes von Belyi in héhere
Dimensionen. Dabei sind zwei Richtungen zu bearbeiten, in die der Satz von Belyi zerfallt:

1. Jede Riemannsche Fliche mit Belyi-Funktion ist iiber Q definiert.

2. Jede iiber Q definierte Riemannsche Fliche besitzt eine Belyi-Funktion.

In den ersten drei Kapiteln beweisen wir eine direkte Verallgemeinerung der ersten Aus-
sage. Das Resulat folgt aus allgemeinen Aussagen von Grothendieck iiber die algebraische
Fundamentalgruppe, wir prasentieren hier jedoch einen neuen Beweis. Dieser ist eng an
Kocks Beweis des Satzes von Belyi im Eindimensionalen [K]| orientiert.

In den beiden letzten Kapiteln beschéftigen wir uns mit einer Verallgemeinerung der zwei-
ten Aussage. Die Schwierigkeit besteht hierbei darin, einen geeigneten Ersatz fiir den
Grundraum P!\ {0, 1,00} zu finden.

Wir geben nun eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der fiinf Kapitel:

1. Kapitel: In diesem Kapitel beschreiben wir den Zusammenhang zwischen Varietédten

“" ordnet jeder algebraischen

und komplex analytischen Réumen. Der Funktor ()
Varietédt X einen analytischen Raum X" zu. Da wir spéater sowohl algebraische als
auch analytische Methoden verwenden, suchen wir zwei unter ()" #iquivalente Ka-
tegorien.

Nicht jede n-dimensional kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ist eine algebraische
Varietédt. Nach dem Satz von Chow sind analytische Untervarietéten eines projekti-
ven Raumes P" stets algebraisch. Ist X eine projektive Varietdt und f: )Y — X"
eine endliche verzweigte analytische Uberlagerung, so ist nach einem Satz von Grau-
ert der Uberlagerungsraum ) projektiv, also algebraisch. Die Kategorie der endli-
chen algebraischen Uberlagerungen einer projektiven komplexen Varietét ist somit
dquivalent zur Kategorie der endlichen verzweigten analytischen Uberlagerungen des
assoziierten komplex analytischen Raumes.

In den Abschnitten 1.5 und 1.6 erldutern wir den Zusammenhang zwischen topo-
logisch unverzweigten Uberlagerungen und deren Algebraisierung, den étalen Mor-

phismen zwischen Varietéten.
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2. Kapitel: Wir definieren, wann ein Kérper Definitionskdrper einer Varietét ist. Dann
fithren wir die Operation von Kérperautomorphismen o € Aut (C/Q) auf komplexen
Varietéiten ein. Zum besseren Verstidndnis rechnen wir einige Beispiele dieser Opera-
tion auf affinen Varietdten vor. Schliefllich erkéren wir, was der Modulkorper einer
Varietét ist und beweisen einige Eigenschaften.

3. Kapitel: In diesem Kapitel beweisen wir die Verallgemeinerung des ersten Teils des
Satzes von Belyi. Zunichst zeigen wir, dass der Modulkérper einer endlichen Uber-
lagerung eines geeigneten Grundraumes ein Zahlkorper ist. Danach stellen wir das
Resultat von Derome [D] vor, nachdem es einen Definitionskérper im algebraischen
Abschluss des Modulkoérpers gibt.

4. Kapitel: In diesem Kapitel diskutieren wir, wie die Verallgemeinerung des zweiten
Teils des Satzes von Belyi aussehen kénnte. Wir stellen eine Heuristik zur Korre-
spondenz zwischen topologischen Uberlagerungen und Kérpererweiterungen von Q
vor. Daraus leitet sich folgende Vermutung ab:

Zu jeder iiber einem Zahlkorper definierten n-dimensionalen Varietit Y
gibt es eine birational dquivalente normale Varietdt Y und einen Mor-
phismus f 1Y — P", der nur tber dem Komplement von Mg 43 ver-
zweigt.

Der Modulraum 4-fach punktierter Kurven vom Geschlecht Null Mg 4 ist gerade
PY\ {0, 1,00}, so dass die Vermutung im Einklang mit dem Satz von Belyi steht. Alle
Modulrdume erfiillen die Voraussetzung fiir die im 3. Kapitel bewiesene Umkehrung.

5. Kapitel: Im diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit komplex algebraischen Fléachen.
Wir zeigen, dass die Vermutung aus dem vierten Kapitel fiir abelsche Flichen rich-
tig ist. Der Beweis dieses Resultats beruht auf Techniken, die Horst Hammer (TH
Karlsruhe) erarbeitet hat und ist entstanden aus einer Diskussion mit dem Autor
an der Universitt Frankfurt. AnschlieBend geben wir einen Uberblick iiber weitere
Resultate in dieser Richtung. An dem Thema arbeitet Horst Hammer in Fortsetzung
der Dissertation von Volker Braungardt [Braun).

SchlieBlich beschreiben wir die topologischen Uberlagerungen von M 5 und stellen
eine Verallgemeinerung der Dessins d’Enfants vor.

In dieser Arbeit haben alle Kérper Charakteristik Null.
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Grothendieck und die algebraische Fundamentalgruppe

Der erste Teil des Satzes von Belyi geht auf Resultate von Grothendieck zuriick. Mit dem
verallgemeinerten Riemannschen Existenzsatz lassen sich daraus auch direkt Aussagen in
héheren Dimensionen ableiten. Wir wollen nun einen kurzen Uberblick iiber die allgemeine
Theorie geben.

In ,Revétements Etales et Groupe Fondamental“ [SGA1] beschreibt Grothendieck die Al-
gebraisierung der Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Ausgangspunkt hierfiir
ist die Operation der Fundamentalgruppe auf den Fasern von endlichen Uberlagerungs-
morphismen:

Sei S ein wegzusammenhéngender, lokal einfach zusammenhéngender topologischer Raum
und ¢ die Kategorie der endlichen topologischen Uberlagerungen von S. Zu einem Ba-
sispunkt sg € S bilden wir den Fundamentalfunktor F' : € — €ns in die Kategorie der
endlichen Mengen wie folgt: Jeder Uberlagerung f : R — S aus € ordnet F die Menge
der Urbilder f~!(sg) des Basispunkts zu. Da die Morphismen in € die Fasern erhalten,
definiert diese Zuordnung einen Funktor.

Die endlichen Uberlagerungen werden iiber die topologische Fundamentalgruppe ﬂOp (S, s0)
von S mit Basispunkt s klassifiziert. Jedes Element v € ﬂgp (S, s0) wird durch einen ge-
schlossenen Weg 4 mit Anfangs- und Endpunkt s reprisentiert. Liften wir den Weg 4 auf
den Uberlagerungsraum R, so liegen auf f~! (%) Zykeln aus Urbildern von sq. Diese Zykeln
bestimmen eine Permutation von F'(R). Die Fundamentalgruppe 7 (S, sg) besitzt so fiir
jede Uberlagerung f : R — S eine Permutationsdarstellung auf der Menge F (R).

Die profinite Vervollstdndigung ﬁi()p (S, s9) der Fundamentalgruppe 148t sich dariiber ab-
strakt charakterisieren. Sei 7 eine topologische Gruppe, dann bezeichnen wir mit € (7) die
Kategorie der endlichen Mengen mit einer stetigen m-Operation. Es gilt:

Es gibt genau eine profinite Gruppe 7, so dass F eine Aquivalenz zwi-
schen der Kategorie € und der Kategorie € (1) ist.

Fine solche profinite Gruppe existiert in jeder Galois-Kategorie. Eine Galois-Kategorie €
enthilt zwei wichtige Strukturen, Faserprodukte und Quotienten unter Automorphismen
(fiir Details sieche [SGA1, Mur]). Zudem gibt es einen Fundamentalfunktor F' : € — €ns
in die Kategorie der Mengen, der die Struktur von € erhélt.

In der algebraischen Geometrie entsprechen étale Morphismen den unverzweigten Uber-
lagerungen aus der Topologie. Die étalen Uberlagerungen einer Varietiit X bilden ei-
ne Galois-Kategorie [SGA1, Mur], wobei wir bei der Definition des Fundamentalfunk-
tors einen geometrischen Punkt xy auswéihlen miissen. Die zugehorige profinite Gruppe
m1 (X, 29) heifit algebraische Fundamentalgruppe von X. Die Isomorphieklasse der Funda-



viii EINLEITUNG

mentalgruppe ist unabhéngig von der Wahl des Basispunktes. Wir verzichten deshalb von
nun an darauf, den Basispunkt mit anzugeben.

Fiir eine Varietdt X iiber C ist die algebraische Fundamentalgruppe isomorph zur pro-
finiten Vervollstéindigung der topologischen Fundamentalgruppe das analytischen Raum-
es X", Dies ist eine Folgerung aus dem Verallgemeinerten Riemannschen Existenzsatz
[SGAL, H]. In voller Allgemeinheit lautet dieser:

Satz: Sei X ein normales Schema von endlichem Typ tber C. Sei Y ein
normaler komplex analytischer Raum und g : Y — X" eine endlicher Mor-
phismus. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normales Schema Y und einen
endlichen Morphismus f:Y — X, so dass Y*" ~ Y und f* = g.

Eine étale Uberlagerung f : Y — X einer komplexen Varietit X induziert eine unver-
zweigte Uberlagerung des analytischen Raumes X . Nach dem Verallgemeinerten Rie-
mannschen Existenzsatz ist die Galois-Kategorie der topologischen Uberlagerungen von
X squivalent zur Galois-Kategorie der étalen Uberlagerungen von X. Also ist die profi-
nite Vervollstdndigung fr?p (X") isomorph zur algebraischen Fundamentalgruppe 7 (X).
In [SGA1] wird ebenfalls bewiesen, dass die algebraische Fundamentalgruppe einer Variet ét
invariant unter Korpererweiterungen algebraisch abgeschlossener Korper ist. Sei X@ eine
Varietét iiber dem algebraischen Abschluss von Q und X¢ = Xgxg SpecC die zugehorige
komplexe Varietdt. Dann ist

™ (Xg) ~ m (Xc) ~ #17F (X).

Damit ist jeder topologischen Uberlagerung g : ) — X" also eine étale Uberlagerung
[+ Yg — Xg zugeordnet. Daraus folgt eine Richtung des Satzes von Belyi. Da P!\ {0,1, 00}
tiber QQ definiert ist, gibt es zu jeder endlichen Uberlagerung eine iiber Q definierte Kurve
mit dem entsprechenden Uberlagerungsmorphismus.

Die Operation von Gal (@/ Q) auf Ys liefert eine Varietit Yé , die nun Xé étal iiberlagert.
Interessant wird es, falls X% ~ X, da die Galoisgruppe dann auf den Uberlagerungen
operiert. Sei X ein Schema iiber Q, so dass X@ = X X@ SpecQ eine Varietiit iiber Q ist.
Dann ist folgende Sequenz von Grothendieck exakt:

1—m <X@) — m (X) = Gal (Q/Q) — 1.

Die Sequenz beschreibt die Operation von Gal (@/ Q) auf den étalen Uberlagerungen der
Varietét X@.
Allgemein erhélt man aus einer kurzen exakten Sequenz von Gruppen

1-N—-G5T -1,
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einen Homomorphismus R von I' in die Gruppe der dufleren Automorphismen Out (N) :=
Aut (N) /Inn (N) von N. Sei dazu ¢’ € T' und 0 € G mit r (0) = ¢’. Dann definieren wir
R:T — Out (N) durch die Vorschrift:

R (0/) x:=oxo !

fir alle € N. Da N ein Normalteiler ist, gilt cxo~! € N. Wihlen wir einen anderen
Lift & von ¢/, dann #ndert sich die Wirkung nur um einen inneren Automorphismus. Der
Homomorphismus R ist also wohldefiniert.

In der Sequenz finden wir nun auch die Operation der absoluten Galoisgruppe auf den
Uberlagerungen von P\ {0, 1,00} wieder. Wie wir bereits geschen haben, gilt

™ (P}@\{o, 1,oo}> ~ my (PE\{0,1,00}) ~ # (P1\{0,1,00}) .

Damit erhalten wir einen Homomorphismus R von der absoluten Galoisgruppe Gal (@/ Q)
in Gruppe der dufleren Automorphismen der profiniten Vervollstdndigung der topologi-
schen Fundamentalgruppe ﬁ'i()p (Pl\{O, 1, oo}) Dies ist die abstrakte Beschreibung dessen,
was wir anhand des Satzes von Belyi iiber die Wirkung von Korperautomorphismen auf
Uberlagerungen festgestellt hatten.

In der ,,Esquisse d’un Programme“ beschreibt Grothendieck, welche Bedeutung er der
Untersuchung dieser Operation der absoluten Galoisgruppe beimifit [G].

Parmi ces multiplicités modulaires, ce sont celles de Mumford-Deligne
pour les courbes algébriques ,stables“ de genre g, a v points marqués,
que je note Mg,,, (compactification de la multiplicité ,ouverte“ Mg,
correspondant aux courbes lisses), qui depuis quelques deux ou trois
années ont exercé sur moi une fascination particuliere, plus forte peut-
étre qu’aucun autre objet mathématique a ce jour. A vrai dire, il s’agit
plutot du systeme de toutes les multiplicités M, pour g,v variables,
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liées entre elles par un certain nombre d’opérations fondamentales
(telles les opérations de ,bouchage de trous“ i.e. de ,gommage“ de
points marqués, celle de ,recollement®, et les opérations inverses),
qui sont le reflet en géométrie algébrique absolue de caractéristique
zéro (pour le moment) d’opérations géométriques familiéres du point
de vue de la ,chirurgie“ topologique ou conforme des surfaces. La
principale raison sans doute de cette fascination, c’est que cette
structure géométrique trés riche sur le systéme des multiplicités
modulaires ,ouvertes® Mg, se réflete par une structure analogue
sur les groupoides fondamentaux correspondants, les ,groupoides de
Teichmiiller“ Tg,,,, et que ces opérations au niveau des Tg,u ont un
caractére suffisamment intrinseque pour que le groupe de Galois T’
de Q/Q opére sur toute cette ,tour® de groupoides de Teichmiiller,
en respectant toutes ces structures. Chose plus extraordinaire encore,
cette opération est fidéle - a vrai dire, elle est fidéle déja sur le premier
Létage“ non trivial de cette tour, a savoir T 04 - ce qui signifie aussi,
essentiellement, que Daction extérieure de I' sur le groupe fondamen-
tal mo3 de la droite projective standard P! sur Q, privée des trois
points 0,1,00, est déja fidéle. Ainsi le groupe de Galois T" se réalise

comme un groupe d’automorphismes d’un groupe profini des plus

concrets, respectant d’ailleurs certaines structures essentielles de ce

groupe.

Der Verweis auf den vollen ,, Teichmiiller Turm“ legt nahe, die endlichen Uberlagerungen
der Modulrdume M, , im Hinblick auf die Operation der absoluten Galoisgruppe zu un-
tersuchen, siche auch [HS].

Bis auf den Satz von Belyi gelten alle S#tze nicht nur fiir algebraische Kurven, sondern
ganz allgemein fiir Varietdten. Die Modulrdume M, ,, sind von der Dimension n — 3 und
iiber Q definiert. Es gilt:

Sei Y eine n-dimensionale komplere Varietit und f : Y — Mg 43 ein endli-
cher étaler Morphismus, dann ist Y dber Q definiert.

Das folgt wieder direkt aus der Invarianz der Fundamentalgruppe unter Erweiterungen
des Konstantenkorpers. Mit dem Verallgemeinerten Riemannschen Existenzsatz liefle sich
auch die Korrespondenz zu topologischen Uberlagerungen des analytischen Raumes MG,
ableiten. Da beide Satze jedoch schwer zugénglich sind, fithren wir in dieser Arbeit einen

neuen unabhéngigen Beweis fiir folgenden Satz:
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Satz: Sei X eine projektive nicht-singulire Varietit iber C und X eine offene
Untervarietit von X. Sowohl X als auch X seien iiber Q definiert und die to-
pologische Fundamentalgruppe von X (C) endlich erzeugt. Sei Y eine Varietit
und f 1Y — X ein endlicher Morphismus. Ist f étal iber X, dann ist Y tiber
einem Zahlkorper definiert.

Fiir die Modulrdume Mg 43 beziehen wir also eine geeignete Kompaktifizierung Mo 43
in die Betrachtung mit ein. Der Vorteil besteht darin, dass wir dann in der Kategorie der
projektiven Varietdten arbeiten. Hier reicht der Satz von Chow, um sowohl algebraische

als auch analytische Methoden anwenden zu kénnen.

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei all jenen bedanken, die zum Zustandekommen dieser
Arbeit beigetragen haben.

Professor Jiirgen Wolfart danke ich fiir die Einfithrung in das Thema und fortw&hrende
Unterstiitzung bei der Entstehung dieser Arbeit. Auch konnte ich sehr von dem inter-
nationalen Umfeld seiner Arbeitsgruppe profitieren. Hier mochte ich auch gleich meinen
Dank an Professor Hironori Shiga und Professor Kenichi Sugiyama aus Chiba, sowie Pro-
fessor Makoto Namba aus Osaka ausdriicken, die mir wihrend eines zweimonatigen von
der JSPS (Japan Society for the Promotion of Sciences) unterstiitzten Japanaufenthaltes
sehr geholfen haben.

Ich mo6chte mich herzlich bei Professor Joachim Weidmann und Professor Hans Peter
Schlickewei bedanken, fiir die ich wihrend meiner Promotionszeit arbeiten durfte.
Anregende Diskussionen fiihrte ich mit Kenji Koike, Ernesto Girondo, Hessel Posthuma,
Manfred Streit und Jorn Steuding, die zusammen mit Professor Jiirgen Wolfart und Profes-
sor Wolfgang Schwarz eine lebendige Arbeitsgruppe Algebra und Zahlentheorie bildeten,
in der ich mich immer wohlgefiihlt habe. Ich danke den Professoren Ramiinas Garunkstis
und Artaras Dubickas, wie auch allen anderen Professoren der Partneruniversitit in Vil-
nius, fiir ihre Gastfreundlichkeit wihrend eines dreiwtchigen Forschungsaufenthalts.
Besonders bedanken méchte ich mich bei Matthias Schork, der trotz ungewohntem Thema
weiter viel mit mir diskutierte und schliellich die Arbeit Korrektur gelesen hat.

Ich danke auch meinen Eltern fiir ihre fortwihrende Unterstiitzung. Zuletzt danke ich
meiner Frau Annegret, die wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.



xii

EINLEITUNG



Kapitel 1

Varietiten und analytische Riume

In diesem Kapitel beschreiben wir den Zusammenhang zwischen der Kategorie der komplex
algebraischen Varietéiten und der Kategorie der komplex analytischen Réaume. Wir erinnern
zunéchst an die Definition eines lokal geringten Raumes und definieren dann die beiden
Kategorien. Danach erklidren wir, wie der Funktor ()*" jeder Varietét einen analytischen
Raum zuordnet und diskutieren das Verh&ltnis zwischen den Kategorien.

Im vierten Abschnitt wenden wir uns den Uberlagerungen analytischer Réaume zu. Wir
erlautern zwei Eigenschaften, die fiir die Arbeit von fundamentaler Bedeutung sind:

e Jede unverzweigte Uberlagerung eines dichten Teilraums 148t sich eindeutig zu einer

verzweigten Uberlagerung fortsetzen.

e Jeder endliche Uberlagerungsraum eines projektiven analytischen Raumes ist selbst

wieder projektiv und damit algebraisch.

Danach definieren wir étale Uberlagerungen algebraischer Varietéiten und beweisen schlief3-
lich die Aquivalenz zwischen algebraischen und analytischen Uberlagerungen von projek-

tiven komplexen Varietéten.

1.1 Lokal geringte Riume

Die Objekte der Kategorie der algebraischen Varietédten sind, wie auch die Objekt der
Kategorie der analytischer Rdume, lokal geringte Réume.

Definition 1.1. Ein geringter Raum (X,Ox) ist eine topologischer Raum X mit einer
Garbe von Ringen Ox. Ein Morphismus von geringten Rdumen

(f, f : (Y, 0y) — (X,0x)

1
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ist eine stetige Abbildung f : Y — X mit einem Ringmorphismus f*: Ox — f, (Oy) von
der Garbe Oy in die direkte Bildgarbe f. (Oy) von Oy auf X.

Ein lokal geringter Raum ist ein geringter Raum, dessen Halme lokale Ringe sind und
ein Morphismus zwischen lokal geringten Riéumen hat die Eigenschaft, dass das Bild des
maximalen Ideals von Oy unter ff im maximalen Ideal von f, (Ox) enthalten ist.

Ein lokal geringter Raum heifit reduziert, falls die lokalen Ringe der Halme keine nil-
potenten Elemente besitzen.

1.1.1 Klassische algebraische Varietiten

Unser erstes Beispiel lokal geringter Réume sind die klassischen komplex algebraischen
Varietédten. Diese setzen sich lokal aus affinen Varietéiten zusammen. Wir wiederholen
kurz, wie diese definiert werden. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung siche [Mum] oder

[Shafa].
Eine algebraische Menge in C" ist die Nullstellenmenge

V(fiyeoosfm)={2€C"| fi(z)=... = fm(2) =0}

einer endlichen Anzahl von Polynomen f; € C[z] = C]lz,...,2,]. Die Einschréinkung
eines Polynoms f € C|[z]| auf V definiert eine reguldre Funktion f : V' — C. Der affine
Koordinatenring von V' ist die Algebra C[V] = C|z] /I (V'), wobei I (V) das Radikal
V/(f1,--., fm) des von den f; erzeugten Ideals ist. Die algebraischen Mengen bilden die
Familie der abgeschlossenen Mengen der Zariski- Topologie auf C™ und die Relativtopologie
liefert eine Topologie auf V.

Eine algebraische Menge V' heifit irreduzibel, falls es auf V' keine zwei disjunkte, nichtleere
offene Mengen gibt. In diesem Fall ist ihr affiner Koordinatenring ein Integritétsbereich
und der Quotientenkérper C (V') heiit Funktionenkérper von V. Die Elemente von C (V)
sind rationale Funktionen, das sind Aquivalenzklassen f/g von Polynomen mit g & I (V)
und f1/g91 ~ fa2/go falls figo — fog1 € I (V). Eine rationale Funktion ¢ € C (V) heift
reguldr im Punkt x € V| falls es eine offene Umgebung U von x in V' gibt, so dass ¢ = f/g
auf U mit f,g € C[V] und g(z) # 0 fiir alle z € U. Eine in allen Punkten regulére
Funktion ist ein Element des Koordinatenringes C [V].

Ordnen wir jeder offenen Teilmenge U von V den Ring der rationalen, auf U iiberall
regulédren Funktionen zu, so erhalten wir eine Garbe Oy von Ringen, die Strukturgarbe von
V. Eine affine Varietit ist ein geringter Raum (V, Oy ), bestehend aus einer irreduziblen
algebraischen Menge und ihrer Strukturgarbe.

Die algebraische Struktur der Morphismen affiner Varietédten 1é3t sich leicht beschreiben.
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Ein Morphismus affiner Varietéiten ist eine reguldre Abbildung f : V43 — Vs zwischen
den algebraischen Mengen V; C C™ und Vo C C™, also ein m-Tupel regulérer Funktionen
fir-o s fm €CVAmit f (a) = (f1(a),..., fm (a)) € Vs fiir alle a € Vi. Aquivalent dazu ist
der Ringhomomorphismus f* : C[V,] — C[V;], der die Koordinatenfunktionen z; € C [V3]
auf die Funktionen f; € C[V;] abbildet. Es gilt:

Die Kategorie der affinen Varietdten ist dquivalent zur Kategorie der
tiber C endlich erzeugten nullteilerfreien Ringe mit C-Homomorphismen.

Klassische algebraische Varietéiten setzen sich lokal aus affinen Varietéten zusammen.
Definition 1.2. Ein geringter Raum (X, Ox) ist eine klassische algebraische Varietdt,

e falls X von endlich vielen offenen dichten Teilmengen V; iiberdeckt wird, so dass die

(Vi, Ox |v;) isomorph zu affinen Varietdten sind, und

e X separiert ist. D.h. das Bild von X ist unter der Abbildung
A = (id,id) : X — X x X abgeschlossen in X x X.

Die Halme von affinen Varietéiten sind lokale Ringe und die Morphismen respektieren

die maximalen Ideale. Damit sind klassische algebraische Varietédten stets lokal geringte
Réume.
Alle Konstruktionen lassen sich nicht nur iiber C, sondern mit jedem algebraisch ab-
geschlossenen Korper k durchfithren. Die Quotientenkérper der Koordinatenringe einer
affinen offenen Teilmenge einer klassischen algebraischen Varietdt X sind isomorph und
definieren den Funktionenkdrper k (X) der Varietit (X, Ox).

1.1.2 Abstrakte Varietiten

Die Kategorie der klassischen algebraischen Varietdten 1d8t sich auch in der Sprache der
Schemata charakterisieren. Dieser Zugang bietet im Zusammenhang mit dem Definitions-
und dem Modulkérper von Varietéten einige Vorteile, auf die wir spéter nicht verzichten
wollen. Eine Schema ist wieder ein lokal geringter Raum, der sich lokal aus affinen Schema-
ta zusammensetzt. Ausfiihrlich wird das Folgende in der Standardliteratur [H, Mum, Shafa]
behandelt.

Jedem kommutativen Ring A mit Eins konnen wir einen topologischen Raum Spec A zu-
ordnen. Die Punkte von Spec A sind die Primideale von A. Die abgeschlossenen Mengen
von Spec A sind von der Form

V(a)={p € Spec A | a C p}
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wobei a eine beliebiges Ideal von A ist. Die abgeschlossenen Mengen erzeugen die Zariski-
Topologie auf X = Spec A. Ist f € A, so heifit

Xy :=SpecA—V ((f)) =SpecAy

eine ausgezeichnete offene Teilmenge. (Erinnerung: Ist S eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge von A, so erhalten wir iiber Aquivalenzklassenbildung den Ring Ag = S~'A.
Beispiele hierfiir sind Ay mit S = {f"|n € N} und A, mit S = A\p.) Wir ordnen
X = Spec A eine Garbe von Ringen Ox wie folgt zu: Der Ring der globalen Schnitte
Ox (X) ist gerade A selbst und auf den ausgezeichneten offenen Mengen X ; ist Ox (X5) =
Ayp. Ist Xy, C Xy, so ist eine Potenz von g ein Vielfaches von f und die Lokalisierung
Ay — Aypy = Ay liefert den Einschrinkungsmorphismus resy, x, : Ox (Xy) — Ox (Xy).
Hieraus 1d8t sich die Strukturgarbe Ox konstruieren. Die Halme der Garbe (X, Ox) von
X sind lokale Ringe.

Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum, der isomorph zu Spec A eines kommutati-
ven Ringes A mit Eins und seiner Strukturgarbe ist. Die affinen Schemata verallgemeinern
die klassische Aquivalenz von Kategorien

endlich erzeugte, nullteilerfreie Ringe
{ affine Varietiten } <« iiber einem algebraisch abgeschlossen Korper k,
k-Algebrenhomomorphismen

! !

{ affine Schemata } «— { kommutative Ringe mit Eins, Ringhomomorphismen }

Definition 1.3. Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox), in dem jeder Punkt
eine offene Umgebung U besitzt, so dass (U, Ox |v) ein affines Schema ist.

Ein Schema heifit ganz, falls Ox (U) fiir alle offenen Teilmengen U C X ein Integritéts-
bereich ist. Ein Schema ist genau dann ganz, wenn es irreduzibel und reduziert ist.
Wir beschreiben nun, wie wir die Kategorie der klassischen Varietéten in der Kategorie
der Schemata wiederfinden. Hierzu betrachten wir nicht ldnger nur einzelne Schemata,
sondern Schemata mit einem Morphismus in ein Basisschema.

Definition 1.4. Sei S ein Schema. Ein Schema tiber S oder S-Schema ist ein Schema
X mit einem Morphismus X — S. Sind X und Y Schemata iiber S, dann ist ein S-

Morphismus ein Morphismus f : X — Y, der mit den Morphismen nach S kommutiert.

Die S-Schemata mit S-Morphismen bilden Unterkategorien der Kategorie der Schema-
ta. In dieser Kategorie gibt es ein Produkt.
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Definition 1.5. Seien X und Y zwei S-Schemata. Ein Tripel (X xgY,p,q) heifit Faser-
produkt von X und Y iiber S, falls

e X XgY ein S-Schema ist,
e p: X XxgY —-Xund ¢g: X xXgY — Y S-Morphismen sind und
e fiir alle S-Schemata T die natiirliche Abbildung

Homg (T, X xsY) — Homg (7, X) x Homg (T,Y)
g (Pop.goy)
eine Bijektion ist.

Abstrakte Varietédten sollen die FEigenschaften einer Mannigfaltikeit besitzen. Da die
Zariski-Topologie nicht hausdorffsch ist, miissen wir diese Eigenschaft durch eine alge-
braische Bedingung ersetzen. In der Definition von klassischen algebraischen Varietéten
entspricht das der Forderung, dass die Varietét separiert, also die Diagonalabbildung ab-
geschlossen ist. In die Sprache der Schemata verallgemeinert sich diese wie folgt: Ist S
ein affines Schema Spec B, so ist das diagonale Unterschema A C X Xgpec g X auf einer
affinen Teilmenge Spec A X gpec B Spec A C X Xgpec B X durch das von den Elementen

a®R1l—-1xac AR A

erzeugte Ideal gegeben. Ist A ein abgeschlossenes Unterschema von X Xgpecz X, so heifit
das Schema X separiert. Wir wollen auch noch fordern, dass Varietéten endlich-dimensional
sind. Dazu dient folgender Begriff:

Definition 1.6. Ein Morphismus f : X — S heifit von endlichem Typ, falls es eine
Uberdeckung {V,} von S mit offenen affinen Teilmengen V, = Spec B, gibt, so dass
ft (Vo) von endlich vielen offenen affinen Teilmengen U, ; = Spec A,,; tiberdeckt wird,
wobei die A, ; endlich erzeugte B,-Algebren sind.

Nun sind wir bereit, abstrakte Varietédten zu definieren.

Definition 1.7. Eine abstrakte Varietdt ist ein ganzes separiertes Schema X von endli-
chem Typ iiber einem algebraisch abgeschlossen Korper k. Der Morphismus p : X — Speck
von endlichem Typ heifit Strukturmorphismus.

Die klassischen Varietdten und die abstrakten Varietidten beschreiben dieselben ma-
thematischen Objekte.
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Satz 1.8. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann gibt es eine Aquivalenz von

Kategorien zwischen:

e der Kategorie der ganzen separierten Schemata von endlichem Typ diber k mit k-

Morphismen und

o der Kategorie der klassischen algebraischen Varietdten iiber k und deren Morphis-
men.

1.1.3 Analytische Rdume

Die Bausteine komplex algebraischer Varietéten sind die algebraischen Mengen, also Un-
terrdume des C", versehen mit der Zariski-Topologie. Wihlen wir stattdessen die gewdhn-
liche euklidische Topologie auf Teilmengen des C™ als Ausgangspunkt so erhalten wir
analytische Rdume.

Sei C™ mit der euklidschen Topologie versehen. Eine Basis der Topologie besteht aus den
Polyscheiben vom Radius € = (e1,...,¢&n)

AZ,E = {Z ceC": |zl-—al-| < 82‘}.

Eine auf einer offenen Umgebung U, von a € C" definierte komplexwertige Funktion f
heiit holomorph oder analytisch in a, falls es eine Polyscheibe Ap_ C U, gibt, in der f
durch eine Potenzreihe der Form

f(Z):an(Z—a)a,

a>0

mit Multi-Index o = (v, ..., ) beschrieben wird.
Zu einem Gebiet W C C™ assoziieren wir einen geringten Raum (W, Hyy) mit der Struk-
turgarbe Hy der holomorphen Funktionen auf W.

e Ein geringter Raum (X, H x) ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, falls X hausdorffsch
mit abzéhlbarer Basis der Topologie ist und jeder Punkt z € X eine offene Umgebung
U besitzt, so dass (U, Hy) isomorph zum geringten Raum (W, Hy) eines Gebiets
W c C" ist.

e Sei B C C" ein offener Ball, sowie X C B die Nullstellenmenge von holomorphen
Funktionen {f;},.; auf B und Hx = Hp/Z, wobei Z die von den f; als Hp-Modul
erzeugte Untergarbe von H p ist. Dann heifit (X, H x) eine abgeschlossene analytische
Menge von B.
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e Sei X hausdorffsch mit abzéhlbarer Basis. Ein analytischer Raum ist eine geringter
Raum (X,Hx), der iiberall lokal isomorph zu einer abgeschlossenen analytischen

Menge ist.

1.2 Der Funktor ()"

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiéftigen, in welchem Verhéltnis komplex algebrai-
sche Varietéiten und analytischen Rdumen zueinander stehen. Der Ausgangspunkt dafiir
ist der Funktor ()", der jeder komplex algebraischen Varietéit einen analytischen Raum
zuordnet.

Eine algebraische Teilmenge V von C" ist natiirlich auch eine analytische Menge und es
gibt einen Morphismus geringter Rdume

(V(C),H) = (V,0),

wobei V (C) der topologische Raum bestehend aus der Menge der komplexen Punkte von
V versehen mit der euklidschen Topologie ist. Ganz allgemein gilt (siche [SGA1]):

Sei X ein Schema von (lokal) endlichem Typ iiber C und sei ® der Funktor von der
Kategorie der analytischen Rdume in die Kategorie der Mengen, der einem analytischen
Raum X die Menge der Morphismen Hom¢ (X, X) geringter Réume mit der Struktur von
C-Algebren zuordnet.

Proposition 1.9. Der Funktor ® ist durch einen analytischen Raum X" und einen
Morphismus ¢ : X — X darstellbar, d.h. Homc (X, X") = Homc (X, X).

Sei X (C) der topologische Raum von X, dann induziert ¢ eine Bijektion von X (C) in
die Menge der C-wertigen abgeschlossenen Punkte von X.

Ist X eine algebraische Varietit, so konstruieren wir den analytischen Raum wie folgt:
Sei X = |JX; eine Uberdeckung mit offenen affinen Teilmengen X;. Fiir jedes 4 erhalten
wir eine analytische Menge (X; (C),H;) und einen Morphismus

(Xi ((C) vHi) - (XZ‘, Oi) .

Diese Abbildung ist kanonisch, da je zwei Darstellungen einer affinen Teilmenge durch
eine bireguldre Abbildung verbunden sind. Diese setzt sich dann zu einer biholomorphen
Abbildung der zugeordneten analytischen Mengen fort. Dies gilt auch fiir die Schnittmen-
gen der affinen Teilmengen. Durch Zusammenkleben erhalten einen analytischen Raum
X = (X (C),H) und einen Morphismus

(X(C),H) = (X,0).



8 KAPITEL 1. VARIETATEN UND ANALYTISCHE RAUME

Die Zuordnung X — X ist funktoriell, d.h. ein Morphismus f : X — Y definiert einen
Morphismus f%" : X" — Y% in der Kategorie der analytischen Raume.

Ein lokal geringter Raum heifit normal, wenn die lokalen Ringe der Halme normal sind,
d.h. ganz abgeschlossen in ihrem Quotientenkorper. Die Eigenschaften ,reduziert und
ynormal® bleiben unter dem Funktor ()*" erhalten.

Ein Punkt x € X eines reduzierten analytischen Raumes (X, H x) heifit nicht-singuldrer
Punkt, falls es eine Umgebung von x gibt, die eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Eine Va-
rietdt ist nicht-singulér, falls ihr zugeordneter analytische Raum eine Mannigfaltigkeit ist.
Die Menge der singuldren Punkte eines normalen analytischen Raumes hat Kodimension
> 2.

Der Funktor ()* ist keine Aquivalenz von Kategorien. Die folgenden drei Fragen illustrie-

ren die Problematik:
e Ist jede komplexe Mannigfaltigkeit von der Form X "7
e Ist jede holomorphe Abbildung ¢ : X" — Y% vyon der Form f%"?

e Sind X" und Y isomorph als komplexe Mannigfaltigkeiten, folgt dann, dass X

und Y (sofern sie existieren) isomorph als algebraische Varietéten sind?

Wihrend die Aussagen im eindimensionalen noch alle richtig sind, so sind sie im allgemei-
nen alle falsch. So gibt es z.B. Gitter I, so dass der komplexe Torus C"/T" nicht algebraisch
ist. Schrénken wir uns jedoch auf die Kategorie der projektiven Varietéten ein, so gilt [GA]:

Satz 1.10. (Chow): Jeder kompakte analytische Unterraum von Pg ist algebraisch.

In diesem Fall lassen sich auch alle anderen Fragen mit ja beantworten. Es gilt: Jede
holomorphe Abbildung zwischen den analytischen Réumen einer projektiven Varietét ist
algebraisch. Ist ¢ : X — X' eine algebraische Abbildung zwischen Varietiten, die ana-
lytisch ein Isomorphismus ist, dann ist ¢ auch ein algebraischer Isomorphismus. Damit
erhalten wir also eine Aquivalenz zwischen projektiven komplexen Varietéiten und projek-
tiven analytischen R&umen.

1.3 Modelle eines Funktionenkorpers

Bei der Klassifikation von Varietdten interessieren wir uns vor allem fiir den Funktio-
nenkorper. Die Quotientenkorper des Koordinatenringes der offenen affinen Teilmengen
einer Varietdt X stimmen iiberein und definieren den Funktionenkorper £ (X). Damit ist
also der Funktionenkorper von X gleich dem Funktionenkorper einer offenen Teilmenge
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U. Im allgemeinen sind X und U allerdings nicht isomorph, d.h. der Funktionenk&rper be-
stimmt nicht die Isomorphieklasse einer Varietéit. Wir sprechen deshalb von Modellen eines
Funktionenkorpers. Diese sind durch birationale Korrespondenzen miteinander verbunden.
Surjektive Abbildungen werden in diesem Zusammenhang durch dominante Morphismen
ersetzt. Ein Morphismus f : Y — X zwischen Varietédten heifit dominant, wenn das Bild
f(Y) dicht in X ist. In diesem Fall induziert f* eine Einbettung
kX)L k).

Der Morphismus ist birational, wenn f* ein Isomorphimus ist. In diesem Fall gibt es eine
nichtleere offene Teilmenge U C X, so dass f ein Isomorphismus zwischen f =1 (U) und U
ist.

Funktionenkorper vom Transzendenzgrad eins iiber C besitzen nur genau ein glattes kom-
paktes Modell. Im allgemeinen gibt es jedoch unendlich viele glatte Modelle, die durch Auf-
und Niederblasen von Punkten bzw. (—1)-Kurven ineinander iiberfiithrt werden. Beim Auf-
blasen ersetzen wir einen Punkt durch den projektiven Raum der Tangenten durch diesen
Punkt. Dies ist im zweidimensionalen eine (—1)-Kurve. Die Umkehrung dieses Prozesses

ist das Niederblasen.

1.4 Verzweigte Uberlagerungen

Wir erinnern nun an die Fortsetzbarkeit und lokale Struktur endlich verzweigter Uberla-
gerungen komplexer Mannigfaltigkeiten (siche [BPV] und [BHH]).

Eine Abbildung zwischen topologischen Raumen heifit eigentlich, falls das Urbild jeder
kompakten Menge wieder kompakt ist.

Definition 1.11. Eine verzweigte Uberlagerung einer komplexen Mannigfaltigkeit X ist
eine endliche surjektive eigentliche holomorphe Abbildung f : ¥ — X eines zusam-

menhéngenden normalen komplexen Raumes Y auf X.

Der Grad von f ist die Gesamtzahl der Blatter, die Verzweigungsordnung in y € Y die
Anzahl der in y zusammenfallenden Blétter. Unverzweigte Uberlagerungen sind genau die
endlichen topologischen Uberlagerungen von X. Eine Decktransformation von f ist eine
biholomorphe Abbildung ¢ : Y — Y mit f o p = f. Operiert die Gruppe der Decktrans-
formationen transitiv auf den Blittern, so heit f Galois- Uberlagerung.

Wir brauchen im iibrigen nicht zu fordern, dass der Uberlagerungsraum Y normal ist, da
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jede analytische verzweigte Uberlagerung eines normalen analytischen Raumes bereits nor-
mal ist. Der nichste Satz beschreibt, wie sich unverzweigte Uberlagerungen eines dichten

Teilraumes fortsetzen lassen.

Satz 1.12. o Sei f:Y — X eine Uberlagerung der komplexen Mannigfaltigkeit X .
Dann gibt es eine echte analytische Teilmenge Z von X, diber deren Komplement die
Funktion f eine unverzweigte Uberlagerung ist.

o Umgekehrt sei Z eine echte analytische Teilmenge der komplexen Mannigfaltigkeit X
und f Y — X\Z eine unverzweigte Uberlagerung. Dann gibt es bis auf Isomorphie
genau eine verzweigte Uberlagerung f Y — X, die f fortsetzt.

e Jede Decktransformation von f laft sich zu einer Decktransformation von f fortset-
zen und f ist eine Galois-Uberlagerung, falls f eine Galois- Uberlagerung ist.

Die lokale Struktur einer verzweigten Uberlagerung auBerhalb der Singularititen des

Verzweigungsortes beschreibt der folgende Satz.
Satz 1.13. Fiir eine Uberlagerung f : Y — X der komplezen Mannigfaltigkeit X gilt:

o Der Verzweigungsort Z ist eine 1-kodimensionale analytische Teilmenge von X oder

leer.

o Singularititen von Y konnen hdochstens tiber denen von Z liegen. Wenn f iny €Y
mit Ordnung n verzweigt ist und z = f (y) ein reguldrer Punkt von Z ist, dann gibt
es lokale Koordinaten (v1,...,vy) von'Y um y und (ui,...,uy) von X um z, so
dass f durch

n
Uy =01, ..., Upm—1 = Um—1, um:vm

beschrieben wird.

e Sei X eine Fldche und z ein gewdhnlicher Doppelpunkt von Z. Dann ist Y iny €
71 (2) genau dann nicht-singulir, wenn es lokale Koordinaten wie oben gibt, so dass
f die Form

1

uyp = vyt und ug = vy?

hat.

Wir zeigen noch, dass der Uberlagerungsraum Y projektiv ist, falls die Mannigfaltigkeit
X projektiv ist. Ein kompakter komplexer Raum Y ist projektiv, wenn es ein sehr amples
Linienbiindel £ auf Y gibt. Hierzu iiberpriifen wir folgendes Kriterium von Grauert [Grau,
Wav, BPV]:
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Satz 1.14. Sei Y ein kompakter komplexer Raum und L ein holomorphes Linienbiindel auf
Y. Das Linienbiindel L ist genau dann sehr ampel, wenn es fiir jede irreduzible analytische
Teilmenge A C Y ohne isolierte Punkte ein k gibt, so dass L% |4 einen nichttrivialen
Schnitt besitzt, der mindestens eine Nullstelle hat.

Sei X eine komplex analytische Untermannigfaltigkeit von IP’(]CV . Dann induziert das
triviale Linienbiindel € auf PV ein Linienbiindel F auf X. Zu jeder Hyperebene H in P"
finden wir einen Schnitt oy von £, dessen Nullstellen gerade der Schnitt von H und X ist.
Sei f:Y — X eine endliche verzweigte Uberlagerung, £ = F* der Pullback von F auf Y’
und A eine irreduzible analytische Teilmenge von Y ohne isolierte Punkte. Das Bild f (A)
ist ebenfalls eine analytische Teilmenge ohne isolierte Punkte, also insbesondere algebra-
isch. Eine generische Hyperebene H wird f (A) treffen, aber nicht komplett enthalten. Sei
s der Pullback des Schnitts o auf £ |4 iiber A. Dann hat s Nullstellen in A, verschwindet
jedoch nicht vollsténdig auf A. Also ist £ ein sehr amples Linienbiindel und Y projektiv.
Wir erhalten:

Satz 1.15. Sei f : Y — X eine endliche verzweigte Uberlagerung einer projektiven kom-
plexen Mannigfaltigkeit X. Dann ist Y ein normaler und projektiver komplexer Raum,

also insbesondere algebraisch.

1.5 Etale Morphismen

In diesem Abschnitt erldutern wir, welche Bedingungen ein algebraischer Morphismus
erfiillen muss, damit er eine topologische Uberlagerung in der Kategorie der komplexen
R&ume induziert.

Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann heifit M flach iiber A, falls der Funktor
N — M ®4 N exakt in 900 (A) ist. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, dann heifit B
flach iiber A, falls B flach als A-Modul ist.

Proposition 1.16. Ein Modul M ist genau dann flach iber A, falls My flach diber Ay fiir
alle p € Spec A.

Damit kénnen wir die Eigenschaft flach auf Morphismen von Schemata iibertragen.

Definition 1.17. Ein Morphismus f : Y — X ist flach im Punkt y € Y, falls der lokale
Homomorphismus Oy () x — Oyy flach ist, d.h. O, ist ein flacher Oy, -Modul.

Ist f : Y — X ein endlicher surjektiver Morphismus zwischen nicht-singuléren Va-
rietdten, so ist f flach ([H], S. 266). Allgemein garantiert die Eigenschaft ,flach“, dass die
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Dimensionen der Fasern des Morphismus f gleich sind.
Sei X ein Schema mit Strukturgarbe Ox und € X ein Punkt. Der Ring O, x ist lokal
mit maximalem Ideal m, x und k (z) bezeichne den Kérper O, x/m, x.

Definition 1.18. Seien X und Y zwei Schemata. Ein Morphismus f : ¥ — X von

endlichem Typ ist im Punkt y € Y unverzweigt, wenn
o f*(myq)) Oyy =my und
e k(y)/k(f(y)) eine endliche separable Korpererweiterung ist.

Ob ein Morphismus in einem Punkt unverzweigt ist, 1aft sich auch an der Faser des
Morphismus ablesen. Die Faser f~! (x) ist das Speck (x) Schema

fSpeck(f(a:)) : X xy Speck‘ (f (I‘)) - SpeCk (f (33)) .

Lemma 1.19. Ein Morphismus f :Y — X ist unverzweigt in y € Y genau dann, wenn

Jspeck(f(y)) unverzweigt ist.

Der Bildraum von fgpeck(f(z)) 1St ein Korper. In diesem Fall kénnen wir genauer cha-
rakterisieren, wann ein Morphismus unverzweigt ist (siche [Mur], S. 29):
Sei k ein Korper. Der Morphismus f : Spec A — Speck ist genau dann unverzweigt, wenn
A=@,_, K, wobei die K; endliche separable Erweiterungen von k sind. Damit sind die
Fasern eines im Punkt x unverzweigten Morphismus f von der Form Spec @;_, K;, wobei
die K; endliche separable Erweiterungen von k (f (x)) sind.

Definition 1.20. Ein Morphismus f : Y — X ist étale im Punkt y € Y, falls er sowohl

unverzweigt als auch flach ist.

Die Fasern iiber abgeschlossenen Punkten eines étalen Morphismus zwischen Varietéten
sind gerade endliche Mengen von reduzierten Punkten. Fiir den Funktionenkorper gilt
(siche [Mum], S. 177):

Proposition 1.21. Sei f : Y — X ein étaler Morphismus zwischen Varietdten. Dann ist

f dominant und k (Y') ist eine endliche separable Erweiterung von k (X).

Der Grad eines endlichen dominanten Morphismus f : Y — X zwischen Varietéten
ist der Grad der Korpererweiterung k (Y) /k (X). Den Zusammenhang zu topologischen
Uberlagerungen liefert folgende Proposition (siche [Mum], S. 182):
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Proposition 1.22. Seien X und Y Varietdten iber C und sei f :' Y — X ein Mor-
phismus. Seien X und Y die zugehdrigen analytischen Rdume und f** .Y — X"
die zugehdrige analytische Abbildung. Dann ist [ étale genau dann, wenn f%" ein lokaler
Isomorphismus ist.

Damit haben wir die algebraische Bedingung an Morphismen von Varietéiten gefunden,
die eine topologischer Uberlagerung der assoziierten analytischen Riume impliziert. Ist f
ein étaler Morphismus, so stimmt der Grad von f mit dem Grad von f°" {iberein.

1.6 Verzweigte Uberlagerungen von Varietiiten

Wir fassen nun all das zusammen, was wir iiber endliche verzweigte Uberlagerungen pro-
jektiver komplexer Varietiten aus den bisherigen Uberlegungen ableiten kionnen.

Definition 1.23. Sei X eine nichtsingulére Varietdt und Y ein normale Varietdt. Ein
endlicher surjektiver Morphismus f : Y — X heifit endliche verzweigte Uberlagerung von

X.

Ist X projektiv, so ist nach dem Satz von Grauert auch Y projektiv. Nun ist jeder
endliche Morphismus f*" eigentlich ([Brod], S. 162) und somit erhalten wir eine endliche
verzweigte Uberlagerung einer komplexen Mannigfaltigkeit. Nach Satz 1.12 gibt es eine
dichte Teilmenge X*"\Z C X%, so dass f" eingeschrénkt auf das Urbild von X%"\Z
unverzweigt ist. Also ist f eingeschrinkt auf das Urbild von X\ Z étale.

Es ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen verzweigten Uberlagerungen von Va-

rietiten und topologischen Uberlagerungen:

Proposition 1.24. Sei X eine komplexe, nicht-singulire, projektive Varietit und X eine
offene Untervarietit. Ist {17 : Y*P — X (C) eine endliche unverzweigte topologische Uber-
lagerung von X (C), dann gibt es eine projektive normale Varietit Y und eine Morphismus
f:Y — X, so dass die Einschrinkung von f™ auf Y (C) der gegebenen topologischen
Uberlagerung ft°P entsprichi.

Beweis. Die komplexe Struktur von X (C) induziert ein eindeutige komplexe Struktur auf
Y!P und nach Satz 1.12 kénnen wir die Uberlagerung eindeutig zu einer Uberlagerung
von X" fortsetzen. Damit erhalten wir eine endliche verzweigte Uberlagerung von analy-
tischen Réumen. Die Vervollstéindigung Y ist ein projektiver analytischer Raum, da X"
projektiv ist. Nach dem Satz von Chow ist dieser algebraisch, d.h. es gibt eine eindeutig
bestimmte algebraische Varietit Y und einen Morphismus f : Y — X, so dass f% gerade
die gegebene Uberlagerung ist.
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Y -------- — Y- — Y'top
f i i fan
! ! ft0p
Y ch
U U
X — X X (C)




Kapitel 2

Definitionskorper und
Modulkorper

Nachdem wir uns im letzten Kapitel hauptséchlich mit der analytischen Struktur komple-
xer Varietdten beschéftigt haben, wollen wir uns nun die algebraische Seite ndher ansehen.
Wir fithren zwei arithmetische Groflen komplexer Varietéten ein, den Definitionskorper
und den Modulkérper. Im Zusammenhang mit dem Modulkorper untersuchen wir die Rol-
le des Strukturmorphismus bei der Operation von Kérperautomorphismen o € Aut (C/Q)
auf komplexen Varietéten.

2.1 Der Definitionsko6rper

Zunichst fiihren wir Basiswechsel ein und legen die Notation fiir Faserprodukte fest, fiir
Details siehe [H] oder [EGA].

Seien X und Y zwei Schemata iiber S. Dann existiert das Faserprodukt X xg Y (siche
Definition 1.5) in der Kategorie der S-Schemata, sowie die zwei Projektionsmorphismen
p: X xgY - Xundp : X xgY — Y. Sei S — S ein Morphismus, dann verstehen
wir unter einem Basiswechsel den Wechsel in die Kategorie der S’-Schemata durch das

Diagramm
X — X XS S’
! l
S — S’

Seien S, S’ Schemata und f : X — Y ein Morphismus zwischen S-Schemata und S’ — S
ein Morphismus. Fiir den Basiswechsel schreiben wir Xg := X x5’ bzw. Yg :=Y x5 5’

15
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und fg : Xg — Yo fiir den Pullback des S-Morphismus f iiber S’. Ist S’ = Spec R
so kiirzen wir die Basiswechsel auch mit Xp ab. Basiswechsel sind transitiv, d.h. sind
S" — §" — S zwei Morphismen, so ist

(X x5 8) xg 8"~ X xg 8"
iiber S”.

Definition 2.1. Ein Varietdt p : X — Speck ist iiber einem Teilkérper K C k definiert,
falls es ein Schema X’ mit einem Morphismus p’ : X’ — Spec K gibt, so dass

X ~ X' xg Speck
iiber Speck.

Ist eine Varietéit X iiber einem Korper K definiert, so nennen wir K einen Defini-
tionskorper von X. Es gibt also nicht einen eindeutig bestimmten Definitionskorper, im
allgemeinen auch keinen ,kleinsten* Definitionskorper. Allerdings sind wir an mdoglichst
kleinen Definitionskorpern interessiert.

Fiir ein affines Schema Spec A gibt es auch eine Charaktersierung des Definitionskorpers
auf der Ebene der Algebra A. So ist Spec A iiber dem Koérper K definiert, falls fiir die
Algebra A gilt

A:(C[Xl,...,Xn]/(fl,...,fq) ~ (K[Xla---7Xn]/(gla---797")) XK (C,

wobei die Koeffizienten der Polynome g; aus K sind. Die Einbettung K < C spielt
hierbei eine wichtige Rolle, da sie beim Tensorprodukt die Struktur von C als K-Algebra
bestimmt. Darauf gehen wir gleich im Zusammenhang mit dem Modulkorper ausfiihrlicher
ein.

Komplexe Varietdten sind stets {iber einem Korper von endlichem Transzendenzgrad iiber
Q definiert. Es geniigt sogar eine endlich erzeugte Q-Algebra, um eine komplexe Varietiit
vollstéindig zu beschreiben. Fiir den Beweis dieser Aussage bendtigen wir eine Eigenschaft
von separierten Schemata (siehe [EGA], Chap. I, Prop. 5.3.6 4+ Cor. 5.3.8.):

Lemma 2.2. Sei X ein separiertes Schema diber einem affinen Schema S und seien U
und V affine offene Teilmengen von X. Dann ist auch der Schnitt U NV affin.

Die nun folgende Proposition spielt eine wichtige Rolle im n#chsten Kapitel. Die Be-
weismethode kénnen wir auch verwenden, um zu zeigen, dass Morphismen bereits iiber

endlich erzeugten Algebren definiert sind.
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Proposition 2.3. Sei X eine komplexe Varietit. Dann gibt es eine endlich erzeugte Q-
Algebra A und ein Schema X 4 von endlichem Typ iber A mit

X4 x4 SpecC ~ X.

Beweis. Sei p : X — SpecC der Strukturmorphismus der komplexen Varietit. Da p von
endlichem Typ ist, wird X durch eine endliche Menge affiner offener Teilmengen Spec A;
tiberdeckt, wobei die A; endlich erzeugte C-Algebren sind. Eine solche Algebra ist von der
Form A; = (C[Tl(i), e ,T,gf)] /I; mit einem endlich erzeugten Ideal I;. Diese Ideale I; sind also
durch endlich viele Polynome gegeben. Erweitern wir Q zunéchst mit den Koeffizienten all
dieser erzeugenden Polynome, so erhalten wir eine endlich erzeugte Q-Unteralgebra von C.
Um das Schema X vollstéandig zu beschreiben, miissen wir noch die Verklebemorphismen
an den Schnitten der offenen affinen Teilmengen Spec A; angeben. Nach dem Lemma
sind aber die Schnitte selbst wieder affin und kénnen samt ihrer Einbettungen in die
Spec A; wieder durch endlich viele Polynome beschrieben werden. Erweitern wir mit den
Koeffizienten dieser Polynome, so erhalten wir eine endlich erzeugte Q-Algebra A, iiber
der X bereits vollstédndig gegeben ist. U

Ist ein Schema iiber einem affinen Schema separiert, dann reichen endliche viele Polyno-
me zur Beschreibung aus. Entsprechendes gilt auch fiir die Morphismen in der zugehorigen
Kategorie.

2.2 Der Modulkorper

Neben dem Definitionskorper interessieren wir uns fiir den Modulkorper einer komplexen
Varietéit. Dieser ist im Gegensatz zum Definitionskorper eindeutig bestimmt. Bevor wir
ihn definieren kénnen, miissen wir zunéichst die Operation der Automorphismengruppe
Aut (C) auf Varietéten einfithren.

Definition 2.4. Sei p : X — SpecC eine Varietdt und sei o € Aut (C). Dann induziert o
einen Morphismus & : SpecC — SpecC. Sei X7 die Varietdt bestehend aus dem Schema
X und dem Strukturmorphismus

p’=Gop: X -5 SpecC 2, SpecC.
Wir definieren die Operation von Aut (C) auf komplexen Varietéten als die Zuordnung;:

oy : X — X°.
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Obwohl den Varietédten X und X7 das gleiche Schema zugrunde liegt, sind X und X°

nicht isomorph in der Kategorie der C-Schemata. Das Diagramm

x M, xo
P\ a
SpecC

kommutiert nicht, d.h. die Identitét ist kein Morphismus in der Kategorie der C-Schemata.
Sei
U(X):={oc€Aut(C) | X ~ X}

die Untergruppe der o € Aut (C), die die Isomorphieklasse von X nicht verédndern.

Definition 2.5. Der Modulkdérper M (X) einer komplexen Varietét X ist der Fixkorper
von U (X).

Es ist offensichtlich, dass der Modulkorper einer Varietédt X in jedem Definitionskorper

von X enthalten ist.

2.2.1 Die Operation von Kérperautomorphismen auf affinen Varietiten

Auch wenn X und X als Varietidten nicht isomorph sind, so sind zumindest die Funk-
tionenkorper von X und X7 als Korper isomorph. Diese unterscheiden sich jedoch in der
Einbettung des Konstantenkorpers C, also in ihrer Struktur als C-Algebren.

Um die Operation von Aut (C) besser zu verstehen, wollen wir sie in den unterschiedlichen

Beschreibungen einer affinen Varietdt untersuchen. Gegeben sei

1. ein kommutativer, nullteilerfreier Ring A mit Eins, der als C-Algebra endlich erzeugt
ist,

2. die Nullstellenmenge V (f) eines Polynoms f € C[X1,...,X,] in C" mit
A~C[Xy,...,X,]/(f) und

3. das ganze, separierte Schema p : Spec A — SpecC von endlichem Typ iiber C.

Zunichst wollen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen Schema und Ring beschéftigen.
Der Strukturmorphismus p korrespondiert zu einem Ringmorphismus pf : C — A. Diese
Einbettung beschreibt gerade die Struktur von A als C-Algebra. Umgekehrt erhalten wir

den Strukturmorphimus durch die Zuordnung
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wobei - die Skalarmultiplikation in der Algebra ist. Der Autmorphismus operiert durch

Vorschalten des Automorphismus auf den Skalaren C, d.h. pg :c3C p—ﬁ> A. Den Ring A
mit Einbettung pg bezeichen wir mit A°.
Wir wollen uns nun iiberlegen, warum die Algebren A und A? nicht zu isomorphen Va-
rietdten gehtren miissen. Zunéchst einmal stellen wir fest, dass die Ringe wieder isomorph
sind, die Abbildung ist auch hier die Identitdt. Veréindert hat sich die Algebrenstruktur
der Ringe.
Beispiel 1: Das einfachste Beispiel ist die Algebra A = C[X]. Sie besitzt den Struktur-
morphismus

pl:C — A, pﬁ()\):/\-l.
und die Algebrenbasis {1, X }. Gleiches gilt fiir A7 mit b AN =0c(N\)-1.Seioy: A— A°
die Identitét in der Kategorie der Ringe. In der Algebrenstruktur verdndert sich nun etwas.
So ist

Asp'(a) X +p* (b)) =aX +b 7% aX +b=pk (07" (a)) X +p (071 (b)) € A”.

o

Trotzdem sind A und A7 auch als C-Algebren isomorph. Die C-lineare Zuordnung

¢ : Ling (1, X) — Ling (1, X),  p*(a) X +p* (b) — pf (a) X + pF, (b)
ist bijektiv und induziert einen Algebrenmorphismus A — A, wenn auch nicht langer die
Identitdt in der Kategorie der Ringe (hier ist: ¢ (aX +b) = o (a) X + o (b)). Das sieht
zunéchst eher trivial und verwirrend aus, wird aber im zweiten Beispiel deutlicher.
Beispiel 2: Sei A =C[X,Y]/ (f =Y?2 - X3+ Cg) und o (¢3) = ¢2. Als Basis der Algebra
withlen wir {1, X,Y} und p*(\) = X - 1, bzw. o (A\) = o (A) - 1. Dann ist A% isomorph
wu C[X,Y]/ (Y2 — X34+ C??) als C-Algebra mit der gewohnlichen Einbettung ohne Ga-
loistransformation. Im Ring gilt ja weiterhin Y2 — X3 + (3 = 0, in der Algebra ist dies nun
aber gerade p* (1) Y2 + pf (1) X3 + p* (¢3).
Die triviale C-lineare Abbildung ¢ : Linc (1, X,Y) — Linc (1, X,Y") aus dem vorherigen
Beispiel mit Vertauschung der Skalarmultiplikation ist kein Isomorphismus mehr, da

e (P ()Y2 = pF (1) X2 4 2 (G)) = ph (1) Y2 = 9 (1) XP 4 (Go)
=Y?2-X34+ ¢ #£0.
Trotzdem gibt es auch hier einen Algebrenisomorphismus. Es sei

1 — 1
P8 X - ()X
Y — JGY
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und die Skalarmultiplikation wie vorher vertauscht. Dann gilt:

0=¢ (P Y2~ F )X+ (&) =2t () (V&) 2t ) (@7 X) +25 ()
G (Y- X3+ ¢G) =0.

Beispiel 3: Ist die Varietit durch Y2 = X3 + X + (3 gegeben, dann funktioniert auch
diese Variablensubstitution nicht mehr. Man kann zeigen, dass die Algebren A und A¢

nicht isomorph sind

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen den maximalen Idealen Spec,,, A und der
Nullstellenmenge beschreiben. Ein abgeschlossener Punkt von Spec A ist durch die Werte
der rationalen Funktionen, also durch ein Auswertungsfunktional auf dem Koordinatenring
bestimmt. Sei f (a,b) = 0, dann ist (X —a) (Y —b) ein maximales Ideal in A. Diesem
entspricht ein abgeschlossener Punkt im affinen Schema Spec A. Auf dem Ring A wirkt
oy als Identitét, d.h.

oy : C[X,Y]/(f) = C7[X,Y]/(f)
(X—a)(Y =b)—(X—a)(Y —=D).

Die Identifizierung mit der Nullstellenmenge machen wir nur, falls die Einbettung C — A
gerade die Standardeinbettung ist. Da dies auf der rechten Seite nicht der Fall ist, gehen
wir zur isomorphen Algebra C[X,Y]/ (o7 (f)) iiber. Dabei werden alle Elemente von
A auf Polynome mit Koeffizienten o' abgebildet, d.h. das Bild von (X —a) (Y —b) ist
(X =o' (a)) (Y =0~ (b)). Und der zugehsrige Punkt ist (¢~ (a),o™! (b)).

Den Ubergang zur Algebra C[X,Y]/ (0_1 (f )) kénnen wir auch noch einmal ganz formal
nachrechnen.

Proposition 2.6. Sei X die abstrakte Varietit zur affinen Varietit V (f) € C™. Dann
ist die Varietit X gegeben durch die affine Varietit V (0_1 (f))

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es einen Isomorphismus ¢ der C-Schemata gibt, so dass

SpecC [X1,... X,/ (f) 2, SpecC [X1,... X,]/ (71 (f))
pl
SpecC P
o\

SpecC
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kommutiert. Der Strukturmorphismus p ist auf beiden Seiten durch die kanonische Inklu-
sioni: C — C[Xy,...,X,] bestimmt. Nun induziert o einen Algebrenhomomorphismus

G X0, X/ (07 () = C LK, Xl /()
> aiX] 4+ (07 () = Do (ai) X] +(f).
Der Morphismus v ist gerade der assoziierte Morphismus
¥ : SpecC [X1,...,X,]/(f) — SpecC [Xq,..., X,]/ (071 (f)) .

Dann kommutiert obiges Diagramm, da

CLC[Xl,...,Xn]/(a—l(f)) ﬂC[Xl,...,Xn]/(f); A=A+ L) —a(\)+(f)
CSCHCXy,. ., Xl ) (f); Ao (A) o () + (f)-

2.3 Einige Eigenschaften des Modulkorpers

Zunéchst zeigen wir, dass X7 ~ X fiir alle 0 € Aut (C), falls X tiber Q definiert ist. Wir
bendtigen dazu eine weitere Eigenschaft des Faserprodukts [H]:

Lemma 2.7. Seien X,Y,Y’ drei S Schemata und f : Y — Y’ ein Morphismus. Dann gibt
es einen Lift f, so dass folgendes Diagramm iiber S kommutiert:

X xgY S xx Y’
! !
y L Y.
Sei X ein Schema, iiber Q und & : Spec C — Spec C der Pullback eines Automorphismus
o € Aut (C). Dann ist & ein Morphismus iiber Spec Q und es existiert ein Lift & von &, so
dass folgendes Diagramm kommutiert:

X xqg SpecC RN X xg SpecC

L !
SpecC — SpecC
N\ /

SpecQ.
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Nach diesem Diagramm ist ¢ der Isomorphismus zwischen (X xg SpecC)? und
X xg SpecC.

Wir iiberpriifen nun noch zwei Eigenschaften der Menge
U(X):={o € Aut (C) | X7 ist isomorph zu X}.

Zunéchst iiberlegen wir, warum U (X) eine Untergruppe von Aut (C) ist. Diese Ubung
dient lediglich dazu, sich mit der Operation von Korperautomorphismen weiter anzu-
freunden. Ist X7 ~ X dann gibt es einen Isomorphismus f,, so dass folgendes Diagramm

kommutiert:

x I x

lp
lp SpecC
ST
SpecC.
Seien o,v € U (X), dann gilt
x I ox In x
Ip
lp SpecC
Lp v
SpecC
ST

SpecC

In der Diagonale finden wir (X*)? = X?°” ~ X also ist auch o o v € U (X). Das Inverse

o~ ! finden wir im Diagramm

X & X
Lp
lp SpecC
ST
SpecC
Lot
SpecC.

Also ist U (X) eine Untergruppe von Aut (C).
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Zuletzt widmen wir uns der Frage, welcher Zusammenhang zwischen U (X) und U (X %)
besteht, falls o, nicht in U (X) enthalten ist. Wir behaupten, dass die Stabilisatoren zu-
einander konjugiert sind:

Lemma 2.8. FEs gilt:
oo U (X))ot =U(X%).

«

Beweis. Sei v € U (X), dann ist (X¥)7 ~ X% Nun ist (X¥)7 = (X9)" mit v/ =
oaovoo,t Alsoist v/ € U (X°). Daraus folgt

oo U (X))ot CcU(X%).

Vertauschen wir die Rollen von X und X9« so folgt die Behauptung. O
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Kapitel 3

Heuristik zur Verallgemeinerung
des Satzes von Belyi

3.1 Der Satz von Belyi

Im letzten Kapitel haben wir bewiesen, dass eine Varietédt Y iiber einem Zahlkorper de-
finiert ist, falls sie eine endliche Uberlagerung einer iiber Q definierten projektiven nicht-
singuléren Varietdt X ist, die nur iiber einem rationalen Divisor D verzweigt. In Dimension
eins gibt es hierzu auch eine Umkehrung, den Satz von Belyi [B].

Satz 3.1. Eine komplexe Kurve Y ist genau dann tber einem Zahlkdrper definiert, wenn
es eine rationale Funktion 3:Y — P gibt, die nur iber den Punkten 0,1 und oo verzweigt.

Wir beschreiben kurz, wie sich eine Belyi-Funktion 3 finden l:i8t. Da Y iiber Q definiert

ist, gibt es eine Funktion, deren kritische Werte in Q liegen. Schalten wir die Minimal-
polynome der kritischen Werte als Funktionen dahinter, erhalten wir eine Funktion, die
nur noch iiber Q verzweigt. SchlieBlich reduziert ein Algorithmus die kritischen Werte auf
die drei Punkte 0,1 und oco. Ein Beweis von Satz 3.1 im Rahmen der in dieser Arbeit
verwendeten Sprache findet sich in [K].
Jede topologische Uberlagerung von P'\{0,1, 00} bestimmt eindeutig eine komplexe Kur-
ve Y. Das heifit, es gibt genau eine Kurve Y und eine Funktion 8 : Y — P!, so dass
die Einschrinkung von 3 auf das Urbild von P'\{0,1,00} die vorgegebene topologische
Uberlagerung ist. Wir konnen die iiber Q definierten Kurven nach dem Satz von Belyi in
der Form von Uberlagerung des P! untersuchen. Diese lassen sich leicht beschreiben, etwa
tiber die Monodromiegruppe oder bipartite Graphen, den Dessins d’Enfants. Wir verfolgen
folgendes Prinzip:
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Nutze die Beschreibung von topologischen Uberlagerungen,

um assoziierte algebraische Objekte zu studieren.
Dazu benétigen wir allerdings nicht notwendigerweise beide Richtungen des Satzes von
Belyi. Es reicht vielmehr die Tatsache, dass jede endliche topologische Uberlagerung des
analytischen Raumes einer Basisvarietdt X bereits eindeutig eine Varietédt Y bestimmt.
Dies ist aber fiir nicht-singulére projektive Varietéten X stets der Fall.
Es stellt sich die Frage, welche Basisvarietéit wir verwenden sollen, um die Kategorie der
iiber Q definierten Varietiiten als Uberlagerungen zu untersuchen. Jede iiber Q definier-
te Varietiit einer vorgegebenen Dimension sollte als Uberlagerung einer Basisvarietit X
auftreten. Wir suchen also einen geeigneten Raum fiir einen verallgemeinerten Satz von
Belyi. Dazu analysieren wir die Eigenschaften von X = P! und dem Verzweigungsort
L = {0,1,00} unter dem Aspekt einer Korrespondenz zwischen topologischen Uberlage-
rungen und algebraischen Korpererweitungen von Q. Wir stellen drei Eigenschaften fest:

e Der Funktionenkorper von X ist der rationale Funktionenkoérper C (2) = Q (z2) ® C,

also der kleinste Funktionenkorper in einer Variablen.

e Der Verzweigungsort L ist in folgendem Sinne rein topologisch charakterisiert:
L besitzt die Eigenschaft (F):
Sei M eine abgeschlossene Teilmenge des topologischen Raumes X P von Kodimen-
sion eins, dann gibt es einen algebraischen Automorphismus g von X, so dass g (M)
iiber Q definiert ist.

e Beziiglich (F) ist L maximal.

Die beiden letzten Eigenschaften folgen aus der Tatsache, dass die Automorphismengrup-
pe von P! dreifach transitiv wirkt. Das heifit, wir kénnen ein Tripel von Punkten immer
auf das Tripel {0,1, 00} abbilden. Fiir vier Punkte ist das nicht mehr méglich.

Als Heuristik zur Verallgemeinerung des Satzes von Belyi fordern wir:

Eine n-dimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Belyi sollte eine
nicht-singuldre projektive Basisvarietit X und einen Verzweigungsort L

mit folgenden Figenschaften besitzen:
e Der Funktionenkdrper von X ist Q(z1,...,2,) ® C.

e Der Verzweigungsort L ist topologisch charakterisiert, d.h. er be-
sitzt die Figenschaft (E).

e Beziiglich (E) ist L mazimal.
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Natiirlicher Kandidat fiir die Basisvarietét ist der projektive Raum P" mit Funktio-
nenkorper C(z1,. .., z,). Die Automorphismengruppe von P" operiert (n + 2)-fach tran-
sitiv auf Punkten in allgemeiner Lage [GH|. Der Verzweigungsort L sollte deshalb durch
n+2 Punkte bestimmt sein. Damit sind bereits alle Forderungen der Heuristik erfiillt. Nun
gibt es allerdings einige Moglichkeiten, eine Hyperfliche aus n + 2 Punkten zu gewinnen.
Wir kénnen die Punkte durch Hyperebenen, aber auch durch Kubiken, Quartiken, usw.
verbinden. Um die Komplexitit moglichst niedrig zu halten, fordern wir zusétzlich:

o Der Verzweigungsort L soll aus einer Konfiguration von Hyperebenen bestehen.

Zur Beschreibung des Verzweigungsdivisors sollen also lineare Gleichungen ausreichen. Wir
werden diese Forderung spéter noch diskutieren.

3.2 Konfigurationsriume von n geordneten Punkten auf P!

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Konfigurationsrdume X (n + 3) die Anforderun-
gen aus der Heuristik an den Grundraum eines verallgemeinerten Satzes von Belyi fiir die
Dimension n erfiillen.

Seien (x1, x2,x3) und (y1, Y2, y3) zwei Tripel von paarweise verschiedenen Punkten der Rie-
mannschen Sphire P'. Die Automorphismengruppe Aut (Pl) = PGL (2) operiert dreifach
transitiv auf den Punkten. Es gibt also einen Automorphismus ¢ von P!, so dass

(Y1,92,93) = (9 (21) , 9 (x2), 9 (x3)) .

Fiir mehr als drei Punkte ist das im allgemeinen nicht mehr méglich.
Sei A die Menge aller n-Tupel von Punkten aus P!, die mindestens zwei gleiche Eintrige

besitzen. Dann ist
n—mal

—_——
Xn]=P' x...xP'-A

die Menge aller n-Tupel aus verschiedenen Punkten des P'. Die Automorphismengruppe
PGL (2) operiert komponentenweise auf X [n]. Den Quotientenraum unter dieser Opera-
tion bezeichnen wir als Konfigurationsraum X (n).

Wir wollen nun ein Modell fiir den Konfigurationsraum X (n) konstruieren. Dazu wéhlen
wir eine Normalform. Die ersten drei Punkte bilden wir mit einem Automorphismus auf
0,1 und oo ab. Die Automorphismengruppe ist damit aufgebraucht. Sind die Punkte in
homogenen Koordinaten gegeben, dann besteht X (n) nun aus den n-Tupeln

011 1 - 1
1 10 A - Apg )’
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wobei die \; paarweise und von 0 resp. 1 verschieden sind. Der Konfigurationsraum X (n)
ist ein Teilraum von C" 3. Fiir n = 4 kann \; alle Werte aufier 0 und 1 annehmen
und wir erhalten X (4) = C\{0,1} = P!\ {0,1,00}. Dies ist der Grundraum fiir den
eindimensionalen Satz von Belyi. Im Fall n = 5 gilt:

)\1,2 7& O, 1 und )\1 7é )\2.

Hilfreich ist nun, auch die Konfigurationen aus A, die entarteten Konfigurationen, in die
Betrachtung mit einzubeziehen. Abhéngig davon, wie hdufig Punkte mehrfach auftreten,
konnen wir verschieden Stufen der Entartung unterscheiden. Hier sind zwei oder bei maxi-
maler Entartung drei Punkte identisch. Letzteres gilt offensichtlich fiir Ay = Ay = 0 oder 1,
bzw. dem unendlich fernen Punkt. Im Produkt P! x P! entspricht dies der linken Seite von
Abbildung 4.1. Alternativ kénnen wir X (5) durch die Zuordnung (A1, A2) — (1 : A1 : Ag)
in den P? mit Koordinaten (z : v : z) einbetten. Nicht im Konfigurationsraum enthalten
sind die Geraden y =0, y = 1, z = 0, z = 1, die Diagonale (1 : y : y) sowie die unendlich
ferne Gerade (0 : y : z). Die Schnittpunkte von jeweils drei Geraden interpretieren wir als
maximal entartete Punkte. Neben (1:0:0) und (1:1:1) finden wir zwei weitere Punkte
von maximaler Entartung. Die im endlichen parallelen Geraden y = 0 und y = 1 resp.
z =0 und z = 1 treffen sich im Unendlichen in den Punkten (0: 0: 1) und (0: 1: 0). In P2
ist der Konfigurationsraum X (5) also das Komplement von vier Punkten in allgemeiner
Lage und deren Verbindungsgeraden (siehe Abbildung 4.1). Fiir n Punkte finden wir im
Endlichen stets maximal entartete Punkte A\; = 0,1 fiir alle ¢ = 1,...n — 3. Dazu kommen
im Unendlichen die Schnitte der beiden Geraden A; = 0 und A; = 1 mit \; = A, fiir alle
Jok#¢imPunkt (0:1:---:1:0:1:---:1) mit der Null an der (i + 1)sten Stelle. Diese
n — 1 maximal entarteten Punkte bestimmen eine Konfiguration von Hyperebenen, die
das Komplement von X (n) in P"~3 bilden.

Die Konfigurationsriume lassen sich also als P*~3 minus einer Konfiguration von Hyper-
ebenen realisieren. Die Hyperebenen sind durch n — 1 Punkte in allgemeiner Lage auf
P"=3 bestimmt. Somit erfiillen die Konfigurationsriume X (n + 3) die Forderungen aus
der Heuristik zur Verallgemeinerung des Satzes von Belyi.

Die Konfigurationsrdume X (n) bezeichnet man auch als Modulrdume My ,, der n-fach
punktierten Kuven vom Geschlecht Null. Der P"~3 ist eine mogliche Kompaktifizierung
M—O,n- Wir werden im Folgenden diese Bezeichnung iibernehmen.

3.3 Die Verallgemeinerung

Der naive Ansatz fiir eine Verallgemeinerung des Satzes von Belyi wére nun:
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Abbildung 3.1: Einbettungen des Konfigurationsraums in P! x P! und P?

Jede normale tber einem Zahlkorper definierte n-dimensionale projek-
tive Varietdt ist eine endliche Uberlagerung von P™, die diber Mo ni3

unverzweigt 1st.

Diese Aussage kann jedoch nicht richtig sein. Blasen wir etwa den P? in einem Punkt
zu einer Fliche P auf, so gibt es keine endliche Uberlagerung P — P2. Durch Aufbla-
sen von Punkten oder Kontrahieren von (—1)-Kurven &ndert sich der Funktionenkorper
einer Varietit nicht. Fiir den Funktionenkdrper von P gibt es also ein Modell, das den
P? endlich iiberlagert, den P? selbst. Auch im Hinblick auf den Zusammenhang zu der
angestrebten Beziehung zu Zahlkérpern ist es deshalb sinnvoll, sich auf die Aquivalenz-
klasse des Funktionenkorpers einzuschrianken. Das heifit, wir fordern, dass es ein Modell
des Funktionenkorpers gibt, das den P™ mit dem gewiinschten Verzeigungsverhalten end-
lich iiberlagert. So hilft es etwa bei der Jacobischen J (C') einer Kurve C' vom Geschlecht
zwei, das birational dquivalente zweifache symmetrische Produkt Sym,C zu betrachten.
Dieses iiberlagert das symmetrische Produkt Sym,P! endlich, das wiederum isomorph zu
P? ist. Mehr dazu im nichsten Kapitel.

Bevor wir erneut eine Verallgemeinerung des Satzes von Belyi formulieren, vergewissern
wir uns, dass die Einschrankung auf die Birationalitdtsklassen von Varietdten immer eine
Uberlagerung des P™ liefert.
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Lemma 3.2. Sei Y eine n-dimensionale Varietit, die iber einem Zahlkérper definiert
ist. Dann gibt es eine birational dquivalente normale projektive Varietdit Y und einen
endlichen Uberlagerungsmorphismus ¢ : Y — P", der nur iber einem rationalen (d.h.
iiber Q definierten) Divisor verzweigt.

Beweis. Sei x1,...,x, eine Transzendenzbasis des Funktionenkérpers C(Y) und A der
ganze Abschluss von C [z, ..., z,] in C(Y). Dann ist Y° = Spec A eine endliche Uberlage-
rung des affinen Raumes SpecC [z1, ..., x,], die birational zu Y ist. Wir erhalten also eine
endliche verzweigte Uberlagerung des analytischen Raumes C”. Diese 148t sich eindeutig
zu einer verzweigten Uberlagerung ¢ : Y — P” fortsetzen, so dass Y normal, projektiv
und birational dquivalent zu Y ist.

Da Y iiber Q definiert ist, kénnen wir alternativ auch den ganzen Abschluss von Q [T1,...,2y]
betrachten. Damit ist der Verzweigungsort durch eine Polynom g (z1,...,z,) gegeben, das
in Q[z1,...,x,] enthalten ist. Ist K der durch die Koeffizienten von f erzeugte Teilkorper

von Q, dann ist das Polynom

h(zy,...,xzn) = H q° (z1,...,2p)

c€Gal(K/Q)
in Q[z1,...,x,). Der Verzweigungsort der Uberlagerung ist also in einer rationalen Hyper-
fliche h (x1,...,x,) enthalten. Durch die Fortsetzung dieser Uberlagerung auf die Kom-

paktifizierung P kommt nur noch die Hyperebene im Unendlichen als moglicher Verzwei-
gungsort hinzu. O

Nach diesem Lemma sollte eine Verallgemeinerung des Satzes von Belyi gemafl unserer
Heuristik wie folgt lauten:

Zu jeder iiber einem Zahlkorper definierten n-dimensionalen Varietit Y
gibt es eine birational dquivalente normale Varietdt Y und einen Mor-
phismus f 1Y — P", der nur diber dem Komplement von Mg 43 ver-
zweigt.

3.4 Diskussion

Wir wollen kurz diskutieren, wo die Schwierigkeit beim Beweis dieser verallgemeinerten
Version des Satzes von Belyi liegt. Zu zeigen ist, dass es eine Uberlagerung mit dem vorge-
gebenen Verzweigungsverhalten gibt. Mit der Struktur des Verzweiungsorts von endlichen
Uberlagerungen von P" beschiftigt sich Ueno [Ueno]. Er beweist folgenden Satz:
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Satz 3.3. Sei Y eine n-dimensionale Varietit iber C. Dann existiert eine zu Y birationale
normale projektive Varietit Y und eine endliche verzweigte Uberlagerung f : Y — P",
deren Verzweigungsort in der Vereinigung der Hyperebene H, im Unendlichen und einer
endlichen Anzahl affiner Hyperflichen in P™"\Hy, enthalten ist. Die Hyperflichen sind
durch Gleichungen der Form

Ty — hi (1‘1, ce ,xn_l)

gegeben, wobei die x; affine Koordinaten von P"\Hy, sind. Ist Y diber Q definiert, dann
finden wir ein f, so dass die Koeffizienten der h; aus Q sind.

Die Polynome zur Beschreibung des Verzweigungsortes sind hier beziiglich der affinen

Koordinaten z,, vereinfacht. Allerdings ist der Grad von h; im allgemeinen griéfer als Eins.
Der Verzweigungsort besteht also nicht aus Hyperebenen. Der Beweis verwendet einen Al-
gorithmus, der den Grad der beschreibenden Polynome in z,, verringert, den Gesamtgrad
jedoch erhoht. Leider ist das der einzige bisher bekannte Algorithmus, der sich auf belie-
bige Varietdten anwenden 1&ft.
Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, kann man die Verallgemeinerung in einigen
Spezialfillen beweisen. Allerdings sind die dafiir verwendeten Methoden nur begrenzt ein-
setzbar. Eine Verallgemeinerung des Belyi-Algorithmus, der den Grad aller Komponenten
des Verzweigungsdivisors reduziert, ist bislang nicht in Sicht.
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Kapitel 4

Komplexe Flichen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit komplex algebraischen Fldchen. Nach der
Heuristik aus dem letzten Kapitel sollte der Funktionenkérper einer iiber Q definierten
komplex algebraischen Fliche ein Modell besitzen, das P? iiber Mo s unverzweigt und
endlich iiberlagert. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir uns mit der Existenz
solcher Uberlagerungsabbildungen beschiiftigen.

Im zweiten Teil stellen wir die Frage, wie wir die endlichen iiber Mg 5 unverzweigten
Uberlagerungen von P2 beschreiben kénnen.

4.1 Belyi-Morphismen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Existenz von Belyi-Morphismen beschéftigen.
Wir suchen Klassen von iiber Zahlkdrpern definierten algebraischen Flachen, die ein Mo-
dell besitzen, das P? iiber M 5 unverzweigt iiberlagert. Den Uberlagerungsmorphismus
bezeichnen wir wie im Eindimensionalen als Belyi-Morphismus.

Im letzten Kapitel haben wir zwei Realisierungen des Modulraums M 5 gefunden. Zum

einen die Einbettung
Mos ~ (P1\{0,1,00} x P1\ {0,1,00}) \{Diagonale},

wobei der Rand von Mg 5 in P! x P! aus den Geraden iiber 0,1 und oo in beiden Faktoren,
sowie der Diagonalen besteht. Blasen wir in den Punkten (0,0), (1,1) und (oo, 00) auf, so
erhalten wir eine Fliche, in der der Rand von Mg 5 nur aus einer Konfiguration von (—1)
Kurven mit einfachen transversalen Schnittpunkten besteht. Durch Niederblasen von drei
sich nicht schneidenden (—1) Kurven erhalten wir die Einbettung von Mg in den P2,
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die wir im letzten Kapitel beschrieben haben. Hier besteht der Rand von Mg 5 aus der
Konfiguration von 6 Geraden, von denen sich jeweils drei in vier Punkten in allgemeiner
Lage schneiden. Diese Konfiguration ist durch die Nullstellenmenge

L={(z:y:2)eP?|ayz(z—y)(z—2)(y—2) =0}

in homogenen Koordinaten gegeben. Alle drei Kompaktifizierungen Mg 5 von Mg 5 sind
birational dquivalent. Jede iiber Mg 5 unverzweigte Uberlagerung 148t sich zu einer Uber-
lagerung eines beliebigen Modells von /\/l—% forsetzen. Die entsprechenden Uberlagerungs-
flichen sind dann ebenfalls birational dquivalent. Fiir Existenzaussagen iiber Belyi-Mor-
phismen geniigt es, eine Uberlagerung mit dem richtigen Verzweigungsverhalten fiir ein
beliebiges Modell von /\/l—o,5 zu finden.

4.1.1 Das direkte Produkt zweier Belyi-Kurven und Jacobi-Varietiten

Sei Y = C x C' das direkte Produkt zweier iiber Q definierter Kurven C' und €' mit
Belyi-Funktionen § und (3’. Das direkte Produkt (3,3’) der Belyi-Funktionen ist eine
Uberlagerung von P! x P!, die nur iiber den Geraden mit den Werten 0, 1 oder co in einem
der beiden Faktoren verzweigt. Also ist (3, 3’) ein Belyi-Morphismus auf Y.

Der naive Ansatz, eine vorhandene Belyi-Funktion zu benutzen, funktioniert im Beispiel
der Jacobi-Varietédten nicht. Sei C' eine Kurve vom Geschlecht zwei. Die Jacobi-Varietét
von C' ist eine abelsche Fliche J (C), die genau dann iiber einem Zahlkorper definiert ist,
falls C' iiber einem Zahlkorper definiert ist. Sie ist birational &dquivalent zum zweifachen
symmetrischen Produkt Sym,C. Sei ¢ die hyperelliptische Involution auf C', Kontrahieren
wir den Divisor [p,¢(p)], in Sym,C, so ist das Bild isomorph zur Jacobi-Varietét. Die
Belyi-Funktion § auf C liBt sich zu einer Uberlagerung

[8. 8], : SymyC — SymyP*

fortsetzen. Ist 8 vom Grad n, so hat ein Punkt [P, Q], € Sym,P!, iiber dem (8, 3], nicht
verzweigt, n? Urbilder

{pi )y | B (P) ={p1,-..pn} . B7H(Q) ={aq1,- .., an}}-

Die Abbildung [3, 4], ist iiber [(1:0),P!],, [(1:1),P'], und [(0:1),P!], verzweigt.
Allerdings kommen weitere Verzweigungspunkte hinzu. Zu Punkten der Diagonalen [P, P],
gibt es wegen der Symmetrisierung nur @ Urbilder.

Der Isomorphismus zwischen SymyP! und P? ist durch

Y SymyPt — P2 [(s:t), (u:v)]y > (su:tv: sv+ut)
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gegeben. Die Bilder der Verzweigungsgeraden [(1 : 0) ,Pl]Q, [(1:1) ,IP’l]Q und [(0:1),Py],
sind die drei Geraden V (y) ={(z:y:2) |y =0}, V(z+y — z) und V (x). Das Bild der
Diagonalen besteht aus den Punkten (x2 syt 21:3/), also der Quadrik V' (z2 — 4xy).

Der Verzweigungsort ist die Nullstellenmenge des homogenen Polynoms

e,y 2) =ay(x+y—2) (my—%f).

Dies ist die Appolonius-Konfiguration im P?. Betten wir den affinen Raum C? durch
(y,2) — (1:y:2) in den P? ein, so ist der affine Anteil des Verzweigungsortes die Null-

stellenmenge des Polynoms
1 1 1 1
fly,2)=y(+y—2) <y— 122> =y’ + <1— Z%—z) Yy’ + <123— ZZQ> y.
Unser Ziel ist es, eine unverzweigte Uberlagerung
By PAV (1) - PAL

zu finden (siehe Abbildung 4.1.1). Aus der Komposition (3 o [3, 8], kénnen wir dann eine
passende Uberlagerung fiir eine zu J (C) birationale Fliche konstruieren. Die Konstrukti-
onsmethode fiir 3 wurde von Horst Hammer entwickelt. Die Resultante Res, (7 (x), s (x))

zweier Polynome

r(m):aoxl—i—...—&—al,lx—i—al, ag #£ 0,
s(x) =box™ + ...+ byp—17 + by, , by #0
ist die Determinante
a bo
ay ap b bo
as ap - b2 b1
. ao . bo
Resg (1 (), s (2)) = : a : by |
aj bm
a; bm
aj bm

m Sgalten [ Spalten
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B3

7

Abbildung 4.1: Die Uberlagerung 33 : P2\V (fh) — PA\L

wobei die Matrix aus m Spalten mit den Koeffizienten von r und [ Spalten mit den Koef-
fizienten von s besteht. Sie ist ein ganzes Polynom in den Koeffizienten von r und s. Die
Resultante verschwindet genau dann, wenn r und s einen gemeinsamen Faktor in C [z]
haben.

Fiir festes z € C betrachten wir das Polynom f (y, z) = f. (y) als eine Abbildung f, : C —
C. Die Nullstellen von f, (y) werden trivialerweise auf die Null abgebildet. Ist a eine Null-
stelle von f. (y), also f, in a verzweigt, und vg = f, (a), so hat f, (y) — vy eine Nullstelle
in a. Die beiden Polynome f] und f, — vp haben also einen gemeinsamen Faktor. Damit
hat die Resultante

9 (v) = Resy (f2 (), f- (y) —v).
in vy eine Nullstelle. Also ist das Bild von V (f]), d.h. der Verzweigungsort von f,, in
V (g- (v)) enthalten.

Die Resultante g, (v) ist ein Polynom vom Grad zwei in v. Fassen wir sie wieder als eine
Abbildung g, : C — C auf, so verzweigt diese iiber V (h, (w)) mit

hs (w) = Res, (g} (v),g: (v) —w).

Das Polynom h, (w) ist vom Grad eins. Die Komposition 31 = h, o g, o f, hat folgende
Eigenschaften:
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e Die Menge V (f,) wird auf ¢ (z) = h, (g, (0)) abgebildet.

e Die Abbildung (3, verzweigt iiber dem Bild des Verzweigungsortes von f,

sowie 0, dem Bild des Verzweigungsortes von g,.

Die explizite Form von von 1, ¢ (z) und p(z) berechnet man z.B. mit Maple:
b1 (y,z) =— 78732 Yo + (157464 =z 4 39366 22 — 157464) y°
19683
+ (78732 + 1574642 — — — 2 24— 7873223yt

729
+ (11664 + 78732 22 — 34992 » + 32805 2 — 99144 23 — - 25 410935 2°)y3

729 35721 56133
+ (46656  + 11664 + — = 2 A== T A 7144227 - 22 0
729 25515
— 51030 2% — - 27+ — 2% )y?
37179 729 2187
+(—291622—Tz4 5 22 411664 2% + —— 27
47385 ¢ 29889 5 5103 5)
_— 2z z z
8 2 T

15093 81

27
25922z — — 212 — 432 + 10260 23 —
TEvLE T ot + i 8 ~ T

38799 1485 891 9801
— 6804 2% — 4_ 9 27+ 5751 2° + 8
i R R 64
2T 4, 8Ly 729 o 135 o 2511 o 4455
1) =—55? 1% T ? 2~ s * Tt 7
| 12285
20 464802,
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Die Polynome p und ¢ definieren eine nicht-konstante rationale Abbildung

q(z) - P! - Pl
p(z

~—

Da alle Koeffizienten aus Q sind, verzweigt % nur iiber algebraischen Punkten. Der Belyi-
Algorithmus liefert eine Funktion 85 : P! — P!, so dass 32 o% nur iiber {0, 1, 00} verzweigt
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und 3 (0 ):5 (1) =0.
Sei D := {(y,z) € C? | p(z) = 0}. Dann definieren wir auf C?\D

B3 :C\D — C?,  B3(y,2) = <52 (Blp((yzj)zv » B2 (;8)) '

Proposition 4.1. Die Abbildung (33 : P?\ (D uv (fh) U Bgl (L)) — P2\ L ist eine unver-
zweigte Uberlagerunyg.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass V ( fh) auf die affine Diagonale y — z = 0 abgebildet
wird. Sei a = (1: 3o : 20) € P2 mit f (a) = 0. Dann ist 1 (y0,20) = ¢ (20), also

o= (52) 2 (52))

Also liegt B3 (a) in L. Als néichstes miissen wir uns iiberlegen, wo (33 verzweigt. Dazu sehen

wir uns die Determinante der Jacobi-Matrix an:

I

0 %ﬁz (;},(z

3)

Da (5 in der zweiten Komponente nicht von y abhéngt, verschwindet die Determinan-
te genau dann, wenn einer der beiden Diagonaleintrége verschwindet. Der zweite Faktor

Z

besteht der Verzweigungsort aus den Geraden (C,0) U (C,1).
Die Abbildung f; (v, z) hat in der Variablen y Grad sechs fiir alle z € C und die Ver-
zweigungspunkte liegen iiber 0 und p (z). Nach Konstruktion von (35 besteht der Verzwei-

ﬁ (q( )) verzweigt nach Definition von (s iiber 0 und 1. Da (31 ein Polynom in y ist,

gungsort beziiglich des ersten Faktors aus den Geraden (0,C).

Die Punkte {(y,z) | p(z) =0} werden alle nach unendlich abgebildet, da p und ¢ tei-
lerfremd sind. Schlielich iiberpriifen wir, ob alle Urbilder von P2\L endlich sind, also
in P2\ (DUV(fh) Uﬂ; (L )) liegen. Geht z — o0, so konvergiert a(z) gegen 1. Dies

p(z)
gilt bis auf eine Ausnahme auch fiir %. Die unendlich ferne Gerade wird mit Aus-

nahme eines Punktes auf den Punkt (1:0:0) abgebildet. An der Stelle (0:1:0) =
lim, oo (1 cen? n) ist (3 nicht definiert, da % die Werte von ¢ abhéngige Werte
annimmt. Die Werte von (3 liegen auf der Geraden (C,0). Da diese in L liegt, ist 33 iiber
P2\ L eine unverzweigte Uberlagerung. O

Die Komposition g3 o [3, (], liefert eine unverzweigte Uberlagerung von Moy 5. Kom-
paktifizieren fiithrt jedoch nicht auf das zweifache symmetrische Produkt Sym, C' zuriick,
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sondern auf eine birational dquivalente Fliche. Damit besitzt jede zweidimensionale iiber
Q definierte Jacobi-Varietiit ein Modell, das P? endlich und iiber My 5 unverzweigt iiber-
lagert.

Horst Hammer von der TH Karlsruhe verwendet die Konstruktionsmethode fiir 83, um
weitere Verzweigungskonfigurationen auf das vollsténdige Viereck zu reduzieren. Im Rah-
men eines Aufenthalts in Frankfurt konnten wir dies gemeinsam auf die hier vorliegende
Situation anwenden und Proposition 5.1 beweisen. Seine Dissertation wird die Arbeit von

Braungardt [Braun] fortsetzen.

4.1.2 Das Resultat von Braungardt

Ein Kriterium fiir die Existenz unverzweigter Uberlagerungen von M5 hat Braungardt

[Braun] in seiner Dissertation an der TH Karlsruhe bewiesen.

Satz 4.2. Sei Y eine nicht-singulire irreduzible Fliche iiber Q und Y — C ein Mor-
phismus mit zusammenhdingenden Fasern auf eine Kurve C iiber Q. Sei K = K (C) der
Funktionenkorper der Kurve. Wenn die generische Faser Y einen Morphismus Y — P}(
zuldsst, der hochstens tiber vier K-rationalen Punkten verzweigt, dann gibt es eine Fldche
Y’, die birational zu'Y ist, P? endlich tiberlagert und hochstens iiber dem Rand von Mo s
verzweigt.

Die Konstruktion von (33 aus dem vorherigen Abschnitt 146t sich aus dem Beweis dieses
Satzes ableiten. Eine Folgerung ist, dass alle iiber Q definierten Faserbiindel und elliptisch
gefaserten Flichen ein Modell besitzen, das P2 mit dem vorgeschriebenen Verzweigungs-
verhalten endlich iiberlagert.

Nach der Klassifikation von algebraischen Flachen ist die Verallgemeinerung des Satzes von
Belyi fiir alle elliptischen, hyperelliptischen und Enriques Flachen, sowie allen abelschen
und einigen K3 Fléichen richtig.

4.2 Zur Klassifikation der Uberlagerungen von M5

Die Attraktivitdt des Satzes von Belyi liegt darin, dass er unterschiedliche mathemati-
sche Objekte miteinander in Beziehung setzt. Auf einer endlichen Uberlagerungen von
P1\ {0, 1,00} ist eindeutig eine algebraische Struktur gegeben, so dass der Uberlagerungs-
morphismus algebraisch ist. Lassen wir die absolute Galoisgruppe auf der algebraischen
Struktur der Uberlagerungsfliiche operieren, so induziert das eine Operation auf der Fun-
damentalgruppe von P\ {0,1,00}. Es stellt sich die Frage, inwiefern wir diese Zusam-

menhénge explizit angeben kénnen.
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Ausgehend von der Struktur einer unverzweigten Uberlagerung wiirden wir gerne kon-
krete Aussagen iiber die geometrische und algebraische Struktur der kompaktifizierten
verzweigten Uberlagerungsfliiche erzielen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die topolo-
gische Struktur zu beschreiben. Klassifizierend sind z.B. Darstellungen der Fundamental-
gruppe, bzw. die Monodromiegruppen. Dies sind endliche Permutationsgruppen, also eine
kombinatorisch einfach zugéngliche Struktur. Wir kénnen die Uberlagerung auch geome-
trisch in Form eines Dessins vorgeben. Hier ergeben sich zusétzlich einige Querverbindun-
gen zu elementargeometrischen Fragestellungen, etwa nach Pflasterungen von Fléachen mit
regelméfligen Polyedern. Da die analytische und algebraische Struktur der Riemannschen
Fliche durch die topologische Uberlagerung eindeutig bestimmt ist, stellt sich die Frage,
welche Informationen wir explizit ableiten kénnen. Riemannsche Flédchen besitzen selbst
zwei gute Beschreibungen. Zum einen kénnen wir sie als algebraische Varietét, also als
Nullstellenmenge endlich vieler Polynome, vorgeben, zum anderen folgt aus der Uniformi-
sierungstheorie, dass Fuchssche Gruppen zur Beschreibung eingesetzt werden koénnen.
Ein Resultat von Wolfart [W] zeigt, welche Fuchsschen Gruppen bei endlichen, iiber drei
Punkten verzweigten Uberlagerungen von P! méglich sind. Damit sind die Fuchsschen
Gruppen klassifiziert, die bei der Beschreibung von iiber Q definierten Riemannschen
Flachen auftreten. Interessant wird es, wenn wir versuchen, die arithmetische Struktur
der Fuchsschen Gruppen aus der Monodromiegruppe abzuleiten.

Im Hinblick auf die algebraische Struktur wiirden wir gerne Definitionsgleichungen aus der
Monodromiegruppe ableiten [St]. Dies ist im allgemeinen jedoch nicht moglich.
Umgekehrt interessieren wir uns dafiir, wie die Operation der Galoisgruppe auf den Mon-
odromiegruppen aussieht. Ein immer noch offenes Problem ist, ein vollsténdiges Invarian-
tensystem anzugeben.

Im Wechselspiel zwischen den beiden Zugéngen stehen Aussagen iiber den Definitionskorper
und Modulkérper der Uberlagerungsfliiche. Hier sind in einigen speziellen Fillen interes-
sante Ergebnisse bekannt.

In unserer Verallgemeinerung sind solche Fragestellungen noch viel zu schwer. Wir werfen
daher nur einen kurzen Blick auf wesentlich eine einfachere Fragen: Wie lassen sich die
Uberlagerungen von M 5 kombinatorisch zu beschreiben und welche topologischen Inva-
rianten koénnen wir berechnen? Diese beantworten wir teilweise in den néchsten beiden
Abschnitten. Im letzten Abschnitt analysieren wir, wie eine geometrische Beschreibung
der Uberlagerung aussehen konnte. Dies verstehen wir als Verallgemeinerung der Dessins
d’Enfants.
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4.2.1 Fundamentalgruppe des Modulraums

Die endlichen verzweigten Uberlagerungen von M 5 lassen sich topologisch klassifizieren.
Da die Kompaktifizierung des Uberlagerungsraums eindeutig ist, beschréinken wir uns auf
die unverzweigten Uberlagerungen von M, 5. Hierzu benétigen wir die Fundamentalgruppe
des Modulraums Mg .

Sei L die Geradenkonfiguration aus 6 Geraden in P? = {(z : 5 : 2)} gegeben durch

L=V (zyz(z—y)(z—2)(y—2)).
Die irreduziblen Komponenten von L bezeichnen wir wie folgt:
L(12): y=0 L(13): z=0 L(23): z=y
L(14): z=0 L(24): y== L34): z==z
Zur Bestimmung der Fundamentalgruppe wihlen wir eine Gerade C' C P2, die keine sin-

guldren Punkt, das sind die Schnittpunkte der irreduziblen Komponenten, der Geraden-
konfiguration enthélt (siche Abbildung 4.2.1). Seien qq,...,qs die Schnittpunkte von C

Abbildung 4.2: Schnitt der Geraden C mit der Geradenkonfiguration L

mit den Geraden L (ij), 1 <i < j<4und C°:=C\{q,...,q} Es gilt [BHH]:

Satz 4.3. Sei q ein Punkt in C°. Dann induziert die Inklusion C° — My 5 einen Epi-
morphismus

m (C% q) — m (Mos, q),

der einen Isomorphismus auf der Ebene der Homologiegruppen induziert.
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Die Bilder der Erzeugenden der Fundamentalgruppe von C° erzeugen also die Fun-
damentalgruppe von M. Es seien p(ij) Représentaten von Wegen um die Geraden
L (ij) C L. Es gilt die Relation p(12) p(13) p(23) p(14) p(24) p(34) = 1 aus der Funda-
mentalgruppe von CY.

Satz 4.4. Die Fundamentalgruppe w1 (PQ\L) wird erzeugt von p (ij), 1 < j, i,7 = 1,2,3,4
und die definierenden Relationen sind

p(12) p(13) p(23) p(14) p(24) p(34) =1 (4.1)
p(12) p(13) p(23) = p(13) p(23) p (12) = p(23) p(12) p (13) (4.2)
p(12) p(14) p(24) = p(14) p(24) p (12) = p (24) p (12) p (14) (4.3)
p(13) p(14) p(34) = p(14) p(34) p (13) = p(34) p (13) p (14) (4.4)
p(23) p(24) p(34) = p(24) p(34) p(23) = p(34) p(23) p (24).. (4.5)

Die zusitzlichen Relationen werden z.B. in Sekiguchi [Sek] explizit hergeleitet. Die
Produkte in der zweiten bis vierten Zeile der Relationen représentieren Wege um die
singuldren Punkten der Geradenkonfiguration. Hier treffen sich jeweils die drei assoziierten

Geraden:
L(04)={(0:0:1)} < p(12)p(13)p(23)
LO03)={(1:0:0)} — p(12)p(14)p(24)
LOD={(0:1:0} = p(13)p(14)p(34)
LO1)={(1:1:1)} < p(23)p(24)p(34).

4.2.2 Topologische Invarianten von Uberlagerungen

Zu jeder endlichen transitiven Permutationsdarstellung von 71 (Mg 5) gibt es eine endli-
che verzweigte Uberlagerung von /\/l—o,5. Nun mochten wir gerne etwas mehr iiber die ver-
zweigten Uberlagerungen erfahren. Zumindest iiber die Chernzahlen der Uberlagerungs-
fliche kénnen wir einige Aussagen machen, sofern wir uns auf glatte Uberlagerungen be-
schrinken. Dies ist als eine Art Verallgemeinerung der Hurwitz-Formel zu verstehen. In
diesem Fall gelten einige Restriktionen fiir die Ordnungen von Wegen um die singuldren
Punkten der Konfiguration. Zur Beschreibung eignet sich die Sprache der Orbifolds am
besten, siche [U].

Sei M eine zusammenhéngende komplexe Mannigfaltigkeit, G C Aut (M) eine eigentlich
diskontinuierlich wirkende Untergruppe und X := M /G. Die Projektion ¢ : M — X ist
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eine verzweigte Galois-Uberlagerung. Wir erhalten eine Abbildung By : X — N, die je-
dem Punkt p die Ordnung der Isotropiegruppe G, eines Urbilds ¢ € ¢~ ! (p) zuordnet. Ist
|G| < o0, so sagen wir, das Paar (X, 3,) werde durch die Abbildung ¢ : M — (X, 3,)
endlich uniformisiert. Ein Orbifold ist ein Paar (X, ) bestehend aus einem irreduziblen
normalen analytischen Raum X mit einer Funktion #: X — N, so dass (X, 3) lokal end-
lich uniformisierbar ist.

Sei (X, ) ein Orbifold und Bg := supp (3 — 1) die Teilmenge der Punkte in X, an denen
G gofler eins ist. Diese zerlegt sich in irreduzible Komponenten By,...,B,. Die Menge
der Schnittpunkte der B; bezeichnen wir als singuldre Punkte Sing (B3) von Bg. Die Ab-
bildung f ist konstant auf B;\Sing (Bs) und sei b; diese Konstante. Wir nennen b; das
Gewicht der Komponent B;.

Ein Orbifold (X, ) heifit glatt, falls es eine nichtsinguldre Uniformisierung gibt. In diesem
Fall bestimmen die b; die Abbildung 3 bereits eindeutig. Die beiden fiir uns interessanten
Falle sind:

1. Ist p = B; N B; der transversale (d.h. die Tangenten sind disjunkt) Schnitt von zwei
glatten Komponenten, dann ist 8 (p) = b;b;.

2. Ist p = B; N B; N By, der transversale Schnitt von drei glatten Komponenten, dann
ist 3 (p) = 4 (b;1 +b 4+ - 1)

Es reicht aus, die Gewichte b; auf den irreduziblen Komponenten zu kennen. Sei (IP)Z, B)
ein Orbifold und B = b1 By + ... + b, B, wobei die B; irreduzible Kurven vom Grad d;
sind.

Definition 4.5. Die Orbifold Chern-Zahlen von (IP’2, B) sind definiert als

2
i (P°,B):= |-3+ > di(1-b;")
1<i<n
e(P%B) =3~ % (1-0/")e(B\Sing(B))~ » (1-6()".
1<i<n p€ESing(B)

Diese topologischen Invarianten sind rationale Zahlen. Gibt es eine glatte Uberlagerung
f:Y — P? vom Grad N, so hat Y die Chern-Zahlen:

e(Y)=N-e(P>,B) und ¢} (Y) =N -} (P*,B).

Hier ist e die Eulerzahl und ¢} die Selbstschnittzahl eines kanonischen Divisors auf Y.
Beide Invarianten sind ganze Zahlen. Mehr dazu findet man in z.B. in [BHH] oder [U].
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Wir kehren nun zu den Uberlagerungen von /\/l—% zuriick. Betrachten wir Orbifolds (IP)Q, B L)
mit Verzweigungsdivisor By, = ) ;. j<abijL (2j), dessen Komponenten alle Grad d;; =
1 haben. Auf jeder Geraden L (ij) liegen 3 singulire Punkte, damit ist die Eulerzahl
e(L (ij) \Sing (Br)) = —1. Die Verzweigungsordnungen an den singuldren Punkten be-
rechnen wir nach den Formeln iiber die lokale Uniformisierbarkeit. Es gibt drei Doppel-
punkte und wir setzen:

D= Y (-8

p€Doppelpunkte
= (1 = bizboa) " + (1 = bazbra) " 4 (1 — bigbss) "

Dazu kommen die vier Punkte, in denen sich jeweils drei Geraden schneiden:

1 1
TL: ,2+ —
1 1 1 1 1 1
1—4(E+@+@—1) 1—4<E+E+E—1)
1 1
+ —2+ -2
1 1 1 1 1 1
1—4<E+m+@_> 1—4(@+m+@—>

Damit erhalten wir die Orbifold Chern-Zahlen

2
c (IP’2,BL) = [—3 + Zo<i<j<4 <1 o b;jlﬂ ’

¢ (P2, BL) =3+ Yocicjea (1-b5") = Dr— o

4.2.3 Dessin d’Enfants

Aus dem Satz von Belyi leitet sich die Theorie der Dessins d’Enfants ab. In ihr wird
die Struktur der topologischen Uberlagerung in Form eines Graphen auf der Uberlage-
rungsfliche kodiert. Gegeben eine Belyi-Funktion 3 auf einer Riemannschen Fléche Y,
so zeichnet man auf Y das Urbild des Intervalls [0, 1]. Die Urbilder von 0 werden durch
weisse Punkte, die Urbilder von 1 durch schwarze Punkte dargestellt. Dadurch entsteht
ein zusammenhéangender bipartiter Graph auf Y. Dieser hat die Eigenschaft, Y in einfach
zusammenhéingende Zellen zu zerlegen. In jeder Zelle liegt ein Urbild von co. An dem
Graphen koénnen wir die Monodromiegruppe der Uberlagerung und ihre Erzeuger ablesen.
Jede Seite 571 ((0,1)) reprisentiert einen Zweig der Uberlagerung. Nummeriert man die
Seiten des Graphen, so erhalten wir die Erzeuger og und o; der Monodromiegruppe als
Produkt der Permutationszykeln der an die weiflen resp. schwarzen Punkte grenzenden
Seiten gegen den Uhrzeigersinn (siehe z.B. [W1]). Dies ist eine Dualisierung dessen, was
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wir im Folgenden beschreiben.

Wir erkliren nun, wie wir die Monodromiegruppe einer Uberlagerung von M—Qg, graphisch
veranschaulichen. Sei f : Y — Mgy eine verzweigte Uberlagerung vom Grad N. Es
gibt stets einen Gruppenhomomorphismus von der Fundamentalgruppe des Basisraums
in die Monodromiegruppe der Uberlagerung. Dieser ist durch die die Bilder der Erzeu-
ger der Fundamentalgruppe bestimmt. Aus Abschnitt 4.2.1 wissen wir, dass die Erzeuger
der Fundamentalgruppe von CV, das ist die Gerade durch die Geradenkonfiguration ohne
Schnittpunkte, auch die Fundamentalgruppe von My 5 erzeugen. Wir schréinken uns im
weiteren daher auf die Uberlagerung der Geraden C' aus Abschnitt 4.2.1 ein. Das Urbild D
von C ist eine Kurve in Y, die C iiber 6 Punkten verzweigt iiberlagert. Nach der Hurwitz-
Formel ist das Geschlecht g (D) = —N + 1 + R/2, wobei R = 'ZpED (ord (p) — 1) und
ord (p) die Verzweigungsordnung von f in p ist. Ist f eine Galois-Uberlagerung, so ist mit
den Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt

g(D):—N+1+% > (b1

0<i<j<4

Sei ¢ in C° = C\ {q1,...,qs}. Die Fundamentalgruppe 1 (CO, q) besitzt eine Erzeugersy-
stem (7y1,...,76), das durch einfache Wege um die Punkte ¢1,..., s repréisentiert wird.

Wir kénnen nun die Représentanten ~; der Wege nach D anheben. Diese verbinden je

Vs
U
Y2
Yi
e

Abbildung 4.3: Erzeuger der Fundamentalgruppe

zwei Urbilder f~!(g), wobei auch geschlossene Wege moglich sind. Die Urbilder f~! (q)
nummerieren wir nun beliebig durch. Folgen wir der Anhebung eines Pfades ~;, so erhal-
ten wir Zykel o1 der Urbilder von ¢q. Diese o; erzeugen eine Permutationsdarstellung der

Monodromiegruppe.
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Da wir von einer Uberlagerung von M 5 ausgehen, erfiillen sie alle Relationen der Funda-
mentalgruppe von Mg 5. Graphisch kénnen wir die Monodromiegruppe der Uberlagerung
also auf D darstellen, wenn wir fiir jedes Urbild von ¢ einen Punkt einzeichnen, die Punkte
nummerieren, und die Anhebungen der Wege ~y; bestimmen. Es geniigt, die Wege =1 bis 75
zu kennen, da ~g durch v; - ...~ = 1 festgelegt ist. Wir erhalten wie bei den Dessins eine
Zerlegung von D in einfach zusammenhingende Zellen. Zur besseren Ubersicht firben wir
die Zellen noch unterschiedlich ein. Wir illustrieren das anhand von drei Beispielen:

e Das cinfachste Beispiel ist eine zweifache Uberlagerung mit Monodromiegruppe

0'1:(1,2), 0'2:(1,2), 0'3:(1 2),
(1).

Die Erzeuger erfiillen alle Relationen der Fundamentalgruppe 71 (M) und die
Riemannsche Fliache D hat Geschlecht g = 1.

04 = (172) ) 05 = (1)7 06

1 1

e Etwas komplizierter ist die zweifache Uberlagerung, die an allen sechs méglichen

Verzweigungspunkten verzweigt:

0'1:(1,2), 0'2:(1,2), 0'3:(1,2),

0'42(1,2)7 05:(1,2), 0’6:(1 2)

Das Geschlecht von D ist zweli.
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e Als letztes Beispiel betrachten wir die Monodromiegruppe erzeugt durch Permuta-
tionen

o1 =(2,3), oy = (1,2), o3 =(1,3,2),
oy =(1,3,2), o5 = (1,3,2), o6 = (2,3).

Das Geschlecht von D ist g = 2.

Wie im eindimensionalen kénnen wir hier die Sichtweise auch umkehren. Gegeben sei eine
solche Zerlegung einer Riemannschen Fléiche in einfach zusammenhingende Gebiete. Wir
koénnen wie bei den Dessins die Darstellung der Fundamentalgruppe direkt daraus ablesen.
Es gibt dazu genau dann eine iiber Q definierte algebraische Fliche Y, die ./\/l—og, iiberla-
gert, falls die Monodromiegruppe zusétzlich alle Relationen der Fundamentalgruppe von
My 5 erfiillt.

Wir wollen noch erkléren, warum diese Beschreibung zur Konstruktion der Dessins dual
ist. Im eindimensionalen wéren nur zwei Wege, die Anhebung der Pfade um 0 und 1 einzu-
zeichnen. Wir erhalten dann die sogenannte Cori-Darstellung eines Hypermaps. Ersetzen
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wir die Urbilder von g = % durch Wege, die sich in einem weiflen (resp. schwarzen) Punkt
schneiden, falls sie durch einen Lift des Pfads um 0 (resp. 1) verbunden sind, so erhalten

wir ein Dessin d’Enfants.
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