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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Darstellungen der Artinschen Zopfgruppen als Gruppen von Automorphis-
men der Homologie iterativ konstruierter dquivarianter Kettenkomplexe betrachtet.

Es werden azyklische Komplexe freier Moduln bzw. freie Auflésungen der ganzen Zahlen fiir
nichtpermutierte Artinsche Zopfgruppen konstruiert, die als iterierte semidirekte Produkte freier
Gruppen darstellbar sind. Als Tensorprodukte der freien Auflésungen mit Moduln zu den frag-
lichen iterierten semidirekten Produkten freier Gruppen erhdlt man Adquivariante Komplexe, de-
ren von Eigenschaften der Koeffizientenmoduln abhingige Homologiegruppen bestimmt werden.
Diese Homologiegruppen erlauben Automorphismendarstellungen der (permutierten) Artinschen
Zopfgruppe, die gewissermaflen die Artinschen Darstellungen als Automorphismengruppen freier
Gruppen iterieren und linearisieren.

Insbesondere werden Darstellungen gewonnen, die die bekannten Burau- und Gassner-Darstellungen
der Zopfgruppen verallgemeinern und die als Monodromiegruppen verallgemeinerter hypergeome-
trischer Integrale interpretiert werden konnen.
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Einleitung

Die Arbeit behandelt im wesentlichen lineare Darstellungen der Artinschen Zopfgruppen als Grup-
pen von Automorphismen der Kettengruppen und Homologiegruppen gewisser iterativ konstru-
lerter dquivarianter Kettenkomplexe. Die Darstellungen resultieren gewissermaflen durch Lineari-
sierung und Iteration der bekannten Artinschen Darstellungen der Zopfgruppen als Automorphis-
mengruppen freier Gruppen.

Vorbemerkungen

Zopfgruppen Implizit treten die Zopfgruppen zuerst vermutlich bei Hurwitz [20] auf, und zwar
als Monodromiegruppen topologischer Riemannscher Flachen mit endlich vielen Bldttern und end-
lich vielen Verzweigungspunkten.

Die algebraische Definition der Zopfgruppen (der Ebene) stammt von Artin. Artin definiert die

(permutierte) Zopfgruppe By, durch Generatoren: o;, ¢ = 1,...,n—1,und definierende Relationen:
0i0i+10; = 0441070341
oiocj = ojoi,  |i—j[>2

Die Gruppe B, ist sozusagen eine Permutationsgruppe mit zwei Freiheitsgraden der Permutation.
Die Permutationsgruppe S, von n Elementen resultiert durch die zusitzlichen Relationen o7 = 1.
Fadell und Neuwirth [16] definieren die Gruppe B, topologisch, und zwar als die Fundamen-
talgruppe des Konfigurationsraums von n paarweise verschiedenen ungeordneten Punkten in der
Ebene. Die bekannteste geometrische Darstellung der Gruppe B, ist die Darstellung durch ver-

7 i+1 7 i+1

a; o

flochtene Féden oder Zdpfe in R3.
Zur Ubersicht iiber Zopfgruppen siche Birman [4] und auch Hansen [19].

il
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Darstellungen der Zopfgruppen Die bekannteste lineare Darstellung der Zopfgruppe B, ist
die Burau-Darstellung B, — GL(Z[t],n) durch (n x n)-Matrizen mit Eintragen im Ring Z[t] der
Laurent-Polynome in einer Variablen ¢:

1

g; —

Ebenfalls von Artin stammt die treue Darstellung der Gruppe B, als Gruppe von Automorphismen
einer freien Gruppe U, 1 =< 71,...,9» > vom Rang n:

YeYiprVi J=1
o — i j=1+1

In der vorliegenden Arbeit werden Darstellungen der Zopfgruppe B, betrachtet, die durch Linea-
risierung und Iteration aus dieser Darstellung hervorgehen.

Im einfachsten Fall hat man folgendes. Es wird ein azyklischer Komplex C'(U, 1) freier Links-
moduln zum Gruppenring ZU, ; konstruiert und mit Hilfe des freien Differentialkalkiils nach Fox
[17] eine treue Darstellung B,, — Aut(C1(Uy, 1)) gewonnen, die man durch (n x n)-Matrizen mit
Fintragen in B, b< ZUy, 1 beschreiben kann:

T

g; —

oi(l = yvimy, ) oy -
a; 0 o+

T

Es ist klar, daf diese Darstellung iteriert werden kann, zumal da die Gruppen B, und U, als
Untergruppen der Zopfgruppe Bp41 von n+ 1 Elementen aufgefafit werden kénnen.

Betrachtet man fiir einen beliebigen Rechtsmodul G' zum semidirekten Produkt B, b< U, ; nun
dquivariante Komplexe G @z, C(Us 1), so resultieren Darstellungen B, — Aut(G Qg |
C1(Up,1)). Ist der Koeffizientenmodul G gegeben durch o; — 1 und 9; — ¢, so hat man die
obige Burau-Darstellung. Die Konstruktion dquivarianter Komplexe und korrespondierender Dar-
stellungen der Zopfgruppe wird iteriert, wahlt man G selbst geeignet als dquivarianten Komplex.

Monodromie hypergeometrischer Integrale Die Arbeit ist motiviert durch die Betrach-
tung verallgemeinerter hypergeometrischer Integrale. Im einfachsten Fall betrachtet man die
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Gauss’schen hypergeometrischen Integrale:

F(z) = /du fu), fu) = (u—2) ur(u— 1)

die Losungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit endlichen Singularitéten in
0 und 1 sind.

Von Interesse sind die zuldssigen Integrationswege, d.h. dquivariante Homologiezyklen, und das
Verhalten der Integrale fiir Umldufe von z um die Singularitédten, d.h. die Monodromiegruppe.
Die integrierte Funktion f(u) ist holomorph in X3 1, der universellen Uberlagerung der punktierten
u-Ebene X351 = C\{z,0,1}. Bezeichnet f(u) ein bestimmtes Funktionselement dieser komplexen
Funktion, so hat man mittels der Monodromieeigenschaft der Funktion einen 1-dimensionalen
Modul C zur freien Gruppe Us 1 = m1(X351) =< 75, Y0, 71 >, und zwar durch den Homomorphismus
® : Uz — Aut(C), definiert durch: O(v;)(f(u)) = e?™Af(u), j = 2,0,1. Es bezeichne weiter ;
den Lift von 7; in die universelle Uberlagerung Xg 1 vo Xz1. Im generischen Fall, d.h. unter
der Bedingung, dafl A ¢ Z ist, sind die Zyklen der dquivarianten Homologiegruppe Hy(C Oz,

C(ngl)) von der Gestalt:

-1 ~ -1 ~
Gy = 90— () @ %~ (- )] (Fw) % =
= (1= ()@ % = (1= )7 flu) @3
Diese Zyklen kombinieren sozusagen topologische Ketten und Informationen iiber das Funktionsele-

ment der (mehrdeutigen) Funktion f(u). Sie sind proportional den bekannten Doppelumliufen von
Pochhammer [33]. Linear unabhéangige Integrale sind beispielsweise f du f(u) und f du f(u).

Sei X571 = C\{0,1} die punktierte z-Ebene und U1 = m1(X2,1) =< 70,71 >. Das Bild der
Gruppe Us 1 unter Us 1 — Aut(Hq(C @0, . C(X3,1) ist die Monodromiegruppe der Gauss’schen

hypergeometrischen Integrale. Explizit hat man mit ¢ = >™*:

_ 1? 0 (1 t=1
7o tt—1) 1 n 0 2

Der Zusammenhang zu Darstellungen der Zopfgruppe stellt sich her, fafit man die freie Gruppe
Us1 als Untergruppe der Zopfgruppe Bs auf und die obige Darstellung als Finschrankung der
reduzierten Burau-Darstellung von Bz auf Us ;.

Zur Ubersicht zu hypergeometrischen Funktionen siehe Klein [23] und auch Yoshida [43].
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Ubersicht

Im weiteren wird kurz auf den Inhalt der einzelnen Kapitel eingegangen, und es werden die we-
sentlichen Ergebnisse zusammengefafit.

Kapitel 1: Zopfgruppen In diesem Kapitel sind grundlegende Definitionen und Sétze zu Zopf-
gruppen zusammengestellt.

Zunichst werden gemafl Fadell und Neuwith [16] Konfigurationsraume von Mengen von Punkten
in 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert. Die Zopfgruppen sind die Fundamentalgruppen
dieser Konfigurationsraume. Es werden einige wichtige Eigenschaften der Konfigurationsraume
behandelt, so die Faserungen der Konfigurationsraume, die Aspharizitit der Konfigurationsraume
zur komplexen Ebene und resultierende kurze exakte Homotopiesequenzen zu asphérischen Konfi-
gurationsrdumen.

Dann werden die Gruppenbeschreibungen der permutierten und der reinen Zopfgruppen von n Ele-
menten in der komplexen Ebene mit Generatoren und definierenden Relationen angegeben. Der
Beweis der Gruppenbeschreibungen geméafl Birman [5] wird angedeutet. Weiter werden die treuen
Artinschen Darstellungen der Zopfgruppen zur komplexen Ebene als Gruppen von Automorphis-
men freier Gruppen angegeben.

SchlieBlich wird kurz auf die durch die kurzen exakten und zerfallenden Sequenzen von Zopfgruppen
beschriebenen semidirekten Produkte von Zopfgruppen eingegangen.

Kapitel 2: Lineare Darstellungen der Zopfgruppen Hier werden 1-dimensionale dquivari-
ante Kettenkomplexe konstruiert, deren Homologiegruppen bestimmt und Darstellungen der Zopf-
gruppen als Gruppen von Automorphismen der Kettengruppen und der Homologiegruppen dieser
Komplexe betrachtet.

Ein aquivarianter Kettenkomplex wird konstruiert als Produkt G Qg | C(Un 1), wobei C'(Un 1)
ein azyklischer Komplex freier Linksmoduln bzgl. der freien Gruppe Un,l vom Rang n ist und
der Koeffizientenmodul G ein beliebiger Rechtsmodul zu U, 1. C(U, 1) wird topologisch konstru-
iert als ein Kettenkomplex C'()N(nyl) in der universellen Uberlagerung des Konfigurationsraumes
X, 1 = C\{n Punkte}, ein freier Linksmodul bzgl. der Gruppe der Decktransformationen der
universellen Uberlagerung, der Gruppe U, 1 = m1(X,,1). Die Homologiegruppen des Komplexes
sind abhéngig davon, ob der Koeffizientenmodul G generisch oder trivial bzgl. U, ; ist.

Die Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Automorphismen der Kettengruppen und
insbesondere der generischen Homologiegruppen des dquivarianten Komplexes werden mit Hilfe
des freien Differentialkalkiils gewissermaflen als Linearisierungen der Artinschen Automorphismen-
darstellungen erhalten.

Wesentliche Ergebnisse sind also:

o die Bestimmung der Homologiegruppen H (G gy, C'(Unyl))

e und die Bestimmung der Darstellungen B,, — Aut (H1 (G Qg | C’(Unyl))).

Fiir spezielle Koeffizientenmoduln GG gewinnt man die bekannten Gassner- und Burau-Darstellungen
der Zopfgruppen, sowie Darstellungen, die als Monodromiegruppen hypergeometrischer Integrale
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interpretiert werden kénnen.

Kapitel 3: Tterierte Darstellungen der Zopfgruppen (1) In diesem Kapitel werden iterativ
2-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe konstruiert, deren Homologiegruppen bestimmt und
Darstellungen der Zopfgruppe als Automorphismen der Kettengruppen und der Homologiegruppen
dieser Komplexe betrachtet.

Die 2-dimensionalen dquivarianten Kettenkomplexe resultieren einerseits iterativ in dem Sinne,
daB im 1-dimensionalen dquivarianten Komplex G®ZUn ) C(U, 1) der Koeffizientenmodul G selbst
geeignet als ein analog konstuierter 1-dimensionaler éiqui)varianter Komplex gewéhlt wird, und zwar
als G = G/®ZU,L+1,1 C(Un41.1), wobel G ein geeigneter Koeffizientenmodul ist. Andererseits resul-
tieren sie als Komplexe G’ g, . C(U, 2), und wobei C(U, 2) ein gemaB Brady [7] konstruierter
azyklischer Komplex freier Linksmoduln zum semidirekten Produkt Up,o = Up1 DX Upy1,1 zweier
freier Gruppen vom Rang n bzw. n + 1 ist. Setzt man dhnlich wie Cohen und Suciu [10] Ge-
nerizitdt oder Trivialitdt des Koeffizientenmoduls voraus, so kénnen die Homologiegruppen dieser
2-dimensionalen dquivarianten Komplexe ebenfalls iterativ bestimmt werden.

Analog zur Konstruktion der Kettenkomplexe kénnen die Darstellungen der Zopfgruppen als Grup-
pen von Automorphismen der Kettengruppen und der Homologiegruppen des 2-dimensionalen
dquivarianten Komplexes iterativ bestimmt werden.

Im einzelnen sind also wichtig:

o die Bestimmung einer freien Aufldsung C'(U, 2) von Z (der Lange 2) fiir das semidirekte
Produkt Uy, 2 = Up 1 < Upy1,1 freier Gruppen vom Rang n bzw. n + 1,

o die Bestimmung der Homologiegruppen H(G @z, ) C(U, o) eines 2-dimensionalen dquiva-
rianten Kettenkomplexes (im Falle eines generischen oder trivialen Koeffizientenmoduls) als

geschachtelte Gruppen H (H(G QL0111 C(Unt11)) D7, | C'(Unyl)),

e die explizite Angabe der iterativ gewonnenen linearen Darstellungen der Zopfgruppen als
Automorphismengruppen der generischen Homologiegruppen.

Als Darstellungen resultieren beispielsweise 3-parametrige Burau-Darstellungen der Zopfgruppe,
sowie hohere Darstellungen vom Gassner-Typ, die als Monodromiegruppen 2-facher hypergeome-
trischer Integrale interpretiert werden konnen.

Kapitel 4: Iterierte Darstellungen der Zopfgruppen (2) Dieses Kapitel enthélt Verallge-
meinerungen der Ergebnisse. Zunéchst werden iterativ m-dimensionale dquivariante Kettenkom-
plexe konstruiert und deren Homologiegruppen bestimmt.

Im Prinzip kénnen die korrespondierenden Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Auto-
morphismen der m-dimensionalen Kettengruppen und Homologiegruppen explizit bestimmt wer-
den. Allerdings zeigt schon der Fall m = 2 deren komplizierte Gestalt. Ein Beispiel behandelt daher
lediglich die Darstellung einer Zopfgruppe als Gruppe von Automorphismen einer m-dimensionalen
Homologiegruppe fiir den Fall eines speziellen nichtgenerischen Koeffizientenmoduls, eine Darstel-
lung, die die Monodromiegruppe héherer hypergeometrischer Integrale vom Fyp ,, F,,_1 liefert.
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Motiviert durch die explizite Behandlung des Falls m = 2 werden durch Einfiihrung von Rela-
tionen gewonnene Faktorgruppen der Ketten- und Homologiegruppen des m-dimensionalen dqui-
varianten Komplexes betrachtet. Um die korrespondierenden Automorphismendarstellungen der
Zopfgruppen explizit anzugeben, ergibt sich hier die Notwendigkeit, eine Art nichtkommutativer
Kombinatorik zu betreiben, i.e. Verallgemeinerungen der sogenannten g-deformierten Multinomi-
alkoeffizienten einzufiihren.

Von Bedeutung ist also hier:

die Bestimmung freier Auflésungen von Z (der Lange m) fiir ein (iteriertes) semidirektes
Produkte von m freien Gruppen,

die Konstruktion m-dimensionaler dquivarianter Kettenkomplexe, einerseits durch Tensorie-
rung der freien Auflésungen mit einem Modul zum semidirekten Produkt freier Gruppen,
andererseits iterativ aus einem 1-dimensionalen aquivarianten Kettenkomplex durch jeweils
geeignete Wahl des Koeffzientenmoduls,

die Bestimmung der Homologiegruppen der m-dimensionalen dquivarianten Kettenkomplexe
im Falle eines generischen Koeffizientenmoduls und im Falle eines trivialen Koeffizientenmo-

duls,

die Bestimmung der Integrationszyklen und der Monodromiegruppe héherer hypergeometri-
scher Integrale vom Typ , Fp—1,

die Definition von verallgemeinerten Multinomialkoeffizienten, die Einfiihrung von Relationen
von Ketten- und Homologiezyklen des m-dimensionalen aquivarianten Komplexes und die
explizite Angabe der korrespondierenden Automorphismendarstellungen der Zopfgruppen.

Beispielhaft werden Darstellungen behandelt, die man fiir verschiedene explizit gegebene Koeffizi-
entenmoduln erhilt: héhere 2-parametrige Burau-Darstellungen der Zopfgruppe und sogenannte
Tensordarstellungen der Zopfgruppe, die in verschiedenen physikalischen Theorien relevant sind.



Kapitel 1
Zopfgruppen

In diesem Kapitel sind grundlegende Definitionen und Sétze zu Zopfgruppen zusammengestellt.

In Abschnitt 1.1 werden gemif Fadell und Neuwirth [16] Konfigurationsrdume von Mengen
von Punkten in zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert und die Zopfgruppen als die Fun-
damentalgruppen dieser Konfigurationsrdume. Ferner werden einige wichtige Eigenschaften der
Konfigurationsrdume behandelt, so die Faserungen der Konfigurationsrdume und die Asphéarizitat
der Konfigurationsraume zur komplexen Ebene.

In Abschnitt 1.2 werden die Gruppenbeschreibungen der Zopfgruppen zur komplexen Ebene
mit Generatoren und definierenden Relationen angegeben, sowie die Artinschen Darstellungen der
Zopfgruppen als Gruppen von Automorphismen freier Gruppen.

In Abschnitt 1.3 wird kurz auf semidirekte Produkte von Zopfgruppen eingegangen.

1.1 Konfigurationsraume und Zopfgruppen

Es sei M eine zusammenhéngende 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es seien Zahlen m € IN und
n € Ny gegeben, sowie Mengen von n paarweise verschiedenen, fest gewahlten Punkten in M:

Qn = {Zm+nazm+n—1~~~azm+1}; ZiEM;iij:Ziizﬁ n >0

Qo = {}

Definition 1.1.1 Es sei p € N, p < m. Die Menge X, ,(M) C M? aller p-Tupel paarweise
verschiedener Punkte in M\Q@,:

Xn,p(M) = {(Zma Zm—1-. Zm—p+1); zZ; € M\Qnal 7&.7 ) 7& Z]}
ist der Konfigurationsraum einer Menge von p geordneten Punkten in M\Q,.

Man beachte, dafl die n Punktierungen also, beginnend mit z,,41, aufwirts und die Punkte des
p-Tupels, beginnend mit z,,, abwirts gezdhlt werden.
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Beispiel 1.1.2 Insbesondere sind:

Xn,l(M) = {(Zm)azm € M\{Zmgn, -\ Zms1}}
Xn,Z(M) = {(Zmazm—l);zi EM\{Zm+na~~~azm+1};zm#Zm—l}
Xon(M) = {(Zmtn, - Zm1);2i E Myi#j 2 # 25}

Der Konfigurationsraum X, , erhalte die von der Produkttopologie des p-fachen direkten Pro-
dukts M x ...x M induzierte Topologie.

Da M zusammenhéngend ist, ist auch X, ,(M) eine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit, siehe
[19]. Die Menge aller p-Tupel von Punkten in M\Q,, wobei fiir mindestens zwei Indices i # j gilt:
z = z; kann man mit diag((M\@,)?) bezeichnen, und X, ,(M) kann aus (M\Q,)? konstruiert
werden durch Entfernung der Diagonalen. Deren Kodimension ist gleich der Dimension von M\ @,
also > 1, daher wird (M\@,)? nach einer Verallgemeinerung des Jordanschen Kurvensatzes durch
die Diagonale nicht zerlegt, und auch X, ,(M) ist zusammenhéngend. Die Homotopiegruppen von
X, »(M) sind also unabhéngig vom Basispunkt.

Definition 1.1.3 Die nichtpermutierte oder reine Zopfgruppe von p Elementen auf M\Q,, ist die
Fundamentalgruppe 71 (X, ,(M)) des Konfigurationsraums X,, ,(M).

Es sel S, die symmetrische Gruppe von p Elementen. S, wirkt oder operiert frei (von rechts)
auf X,, ,(M) durch Permutation der Koordinaten:

(Zma s Zm—p-l—l)T = (Zm—p+7'(p)a s Zm—p+7'(1))a TE Sp

Diese Wirkung ist frei, da nur die identische Permutation die Elemente von X, , invariant 14ft.

Definition 1.1.4 Der Orbitraum der freien Wirkung von S, auf X,, , bzw. die Menge aller p-Tupel
paarweise verschiedener Punkte in M\, modulo der p-Tupel, die sich nur durch Permutation der
Koordinaten unterscheiden:

Xam(M) = Alzms-oszmprr]izi € M\Qn, i £ j 1z # 2} =
= Xpp(M)/Sp

ist der Konfigurationsraum X, [,) (M) einer Menge von p ungeordneten Punkten in M\Q,.

Definition 1.1.5 Die permutierte Zopfgruppe von p Elementen auf M\Q, ist definiert als die
Fundamentalgruppe 71 (X, [p)(M)) des Konfigurationsraums X, 1,j(M).

Man hat eine Sequenz von Zopfgruppen, siehe [4], Satz 1.1.:

Satz 1.1.6 (Zopfgruppensequenz) Fs sei 7, : X, ,(M) — X, ;) (M) die kanonische Projek-
tion, definiert durch:

Tp(Zmy - oy Zmep41) = [Zmy - o) Zm—p41]
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und es sei 2 T (X, [p)(M)) — S, der Homomorphismus, der jedem das Element o € m1(X,, 1p)(M))
reprisentierenden Weg a(t) = (am(t), ..., am_py1(t)), 0 <t <1, die korrespondierende Permuta-
tion tm Raum der geordneten p-Tupel zuordnet, ndmlich:

(am(O) am_p+1(0))

am(l) .. amopta(l)

dann st die folgende kurze Sequenz exakt:

*

1 — m(Xp p(M)) = (X [y (M) = Sp— 1
Hierbei ist w, der von m, induzierte Homomorphismus der Fundamentalgruppen.
Im weiteren von Bedeutung ist der folgende Satz:

Satz 1.1.7 (Fadell-Neuwirth-Faserung) Es seien p > 2 und 1 < r < p. Die Projektion 7 :
Xnp(M) — X, (M), definiert durch:

T(omse s omeptt) = (oo Zmerg)
ist eine Faserung mit der Faser Xp 4y p—r(M).

Beweisidee. Wir folgen [5] und [19]. Man betrachte einen festen Punkt (z0,,...,20,_. 1) €
X, »(M) des Basisraums und beschreibe das Urbild dieses Punktes unter =

T sy i) =

= {(z%,...,z%_r+1,zm_r,...,zm_p+1);zi EM\Qn;i#j: 2z # 2}

Setzt man nun Qpnir = Q, U{zl,, ..., 20 _,41}, dann ist:

Xn+7‘,p—7‘(M) = {(Zm—ra e ~,Zm—p+1);zi € M\Q“-H‘al ;éj i ;é Z]}

und es gibt einen Homdomorphismus x : X4y p—p (M) — 771 (20, ..., z%_r+1), definiert durch:
_ (0 0
X(Zm—ra Sy Zm—p+1) = (Zm, cey Bl Ami—ry - .,Zm_p_|_1)

Damit ist die typische Faserungseigenschaft gezeigt. O

Im weiteren werden wir ausschliefilich den Fall betrachten, dafl die zugrundeliegende Mannig-
faltigkeit die komplexe Ebene ist: M = C.

Satz 1.1.8 (Fadell, Neuwirth) Die Konfigurationsriume X,, ,(C) sind asphdrisch, d.h. es gilt:
(X0 p(C)) =0 firi> 1.

Beweis. Der Beweis ist gemaf [4] und [19].
Es sei n > 0. Im Falle p = 1 haben alle Raume X, 1(C), n > 0, den Homotopietyp einer
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Einpunktvereinigung von n 1-Sphiren S', und sie sind daher asphérisch. Fiir ein p > 1 und n > 0
gelte die Behauptung. Man betrachte die Faserung:

Xn+p,1(c) = Xn,p+1(c) = Xn,p(c)

Hierbel ist:

Xn+p,1(c) = {(Zm—p)§ Zm—p € C\Qn+p; Qn+p =Q@nU {ng ceey qu—p+1}}

und die Inklusion ¢ : X;,451(C) — Xp, p41(C) ist definiert durch:

i(zm—p) = {(221, : ~~azgq—p+1azm—p);zi EC\Qu;i#j:2 # Zj}

Man betrachte nun die folgende exakte Sequenz, Teil der langen exakten Homotopiesequenz der
Faserung:

*

T3 Xntp1 (C)) 2 7o X pi1 (€)) T (X (C))

Hierbei sind ¢* und 7* die von der Inklusion ¢ und der Projektion 7 induzierten Homomorphismen
der Fundamentalgruppen. Nach Induktionsanfang gilt m;(X,,4,,1(C)) = 0 fiir ¢ > 1, nach Indukti-
onsannahme m;(X, ,(C)) = 0 fiir ¢ > 1, und folglich gilt auch m;(X, ,4+1(C)) = 0 fiir i > 1.

Es sei nun n = 0. Man betrachte die Faserung;:

X1,p41(C)  Xo,,(C) = X0.1(C)

und die folgende exakte Sequenz:
Ti(X1p41(C) = mi(Xo,(C)) ™ mi(Xo1(C))

Daf 7;(X1 p+1(C)) = 0 fiir ¢ > 1, wurde gerade gezeigt. Die Aussage m;(Xo1(C)) = 0 fiir i > 1
folgt, da X 1(C) den trivialen Homotopietyp eines Punktes hat. Folglich gilt auch m;(Xg ,(C)) = 0
fir¢>1. 0

Das Resultat aus den Séatzen von Fadell und Neuwirth, das im weiteren benotigt wird, ist das
folgende:

Korollar 1.1.9 Fir alle p > r > 1 und n € Ny st die folgende kurze Homotopiesequenz exakt:

i* *

I = 11(Xngr p—r(C)) = m1(Xn p(C)) = M (X0 (C)) — 1

)

Notation Wir setzen:

Pn = Tl(Xo n(C))
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1.2 Gruppenbeschreibungen der Zopfgruppen

Man betrachte zunéchst X, 1(C) = C\{zm41, .., Zmtn}, d.h. die komplexe z,-Ebene mit n
Punktierungen. Man ordne die Punktierungen gemif zmin < ... < zZmy1 < 0, 2z € R, ¢ =
m+1,...,m+n, entlang der negativen reellen Achse an. Als Représentanten von Elementen 7,, ;
der Fundamentalgruppe U, 1 = m1(X,,,1(C)) seien vom Bezugspunkt z,, aus in mathematisch po-
sitivem Sinn um die Punkte z; herum gefiihrte Schleifen gew&hlt, vgl. Abbildung 1.1. Bekanntlich
gilt:

Lemma 1.2.1 Die Gruppe Uy 1 tst frei vom Rang n mit den Generatoren vp, ;, wober ¢ = m +
1,...,m+n ist:
Un1 = {(Ymist=m+1,...,m+n)

Ym,m+4n Ym,m+1

Abbildung 1.1: Generatoren der Fundamentalgruppe =1(X, 1(C))

Weiter betrachte man Xy ,,(C), d.h. die Konfigurationen des n-Tupels (Zpm4n, ..., Zm+1) mit
paarweise verschiedenen Koordinaten in der komplexen Ebene C. Man ordne nun die Punkte
gemiB zmyn < ... < zmy41 <0,z € R i=m+1,...,m+ n, entlang der negativen reellen Achse
an. Als Représentanten von Elementen v; ;, ¢, =m+1,...,m+n, ¢ < j, der reinen Zopfgruppe
P, = m1(Xon(C)) seien von den Punkten z; aus beziehungsweise in mathematisch positivem Sinn
um die Punkte z; herum gefiihrten Schleifen gew&hlt, vgl. Abbildung 1.2.

Satz 1.2.2 (Birman) Die reine Zopfgruppe P, = m1(Xo,(C)) der Ebene hat eine Beschreibung
mit den Generatoren

Yij Lj=m4+1,....m+n;, i<j
und den Relationen:
7r,i7r,j7r,k7;]'17;il 7°<]€Ii<j,7°<i<k2j
—1 . .
TrkVig =Yg § [y ¥rgl ek i e r<i<k<j
Yr.k r<k<i<jr<i<ji<eék

wobed [Yri, ¥r g = Vi VriVrd Vrj -
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Abbildung 1.2: Generator v; ; der reinen Zopfgruppe P,

Beweisidee. Wir folgen Birman [5]. Die Giiltigkeit der Relationen kann mit Hilfe der geome-
trischen Représentanten der Elemente von P, gezeigt werden. Die Vollstdndigkeit der Relationen
kann wie folgt induktiv bewiesen werden. Im Falle n = 1 hat man die triviale Gruppe. Im Falle
n = 2 hat man die freie Gruppe P> = (Ym41,m+2). Es sel nun angenommen, die Gruppe P, mit
n > 2 erlaubt die behauptete Beschreibung. Angesichts der kurzen exakten Homotopiesequenz ist
Ppy1 eine Erweiterung von U, ; durch Py:

1_>Un,1Z_>Pn+1ﬂ-_>Pn_>1

und der Beweis kann wie folgt gefithrt werden: man wéhle Reprédsentanten von Nebenklassen der
Gruppe Pp41 beziiglich der Untergruppe Uy, 1, zeige, wie die Relatoren von P, in die erweiterte
Grupppe P,41 liften, und daB die Wirkung der Représentanten der Nebenklassen auf die Genera-
toren von ker(7*) durch die Relatoren in P,41 beschrieben wird. Der Kern der Projektion, ker(7™*),
ist bekannt: die Fundamentalgruppe U, der n-fach punktierten Ebene C mit den Generatoren
Ym,, t=m+1,...,m+ n. Die Injektion ¢* : U, 1 — P,41 ist definiert durch:

i*(’Ym,i)I’Vm,i, t=m—+1,....m+n
Die Projektion 7* : P41 — P, ist definiert durch:

X oy i>m
i (W)—{ U izm
Unter 7 projizieren also die Elemente v; ;, ¢ > m, von P,4; auf die korrespondierenden Elemente
von P,. Die Relationen dieser Elemente in P, sind auch in P,y erfiillt, so daf es einen zu #*
rechtsinversen Homomorphismus gibt und die Erweiterung zerfallt. Die besagten Elemente konnen
also als Représentanten von Nebenklassen von P, beziiglich U, ; gewahlt werden. Die Menge der
Generatoren von P, 11 ist die Vereinigung der beiden Mengen von Generatoren, der Reprasentanten
von Nebenklassen von P,y beziiglich U, ; und der Generatoren von U, ;. Daf die definierenden
Relationen von P, 41 die Wirkung der Représentanten der Nebenklassen auf die Generatoren von
ker(7*) ausdriicken, sieht man unmittelbar, setzt man in diesen Relationen, analog zu den obigen
Relationen von P, formuliert, r = m. O
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Bemerkung 1.2.3 (Umkehrung der Argumentation) Definiert man die Zopfgruppe P, 41 als
abstrakte Gruppe mit Generatoren ; ;, ¢,j =m,...,m+n, ¢ < j, und mit definierenden Relatio-
nen, analog zu den obigen Relationen von P, so folgt die zerfallende kurze exakte Sequenz:

1= Upt & Pogt & Py — 1

Hierbei ist die Projektion p definiert durch: p(y; ;) = v ; fiir ¢ > m und p(ym ;) = 1.

Und zwar ist zum einen P, C P,41, erzeugt von {v;;} mit i # m, und die Untergruppe P,

kann in P,4, eingebettet werden. Zum anderen ist U, ; C P,41 Normalteiler. Dies folgt aus den

Relationen der Beschreibung von P,y fiir » = m. und schlieBlich ist P,41/U, ="F,, denn der
Quotient ist isomorph zur Gruppe, erzeugt von Elementen v; ; mit ¢ # m.

Satz 1.2.4 (Artin) Die reine Zopfgruppe P, hal ein ireue Darstellung als Gruppe von Automor-
phismen von U, 1, d.h. die Abbildung ¢ : P, — Aut(U, 1), definiert durch:

Yomi Y Yk Yo Yo o k=i
¢(7i,)(mk) = 8 Yy Yoj) Yok Yy Y j]~ i<k<j
Ym k k< i, k> _]

st ein Monomorphismus.

Bewets. Zum Beweis, dafl ¢ ein Homomorphismus von Gruppen ist, priife man, dafl die Re-
latoren von P, in U, den identischen Automorphismus induzieren. Man beachte dabei, daB fiir

7,7 € P gilt: 6(v7") = ¢(7')(6(7))-
Zum Beweis, dal Kern(¢) = 1, siche [4], Corollar 1.8.3.

Bemerkung 1.2.5 Die treue Darstellung von P, als Aut(U, 1) ist induziert durch die folgenden
Relationen zwischen den Generatoren 7, ;, j = m+1,...,m+ n von U, ; und den Generatoren
Yij, HLi=m+1,...,m+n, i <j, von Py, die die Rechtswirkung von P, auf U, ; beschreiben:

Vi Ymos Yk Vi Yo o k=i
YmkYig =Yg S [Ymis Yl Ymk [rmis ymgl i<k <j
Ym,k k<ik>j

Der Vollstandigkeit halber sei hier auch die Wirkung der Inversen der Generatoren v; ; von P, auf
Un,1 angegeben:

Voo Vo Y b Yo Vo X k=ij

-1 _ -1 _ _ _ _ - . .

YmkYig = Vi [’Vm,lj,’ym,li] Ym,k [’Vm,lj,’ym,li] P<k<j
Ym,k k<ik>j

Zur Gruppenbeschreibung der Zopfgruppe B, = m1(X[»)(C)) bendtigt man die bekannte
Gruppenbeschreibung der symmetrischen Gruppe:
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Lemma 1.2.6 Die symmetrische Gruppe S, hat eine Beschreibung mit den Generatoren:
T t=m+1,...m+n-—1

und den Relationen:

TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1
TZ'T]' = T]'TZ' |Z—j|22
Tl'z = 1
Man betrachte nun X ,1(C), d.h. Konfigurationen des ungeordneten n-Tupels [2p4n, .. ., Zm41]

mit paarweise verschiedenen Koordinaten in der komplexen Ebene C. Elemente der Fundamental-
gruppe B, = m1(Xy,[»)(C)) sind Elemente ¢;, i = m+1,...,m+ n — 1, geometrisch repréasentiert
durch einander nicht schneidende Wege in C, die beziechungsweise die Punkte z; und z;41 in ma-
thematisch positivem Sinn vertauschen, sieche Abbildung 1.3.

g

* Zi42 Zq * Zi—1

Abbildung 1.3: Generator o; der Zopfgruppe B,

Satz 1.2.7 Die Zopfgruppe B, hat eine Beschreibung mit den Generatoren:
of t=m—+1,...m+n-—1

und den definierenden Relationen:

0;0;410; = 03410041
oioj = 0;0i li—j[>2
_ -1 2 ) . .
Yij = O .. 0j_q...0%, 1<)

Beweisidee. Wir folgen Birman [5]. Die Giiltigkeit der Relationen kann wieder mit Hilfe
der geometrischen Repréasentanten der Elemente von B, gezeigt werden. Die Vollstandigkeit der
Relationen kann wie folgt mit Hilfe der kurzen exakten Zopfgruppensequenzen bewiesen werden:

1—-P, 2B s 1

Die Gruppe B, ist eine Erweiterung von P, durch die symmetrische Gruppe S,,. Als Reprasentan-
ten vom Nebenklassen in B, bzgl. der Untergruppe P, wihle man die Elemente o;,¢ =1,...,n—1,
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f L2 i (R

Abbildung 1.4: Definierende Relationen von B,

die unter dem Homomorphismus g auf Transpositionen abgebildet werden: u(o;) = 7;. Die Vereini-
gung der Menge der Generatoren y; ;, ¢, 7 = m+1,...,m+n, ¢ < j, des Kerns P, der Erweiterung
und der Menge der Elemente ¢y, liefert die Generatoren von B,. Die Relationen in B,, enthalten
offensichtlich die gelifteten Relationen von Sy, und man kann leicht zeigen, daf} sie auch die Rela-
tionen von P, enthalten, sowie die Relationen, die die Wirkung der Elemente o; auf den Kern P,
der Erweiterung ausdriicken. O

Bemerkung 1.2.8 (Geometrische Realisierung in R?) Die bekannteste Darstellung der Ele-
mente der Zopfgruppe B, ist die Darstellung als Menge von Wegen in R3, als verflochtene Fiden,
siehe beispielsweise [30]. Man betrachte in der Ebene y = 0 Parallelen zur z-Achse durch z = 0
und z = 1 und darauf Punkte P; = (¢,0,0) und P/ = (,0,1),7=1,...,n. Dann kann ein Element
o € B, durch eine Menge von n Wegen (¢);(t) in R3, die einander nicht schneiden sollen, den
verflochtenen Fiden, dargestellt werden: (o);(t) = (#;(t), vi(t),t), wobei 0 < ¢ < 1, (¢);(0) = F;
und (0);(1) € {P{,..., P.}. Siche Abbildung 1.4. zur geometrischen Darstellung der definierenden
Relationen o;0,410; = 0;410;0;41 der Zopfgruppe B,.

Satz 1.2.9 (Artin) Die Zopfgruppe B, hal ein treue Darstellung als Gruppe von Automorphis-
men von Uy 1, d.-h. die Abbildung ¢ : B, — Aut(U, 1), definiert durch

7m,i7m,i+1'}/n_%1i k=1
¢(0:)(Ym 1) = Vi k=i+1

st ein Monomorphismus.
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Bewets. Zum Beweis, dafl ¢ ein Homomorphismus von Gruppen ist, priife man, dafl die Rela-
toren von By, in U, 1 den identischen Automorphismus induzieren. Zum Beweis, dafl Kern(¢) = 1,

siehe [4], Corollar 1.8.3. O
Bemerkung 1.2.10 Die treue Darstellung von B, als Aut(U, 1) ist induziert durch die folgenden

Relationen zwischen den Generatoren 7, ;, j = m+1,...,m+ n von U, ; und den Generatoren
o,i=m+1,...,m+n—1,von B,, die die Rechtswirkung von B,, auf U, ; beschreiben:
YmiYm it Yy k=i
Ym,kO; = 0y Y k=141
Y,k k#£ii+1
Die Wirkung der Inversen der Generatoren o; von B, auf U, ist:
Ym,i41 k=1
Ym0y =078 i Ymimizs k=141
Y,k k#idi+1

1.3 Semidirekte Produkte der Zopfgruppen

Im weiteren werden semidirekte Produkte der Zopfgruppen wichtig sein.

Definition 1.3.1 Es seien G und U Gruppen, und es sei ¢ : G — Aut(U) ein Gruppenhomo-
morphismus, dann ist das semidirekte Produkt G 1><g4 U das direkte Produkt G x U mit der
Verkniipfung:

Gy Ghy) = (GG, o(G)(v)y) GG EG; i,y €U

Notation Wir setzen fiir Elemente aus G b<y4 U abkiirzend:

€7=Cn (€G €U
Obige Verkniipfung ist dann:
GyiGy = GGeG) )y, GG EG vy €U

Das semidirekte Produkt G <y U ist eine Gruppe, denn die obige Verkniipfung ist assoziativ,
und zu jedem Element zu ({,v) € G <y U existiert ein Inverses:

CNELoCTH™)) =6 1),  (€G yeU
bzw.:
(T = TR =
= 1¢ly, (ed, veU

Man hat fiir das semidirekte Produkt G ><4 U die folgende kurze exakte und zerfallende
Sequenz:

1—>Ui—*>GI><¢U7T—*>G—>1
Hierbei ist *(y) = (1g,7) und 7*(¢,7) = ¢, und schlieBlich ist j*(¢) = (¢, 1) rechtsinvers zu 7*.
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Lemma 1.3.2 Die Gruppe Phi1 kann als semidirektes Produkt geschrieben werden:
Poy1 =Py b< Upn
Beweis. Die kurze exakte Sequenz von Zopfgruppen:
L= Ui & Pt & P 1
zerfallt. O

Bemerkung 1.3.3 Tteration ermdglicht die Lésung des Wortproblems, d.h. des Problems einer
eindeutigen Darstellung eines Worts in P,41:

Pn+1 = Pn >< Un,l =
= P U q1< Uy =

= U171 > U271 D>< ... < Un—l,l > Un,l

Fin Wort in P, 41 kann als Produkt von Worten in P, und U, ; geschrieben werden. Dies Verfahren
kann fiir Worte in P, wiederholt werden, und man gelangt zu einem eindeutigen Produkt, Artins
Normalform, eines Wortes in P,11 in Worten in freien Gruppen U; 1,1 =1,...,n:

Y= Tm4n—-1Tm4n-2 - Ym+1Tm, Y EPna7m+i € Un—i,l

Beschreibungen als semidirekte Produkte freier Gruppen existieren auch fiir die Zopfgruppen
Un,m, Untergruppen von P,i,,. Es gilt:

Lemma 1.3.4 Die Gruppe Uy pm kann als semidirektes Produkt freier Gruppen geschrieben werden:
Un,m = Un D>< Un+1,1 oG > Un+m—2,1 D>< Un+m—1,1

Beispiel 1.3.5 Die freie Gruppe U, 1 = (ym,;;J = m+1,...,m + n) vom Rang n wirkt durch
¢ : Up1 — Aut(Usy41.1) (von rechts) als Gruppe von Automorphismen der freien Gruppe Upy1,1 =
(¥m=14;4 =m,...,m+n) vom Rang n + 1. Das semidirekte Produkt U, 5 = Up 1 B< Upy1,1 ist
die Gruppe mit den Generatoren 7y, ;,, wobei k = m—1,mund jp =k +1,...,m+n, und den
definierenden Relationen:

Ym-1k¥mj = Ymj O(Ym,i)(Ym-1k) =
P}/m—l,m"ym—l,j"}/m—l,kp)/n_@l_ly]"}/n_@l_l’m k=m< jm< k =
= Ymy [")/m—l,ma"}/m—l,j]"}/m—l,k [P}/m—l,ma'}/m—l,j]_l m< k< .7

Ym—1,k k<m,j<k



Kapitel 2

Lineare Darstellungen
der Zopfgruppe

In diesem Kapitel werden 1-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe konstruiert und deren Ho-
mologiegruppen bestimmt. Ferner werden Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Auto-
morphismen der Kettengruppen und der Homologiegruppen dieser Komplexe betrachtet.

In Abschnitt 2.1 werden zunéchst 1-dimensionale Kettenkomplexe C’()N(nyl(C)) in der universel-
len Uberlagerung der Konfigurationsriume X, 1(C) konstruiert. Diese Komplexe sind azyklische
Komplexe freier Linksmoduln zu U, 1 = m1(X,,1(C)) und liefern eine freie Auflésung (der Lange
1) von Z fiir U, 1.

In Abschnitt 2.2 werden 1-dimensionale dquivariante Komplexe G @z, C(X,1(C)) behan-
delt, wobei GG ein Rechtsmodul zu U, ; ist. Sodann werden unter der Voraussétzung der Generizitat
oder der Trivialitét des Koeffizientenmoduls G die Homologiegruppen dieser 1-dimensionalen dqui-
varianten Komplexe bestimmt.

In Abschnitt 2.3 werden Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Automorphismen der
Kettengruppen und insbesondere der Homologiegruppen des dquivarianten Komplexes bestimmt,
die man mit Hilfe des freien Differentialkalkiils gewissermaflen als Linearisierungen der Artinschen
Automorphismendarstellungen erhélt. Aufler den Darstellungen der Zopfgruppen im Falle eines
beliebigen generischen Koeffizientenmoduls G werden als Beispiele kurz die bekannten Gassner-
und Burau-Darstellungen behandelt, die im Falle gewisser explizit gewahlter Koeffizientenmoduln
resultieren.

Ein weiteres Beispiel behandelt eine natiirliche Anwendung zu hypergeometrischen Integralen.
Typische explizite Koeffizientenmoduln der Komplexe werden durch die Monodromieeigenschaften
komplexer Funktionen der Art HZ»<]»(ZZ' — z]»)%j geliefert, und die Darstellungen der Zopfgruppen
als Automorphismen der Homologiegruppe der dquivarianten Komplexe konnen als Monodromie-
gruppen derjenigen Funktionen interpretiert werden, die durch Integration iiber Homologiezyklen
entstehen, also als Monodromiegruppen hypergeometrischer Integrale.

13
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2.1 1-dimensionale Kettenkomplexe in universeller Uber-
lagerung

2.1.1 Komplex in der Ebene

Die n-fach punktierte Ebene X,, 1(C) = C — {zm41,- .-, Zm4n} mit (freier) Fundamentalgruppe
Upi = 71(Xn152m) = (Ymm+1s- - -, Ym,m+n) vom Rang n hat den Homotopietyp einer Einpunkt-
vereinigung von n 1-Sphiren mit dem gemeinsamen Punkt z,,. Man betrachte den assoziierten
1-dimensionalen endlichen zelluldren Kettenkomplex. Vgl. dazu Abbildung 1.1.

Definition 2.1.1 Der 1-dimensionale Kettenkomplex C(X,, 1) ist wie folgt definiert. Die Ket-
tengruppe Cy(X, 1) werde als freie (additive) abelsche Gruppe erzeugt vom Bezugspunkt zy,
die Kettengruppe C1(X, 1) von der Menge {ym;;j = m+1,...,m + n} der Generatoren von
T1(Xn 15 Zm). Die Randhomomorphismen 9y : Ci(X,,1) — Ci-1(Xy 1), 1 = 0,1, seien:

Hoyem =
Oyymj = 0, j=m+1,....m+n
Hierbei entsprechen die Generatoren =, ; der (additiven) Kettengruppe C1(X, 1) bijektiv den
(ebenso bezeichneten) Generatoren ¥y, ; der (multiplikativen) Fundamentalgruppe U, 1 siehe [39],

Satz 5.5.14.
Nach Definition des Komplexes C'(X, 1) hat man also:

Lemma 2.1.2 FEs gilt:

R
N

Co(Xn1) , 1) =

Es folgt unmittelbar:

Lemma 2.1.3 FEs gilt:
Ho(X,1) = Z, Hi(X,1)=Z"

Beweis. Es gilt: Kern(9(1)) = C1(Xpn 1), I = 0, 1. Daher hat man fiir die Homologie H;(X, 1) :=
Kern(d))/Bild(0(141)) des Komplexes: Hi(X, 1) = Ci(X,1),1=0,1. O

2.1.2 Komplex in universeller Uberlagerung

Der Lift des Komplexes C'(X,, 1) in die universelle Uberlagerung )N(nyl von Xy, 1 liefert einen Kom-
plex C'(X, 1) als freien Linksmodul iiber ZU, 1, dem Gruppenring der Gruppe U, 1 der Decktrans-
formationen von X, 1 bzgl. des Rings Z der ganzen Zahlen.

Es sei also p : )N(nyl — Xy 1 die universelle Uberlagerung der punktierten Ebene X, ;. Der
Komplex C(X,, 1) liftet isomorph zu einem Komplex C'(X, 1), siche [39], Satz 6.8.1. Man wahle
einen festen Punkt Z,, in der Faser p=!(z,,) iiber dem Bezugspunkt z,,. Die Gruppe I1(X,, 1; Zy)
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der Decktransformationen ist dann isomorph zur Fundamentalgruppe U, 1 = m1(Xp 15 2m) des
Basisraums, und sie permutiert jeweils die Ketten in der Faser p~!(c) iiber einer Kette ¢ € C(X,, 1).
Wahlt man also eine feste Kette ¢ € C'()N(nyl) tiber jeder Kette ¢ € C(X,, 1), dann sind a¢, o« € ZUp, 1
die Ketten in C’()N(nyl). Die Kettengruppen zu C'()N(nyl) sind somit freie Linksmoduln zu ZU, ;.

Definition 2.1.4 Sei R ein nichtkommutativer Ring mit Eins 1g. Ein R-Linksmodul ist eine
kommutative Gruppe C, zusammen mit einer Multiplikationsabbildung;:

RxC—C (o, ¢) — ac
die bilinear und assoziativ ist, d.h. fiir alle @, ¢’ € R und ¢, ¢’ € C gilt:

(a+a')e = actdale (aa’)e = aldlc)
alc+c) = actad lge = ¢

Ein R-Linksmodul C'ist frei, wenn jedes Element eindeutig als endliche Linearkombination ., e;¢;,
a; € R, ¢; € C' darstellt werden kann.

Es sel ¥ die Liftung L,(v; Zp,) eines Weges v € U, 1 in die universelle Uberlagerung )N(nyl, die
im Punkt z,, beginnt.

Definition 2.1.5 Der 1-dimensionale Kettenkomplex C'()N(nyl) ist als freier Linksmodul zu ZU, 1
wie folgt definiert. Die Kettengruppe Co(X, 1) werde erzeugt vom Punkt Z,,, die Kettengruppe
C1(X, 1) von der Menge {¥,, ;7 = m+1,...,m + n} der Liftungen der Generatoren von U, ;.

Die Randhomomorphismen 9y : Cy(Xp 1) — Cy—1(Xn 1), ¢ = 0, 1, seien Modulhomomorphismen:

Ip(aéy) = ady)(éy), a € ZUp 138, € Cyi(Xn 1)
mit der Eigenschaft:
O0)yim = 0
Oy¥mi = (1=7mi)im

Nach Definition des Komplexes C'(X, 1) hat man also:
Lemma 2.1.6 FEs gilt:

Co(X,
C1(Xn

1) ZU, 1
1) 2 (ZUpn)"=Z2ZUp1 & ... & LU,

)

)

n

wober die Isomorphismen gegeben sind durch:

az, — a€hLU,,

n
Za]':}/m,m+]' - (Ozl, .- ~aan) € (ZUThl)n
=1
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Dafl die Projektion p auch fiir die 1-Ketten ¥, ;, deren Rand als Koeffizienten Elemente von
ZU, 1 enthilt, eine Kettenabbildung ist, folgt mit der definierenden Eigenschaft der Gruppe U, 1
der Decktransformationen, namlich: py = p, v € U, 1. Das folgende Diagramm ist also kommuta-
tiv:

Cr(Xnn) 2 Cf(Xn)

10 10
Co(Xnn) 2, Co(Xn1)
10 10

0 0

Bemerkung 2.1.7 (Ableitung einer Gruppe) Die Liftung 4 eines als Produkt in Generatoren
der Fundamentalgruppe gegebenen Weges v € Uy, 1 kann entwickelt werden als lineare Kombination
der Liftungen der Generatoren mit Koeffizienten in ZU, 1, dem Gruppenring der Decktransforma-
tionen. Fiir v = v, iVm,i+1 € Un,1 beispielsweise hat man:

5/ - ':}J/m,i + 7m,i'7m,i+1

Die Liftung ist somit ein verschrénkter Homomorphismus der Gruppe Uy, 1 in den ZU,, ;-Linksmodul
C1(X5 1), eine sogenannte Ableitung oder Differentiation der Gruppe Up 1.

Lemma 2.1.8 (Azyklizitit) Der Komplex (C'()N(nyl) ist azyklisch, d.h. es gilt:

Hi(X,1) =0, HO(Xn,l) =7

Beweis. Nach Definition des Komplexes folgt unmittelbar, daf: Kern(d(1)) = 0. Weiter werden
im Quotienten von Kern(d(o)) nach Bild(91)) alle 0-Ketten identifiziert durch: Z,, =5 2, fiir alle
Generatoren v von Uy, 1, und es folgt: Kern(do))/Bild(d1)) = Z. O

Man betrachte nun anstelle des Randhomomorphismus 8(0) : C’o(f(nyl) — 0 die sogenannte
Augmentationsabbildung.

Definition 2.1.9 Die Augmentation ¢ : C’o(f(nyl) = ZU, 1 — Z ist definiert durch:

€ (Z nm) = Zni, a €Uy, n €L, v €U,
2 2

Lemma 2.1.10 Der augmentierte Komplex zu C'()N(nyl) ist eine freie Auflésung von Z diber ZU, 1.
Bewets. Der Komplex C'()N(nyl) ist ein azyklischer Komplex freier ZU, 1-Moduln, daher eine

freie Auflésung von Z iiber ZU, 1, wobei Z als trivialer ZU,, 1-Modul betrachtet wird. Die folgende
0-Sequenz freier ZU, 1-Moduln ist also exakt:

0 — Cl()?n,l) — CO(Xn,l) i> 7 — 0
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Exaktheit bei Cy ()N(nyl) & ZU, 1 kann man auch unmittelbar wie folgt einsehen. Kern(e) besteht
aus Elementen 1 — v, v € U, 1. Diese Elemente haben einen eindeutigen Ausdruck der Form:

m-+n
l—y = > aj(l—ym;) aj EZUn:
j=m+1
Es gilt offensichtlich:
m-+n m-+n
S oai(l=qmy) = oy | D ajdmy
j=m+1 j=m

Damit hat man gezeigt, daf: Kern(e) = Bild(9(1)). D

2.2 1-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe

Im folgenden werden Tensorprodukte der azyklischen Komplexe C'()N(nyl) mit einem Rechtsmodul
zum Gruppenring ZU, 1 der Gruppe der Decktransformationen von X, ; betrachtet. Die resultie-
renden sogenannten dquivarianten Komplexe sind nicht mehr azyklisch.

2.2.1 Definition 1-dimensionaler dquivarianter Kettenkomplexe

Es sei also ZU, 1 der Gruppenring der freien Gruppe U, 1 bzgl. des Rings Z der ganzen Zahlen
und G ein beliebiger ZU, 1-Rechtsmodul.

Definition 2.2.1 Sei R ein nichtkommutativer Ring mit Eins 1g. Ein R-Rechtsmodul ist eine
kommutative Gruppe G, zusammen mit einer Multiplikationsabbildung;:

Gx R—G (9,00) = g

die bilinear und assoziativ ist, d.h. fiir alle o, 0’ € R und ¢,¢’ € G gilt:

/

gla+a') = gac+ go g(ae?) = (go)a
(9+9)a = gatgo 9lr = ¢

Beispiel 2.2.2 Es sei G eine kommutative Gruppe. Dann induziert ein Gruppenhomomorphismus
® : U, 1 — Aut((G) einen (ebenso bezeichneten) Ringhomomorphismus ® : ZU,, 1 — End(G), und
G ist ein ZU, 1-Rechtsmodul durch die Definition: go = ®(a)(g), g € G, o € ZU, 1.

Der ZU, i-Rechtsmodul G und der ZU, ;-Linksmodul C'()N(nyl) sind auch Z-Moduln, da der
Ring Z als Unterring in ZU, ; eingebettet werden kann durch die Abbildung n — n -1, n € Z,
1 € Uy,,1. Ebenso ist das Tensorprodukt G ® C(X, 1) der beiden kommutativen Gruppen G und

C(Xn 1) ein Z-Modul.
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Definition 2.2.3 Es sei ein Z-Submodul des Z-Moduls &G ®7, C'()N(nyl) definiert, und zwar durch
die Relation:

g Q7 ac = ga@gc, geEG,a €Uy ,ceC(Xy)

Das Tensorprodukt G Q7. C'()N(nyl) des ZU, 1-Rechtsmoduls G und und des ZU, ;-Linksmoduls
C'()N(nyl) ist dann der Quotient des Z-Moduls G @5 C'()N(nyl) beziiglich dieses Submoduls:

GOz, C(Xn1) =G og C(X1)/ ~

Definition 2.2.4 Es sei G ein Rechtsmodul zu ZU, ;. Der dquivariante Komplex G @g,, )
C(Xn 1) mit Koeffizienten in G ist definiert durch die Ketten:

9 Qg | aé=ga@g, ¢ gEG,a€Zly,,é€C(Xn1)

und durch die Randhomomorphismen 0, : GG Qg C'q(f(nyl) — G Qg | Ci-1(Xnn), ¢=0,1,
die mit den Elementen ¢ € GG vertauschen: ) )

)9 Oz, , @) = 9Oz, @0y)(é)
Lemma 2.2.5 FEs gilt:

G®ZU”,1 CO(Xn,l) = G
Gogy  Ci(Xnn) = G"=08...8G

)

Beweis. Wegen C'o()N(nyl) = ZU, 1 ist:

G o7y, Co(Xn1) = G

)

durch die Abbildung:

9QZy, — gEG

Bezeichnet man mit Cl(Xn,l))j den von der 1-Kette 9, pmy; erzeugten ZU, 1-Submodul von
C1(Xn 1), soist (C1(Xn1)); = ZU, 1 und:

Gogy, , (C1(Xan); = G

durch:

9j @Imm+j — 9 €G
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Es folgt:

Gogy,  Ci(Xn1) = Gogy (B (Ci(Xn1))) =
@7=1(Gogy, | C1(Xnn));) =
G'"=Gg..od
S —’

n

R

R

durch die Abbildung:

m
Zgj®:};m,m+j - (gl""’gn)EGn
ji=1

Jedes Element der Kettengruppe G @ C’l()N(nyl) hat also eine eindeutige Darstellung der Form
> =195 © Ymmj - O

Bemerkung 2.2.6 (Homologie mit lokalen Koeffizienten) Der Komplex G @z, C(Xn 1)

in der universellen Uberlagerung )N(nyl mit Koeffizienten in einem ZU, ;-Modul G gestattet eine
dquivalente Formulierung als Komplex C(X;G) in X, ; mit Koeffizienten in einem sogenann-
ten Biindel G von lokalen Gruppen auf X, ;. Man bildet ein Biindel G von lokalen Gruppen
auf X, 1, indem man jedem Punkt z € X, eine Gruppe G(z) zuordnet und jeder Homoto-
pieklasse von Wegen einen Homomorphismus der Gruppen im Anfangspunkt und im Endpunkt
der Wege. Ein solches Biindel wird beispielsweise durch eine Darstellung U, ;1 — Aut(G) der
Fundamentalgruppe von X, 1 geliefert, wenn G = G(z) fiir alle z € X, ;. Wahlt man den
ZU, 1-Rechtsmodul G als lokale Gruppe G(zn,) im Bezugspunkt z,, dann ist nach einem Satz
von Eilenberg die Aquivariante Homologie der universellen Uberlagerung )N(nyl mit Koeffizienten in
((zm ) isomorph zur Homologie von X, 1 mit Koeffizienten im Biindel G lokaler Gruppen auf X, 1,

d.h.: H(G(zm) Qg | C(Xn1)) =2 H(X,n1;G). Eine axiomatische Behandlung dieser Kompleze
mit lokalen Koeffizienten findet man bei Eilenberg [15] oder Whitehead [42].

2.2.2 Eigenschaften des Koeffizientenmoduls

Die Homologie des Komplexes G @, ) C'()N(nyl) héngt ab von Eigenschaften des Koeffizienten-

moduls G. Im folgenden sei G ein ZU, ;-Modul, induziert durch einen Gruppenhomomorphismus
S, Uy 1 — Aut(G), wobel U1 = (ym;;J = m+1,...,m+ n). Man unterscheide triviale und
generische Moduln G.

Definition 2.2.7 Der ZU, i-Rechtsmodul G ist trivial, wenn fir alle v € T, ' = {vyy;;j =
m+1,...,m+n} CU,a, gilt:
Dy()(9) =9, gEG

bzw. wenn gilt:
(1= 7) € Kern(@,)

Im weiteren werden in der Regel generische ZU, ;-Moduln G betrachtet.
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Definition 2.2.8 Der ZU, i-Rechtsmodul G ist generisch bagl. U, 1, wenn fiir alle y € T', T' =
{Ymj3i=m+1,...,m+n} CU,;, die Elemente (1 —v) € ZU, 1 als Endomorphismen von ¢
invertierbar sind:

3[@,(1— )] € End(G)
Beispiel 2.2.9 Der Modul G = C, gegeben durch die Multiplikationsabbildung:

CxZU,; — C
(Lymj) — €mhma, Amj ER

ist generisch, wenn:
Am,j € Z, j=m+1,...,m+n

2.2.3 Homologie des dquivarianten Komplexes
Homologie des Komplexes mit trivialem Koeffizientenmodul

Im Falle eines trivialen ZU, ;-Moduls G erhdlt man aus der dquivarianten Homologie wieder die
gewohnliche Homologie:

Lemma 2.2.10 Ist G trivialer ZU, 1-Modul, so gilt:

H(G gy,  C(Xng)) = H(Gogz C(Xa)))

Beweis. Fiir alle g € G,y € U, und ¢ € C'()N(nyl) st gy =g9gReé€EG® C’()N(nyl). Daher
gibt es zu jeder Kette ¢ @ ¢ € G @ C(X, 1) genau eine Kette g@ ¢ € G ® C(X,, 1) mit p(é¢) =¢. O

Satz 2.2.11 FEs gilt:

Hy(G oz C(Xnn)) = G"
Ho(Gog C(Xn1)) = G

Beweis. In diesem Fall sind alle Ketten Zyklen: H (G @ C(X,1)) = G ® Cy(X, 1), und mit
Co(Xn,1) 2 Z und C1(X, 1) = Z" folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.2.12 Im Falle G = Z erhilt man wieder H(X,, 1;Z) = H(Z @y C(X, 1)). Die Betti-
Zahlen by(X, 1) = Rang(H (X, 1;Z)) von X, 1 sind also: bg(Xp 1) = 1 und b1(X, 1) = n, und die
Euler-Charakteristik x(Xp 1) = Z})io(_l)jbj(Xn,l) lautet: x(X,1)=1—n.

Homologie des Komplexes mit generischem Koeffizientenmodul

Ist der Koeffizientenmodul G des Komplexes G®ry,; ) C(X, 1) generisch bzgl. U, 1, so sind Ketten

wohldefiniert, die Endomorphismen [®,(1 — v ; )]_1 von (7 enthalten, die sich gegen die unter den
Randhomomorphismen auftretenden Endomorphismen aufheben.
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Lemma 2.2.13 (Randformel) Es g:ilt fir alle g € G:

o) (1900 = 1™ (9 Oz, Fmi) = 9970, , 5

Bewers. Man hat:

a(1) ([q)g(l - Vm,i)]_l (g) ®ZUn,1 :Vm,l) = [q)g(l - Vm,i)]_l (g) ®ZUn,1 (1 - Vm,i)gm =
= 0y (1=7m0) (9,1 = 1 )] (9)) O, Fm =
= 997y, m

mittels der charakteristischen Eigenschaft des Modultensorprodukts. O
Es folgt unmittelbar:

Lemma 2.2.14 (1-Zyklen) FEs gili fir alle g € G:

0 (191 = 3m )™ (0) @z, ont = B (1 =73 17 () @, Fimj) = 0

Zur Abkiirzung und zur Vereinfachung der Rechnungen ersetzen wir im Falle eines generischen
Un,1-Moduls G den Komplex G @, ) C(Xn,1) durch einen isomorphen Komplex mit einfachen
Randhomomorphismen. )

Definition 2.2.15 Es sei K der 1-dimensionale formale Kettenkomplex, definiert als freier Links-
modul zu ZU, ; mit den Kettengruppen Ky, erzeugt von Z,, und Ki, erzeugt von der Menge

eis;j=m+1,...,m+n}, und mit Randhomomorphismen 9,y : K, — K,_1, ¢ = 0,1, definiert
/ (0) " Iy q
durch:

Inylej) = Zm, j=m+1,....m+n

Und fiir einen generischen Uy, 1-Modul G sei G @, ) K der 1-dimensionale formale dquivariante
Komplex mit Ketten g ® kg, g € G, k, € K, und Rand J4)(9 @ k) = g © 0y (ky).

Lemma 2.2.16 Fiir einen generischen U, 1-Modul G gibt es einen Isomorphismus von Ketten-
komplexen:

Gogy, , C(Xn1) =Gogy, K
der fiir 1-Ketten definiert ist durch:
H ([q)g(l_')/m,i)]_l (g)®:}/m,z) = g®e, [q)g(l_?/m,i)]_l(g)(@:}/m,i EG®CI(Xn,1)

wobet i = m+1,...,m+n ist, und der fir 0-Ketten offensichtlich ist.
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Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar mit Hilfe der Randformel und der Definition des formalen
Komplexes. Die Abbildung p vertauscht mit dem Randhomomorphismus:

0 p (B (1 =3 (@) ©Fmi) = Oilg@en) =90
01 (001 = )7 (0) @ Fmi) = 9@ En) =90 5

und sie ist bijektiv. O

Wir werden im weiteren also im Falle eines generischen Koeffizientenmoduls den Komplex G ®
C'()N(nyl) mit dem formalen Komplex identifizieren und wegen der einfachen Randhomomorphismen
in Rechnungen dessen formale Ketten verwenden.

Satz 2.2.17 Ist G generischer ZU, 1-Modul, so gilt:

Hi(Gogy,  C(Xnn)) = G"l'=Ga... 00

Ho(G @z, C(Xn 1))

R
<

Beweis. Ist GG generisch bzgl. Uy, 1, so definiert die Abbildung:

(g1 09m) = (@401 = G 7 (91)s- -, @5 (1 = Gon )] (90)) € G

einen Automorphismus von G”. Jedes Element der Kettengruppe G' ® C’l(f(nyl) hat also eine
eindeutige Darstellung der Form

1 -
> @1 = Ymmti)] " (95) @ Fmimass G €EC

ji=1

bzw. eine eindeutige Darstellung der Form
n
d g ®@emy, g €C
j=1

Der Rand einer 1-Kette ist:

Oy | D05 @emes | =95 @ Fm
j=1

ji=1

d.h. eine 1-Kette ist ein 1-Zyklus unter der Bedingung:

D9 =0
j=1
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Nimmt man an, g, = — Z?;ll g; # 0, so hat ein 1-Zyklus die Darstellung:

n—1 n—1 n—1
Zgj ® em4j — (Z 9i) @ emin = Zgj @ (em4j = €m4n) =
j=1 j=1 j=1
n—1 J
= Z(Z 9r) @ (emaj — €mijt1) =
j=1 k=1
n—1

= Y hj ©empjmeit

ji=1

Mit €mtjmtjr1 = Emtj — €mj+1 und by = (Zizl gx) € G. Es hat also jedes Element der Homo-
logiegruppe H1(G @ C'(Xp,1)), der Gruppe der Zyklen in der hochsten Dimension des Komplexes,
eine eindeutige Darstellung der Form:

n—1
S (1801 = 3m )] () @ s = B (1= 2 1] (5) © 1)
ji=1

bzw. eine eindeutige Darstellung der Form Z?;ll h; @ emtjm+j+1, bj € G. Damit hat man durch:

n—1

D ohi@empimiirr — (hi, b)) €GP

ji=1

den behaupteten Tsomorphismus: H;(G ® C'()N(nyl)) >~ Gn-l,

Die Aussage Ho(G @z,  C(Xn,1)) = 0 folgt, da fiir generisches (& alle 0-Ketten als Rénder von
1-Ketten vorkommen. O

2.3 Lineare Darstellungen der Zopfgruppen

Im weiteren werden lineare Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Automorphismen der
Kettengruppen und insbesondere der Homologiegruppen des dquivarianten Komplexes bestimmt.
Dazu wird zunéchst mit Hilfe des freien Differentialkalkiils gezeigt, wie die Zopfgruppen als Ket-
tenabbildungen des Komplexes C'()N(nyl) in der universellen Uberlagerung wirken.

2.3.1 Freier Differentialkalkiil
Zur Ubersicht zum freien Differentialkalkiil siche Fox [17] und auch [5], [9], [27].

Definition 2.3.1 Eine Differentiation einer Gruppe U in einen ZU-Linksmodul C ist ein ver-
schrankter Homomorphismus A : U — ' d.h. eine Abbildung mit der Eigenschaft:

A(yivi) = A(v) +7A(y;), vy €U
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Im folgenden sei U eine freie Gruppe vom Rang n mit den Generatoren v;, ¢ =1,...

Definition 2.3.2 Fiir U = (y;;i = 1,...,n) sind die partiellen Differentiale % U — ZU
definiert durch: \

6% ovi -1

<. = 0ij, ! = 62 i\ ™

(S")/] )] (S")/] ,]( Vi )

Fiir ein beliebiges v € U ist das totale Differential A(y) eindeutig bestimmt durch die Werte
A(y),1=1,...,n, auf den Generatoren von U.

Lemma 2.3.3 (Fundamentalformel des freien Differentialkalkiils) Fir vy € U, wobei U =

(yi;i=1,...,n) ist, gilt:
6
Z 5 A

Kovollar 2.3.4 Fir o € Aul(U), U = {yi;i=1,...,n), gilt:

Definition 2.3.5 (Jacobi-Matrix) Fir o € Aut(U), U = (v;;7 = 1,...,n), heiBt die (n x n)-

Matrix: 5
J(o) = (M) ij=1,...,n
67j

mit Eintragen in ZU die Jacobi-Matriz des Automorphismus o.

Lemma 2.3.6 (Kettenregel des freien Differentialkalkiils) Fir o, 7 € Aut(U), U = (y;;i =
1,...,n), gilt:

Aot = STCOD NGy iz

k=1 6’}%
67(0(v)) _ N~ 87(o(n) 67(%))
Ok o ot(v;) ok

Kovollar 2.3.7 Fir o, € Aut(U) gilt:
Tor) = 7 (J(0) I(r)
wobei 7 (J(0)) = 7= 1J (o)1 das Bild von J(o) unter T ist.
Insbesondere gilt also fiir den inversen Automorphismus:

Je™) = a7 (J7 ()
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Bemerkung 2.3.8 Fine Augmentation ist ein Homomorphismus ¢ : U — Z, definiert durch:
e(v)=1, €U

Das Differential A, : U — ZU, wobei ZU selbst als ZU-Linksmodul mit der offensichtlichen
Multiplikationsabbildung betrachtet wird, definiert durch:

A(y)=e(y)—vy=1-v,  v€U

heifit Augmentationsdifferential.
Der Kern der Erweiterung von ¢ auf ZU ist das Augmentationsideal IU von ZU .

2.3.2 Liftung der Artinschen Darstellung der Zopfgruppe B,

Man betrachte die Zopfgruppe B, mit den Generatoren o;, i = m+ 1,....m+n — 1. Die
Artinsche Automorphismendarstellung ¢ : B, — Aut(U, 1) induziert eine Darstellung ® : B, —

Aut(C’()N(nyl)) als Gruppe von Automorphismen des freien ZU, ;-Linksmoduls C'(X, 1).

Die explizite Gestalt ergibt sich mit Hilfe des freien Differentialkalkiils. Implizit wurde bei der
Konstruktion des Komplexes C'()N(nyl) als ZU, 1-Linksmodul durch die Liftung der Generatoren
Ymjs, J = m+1,...,m+n, von Uy, 1 bereits eine freie Differentiation definiert, und zwar als

Abbildung A : U, 1 — C’l(f(nyl), definiert durch: A(vp, ;) = ¥m ;-
Lemma 2.3.9 Der Automorphismus ¢(o;) € Aut(U, 1) induziert Automorphismen ®(o;) der Ket-

tengruppen des augmentierten Komplexes zu C(X, 1), und zwar ist das folgende Diagramm kom-

matativ:
C1(Kn ) 0 (Re) -z 0
L ¢(ai)J(d(0i)) | é(o3) | ¢(a)
~ 81 - .
C1(Xn ) O Cy(Knn) = Z —

Hierbei ist J(¢(0;)) € GL(ZU, 1,n) die Jacobi-Matriz des Automorphismus ¢(o;).

Beweis. Der Automorphismus ¢(o;) € Aut(U, 1) induziert in Z die identische Abbildung.
In der Kettengruppe C’o(f(nyl) induziert der Automorphismus ¢(o;) € Aut(U, 1) die identische
Abbildung der erzeugenden 0-Kette Z, und den Ringautomorphismus ¢(c;) € Aut(ZU, 1) der
Koeffizienten o € ZU), 1:

Poi)(@im) = ¢(0i)(@)Zm

Der in der Kettengruppe C} ()N(nyl), erzeugt von der Menge {9, ;;7 = m+1,...,m+n} induzierte
Automorphismus ergibt sich gemifl der Fundamentalformel des freien Differentialkalkiils:

(0i)(Alym, ) = Al¢(ai)(ym,j)) =
m+4n ) )
_ 3T eem)

k =
8Ym 1 T k)

k=m+41
m+n
= Y (60} Al

k=m+41
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wobel A(y) = 4, ; ist. Mit anderen Worten ergibt sich ®(c;) aus der Kommutativitét des Dia-
gramms:

Un71 &) Un,l
LA LA
~ B(o;)

Ci(Xn1) == Ci(Xnn)
Explizit hat man fiir die Eintrdage der Jacobi-Matrix J(¢(0;)):

L (YY1 Y s)
i) = 3 (M),

k=m+41

= (1= YmiYm,it1Vm ) Tmi & Ym,iYm 41

m+n
- 6 m.i -
o) min) = 3 (’V ’ )vm,kz

k=m+41 6Pym’k
- :;/m,i
~ sl 67m,] ~
(o) (imi) = Y 5 Fm k=
k=m+41 Pym,k

Beriicksichtigt man auch Koeffizienten o € ZU, 1, so hat man:

m-+n

- k-
®(0i)(aFmy) = dle)(@) Y (J(@(01)] Tk
k=m+41
Zur Kommutativitdt des Diagramms hat man folgendes. Es gilt: ¢(a;) J(¢(0:)) 91y = O1) ¢(o:)
wegen:
. . _1 . — . — .
o ( 1-— 7m,27m,z+17m7i 7m,z ) ( 1 P}/m,z ) — ( 1 P}/m,z ) o;
1 0 1 —Ym,it1 1 —Ymig1

denn fiir alle Generatoren %y, ; € Uy, 1 mit Indices j # ¢,i+ 1 ist ¢(o;) € Aut(U, 1) der identische
Automorphismus.
Ferner gilt offensichtlich: ¢(o;)e = ¢ ¢(0;). D

Lemma 2.3.10 Die Zopfgruppe By hat ein treue Darstellung als Gruppe von Automorphismen
von C1(Xn 1), d.-h. die Abbildung:

(O Bn — Aut(C’l()N(nyl))
definiert durch
(i) = o(0i) J(6(0i),  ¢(o0) € Aul(ZUp 1)

1- m,1 Ym,i n_»bli m,1
H(é(o) = 1<z»-m-1>@( T T T )@1<n+m-i-1>
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wobei 1(,y die (n x n)-Finheitsmatriz bezeichnet, ist ein Monomorphismus.

Bewets. Die Darstellungseigenschaft kann mit der Kettenregel des freien Differentialkalkiils
gezeigt werden. Fiir 0,7 € B, und y € U, ; gilt:

()Y Ymi) = P(TNP(@)(yTm.k))
Diese Eigenschaft von ® ergibt sich wie folgt:
P(om)(y Fm,k) =

$(oT)(y ><I><or><~ymk>
= (o ><>Z< NN} Aimj =

= SN X o) (@) (TGN s =
= 2260 (6)) (@(oN)) TGN T =

= <I>(T) (@(U)('y :Ym,k))

Hierbei wurde im dritten Schritt die Kettenregel des freien Differentialkalkiils verwendet, in der

Form:
T(¢(o7)) = ¢(7) (J(6(0))) I (¢(7))
Damit kann man nun leicht zeigen, dafl die definierenden Relatoren von B, den identischen Auto-

morphismus von Cy ()N(nyl) induzieren.
Injektivitat von ® folgt mit der Injektivitat von ¢ : B, — Aut(U, 1), siche [14]. O

2.3.3 Darstellungen der Zopfgruppen auf dquivarianten Ketten und Zy-
klen

Vorbemerkungen

Um Darstellungen von B, als Gruppe von Automorphismen der Kettengruppen des dquivarianten
Komplexes G ® C'()N(nyl) zu gewinnen, bzw. um den Komplex mit der Struktur eines B,-Moduls
zu versehen, fordern wir, dafl der Koeffizientenmodul G zusétzlich ein B,-Rechtsmodul ist. Da
spater die Konstruktion dquivarianter Komplexe iteriert werden wird, werden aufierdem der Koef-
fizientenmodul und die zugehorige charakterisierende Abbildung mit Indizes versehen.

Definition 2.3.11 Es sei (Gj,—1 eine kommutative Gruppe, B,U, 1 = B, >< U, 1, und @,
B,U,1 — Aut(G) ein Homomorphismus, so dal Gp,—1 ein B,U, 1-(Rechts-)Modul ist, gegeben
durch die Multiplikationsabbildung

Gpm—1 X BnUn,l — Gmo

(9.8) — gB:=3""V(B)(g), B € ByUnn
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Mit dieser Definition ist die Kettengruppe Gp—1 @1, ) C1(X, 1) ein B,-Rechtsmodul, gegeben
durch die Multiplikationsabildung:

(Gm—l @7, . Cl(XnJ)) X By = Gmo1 @y Ci(Xn)
(9@ Amj,0i) — 9§06 @Fm,;0i=
= 0" (ei)(g) © O (03) (i ) =

m-+n

= " Vo)) @ Y (J(6(00)))] Fmp =
k=m+41

m-+n

= 30 o (0 (J(é(@i)] ) (9) & T

k=m+41

Mit anderen Worten gilt folgendes:

Lemma 2.3.12 Die Zopfgruppe B, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von
Gm-1 @z Ci(Xn,1), und zwar ist der Homomorphiemus:

X By Aul(Gyey @ O (K1)
gegeben durch:
ety = o ()
(o) = é(os) T (9(02)
Beispiele von Koeffizientenmoduln

Beispiel 2.3.13 Oben wurde implizit gerade der Fall G,,,_1 = ZU, 1 behandelt. ZU, i ist B,-
Modul durch die Erweiterung der Abbildung ¢ : B,, — Aut(U, 1) auf ZU, 1 und U, 1-Modul durch
die offensichtliche Multiplikationsabbildung.

Beispiel 2.3.14 (Gassner-Modul) Es sei S, die symmetrische Gruppe mit den Generatoren 7;,

t=m+1,...,m+n—1, und den definierenden Relationen:
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1
TZ'T]' = T]'TZ' |Z—j|22
Tl'z = 1
und es sei Z” die von der Menge {a, ;¢ = m + 1,...,m + n} frei erzeugte (multiplikativ ge-
schriebene) abelsche Gruppe. Es gibt eine natiirliche (Rechts-)Wirkung von S, auf Z", gegeben
durch Permutation der Indizes ¢ = m+1,...,m + n. Wir notieren diese Wirkung als definierende

Relationen des semidirekten Produkts S,Z" = S,, b< Z™:
UmiTi = TiQm i1
Umi+1Ti = Tilm

O Ti = Tilm, JFLI+1
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Es sei nun (,,_1 ein Linksmodul zum semidirekten Produkt S,,Z"”. Durch den Homomorphismus
@E,m_l) : BpUn 1 — Aut(Gr—1), definiert durch:
<I>§,m‘”(ai)(g) = Ty, 0; €EBn, g€Gnm_1
q)gm_l)('}/m,i)(g) = Qmig Ym,i € Un,l
ist Gpp—1 dann ein B, U, 1-(Rechts-)Modul mit Multiplikationsabbildung:

Gpm—1 X BnUn,l — Gmo
(9.8) — @™ 1(B)(9), B € BnlUn

Dieser Modul liegt der Gassner-Darstellung der Zopfgruppen B, und P, zugrunde. Zur Gassner-
Darstellung siehe auch [4].

Beispiel 2.3.15 (Burau-Modul) Sei Z die vom Element ¢ frei erzeugte (multiplikativ geschrie-
bene) abelsche Gruppe, Z[t,t71] der Ring der Laurent-Polynome in ¢ und @E,m_l) : BoUn1 —
Aut(Z[t,t~']) der Homomorphismus, definiert durch:

m—1 — R

" V(e)(1) = 1, i €B,
O ma)(1) = 4 Ymi € U
Damit ist Gy,—1 = Z[t,¢7'] ein B, U, 1-Modul mit Multiplikationsabbildung:
Zit,t7 ) x ByUny — Z[t, 171
(1,A) — " YD),  BEBalna

Dieser Modul liegt der Burau-Darstellung der Zopfgruppen B, und P, zugrunde. Zur Burau-
Darstellung siehe auch [4].

Darstellungen der Zopfgruppe B,

Im folgenden sei der Koeffizientenmodul G, —1 als generisch bzgl. U, ; angenommen. Es werden
Darstellungen von B, auf dquivarianten 1-Ketten, B, — Aut(Gp_1 ® C’l()N(nyl)), und auf aqui-
varianten 1-Zyklen, B, — Aut(H1(Gpm_1 ® C()N(nyl))), bis auf den den Koeffizientenmodul G,,_1
charakterisierenden Homomorphismus <I>gm_1 : BpUny 1 — Aut(Gr,_1) angegeben.

Man erinnere, dafl jedes Element der Kettengruppe Gp_1 ® C’l(f(nyl) eine eindeutige Darstel-
lung hat der Form: 2?21 9; ® em,m+; Mit g; € Gp—q und jedes Element der Homologiegruppe
Hi(Gp—1 ® C'()N(nyl)) eine eindeutige Darstellung der Form: Z;z_ll hj @ emyjmyjt1 mit hy =

Zgzl gi S Gm—1~

Satz 2.3.16 Die Zopfgruppe By, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von Gm_1®
C1(Xn 1), und zwar ist der Homomorphismus

XM By~ Aut(Grmt © C1 (X))
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gegeben durch:
W () = el (m@ﬁm)(ﬂi))

m m 1- m,t m,t
<I>(c )(O'Z) = R(c )(Ui)zl(i—m—l)@< 17 ’ 70’ )@1(n+m—i—1)

Beweis. Die Matrix R(cm)(ai) € GL(ZU, 1,n) ergibt sich aus der Jacobi-Matrix J(m)(ai) des
Automorphismus ¢(o;) € Aut(U, 1) aus Abschnitt 2.3.2 durch Transformation:

oi R (05) = (T0) =1 J ™) (o) T
mit der diagonalen Matrix T(") mit den Eintragen (F(m))g =6 i(1 = Ym,mti). O
Bemerkung 2.3.17 (Alternative Formulierungen) i) Es gilt nach Lemma2.2.5, da: Gp—1®

C'l()N(nyl) = (Gpm—1)". Daher kann man die Darstellung auch als X(cm_l’m) : By — Aut((Gp—1)™)
beschreiben. Sei J = {1,...,n} und (gi)jeJ = (91,-.-,9n). Dann ist der von o; € By, induzierte

Automorphismus von (Gy,—1)" bis auf den Homomorphismus @E,m_l) :BpUp 1 — Aut(Groq) wie
folgt gegeben:
(gj)jej - (gj)jEJ oi RU™ (0))

i1) Alternativ kann man die Darstellung X(cm_l’m) : B, — Aut(G® C’l()N(nyl)) bis auf den Ho-

momorphismus @E,m_l) : BoUn 1 — Aut(Gph—1) durch Relationen zwischen o; und den formalen
Ketten ey, ;, j =m+1,...,m+ n, angeben:

m+n &
(9@ ems)oi=goi® > (RIM(0)) emi
k=m+1 J
explizit:
(L=9%i)emi + Ymi€mitr k=i
(9@ emp)oi=g0; @ em,i k=i+1
€mk k ;é 1+ 1

Satz 2.3.18 Die Zopfgruppe By hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von Hi(Gpm_1®
C(Xn1)), und zwar ist der Homomorphismus:

X%m_l’m) :Bn — Aut(H1(Gpe1 @ C'()N(nyl))

gegeben durch:
m—1m m— m

m —Ym,i 0
@E'L )(Um+1) = Rh(o'm+1) = ( ’}/1 ’ 1 )@1(71—3)
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1 Ym,i 0
(I)E_Lm)(g-l) = Rh(o-i) = 1(i—m—2) 5P 0 —Ym,i 0 ©® 1(n+m—i—2)
1 1
m+l<i<m+n—1
m 1 m,t
q)% )(Um+n—1) = Rh(0m+n—1) = 1(n—3) ©® ( 0 _"}/Py ’ ) )

Bewers. Die Matrix R%m)(ai) € GL(ZU, 1,n—1) ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der Definition
der 1-Zyklen aus der Matrix R(cm)(ai) € GL(ZU, 1,n). O

Bemerkung 2.3.19 Alternativ ist die Darstellung X;Lm—l,m) : Bp — Aut(H1(G ® C’()N(nyl))) bis
auf den Homomorphismus @E,m_l) : BpUn 1 — Aut(Gry—1) durch die folgenden Relationen gegeben:

m+n—1

k
(g (] ej,j+1)0-i =g0; [0 Z (R;,Lm)(az)) . ek,k‘-l—l
J
k=m+41

explizit:
€1+ Ymi€iit1 k=1-1

—Ym,i€iit1 k=i
® e o, = fol ® ) ) .
(g k7k+1) 2 9g0i 6i7i+1+6i+1,i+2 k:l+1
€k k+1 k#ii+1

Darstellungen der Zopfgruppe P,

Entsprechende Aussagen gelten fiir die Untergruppe P, C B,, die reine Zopfgruppe von n Ele-
menten auf C, mit den Generatoren 7; , definiert durch ~;; = ol ooy .. .05, wobei j < k,
Jhk=m+1,...,m+n. Der B,U, -Koeffizientenmodul G,,_1, generisch bzgl. U, i, ist auch
Modul zum semidirekten Produkt P,U, 1 1= P, b< U, 1.

Satz 2.3.20 Die reine Zopfgruppe P, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von
Gm-1 @7y C1(Xn 1), und zwar ist der Homomorphismus:

X(cm_lym) : Pn — AUt(Gm—l ® Cl()?n,l))
gegeben durch:

) = B (33490 (50)

0™ (v 1) RI™ (v;1)

Hierbe: hat die Matrix R(cm)(’yjyk) € GL(ZU, 1,n) die folgenden nichtverschwindenden Eintrdge:

(BVei0), = 1 1<ii>k
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( )] = L=vmj +vmivmn

(R(cm)('yj,k))l,c = Y (1= 7m)

( ) = im0 =) i<i<k
(R(500), = Bimgramal,  G<i<k

= “Ymg (=)L =nh), <<k

= 1=
k Tm.j
k
fdm)ng))k = Ym,j

Beweis. Die Darstellungsmatrizen R(cm)(’yjyk) € GL(ZU, 1,n) zur reinen Zopfgruppe P, er-
geben sich mit v; , = 0']._1 »
GL(ZUy 1,n) zu B,. O

.0k—1...0; durch direkte Rechnung aus den Matrizen R(cm)(ai) €

Bemerkung 2.3.21 Alternativ ist die Darstellung X(cm_l’m) : Py — Aut(Grog ® 01()?”71)) bis
auf den Homomorphismus @E,m_l) : PyUn 1 — Aut(Gpn—1) durch die folgenden Relationen gegeben:

m-+n

I
(9@ €mi)Vik = 9%k ® Z (Rgm)(%',k))i Em,1
I=m+1
explizit:
(9 @emi)vjr =
€m,l l<jl>k
€m,j + P}/M,](l - 7m,k>(6m,k - 6m,j) [ = _]
= 97k @9 emi+ (1= YmjYm i Yo )1 = Ymg)(€mj — €m i)+
+ ([ymoj s Ymk]l = 1) (€mi — €myk) j<l<k
€m,k + (1 - P)/m,j)(em,j - em,k) =k

mit [ i, Y k] = Y g Yok Vo Yook

Satz 2.3.22 Die reine Zopfgruppe P, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von
Hy(Gm-1 Qg ) C(Xn 1)), und zwar ist der Homomorphismus

X%m_l’m) Py — Aut(H1(Gpe1 @ C'()N(nyl))
gegeben durch:

(m—1,m)

X, (vix) = @Y (’Vj,kq)%m)(’w))

o (vik) = R ()
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Die Matriz R;m)(’yjyj_kl) € GL(ZU, 1,n — 1) lautet:

(m) Ly (L= %mj41) O
Ry (v 41) = Ljom-2y® | O Vi Ym,j+1 0 | &Lntm—j-2)
0 1-— Ym,j 1

Die Matrizen R%m)('yjyk) € GL(ZU,1,n—1), k > j+1, haben die folgenden nichtverschwindenden
Fintrdge:

(m) b :
(Rh (w,k))l =1, I<j-11>k
[
(Rém)(’yj,k))j_l = Y (1= vmp), =3, k-1
(R;Lm)(%',k))j. = [PVm,]'"Vm,k]'Vm,k
(m) b .
(Rh (’Vj,k))]. = g tmdl(ymp — 1),  I=j+1,.. k-1
(m) b .
(Rh (’Vj,k))l = Wmirymil, 1=j+1,.. k=2
k—1
(R%m)(%k))k_l = [Vm,ja'}/m,k](l — Ymk + P}/mykp}/my]')
[
(R%m)(%',k))k_l = [PVm,]'"Vm,k]'}/m,k('Ym,j -1y, l=j5...,k—2
[
(Rgzm)(%',k))k = 1=9mj, l=34,.. .. k—1

Bewers. Die Darstellungsmatrizen R(m) v) € GL(ZU, 1,n — 1) zu P, ergeben sich mit
g no s, : g

ik = 0']»_1 ...0p=1...0j durch direkte Rechnung aus den Matrizen R%m)(ai) € GL(ZUp 1,n— 1)

zu B, oder mit Hilfe der Definition der Zyklen aus den Matrizen R(cm)(’yjyk) € GL(ZU,1,n). O

Bemerkung 2.3.23 Alternativ ist die Darstellung X%m_l’m) : Py — Aut(H1(Gpoy ® C'()N(nyl)))

bis auf den Homomorphismus @E,m_l) : PoUn1 — Aut(Gp_1) durch die folgenden Relationen

gegeben:
m+n—1

[
(9@ eiit)Vik =9%x® Y (Rgzm)(’w)) et
I=m+1 !
explizit:
(9@ eni41)7),5+1 =
€j—1, + Ymji (1 = Ym,j+1)€j 41 l=j—-1
_ Y, Ym,j+1€7,j+1 [=]
— .o ® .
GUEAS (1= 7mj)ej it + €142 I=j+1

1141 l#£j—1,5j+1
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und wobei fir k > j + 1:

(9@ enig1)Vihe = 9%k

€j—1,5 + Ym,i (L = Ym k)€j l=j—1
€5 i+1+ [Vm,j ) Vm,k] (Vm,k - 1)6j,k l=3j
© (Y i, Y, k) €1,141 j4+1<I<k—2
[Ym g Yo,k) €k =1,k + [Ym s Yoo k) Yok (Ym,j — 1)€j I=k—1
er k1 + (1= Ymj)ei e + 75 1€k k41 l=k
€l,14+1 I<j—=2,1>k+1

2.3.4 Beispiele: Gassner- und Burau-Darstellungen der Zopfgruppen
Reduzierte Gassner-Darstellung der Zopfgruppe B,

Sei S, die symmetrische Gruppe mit den Generatoren 7;, ¢ = m+1,...,m+n— 1, und Z" die
von der Menge {am ;i = m+1,...,m+ n} frei erzeugte (multiplikativ geschriebene) abelsche
Gruppe. Es sei G,,_1 Linksmodul zum semidirekten Produkt S,Z" = S, b< Z"™. Durch den
Homomorphismus @E,m_l) : BpUn 1 — Aut(Gry_1), definiert durch:

(" =1(a;)(9)
OV mi)(9) = amig. mi € Una

T g, 0i € Bn, 9€GH_1

ist Gpy—1 ein By U, 1-Modul.
(m_lvm)

Die Darstellung x;, s Bp — Aut(H(Gm—1 ®C()~(n71)) ist die reduzierte Gassner-Darstellung
der Zopfgruppe B,. Es ist X%m_l’m)(ai) = 7; Ra(0;), und hierbei ist die Matrix Rj(o;) €
GL (Z[amyi,a;ﬁi],n - 1). Z[amyi,a;@b] bezeichnet den Ring der Laurent-Polynome in den Va-
riablen ap, ; € C, i =m+1,...,m+n. Man hat explizit:

—Om.m 0
Tmy1  — Tm+1< 1 + 1 ) ® Tm+1 - Lin-3)

1 ams; O
o — T licm-y®T | 0 —ami 0 | &7 Lingm—i-2
0 1 1

m+l<i<m+n-—1

1 « —1
Om4n—1 — Tm4n-1" 1(n—3) ©® Tm+n—1 ( 0 _OTZ’L,m-l-: L
m,m+n—

Die Gassner-Darstellung von By, ist treu, siehe [2].

Reduzierte Burau-Darstellung der Zopfgruppe B,

Sei Z die vom Element ¢ frei erzeugte (multiplikativ geschriebene) abelsche Gruppe, Z[t,t~!] der
Ring der Laurent-Polynome in ¢ und @E,m_l) : BpUy, 1 — Aut(Z[t,t~']) der Homomorphismus,
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definiert durch:

m—1 _
o V(e)(1) = 1, o€ By
O (7 )(1) = £, Yy € Unn

Damit ist Gy,—1 = Z[t, ¢~ '] ein B, U, 1-Modul.
Die Darstellung X;Lm—l,m) ' B, — Aut(Hy(Z[t, 17 @ C(Xp 1)) = GL(Z[t, t~'],n — 1) ist dann die
reduzierte Burau-Darstellung der Zopfgruppe B,,. Man hat explizit:

-t 0
Om+1  — ( 1 1 )@1(77,—3)

og;  — 1(i—m—2) P 0 —t 0 P 1(n+m—i—2)a m 4+ l<i<m +n— 1
1

1 1
Om4n-1 — 1<n—3>@<0 —t)

(m—1,m)

Die Eigenwerte von y;, (05) sind 1 (mit der Multiplizitdt n —2) und —¢ (mit der Multiplizitat
1). Die Burau-Darstellung von B, ist i.A. nicht treu, siche [29]. Ferner gilt: X%m_l’m) ist eine
Darstellung der Hecke-Algebra H, (t), des Quotienten der Gruppenalgebra CB,,:
Ho(t)=CBp/<(1l=0c))(14+t)=0;i=1,....n=1>

Reduzierte Gassner-Darstellung der Zopfgruppe P,
Sei Z" wieder die von der Menge {a, ;54 = m+1,..., m+n} frei erzeugte (multiplikativ geschrie-
bene) abelsche Gruppe, Z[ay, 5, a;ﬁi] der Ring der Laurent-Polynome in den Variablen o, ;, wobei
i=m+1,...,m+mn, und @E,m_l) : PoUn — Aut(Z[ap, i, o)) der Homomorphismus, definiert
durch:

o V(1) = 1, vk € P

<I>§,m‘”('ym,i)(1) = g, Ym,i € Un 1

Damit ist Gyt = Z[am i, a”l] ein P,Up, 1-Modul.

m,i

Die Darstellung X%m_l’m) : Py — Aut(H(Z[t, t7 1 ® C'()N(nyl)) = GL(Z[am,i, o !

i, m—1) ist dann

die reduzierte Gassner-Darstellung der Zopfgruppe P,. Die Matrizen X%m_l’m)('yjyk) haben die
folgenden nichtverschwindenden Eintrage:

(X%m_l’m)(’mk))l

—1.m ! .
(X;L 1, )(Pyj’k))j—l = Ozmyj(l—ozmyk), l:j,...,k—l

!
1

bl
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= Qmik

) = o
),

= ami— 1, l=54+1,...,k—1

(X%m_l’m(w)), = 1, I=j+1,.., k=2
(m—-1,m) k-1
(Xh 7 (PVJ,k))k_l = l—ampi+ ampam;
(m_lvm) ! .
(Xh (’Yj,k))k_l = apmp(am; — 1), l=j..., k=2
I
(X;zm 17m)(7]7k))k = 1_0[7”,]" l:jaak_l
Die Eigenwerte von X%m—l,m)(%"k) sind 1 (mit der Multiplizitdt n — 2) und @, jom, ; (mit der

Multiplizitdt 1). Die Gassner-Darstellung von P, ist treu, siehe [2].

2.3.5 Anwendung: Monodromiegruppe hypergeometrischer Integrale
Komplexe Funktionen
Man betrachte die komplexe Funktion:

m-+n

I(zm) = H (2 — 2) i, Am; ER—Q
j=m+1

Die Funktion I(zpy) ist holomorph in der unendlichbldttrigen Riemannschen Fliche )N(nyl iiber
der punktierten zp,-Ebene X, 1 = C\{zm41,..., Zm4n } mit logarithmischen Singularititen in z;,
j=m+1,...,m+ n. Ferner ist die Funktion Lésung der folgenden Differentialgleichung erster
Ordnung mit (einfachen) Polen in z;, j=m+1,...,m+ n:

dI(zn) & Ay
(zm) _ S I(m) =0

dz z
m j=m+1

m J

Man wéihle ein festes Funktionselement von I(zy) durch die Hauptwerte der Logarithmen in:
(z2m — zj)>‘ AmiIn(zm=23) ynd bezeichne dieses Funktionselement ebenfalls mit I(zm). Die
analytische Fortsetzung entlang einem Weg mit Spur ¥, ; € Up 1 = m1(Xn 1, 2m ) ergibt dann das
Element e2™i*m.i [(z,,). Bezeichnet V(m=1) den komplexen 1-dimensionalen Vektorraum, erzeugt
von I(zy), so hat man also eine 1-dimensionale Darstellung der Fundamentalgruppe U, 1 der
punktierten zp,-Ebene X, 1 = C\{zm+1, ..., Zmtn  durch:

m)j:e

@(gm_l):Unyl — GL(V(m_l))
"D (4 N (I(zm)) = €T I(2y)
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Das Bild von U, ; in GL(V(m_l)) nennen wir die Monodromiegruppe der Differentialgleichung bzw.
der Funktion I(zy, ).
Mit anderen Worten hat man also den ZU, ;-Modul Gp,—1 = V(m=1) — C durch die Abbildung;:

vim-Y 720, — ymb
(Im) ymi) = 1(zm) - 3m = O () (1 (zm)) = €774 (2
Generizitat erfordert, daBB Ay, ; € Z fiir alle j=m+1,...,m+n.

Pochhammersche Doppelumliufe

Es sei also der durch die Monodromieeigenschaft der komplexen Funktion (2, ) bestimmte ZU, ;-
Modul G,,—1 = V("™~1) = C generisch. Die Funktion kann nun iiber Homologiezyklen, sogenannte
twisted cycles, vgl. [21], integriert werden:

[ton T, e MO 6z O

Fir Integration tiber den Zyklus:

Ciit1 = Ilzm)®eiiy1 =
-1 -1
(@00 = )] (Tm)) @ Fms = (@070 = i) (1zm)) © Fim it

e Hy(vim=b & C(Xn1))

hat man beispielsweise:

/ dzm I(zm) =
[‘i(l_'Ym,l)]_l(I)@’?m,l_[¢(1_7m,1+1)]_1(1)®’?m,1+1

= (1- 627”)\""‘”)_1 /1 ~ dzm I(zm) — (1 — 62”“"””“)_1 /1 dzm I(zm)
®Ym,i

®:}'/m,z+1
° °
Zi41 EN

Abbildung 2.1: Zyklus [®,(1 — ym.)]"" (g) Oy, , Tmi — [Py(1 - ymir)] ' (9) OZur, . Vit

Gewohnlich wird die Funktion I(zy, ) integriert iiber solche Wege auf )N(nyl, deren Spur in X, ;
Kommutatoren der Generatoren von Uy, ; entsprechen, die sogenannten Pochhammersche Doppe-
lumliufe um je zwei Singularitaten, vgl. [23], [33]:

/ dzm I(zm) =
I®A([’Vm,zy'ym,j])
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= (1- 62”“"”’]')/ dzpm I(zm) — (1 — 62”“"””)/ dzm I(zm)
T&Am.: I

@Fm, 5
Hierbei 1st gemafl dem freien Differentialkalkiil:
A(m,is Ym i) = AmiYm,iVmiYmj) =
= A(mi) +¥miA¥m,g) = YmiYmj Vi Am,i) = [Ymis Yo 5] A(Ym i) =
= (1- "}/m,i')/m,j'yn_%li)’?m,i + Ym,i(1 = ’Vm,j'Yn_z,lﬂr;,lj):Vm,j
Die beiden Typen von Zyklen sind offensichtlich proportional.

Abbildung 2.2: Pochhammerscher Doppelumlauf

Monodromiegruppe hypergeometrischer Integrale

Es bezeichne V(") den Vektorraum iiber C, der von den folgenden n — 1 linear unabhingigen
Integralen, sogenannten verallgemeinerten hypergeometrischen Integralen, aufgespannt wird:

m-+n

Ik7k+1(zm+1,...,zm+n):/ dzpm, H (zm—zj)’\’"’j, k=m+1,....m+n-—1
Ck,k+1 j=m+1

wobei ¢xp41 = I @ expp1 € Hi(Vim—1) ® C()N(nyl)). Die Integrale Iy p41(Zm+1,- .., Zm4n) sind
komplexe Funktionen der n Verénderlichen zp,41,..., 2Zmyn. und singuldr in z; = z, ¢ # j,
Lj=m+4+1,...,m+n.
Aufgefafit als Funktionen der komplexen Verénderlichen z = 2,11 geniigen die Integrale Iy j41(2)
einer linearen Differentialgleichung der Ordnung n — 1 mit Singularitdten in z = z;, j = m +
2,...,m+ n. Vgl. dazu auch Pochhammer [35]. Es gilt:

d" Ty k1 (2) i nzzl tn_r(2) d* " I p41(2)

o= o= + ao(2) I gr41(2) =0

r=2
mit den Koeffizienten:

r

. (Z_zAm]+1)+/\mm+1—n+2
Am,m 1—n+2 = == : )
O =m0 | 2 e

aner(z) = (-1)

3
1=

r J2yadr
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r=3...,n
m-+n
_ Am,i‘1‘1‘1‘/\771,77’L+1_771‘1‘2
In-2 = (_1),2 z— 2
t=m+2
Dabei wird im Ausdruck fir an_,(z) fir » = 3,...,n iber alle paarweise verschiedenen (d.h.

Jr # Ji fir j # k) Indizes jo,...,5r € J, J ={m+2,m+3,...,m+ n}, summiert.

Man betrachte G,,—; = V(™=1) = C als trivialen Modul bzgl. U,_1,1 C P,. Das Bild der freien
Gruppe Up—1,1 C P, in der Gruppe von Automorphismen von Hl(V(m_l) ® C'()N(nyl)) bzw. in
GL(V(m)) unter der Abbildung X%m_l’m) heifit Monodromiegruppe der Differentialgleichung bzw.
der Integrale. Vgl. hierzu auch Mostow [30]. Setzt man ay,; = e?™*mi so liefert also die im
vorigen Abschnitt angegebene reduzierte Gassner-Darstellung von U,_1 1 C Py

W U — Aut (H(VD 0 O(X, 1)) = GLVO)

die Monodromiegruppe der verallgemeinerten hypergeometrischen Integrale. Vgl. hierzu auch die
sogenannten Umlaufrelationen von Schlesinger, cf. [37].

Beispiel 2.3.24 (Hypergeometrische Integrale) Man betrachte den Fall m = 1 und n = 3.
Es ist Uy 1 C Ps die freie Gruppe Us1 = (y2.3,72,4). Es sei V() der Vektorraum der Dimension
2, aufgespannt von den hypergeometrischen Integralen: I (z0) = f% e [Tizs 5 4(z1 — 2)?0i,
k = 3,4. Die Darstellung x : Us 1 — Aut(Hl(V(O) ® C(ngl))) bzw. x : Usq — GL(V(l)) liefert

die bekannte hypergeometrische Monodromiegruppe:
o1 20 0 1 agpa-—1
o = (e V) o= (g ot

—aq,2(1 — a1 3) 0 a0 4

Zur Monodromiegruppe der hypergeometrischen Integrale siehe aufier Schlesinger [37] auch bei-
spielsweise Beukers und Heckman [3] und Yoshida [43].
In der Standardnotation mit Gaufischen Parametern lautet die hypergeometrische Reihe

— ()r(B)k Lk
= (7)e(Lr
() = alat+l)...(a+k—-1)

ZFl(aaBaPy;Z) =

und die (iiber Zyklen auszufiihrenden) hypergeometrischen Integrale lauten:

I(z) = /du u T (u— 1)7_5_1(11 —z)7°

Die hypergeometrische Reihe bzw. die hypergeometrischen Integrale sind Losungen der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung, der folgenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
zwei (endlichen) Singularitdten, und zwar in 2 = 0 und z = 1:

dizlz(;) +(y=(a+8+1)2) diz) _ afl(z) =0

z(1 = 2) 7
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Zu diesen Ausdriicken in der Standardnotation gelangt man, wenn man wie folgt identifiziert:

Z1 =

" Aip = -
Z9 =  Z
zz = 0 /\1’3 - a7
Z4 = 1 /\1’4 = 7~ 6 -1

Die hypergeometrische Monodromiegruppe wird in [3] angegeben. Es ist die Gruppe mit Genera-
toren T'g,T'1, T € GL(C,2) und der Relation T'oT' 1 T'w, = 1, wobei:

_ 0 —-s 0 —b
w=(V ) = (1 )

und wobei a, b und r, s definiert sind durch:
(x — ™Y (2 —e®™Fy = 22 faxr+b
(x =™z —1) = 2> 4re+s

Die Eigenwerte von I'y sind identisch den Eigenwerten von y(7y2,3), und die Eigenwerte von T'
den Eigenwerten von x((v2,372.4)7"). Insbesondere gilt:

Iy = Ox(v23)07"
(Teo)™ = Ox(12,372,4)07"

0 1
O =
( arp(arz—1) —orp003 )

Beispiel 2.3.25 (Hyperelliptische Integrale) Man betrachte den hypergeometrischen Fall m =
1 und n = 3 mit den speziellen Exponenten A; ; = —%. Dann ist V(1) der Vektorraum der Dimen-
sion 2, aufgespannt von den hyperelliptischen Integralen: I y(z2) = f% e [Licssa(z1 — zi)_%,
k = 3,4, Die Darstellung Us; — GL(V(l)) liefert die hyperelliptische Monodromiegruppe:

Y2,3 — Lo V2,4 — L=
’ 2 1 ’ 0 1

Diese Gruppe ist also eine Untergruppe von SL(Z,2).

Beispiel 2.3.26 (Diedergruppe) Man betrachte den hypergeometrischen Fall m = 1 und n = 3

mit den speziellen Exponenten Ay 5 = —% und Ay 3= X4 = 12_—n" Dies ist einer der Fille, in denen

nach Schwarz [36] die hypergeometrischen Integrale algebraische Funktionen sind. Die Darstellung
Usg — GL(V(l)) liefert die endliche Monodromiegruppe:

_ -1 0 . 1 —(1—1—6%)
v2,3 — a3 = ( (4 F) 1 ) Yo,4 — 24 = ( 0 1
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Es gilt:
F%,:s = F%,z} =1 (F2,3F2,4)n =-1

Die projektive Untergruppe, d.h. der Quotient nach skalaren Vielfachen der Identitdt, mit den
Generatoren a = I'y 3's 4 und § = T'y 3 ist nun isomorph zur Diedergruppe Ds, mit der Gruppen-

beschreibung, siehe [7]:
Dap = (o, f [ a" = §° = Liafa = §)



Kapitel 3

Iterierte Darstellungen
der Zopfgruppen (1)

In diesem Kapitel werden iterativ 2-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe konstruiert und
deren Homologiegruppen bestimmt. Ferner werden Darstellungen der Zopfgruppe als Automor-
phismen der Kettengruppen und der Homologiegruppen dieser Komplexe betrachtet.

In Abschnitt 3.1 wird zunéchst gemaf Brady [7] die Konstruktion einer freien Auflésung von
Z fiir das semidirekte Produkt U, 2 = U,,1 D< Up41,1 beschrieben, wenn freie Auflésungen von Z
fiir U, 1 und Up41,1 gegeben sind.

In Abschnitt 3.2 werden 2-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe behandelt, die einerseits
durch Tensorierung der freien Auflésung mit einem U, »-Modul konstruiert werden kénnen, ande-
rerseits iterativ in dem Sinne, daf} in einem 1-dimensionalen dquivarianten Komplex der Koeffizien-
tenmodul selbst geeignet als 1-dimensionaler dquivarianter Komplex gew&hlt wird. Sodann werden
unter der Voraussetzung der Generizitdt oder der Trivialitit des Koeffizientenmoduls explizit die
Homologiegruppen dieser 2-dimensionalen dquivarianten Komplexe bestimmt.

In Abschnitt 3.3 werden Darstellungen der Zopfgruppen als Gruppen von Automorphismen der
Kettengruppen und insbesondere der Homologiegruppen des 2-dimensionalen dquivarianten Kom-
plexes bestimmt. Aufler den Darstellungen der Zopfgruppen im Falle eines beliebigen generischen
Koeffizientenmoduls werden als Beispiele eine 3-parametrige Burau-Darstellung behandelt, sowie
eine héhere Gassner-Darstellung, die als Monodromiegruppe 2-facher hypergeometrischer Integrale
interpretiert werden kann.

3.1 Freie Auflésung von Z fiir U,

Wir folgen Brady [7] und konstruieren aus den freien Auflssungen ¢~V : C(X,41,41) — Z fiir
Upt1,1 und g(m) . C'()N(nyl) — Z fiir Uy, ; eine freie Auflésung glm=1,m) . C()N(n+171)®ZC()~(n71) — 7
von Z fiir das semidirekte Produkt U, o = U, 1 b< Up41,1. Wir definieren zunéchst den Produkt-
kettenkomplex C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) und zeigen (in dieser Reihenfolge), daB er ein azyklischer

43



44 KAPITEL 3. ITERIERTE DARSTELLUNGEN (1)

Komplex, ein U, s-(Links-)Modul und U, o-frei ist.
Man vergleiche Liidde [25] oder Cohen und Suciu [10] zu dhnlichen Konstruktionen freier Auflgsun-
gen von Z iiber ZU, ».

3.1.1 Definition des Produktkomplexes C'(X, 11) ® C(X, 1)

Definition 3.1.1 (Produktkomplex) Es sei C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) der 2-dimensionale Kom-
plex, definiert durch die Kettengruppen:

C(Xn+1,1) ®Z C(Xnyl)] . = @ Cpm_l()?nﬂ—l,l) ®Z C m()?n,l)
Pm—1t+Pm=¢
pr=0,1; k=m—1m

und durch die Randhomomorphismen:

glm=tm)., [C(Xn-l—l,l) ®7, C(an)]

(@) — [C(Xn+1,1) ®Z C(Xn,l)

q -1
mit der Eigenschaft:
oI Em= @ ey = gm) (Gm=1y g g oy (—qyre g1 @ o), (&m)
wobei:
8((§))5k = 0, k=m—1m
8((f)):y’(ﬂlfj)k = (=75, je=k+1,...m+n k=m—1,m

Lemma 3.1.2 (Azyklizitit) Der Komplex C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) ist azyklisch, d.h. es gilt:

Hy(C(Xp41,1) @ C(Xn 1))

)

0, g=1,2
Z

Ho(C(Xn41,1) @ C(Xn 1))

)

R

Beweis. Oben wurde gezeigt, dal die Komplexe C'()N(n_Hyl) und C'()N(nyl) azyklisch sind. Es
wird nun zunéchst gezeigt, daBl die folgende 0-Sequenz:

» » a(;n—l)m) » » a(;n—l)m)
0 = [CEmnecEa)] = [CEmne o] -
alm="m . -
“_, [C(Xn+1,1) ® C(Xn,l)] . — 0

exakt ist bei [C’()N(M_l,l) ®@ C(Xn,l)] , ¢ # 0.
q

Fiir die Kettengruppe [C’()N(H_HJ) ® C’()N(nyl)] hat man:
2

[C(Xn-l—l,l)@C(Xn,l)]z = 01(Xn+1,1)®01()~(n,1)
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und es folgt fiir den Rand einer 2-Kette:

g (D @) = @ e 4+ (DA @ ™)

wobel:

>

(3%_1)6(1”1_1))@6(1”1) € CO(XH+1,1)®01( 1)

c(lm—l) ® (a((?’)b)c(lm)) € Cl()?nﬁ—l,l) ® CO(Xn 1)

)

Da nach Voraussetzung Kern(ﬁ((f))) =0,k =m—1,m, folgt Kern(ﬁ((;;_l’m)) =0.

Fiir die Kettengruppe [C’()N(H_HJ) ® C'()N(nyl) hat man:
1

[C(Xn+1,1) ® C(an)] L= C1(Xn411) @ Co(Xn 1) ® Co(Xng11) @ C1(Xn 1)
und es folgt fiir den Rand einer 1-Kette:

6((;7’;—1,771) (c(lm—l) ® cgm) + cgm—l) ® c(lm)) — (6((17;_1)6(1”1_1)) ® cgm) + cgm—l) ® (a((ir)b)c(lm))

wobel:

@V @™ e T @ (V™) € Co(Xng11) @ Co(Xn)

Wegen Kern(ﬁ((f))) =0, k = m — 1, m, verschwindet der Rand einer 1-Kette also nur dann, wenn
gilt:

m—1 m—1 m m—1 m m
O o dM "V e @A) = 0
Diese Bedingung kann nur erfiillt werden, wenn gilt: cgm_l) = 6((?;_1)6({”_1) und cém) = —(6((?;)6(1771)).
Fir die urspriingliche 1-Kette folgt dann:
m—1 m m—1 m m—1 m) (m m—1) (m—1 m
Do d + Do dm = & 6 ) - @) 0 b -

= A (A o)

Damit hat man gezeigt, dafi: Kern(ﬁ((?;_l’m)) = Bild(ﬁ((;;_l’m)).

Es bleibt noch zu zeigen, daf3 Kern(ﬁ((g;_l’m))/Bild(ﬁ((?;_l’m)) 2= Z. Dazu beachte man, dafi alle 0-
Ketten Zyklen sind und dafl im Quotienten nach Bild(ﬁ((g_l’m)) alle 0-Ketten identifiziert werden

durch: Zp_1 ® Zm = Y(Zm-1 @ Zy) fiir alle Generatoren y von U, 5. O



46 KAPITEL 3. ITERIERTE DARSTELLUNGEN (1)

3.1.2 Freie Auflésung von Z fiir U,
Lemma 3.1.3 (Modulstruktur) Der Komplex C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) ist ein Uy o-Linksmodul.

Bewews. Wir folgen im wesentlichen der Argumentation von Brady [7].
In Kapitel 2 wurde gezeigt, daff die Abbildung ®"=1) : U, 1 — Aut(C(Xnq11)) eine augmen-
tationserhaltende Kettenabbildung ist. ®m=1) igt fiir o’ € ZUn_H 1 und Z,,—1 € Co(Xpy1,1) auf
0-Ketten definiert durch:

() (0 Znet) = $(9)()) B
und fiir o’ € ZUp 41,1 und 'yr(nm 11]) € Cy( n+171) auf 1-Ketten durch:
(m=1) = P m=1)
OO IR N CO I D CA CIC0I) e
k=m

Hierbei bezeichnet ¢ den (injektiven) Homomorphismus ¢ : U, 1 — Aut(Up41,1) und dessen Er-
weiterung auf ZU, 1, also ¢ : ZU, 1 — End(ZUp41,1). Und J(m_l)(q/)( )) € GL(ZUpy1,1,n+ 1)
ist die Jacobi-Matrix des Automorphismus ¢(y) € Aut(Up41, 1) zuy €Uy .

Die Abbildung ®(™~1) geniigt fiir 4/ € Upt11 und é € C(X,41,1) den beiden folgenden Eigen-
schaften:

(y)(y' &) = b)) e I(@)
O () (Y &) = ()@ (1a)(v ),

Die erste Eigenschaft folgt direkt mit der Definition der Abbildung ®(~1) Die zweite Eigenschaft
ergibt sich wie folgt:

O (v ) (Y Zmer) =

= 0(1am)(7) 2 (7)) =
3(75)(6(7a) (7)) @ () (@ (1a) (Bt ) =
= ol 1)('yb)(@(m Y(7a)( Zm=1))

D () (7 7)) =
= O(7am)(v) OV ()G ) =
= 66 X (1D ) A =

= s S st ((1m060a), ) (7 e, 3 =

5 600n) (80a)") (7 D(60aD), ) (I 6), 36758 =

= B () (<I>(m‘1)( ) (Y 3 11k))
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Hierbei wurde im dritten Schritt die Kettenregel des freien Differentialkalkiils verwendet, und zwar
in der Form:

TN 6am)) = o) (777D (60a)) 7D (6(a)

Damit erlaubt die freie Auflésung C'()N(n_Hyl) fiir Up41,1 im Sinne von Brady [7], Definition 1.1,
eine Wirkung von U, 1, die kompatibel ist mit dem Homomorphismus ¢ : Uy, 1 — Aut(Upt1,1).
Fiir Gruppen H und K, einen Gruppenhomomorphismus ¢ : H — Aut(K) und G = Hp< K
erlaubt nach Brady eine freie Auflésung ¢ : F' — Z fiir K eine Wirkung von H, kompatibel mit ¢,
wenn fiir alle h € H eine augmentationserhaltende Kettenabbildung r(h) : ' — F existiert, die
den folgenden beiden Bedingungen geniigt:

T(h)(kf) = oMk)T(h)(f), VkeK, VfeF

r(h)yr(h") = r(hh'), Vh,h € H
Auf unseren Fall iibertragen hat man H = U, 1, K = Upjy1,1, G = Upp, F = C'()N(n_Hyl) und
r = ®"=D_ Im Unterschied zu Brady, wo H von rechts als Automorphismus von K wirkt:

hk = ¢(h)(k)h als Relationen in H b< K, wirkt bei uns U, 1 von links als Automorphismus von
Upt11: 7' v =v¢(v)(¥'), v € Upng1,1, ¥ € Un 1, als Relationen in Uy, 1 b< Upy11.

Fiir eine freie Auflosung ¢’ : P — Z fiir H versieht Brady mit Hilfe der Abbildung 7 mit den obigen
Eigenschaften den Komplex F' @ P mit der Struktur eines G-Moduls.

Auf unseren Fall tibertragen hat man P = C’()N(nyl), und mittels der Abbildung (=Y wird der
Komplex C'()N(n_Hyl) ® C'()N(nyl) mit der Struktur eines U, »-Moduls versehen.

Angesichts der Injektivitdt des Homomorphismus ¢ : U, 1 — Aut(Un41,1) identifizieren wir im
weiteren wieder Elemente y € U, 1 mit ihren Bildern ¢(y) € Aut(U,41,1) in der Automorphismen-
gruppe von U, 41,1 und schreiben fiir die Jacobi-Matrizen J(m_l)(’y), v € Aut(Upy1,1).

Der Komplex C'()N(n_Hyl) werde nun mit der Struktur eines (Links-)Moduls bzgl. U, » = U, 1 b<
Up41.1 versehen. Jedes Element von U, » hat einen eindeutigen Ausdruck als v'y mit 4" € Upy1 1
und v € Uy 1. Man setze:

(YY)em-1 = Y'Zm-1, 5m—1€co()~(n+1,1)
k ~
Gy = XA (TTTeT) A A € GiFn)
k

Da wir bereits zuvor C'()N(n_Hyl) als U, 1-Rechtsmodul definiert haben mittels der Abbildungen
@(m_l)(y), v € Up 1, definieren wir (im Unterschied) zu Brady) C'()N(n_Hyl) also als Uy, 1-Linksmodul
durch Konvertierung der Modulstruktur, also mittels der Abbildungen <I>(m_1)('y_1), v €U .

Der Komplex C'()N(nyl) werde mit der Struktur eines U, o-(Links-)Moduls, trivial bzgl. Usy11,
versehen durch die Definition:

(7/7)2771 = V'gma gm € CO(Xn,l)
/ ~(m) . ~(m) ~(m—1> C X
(Py V)Vm,] = YVm,j> Tm—1j € 1( n,l)

Damit ist auch der Komplex C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) ein U, o-(Links-)Modul, und zwar durch die
diagonale U, o-(Links-)Wirkung:

(7/7)(2771—1 ®Zm) = (V/Em—l) @ (VZm)
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Zm—l & Zm S [C(Xn+1,1) ® C(Xn,l)] 0

(Z Y (J(m_”('y‘l)) g 111)) ® (v%m)

':}4/T(nm 11) ®Zm [C(Xn+1,1) ®C(Xn,1)]1

Y NEET) © Zm)

Y NCma1 @30 = (1'Emo1) @ (13T
Zm—1 ®%(n;2 € [C(Xn+1,1)®0()~(n,1)]1

(YN @) = (Z'y (7=0G) 5 >) (Vi)

J

~(m—1

Vi 1)®7(m) C(Xnt1,1) ()N(m)]z

Dies war zu zeigen. O

Lemma 3.1.4 (Freier Modul) Der Komplex C'()N(n_Hyl) Y/ C'()N(nyl) ist freier Uy, o-Linksmodul.
Insbesondere gilt: [C’()N(M_lyl) ® C’()N(nyl)] wird als freier Uy, o-Modul erzeugt vom Element {Z,,_1®
0

Zm}, [C’()N(M_lyl) ® C’()N(nyl)] . wird erzeugt von den Elementen {Z,,_1 ®77(n ]2’,77(7271 11) ® Zm }, wobei

j=m,...om+nund k =m+1,...,m+n ist, und C(Xn+1,1) ® O n,l) , wird erzeugt von
{ T(nm 171]) :yr(n,z} wobei wieder j=m,.... m+nundk=m+1,...,m+n ist.

Beweis. Das Lemma formuliert Aussagen eines Satzes von Brady [7], Satz 1.2. Und zwar
zeigt Brady, dafl fiir einen freien K-Modul F', fiir einen freien H-Modul P und fiir eine mit
¢ : H — Aut(K) kompatible Wirkung 7 von H auf F' das Produkt F' @ P ein freier Modul
bzgl. G = H b< K ist, und insbesondere, dafl F' @ P G-frei ist auf der Menge {f; @ p; tierjer,
wenn F' K-frei ist auf {f; }ier, und P H-frei auf {p; };cs.

Wir folgen zunichst dem Beweis von Brady und iibertragen dann die Ergebnisse auf unseren Fall.
Brady versieht F' mit Hilfe der Abbildung 7 mit der Struktur eines G-Moduls, P mit der Struktur
eines G-Moduls, der trivial ist bzgl. K, und F @ P durch die diagonale Wirkung mit der Struktur
eines G-Moduls. Es bleibt daher zu zeigen, dal ' ® P G-frei ist.

Nach Voraussetzung ist P freier H-Modul und damit isomorph zu einer direkten Summe von Ko-
pien des freien H-Moduls ZH. Daher reicht es aus zu zeigen, dafi F' @y ZH frei bzgl. G ist.
Dazu verwendet Brady die folgenden Aussagen iiber induzierte und eingeschriankte Moduln, siehe
Brown [8], S.67ff.

Fiir einen K-Modul F' und K C G bezeichnet IndIG((F) die sogenannte Induktion, den G-Modul
ZG @4 F, und fiir einen G-Modul F' und K C G bezeichnet ResIG((F) die sogenannte Ein-
schrankung, den durch die Einschrankung von G auf K erhaltenen K-Modul. Es gilt folgendes:
i) Ist F ein freier K-Modul, dann ist Ind% (F) ein freier G-Modul. Ist insbesondere F K-frei auf
{f:Yier, so ist Ind%(F) G-frei auf {1® f; }ier, 1 € ZG.

i1) Ist F' ein G-Modul und K C G, dann gibt es einen Isomorphismus von G-Moduln, und zwar:
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Ind% Res%(F) = Z[G/ K] @z I, wobei Z [/ K]@g F die diagonale G-Wirkung gegeben wird. Der
Isomorphismus ist gegeben durch g @z, f — h@g g f, fir g€ G, h € H=G/K und f € F, mit
dem Inversen h @y f — h @z h=Lf.

Es ist Res% (F) der urspriingliche K-Modul F. Und da F frei bzgl. K ist, ist Ind% (F) frei bzgl.
G. Und wegen H = G/K folgt, dafl auch ZH @y F'= F ©®p ZH frei ist bagl. G. Ist insbesondere
F K-frei auf {f; }ier, so ist F @y ZH G-frei auf {f; @ 1};¢r, 1 € ZH.

Es folgt, dal F' @ P ein frei ist bzgl. G, und insbesondere, dafi, wenn P H-frei auf {p;};es ist,
F @ P G-frei ist auf der Menge {f; @ pj tier jer-

Auf unserem Fall iibertragen hat man: F = C'()N(n_Hyl), K=Uyt11, P = C’()N(nyl), G =Uy» und
H= G/[X = n 1-

Oben wurden C( n+171) und C'()N(nyl) und damit C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) mit der Struktur von
Uy, 2-(Links-)Moduln versehen. Es ist zu zeigen, daf C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) Up o-frei ist. Nach
Voraussetzung ist C'()N(nyl) freier U, 1-(Links-)Modul und damit isomorph zu einer direkten Summe
von Kopien des freien U, 1-Moduls ZU, 1. Und zwar gilt ja: C’o()N(nyl) = ZU, 1 und C'l()N(nyl) =
(ZU, 1)". Daher reicht es aus zu zeigen, daf C'()N(n_Hyl) @y ZUy 1 frei bzgl. U, o ist. Dies
folgt mit den obigen Argumenten Es ist Resg"’2 (C'()N(,H_l 1)) der urspriingliche Uy,41 1-Modul
C'()N(n_Hyl). Und da C( nt1.1) frei bzgl. Unpya s 1st ist IndU o I(C’()N(HHJ)) frei bzgl. Uy 2. Und
wegen Up 1 = Up 2/Unt1,1 folgt, dafl auch O n+171) 7, ZU, 1 frei ist bzgl. U, o. Und damit ist
C(Xny11) @7 C(X, 1) Un o-frei.

Da insbesondere Co(X,41,1) Unt1,1-frel ist auf {Z,,_1} und Cl(j(n+1,1) Upt1,1-frei auf {’ym 17]}
j=m,...,m+n, sowie, da C’o()N(n 1) Up q-frei ist auf {Zm} und C4( ~n71) Up 1-frei auf {'y(m)

k=m+1,..., m+n, folgt erstens, daB3 [C’( nt11) @ C( )] . Uy o-freiist auf {Z,,_1 @ Zp, }, zwel-

tens, daf C( nt11) @ C( )] ) Uy o-freiist auf {Z,_ 1®'yr(nm]2,'yr(nm 11)®zm} mitj=m,...,m+n

und k =m+1,...,m+ n, und schlielich drittens, dafl [C’( nt11) @ C( 1) , Up o-frei ist auf

{77(71m11])®7mk} mitj=m,...m+nundk=m+1,... m+n. O

Beispiel 3. 1.5 (Rand) Der Rand einer Kette kann damit in Elementen der Basis des freien U, o-
Moduls C(Xp41,1)@C(Xp,1) ausgedriickt werden. Als Beispiel betrachte man den Rand der Kette

) 03 € [C(Ruan) @ €K

MG @3 = AT @30 — 3 @ o)

Der erste Term lautet:

Oy A @A = (1= Ym19)Em—1 @A =

Vm— 1,7
= (1= 3m-1,)(Eno1 700
Der zweite Term lautet:
~(m—1 m m ~(m—1 ~
r(nl])®a((1))( ) = r(nu)@(l_%nk)z
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= 53 2 =k (B () (IS @ ) =

l
- :Vr(n—1,1J) @ Zm = Y,k Z (‘](m_l)(%n,k))j (:Yr(n—Lll) ® Zm)
l=m,....m+n

Lemma 3.1.6 Fir die Kettengruppen des Komplexes C’()N(n+171)®z C'()N(nyl) freier Uy, o-Linksmoduln
gult:

[C(Xn-l—l,l)@C(Xn,l)]o = ZU,»
(O @ O] = (2,2

[C(Xn+171) & C(Xn’l)]z = (ZUn,Z)(n-I—l)n

Bewers. Die Aussagen folgen mit den Aussagen des vorangegangenen Lemma.
Einerseits folgt oben mit Hilfe des Satzes von Brady, daf§ die Kettengruppe [C’()N(M_lyl) ® C’()N(nyl)]
2

freier ZU, »-Modul vom Rang (n + 1)n ist, erzeugt von der Menge {’yr(nm__lyl]) ® :yr(nnjlz}, wobei
j=m,...m+nund k = m+1,...,m+ n ist. Jedes Element von [C’()N(H_HJ) ® C’()N(nyl)]

2
hat also eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der Form:

~(m—1 ~(m
Z 77]',76(77(;1—1,21—14-]' ® %(n,gﬂ.k)a ik € LUy 2

F=1,...,n41
k=1,..,n

Andererseits ist auch (ZUnyz)(”‘H)” =ZUp 2@ ... 8 LU, freier ZU, »-Modul vom Rang (n+1)n.

(n+1)n
(ZUnyz)((”‘H)” ist ZU, »-Linksmodul durch die diagonale Wirkung:

N1, tin) = (M0, N Matin), 1m0,k € ZUp 2

Und ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von (ZUnyz)((”‘H)” iiber ZU, 5 ist gegeben durch
die Menge:

{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...(0,...,0,1)}
—_— N—— —— ——
(n+1)n (n+1)n (n+1)n

Jedes Element von (ZUnyz)((”‘H)” hat also eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der
Form:

(7]171, R 77n+1,n) = 7]171(1, 0, RN 0) + ...+ 77n+1,n(0a R 0, 1) 05k [~ ZUn,Z

Der Isomorphismus:

o |C(Xng11) © C(Xn ) , (ZU, 5)"+"
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ist nun gegeben durch:

~ -1 ~
2 Z Uj,k('yr(nm—1,gz—1+j®%(nmgz+k) =
j=1, n+1
k:

= (771 Lo ngin) € (ZU, 2)HD"

mit dem offensichtlichen Inversen.
Und p ist ein Modul-Tsomorphismus:

~(m—1 ~(m
KM Z Uj,k('yr(n—1,gz—1+j®%(nr?z+k) =

F=1,...,n41
k=1,..,7n

~(m—1 ~(m
= u Z ko 14y © Trmn) | =

i=1, n+1
k=1,..,n

= (77771,1’""7777714—1,71):
= (M- ntin) =

~(m—1 ~(m
= np Z Uj,k('yr(n—1,gz—1+j ®’Vr(n 731+k)

Damit ist gezeigt, dafl [C’( nt11) @ C( )] = (ZUnyz)(”‘H)” ist
2
Der Beweis der Isomorphismen [C(Xn+1,1) ® C’()N(nyl)] =ZU,» und [C’( nt11) @ C( 1) =
1
(ZU,, 2)?"*! kann entsprechend gefiihrt werden O

Man betrachte anstelle des Randes 6((67; Lm) [C’()N(H_HJ) ® C()N(nyl)]o — 0 die sogenannte

Augmentationsabbildung.

Definition 3.1.7 Die Augmentation e(m=1m) . [C’()N(M_lyl) ® C'()N(nyl)] = ZU, 5 — Z, ist defi-
0

niert durch:

E(m—l,m)(a) — E(m—l,m)(z ni%’) = Zni’ a € ZUn,Z, n; €Z, v € Un,z

Lemma 3.1.8 (Freie Auflésung) Der augmentierte Komplex zu C'()N(n+171)®z C'()N(nyl) 15t eine
freie Auflésung (der Linge 2) von Z dber ZU, o.

Bewets. Der Komplex C( nt1,1) @7 C( 1) ist ein azyklischer Komplex freier ZU, »>-Moduln,
daher eine freie Auflésung von Z iiber ZU, ». Die folgende 0-Sequenz freier ZU, »-Moduln ist also
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exakt:
0~ [0EpyecEa], P= @ e 0] Y-
6((1’;_1’"‘) N N (m—1,m)
~ [eEmnecE.)], = z —- 0

Exaktheit bei [C’()N(M_lyl) ® C'()N(nyl)] = ZU, » kann man auch unmittelbar wie folgt einsehen.
0

Kern(e(m_l’m)) besteht aus Elementen 1 —~, v € U, 2. Diese Elemente haben einen eindeutigen
Ausdruck der Form:

m+n m4n
I—y = > aj(l=vmor)+ 3. B(l=vmr), ;.0 € Unp
j=m k=m+1
Es gilt offensichtlich:

m-+n m-+n

STl =ymor)+ > Bl = ymr) =

j=m k=m+1
m-tm) (G2 m-1) £ (m)

= 8(1) 7 Z & (Ym-1; @ Zm) + Z Br(Zm-1 @ Yy 1)
j=m k=m

Damit hat man gezeigt, daB gilt: Kern(e(™=1™)) = Bild(ﬁ((?;_l’m)). O

3.2 2-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe

Im folgenden wird zunéchst fiir einen U, »-Modul G, —5 der 2-dimensionale dquivariante Komplex

(Gm_z QL1 1 C'()N(,H_lyl)) ®ZU,L,1C()~("71) definiert, der durch Iteration aus dem 1-dimensionalen
aquivarianten Komplex G, _1 ®ZUn,1 C'()N(nyl) mit Koeffizientenmodul G,,_1 = G,_» ®ZUn+1,1
C(Xn41,1) entsteht. Sodann werden unter der Voraussetzung gewisser Eigenschaften des Ko-
effizientenmoduls G,,_» wie Generizitdt oder Trivialitdt bzgl. U, » die Homologiegruppen des
2-dimensionalen dquivarianten Komplexes explizit bestimmt. Es zeigt sich, daf§ analog zur Kon-
struktion des Komplexes dessen Homologiegruppen iterativ durch die Homologiegruppen gewisser

1-dimensionaler 4quivarianter Komplexe bestimmt sind.

3.2.1 Definition 2-dimensionaler dquivarianter Kettenkomplexe

Fiir einen Uy, »-Modul Gp,—» unterscheiden wir zunéchst den 2-dimensionalen &dquivarianten Kom-
plex G2 @y, . (C'()N(H_HJ) 2/ C'()N(nyl)), der also durch Tensorierung des als freien ZU, »-
(Links-)Moduls definierten Produktkomplexes entsteht, und den 2-dimensionalen Aquivarianten

Komplex (Gm_z QL1 1 C(Xn+1,1)) Qg 1C’()N(nyl), der durch Tteration aus dem 1-dimensionalen
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dquivarianten Komplex Gp,_1 @7, ) C'()N(nyl) mit Koeffizientenmodul Gp_1 = G2 @7y,

C(Xpn41,1) entsteht.

n41,1

Definition 3.2.1 Es sei G_2 ein U, o-Rechtsmodul. Dann ist der 2-dimensionale dquivariante
Komplex Gp,—2 @7, . (C'()N(H_HJ) 2/ C'()N(nyl)) mit Koeffizienten in (G,,,_o definiert durch die
Kettengruppen:

Gm—2 @7y, , [C(Xn-l—l,l) ®7, C(Xn,l)]q =

= Gpoo v, @ Cpm_l()?n-l—l,l) ®g C m()?n,l)

Pm—1+Pm=¢

und Randhomomorphismen:
gy Gm-2Ogy, , [C(Xnﬂ,l) @7, C(Xn,l)] —
: q

— Gna@zy, [C(Xn+1,1) ®7, C(Xn,l)]

g—1

die mit den Elementen g € GG,,,_o vertauschen:

Iplg@ecy) = g@09g(eq)

cq € [C(Xn+1,1) ®7, C(Xn,l)]q

Lemma 3.2.2 FEs gilt:

Gm—Z

R

Gm—2 v, [C(Xn-l—l,l) ® C(Xn,l)] .

R

Gm—Z ®ZU,L,2 [C(Xn+1,1) & C(Xn,l)] 1 (Gm—2)2n+1

R

Gm_2 ®ZU,L,2 [C(Xn+1,1) ® C(Xnyl)] ) (Gm_z)(”-l-l)n
Beweis. Oben wurde gezeigt:

[C(Xnm)@co?n,l)]o >~ 70,

[C(Xnﬂ,l)@(](j(n,l)]l = (ZUn2)""

R

[C(Xn+1,1)®0()~(n71)]2 (ZUn,z)(n-H)"

Daraus folgt wegen Gpy_2 ®7,; ) ZU, 2 = Gpy—o unmittelbar die Behauptung. O

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, daf fiir einen P,U, 1-Modul Gy,—1, gegeben durch eine
Abbildung;:
(=1 PyUn 1 — Aut(Groot)
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der Komplex G,,_1 Qg | C(Xn 1) ein P,-Modul ist durch die Abbildung:

=t p Aut(Gp_y A0, , C'()N(nyl))
AT = e e (), v e
Entsprechend gilt, daf fiir einen P,1U,41,1-Modul G,,_», gegeben durch eine Abbildung:

(I)‘(qm—Z) : Pn+1Un+171 — Aut(Gm_z)

der Komplex G,,_2 QL1 1 C(Xn41,1) ein P,y1-Modul ist durch die Abbildung:

11 C(Xn+1,1))
X(m—Z,m—l)(,}/) — q)gm_z)(»y q)(m_l)("}/))’ v E Pn_|_1

Wegen Phy1 = P, DX U, 1 und Uy 5 = Up 1 <X Upya,1 gilt insbesondere also, dafl fiir einen U, o-
Modul G2 der Komplex G2 @7, i C(Xnt1,1) ein Uy 1-Modul ist. Der Koeffizientenmodul

X(m—Z,m—l) . Pn+1 — Aut(Gm_z ®ZU

Gpo1in Greq Q7. C'(Xnyl) kann also selbst als dquivarianter Komplex gewidhlt werden:

Gm—l = Gm—Z ®ZU,L+1,1 C(Xn+1,1)
und die G, als Uy 1-Modul charakterisierende Abbildung ist also:
(I)‘E]m—l)(,y) — X(m—Z,m—l)(,}/) — @E]m—2)(7 (I)(m—l)(,y))’ = Un,l

Auf diese Weise hat man durch Iteration einen 2-dimensionalen dquivarianten Komplex kon-
struiert.

Definition 3.2.3 Es sei Gy,_» ein U, o-Rechtsmodul. Dann ist der 2-dimensionale iterierte qui-

variante Komplex (Gm_z QL1 1 C'()N(,H_lyl)) Qg | C'()N(nyl) definiert durch die Kettengruppen:

[(Gm_z O 111 C(Xn+1,1)) O7u, . C'()N(nyl)] ) =

= @ (Gm—2 L1 Cpm_l(Xn+1,1)) 970, , Cpm(Xn,1)

Pm—1+Pm=¢

und Randhomomorphismen:

o= (Gmos g, CRnsn)) O, C(Kn)| —

— [(Gm_z ®ZU,L+1,1 C(XH_HJ)) ®ZU,L,1 C(X”’l)]q —
definiert durch:

dn M (gedryedm) = dr e dn ) dm +

HDPm g @ ) @ 8 ()

Pm—1
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Lemma 3.2.4 FIs gilt:

[(Gm—Z A C(Xn-l—l,l)) @7, . C(Xn,l)]o = Gm-2
(G2 070, CRar) Ezg,, C(Kn)] = (Gmog)™™?
[(Gm—Z QL1 1 C(Xn-l—l,l)) O7u, C(Xn,l)]z = (Gm—z)(nH)n
Beweis. In Kapitel 2 wurde gezeigt, daf§ fiir einen ZU, ;-Modul G, gilt:
Gm-1 ®ZU%1 Co(j(n@) 2 Gm-a
G107y, , Ci(Xn1) = (Gnoa)”

Entsprechend gilt fiir einen ZU, 41 1-Modul Gp,_:

G2 Oz Co(Xnp11) = Gpoa
Gm—Z ®ZU7L+1)1 Cl()?n+1,1) =~ (Gm—l)n+1

Setzt man nun Gpm_1 = G2 @7, ) Cp(Xnn), p=0,1, so folgt die Behauptung. O

Lemma 3.2.5 Fs gibt einen Isomorphismus von Kettenkomplexen:

Gm—2 v, (C(Xn-l—l,l) ®7, C(an)) = (Gm—2 @717 C(Xn-l—l,l)) @7, . C(Xn,l)

n41,1

definiert durch:

plgo@Ereodm) = (odn e

€ (Gm—2 A C(Xn-l—l,l)) @7, . C(Xn,1)

fir alle g € Gu_a, &0 € C(X,411) und &™) € C(X, 1).

Bewets. Es ist zu zeigen, dafl die Abbildungen p konsistent mit den verschiedenen Modulstruk-
turen sind und mit den Randhomomorphismen vertauschen.
Man erinnere zunéchst die verschiedenen Modulstrukturen.

e Der Komplex C'()N(n_Hyl) war definiert als (freier) U, 41 1-Linksmodul, der Komplex C'()N(nyl)
als (freier) U, 1-Linksmodul und der Koeffizientenmodul G,,_5 als Rechtsmodul bzgl. U, » =
Un 1 < Upy1,1-

. C'()N(,H_lyl) war aufferdem ein U, i-Rechtsmodul mittels der mit ¢ : U, 1 — Aut(Upy1,1)
kompatiblen Abbildung ®(™~1) . Upi1 — Aut(C(Xp41,1)), also durch:

6(77’7,—1)7 — q)(m—l)(,,y)(g(m—l))’ v c Un,l
bzw. (durch Konvertierung der Modulstruktur) ein U, ;-Linksmodul durch:

v 5(m—1) — (I)(m—l)(,y—l)(g(m—l))
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e C(X, 1) wurde als ein trivialer U, 41 1-Linksmodul betrachtet:

N Em = gm) v € Uny11

. C'()N(,H_lyl) 2/ C'()N(nyl) war U, o-Linksmodul durch die diagonale Wirkung. Fiir vy € Uy 2
mit v € Upy11, 7 € Un 1

oy (5(m—1) @7, 5(m)) = (vy 5(m—1)) ®7 (v 5(m)) _
(7/@(m_1)(7_1)(5(m_1))) ®Z (’}/ 5(m))

Man beachte die Vertraglichkeit dieser Definition mit der Struktur von U, »:
Y o)) (D @g &) =
v (fb('y)('y’) dm= @y 6<m>) =
= (@(m_l)('y‘l)(¢>(7)('y')5“”‘1))) @ (y&™) =
()6 ) @D (1)) g (7)) =
= (Yo DThEm)) g (vém)

e Und schliellich war G2 @, s C(Xpn41,1) ein U, 1-Rechtsmodul durch:

(9o @z, , &)y =
= @) By, BPTINED), o € By

Hierbei beachte man die Vertraglichkeit bzgl. @y, :

n41,1"

(90’ @z, &)y =

= (9970,,,, 9 dm=1yy =
"N (y)(a’ &MY =

= 07070, 60TV ETY) =
= 97600 Ogg, ., PTHETTY)

= 9797y

n41,1

Zur Konsistenz der Abbildung y mit den Modulstrukturen betrachte man nun ein typisches Element
von Gpm_s @g;; . (C’()N(H_HJ) 2/ C'()N(nyl)) in verschiedenen Darstellungen und zeige, dafi die
Bilder unter p identisch sind.
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Es seien 7' ¢ € Upy1,1 und 74,0 € Up1. Man betrachte das folgende typische Element und
verschiebe die Koeffizienten von G,,,_» nach rechts:

gdo @7, (’y' &m=t @ yg(m)) —
= 99z, , 00 ('y’ dm=D @y v 5<m>) =
= 9970,,¢ (@(m_l)(g‘l)(’y’ dm=y @y o0 5<m>) -
= 99zv,, (9’¢(g‘1)(~y’)<1><m—1>(g—1)(5<m—1>) oy Q,yg(m)) c

€ Gpoo ®ZU,L,2 (C(Xn+1,1) ®Z C(Xn,l))

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Definition von C'()N(,H_lyl) 2/ C'()N(nyl) als U, 1-Linksmodul
verwendet, und im dritten Schritt wurden die Eigenschaften von ®("~1) sowie die Definition von
C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(nyl) als Up41 1-Linksmodul verwendet.

Die Bilder unter p sind einerseits:

H (g do OZv, . ('y’ glm=1) ®7, 75(’”))) =
= (g Q/Q ®ZUn+1)1 ,.y/ 5(M—1)) ®ZU,L)1 Vé(m) €

€ (Gm—2 L 411 C(Xn+1,1)) @7, , C(Xn,1)

andererseits:

p (9 970, (9’ 3o ()@ () (E ™) @y 07 5<m>)) =
= (9 QL0111 9’¢>(9‘1)(7’)<I><m‘1)(9‘1)(5<m‘1>)) Ogpr, , 078 €
e (Gnos 0g0,,,, CFarin) Oz0,, C(Fn)
Und die Bilder sind identisch:
(g de@gy, Y 5(’”‘1)) O, , v =
= (g ed(0)(d) @z, 7 om= 1)) D, yém) =
(99®zUn+11 ¢(e)(d) 5(’”‘”) Oy, 7E =
(920,00, 3770 (300N &7D)) 00z, 70 =
= (9 Oz, .., 9(e7) (#(e)(d) ) <I>(m_1)(9‘1)(5“”‘1))) Oy, , 07d™ =
(
(¢

9970, € $eHE) O IEE ) Gy end™ €

m—2 @7y C()N(n+1,1)) AL, C(Xn1)

n41,1

m
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Hierbei wurden im dritten Schritt die Definition von Gpy_2®7; C(Xpn41,1) als Uy, 1-Rechtsmodul

nt1,1
verwendet, im vierten Schritt die Eigenschaften von &~

Man betrachte nun das ndmliche typische Element von (,,_» g, . (C'()N(H_HJ) 2/ C'()N(nyl))
und verschiebe die Koeffizienten von C'()N(n_Hyl) und C'()N(nyl) nach links:

gdo A7, (’y' gm=1) @7 'yé(m)) —
= gdo 70, , o (5(’”_1) @7, 'yé(m)) —
= gdev ®Ozp, .7 (@(m‘”(v)(é(m‘”) ®7 5<m>) -
= 060N )er Bz, (BIEMD) ey ™) €

€ Gm2@zy, (C(Xn-l—l,l) ®7, C(an))

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Definition von C'()N(n_Hyl) 2/ C'()N(n_Hyl) als Uy, 1-Linksmodul
verwendet, und im dritten Schritt die Relation:

o = ¢ )(Y)e

n Un72 = Un71 D> Un-|—1,1~

Das Bild pu (g 0'0 gy , (,y/ glm=1) @7 75(m))) wurde oben bereits angegeben. Andererseits hat
man:

7 (g doe™ () e @y, (q><m—1>(7)(5<m—1>) ®y 5<m>)) -
= (g oY) v Oz, q><m—1>(7)(5<m—1>)) Ogp, , &M €

€ (Gm—2 A C(Xn-l—l,l)) @7, . C(Xnn)
Und die Bilder sind identisch:

(s0e0g0,,,, 787" Og, 76 =

n41,1
= (g oY Ogu .., 5(’”_1)) 70, , yam) —

(9 (e e oz, ,, . 5“”‘”) Y Oy, , & =
(906 0r Oy, , BTIANETD)) gy, E €

(G QL1 C(Xn+1,1)) O7u, . C(Xn 1)

n41,1

m

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Relation in Uy, o = Uy, 1 D< Up41,1 verwendet und im dritten

Schritt die Definition von G,_s @, s C(Xn41,1) als Uy, 1-Rechtsmodul.
Damit ist die Konsistenz von g mit den verschiedenen Modulstrukturen gezeigt. Es bleibt zu
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zeigen, dafl g mit den Randhomomorphismen vertauscht.
Zur Identitét 6((;7; Lm) w=p 6((;7;_1’m) betrachte man einerseits den Rand:

m—1,m -1 ~(m
a((2) ) (gj,k ® ('Vr(n 1 731 145 © 'Yr(n Lk)) =
= girx(l = Ym-t1,mi14j) @ (Zm-1 @ ’?T(,%,L_I_k) —Gix ® (’y,(n 11,31_'_1_'_] ® Zm) +

l
+ Z 95,k Ym,m+k (J(m_l)(")/m,m+k))] & ("}/T(nm 11,31 141 ® Em) =
on+l

= gk®(zm 1®'yfnm21+k)+ Z g1®('yfn 1121 141 @ Zm)
I=1,...,n+1

mit:

9k gix(1=ym_1;)

!
g = ik Ymmtk (J(m_l)(’ym,m+k)) = 0195k, I=1,...,n+1
J

wobel §; ; das Kronecker-Symbol ist, und andererseits den Rand (des Bildes der betrachteten 2-
Kette unter p):

o =1m) ((gy FO T 1+]») ® %%M) _

m—1 m—1 ~(m—1 m
= (g] k@ 3((1) G 121 1+j)) B 731+k - (gj,k ®77(n—1,731—1+j) ®8(1) 4o 731+k)
= (950 O (1= Ymmtomt14) Fme1) © T +

(g] k® 'Yr(n 11731 1+j) @ (1= Ym,mtk ) Zm =

~ ~(m ~(m-—1 ~
= (9561 = Ymotimt14s) © Zme1) © Fom 1 — (9j,k ® 77(71—1,731+1+j) ® Zm +

1
m— ~(m—1 ~
+ | 95, Ymm+k & g (J( 1)(’Ym,m+k))], ’Yr(n_1 731—1+l @ zZm =
=1,...,n+1

~ ~(m ~(m-—1 ~
= (GO Zm) @+ | 2 @@ | @,

I=1,...,n+1
mit g}, g1 € G2 wie oben. Es ist also 6((;7;_1’m) pw=pd
1,m)

(m—1 m)
(2)

DaBl ¢ auch mit den Randhomorphismen 8(1) vertauscht, kann man ebenso zeigen. O

3.2.2 Eigenschaften des Koeffizientenmoduls

Generizitit des Koeffizientenmoduls

Motivation/Einleitung Im weiteren soll die Gruppe der 2-Zyklen, also der Zyklen in der héch-
sten Dimension des Komplexes (Gm_z QL1 1 C'()N(H_HJ)) Qg | C'()N(nyl) bestimmt werden.
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Dazu erinnere man die Modulstrukturen der Kettengruppe (Gm_z Q7 i C'l(j(n“,l)) Q7. .
01()2”71):

e Die Gruppe 01(5(714-1,1) war freier ZU, 41 ,1-Linksmodul vom Rang n+1, die Gruppe C4 ()N(nyl)
freier ZU, ;1-Linksmodul vom Rang n und der Koeffizientenmodul G,_2 Rechtsmodul bzgl.
ZU, o, wobel Uy, o = U, 1 < Up411 ist, mittels eines (zunéchst beliebigen) Gruppenhomo-

morphismus <I>§,m_2) :Up,2 — Aut(Gp—s), also durch:

g0=3""2(0)(g), g€ GCm2,0€Uns

bzw. mittels eines (ebenso bezeichneten) Ringhomomorphismus <I>§,m_2) 22U, 5 — End(Gr—2),

also durch:
go= q)glm_Z)(a)(g)a g€ Gm—z, S ZUn,Z

. Cl(f(n+1,1) war zudem ein ZU, 1-Rechtsmodul mittels der mit #m=1) . Upa — Aut(Upg11)
kompatiblen Abbildung ®(™~1) . Upp — Aut(C’l()N(nHyl)), also durch:

Fmtgmor ¥ =" Tt )y Y€ Unty Ym-t,jmey € C1(Xng11)

®m=1)(y) wird beschrieben durch J(m=1(¢("=1(y)) € GL(ZUpt11,n + 1), die Jacobi-
Matrix des Automorphismus (b(m_l)('y) € Aut(Upy1,1).

e Und schliellich war Gm_2®ZU i C1(Xn41,1) ein ZU, 1-Rechtsmodul durch die Einschrankung
von y(m=2m-1).p ., — Aut(Grm—2 @z Cl(Xn+1,1)) auf U, 1 C Pyy1, also durch:

n41,1

(g (®ZU7L+1)1 ﬁ/m_lyjm—l)ﬁy =
_ (m=2,m—1) ~ . _
= X (NG BZr,y, , Tm=tiim=) =
= (97)9zp,,,, Om-1jn7) =
= ") Oz, , BTN Em-tgns)s ¥ EUna

Gemaf der Konstruktion des Komplexes ist Gp_1 = Gp_o @7 i Cl(j(n+1,1) Koeffizien-
tenmodul zu Cy ()N(nyl), und der Gy, —1 als Uy, 1-Rechtsmodul charakterisierende Homomorphismus
@E,m_l) :Up1 — Aut(Gp_1) ist also: @E,m_l) = y(m=2m=-1)

Zur Bestimmung der 2-Zyklen ist zu kliaren, unter welchen Bedingungen an den Koeffizienten-
modul G,,_s Elemente der folgenden Form als 2-Ketten des Komplexes wohldefiniert sind. Man
wird sehen, dafl sich die 2-Zyklen auf einfache Weise aus solchen 2-Ketten zusammensetzen:

-1

(m—1) -1 (m—2) N -
3 =50 ([0 = 2 150)] @O S ) S
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Hierbei ist ¢ € Gm_2, Ym-1,jm_1 € Cl(j(n+1,1) und A, j, € 01(Xn,1)~ Diese Ketten enthal-
ten (ineinander verschachtelt) Tnverse von Endomorphismen der Koeffizientenmoduln, die sich auf
bestimmte Weise gegen die unter den Randhomomorphismen auftretenden Endomorphismen auf-
heben. Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen diese Inversen existieren:

1. Erste Bedingung ist also Generizitdt von Gp,—2 bzgl. U,yi1, d.h. Invertierbarkeit der
Elemente (1 — ym_1j,._,) € ZUp41,1 als Endomorphismen von G, _s:

1
3| (1 =1 j,,)| € Bnd(Goo)

mit anderen Worten:
B (1 = Y1) € AUH(Ginos)

2. Zweite Bedingung ist die Generizitdt von Gy = G2 ® C'1()~(n+171) bzgl. U, 1, d.h.
Invertierbarkeit der Elemente (1 — 4y, ;. ) € ZU, 1 als Endomorphismen von Gp,_1:

1 -
3B (1 =y j,)| € End(Gro1) = Bnd(Gros © C1(Xnga 1))

Es soll (wie die erste) auch die zweite Bedingung als Bedingung an den Koeffizientenmodul
Gr—o formuliert werden. Dazu wird eine Basis der freien Gruppe Uy,y1,1 bestimmt, so dafi die
die Automorphismen @(m_l)(ymyjm) € Aut(C’l()N(nHyl)), Ym,jm € Un 1, beschreibenden Matri-
zen obere Dreiecksmatrizen sind. Die Endomorphismen X(m_z’m_l)(l = Ym jm) € End(Grm_2 @
Cl()N(n+1,1)) sind dann von einfacher Gestalt, und man kann leicht die Bedingungen fiir deren
Invertierbarkeit angeben.

Im weiteren wird zunachst allgemeiner die Frage behandelt, unter welchen Bedingungen an
einen ZP,U, 1-Modul G,,,_1 die Elemente (1 -+, ;) € ZP, fiir beliebige Generatoren v, ; € P, als
Endomorphismen der Kettengruppe G,,—1 ® C ()N(nyl) invertierbar sind.

Neue Basis der freien Gruppe Wir folgen Cohen und Suciu [10], Abschnitt 6.1, und betrach-
ten zu jedem 7, s € Py, m+1 <r < s < m+n, eine neue Basis der freien Gruppe U, 1 vom Rang
n. Man erinnere, dal U, 1 = (Vpm,m41, - - - Ym,m+4n ) die freie Gruppe vom Rang n mit Generatoren
Ym,, *=m+1,...,m+ n, bezeichnet.

Lemma 3.2.6 Fiir jedes v, , € P, m+1<r <s<m+n, bildet die wie folgt definierte Menge
{Ym,i(yrs)i=m+1,...,m+n} eine Basis der freien Gruppe U, 1 vom Rang n:

Ym,i m+ 1 S 2 S r
—1 .
) N Y,r Ymi Y, r<t1<s
ym,z('}/r,s) — P)/m,r'}/m,s Z —

Y s<i1<m+4n
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Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dafi jedes Element der urspriinglichen Basis von U, ; eine ein-
deutige Darstellung in Elementen aus {ym ;(yrs), i = m+1,...,m+n} hat. Die obigen Relationen

lassen sich wie folgt nach den Elementen aus {v,;,i=m+1,...,m+ n} auflésen:
ym,i("}/r,s) m+1§l§7°
i = (Ym,r (Vs ) Yomi (Y )Y (1rs) - 7 << s
™ (Y, (Y5 )™ Yo () i=s
Ym,i(Yr,s) s<i<m+n

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Artinscher Automorphismus in neuer Basis der freien Gruppe Nun werde der Automor-
phismus zu 4, ; € P, in der neuen Basis von U, 1 betrachtet, vgl. [10], Lemma 6.2:

Lemma 3.2.7 Der Automorphismus qb(m)(’yrys) € Aut(Up 1), Vrs € Py, der freien Gruppe U, 1 =
(Ymmt1(Yrs), -+ o Ymomtn (Yrs)) 15t wie folgt gegeben:
(m) , _ Ym,i(Vr,s) i#r
B om0 ) = { o e ) 2
Beweis. Man verwende fiir jedes v, ; € P, den Monomorphismus (b(m) : P, — Aut(Up 1), siche
Satz 1.2.4, fiir die urspriingliche Basis {vpm;,i=m+1,...,m+n} von U, 1:

PVm,r'Vm,spym,T'Vn_q,ls'V;z,lr i=r,s
qj)(m)(%ﬁb’)(Pym,i) = [Vm,ra')/m,s] Ym,i [7m,ra7m,s]_1 r<i<s
Ym,k 1< rt> 8

Explizit hat man:

60 ()W i (1rs)) = 6 (05 ) (i) =

= TYm, =

= Ymi(yrs), 1< P> 8
6 () W (3rs) = O () (Y, ) =

= "}/myr'}/m,s’ymmpyn—z}s’yﬂ_’bb =

Ym,s (Y, Ve (Y5 ) (Um, s (9r,6)) 7!

U (1 )i (1) = 8 () e Y, iV ) =
= 'Ym,r')/m,i'yn_q}r =
= Ym,i(¥rs), P<i< s
¢(m)(7r,8)(ym,8(7r,8)) = ¢(m)(7r,8)(7m,r7m,8):
= TYmyrTm,s =
= Ym,s(7rs)

Dies war zu zeigen. O



3.2. 2-DIMENSIONALE AQUIVARIANTE KETTENKOMPLEXE 63

Alle Generatoren von Up 1 = (Ym m+1 (Yr.s); - - s Ym,m+n (7rs )} bis auf den Generator ypm »(7rs)
sind also invariant unter ¢(v, ;). Letzterer wird mit yp, (v s ) konjugiert: ¢ (v o) (Ymr(Yrs)) =
Ym.s (Yr,s )Um.r (Yr.s)(Ym.s(7rs)) 1. Dies hat zur Folge, dai auch der induzierte Automorphismus
<I>(m)(’yrys) € Aut(C’l(Xnyl)) von einfacher Gestalt ist.

Neue Basis des freien Moduls Wir betrachten nun zu jedem v, € B,, m+1 < r < s <
m + n, korrespondierend zur neuen Basis der freien Gruppe U, 1 eine neue Basis des freien U, ;-
Linksmoduls C’l(f(nyl). Man erinnere, daf3 C’l()N(nyl) frei erzeugt ist von den Elementen :yr(:?i),
i=m+1,...,m+n, die (topologisch) gegeben sind durch Liftungen der Generatoren v, ; € U, 1 =
T1(Xn,1; Zm ) in die universelle Uberlagerung )N(nyl, die im fest gewédhlten Punkt z,, beginnen, bzw.

(algebraisch) durch den verschrankten Homomorphismus A : U, 1 — C’l(f(nyl), definiert durch

Lemma 3.2.8 Fiir jedes v, , € P, m+1<r <s<m+n, bildet die wie folgt definierte Menge
{gﬁnmz?(%s),i =m+1,...,m+n} eine Basis des freien ZU, 1-Linksmoduls C’l()N(nyl):

Fon) mt+1<i<r
~(m) _ (1 - Pym,Tvm,Z'y;q}r)P?T(g? + Vm,r'%(nml) r<i<s
Ym,i (Yrs) = ~(m) ~(m) ' .

Ym,r + Ym,r Ym,s 1=s

’yr(n”?i) s<i<m+4n

Beweis. Fiir jedes v, , € P, ist gﬁnm]) die in Z, beginnende Liftung von ym; € U,1 =
~(m)

m1(Xn 1; 2m), gegeben durch den verschrédnkten Homomorphismus: A(ym ;) = ¥p, ;-

Jedes ym ; € U, hat eine eindeutige Darstellung als Wort in den urspriinglichen Generatoren
{Ym i, k=m+1, ..., m+n} und die Fundamentalformel des freien Differentialkalkiils liefert die
Entwicklung von A(ym ;) in A(ymyp), k=m+1,... m+n:

AWmyj) = AWmj(Ymmtts s Ymmen)) =
m-+n

Z 6(ym,j (Vm,m+1a B Vm,m+n)) A(
67m,k

Ym,k) =
k=m+41
m+4n k

= 3 (£600) Al

k=m+41

Hier ist L(m)(’ym) € GL(ZU, 1,n) die Jacobi-Matrix der Basistransformation.

Umgekehrt hat jedes v, ; € U, 1 eine eindeutige Darstellung als Wort in den neuen Generatoren
{Ymj,j=m+1,...,m+n}, und die Fundamentalformel des freien Differentialkalkiils liefert die
Entwicklung von A(¥m ;) in A(ym j), j=m+1,...,m+n:

A(Pym,i) = A(Pym,i(ym,m+1a ceey ym,m+n)) =
m-+n
Z (S('Ym,i(ym,m-kl, Cey ym,m+n)) A(y ) _
T8 myj;

j=m+1
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m-+n _q ki
= 2 ((160) ) A
j=m+1 i
explizit:
N(m) m+1<i<r
Sm) _ ) (ymi — l)vmryﬁn? FnLaa r<i<s
myi ~(m) (m) o
_PymrymT"i'Pymry t=35
gjgnml) s<i<m+n
Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Das Resultat entspricht einem Satz von Birman [6], wonach {ym j,j =m+1,...,m+n} dann
und nur dann Basis der freien Gruppe Uy, 1 = (Ym m41, - - - s Ym,m+n ) Gruppe vom Rang n ist, wenn
die Jacobi-Matrix L(m)(’ym) = (6<ym’j(7m”;;rl’;"7’””””))) invertierbar ist iiber ZU, ;.

Automorphismus in neuer Basis des freien Moduls Nun werde der Automorphismus zu
Yr,s € P in der neuen Basis von C'(X, 1) betrachtet, vgl. [10], Satz 6.3:

Lemma 3.2.9 Der Automorphismus @(m)(%« s) € Aut(C’l()N(nyl)), Yrs € Py, des freien Uy, 1-
(Links-)Moduls C1(X, 1) mit der Basis {ym Z) i=m+1,...,m+n} ist wie folgt gegeben:
ot i#r

m)

q)(m)('%‘ 8)(g£nmz)) - ~(m
7m,7‘7m,s@/£n,2 + (1 - P)/m r"}/m s"}/m r"}/m 57m 7‘) £n

i=r

Beweis Der Automorphismus @(m)(%« s) € Aut(Ch (X, X 1)), ¥r,s € Py, des freien U, ;-Linksmoduls
C’l( 1) mit der Basis {y( ). —m +1,...,m+n} erglbt sich einerseits wie folgt mit Hilfe der

Fundamentalformel des freTelll Dlﬂerentlalkalkuls
O (9 AW ;) = A () (Ymj)) =

m-+n m

— Z 6(¢( )(PVT,S)(ym,j))A(y k) —
k=m+1 6ym7k 7
m-+n E

= 30 (K™ (00))) . Alym )
k=m+41 7

wobel K(m)(qb(m)('yrys)) die Jacobi-Matrix des Automorphismus qb(m)(%«,s) € Aut(Up 1) z2u Up 1 =

(Ym,m+41y - - - Ym m+n) ist. Mit anderen Worten ergibt sich <I>(m)('yrys) aus der Kommutativitat des
Diagramms:
¢ (r,6)
Un71 I Un,l
LA LA

- (™) e
Ci(Xn1) COre) Ci(Xn1)
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Andererseits ergibt sich die Jacobi-Matrix K(m)(qb(m)(%,s)) des Automorphismus qb(m)(’yrys) €
Aut(Un 1) 20 Up 1t = (Ymomt1s - - - Ym,m+n) auch als:
-1

K6 ((3n0)) = 60 (L) 3,0)) 70 (0 (L7 31,0))

aus der oben gegebenen Jacobi-Matrix L(m)(’ym) der Basistransformation und der Jacobi-Matrix
J(m)((b(m)('ym)) des Automorphismus qb(m)(%«,s) €Aut(Un1) 20 Un1 = (Ymymtis - - o Ymoman ). O

Man hat also zu jedem 4., € P, eine Basis des freien U, -Moduls C’l()N(nyl), so daf} die
zugehorige Jacobi-Matrix K(m)((b(m)('yr,s)) € GL(ZU, 1,n) eine obere Dreiecksmatrix ist mit dia-
gonalen Eintragen 1 und ¥m r¥m,s-

Automorphismus der dquivarianten Kettengruppe FEndlich werde der Automorphismus
zu ¥, , € P, fiir die dquivariante Kettengruppe C1(X, 1) betrachtet. Man vergleiche hier [10],
Abschnitt 6.4:

Lemma 3.2.10 Der Automorphismus X(m_l’m)('ym) € Aul(Gpm-o1 ® C’l(f(nyl)), Yrs € P, der
dquivarianten Kettengruppe Gp—1 @ C1(Xp,1) ist wie folgt gegeben:

X(m—l,m)(%«’s)(gi ® ggnn?l)) =

_ { 5" () 41) © L7 it
- m—1 ~(m m—1 ~(m .
B (oY Y ) (92) @ Bk + BT ((1 = ) ) ge) @ G i =

Beweis. Die Kettengruppe Gp_1 @ C'l(f(nyl) ist P,-Modul durch den Homomorphismus:
X(m_l’m) c Py — Aut(Gpoy @ C’l(f(nyl))

Fiir v, ;, € P, und die korrespondierende Basis von C} ()N(nyl) bekommt man:

m-+n
X(m_l’m)('}/hs)( Z ¢; @ ggn”?l)) =
i=m+1
m-+n
= Z (gz 77‘,5) ® (375,:?2 77‘,5) =
i=m+1
m-+n
= Z q)gm_l)("}/r,s)(gi) & ¢(m)(7T,5)(g£1n?z)) =
i=m+1
m+n m+n
= Y o V(oo Y (KM@ () =
i=m+1 k=m+41

m-+n m-+n

DI (7 (K(m)(¢(m)(%,s)))f) (g0) @ 9

k=m+1i=m+1

und mit der expliziten Gestalt von K(™)(¢(™)(y, () folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 3.2.11 Alternativ kann man angesichts G._1 ® C'l(f(nyl) = (Gpe1)” eine P,-
Rechtsmodulstruktur auf (G,,—1)" definieren:

(Gm—l)n x P, — (Gm—l)n
und zwar fiir 7 = {1,...,n} und (g:)ier = (91, ..., gn) durch:

((gi)iela %«,s) - (gz’)iel Yr,s K(m)(f/’(m)(%s)) =

m-+n
( Z 9k Tr,s (K(m)(qj’(m)(%,s»)%) =
i€l

k=m+41

m+n
( Y (s (K(m)(%,s))i)(gk))

k=m+41
Als Korollar zum obigen Lemma hat man:

Korollar 3.2.12 Der Endomorphismus X(m_l’m)(l —Yrs) € End(Gro1 @ C’l(f(nyl)), Yrs € P,
der dquivarianten Kettengruppe Gpm_1 @ C1(Xn 1) tst wie folgt gegeben:

XTI = (g © B)) =

_ { "1 = 70 (0) © Y it
- m—1 ~(m m—1 ~(m .
<I>5] )(1 - 7r,87m,r7m,s)(gr) ® ygnﬂz + q)g/ )(('}/m,r - 1)%«,5)(97«) & ygn,s,) t=r

Bemerkung 3.2.13 Beschrankt man sich auf die relevanten Indizes » und s, so hat man fiir den

Pp-Rechtsmodul (G,—1)" die Abbildung:

((gTa gs)a - 77“,5) - (grags) (1 = Yr,s [{(m)(qj)(m)(Pyr,s))) =

1 - 7r,57m,r7m,s P)/m,r - 1 77‘,5
= (grags) ( 0 ( 1—’}/7«)5 =

= (@E,m_l)(l — Y5 Y Vs ) (G0 )y BT (Ve — D) (g0) + @Lm 7D (1 - %«,s)(gs))

Mit diesen Ergebnissen bekommt man:

Satz 3.2.14 Das FElement 1 — v, , € ZP, ist invertierbar als Endomorphismus von Gpn_1 @
Cl(Xnyl) = (Gm_l)n:

1 -
31— )| € End(Gry @ C1(Ka0)

wenn die Elemente 1 —vp o, 1 —=%r s¥m r¥Ym,s € ZP,Up 1 tnvertierbar sind als Endomorphismen von

Gm—lf

(m—1) ! [gm=1) !
El [(I)g (1 - 77‘,5)] 3 [(I)g (1 - 7r,s'7m,r7m,s) € End(Gm—l)



3.2. 2-DIMENSIONALE AQUIVARIANTE KETTENKOMPLEXE 67

Beweis. Der inverse Endomorphismus [x(™=H")(1 — 4, )] e End(Gpm-1® Cl()N(nyl)), Yr s €
Py, lautet wie folgt:

[X“”‘lvm)(l — vr,s)] C(g® ) =

- bf“%i—%ﬁ] e, it
[X“”‘“”)(l - "}/r,s)] (g g =
- [<1><gm‘1>(1 - 7r,57m,r7m,8)] - (9) @ got) +
n [q)(m—l)(l _ %s)] - D ((1 = Y )Yrs ) [@E,m_l)(l - 7r,57m,r7m,8)] B (9:) @

® ™)

Die Probe liefert im Falle ¢ # r:

-1
XL = ) <[X(m_1’m)(1 —e)] (e gﬁn”f})) -

-1
= AT =) ([q)gm_l)(l - 7’“75)] (9:)® gﬁnmf) -
(I)E]m—l)(l _ 'Yr,s) ([q)gm_l)(l - 77“,5)] (gl)) @ ggnn?l) =

und im Falle ¢ = r:

-1
X(m_l’m)(l = Yr,s) ([X(m_lym)(l - 77“,8)] (90 @ ggnn?)) -

-1
= X(m_l’m)(l = Yr,s) ([q)gm—l)(l - ’}/rysp}/m,rp}/m,s)]

(o) 05 ) +
=0 ( (#6700 = 300] 7 8 =)
x| im=1(1 - 7r,57m,r7m,8)] - (90) ® 375,2’72) =

= OV = 7Y Vs ([@E,m_l)(l - %,s'ym,r'ym,s)] _1( )) ® ) +
0 (e = ) ([0 = 307mm0)] () @ ) +

-1
+ q)gm_l)(l - 77“,5) ([@gm_l)(l - 77“,5)] (I)E]m—l)((l - ’}/m,r)'}/r,s) X

-1
X @gm_l)(l - 7r,57m,r7m,8)] (gr)) ® ggnn?g -
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= ¢ ® y(m)

Es ist also notwendig, daf [q)(gm_l)(l — 'ym)] und [q)(gm_l)(l — Y sYm,rYms) als Endomor-

phismen von G,,_ existieren. O

Bemerkung 3.2.15 Beschriankt man sich wiederum auf die relevanten Indizes r» und s und be-
trachtet man den P,-Rechtsmodul (G,,—1)", so mag man formal einfach die Tnverse der Matrix:

1= K(m)(qj’(m)(%,s» =

_ (1= rsvmetms (Yme = Dy
0 1=

betrachten und schreiben:

((grags)a(l - '}/r,s)_l) — (gr’gs) (]_ — Vs Km) q/)(m) 7rs )
= (g q ) ( (1 —7r,57m,r7m,s)_1 (1 Yr,sYm,r Ym, s) (1 _er)’}/rs(l _ 7r,s)_1 ) _

0 (L=7s)7"
= (9,95
wobei:
g:« = q)gim_l) (((1 - PVT,S'Ym,T'Vm,S)_l) (gr)
gfs = q)gm_l) ((1 — 7r,57m,r7m,s)_1(1 - 7m,T)7T,5(1 - Pyrvs)_l) (gr) +

+<I)§]m_1) ((1 - 'YT,S)_l) (98)

Resultate im interessierenden Fall Im eingangs bezeichneten Fall interessiert, unter welchen
Bedingungen an den Koeffizientenmodul Gy,—5 bzgl. Uy, 2 = Upy11U, 1 die Elemente (1 — 4, ;) €
ZU, 1 als Endomorphismen von Gp—_2 @ C1(Xp,41,1) invertierbar sind.

Korollar 3.2.16 Das Element 1 —vy, ; € ZU, 1 ist invertierbar als Endomorphismus von G—2 @
Ci(Xng1,1) = (Gpoa) T

—1 -
3 [0 =y )] € Bd(Gnr @ (K1)

wenn die Elemente 1 —4m 5,1 —VYm i Ym—1,mYm—1,; € LUp 2 tnvertierbar sind als Endomorphismen
von Gp_a:

(m—-2) 1 [gm=2) ,
[(I) (1 — Tm,j )] ) [q)g (1 — Tm,j Ym—-1,m¥Ym — 1,]) € End(Gm_z)

Mit anderen Worten hat man:
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Korollar 3.2.17 Die Kettengruppe Gp—o @ C1(Xny1,1) ist als U, 1-Rechismodul generisch, wenn
fir alle v € {Vm j, Ym,j¥m-1,mYm-1,;}, J =m=+1,...,m+n, dic Elemente (1 —v) € ZU, 5 als
FElemente von End(Gp—2) invertierbar sind:

-1
3|8 (1—7)| € End(Gm->)

Damit ist die zweite der eingangs formulierten Bedingungen als Bedingung an G,,_s formuliert.
Die Beriicksichtigung der ersten Bedingung, der Generizitat von Gy,—o bzgl. U, 41,1, motiviert die
folgende Definition:

Definition 3.2.18 (Generizitat (2)) Ein ZU, »-Modul G,,_s heifit generisch bzgl. U, », wenn
fir alle y € T' = {Ym—1,Ym,js Ym=1,m¥m=1,Ym,j;J = m+ 1,...,m+ n} C U, die Elemente
(1—+) € ZU, 5 als Endomorphismen von G,_5 invertierbar sind:

3[a0m (1 - 9)] " €End(Gps), 7eT
Mit der Definition der Generizitat folgt unmittelbar:
Lemma 3.2.19 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. G 15t ein generischer Uy o-Modul.

2. Gpm_o 1st ein generischer Upyq 1-Modul und die Gruppe Gp_o ® C’l()N(nyl) ein generischer
Up,1-Modul.

Beispiel 3.2.20 Es sei Gj,—2 = C der 1-dimensionale Modul bzgl. U, o, definiert durch:

q)gm—z) :Up2 — Aut(C)
O (ymorg) = TN g1 € Ungin
O ) = T gy €Uy
Man hat:

-2 2T (Am, i+ Am—1,m+Am—1,5
(I)E]m )(7m,j7m—1,m7m—1,j) 7T Am =t A1)

und Generizitit (von Gp,_s = C bzgl. U, 2) erfordert nun:

Am—l,jaAm,j ¢ Z, (Am—l,m + /\m—l,j + /\m,]) ¢ Z

Trivialitit des Koeffizientenmoduls

Anstelle generischer Koeffizientenmoduln G,,,—s kénnen auch triviale Koeffizientenmoduln betrach-
tet werden.
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Definition 3.2.21 (Trivialitat (2)) Ein ZU, >-Modul G,,_5 heiit trivial bzgl. U, », wenn fiir
alley €T ={ym_1j,Ymr;i=m,....m+nk=m+1,....m+n} C U, gilt:

" ()(g) =9, YET, g€ Cmos
bzw. wenn gilt: (1 —7) € Kern(q)gm_z)).
Mit der Definition der Trivialitat folgt:

Lemma 3.2.22 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Gy st ein trivealer Uy, o-Modul.
2. Gm_s ist ein trivialer Upiq 1-Modul und der Komplez G_s @ C'(f(nyl) ein trivialer Uy, 1-
Modul.
3.2.3 Homologie des dquivarianten Komplexes

Homologie des Komplexes mit generischem Koeffizientenmodul
Ist also der Koeffizientenmodul (&,,_» des Komplexes (Gm_z ® C()N(H_HJ)) ® C'()N(nyl) generisch
-1

bzgl. U, 2, so sind Ketten wohldefiniert, die Endomorphismen [q)(gm_z)(l — Ym—1jm_1) von

1 5
G2 und Endomorphismen [q)(gm_l)(l — ’Ym,jm)] und Gpm—1 = Gmos @ C(X,41.1) enthalten,

die sich gegen die unter den Randhomomorphismen auftretenden Endomorphismen aufheben.

Lemma 3.2.23 (Randformel) Es gilt fiir alle ¢ € Gpoes:

—1.m m— -1 m— -1 ~ ~
a((;; b ([q)gy 1)(1 — 7m,k)] ([q)gy 2)(1 - Pym—lyj)] (g) & Vm—l,j) & 7m,k> -
-1

-1
= [0 =] @ i) 23T - ([@5,“@‘”(1 ~m13)] (9) MT_}?) ® Zm

Bewers. Mit der Definition des Randhomomorphismus hat man:
m—1,m m— -1 m— ~ -
8((2) ) ([@EJ 1)(1 _Vm,k)] ([(I)E] 2)(1_7771—1,]')] (g)®7m—1,j) ®7m,k> =

—1 -1
= 6((?;_1) ([q)gm_l)(l — '}/m,k)] ([q)gm—Z)(l - 7m—1,j)] (g) ® :Ym—l,j)) & P?m,k +

-1

—1 -1
+H=1) (947701 = )] ([@Fﬁ-% —m-1)] (@)® am_u) ERHUCAD
Mit 6((17;)(’?7(:7]2) = (1 — 4m 1 )Zm folgt fiir den zweiten Term:
(m=1) ! [pim-2) - . .
(=1) [#57=0(1 = 0] ([@g’” (1= mo1) (g)®’ym—1,y’) & (L= fmt)im =

=0 ([o2 =] @8 ) 0 5



3.2. 2-DIMENSIONALE AQUIVARIANTE KETTENKOMPLEXE 71

Mit 6(m 1)( T(nm 11])) (1 = Ym—1,)Zm—1 folgt fiir den ersten Term, da der Randhomomorphismus

6((?; 1) mit dem Endomorphismus [q)(gm_l)(l — 'ymyk)] , einer Kettenabbildung, vertauscht:

200 =] (8720 = 30)] @085 1)) @387 =
= [oir 0= 5m0)] ([0 = 3me1)] @0 (= )i ) 9370 =
= 800 - )] 00 ) @5
Damit hat man das gewiinschte Ergebnis. O

Bemerkung 3.2.24 (Zur Kettenabbildung) Die Gruppe U, 1 wirkt (von rechts) als Kettenab-
bildung des 1-dimensionalen Komplexes Gp_g @ C'(Xpy1,1). Jedes v € U, 1, aufgefaﬁt als Auto-
morphismus von Gm_2®C()~(n+171) vertauscht mit dem Randhomomorphismus 6(1) Y. Binerseits

hat man:

(9@ (1 =vym=1,j)m-1)7 =
= 9(1—’Vm—1,j)7®5m—1

(957" (s293))) 7
Andererseits hat man:
o ((goilra))r) = o leve X eI =

= > gvUiednVEr =

k=m,...m+n
k ~
= Z g (J(’Y))j (I = Yme1k) ® Zme1 =
k=m,...m+n

= 9(1—’Vm—1,j)7®5m—1

Hierbei wurde im letzten Schritt verwendet, dafl die Kettengruppe C’l( nt1.1) als freier (Links-
)Modul zu U,y1 1 isomorph ist zum Augmentationsideal IU, 411 von ZU,4q,1 durch 77(n 11) —
(1 = 4m—1,), und daBl das Element v € U, 1 auf die Erzeugenden (1 — ym_1;),j =m,...,m+mn,

des Augmentationsideals 10,411 von ZUn+1,1 in gleicher Weise (von rechts) wirkt Wie auf die

erzeugenden Ketten ’Ny(m_l) von C’l( n+1.1). Daher gilt die Identitét:

m—1,7

A= Ym-1)y = 7 > (JO); (1= ymorp)

k=m,....m+n

Mit Hilfe der Randformel folgt unmittelbar:
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Lemma 3.2.25 (2-Zyklen) FEs gilt fir alle ¢ € Gp_s:
-1 -1
3((2) Lm) ([@E,m‘”(l - ’mG)] ([@E,m‘z)(l - ’Ym—l,z’)] (9) @ :Ym—u) )
—1.m m— -1 m— -1 ~ ~
_8((2) tm) ([q)gy 1)(1_7m,k)] ([q)gy 2)(1_7771—1,]')] (g)®7m—1,j) ®7m,k> +

-1 -1
—8((;7;_1’m) ([@(gm_l)(l - ’Vm,l)] ([@E,m_z)(l - ’Ym—u)] (9)® :ym—u) ® Y1

-1

I
o

-1
—|—6((;7;_1’m) ([q)gm_l)(l - 'Ym,l)] ([q)gm—Z)(l - 7m—1,j)] (g) @ :Vm—l,j) ® :Ym,l)

Wiederum zur Abkiirzung und zur Vereinfachung der Rechnungen ersetzen wir den Komplex

(Gm_z QL1 1 C(Xn+1,1)) v, C(X, 1) im Falle eines generischen U, s>-Moduls G'p,—5 durch

einen isomorphen Komplex mit einfachen Randhomomorphismen.

Definition 3.2.26 Fiir r = m—1, m sei K(") der 1-dimensionale formale Kettenkomplex, definiert

(r) (r)
0 1

als freier Linksmodul zu ZU,, 4y, _, 1 mit den Kettengruppen K ’, erzeugt von z,, und K, ’, erzeugt

von der Menge {ey);j =7r+1,...,m+ n}, und mit Randhomomorphismen 6((;)) : qu) — K(gr_)l,
q = 0,1, definiert durch:

6(0)(27‘) = 0
8(1)(6§»T)) = Z, j=r+1,....m+n

Und fiir einen generischen U, o-Modul G,,—2 sel (G2 Oz s K(m—l)) Dz K(m) der 9-

dimensionale formale dquivariante Komplex mit Ketten (¢ ® kz(,m_l)) ® k((]m), g € Gm_2, kz(,m_l) €

KZ(,m_l), k((]m) € K(gm) und Randhomomorphismen:

I ptq) - (Gm—z ® K},m—U) ® K™ —
- (Gm‘z ? ngTfl)) ® K™ @ (Gm—z ® K,Sm_l)) ® K™
definiert durch:
Ip+a) ((g“”‘?) @ k" V) e kém)) _
= (0" @ dp k) @ k™
DT @ k) @ kg

Lemma 3.2.27 Fiir einen generischen Uy o-Moduls G—o gibt es einen Isomorphismus von Ket-
tenkomplexen:

(Gns @z, CCntin) Oz, C(Xn) 2 (Gs g, KD) 0y KOV
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der fiir 2-Ketten definiert ist durch:
2 ([@E/m_l)(l - ’mek)] B ([@E/m_z)(l - ’Vm—l,j)] NOE ’Vm—l,j) ® ’Vm,k) =
(g ® e 1)) ®e™
fiir 1-Ketten durch:
i ([0 = 2mm)] " @055 ) 0 2
T ([@g’”‘l)(l — '}/m,k)] - (9@ Zm-1) @35

und der fir 0-Ketten offensichtlich ist.

= (sodm™) oz,

= (§®En-1) @™

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar mit Hilfe der Randformel und der Definition des formalen
Komplexes. Die Abbildung p ist offenichtlich bijektiv, und sie vertauscht mit den Randhomomor-
phismen. Fiir 2-Ketten hat man einerseits:

-1 -1
wi ™ ([or 0= 2m0)] 7 ([0 = 3me1)] @) O 51 ) S ) =
-1
ﬂ([ (1 =y, )] (g®2m_1)®'y(m))+
-1
(( <I><m 2 1—vm_1,j>] (g)@ﬁ?ﬁ}?}) ®zm) =

= (0@ Eny) @™ — (g ® e 1>) ® Zm

und andererseits:
—1 -1
oyt ([@E,m_l)(l - 'ym,k)] ([@E,m_z)(l - ’Vm—l,j)] (9) ® ’Vm—u) ® ’Vm,k) =

A (pod) 07) -

= (g® Fm_1) @™ — (g ® ™" ”) ® Fm

Fiir 1-Ketten kann man ebenso zeigen, dafl u 6(77; Lm) — 6((?; Lim) wogilt. O
Wir werden im weiteren also im Falle eines generischen Koefﬁzientenmoduls den Komplex
(Gm_z ® C'()N(,H_lyl)) ®C’()?n71) mit dem formalen Komplex identifizieren und wegen der einfachen

Randhomomorphismen in Rechnungen dessen formale Ketten verwenden.

Satz 3.2.28 (Homologie (1)) Fir einen generischen Uy o-Modul Gpo_o gilt:

Hs ((Gm—Z ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l)) = (Gea)" ™ =G @ B Graes

n(n—1)
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Beweis. Jedes Element der Kettengruppe [(Gm_z ® C'()N(,H_lyl)) ® C’()N(nyl)] in der hochsten
2

Dimension des Komplexes hat eine eindeutige Darstellung der Form:

Z [q)gm_l)(l - 7m,m+k)] - ([<I>§,m‘2>(1 - ’Vm—l,m—1+j)] B (9j,1) @ ’ym_1,m—1+]’) @ Vm,m+k

i=1, n+1
k=1,..,n

mit g; 1 € Gym—2. bzw. eine eindeutige Darstellung der Form:

> (%,k ® 6521__152]') Dede ik € Gmos

m—1m m—1 m
a((2) : Z (95,1 @ 65n—1+)j) ® egn-l—)k =

j=1,...,n41
k=1,...,n
_ . (m) (m=1) | o
= Y @ ®I) e = Y (9 @enl) © I
G=1,...,n41 G=1,...,n41
k=1,...,n k=1,...,n

Eine 2-Kette 1st also ein 2-Zyklus unter den Bedingungen:

gk = 0, j=1...n+1

n+1

Zgj7k = 0, k:l,...,n
ji=1

Mit den Zyklenbedingungen hat man also ein homogenes System von 2n+1 Gleichungen fiir die (n+
1)n Elemente ¢; € Gm—2 mit Koeffizienten in Z. Der Rang der zugehorigen Koeffizientenmatrix
tiber Z ist 2n. Dies bedeutet, maximal (n + 1)n — 2n = n(n — 1) der Elemente g¢; € Gp,_2 sind
linear unabhingig iiber Z

Es ist moglich, die 2n Elemente g; , j = n+1 oder k = n, mit Hilfe der iibrigen n(n — 1) Elemente
9j ks J #n+1, k # n, auszudriicken. Die Bedingungen zu j = 1,...,n und die Bedingungen zu
k=1,...,n—1 liefern:

Jin = _Zgj,ka jzla"'an

n
Intik = —Zgj,k, k=1,...,.n—1

Die iibrigen beiden Bedingungen, die Bedingungen zu j = n + 1 und zu k = n, liefern das gleiche
Resultat:

. B — i g1y = 20 gzt Gik
nhn — i1 %in = Z i=tn Gik
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Ein 2-Zyklus hat damit die folgende eindeutige Darstellung:

Z (98 ® 65;:1—_114-)]') ® 65;::-)1@ =

= > oS O (s — enya) =

j=1,...,n+1
k=1,...,n—1
-1 -1
= Y @@ AR o (@ - e =
T
— (m-1) (m-1) (m) (m=1) \ _
- Z Z gi1 | @ (em—1+j ~ Emgj ) ®( Emtk em+k+1) -
Wk \\USk
_ (m=1) (m) _
- Z Z 9i,1 ®e €m— 1+j5,m+j ®em+k,m+k+1 -
Wk \\USk
— , (m-1) (m)
= Z (hy,k ® 6m—1+]’,m+]’) @ €k mtk41
RETat
Hierbei wurden im ersten Schritt die ¢;,, j = 1,...,n + 1, und im zweiten Schritt die g,41 1,
k=1,...,n—1 ersetzt. Im dritten Schritt wurden die Summen iiber j und k& umgeschrieben. Im

vierten Schrltt wurden die Abkiirzungen e( ) = e(r) (T) fiir » = m — 1, m eingefiihrt, im letzten

Schritt die Abkiirzung h; = Zl_ g Gil
Es hat also jedes Element der Homologiegruppe Ha(( G- 2®C’( ~n+1 1))@C(X, X 1)) eine eindeutige

(m=1)

Darstellung der Form Zkif (h] k@ €115 m+y) @ em_l_k mgkq1 Mt 2y g € Gpy_s. Damit hat

man durch:

m—1 m nin—
Z (hj,k®6£n—1-|-)j,m+j)®6£n-|-)k,m+k+1 — (h11, o hnn1) € (Gog)" 7Y

J=1,..,mn

kl n—1

den behaupteten Isomorphismus. O

Es bleibt, die iibrigen Homologiegruppen zu bestimmen:

Satz 3.2.29 (Homologie (2)) Fir einen generischen Uy o-Modul G_o gilt:

Hy((Gmez @ C(Rng11)) @ C(Ra)) = 0, q#2

Beweis. Man definiere fiir ¢ = 0,1 (aufsteigende) Homomorphismen

Dgy [(Gm_z ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l)]q — [(Gm—Z ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l)] ™
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mit der Eigenschaft:

Dg-1)0(g)¢q + 9q+1)Dig)¢q

¢y, ¢ € [(Gm—z ® C(Xn+1,1)) ® C(Xn,l)]
Und zwar seien Dy,), ¢ = 0, 1, definiert durch:

Doy ((g(m—z) ® Zm-1) ® gm) - (g(m—Z) ® 6£7T+_nl)) ®

Dy ((g(m_z) ® e;:j__ll)) ® Zm)) = (™ Ve (6521—”1) _ m=1)

Jm—1
Dy ((g(m—Z) ® Zm-1) ® 6;:)) (9" @ 6521—”1)) ® e;:)
Es gilt offensichtlich:

) @ ey

m-+n

91)Doyco
Doydyer + 92y Dayen

Co

C,

Ist nun ¢,, ¢ = 0,1, ein ¢-Zyklus, so ist D(,yc, eine (¢ + 1)-Kette, deren Rand dieser ¢-Zyklus ist
O

Lemma 3.2.30 (Homologieschachtelung) Fir einen generischen U, o-Modul Gpy_o gilt:

Hy ((Gm_Z ® C(Xn+1,1)) ® C(f(nyl)) o

@ Hy (Hpm_1 (Gm—2 ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l))

Pm—1+pPm=¢

R

Beweis. Die Aussage ist nur im Falle ¢ = 2 nichttrivial. Oben wurde gezeigt, daBl im Falle,
Grm—1 ist generisch bzgl. Uy, 1, gilt:

Hl(Gm—l ®C(Xn,1)) = (Gm—l)n_l
durch:

n—1

m—1 m m—1 m—1 n—
S H O = 0BT € (G
k=1

FEntsprechend, dafl im Falle, G,_2 generisch bzgl. U,41 1, gilt:

Hi(Gme2 @ C(Xn411)) =2 (Gpe2)”
durch:

m—2 m—1 m—2 m— n
> W @e s = (TR € (Gnn)
j:l
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Waihlt man nun:

Gmo1 = Hi(Gmos @ C(Xpq1))
und:
m—1 m—2 m—1

hY = Zhﬁk L@ e s
so folgt:

~ N - n—1

Hy (H1 (Gm_2 ® C(Xn+1,1)) ® C(Xnyl)) o (H1(Gm_2 ®@ C(Xn-l-l))) o~
= (Gmeo)™)" ™!

durch:

n—1

m—1 m
Z hgc ) ® e£n+)k mtk+l

k=1
m—2 m—1 m—2 m—1
Zh( ) En_u)j,mﬂ"" Zhgn D@ el 1+)j,m+j)_>

- <h<f71 Dy e <Gm_z>”<"—1>

P nn-—1

und man hat das gewiinschte Ergebnis. O

Homologie des Komplexes mit trivialem Koeffizientenmodul

Der Vollstandigkeit halber sei noch kurz der Fall eines trivialen Koeffizientenmoduls G,,—2 behan-
delt.

Im Falle eines trivialen ZU, >-Moduls G, erhédlt man aus der dquivarianten Homologie wieder
die gewohnliche Homologie:

Lemma 3.2.31 Ist G,_o trivialer ZU, 2-Modul, so gilt:

H((Gns @z, C(Fnti) Gz, C(K0)) =
=~ H ((Gm-2 @7 C(Xn41,1)) @7 C(Xn 1))

Beweis. Die Aussage folgt mit Lemma 3.2.22, da G,,_o trivialer Uy,y1 1-Modul ist und der
Komplex G2 @ C(Xp 1) ein trivialer U, 1-Modul. O

Satz 3.2.32 Fuir einen trivialen Uy, o-Modul Gpy_o gilt:

n,2)

Hy (G ® C(Xn410) @ C(X1)) = (Gino)™

wober 2 ~(n 2) =1, ”(n D ont 1, E(Zn’z) =n(n+1).
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Beweis. Im Falle eines trivialen Uy, »-Modul Gy, _» sind alle Ketten des Komplexes Zyklen. d.h.
es gilt fiir ¢ = 0,1, 2:

Hy (Gm—2 @ C(Xn41,1)) @ C(Xn 1)) = [(Gm-2 @ C(Xng1,1)) © C(Xn )]
Mit Lemma 3.2.4 folgt die Behauptung. O

q

Lemma 3.2.33 (Homologieschachtelung) Fir einen trivialen U, o-Modul Gpo_o gilt:
He((Gm-2 ® C(Xnt1,1)) @ C(Xp 1)) =
= D Hy (Hppoy (Grz @ C(Xnp11)) @ C(Xn 1))

Pm—1t+Pm=¢

Beweis. Als trivialer U, »>-Modul ist Gy,_2 trivial bzgl. U,41,1, so dafl gilt:

Hi(Gmoo ® C(Xpg11)) = (Gpoo)" !
Ho(Grco @ C(Xny1,1)) Gm—2
Fiir einen trivialen U, o>-Modul G,,_» liefert der Komplex Gp—g @ C(X,41,1) und insbesondere

dessen Homologie H(Gp_2 @ C(X,41,1)) einen trivialen Modul bzgl. U, 1, und fiir einen trivialen
Up,1-Modul G, gilt:

R

Hl(Gm—l ®C(Xn,1) = (Gm—l)n+1
Gm—l

HO(Gm—l ® C(Xn 1))
Setzt man also G—1 = Hp(Gm—2 @ C(Xn111)), p =0, 1, so folgt die Behauptung. O

R

)

Homologie des Komplexes mit beliebigem Koeffizientenmodul

Definition 3.2.34 Es sei U eine Gruppe, und C(U) eine freie Auflésung von Z iiber ZU, wobei
Z als trivialer ZU-Modul betrachtet wird.

Mit dieser Notation kann man angesichts von Lemma 3.2.5 die obigen Ergebnisse zur Homologie,
die Satze 3.2.28, 3.2.29 und 3.2.32, und zur Homologieschachtelung, die Satze 3.2.30 und 3.2.33,

kurz wie folgt zusammenfassen:

Korollar 3.2.35 (Homologie) Ist Gp,_o ein ZU, o-Modul, so gilt:

(Gm_z)Eg ’ Gp_o trivial

Hy (Gm-2® C(Un,2)) = =
q( 27U, ( 2)) {5%2((;7”_2)55; : Gm—o generisch

wobei Egn,z) =1, E(ln’z) =2n+1, E(Zn’z) =n(n+ 1) und wobei E(Zn_l’z) =(n—1)n.
Korollar 3.2.36 (Homologieschachtelung) Fir einen U, o-Modul Gpo_o gilt:
1, (G Oy, CUn2)) =

= @ Hy,, (Hpm—1 (Gm—Z O 111 C(Un+1,1)) 7, . C(Un,l))

Pm—1t+Pm=¢



3.2. 2-DIMENSIONALE AQUIVARIANTE KETTENKOMPLEXE 79

Das Ergebnis zur Homologieschachtelung wird nun noch einmal formuliert, und zwar mit Bezug
auf die topologischen Raume X, 2, X, 411 und X, 1, als deren Fundamentalgruppen die Gruppen
Un,2, Upg1,1 und U,y definiert sind. Dazu werden die folgenden Aussagen verwendet, siehe Eilen-

berg [15]:

o Fiir eine freie Auflésung C(U) von Z fiir ZU, wobei Z als trivialer ZU-Modul betrachtet
wird, und fiir einen ZU-Modul G sind durch:

Hy(U; G) = Hy(G @y C(U))

die Homologiegruppen der Gruppe U mit Koeffizienten in G definiert (auch bekannt als die
Gruppen ToquU(Z, ).

o Fiir einen zusammenhéngenden und asphérischen Raum X mit 7 (X) = U und einen ZU-

Modul G gilt: .
Hy(G @z, C(X)) = Hy(U; G)

Mit diesen Aussagen und den obigen Ergebnissen folgt fiir die Homologieschachtelung die Aussage:
H, (Gm—2 OZv, . C(X”vz)) =

= @ Hy,, (Hpm—1 (Gm—Z O 111 C()N(n+1,1)) 7, . C(j(n,l))

Pm—1t+Pm=¢

Hierbei ist G),—o ein beliebiger ZU, o-Modul. TIst insbesondere G),_o = Z, wobei Z trivialer
ZU, »>-Modul, so gewinnt man die Betti-Zahlen und die Euler-Charakteristik von X, ».

Man hat zunachst:

Lemma 3.2.37 Es sei C(Uy 2) eine freie Auflésung von Z fir ZU, 2, Up o = m1(Xp 2), wobei Z
als trivialer ZU,, o-Modul betrachtet wird, Gp—o ein ZU, o-Modul und C(X, 2) ein Komplez in der
universellen ﬁberlagerung p:Xnao— Xpo von Xy 9, dann gilt:

Hq(Gm—Z ®ZU,L,2 C(Xn,Z)) = Hq(Gm—Z ®ZU,L,2 C(Un,Z))

Beweis. Zunichst sind durch eine freie Auflésung C'(U, 2) von Z fiir ZU, 2, wobei Z als trivialer
ZU, »-Modul betrachtet wird, und durch einen ZU, »-Modul G,,_» die Homologiegruppen der
Gruppe U, 2 mit Koeffizienten in Gy, —o definiert:

Hq(Un,Z; Gm—Z) = Hq(Gm—Z ®ZU,L,2 C(Un,Z))

Zu dieser Definition sieche Eilenberg [15], Abschnitt 12, oder auch Lyndon [27]. Diese Gruppen sind

auch bekannt unter der Bezeichnung ToquU"’Q(Z, Gm—2). Dazu siehe Ossa [32], S. 226, oder auch
Whitehead [42], S. 226. Sie sind bis auf eine kanonische Isomorphie unabhédngig von der Wahl der
freien Auflésung C(U, 2), [32], S.225-226.
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Ferner ist U, o = m1(X,, 2), und der Konfigurationsraum X,, » ist zusammenhéngend und nach ei-
nem Satz von Fadell und Neuwirth [16] asphérisch (und damit ein sogenannter Eilenberg-MacLane-
Raum vom Typ K(U, 2,1)). Auerdem existiert, da X,, 5 eine topologische Mannigfaltigkeit ist,
die universelle Uberlagerung )N(nyz, [39], Abschnitt 6.4.5, und ein (zelluldrer) Komplex C(X,, 2)

liftet isomorph zu einem Komplex C’()N(nyz), [39], Satz 6.8.1. Damit folgt nach einem Satz von
Filenberg, [15], Satz 28.1:

Hq(Gm—Z ®ZU,L,2 C(Xn,2)) = Hq(Un,Z; Gm—Z)

Und damit folgt die Behauptung. O
Es folgt das gewiinschte Resultat:

Lemma 3.2.38 (Homologieschachtelung) Fir einen beliebigen ZU, o-Modul Gpo_o gilt:

Hy (Gnos @, O(Xn2)) =

= @ Hy,, (Hpm—1 (Gm—Z O 111 C(Xn+1,1)) 7, . C(Xn,l))

Pm—1t+Pm=¢

Beweis. Die Aussage von Korollar 3.2.36 lautet mit Hilfe der Tor-Notation wie folgt:

ToquU"’Q(Z,Gm_z) = @ TorpZmU"’1 (Z,TorpZmU_"lJrl’l(Z,Gm_z))

Pm—1t+Pm=¢

Mit Hilfe von Lemma 3.2.37 hat man fiir die linke Seite:
Tor2002(2, Gs) = Hy (Gos O, , C(Xn2)
q y UTm— q m—2 ZUn)2 n,2

Andererseits kann man auf der rechten Seite schreiben:

TorZUn(Z, Gruy) = Hy, (Gm_l@@ZUml C(f(n,l))
mit:
(€ — TorpZmU_";rl’l(Z,Gm_z):
= My (Gros0gp,,,, C(Kniin)

Damit folgt die Behauptung O.
Diese Aussage zur Homologieschachtelung gilt insbesondere im Fall, dafl G,,—2 = Z trivia-

ler ZU, »-Modul ist. Mit Hilfe von Korollar 3.2.35 kann man die Betti-Zahlen und die Euler-
Charakteristik von X, o bestimmen.

Man setze abkiirzend: H(X;Z) = H(Z @z C(X)).
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Definition 3.2.39 Die Betti-Zahlen by(X, ») von X, 5 sind definiert als:
by(Xn,2) = Rang(Hy(Xn,2;7))
Die Euler-Charakteristik x(X, ) von X, o ist definiert als:
X(Xnz) = Y (=17bi(Xn)
j=0
Lemma 3.2.40 Fs gqilt:
X(Xn2) = n(n—-1)

Beweis. Es gilt nach Korollar 3.2.35: b;(X, 2) = E;n’z), J = 0,1,2, explizit bo(X,2) = 1,
b1(Xn2)=2n+1und b1(X,2) = (n+ 1)n. O
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3.3 [Iterierte Darstellungen der Zopfgruppen (1)

Darstellungen der Zopfgruppe B,, als Gruppen von Automorphismen der Kettengruppen und insbe-
sondere der Homologiegruppen des 2-dimensionalen dquivarianten Komplexes gewinnt man, wenn
man voraussetzt, dal der Koeffizientenmodul ,,_5 auch B,-Modul ist. Im folgenden werden die
Darstellungen von B,, im Falle eines beliebigen generischen Koeffizientenmoduls und beispielhaft
fiir spezielle 1-dimensionale Koeffizientenmoduln explizit angegeben. Auflerdem wird der Fall eines
Koeffizientenmoduls G/, _, betrachtet, der zusétzlich ein Modul bzgl. BY ist, wobei By C Bpya die
vom Element ¢,,_1 erzeugte Zopfgruppe ist. In diesem Fall konnen Darstellungen von B,, als Grup-
pen von Automorphismen gewisser Faktorgruppen der Kettengruppen und der Homologiegruppen
angeben werden, Darstellungen von einfacher Gestalt.

3.3.1 Darstellungen der Zopfgruppe B, auf dquivarianten 2-Ketten und
-Zyklen

Man betrachte den dquivarianten Komplex (Gm_z QL0111 C'()N(n_Hyl)) A0, , C'()N(nyl) mit ge-

nerischem ZU, »-Koeffizientenmodul Gy,,—2. Man erinnere:
[(Gm—Z & C(Xn+171)) 03¢ C(Xn,l)] , ~ (Gm—Z)(n+1)n
HZ ((Gm—Z & C(Xn+171)) 03¢ C(Xn,l)) ~ (Gm—Z)n(n_l)

Um Darstellungen von B, als Gruppe von Automorphismen dieser Gruppen zu gewinnen, bzw.
um diese Gruppen mit der Struktur von B,-Darstellungsmoduln zu versehen, fordern wir, dafl der
Koeffizientenmodul G, _5 ein B,-(Rechts-)Modul ist.

Definition 3.3.1 Es sei G,,_5 eine kommutative Gruppe, B,Uy, 2 := By, b< U, 2, und @E,m_z) :
B, U, 2 — Aut(Gpm—2) ein Homomorphismus, so daff Gp,_2 ein B, U, o-Modul ist, gegeben durch
die Multiplikationsabbildung

G2 X BnUn,Z —  Gpoo
(9.8) — g8:=3""2(8)(y), B € ByUnp
Es werden nun die Darstellungen B, — Aut ([(Gm_z ®C()~(n+171)) ®C’()~(n71)] ), sowie
2
By — Aut (Hy ((Gns © C(Xny11)) © C(Xn 1)) behandelt.

Darstellung von B, auf 2-Ketten

Satz 3.3.2 Fs sei Gr—o ein ByUy, o-Rechtsmodul, generisch bzgl. Uy o, Die Gruppe B, hat eine
Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Kettengruppe [(Gm_z ® C'()N(,H_lyl)) ® C’()N(nyl)]
2

und zwar ist der Homomorphismus:

y(m=2m=tm) . g . Aut ([(Gm_z ® C'()N(n+1,1)) ® C(an)] 2) =~ Aut ((Gm—z)(n+1)n)
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gegeben durch:

X(cm—Z,m—l,m)(Ui) — q)gm—Z) (UiR(cm—l,m)(Ui))

83

Hierber ist R(cm_l’m)(ai) € GL(ZUp,(n+ 1)n), und die nichtverschwindenden der Eintrdge

(R )

tm—1,tm

Jiggr=k+1,....om4+n, k=m—1,m, sind:

ik

(Rgm—lm(gi)) = 1= ymors, k#ii+1

ik

it1,k

(R=1(03))
(R(cm_lym)(ai))iﬂ,k
(i)™

(R(cm_l’m)(ai)) m,i+1

ik
ik

m,t

Pym—l,ia k¢2a1+1
1, k#ii+1
1- P}/m,z(l — Ym—1,m, + 7m—1,m7m—1,i)

'}/m,z(l — Ym—1,m + "}/m—l,m'}/m—l,i)

i
(R(cm—l,M)(Ui)) . P)/m,i"}/m—l,m(l - 7m—1,i)a ] = i, ? + 1
(m—-1,m) m,}c -1
(B () 7 = it (L= 3 )0 =32k )

k=di14+1 m<j<i

Ji . .
(R(cm‘lm(m)) N L= Ymi[Ym—=1,m> Ym—1,], m<j<i
IR
RUP=1m) () Jt 1 ] < i<
c % i Vm,z Vm—l,mapym—l,z 3 m J ?

(-t
().
(1)

(R&m*m(m)y
(Rt )
(RE=m(e)

i—1,i41

(REm=tm(ey))

1,4

i1,

P}/m,ipym—l,mpym,i(l - 777_11—1,771)(1 - 777_11—1,2')’

—’Vm,i’Ym—l,m’Ym—l,i(l - 777_11—1,771)(1 - Pyn_z,lz)’

’Vm,i’ym—Lm(l - ’Ym—l,i)(l - 777_11—1,771)’
(1= Ymivm—1,m)(1 = Ym—1,i)

Ymi Ym—1,m (L = Ym=1,i)

Ym—1,i(1 = Ym,i)

-1
P}/M,i'ym—l,mvm—lyfym—l,m

m<j<t

j=di+1

m<j<t
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R(m—l,ﬂ’L) i)myi = —Tm,i 1- m—1,m
)
m,i+1
R(m—l,m) z) = m,i(l — Ym—1,m
(R =m00) = i o)
(R(cm—l,M)(Ui)) 7 = 1_7m,i7m—1,m
i1,
Bt
(R(cm—l,M)(Ui)) = TYm,iYm—-1,m
i1,
7,8
(R=2(0) " = Um0
],Z
jritl
(RO=2(0) T = i, G242
],Z
7,8
(R(cm_l,m(gi)) = 1, IEXREN
G+l
(Rgm_l’m)(m))y = 1—Ym_1y4
Bt
1,5
(R(cm_l’m)(ai)) = Ym-1,
Bt
R(m—l,m) i )Z,Z — 1
( ¢ (7:) i1l
ik
(Rgm—lm(ai)) — 1, ki1
ik

Beweis. Fiir einen B, U, 1-Modul GGp,,—1 hat man eine Darstellung von B):
X(cm_l’m) :Bp — Aut(Gpoy @ C'l()N(nyl))
definiert durch:
W) = @ (080 (a)) = @) (o RO ()
wobel R(cm)(ai) € GL(ZU, 1,n). Entsprechend hat man fiir einen B, 11U,411-Modul G5 eine

Darstellung von B, : R
X(cm_z’m_l) :Bpt1 — Aut(Gmo2 @ C1(Xng11))

definiert durch:
W) = 6 (000 V() = 6 (o R Do)

wobel R(cm_l)(ai) € GL(ZUy411,n + 1) und insbesondere durch die Einschriankung der Abbildung

eine Darstellung von B, U, 1 C Bp41. Setzt man G,—1 = Gm_2®01()2n+171) und somit <I>§,m‘1) _

20 66 hat man die Darstellung:

X(cm—Z,m—l,m) : B, — Aut ([(Gm_z ® C()N(n+1,1)) ® C(X”vl)] 2)
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durch:
X(cm—Z,m—l,m)(o_i) — X(cm—Z,m—l)(O_i R(cm)(az)) —
= @0 RO (o) X DRI (04) =
_ m—2 m—1m .
= " (0 R (7))

Die explizite Gestalt von R(cm_l’m)(ai) folgt durch direkte Rechnung. Zu den dazu notwendigen

Formeln siche die Unterabschnitte 2.2.4 und 2.2.5. O

Darstellung von B, auf 2-Zyklen

Satz 3.3.3 Fs set G ein ByU, o-Rechtsmodul, generisch bzgl. U, . Die Gruppe B, hat
eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von Hs ((Gm_z ® C'()N(H_HJ)) ® C'()N(nyl)) ~

(Gm_z)”(”_l), und zwar ist der Homomorphismus:
X%m_z’m_l’m) . B, — Aut (Hz ((Gm_z ® C'()N(HHJ)) @ C()N(nyl))) =~ Aut ((Gm_z)"("_l))
gegeben durch:

X;Lm—Z,m—l,m)(o_i) _ q)gm—Z) (Ui R%m—l,m)(ﬂ'i))

Hierber ist R%m_l’m)(ai) € GL(ZUp2,n(n—1)), und die nichtverschwindenden der Eintrdge
jm—lyjm
(R;m_l’m)(ai)) , wobet i, jp =k +1,... m4+n—1und k=m—1,m, sind:

tm—1,tm

gk
(R%m_m)(o_i))jk = 1, jAGi+1, k#Fi—14i+1
R(m—l,m) ik _ -
( h (Ui))i—lk = TYm-1,, k;ﬁl,l—l—l
RN L kit
h 2 ik - Pym_lyl’ )
R(m—l,m) 3k _ L. . ..
(h (Ui))i+1k = b j=hitl kFi-Liivl
m,i—1
m—1,m ’
() =
R ji . ,
. Jiit1 _ . .
(Ré 1, )( ) = —’}/m—l,z"}/m,i'}/ml_Lia j=m+1,...,0—1
m—1m Ji=t . .
(R% b )(Ui))ji_l = 1, Jj<i
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Ym—1iYmi Ve J<i

Ym—1,iYmi

Ym—1,iYm,i (Ym—1,m — 1), j=m,...,i—1
—Ym—1,iYm,i

1, j=ii+1
Ym,i(1 = Ym—1,m), j=m,...,i—1

Ym,i, ]:l,l+1

1, i>1+1

Ymis j>i+1

—Ym—1,iTm,i

Ym—1,i%mi(Vm1s = 1), m=1,...,i—1

Y1, Ym,i Vi1 i m<j<i
—Ym—1,iYm,i

Ym=1,iYm,i (1 = Ym—1,m), j=m,...,i—1
Ym—1,iYmi

Ymi (Ym—1,m — 1), j=m,...,i—1
—Ym,is j=1,i+1

—Ym.i j>i+1

1, j>i=2 l=ii+l

Ym—1,i, lIZ,Z—|—1
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il

(R%m—l,m)(o.l,)) ~Ame1i, =441

i+l
(m=1,m) )7 -1 =i+ 1
R} (c4) piig D LHl=11+
il
(R%m—Lm)(Ui))MH = b Szl =i

Beweis. Fiir einen B, U, 1-Modul Gp,,—1 hat man eine Darstellung von By:
X By — Aut(H (Gt © C(X0 1))
definiert durch:
m—1,m m— m m— m
W) = @D (00 (0n)) = 80 (o0 R (o)

wobel R%m)(ai) € GL(ZU, 1,n —1). Entsprechend hat man fiir einen By, 41U, 41,1-Modul G,_s
eine Darstellung von B,,:

XY B gy — Aut(Hy (G © C(Xng11))
definiert durch:
X;Lm—Z,m—l)(O_i) _ q)gm—Z) (Ui (I)%m—l)(o_i)) _ q)gm—m (Ui R%m_l)(ai))

wobel R%m_l)(ai) € GL(ZUp41,1,n) und insbesondere durch die Einschrankung der Abbildung

eine Darstellung von B,Un 1 C Bpi1. Setzt man Gpoq = Hi(Gmo2 @ C'()N(n_Hyl)) und somit

@E,m_l) = X%m_z’m_l), so hat man die Darstellung:

X;Lm—Z,m—l,m) : B, — Aut (Hz ((Gm_2 ® C’(f(n+1,1)) ® C(Xn,l)))
durch:
X;Lm_zm—l,m)(o_i) _ X;Lm—Z,m—l)(O_i R%m)(oi)) =
O (o RV ) TR 0) =
= O (o BT (1)

Die explizite Gestalt von R%m_l’m)(ai) folgt durch direkte Rechnung. Zu den dazu notwendigen
Formeln siehe die Unterabschnitte 2.2.4 und 2.2.5. O

3.3.2 Beispiel: 3-parametrige Burau-Darstellung von B,

Sei Z* die von der Menge {r,s,t} frei erzeugte (multiplikativ geschriebene) abelsche Gruppe und
Z[r*' st 1*1] der Ring der Laurent-Polynome in den Variablen 7, s,t. Und es sei <I>E,m_2) :
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B,Uy, 5 — Aut(Z[r*!, st #*1]) der Homomorphismus, definiert durch:

o)1) = 1 o€ B,
<I>(m_2)('ym_1,m)(1) 7, Ym—1,m € Unyi1,1
O (1)) = 5 meri € Ungap i Em
O (ym,i)(1) = 4, i € Uny

Damit ist G,_o = Z[r*', st t*1] ein B, Upn »>-Modul mit Multiplikationsabbildung:

Z[ril,sil,til]xBnUnyl — Z[ril,sil,til]
(1,) — @\ 2(@)(1), BEBUnp

Die Darstellung X%m_z’m_l’m) . B, — Aut (Hz ((Gm_z ® C'()N(H_HJ)) ® C()N(nyl))), i.e die Dar-

(m=2,m—1,m)

stellung x; : B, — GL (Z[ril,sil,til],n(n — 1)), ist dann eine 3-parametrige redu-
zterte Burau-Darstellung der Zopfgruppe B, .
Man betrachte den Fall m = 2, n = 3, d.h. die Darstellung:

X%O’l’z) : B3 — GL (Z[ri, st 1], 6)

der Zopfgruppe Bs = (03,04 | 030403 = 040304):

—st —st 0 0 0 0
st(l—r) st 0 0 0 0
R —t(l—-r) —t —t 0 0 O
1 s 0 1 s 0
0 —-s 0 0 —s 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 st —t(1—3s) 0
0 1 s 0 t st
0 0 —s —st(l—r) —st(l—r) —st
7 oo o —st t(1—s) 0
0 0 0 0 —t —st
0 0 0 st(l—r) st(l—r) st

Das charakteristische Polynom ist in beiden Fallen (A — 1)%(A + s)(X + £)(A? — rs?t?).

3.3.3 Anwendung: Monodromiegruppe 2-facher hypergeometrischer In-
tegrale

In diesem Abschnitt wird eine hohere Gassner-Darstellung der reinen Zopfgruppe Ps explizit be-
stimmt und als Monodromiegruppe 2-facher hypergeometrischer Integrale interpretiert.
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Hohere Gassner-Darstellung der reinen Zopfgruppe Ps

Man setze m = 2 und n = 3. Im folgenden wird fiir einen 1-dimensionalen Modul Gy die Darstel-

lung P3 — Aut (Hz ((Go ® C'()N(AM)) ® C(ngl))) =~ G L(Gy, 6) schrittweise hergeleitet.

Schritt 1: Wahl des Koeffizientenmoduls Zunéchst erinnere man, dafl fiir die reine Zopf-
gruppe Ps gilt: Ps = P3 < Us 1 < Us 1, wobei P3 von 43,4, 35 und 745 erzeugt wird und wobei
Us1 = {y2,3, V2,4, v2,5) st und Us1 = (v1,2,71,3, 71,4, 71,5)-

Es sei der Koeffizientenmodul Gy = V() wobei V(®) ein 1-dimensionaler Vektorraum iiber C ist,
als Ps-Modul gegeben durch den folgenden Homomorphismus:

0Py — Grv\®)

oV (yi;)(1) = 1, 7y, €Ps
OOy )(1) = gy =2 Y2,; € Usp,a0; €C
Py )(1) = gy = e Y1,j € Usn, 15 €C

Es se1 Gy = v = ¢ generisch als Modul bzgl. Uz s = Us 1 D< Us p:

Q1 gy X2 5 ;é 1a Z:2a3a4a5a j:3a4a5
ag o 00 # 1, J=3,4,5

Schritt 2: Gassner-Darstellung Die Homologiegruppe H;(V(®) @ C’()N(471)) = (V)3 bildet
einen C-Vektorraum der Dimension 3, der mit V(1) bezeichnet werde. Man hat dann einen Modul
zur reinen Zopfgruppe P; durch den Homomorphismus:
WOV py - GLv®)
0,1 1
wlm = dPGR 0, ven

Diese 3-dimensionale Gassner-Darstellung der Gruppe P, mit den Generatoren 7; ;, wobei ¢,j €
{2,3,4,5} und i < j ist, lautet explizit:

(0,1 o (710715) 0 0
X (r2s) = @ (7,8) 1—@570)(7172) L0
0 0 1
] 20¥1 3 0 0
= a33| I—a12 1 0
0 0 1
a1 4 041,4_1 0
X%0,1)(7274) = g | ora(ep—1) lT—ajgdaigeny 0

1-— a9 1-— a9 1
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(0,1) *1,5 ars— 1 a5 — 1
Xp ' (v25) = azs 0 1 0
0‘1,5(041,2 —-1) 041,5(@1,2 -1 1= a1 5+ 5001 9
(0,1 1 Oélyg(l - Oz174) 0
Xy (v34) = 0 01,3001 4 0
0 1-— 0[173 1
I oais(l—ars)  ara(l—ais)
(0,1) _
Xy (735) = 0 o155 ars—1
0 ars(arz—1) 1—ais+aisas
o 1 0 0
W (as) = 0 1 aj4(l—ais)
0 0 ] 401 5

Schritt 3: Hohere Gassner-Darstellung Der Vektorraum V(1) = Hl(V(O) ® C’()N(471)) ist
nach den Voraussetzungen zu V() generisch als Uz 1 C Ps-Modul und werde nunmehr als P3Us 1-
Koeffizientenmodul in der dquivarianten Homologiegruppe H1 (V1) ® C(X3,1)) betrachtet:

(I)E]l) = X%O,l) : P3U371 — GL(V(l))

Die Gruppe H, (VD ® C(ngl)) = (V)2 = (V)5 bildet einen C-Vektorraum der Dimension 6,
der mit V) bezeichnet werde. Man hat dann einen Modul zur reinen Zopfgruppe Ps durch den
Homomorphismus:

WPy - GLV®)
BP0 = (RO, vePs

Diese héhere Gassner-Darstellung der Gruppe Ps mit den Generatoren v; ;, wobel ¢,j € {3,4,5}
und 7 < j ist, wird im folgenden explizit angegeben. Man hat:

(1)
(1,2) - M Dy (v2,372,4) 0
Xn' " (78,4) o (13,4) ( L 30 (e 1

mit:

(M (75,472 372,4) =

a1 2001 3001 4 0 0
= 23094 0 ap 203014 0
B1,2 l—ar0013 1

LV (y5.4)(1 — V(72 5)) =

1 — oy 3003(01,4 4+ g p014) 13014023 0
= —ovy 3001 a0vn 331 2 ay30140823 0

—042,351,251,3 51,352,3 52,3
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wobei abkiirzend 3; ; = 1 — oy ; gesetzt ist. Das charakteristische Polynom von X;Llyz)('}/gyzl) lautet:

(/\ - 1)2(/\ - 041,3041,4)(/\ - 042,3(12,4)(/\ - 041,2041,30é1,40é2,3042,4)2~

Weiter hat man:

<I>(1) <I>(1) <I>(1) 1
WD ars) = D (qaanas) [ 2 (12,372,472,5) Py (72,372,(41))( g (r25) = 1)
0 Py ' (72,3)
mit:
@E,l)(73,473,572,372,472,5) =
a1 2001 3001 4001 5 0 0
= 7 0 Q1,201 301 4015 —0] 2001 3001 431 5
0 0 ] 2Cv1 3
q)gl)(73,473,572,372,4)(<I>§,1)('yz,s —1) =
—041,4(51,5 + Oé1,2041,552,5) Oé1,4(0é1,5 - 1) —041,451,5
=0 a1,4B1,251 5 € ay 400 431 5025
a1,4f15(1 = o1 20z 5) B2 atpass — 1

OV (v3,473,572,3) =

1 -4 56012 1—aia01s  apafis
= 13023 a1 401 5012 a1 4015 —on 4P

0 0 1

wobel abkiirzend v = a9 savs 4vn 5, § = vy 3009 3v9 4 und € = g 4(B1 5 — 1 2(1 — a1 5000 5)) gesetzt

ist. Das charakteristische Polynom von X;,Llyz)("}/g’z}’yg’g,) lautet: (A — oy 3a03)?

2
(/\ - Oé1,20é1,3041,4041,5042,3)(/\ - Oé1,20é1,3042,3042,4042,5)(/\ - 041,2041,30é1,40é1,50é2,30é2,40é2,5) .

Und schliefflich hat man:

1@y (r2,4)(1 — @ (32,5))
(1,2) = ¢V g 2 N
X (vas) = 4
(74,5) g (745) ( 0 <I>§,1)(72,472,5)

wobel:

O (14,572,472,5) =

a1 4001 5 a0 5 — 1 —ayafis
= Q24035 —Oé1,40é1,551,2 1- Oé1,40é1,551,2 041,451,5
0 0 Q] 20| 4001 5
1 1
O (a572,4)(1 = B (725)) =
a1 4(1 — oy 5a05) —Pa5 4+ a1 a(l —ay 5a05) a1,402 501 5
= Q324 —Oé1,40é1,551,252,5 (1 - Oé1,40é1,551,2)52,5 Oé1,40é2,451,552,5
041,4041,5042,451,2 041,4041,5(12,451,2 041,4041,5(12,4(1 - Oé1,2042,5)

Das charakteristische Polynom von Xgll’z)('myg,) lautet: (A — 1)*(XA — a1 401 5)(A — a2 4009 5)
(/\ - 041,2041,40é1,50é2,40é2,5)2~
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Monodromiegruppe 2-facher hypergeometrischer Integrale

Schritt 1: Realisierung des Koeffizientenmoduls als Monodromie komplexer Funktio-
nen Man betrachte die komplexe Funktion:

I(O)(Zl, ceey Z5) = H (Z1 — ZZ')AI” H (22 — Z]')AQ’j /\172', /\27]' [~ R — Q

i=2,3,4,5 i=3,4,5

3y

Die Funktion I(®(zy, ..., z5) ist holomorph in der universellen Uberlagerung von C® — {2 =
zj, 20 = zpf, wobel j = 2,3,4,5 und k = 3,4,5 ist, mit logarithmischen Singularitaten in
{#1 = zj, 20 = z;}. Man wihle ein festes Funktionselement von I(O)(zl, ..., z5) durch die Haupt-
werte der Logarithmen in: (z — z;)*i = eriin(2i=%5) ynd bezeichne dieses Funktionselement
ebenfalls mit I(O)(zl, ..., 25). Die analytische Fortsetzung entlang einem Weg mit Spur v, ; € Us 2
ergibt dann das Element 62”“"’3'[(0)(,21, ..., 25). Analytische Fortsetzung entlang einem Weg mit
Spur v € P5 reproduziert das Funktionselement.

Der 1-dimensionale C-Vektorraum V(% erzeugt von I(O)(zl, ..., 25), liefert also einen Modul
Ps = P3Us 5, bestimmt durch die Monodromieeigenschaft der Funktion I(O)(zl, ..., 25), durch die
Abbildung;:

VO« py — vO®
(I yi5) — 19y = 30 (y; )(I1D) = 2 Aei [O)) Yij € Us,2
(I055) = T35 =003 )(I) =1, 515 € Py

bzw. eine 1-dimensionale Darstellung der Gruppe Ps durch die Abbildung:
o0 Py — GLv®)
q)go)(,}/l’]) — 627”>\l’j, 727] c U372
*0(y;;) = 1, ;€ Ps

V(O = C sei generisch bzgl. Uz o C Ps:

Aty Ao g
Ao+ A2+ A

¢ 7, i=2,3,4,5;, j=3,4,5

¢ Z, J=3,45

Schritt 2: Definition hypergeometrischer Integrale und hypergeometrische Monodro-
miegruppe Nach Voraussetzung ist V(°) also insbesondere generisch bzgl. Ui 1. Die Funktion
I(O)(zl) der Verdnderlichen z; ist holomorph in der universellen Uberlagerung von X4 (C) =
C — {z1 = z;}, wobel j = 2,3,4,5 ist, mit logarithmischen Singularititen in {z; = z;} und kann
nun iiber Zyklen aus Hl(V(O) ® C'(X4,1)) integriert werden. Es bezeichne V() den C-Vektorraum
der Dimension dim V() = 3, der von den folgenden hypergeometrischen Integralen aufgespannt
wird:

I]('l)(zz,...,zs):/ day 1021, 25), 5 =2,3.4

7
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Hierbei wird integriert iiber den Zyklus:
—1 -1
i = [P0 —my)| (TeF,;— |00 -y I @550 =
— (1 _ 627Ti>\1’j)_1 I(O) ® 5/1,]' _ (1 _ 627Ti>\1’j+1)_1 I(O) ® 5/1,]'4—1
€ H1(V(0) ® C()~(471))
Die Integrale I(l)(zz, ..., z5) sind komplexe Funktionen der 4 Verdnderlichen zs, ..., z5 und singulir

in zg = z;, wobei j = 3,4,5. Der Vektorraum V() liefert einen Modul bzgl. P, durch die Gassner-
Darstellung von Py, d.h. die Abbildung:

WP G
Das Bild von Py in GL(V(l)) heiit Monodromiegruppe der Integrale I(l)(zz, ...y 25), vgl. [30].

Schritt 3: Definition 2-facher hypergeometrischer Integrale und héhere hypergeome-
trische Monodromiegruppe Nach den Voraussetzungen iiber V(®) ist V(1) insbesondere ge-
nerischer Modul bzgl. Us; C Ps. Die Integrale I](»l)(zz), wobel j = 2,3, 4 ist, konnen daher nach

29 Uber Zyklen aus Hl(V(l) ® C(ngl)) integriert werden. Es bezeichne V(2) den C-Vektorraum
der Dimension dim V(2 = 6, der von den folgenden 2-fachen hypergeometrischen Integralen aufge-
spannt wird:

I](lz?j2(23,...,z5) = /c dZ2 I](»ll)(ZQ,...,Zg,) =

/ de/ le I(O)(Zl,...,25)

j1:2a3a4a j2:3a4

Hierbei wird integriert tiber die Zyklen:

= o000 ) @3~ [$00 =] IO T
e H (VD@ C(X4)))
. = 1) @€ =
= o0 =] ) @ 5 = [0 = 20540)] T () 8 Faan
e Hi(vWeC(Xs)))

Die Integrale I(Z)(zg, ..., 2z5) sind komplexe Funktionen der 3 Verdnderlichen zs, z4, z5 und singulér
in z; = z;. Der Vektorraum V(2) liefert einen Ps-Modul durch die hhere Gassner-Darstellung von

Ps, d.h. die Abbildung:
WPy GL(v®)
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Wir nennen das Bild von Ps in GL(V(?) die Monodromiegruppe der Tntegrale I(*)(z3, ..., z5).
In einem speziellen Fall erhélt man daraus die Monodromiegruppe der hypergeometrischen Funk-
tion 3F2.

Beispiel 3.3.4 (Monodromie der hypergeometrischen Funktion 3F;) Der Fall, da Ay 3 =
Az,5 = 0 ist, fithrt auf die von Pochhammer [34] und Beukers und Heckman [3] betrachteten héheren
hypergeometrischen Integrale. In diesem Fall gibt es drei linear unabhangige Integrale, beispiels-
weise iiber die Zyklen ([(0) ® 6(2%;1) ® 653?2 mit ji,j2 = 4,5 und j; > js, die Losungen einer linearen
Differentialgleichung 3-ter Ordnung sind. Die Darstellung x : Uz — GL(V(Z)), Us 1 € P3, lautet
wie folgt:

(] 202 30 4000 4 0 0
x(y34) = a1 a0rg 3ovg 4y 4 — 1) (9 309 4 0
a1 2000 309 4(1 4 — 1) ans(asa—1) 1
1 0 a5 — 1
X(vs5) = 0 1 ajpars—1
0 0 aip093015

Zur ausfithrlichen Herleitung dieser Darstellung siehe Abschnitt 4.3.2.
Zu den Ausdriicken in der Standardnotation gelangt man, wenn man wie folgt identifiziert:

Z1 = u Al,Z = 00— 6 -1
Z2g = 0 /\1,4 = B—p
3 = z Ay = p—a—1
2 = 0 Aoz = —

VA S— 1 A274 = v -0

—~
Q
S
o
—
=)
A
o
—~
-
S
o
o

sha(a, B,71p,032) = 2 (@)D

() = alat+1)...(a+k—-1)
und die (iiber Zyklen auszufiihrenden) hoheren hypergeometrischen Integrale:
I(z) = /dv/du uP (= 1) (= 0) TP T (0 — )Y
Zur korrespondierenden linearen Differentialgleichung 3-ter Ordnung siehe [34]. Die Monodromie-

gruppe dieser hoheren hypergeometrischen Integrale wird in [3] angegeben. Es ist die Gruppe mit
Generatoren Ty, T'y, Teo € GL(C,3) und der Relation ToT1T'w, = 1, wobei:

00 —t 0 0 —c
Igl=1 1 0 -s o= 1 0 —b
01 —»r 01 —a
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und wobei a, b, ¢ und r, s, ¢ definiert sind durch:
(l‘ _ 627Tia)(l‘ _ 62772'0)(1, _ 62772'7) — 1,3_1_ axZ + bx—l—c
(x — ™)z =™ e —1) = 2> +re’+se+t
Die Eigenwerte von I'y sind identisch den Eigenwerten von x(vs,s):

— 627Ti(>\1,2+>\1,4+>\2,3+>\2,4) — 6—27Tip
— 627Ti()\2)3+)\2)4) — 6—271'2'0

] 2001 4Qp 3002 4
a2 3009 4

Und die Eigenwerte von T', sind identisch den Eigenwerten von x((y3,47v3,5)""):

— 2mi(Arot e s+ Aa st Azt A _ —om
Q1 201 500 30 4lva s = € mi( 1,2T|- 1,54 22,3+ 2,a+A25)  — e 7”'&
1,202 3009 4 — 627TZ(>\1,2‘|">\2,3+>\2,4) — e—2m}ﬁ
as3 — 627”)\2’3 — e—2m'y
Insbesondere gilt:
_ —1
Iy = ©x(y3,4)©
-1 _ -1
(Few)™ = Ox(73,473,5)©
mit:
0 0 1
0=\ aisar3094(ar4—1) s z(an s — 1) —g 309 4(1 + a1 2000 4)
5 9 2 5
a1205 g0 4(l — a1 4) a1 203 za1 aa0 4(1 — as4) 1,200 405 3005 4

3.3.4 Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten Aquivarianten
2-Ketten und -Zyklen

Vorbemerkungen

In diesem Unterabschnitt wird der Fall der Darstellung von B,, als Gruppe von Automorphismen
gewisser Faktorgruppen der Kettengruppe [(G;n—Z ® C'()N(H_HJ)) ® C’()N(nyl)] und der Homolo-
2

giegruppe Hs ((G;n—Z ® C'()N(,H_lyl)) ® C'()N(nyl)) behandelt. Hierbei ist der Koeffizientenmodul

G!._, zusitzlich als ein Modul bzgl. B) angenommen, wobei B C B, 12 die vom Element op,_1
erzeugte Zopfgruppe ist. Die resultierenden Automorphismendarstellungen von B,, werden eine
einfache Gestalt haben.

Notation Es bezeichne B, B4U, » das semidirekte Produkt der Zopfgruppe B,, und des semidi-
rekten Produkts von Bf und U, 5. Bj ist hier die Untergruppe von Byya, erzeugt vom Element
Om—1, also: Bl = (6m_1). Die Zopfgruppe B} wirkt (von rechts) als Automorphismus von U, .
Und zwar gilt fiir y; 1 € Uy 2:

Yl Y g Ym—tm J=m— 1k #m
Yk Omot = Ot Yt m J=m—1lk=m
TYm—1,k _]: m
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Es sei abkiirzend also:
BnBéUnyz = B, (Bé < Unyz)

Definition 3.3.5 Es sei G/,,_, eine kommutative Gruppe und <I>§,m_2) : BpB4yUn o — Aut(G,_5)

ein Homomorphismus, so dafi G},,_, ein B, B4U,, »-(Rechts-)Modul ist, gegeben durch die Multi-
plikationsabbildung

G X BaBUny — G

m—2

(¢,8) — ¢ B:=""DP)g), BE BBy

Faktorgruppen

!

Man erinnere, fiir einen Koeffizientenmodul G, _,, generisch bzgl. U, o, gilt:

[(G;n—Z ® C(Xn+1,1)) ® C(Xn,l)]z o (G%@_Z)(”H)n

H, ((G:n—Z ® C(Xn+1,1)) ® C(f(n’l)) ~ (G _,)"r=D

Definition 3.3.6 Sei C; = [(G;n—Z ® C'()N(,H_lyl)) ® C’()N(nyl)] 2/ ~ die Kettengruppe

[(G;n—Z ® C(Xn+1,1)) ® C’()N(nyl)] modulo der Relationen Ry.; =0, k,7=1,...,n, k > j, wobei:
2

Ry = gl(U;f_l — Opme1) ® 6£,T_1) & 65;::-)1@ +
+9'0mo1 ® 65,::]»1) ® ei,g”ﬁk -9 ® eﬁ,ﬁf) ® 65,:32]», g eq _,

Lemma 3.3.7 (Geordnete Ketten) Es gili:

(n41)n

(Gra) 2

und zwar hat jedes Element aus C5 eine eindeutige Darstellung der Form:

Cy

R

/ (m=-1) (m) / '
E U @Cppr @ Emiss ay, ; € Ghy_s
kyi=1,.m
k2

Beweis. Mit Hilfe der Relationen Ry ; = 0 folgt fiir die Darstellung einer 2-Kette aus
[(G;n—2 ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l)] )

/ (m-1) (m) _
Y G @em @y =
1,..,n41

i=
k=1,...,

m—1 m
= Zg},kﬂ @ 65n—1+)j ® 6£n+)k +
i>k
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-1
i m—1 m
—I-Z [ (ol - 1) (91 541) © 6£n+k ‘e egn-l-)k +

m—1 m
+ Z B k410 1®6( )®e£n+)j—1+

1<j<k
-1
- Z 95, k+1‘7m 1(I=om)® (m+k ‘e 657:1)16 =
1<j<k
-1
= Z gy @ 65;:1—14-)1 ® 65;::-)1@
I>k
wobei:
-1
—2) -1
Ap41k+1 = [@E,m onhy - 1)] (91 k1) Z B 1me1 (1= Ome1) + Gt g
J=2,.0k
A k+1 = g;,k+1 + g;<;-|—17l0-;7,1—1a I>k+1

Daf3 (0’;11_1 — 1) als Endomorphismus von G, _, invertierbar ist, folgt aus der Generizitdt von
G;n_z bzgl. 0'51_1 = Ym—1,m € Up 2. O

Definition 3.3.8 Sei H, = H» ((G;n—Z ® C'()N(,H_lyl)) ® C'()N(nyl)) / ~ die Homologiegruppe
Hy ((Gm 9 ® C( nt1, 1)) ® C'()N(nyl)) modulo der Relationen S ; =0, k,j=1,...,n—1, k> j,

wobel:

— m—1 m
Sk = Jlopli—D® e£n+k,r)n+k+1 @ 6£n+)j,m+j+1) +
+g/(‘7m—1 -hH® 657:1+_]',1731+j+1 ® ei)T—I—)k,m-I—k-I—l)’ k>3, ¢ € Gm 2
— m—1 m
Sij = gl(Uml—l — 1) ® 6£n+1,r)n+j ® egn-l-)j,m+j+1) +
— m—1 m
+(‘7m1—1 - 1)(‘3£n+j,r31+j+1 '6£n+)j,m+j+1)a g €Gh_y

Lemma 3.3.9 (Geordnete Zyklen) Es gili:

n(n—1)

(Grs)™ 2

und zwar hat jedes Flement aus Ha(K ™) eine eindeutige Darstellung der Form:

Hy

R

/ (m=1) (m)
Z ki @ Cmikmikr © €mijmtjts ;€ Gy
k,j=1,...,n—1
k2

Beweis. Mit Hilfe der Relationen S;.; = 0 folgt fiir die Darstellung eines 2-Zyklus aus
Hy ((G;n—Z ® C(Xn-l—l,l)) ® C(Xn,l)):

/ (m=1) (m) _

Z i ki1 @ €m 145 mag © Cmthmpktr =
j=1,..,n
k=1,..,n—1
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_ (m=1) (m)
- Z h] k+1 ® €rm— 145 m+j ® 6m+k,m+k+1 +
i>k
/ -1 (m=-1) (m)
+ Z P g Z (1)1 @ kbt @ Cmitjmey T
k i=2,..,k

—1
m— m—1 m
- Z [ oLm=(1 - Um—l)] (P k1) @ e£n+k,r)n+k+1 ® egn-l—)k,m+k+1 +
%

(m=-1) (m)
+ Z h] k+10m 1 ® 6m-|—k,m-|—k-|—1 ® 6m+] 1 m+]

1<j<k
_ (m—1) (m)
= Z D kt1 @ 1t mit © otk mak il
I>k
wobel:
/ (m-2) -t /
—_ m—
bk+1,k+1 = kk+1 — q)g (1 - Um—l) ( 1,k+1)
/ / —1 / —1
bikyr = hl,k+1 T 9re41,10m_1 T+ hl,k+10m—1a [>k+1

(1 —om—1) ist als Endomorphismus von GJ,_, invertierbar wegen der Generizitit von G,_, bzgl.
0'51_1 = Ym-1,m € Un,2~ O

Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten 2-Ketten
Die Faktorgruppe C erlaubt Automorphismendarstellungen der Zopfgruppe B,,.

Satz 3.3.10 Die Zopfgruppe B, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Gruppe
-~ (it ) , ,
Cy = (Gl,_4) =, und zwar ist der Homomorphismus:

x{m-molmi- g Aut(C;)gAut((G;n 2)(”21)")
wie folgt gegeben:

X(cm 2,m—1,m),— (Uz) — q)gm—z) (U'i R(cm—l,m)v_(ai))

Hierbei ist R(cm_l’m)’_(ai) e GL (ZBéUnyz,@). Die nichtverschwindenden der FEinirdge

(m—1,m)— Jm—tdm o . . . L
R (o:)) ~ sind fiir Indizes iy > i und jm—1 > jm, sowie iy, jr = m+1,... , m+n
tm—1,tm

firk =m — 1, m wee folgt:

(Rgm—lym%—(ai))i’j =1, jk<i
(Rgm—lvm%—(ai))iilj]: =1, j<i
(RO (0) * = =g Q<

27
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i+1,j
(Rgm—Lm),—(Ui)) ' = Ym-1,4, j<i
2,J
R(m—l,m),— i )272 = 1
( e (7:) i1t
(R(cm—lym)y_(o-i)) 7 = 1— O'm—l')/m—l,i
i1,
i1,
(R(cm—l,m),—(ai)) = Om—-1Ym-1,
i1,
(R(cm—l,M),—(Ui)) = (1 =4mo1)(1 = 0m_1Ym=1,)
) i+1:i
(T
i+1i4+1
(R(cm—l,m),—(ai)) = TYm—-1,4Ym,
i1,
ki
(R((:m—l,m),—(gi)) =1, k>i+l
kyitl
ki
(R=1mm(e0) ' = 1y, k>
kit
(R(cm—l,m),—(ai))k ' = Ym, k>i4+1
k,j
(R(cm_l,m),—(m))k =1, jk>i41
2J

Beweis. Fiir alle ¢ € G,_, ist die Matrix R(cm_l’m)’_(ai) durch die folgenden Relationen
gegeben:

((¢reerm ) eedm) o=

= Z (g/ o (R(cm_l’m)’_(ai))lm_lylm & 65:7__11)) ® 65:7)
m+n

Lpn 1o lm=m+1,..., Tm—1,im
lp—12lm
Die Relationen zur Rechtswirkung von o; € B,, i = m+1,... m+n—1, auf die formalen Produkte
egcm_l) ® eg»m), k > j, ergeben sich wie folgt. Im Fall 5,k <i— 1 oder j k > ¢+ 2 wirkt o; trivial.
Im Fall j < ¢ — 1 wirkt o; trivial auf den zweiten Faktor. Im Fall j = ¢ und k = 4,7 + 1 treten
Produkte auf, die umgeordnet werden miissen mit Hilfe der Relationen R;y1,; = 0 und R;; = 0,
explizit:

g/ ® egm—l) ® '}/m,iegm) —
= g/ ® 7m,z(1 - 7m—1,m) 6£7T_1) & 6§m) + g/ ® Ym,iYm—1,m 6§m—1) [0 egm) =
= Gmioma @™ Ved™  I=iit1

Im Fall £ > ¢+ 2 wirken o; € B, und 7v,, ; € Uy, 1 trivial auf den ersten Faktor. O
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Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten 2-Zyklen

Die Faktorgruppe H, erlaubt ebenfalls Automorphismendarstellungen der Zopfgruppe B,,.

Satz 3.3.11 Die Zopfgruppe B, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Ho-
n(n—1

mologiegruppe Hy = G, )" 2z , und zwar ist der Homomorphismus:

AT () 2 Awt (Gl )
wie folgt gegeben:

X;Lm_Zym—l,m),—(O_i) — q)gm—z) (Ui R%m—l,m)v_(ai))

Hierbei ist R%m_l’m)’_(ai) € GL (ZBéUnyz,@). Die nichtverschwindenden der Einitrdge

(m=—1,m)— Jm=tdm .. . . . . . o
R (o:)) ~ sind fir Indizes tyy_1 > iy und jy—1 > jm, sowie iy, jr = m+1,...,m+
tm—1,tm

n—1 firk =m—1,m wie folgt:

(m=1,m),— k.j . .
(Rh o (O'Z')) = 1, Lhk<i—1
k.j
(m=1,m),— k.j .. . .
(Rh T (O'Z')) = 1, k=di+1, j<i—1
i+1,5
m—1,m),— b . .
(Ré b (Ui))” = Ym-1i,  J<i-l
m—1,m),— i=Lj . .
(R% Lim), (Ui))i—lj = 1, j<i—1
m—1,m),— i . .
(Ré hm) (Ui))i_lj = Ym—1; J<i—1
i+1i41
R(m—l,m),— : ) - 1
( h (7:) i1+l
R(m—l,m),— i )ZVZ = 1
( h (7:) i1+l
i+l
R(m—l,m),— : ) - 1 -1
(RS @) 1, = 1Honk
Rimbm)= f )w = —Ym,i0m—
(RS (@), = o
i+l
R(m—l,m),— : ) = —v
(B @)=
i1
RUMLM (g, ) ’ =1, k=ii+l
( h (e:) it1i-1 ’ bt
R (g )w = Ym,iOm-—
(%, (@), ., = Tmiona
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L) i1,
(R 00) o, =
(et ).~ himl
Ry, (7:) o
7— 12 1
R(m—l,m) ) = 1
( h i—1,4—1
i,0—1
m—1m = —
(Ré " )z 1,0—1 B 1+Um1_1
R(m—l,m) ) = m—1,47m,i
( h i—1,4—1 Py 177 7
WJ
(R<m 1,m),— (z)) = 1, k>i+1, j=dii+1
i+l
(et ).~ ki .
(Rh ” (Ui))k. = ~Imi k>itl
Bl
(R%m—l,m),—(o,i))k =1, k>i+l
i1
(et ).~ ki _ .
Ry (Ui) ki1 T o
k.j
(R%m—l,m),—(o_i))k' = 1, Jk>i4+1
3J

Beweis. Fiir alle ¢ € GI _, ist die Matrix R%m_l’m)’_(ai) durch die folgenden Relationen
gegeben:

(( ® el 11,2m_1+1) ® 65:?,)im+1) gi =

lm—1,lm

_ 2: r | plm=1m),— ’ (m— 1) (m)

a (9 7i (Rh (‘”)). O 1 ) Dl
L 1slm=mtl, .., mtn—1 Pyt

ly—12lm

Die Relationen zur Rechtswirkung von o; € B,, i = m+1,..., m+n—1, auf die formalen Produkte
egcn;_l_ll) ® 6;7.)|.p k > j, ergeben sich wie folgt. Im Fall j, k < i—1 oder j, k > i+ 1 wirkt o; trivial.

Im Fall j < ¢—1 wirkt o; trivial auf den zweiten Faktor. Im Fall k£, j = ¢—1,¢,7+ 1 treten Produkte
auf, die umgeordnet werden miissen mit Hilfe der Relationen S;11,; = 0 und S;; = 0, explizit:

Iy 6ET+11) @ Ym,i 6574)-1 = Gm-s Ym,iOm—1 @ 6ET+11) ® 6574)-1
gm 2@ 65m1 21) & Ym,i 6574)-1 = gm—Z Ym-1,iYm,i(l — Om-1) ® eET+11) ® 6574)-1 +
(m-1) (m)

+gm 20 m— 17m 1Z®ezz+1 ® e, 1,4
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Im Fall £ > ¢+ 2 wirken die Elemente o; € B, und 7v,, ; € Uy, 1 trivial auf den ersten Faktor. O

Beispiele
Beispiel 3.3.12 (2-parametrige Burau-Darstellung von B,,) Sei Z? die von der Menge {s, }
frei erzeugte (multiplikativ geschriebene) abelsche Gruppe, Z[s*' ¢*!] der Ring der Laurent-

Polynome in den Variablen s, ¢ und <I>E,m_2) : Bp BhU, o — Aut(Z[s*!,¢%]) der Homomorphismus,
definiert durch:

") (1) = 1, o, €B,
O (apmo1)(1) = 5, Omo1 € By
<I>§m_2)('y)(1 = ye{yjmi=m—1mk=m+1,....m+n} CUy,s
Damit ist G,_, = Z[s*!,t*!] ein B, B4U, »-Modul mit Multiplikationsabbildung:

Zst 12 x B, ByU, » — Z[st 1T
(1,) — ™= 2D(B)(1),  BE BuByUny

Die Darstellung X(cm_z’m_l’m)’_ : B, — Aut(Cy) = GL (Z[sil,til], @) ist dann eine 2-

parametrige Burau-Darstellung der Zopfgruppe B, .
Man betrachte den Fall m = 2, n = 3, d.h. die Darstellung:

X(coylvz)v_ : B3 — GL (Z[Silatil]’ 6)

der Zopfgruppe Bs = (03,04 | 030403 = 040304). Man hat explizit:

(1=8)(1—st) (I+s)t(1—¢) 0 2 0 0

1— st st 0 0 0 0

S 0 0 1—t 0 t 0
1 0 0 0 00

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 01

1 0 0 0 0 0

01—t 0 0 0

0 1 0 0 0 0

T 0 0 0 (1—t(1-st) (14+s)Hl—1) ¢
0 0 0 1—st st 0

0 0 0 1 0 0

Das charakteristische Polynom ist in beiden Fillen (A — 1)*(A 4 #)%(\ — st?).

Beispiel 3.3.13 (Rekonstruktion von Darstellungen) Der B,U, »-Modul G,_, kann durch
2 Kopien eines U, 2-Moduls G,_o ersetzt werden geméf :

G;n_z = Gm—Z ®ZU,L,2 (ZUn,Z)z = (Gm—2)2 = Gm—Z @ Gm—Z
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Dazu beachte man folgendes. Elemente von ZB5U, 5 sind von der Gestalt Z]' n;fB;, wobei n; € Z
und §; € B5yU, 5. Jedes Element o € B hat eine eindeutige Darstellung als ¢ = yo,, wobei y € P
und o, € By/Pj C BY ein Permutationszopfist, d.h. ein Element der Menge der Reprisentanten
(rechter) Nebenklassen fiir P in B, korrespondierend einem Element der symmetrischen Gruppe
S4. Vgl. hierzu [4], S. 20ff. Elemente von B,U, 5 sind wegen Pj € U, 11,1 daher von der Gestalt
yo, mit ¥ € Uy, 9. Jedes Element von ZBLU, » hat also eine eindeutige Darstellung der Form
Z]' n;v; - L4 >, neYk - Om—1, wobei nj,ny € Z, v;, 7% € Up o und 1,0p,_1 € BS.

Man hat mit anderen Worten also einen freien ZU,, »-Linksmodul, erzeugt von der Menge {1, 6,1 }.
Dieser Modul (ZU, »)?, im wahrsten Sinne des Wortes ein Permutationsmodul, wird zu einem

ZB,U, »-Rechtsmodul durch die Abbildung ZB5U,, » — GL(ZU, 2,2), gegeben durch:

0 1
Om—-1 — ( 0 ) s Om—1 € Bé
P)/m—l,m
_1 0 .
Ym-1j — ( Pymol’] . ) v Ym-1j €EUngr1,j #Fm
Ym,j
Tm.j 0
o _ , e,
Ym,j ( 0 PYm—l,m’Ym—l,j’}/ml_lym ) Ym,j n,1

Dies erlaubt, G, _, gemiB G, = Gz @y, . (ZU,, 5)? 7u ersetzen.

m
Sind GJ,_, und Gp,_» auBlerdem B,-Moduln, so gewinnt man aus den in diesem Unterabschnitt
betrachteten Darstellungen der Zopfgruppe B,:

Ba — At ([(Ghaoy © C(Fa) © O(Xa)] |/ ~) = Aut ((Gh_) 5

~ ~ n(n=1)
By — Aut (Hy ((Ghiy © C(Rg10)) © C(Kan)) / ~) = Aut ((Gh_0) ™5
die in Unterabschnitt 3.3.1 betrachteten Darstellungen wieder, ndmlich:

B Ao ({60 ) ] ) = 0 ()

B, — Aut (Hz ((Gm_z ®@ C()N(n+1,1)) ® C(j(n,l))) =~ Aut ((Gm_z)”(”—l))



Kapitel 4

Iterierte Darstellungen der
Zopfgruppen (2)

In diesem Kapitel werden iterativ m-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe konstruiert und
deren Homologiegruppen bestimmt. Ferner werden Darstellungen der Zopfgruppe als Automor-
phismen der Ketten- und Homologiegruppen dieser Komplexe betrachtet.

In Abschnitt 4.1 wird zunéchst die Konstruktion einer freien Auflésung von Z fiir das semidi-
rekte Produkt U, , = Up 1 B< ... D< Upym—1,1 beschrieben, wenn freie Auflésungen von Z fiir
die freien Gruppen Upym—r1, 7 = 1,...,m, gegeben sind.

In Abschnitt 4.2 werden m-dimensionale dquivariante Kettenkomplexe behandelt, die einerseits
durch Tensorierung der freien Auflésung mit einem U, ,,-Modul konstruiert werden kénnen, ande-
rerseits iterativ in dem Sinne, daf jeweils in einem aquivarianten Komplex der Koeffizientenmodul
selbst geeignet als Aquivarianter Komplex gewidhlt wird. Sodann werden fiir generische und fiir
triviale Koeffizientenmoduln explizit die Homologiegruppen dieser m-dimensionalen dquivarianten
Komplexe bestimmt.

In Abschnitt 4.3 wird zun&chst gezeigt, wie prinzipiell Darstellungen der Zopfgruppen als Grup-

pen von Automorphismen der Kettengruppen des m-dimensionalen dquivarianten Komplexes ge-
wonnen werden kénnen. Ein Beispiel behandelt die Darstellung einer freien Gruppe vom Rang 2
als Gruppe von Automorphismen der Homologie eines m-dimensionalen dquivarianten Komplexes
mit speziellem Koeffizientenmodul und deren Interpretation als Monodromiegruppe héherer hy-
pergeometrischer Integrale vom Typ ,, Fj—1.
SchlieBlich werden durch Einfiihrung von Relationen gewonnene Faktorgruppen der Ketten- und
Homologiegruppen des m-dimensionalen dquivarianten Komplexes betrachtet, die erlauben, die
korrespondierenden Automorphismendarstellungen der Zopfgruppen mit Hilfe gewisser verallge-
meinerter Multinomialkoeffizienten explizit anzugeben. Ein Beispiel gibt eine 2-parametrige hohere
Burau-Darstellung. Ein weiteres Beispiel behandelt Darstellungen, die fiir spezielle nichtgenerische,
Koeffizientenmoduln resultieren und durch physikalische Theorien motiviert sind.

105
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4.1 Freie Auflésung von Z fiir U, ,

Im folgenden konstruieren wir aus den freien Auﬂésungen e(r) . C’(Xn+m p1) — Z fiir Upym—r1,
r = 1,...,m induktiv eine freie Auflésung (1) C’(Xn+m 1,1) @g ... 07 C(Xp 1) — Z von
Z fiir Upp = Up1 < ... D< Upgm—1,1. Wir definieren zunéchst den Produktkettenkomplex
C'()N(,H_m_lyl) Qg ... 07, C'()N(nyl) und zeigen dann (in dieser Reihenfolge), dafl er ein azyklischer
Komplex, ein U, p,-(Links-)Modul und Uy, y,-frei ist.

4.1.1 Kombinatorischer Exkurs

Im weiteren werden gewisse Zahlen Eg”’” € N mit Indizes n,» € N und ¢ € Ng, ¢ < r, wichtig

sein. Diese Zahlen, die auch aus den Stirlingschen Zahlen erster Art bestimmt werden k&énnen,
werden im folgenden rekursiv definiert.

Definition 4.1.1 Fiir n,r € N und ¢ € N mit ¢ < 7 seien Zahlen Egn’r) € N wie folgt rekursiv
definiert:

=) = 1

S ST = R

Jj=g¢-1

Bemerkung 4.1.2 (Alternative Definitionen) Alternativ kdnnen diese Zahlen definiert wer-
den durch die erzeugenden Funktionen:

r r

H(x—l—n-l—p— 1) = ZEE]"’T) "

p=1 ¢=0
oder mittels der Strirlingschen Zahlen erster Art wie folgt:

r

=) = S stra) (-1 (1w

q=J

Hierbei sind die Strirlingschen Zahlen erster Art s(r, q), siehe [1], definiert durch die erzeugenden

Funktionen:
r r

H(J:—p—i—l):zg(r,q)xq

p=1 ¢=0

Beispiel 4.1.3 ) Insbesondere gilt:

5" = Z (n+j)

j=0
=00 = (m), = n(n+1).. (= 1)
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i1) Beispielhaft betrachte man den Fall r = 5:

=t =

= = ot +(n+2)+ (n+3)

2 = a4 D4nm+2)+nn+3)+ M+ D(n+2)+ (n+ D(n+3)+
+(n+2)(n+3)

EgnA) = nn+D(n+2)+nn+)(n+3)+nn+2)(n+3)+ (n+ 1)(n+2)(n+3)

=Y = a4+ D(n+2)(n+3)

Lemma 4.1.4 FEs gilt fiir alle p < m und alle ¢ mit ¢ < p und ¢ < m — p:

q
=nm) ZH(M’) =(n+p,m—p)

q e

j=0
Bewes. Die Aussage folgt durch vollstdndige Induktion nach ¢:

—(n,m)

=1 = (n+j)=

EE]T-LI-T) — E(quf)-l- Z n_i_p_i_j)ﬂ(npﬂ)_

3
I
3
I
-
<

— E(quf)-l- (n+p+j)2”(qi’z) =(ntpd) _
j=0 k=0
(np) N S pl =)
k=0 i=k
g+1

_  =(np) + Z =(n,p =(n4+p,m-p) _ Z =(np  =(ntpm—p)
- TeHt —q¢—k —"k+1 —q+1-j =3
Jj=0

Dies war zu zeigen. O

Lemma 4.1.5 i) Fs gilt:

,3
[1]
L
=
=
=

=) = (n 4 1),

<.
I
=)
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it) Fs gilt:

r

D(CET = (S EPT = (1) (- )

j=0

Beweis. Aussage i) folgt durch vollstindige Induktion nach r:

=4 EmY = l4n=(n+1)
r+1 r
=(nr+1)  _ m(nr4l) =(n,r+1) | =(nr+1) _
j=0 ji=1

= 243 (40 E) +2) 4 () B =
j=1

= (+r+ )Y E = (04 Do

j=0

Aussage #i) folgt ebenfalls durch vollstandige Induktion nach r:

=z = i n= (=D —1)
r+1 r
i =(n,r+1 —=(n,r+1 i =(n,r+1 r —=(n,r+1
Z(_l)] 55' o= :E) ! )+Z(_1)] :§—1+ '+ (1) :E~+1+ )=
j=0 ji=1
= E07 41 (4 ELD 4 EDT) (<) () B =
ji=1
= (1-n—-nY (-1 " =
j=0

= (=) (n4r—1)Er00 = (—1yrH xn T

Dies war zu zeigen. O

4.1.2 Definition des Produktkomplexes C'(X, p_11) @ ... C(Xn1)

Definition 4.1.6 (Produktkomplex) Der m-dimensionale Komplex C(Xy4m-11) @7, ... @7,

C(Xp 1) ist definiert durch die Kettengruppen:

[C(Xn+m—1,1) ®g ... Q7 C(Xnn)| =
q

= P CG(Kngm1)@z...07Cp(Xnn),  pe=01; k=1,..,m

k=1 PF=1
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und durch die Randhomomorphismen:
olhom) [C(Xn+m—1,1) Qg ...y C(an)] —
(9) p
— [C(j(n+m—1,1) Qg ...y C(an)] .
g

mit der Eigenschaft:

o™ (@5““)) > (-1 e .ol e.. . odm)
k=1

=1
wobei:
ooz = 0, k=1..m
A = (U=mg)i,  Gr=k+1..mtn, k=1...m

Lemma 4.1.7 (Azyklizitit) Der Komplex ist C'()N(,H_m_lyl) Qg ... 07 C'()N(nyl) azyklisch, d.h.
es gult:
Hq(C()N(n_Fm_Ll) Q...Q C(an))
HO(C(Xn+m—1,1) ®...® C(Xn,l))

0, q#0
v/

R

Beweis. Es wird zunéchst gezeigt, dafl die folgende 0-Sequenz:

glm—nti,..,m) glm—nti,..,m)
0 — [C(Xn+m—1,1)®~~~®C(Xn,1)] ) — w
a((;); netl,..,m) N ~ "
- [C(Xn+n—1,1)®~~~®C(Xn,1)]0 - 0

exakt ist bei [C’()N(n_km_lyl) Q...8 C’()N(nyl)] , ¢ 7 0. Der Beweis ist durch vollstandige Induktion
q

nach r < m. R
Induktionsanfang: Fir den Komplex C'(X,, 1) wurde die Behauptung in Abschnitt 2.1.2 gezeigt.
Insbesondere gilt also, daf} die 0-Sequenz

N alm=n) -
0— Cl(Xn+r,1) ()_> CO(Xn+7‘,1) —0

exakt ist bei C’l( ntr )
Induktionsannahme: Fiir ein r < m sei die 0-Sequenz

~ _ 6((71; b1y, m) 6((1’; 1, m)
0 — [C(Xn+r—1,1)® ®C(Xn71)] — b

Hlm—r+1,..,m)

@ - [C(Xn+r—1,1)® ®C(Xn,1)]0 - 0
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exakt bei [C’()N(H_H_lyl) Q...8 C’()N(nyl)] ,q # 0.
q

Induktionsschlufi : Es wird wieder verwendet, dafi fiir alle 0 < ¢ < r+1 die ¢g-ten Kettengruppen
von C(Xngr1) @ C(Xpgr—11) @ ...® C(X, 1) wie folgt rekursiv bestimmt sind:

[C()N(HHJ) ®...® C(f(n,l)]q =

)

= Cl()?n+r,1) & [C(Xn-l-?“—l,l) ®...0 C(X” 1)] g—1 b

©® CO(Xn+r,1) ® [C(Xn+r—1,1) ®...® C(Xn,l)]
q

Mit:
c(lm—r) & cf]n_zl—r+1,...,m) € Cl()?n+r,1) & [C(Xn+r—1,1) ®X...% C(Xn,l)] 1
g
Cgm_r) & cg]m—r+1,...,m) € CO(Xn+7‘,1) ® [C(Xn+r—1,1) ®...8 C(Xn,l)]
q
folgt fiir den Rand einer ¢-Kette:

a((;);—r,...,m) (c(lm—r) ® cf]n_zl—r+1,...,m) + cém—r) ® cg]m—r+1,...,m)) —

— (a((ir)b—r)c(lm—r)) ® cgﬂ_’bl—r-l-l,...,m) + (_1)6(1771—7‘) ® (8((;71_—17)‘4-1,...,m)cgn_’bl—T-I-l,...,m)) +

+cém—r) ® (6((27;—7“+1,...,m)cgm—H—l,...,m))

wobel:

(a((ir)b—r)c(lm—r)) ® cf]n_ll—r+1,...,m)’

cém—r) ® (6((;7;—r+1,...,m)cgm—r+1,...,m) € CO(Xn-H,l) ® [C(Xn+r—1,1) Q...® C(Xn,l)] .

c(lm—r) ® (6((;71_—17)‘4-1,...,M)cflﬂjl—r-l-l,...,m) I Cl()?n+r,1) ® [C(Xn+r—1,1) ®...Q C(Xn,l)] -

Der Rand einer ¢-Kette verschwindet also nur dann, wenn gilt:

(a((ir)b—r)c(lm—r)) ® cf]ﬂ_’bl—r-l-l,...,m) + cém—r) ® (8((:;_7‘4_17“'7m)cgm_r+1"”’m)) - 0
m—r+1,...;m) (m—r+1,.../m _

Da nach Voraussetzung Kern(ﬁ((?;_r)) = 0, kann die erste Bedingung nur erfiillt werden, wenn gilt:

cf]n_ml—r+1,...,m) — a((;r)b—r+1,...,m)cgm—r+1,...,m) ;é 0 und cém—r) — _(aET;_T)C(lm_T))~ cg]m—r+1,...,m) ist
wegen Kern(ﬁ(((?i_1;+l""’m)) = Bild(ﬁ((;);_r-l_l""’m)), durch cgnjl_r+1""’m) bestimmt. Damit ist auch

die zweite Bedingung erfiillt. Fiir die urspriingliche ¢-Kette folgt:
c(lm—r) ® cf]n_ll—r+1,...,m) + cém—r) ® cg]m—H—l,...,m) —

_ c(lm—r) ® (6((;7;—7“+1,...,m)cgm—r-kl,...,m) _ (a((?;—r)c(lm—r)) ® cg]m—H—l,...,m) —

— a((;)fl_—lg,,m) (c(lm—r)) ® cg]m—H—l,...,m))



4.1. FREIE AUFLOSUNG VON Z FUR Un ur 111

Fiir alle 0 < ¢ < 7+ 1 gilt also: Kern(ﬁ((;’;_rﬂ"”’m)) = Bild(ﬁ((?__lg-l_l"”’m)).

Im Falle ¢ = » + 1 hat man:

C(Xpgr1) @ ... @ C(Xn 1)

]r+1 o

= Cl()?n+r,1) ® [C(Xn+r—1,1) ®...® C(Xn 1)

)

Der Rand einer (r + 1)-Kette ist:

a((;?;—r,...,m) (c(lm—r) ® cg‘m—T-I—l,...,m)) _

— (ag?;—r)c(lm—r)) ® cgm—r+1,...,m) + (_1)6(1m—r) ® (8((:;—T+1,...,m)cgm—H—l,...,m))

wobel:

(6((17;_7“)6(17”_”) & Cg‘m_r+1"“7m) S CO(Xn+r,1) & [C(Xn+r—1,1) ®...® C(Xn,l)]

c(lm—r) ® (6((:;_T+1""’m)chl_r-l—l"”’m)) c 01()2”4_7«71) ® [C(Xn+r—1,1) ®R...Q C(Xn’l)]r—l

Da nach Voraussetzung gilt, daf Kern(ﬁ((?;_r)) = 0 und Kern(ﬁ((:;_r-l_l""’m)) = 0, folgt, daB

Kern(ﬁ((ﬁ__lg""’m)) =0.

Damit hat man gezeigt, dal die 0-Sequenz

(m—ry.,m) Hlm=ryem)
0 — [C()N(n_wyl) Q... % C(f(nyl)] . (1) W _
a((;r)z—r,...,m) ~ ~
— [C(Xn+r71)®..~®C(Xn,l)]o - 0

exakt ist bei [C’()N(H_H«yl) Q... 8 C’()N(nyl)] ,q#0.

q
Es bleibt noch zu zeigen, dafl Kern(ﬁ((é;""m))/Bild(@g;""m)) =~ 7. Dazu beachte man, dafl alle
0-Ketten Zyklen sind und dafl im Quotienten nach Bild(ﬁ((i;""m)) alle 0-Ketten identifiziert werden
durch: 21 ® ... ®@ Zn =7(%1 @ ... ® Z,) fiir alle Generatoren v von U, ,,. O

4.1.3 Freie Auflésung von Z fiir U, ,,

Lemma 4.1.8 (Modulstruktur) Der Komplez ist C'()N(n+m_171)®z. ..Qg C'()N(nyl) ist ein Up m-
(Links-)Modul.

Beweis. Der Beweis ist durch vollstéindige Induktion nach m. R
Wir setzen voraus, der (m — 1)-dimensionale Komplex C( X, 4m—2,1) @7 ...®07 C(X, 1) ist freier
(Links-)Modul zu U,, ,—1, und betrachten den m-dimensionalen Produktkomplex C'()N(n+m_171)®z

(C(fmm_z,l) ®y ...97 0(5(”,1)).
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In Kapitel 2 wurde gezeigt, daB die Abbildung &) Bpim—1 — Aut(C’()N(n_Fm_lyl)) eine augmen-
tationserhaltende Kettenabbildung ist. ®(1) ist fiir o’ € ZU,im—11 und Z1 € Co(Xpnpm—1,1) auf
0-Ketten definiert durch:

oM (o) (a'5) = g(o)(a') 5
und fiir o' € ZUp4m-1, und 'Ny;l]) € Cl(f(n+m—1,1) auf 1-Ketten durch:
m-+n

s() ' 3 = (o)) 3 (J<”(¢>(0)))jifﬁ,

k=2
Hierbei bezeichnet ¢ den (injektiven) Homomorphismus ¢ : Bpym—1 — Aut(Uptm-1,1). Und
TN (s(0)) € GL(ZUptm-1,1,n + m — 1) ist die Jacobi-Matrix des Automorphismus ¢(c) €
AUt(Un+m—1,1) Zu 7y € Bn+m—1~
Die Abbildung ®() geniigt fiir 4/ € Uptm—1,1 und E= C'()N(,H_m_lyl) den beiden folgenden
Eigenschaften:

V() V) = d(a)() V(D)
2wy ) = V@)@V () D)),

Insbesondere ist die Einschrankung ®(1) : Upm—1 — Aut(C’()N(n_Fm_lyl)) auf Uy, m—1 C Bnym—1
eine augmentationserhaltende Kettenabbildung mit diesen Figenschaften.

Im Sinne von Brady [7] erlaubt die freie Auflésung C'(Xpym—1,1) fir Uptm—1,1 damit eine Wir-
kung von U, ,,—1, kompatibel mit dem Homomorphismus ¢ @ Up m—1 — Aut(Upym—1,1), und
C(Xpgmo1.1)® (C(me_zyl) ®...® (J(f(n,l)) mit Hilfe dieser Abbildung &) mit der Struktur
eines Up m-(Links-)Moduls versehen werden.

Der Komplex C(X,,1m—1,1) werde wie folgt mit der Struktur eines (Links-)Moduls bzgl. U, ,, =
Up,m—1D< Upym—1,1 versehen. Jedes Element von U, ,, hat eine eindeutigen Ausdruck als y'y
mit 4’ € Upym—1,1 und ¥ € U, —1. Man setze:

(e = ), e C(Xnpmo11)
Man beachte die Vertriglichkeit dieser Definition mit der Struktur von Uy, ,:
(YN = (o)t =
= (M) =
= () (e )etV) =
= s(y M) I () =
= YOy ) ()
Explizit hat man auf den Erzeugenden:
¥v5h = ¥4, 71 € CO(XTH—m—l,l)

k ~
G = S (10ee) A At € GiF )
k
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Der Komplex C'()N(,H_m_zyl) Qg ... 07, C'()N(nyl) werde gleichfalls mit der Struktur eines Up, y,-
(Links-)Moduls versehen, und zwar eines Moduls, der trivial ist bzgl. des semidirekten Anteils
Un+m—1,1:

(7/7)6(2,...,771) — 76(2,...,m)’ C(Z,...,m) € C(Xn+m—2,1) ®...0 C(Xn 1)

)

Auch diese Definition ist (offensichtlich) vertraglich mit der Struktur von U, ,,:

(7/7)6(2,...,771) — (7¢(7)(7/))C(2""’m):'yc(z""’m)

Der Komplex C'()N(,H_m_zyl) @7, (C’()N(,H_m_zyl) Qg ... O C'()N(nyl)) ist dann ein U, »,-(Links-
)Modul durch die diagonale U, ,,-(Links-)Wirkung:

(7/7)(6(1) ® C(Z,...,m)) — (,y/q)(l)(,y—l)(c(l)) ® (76(2,...,m))
C(l) ® c(z,...,m) c C(Xn+m—1,1) & (C(Xn+m—2,1) ®R...Q C(Xn 1))

:
Dies war zu zeigen. O

Lemma 4.1.9 (Freier Modul) Der Komplez ist C'()N(,H_m_lyl) Qg ...Qg C'()N(nyl) 15t ein freter
Up m-(Links-)Modul. Insbesondere ist [C’()N(n_km_lyl) Q...Q C’()N(nyl)] freier Uy, m-(Links-)Modul
q
vom Rang Egn’m).
Beweis. Der Beweis ist durch vollstédndige Induktion nach m. R
Wir setzen voraus, der (m — 1)-dimensionale Komplex C(X,4m—2,1) @7 ... Q07 C(X, 1) ist freier

(Links-)Modul zu U, ,,—1, und [C’()N(n_km_lyl) Q...8 C’()N(nyl)] ist insbesondere freier Uy, m—1-
q

(Links-)Modul vom Rang Eg”’m—l),
Zum Beweis des ersten Teils der Behauptung beachte man, dafl der m-dimensionale Produktkom-

plex C(Xp4m-1,1)® (C’()N(,H_m_zyl) Qg ... O C'()N(nyl)) oben mit der Struktur eines U, ,,-(Links-

)Moduls versehen wurde. Es ist daher zu zeigen, dafi dieser Produktkomplex U, y,-frei ist. Wir
folgen wieder der Argumentation von Brady [7].

Nach Voraussetzung ist C'()N(,H_m_zyl) Qg ... 07, C'()N(nyl) freier (Links-)Modul zu U, ,,—1 und da-
mit isomorph zu einer direkten Summe von Kopien des freien Uy, ,,—1-Moduls ZU, ,,—1. Daher
reicht es aus zu zeigen, dafl C'()N(,H_m_lyl) ®w, LUy m—1 frei bzgl. Uy, ,, ist. Dies ergibt sich wieder
mit den folgenden Aussagen iiber induzierte und eingeschrankte Moduln, siche Brown [8], S.67fT.:
i) Ist F' K-frei auf {f;};er, so ist IndIG((F) G-frei auf {1 ® f; }ier, 1 € ZG.

i1) Ist I ein G-Modul und K C G, dann gibt es einen Isomorphismus von G-Moduln, und zwar:
Ind% Res% (F) = Z [G/K] @z I, wobei Z[G /K] ®g F die diagonale G-Wirkung gegeben wird.
Es folgt insbesondere: ist F' K-frei auf {fi}ier, soist F'@g ZH, H = G/K, G-frei auf {f; ® 1}ier,
1eZH.

Auf unserem Fall iibertragen hat man: F' = C'()N(M_m_lyl), K =Upym-11,G=Up mund G/K =
Up,m—1. Es ist Resgz;’” (C’()N(,H_m_lyl)) der urspriingliche Uy, 4m—1,1-Modul C'()N(M_m_lyl). Da

m—1,1
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C(Xpgm-1,1) frei bagl. Unpm_11 ist, ist Indy™” | (C(Xpymo11)) frei bagl. Uy m. Wegen

Unym=1 = Unm/Ungm—1,1 folgt, daB auch C(Xpim-1,1) @z LUy 1 freiist bagl. Uy p,. Damit
ist auch C(Xpqmo11) @ (C’()Z}H_m_z’l) ®7 ...07 (J(f(n,l)) firei ist bzgl. Uy .

Zum Beweis des zweiten Teils der Behauptung beachte man, dafl CO(Xn+m—1,1) Uptm—1,1-frei
vom Rang 1 ist auf {Z;} und CO()N(n+m—1,1) Uptm—1,1-frei vom Rang n + m — 1 auf {’yf]) ,
J=2,...,m+n. Weiter sind fiir alle 0 < ¢ < m die g-ten Kettengruppen des m-dimensionalen
Komplexes C(Xp4m-11) @ C(Xntm-21) ® ... Q@ C(X, 1) wie folgt rekursiv bestimmt:

C(Xn+m—1,1) ®...® C(Xn,l)] =
q

= Ci(Xp4m-1,1)® [C(Xn-km—Z,l) ®...® C(Xn,l)] ) ®
-

S Co(Xp4m-1,1) ® [C(Xn+m—2,1) ®...® C(Xn,l)]
q

Mit der Induktionsannahme, mit den Aussagen des ersten Teils des Beweises und mit der Iden-
—=(n,m-1)

titat Egn’m) =Mm+m-1)= + Egn’m_l) folgt, dafl insbesondere die g-te Kettengruppe
C'()N(,H_m_lyl) Q...8 C’()N(nyl)] freier U, n-(Links-)Modul vom Rang E({“m) ist. O
q

Lemma 4.1.10 Fir die Kettengruppen des Komplezes C'()N(n+m_171)®. . .®C’()~(n71) freier (Links-
)Moduln zu ZU,, , gilt:

.~ ~ =(n,m)
(Ot )@ 0.0 CFn)] % (2
q

)

Bewes. Die Aussage folgt direkt mit den Aussagen des vorangegangenen Lemma. O
Man betrachte anstelle des Randhomomorphismus 6((33"'”) 1 ZUp m — 0 die sogenannte Aug-

mentationsabbildung.

Definition 4.1.11 Die Augmentation g(Lym) ZUy m — Z ist definiert durch:

E(a) = E(Z nl’yl) = Znia o€ ZUn,ma n; €7, v € Un,m

Lemma 4.1.12 Der augmentierte Komplex zu C'()N(n+m_171)®. . .®C’()~(n71) 15t emne freie Auflosung
(der Linge m) von Z tber ZU, .

Beweis. Der Komplex C'()N(,H_m_lyl) Q...8 C'()N(nyl) ist ein azyklischer Komplex freier ZU,, n,-
Moduln, daher eine freie Auflésung von Z iiber ZU, ,,. Die folgende 0-Sequenz freier ZU, p,-
Moduln ist also exakt:

5 5 8(m) (1)
0 — [C(Xn+m—1,1)®~~~®C(Xn,1)] — —
6(11,...,m) R R
RN [C(me_l,l) ®. ..®C(Xn71)]0 A
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Exaktheit bei C'()N(,H_m_lyl) ® C’()N(nyl)] = ZU, m kann man auch unmittelbar wie folgt einsehen.
0

Kern(e(l"“’m)) besteht aus Elementen 1—7, v € Uy, 1, und diese Elemente haben einen eindeutigen
Ausdruck der Form:

m m+n

L=y = > > ajull=9%4), @i €Unm

j=1k=j+1

Es gilt offensichtlich:

m  m4n
DY ajr(l=vp) =
j=1k=j+1

m  m4n
= agi;...,m) >y aj,k(él®...®2j_1®~7§f,3®2j+1®...®5m)
j=1k=j+1

Damit hat man gezeigt, da: Kern(e(lm)) = Bild(@g;""m)). O

4.2 m-~dimensionale dquivariante Kettenkomplexe

Im folgenden werden zunéchst fiir einen U, ,,-Modul Gy der m-dimensionale dquivariante Ket-
tenkomplexe definiert. Sodann werden unter der Voraussetzung gewisser Eigenschaften des Ko-
effizientenmoduls Gy wie Generizitdt oder Trivialitdt bzgl. U, ,, die Homologiegruppen dieser
m-dimensionalen dquivarianten Komplexe explizit bestimmt. Es zeigt sich, daf§ analog zur Kon-
struktion des Komplexes dessen Homologiegruppen iterativ bestimmt sind.

4.2.1 Definition m-dimensionaler dquivarianter Kettenkomplexe

Fiir einen Uy, m-Modul G unterscheiden wir den m-dimensionalen dquivarianten Komplex Go®1,;

(C’()N(,H_m_lyl) Q...Q C'()N(nyl)) , der also durch Tensorierung des als freien ZU,, ,,,-(Links-)Moduls

definierten Produktkomplexes entsteht, und den m-dimensionalen dquivarianten Komplex

(Go ) A C'()N(n_km_lyl)) QL iman O, C(Xn 1), der durch Iteration aus dem 1-

dimensionalen dquivarianten Komplex G,,_1 Qg C'()N(nyl) entsteht, indem 1m ersten Schritt der
Koeffizientenmodul G_1 = G2 @y, s C'()N(n_Hyl) gesetzt wird, wobei Gp,—9 ein U, »-Modul

ist, im zweiten Schritt der Koeffizientenmodul G2 = Gi_3®7,; o C(Xnt2,1), wobel Gy _3 ein

Un 3-Modul ist, und im letzten Schritt der Koeffizientenmodul Gy = Go @7, I C(Xntm-11),
wobei Gg ein U, ym,-Modul ist. )

Definition 4.2.1 Es sei Gy ein U, p,-Rechtsmodul. Dann ist der m-dimensionale dquivariante

Komplex (g g, (C'()N(M_m_lyl) Qg ...0g C'()N(nyl)) mit Koeffizienten in GG definiert durch
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die Kettengruppen:
Go®gy [C(Xn+m—1,1) Qg .. O C(Xn,l) =
: q

= GoQgy, . @ (Cpl(j(n+m—1,1) Qg ...Q7 C, m(f(ru))
Dkt PR

und Randhomomorphismen:

A Go Oz, [C(Xn+m—1,1) g ---Og C(Xn,l)] .

— Go®gy, [C(j(n+m—1,1) Qg ...y C(an)]

g—1

die mit den Elementen ¢ € Gy vertauschen:

Ap(g@cs) = ¢ @04 (e,
cq € [C(Xvn{_m_lyl) ®Z .. .®Z C(Xn 1)]
q

Lemma 4.2.2 FIs gilt:

)

bt bt =(n,
GoGgy,  [CRnima) @ 0 O] = (Go)™
: q
Bewets. Oben wurde gezeigt:

)

[C()?n+m_1,1)®...®0()?n1)]q > (ZUp )"

Daraus folgt wegen Gy Q7. . ZU, m = G unmittelbar die Behauptung. O

Die Struktur der dquivarianten Komplexe G, _1 Lyt C'()N(n_km_ryl), r=1,...,m, wo-
bei Gr_1 ein (Rechts-)Modul zu Up m—rt1 = Upm—r < Upgpm—r1 ist, als Moduln zu Uy pm—»
ermoglicht die iterative Definition m-dimensionaler dquivarianter Kettenkomplexe.

Im ersten Schritt wurde im 1-dimensionalen dquivarianten Komplex G,,_1 ®ZUn,1 C'()N(nyl) der
Up 1-Koeffizientenmodul G, —1 selbst als ein 1-dimensionaler Aquivarianter Komplex, und zwar als

G—s QL1 1 C(Xpn41,1) mit Uy o-Koeffizientenmodul Gp,— o, gewihlt:

Gm—1 = Gm_s QL1 1 C(Xn41,1)

)

und der G,y als ZU, 1-Modul charakterisierende Homomorphismus <I>(gm_1 also als:

(g = @I ()(g Y @) =
(I)‘E]m—Z)(,y)(g(m—Z)) ® (I)(m—l)(,y)(c(m—l))’ = Un,l
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wobei <I>(m_1)('y) auf der erzeugenden 0-Kette Z,,_1 die Identitdt war und auf den erzeugenden

1-Ketten {'yr(nm__lylj)} die Jacobi-Matrix J(m_l)('y) € GL(ZUp411,n + 1) von v € Uy, 1. Das re-

sultierende Produkt (Gm_z QL1 1 C'()N(,H_lyl)) Qg | C(X, 1) wurde mit der Struktur eines

2-dimensionalen dquivarianten Kettenkomplexes versehen.

Im zweiten Schritt betrachte man den Komplex (Gm_z Q7. . C(Xn+1,1)) gy, C'()N(nyl)

und wihle den ZU, s-Koeffizientenmodul G,,_» als 1-dimensionalen Komplex Gp,_3 @717 o

C(Xpn42,1) mit einem U, 3-Koeffizienetenmodul G,_3:

Gm—2=Gm_3 7y C(Xnt2,1)

n42,1

)

und der Gp,—o als Uy 5-Modul charakterisierenden Homomorphismus <I>(gm_2 als:

(g ") = @ ()9 Y @ M) =
(I)‘E]m—?))(,y)(g(m—?))) ® (I)(m—Z)(,y)(c(m—Z))’ = Un,Z

wobei <I>(m_2)('y) auf der erzeugenden 0-Kette Z,_o die Identitdt ist und auf den erzeugenden 1-

Ketten {'yr(nm__;])} die Jacobi-Matrix J(m_z)('y) € GL(ZUpy2,1,n+2) von v € Uy, 5. Das Produkt
((Gm_g QL1101 C'()N(M_zyl)) QL1 C(Xn+1,1)) A0, , C'()N(nyl) kann mit der Struktur eines
3-dimensionalen dquivarianten Kettenkomplexes versehen werden.

Auf diese Weise fortfahrend gelangt man durch Tteration zu m-dimensionalen dquivarianten
Kettenkomplexen mit Koeffizienten in einem (Rechts-)Modul Gy zu Uy, = Up 1 < Upy1,1 <
... DX Upym—1,1, der gegeben sei durch einen Homomorphismus:

<I>5]0) : Up,m — Aut(Glo)

Definition 4.2.3 Fiir einen U, ,-Modul Gy ist der m-dimensionale iterierte dquivariante Kom-

plex (Go ) A C(Xn+m—1,1)) QL iman O, C'()N(nyl) definiert durch die Ketten-
gruppen: ’ ’ ’

[(Go QL s C(Xn+m—1,1)) QL iman P20, C(Xn1) .

= @ (GO ®ZUn+m—1,1 Cpl()?n-l_m_l’l)) ®ZUn+m—2,1 o '®ZUn,1 Cpm()?n,l)

m

k=1 Pr=q

pr=0,1; k=1,....m
und durch die Randhomomorphismen:
1,...,m oy v
8(((]) ) . [(GO ®ZUn+m_1,1 C(Xn+m_171)) ®ZUn+m—2,1 "'®ZU,L,1 C(Xn,l)]q —

— [(Go O im1 1 C(Xn+m—1,1)) QL smon - O, C(Xn’l)]q—1
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mit der Eigenschaft:
3((;)’""m) ((g ® cz(,ll)) ®...® CZ(?TZ)) =
= ST ((jed) 6. @l @

() )) ®...0dm

wobel:

(A = 0, l=1,...,m
3((?)’?1(?1 = (I—9y,;)&,  ji=l+1,... m+n, I[=1,...m
Lemma 4.2.4 Fiir einen ZU, p-Modul Gy gilt:
s S =(n,m)
[(Go O C(Xn+m_1,1)) OGO, CXnn)] = (Go)™

q

Bewes. Der Beweis ist durch vollstandige Induktion.
Es gelte fiirein r, 1 <r < m:

[(GO OZ U smr C(Xpngm—11)

) ®ZUn+m—2,1 o '®ZUn+m—r,1 C(X”+m_r71)

Fir alle 0 < ¢ < r 4+ 1 sind die ¢-ten Kettengruppen des (r + 1)-dimensionalen Komplexes

((Go @ C'()N(M_m_lyl)) Q... % C'()N(,H_m_ryl)) ®ZUn+m_r_1 . C’()N(M_m_r_lyl) wie folgt rekursiv be-
stimmt:

[((GO ® C(Xn+m—1,1)) @ ... ®C(Xngmer1)

) ®ZUn+m_r_1,1 C(Xn+m—r—1,1) . =

= [(Go ® C(Xn-km—l,l)) ®...0 C(Xn+m—r,1)] , O i1 CO(XTL-I—m—r—l,l) P

@ [(Go ® C(Xn-km—l,l)) ®...0 C(Xn+m—r,1)] —_ O i1 01()~(n+m—r—1,1)

Die Aussage folgt unmittelbar:

[((GO & C(Xn+m—1,1)) ®...® C(Xn+m—r,1)) & C(Xn+m—r—1,1)
q
=(ntm—mrr)
(Go)~s ®ZUn+m_r_1,1 ZUptm—r—11 D
@(GQ)E ®ZUn+m—7‘—l,1 (ZUn+m_r_171)”+m—’"—1 ~
(

o(ndme—r—1,r41)
= (GO)H

R

(ntm—r,r)
g—1

T 11 _ _ _ _
mit EFF T = (o - 1) :Efjm P Eptm g
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Lemma 4.2.5 Fs ¢ibt einen Isomorphismus von Kettenkomplexen:

Go Oz, (CKnpmorn) 707 C(Xn 1)) =

= (Go O im1 1 C(Xn+m—1,1)) OLrimar - OZp, , C(Xn1)
durch:
Iz (g(o) OZv, (cz(,ll) ®7 ... 97 cz(,’jz))) =
= (9(0) O pmr cz()ll)) O imon  OLU, cz(f:z)
fiir alle ¢ € Gy und cz(,],i) € Cpk(j(n+m—k,1), k=1,...,m.
Bewers. Mit den Lemmata 4.2.2 und 4.2.4 gilt fiir die Kettengruppen:

Go Oz, [CXnimor) @0 C(f(nyl)]q ~

= [(GO ®ZUn+m—1,1 C(Xn{—m—l,l)) ®ZUn+m_2,1 PN ®ZU,L)1 C(Xn,l) .
= (G

Die Vertréiglichkeit von g mit den Modulstrukturen kann man wie im Falle 2-dimensionaler dqui-
varianter Komplexe, siehe Kapitel 2, zeigen.
DaB ¢ mit den Randhomomorphismen vertauscht, folgt direkt mit der Definition der Randhomo-

morphismen. Fiir m-Ketten aus Go®g,; (C’()N(,H_m_lyl) Qg ...0g C'()N(nyl)) beispielsweise hat
man folgendes:

™ (90 (3 0o el ) =

I
NE

(-0 (3 e 0@ e. 0 ) =

1l
-

r

I
NE

(1@ (3 e o0 -mi)me . 03 )

1l
-

r

Fiir m-Ketten aus (Go Qs C(Xn+m—1,1)) QL sman DL, C’()N(nyl), Bilder obiger

ndm—1,1
m-Ketten unter u, hat man:

iy (67 0380) 0 -0 ) 045) =

0+ (1@ estl) oo @) oo, ) =

NE

1l
-

r

I
NE

0+ (M edl) oo -miE) ool )

1l
-

r

Und offensichtlich gilt: p 6((7171")"’”1) = 6((7171")"””) . O
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4.2.2 Eigenschaften des Koeffizientenmoduls
Generizitit des Koeffizientenmoduls

Im weiteren sollen die Homologiegruppen des m-dimensionalen iterierten dquivarianten Komplexes
(Go ® C()N(M_m_lyl)) .. .®C’()~(n71) bestimmt werden, insbesondere die m-Zyklen des Komplexes,

also die Zyklen in der hoéchsten Dimension des Komplexes. Dazu wird geklart, unter welchen
Bedingungen an den Koeffizientenmodul GGy Elemente der Form:

—1 -1 -1
200 = ms] (- [o00 0] ([0 = 000] @03, ) 058, )il

als m-Ketten des Komplexes wohldefiniert sind. Die m-Zyklen werden sich auf einfache Weise aus
solchen m-Ketten zusammensetzen.

o Erste Bedingung ist die Generizitdt von Gy bzgl. Uptm—1,1, d.h. Invertierbarkeit der (1 —
Y1.41) € ZUp4m—11 als Endomorphismen von Gy:

-1
3 (@1~ 515)] € Bnd(Go)
o Zweite Bedingung ist die Generizitat von G; = Go ® Cl(j(n+m—1,1) bzgl. Unim-2,1, d.h.
Invertierbarkeit der (1 — %2 ;,) € ZUp4m—21 als Endomorphismen von G:

1 -1
3 [®(0(1 = 525,)] € Bnd(Gy)

Um diese Bedingung als Bedingung an den Koeffizientenmodul Gy zu formulieren, sind we-
gen @gl)(y)(g(l)) = @go)(y)(g(o)) @ &M (y)(cM) die Bigenwerte der Generatoren Y2,j, von
Uptm—2,1 unter o) . Uptm—21 — Aut(C1(Xntm—1,1)) zu bestimmen.

e Dritte Bedingung ist, dal Go = (Go @ C1(Xngm=11)) ® C1(Xntm—2,1) generisch ist bzgl.
Uptm—31, d.h. Invertierbarkeit der (1 — vs;,) € ZUp4m—3,1 als Endomorphismen von Go:

-1
3[@()(1 = 535,)] € Bnd(Ga)

Um diese Bedingung als Bedingung an den Koeffizientenmodul GGy zu formulieren, sind wegen
2P ()9 = (1)) @ BV (3)(eD)) @ OE(3)(e?) fiir 7 = 1,2 die Bigenwerte p{’
der Generatoren 73 j, von Uyqn—3,1 unter o) . Untm—3,1 — Aut(C’l()N(n_Fm_ryl)), sowie die
Eigenwerte der Eigenwerte pﬁ) unter &) Uptm—21 — Aut(Cy ()N(n_km_lyl)) zu bestimmen.

e m-te Bedingung ist, daf Gpo1 = (Go @ C1(Xngtm—-11)) @ ... ® C1(Xp41,1) generisch ist
bzgl. U, 1, d.h. Invertierbarkeit der (1 — v, ;, ) € ZU, 1 als Endomorphismen von (G @
Ci(Xngm-11))®@ ... C1(Xpt11):

1
3|01 =y i) | € End(Gor)
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Um diese Bedingung als Bedingung an den Koeffizientenmodul Gy zu formulieren, ist die
Bestimmung der Eigenwerte der Generatoren ¥y, ;,. von U, 1 (m — 1)-fach zu iterieren.

Mit Hilfe von Ergebnissen von Cohen und Suciu [10] werden generische ZU, ,-Moduln Gy
definiert, um also die Zyklen des Komplexes (Go ® C'()N(,H_m_lyl)) .. .®C’()~(n71) explizit angeben

zu konnen.

Man erinnere, daf} in (Gm_z ® C'()N(,H_lyl)) ® C'()N(nyl) Generizitat des Koeffizientenmoduls

Grm—2 bzgl. ZU, 3, U2 = Up1 < Upga,1, erfordert, daf fiir den Homomorphismus <I>§,m_2) :
Up2 — Aut(Gp_2) zum einen sdmtliche Eigenwerte der Generatoren von U, 411 ungleich der
Identitat sind, zum anderen samtliche Figenwerte des Produkts der Generatoren von U, ; mit ihren

Eigenwerten unter ®(m=1) . Upi — Aut(C1(Xn41,1)), d.h. also die Eigenwerte der Generatoren
von U, 1, sowie aller Elemente v, 1, mYm—1,jYm,; € Un,2, Wobei j =m+1,...,m+ n ist.

Im folgenden werden zunéchst fiir die Darstellung &™) : P, — Aut(Cy ()N(nyl)) die Eigenwerte
von Elementen von P, bestimmt, die sich auf solche Weise aus den Generatoren zusammensetzen,

vgl. [10], Abschnitt 6.4.

Fiir eine Menge J, = {j1,J2, .. -, Jp—1, Jpt mit m+ 1 < j1 < jo < ... < jpo1 < jp < m+ n sel
das Element v;, € P, wie folgt definiert:

Ve = Vivge  VivdsViads oo Vivge—1 o Vie—2dp—1 " Vitde - Vie—1.d»
Beispiel 4.2.6 Fiir J3 = {m — 1,m, j} hat man:
Vs = TYm—1,mTm—1,Ym,j

Zu jedem Element v;, € P, betrachte man eine neue Basis der freien Gruppe U, 1 vom Rang
n, gegeben durch:

Ym,i ZS jl

y[JpJ — Ym g1 - Ymjw . .Z'I_.jk, k:?,...,p

m (Ymoga + - Y Ymi gy - Ymgn) ™0 e <E<jrgr, k=1,...,p—1
Ym,i P> jp

Man hat, vgl. [10], Lemma 6.5:

Lemma 4.2.7 Der Automorphismus qb(m)(’yjp) € Aut(Un 1), 71, € Pn, der freien Gruppe U, 1 =
[Tp] [7p]

<ym,m+1a R ym,m+n> ist wie folgt gegeben:
[75] )
m [J,] Ym i i#Fr
¢! )(’YJ;.)(ympi) = 7 -1 5=
’ el C e R R Y

Beweis. Der Beweis durch vollstdndige Induktion nach p und mit Hilfe der Relationen aus
Bemerkung 1.2.4 zur Wirkung von P, auf U, 1 = (Ymm+41,- -, Ym,m4n) wird von Cohen und
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Suciu [10] nicht explizit ausgefiihrt. Der Fall p = 2 wurde im vorigen Kapitel behandelt. Es sei
nun p— 1 > 2, und es sei fiir die Menge Jpo_1 = {j1,J2,.. ., Jp—1f mit m+1 < ji < jo < ... <
Jp—1 < Jp <m+n das Element v;,_, € P, wie folgt definiert:

VIp—1 = YViv,g2  VivgaVizgs - Vitgp—1 - Vip—2,0p-1

Weiter sei zum Element v;,_, € P, die folgende Basis von U, ; gewéahlt:

Ym,i ZS]l
[Tp—1] _ Ym g1 - Ym e i:jk,kIQ,...,p—l
T (g Y )Ymi (Y i) T Gk <E<jkpr k=1...,p—2
Ym,i Z.>.jp—1

[Jp—l] [Jp—l]
m,m+1s 3 Imm+n

Es sei angenommen, vy,_, € P, wirkt auf U, 1 = (y ) wie folgt als (von rechts)

Automorphismus:

ool _ Y] it
Ymyi V-1 = VIpor [prl] [prl]( [prl] )—1

m,Jp—1Y1M, m,jp—1

=g k=1,...,p—2

Zur Induktion bendétigt man aufier der Induktionsannahme auch Relationen fiir das Element p;, =
YVivd + Vip-1dp € Do

Ymild, =  HI,Ymi i< 1
— -1 —1 \—1
Ymguhtd, = I, (Ymgs - Ymogy - Yo ) Ymoix (Ymogs - Ymogy - Yoy )
k=1,...,p—1
Yomifhdy = I [Ymgs - Ymdn Ymdigs - Yy - Vg Y X

X[Ymjy - Ymges Ymojags - - Ymojy - - '777_1,1jk+1]_1
Je<i<Jgrs,k=1,...,p—1
Tmj, HI, = M, (Ym,ja - ~7m,jp—1)7m,jp (Vg - ~7m,jp_1)_1
Ymild, =  HI,Ymi P> Jp

sowie:

(Vm,jl .- ~7m,jp—1)7m,j1 s Ymyge ('Ym,jl .. ~'Ym,jp_1)_1ﬂJp =
= w5, (Ymgs - Ymjy)¥ms - Ymoje (Ymojy - - .'ymyjp)_l, k=1,...,p—1
(Ymgn « - Ymgs VVmi (Ymga + - Ym o)™ 1, =
= 1, (Ymga Y )T (g Ymga) ™
Je <1< jJry,k=1,...,p—1
Ymojs - Ymyjp Ry =
= HI,Tmj1 - Tm,jp
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Zum Beweis der Induktionsbehauptung verwende man zunéchst den Ausdruck der Elemente y%”i]

in den Elementen y%f’[l] und die Relation v5, = vs,_, pt7,. Sodann kommutiere man mit Hilfe der

Induktionsannahme das Element v;,_, und mit Hilfe der Relationen das Element p;, nach links.

SchlieBlich driicke man die resultierenden Elemente y%"[l] wieder in den Elementen y%"i] aus. Im
Falle ¢ < j; oder ¢ > j, hat man:
J Tp—
ol = g, =
Tp—
= ) =
J
= 7, y£n,pi]
Im Falle i = jy, k=1,...,p— 1 hat man:
J Tp—
yL@yp]’]kuJp = yL@,p'kl]Ppr—l i, =
Jpe Tp— Joo1] \—
= U W2 =

= Vo s - Ymdpes Vmgn -+ Y Yoy - Ymogpor ) fa, =

-1
= Yo B3, (Ymgn - - Ymogy mogs - - Ymoge (Ymogs -+ Ymoj,) T =
(o] [Tp] /. [Tp] =1
= T ymfjpymfjk (ymf'jp)
Im Falle ji < i < jry1, £ =1,...,p— 2 hat man:
J J,_
b, = o, =
J,_
= ’YJp_lygnf} I]NJP =
_ -1 _
= Yoy (Ymogs - Yo )Y (Ymogs -+ Ymogn )™ M, =
= Va2, (Ymgs - Ymgi )Y (Ymogs -+ Ymys ) =

J
= 7 P y£n,pz]

Im Falle j,_1 < ¢ < j, hat man:

J Jp_ Jp_ Jp_ —
irdyy, = b e ey, =
Upes] | [pil (]

- Jp—1] \—1 _
) p—lymyi (ymypjpl—l) /'L‘]P -

= Yy Y+ Ymgyes Ymi (Yo - Ymojpn )™ 7, =

= Ppr—l/’LJp(Pymyjl s 'Pymyjp—l)’.ymyi(’ymyjl s 'Pymyjp—l)_l =

J
= 7, y£n,pi]

= 7-];,—1 Ym

Im Falle ¢ = j, schlielich hat man:

J Jp— Jp—
vt v, = v v, =

)
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[Tp-1] |, [Tp-1]
= VY Yl R, =
= 7Jp—17m7j1"'7myjpl’tjp =

- Py']p—l/’t']ppymy]'l s ~7m,jp -

)

J
= 5, yL@f’j]p
Damit 1st das Lemma bewiesen. O
Es bezeichne nun gl(m),[Jp] denjenigen Lift des Weges y%fi] € Up1 = m1(Xn1; 2m) in die uni-

verselle Uberlagerung )N(nyl, der im fest gew&hlten Punkt Zz,, beginnt. Die Elemente gf.m)’“”,

t=m+1,...,m+n, bilden eine neue Basis des freien ZU, ;-Linksmoduls C4 ()N(nyl). Es folgt mit
Hilfe des freien Differentialkalkiils, vgl. [10], Satz 6.6:

Lemma 4.2.8 Der Automorphismus <I>(m)('yjp) € Aut(C’l(f(n@)), Y1, € Pn, des freien Uy -
Linksmoduls C’l(f(nyl) mit der Basis {ggm)’“?]; i=m+1,...,m+n} ist wie folgl gegeben:

q)(m)('VJp)(ggm)y[Jp]) — ggm)v[Jp]’ l#]k,k: 1”p_1
O (v G =y, 3 4
”(m)v[‘]p]

+ (1= (Ymjs - Ymoip )Y (Y -+ Ymijy) ) 05
=g, k=1,...,p—1

Somit hat man zu jedem y;, € P, eine Basis von (4 ()N(nyl), so daf} die Matrix <I>(m)('yjp) eine
obere Dreiecksmatrix ist mit diagonalen Eintragen 1 und vy, 5, ... ¥m,j,. Fs folgt, dafl das Element
(1 —7y,) € ZP, als Endomorphismus von Gp,_1 @ C4 ()N(nyl) invertierbar ist, wenn die Elemente
(1=7vs,) € ZP, und (1 —=77,%mj, - - -Ym,j,) € ZPpi1 als Endomorphismen von G, _1 invertierbar
sind.

Insbesondere hat man fiir j = 1,..., m—1 zu jedem v, € Up m_; eine Basis von C1(Xngm—j1),

so daB das Element (1 —v;,) € ZU, m—; als Endomorphismus von Gj_1 @ C1(Xpjpm—j 1), Gj-1
ein Up m—jt1-Modul, invertierbar ist, wenn (1 —vs,) € ZUy, m—j und (1 — v7,Ymj, - - -Ym,j,) €
ZUy m—j+1 als Endomorphismen von G;_ invertierbar sind.

Beispiel 4.2.9 Im ersten Schritt betrachte man einen Generator von U, 1:

Ym,j
Im zweiten Schritt betrachte man Produkte dieses Generators mit dessen verschiedenen Eigenwer-
ten unter dem Homomorphismus ®(m=1) . Upi1 — Aut(C1(X,41,1)) die folgenden Elemente von
Unyzi
Ym,j Ym—1,mYm—1,j7m,j
Im dritten Schritt betrachte man Produkte dieser Elemente mit deren verschiedenen Eigenwerten
unter dem Homomorphismus ®(™=2) . Up,o — Aut(C1(Xpn42,1)), die folgenden Elemente von U, 3:
Ym,j Ym—2,mTm=2,jYm,j

7m—1,m7m—1,j7m,j 7m—2,m7m—2,m—17m—2,j7m—1,m7m—1,j7m,j
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Auf diese Weise fortfahrend findet man im (m — 1)-ten Schritt alle Elemente 75, € Un,m mit
p=2,...m+1lund 1 <ji <joa<...<jpo1=m< jp=].

Die obigen Feststellungen motivieren die folgende Definition von Generizitdt. Vgl. dazu die
Definition von Quasi-Generizitat von Cohen und Suciu [10], Definition 6.8.

Definition 4.2.10 (Generizitat (3)) Ein U, ,-Modul G,,_, heiit generisch bzgl. U, ,, wenn
fiir 2 < p < r+1und fiir Mengen J, = {j1,j2, ..., jp—1,Jpt mit m—r+1<j1 < ja < ... < jpo1 <
m < j, < m+n alle Elemente (1 —'pr) € ZU, , als Endomorphismen von G,,_, invertierbar sind:

-1

36 (1= 3)] € Bnd(Guner)

Diese Definition eines generischen U, ,-Moduls verallgemeinert die fiir die Félle » = 1,2 gege-
benen Definitionen.

Beispiel 4.2.11 1) Ein U, 1-Modul G,,—;1 heifit generisch bzgl. U, 1, wenn fiir p = 2 und fiir

Mengen J, = {j1,j2} mit m = j; < jo < m + n fiir alle Elemente 1 — v, ; € ZUx 1, j = jo, gilt:
-1

3 [0 = )| € Bnd(Gnoy).

i1) Ein U, o>-Modul G,,—2 heiit generisch bzgl. U, 2, wenn fiir 2 < p < 3 und fiir Mengen J, =

{J1,J2,Ja} mit m — 1 < ji < jo < m < j3 < m+ n fiir alle Elemente 1 — v, € ZUy, 2, 775, =

1
€ EHd(Gm_z).

. . . m—2
Ym—=1,75Tm 5y Ym—=-1,m¥m—-1,Ym,j,J] = J3 gﬂt: 3 q)gl )(1_7Jp)
Im Falle G = C erhilt man folgendes, vgl. [10], Bemerkung 6.14:

Beispiel 4.2.12 Der ZU, ,,-Modul G = C, gegeben durch die Multiplikationsabbildung:

CxZUpym — C

(Lyig) — €™ 1, 3 €Unm

ist generisch, wenn fiir alle J, mit 1 < j; < jo < ... < jp_1 <m < jp, < m+n, wobei 2 < p<m+1
ist, gilt:

Ay= Y N 2

1<k<I<p
Mit der Definition der Generizitat folgt:
Lemma 4.2.13 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Gy 15t ein generischer Uy ,-Modul.

2. Gy 15t ein generischer Upyr_1,1-Modul und der Komplex Gy @ C’()N(H_H_lyl) em gene-
rischer Uy »_1-Modul.



126 KAPITEL 4. ITERIERTE DARSTELLUNGEN (2)

Beweis. Die Generizitat von Gp,—, bzgl. Up4r_1,1 folgt aus der Generizitit bzgl. aller Elemente
vy, mit p =2, J, = {j1,j2}, i =m—r+1,ja=m+1,...,m+n, dh. der Generatoren von
Uptr—1,1. Generizitdt von Gp—p @ C’()N(H_H_lyl) bedeutet, daBl fiir 1 < p < r und fiir Mengen
Jo = {1, do, - dpmtydpt mit m—r+2<j1 < jo< .. < jpo1 <m < jp <m+n der Komplex
Gm—r @ C’()N(H_H_lyl) bzgl. aller Elemente v7, € U, ,_1 generisch ist. Dafiir ist notwendig,
dafl Gp_r generisch bzgl. aller 75, € Uy ,—1 und aller v5,Ym—rs1j; -+ - Ym—r+1,j, € Uny, d.h.

insgesamt generisch bzgl. aller v, € Upr, wobei 1 < p < 7 und Jz/7+1 die Menge Jz/7+1 =
P

Udh ot mitji=m+r—1<jil=ji<.. .. j=jpo1<m<j 4 <m+nist. O
r+ P r+
Trivialitit des Koeffizientenmoduls

Anstelle generischer Koeffizientenmoduln G kénnen auch triviale Koeffizientenmoduln betrachtet
werden.

Definition 4.2.14 (Trivialitat (2)) Ein ZU, ,-Modul G heift trivial bzgl. U, ,, wenn fiir alle
yel ={mjuir=k+1,...om+nk=1...,m}CU,, gilt

") (g) =g, g€ CGmos

bzw. wenn gilt: (1 —7) € Kern(q)gm_z)).

Mit der Definition der Trivialitdt folgt unmittelbar:
Lemma 4.2.15 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Gy st ein trivealer Uy, - Modul.

2. Gy tst ein trivialer Upyr_1,1-Modul und der Komplex Gr—p @ C’()N(H_H_lyl) e trivialer

Up,r—1-Modul.

4.2.3 Homologie des dquivarianten Komplexes

Homologie des Komplexes mit generischem Koeffizientenmodul

Ist also der Koeffizientenmodul Gy in (Go ® C(Xn+m—1,1)) Q...8 C'()N(nyl) generisch bzgl. U, m,
so sind m-Ketten wohldefiniert, die fiir jedes I = 1,...,m Endomorphismen [q)(gl_l)(l — 'yl.jl)] B
von (Gi_1 = (Go ® C()N(M_m_lyl)) Q...Q C()N(n+m_l+171) enthalten, die sich gegen die unter den
Randhomomorphismen auftretenden Endomorphismen autheben, m-Ketten der Gestalt:

-1

—1 -1
20001 = 50] (800 =50 ([0 = 00] T @@ 3,) @5l

Wiederum zur Abkiirzung und zur Vereinfachung der Rechnungen ersetzen wir im Falle eines
generischen U, ,,-Moduls Gy den Komplex (Go ®C'()~(n+m_171)) Q... C'()N(nyl) durch einen

isomorphen Komplex mit einfachen Randhomomorphismen.
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Definition 4.2.16 Fiirr = 1,...,msei K(") der 1-dimensionale formale Kettenkomplex, definiert

als freier Linksmodul zu ZU,, 4y, —, 1 mit den Kettengruppen Kér), erzeugt von Z,, und KY), erzeugt
von der Menge {ey);j =7r+1,...,m+ n}, und mit Randhomomorphismen 6((;)) : qu) — K"

=D
q = 0,1, definiert durch:
6(0)(27‘) = 0
dyel™) = Z,  j=r4+1,...,m+n

Und es sei (G ®ZUn+m_1,1 K(l)) ®ZUn+m_z,1 .. '®ZUn,1 K(m) mit generischem U, ,,-Modul G der
m-dimensionale formale dquivariante Komplex mit Ketten:

(9o ki) e.. . oklm e

e [(G0®ZU ED)ogy . ogy K™ =

q

_ (1 (m
= @ (Go ®ZUn+m_1,1 Az(n)) ®ZUn+m_2,1 .. '®ZU,L,1 [xz(,m)
Zz:l omPi=l

und Randhomomorphismen:

n4m—1,1

1,....m) | . o
B [(Go Lt inrs K OOy, K >]q ~

~ [(Go g0 KD 07y g KW]

n4+m—2,1 g—1

definiert durch:
™ (v ) o) -

= S (1)l ((g ® k]gp) ®...8 (3<(Q>’f§’l))) ... k™
=1

Lemma 4.2.17 Fiir einen generischen Uy, py-Modul Gy gibt es einen Isomorphismus von Ketten-
komplexen:

(Go A C(Xngm-1,1)) QL iman O, C(Xnp) =

= (Go ®ZU,L+m_1,1 K(l)) Oz '®ZU,L,1 K™

ndm—2,1

der fiir m-Ketten definiert ist durch:
—1 -1
p (o 00 = 9ms] (- ([0 -0000] @) o) o, ) =
= ((g(o) & eﬁ)) & eg)) ®...0 eg»:)

und fir q-Ketten, ¢ < m, entsprechend.
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Beweis. Betrachtet man den Komplex (Gy ® C'()N(M_m_lyl)) Q...8 C’()N(nyl), so gilt fiir alle
¢ € Gy die Randformel:

—1 -1
oy ™ ([0 = ami)] (- ([0 =200 el ) o) ealn, ) =
-1

-1
= [@E,m‘”(l - 'ym,jm)] ( . [@E,”(l - 72,]»2)] VEENEE ) ® T, +

+ ...+
e ([or 20 =] (o ([0 -200] @ e ) o)

® 7 ) ®

Zum Beweis der Formel verwende man die Definition des Randhomomorphismus und die Tatsache,

dafB} alle Endomorphismen [q)gf_l)(l — 'Yr,jr)] ,7=2,...,m,von Gr_1 = (Gy ®C'()~(n+m_171)) ®

. ® C’()N(n+m_r+171) Kettenabbildungen sind.
Betrachtet man andererseits den Komplex (G0®K(1))®. @K 5o gilt die einfache Randformel:

3((7171")"”) (((g ® eﬁ)) ® 653)) ®...0 65»:?)) =
= ((g®21)®e§f)) ®..0dm 4
+...+
(1)t ((g ® eﬁ)) ® egf)) ®...® in

Es gilt offensichtlich: p 6((7171")"’”1) = 6((7171")"””) 1.
Daf ebenso fiir alle ¢ < m gilt: p 6((;)’""m) = 3((;)’""m)

Wir werden im weiteren also im Falle eines generischen Koeffizientenmoduls den Komplex

(Go ® C()N(M_m_lyl)) R...® C'()N(nyl) mit dem formalen Komplex identifizieren und wegen der

1, kann man entsprechend zeigen. O

einfachen Randhomomorphismen in Rechnungen dessen formale Ketten verwenden. Wir wieder-
holen noch einmal die einfache Randformel fiir diese formalen m-Ketten, wobei wir die Klammern
vernachlassigen:

Lemma 4.2.18 (Randformel) Es gilt fir alle g € Gy, Gy generisch bzgl. Uy, -

8((7171)7”) (g ® eﬁ) ®...® eg»:?)) =

Jk41

= ) (- (g aeVe...od Veneithe. .o 6577:))
k=1

m-Zyklen setzen sich auf einfache Weise aus solchen m-Ketten zusammen:

Lemma 4.2.19 (m-Zyklen) Abkirzend sei: e;’t?kr = 65'7;) - eg;), r=1,...,m. Es qilt:

Oy ™ (g D @0 ) =0

o Jm;Bm
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Satz 4.2.20 (Homologie (1)) Fir einen generischen U, »,-Rechismodul Gy gilt:

H,, ((Go O pmr C(Xn+m—1,1)) OL i ar - O, C(f(nl)) = (Gy)nm

Beweis. Jedes Element von [(Go ® C()N(M_m_lyl)) Q...8 C’()N(nyl)] hat eine eindeutige Dar-
stellung der Form: "
Yo gl @@l g, € Go

Fp=1,...,ntm—k
k=1,...,m

Hierbei wurden der Einfachheit halber die Klammern vernachlassigt.
Der Rand einer solchen m-Kette ist:

() e (m)
8(m) Z g]h...,]m ®61+]'1 ®®6m+]m
Je=1,ntm—k
k=1,..,m
= . . (M (1-1) - (14+1) (m)
= Z Z Givoim @ €1y, @@€5 OA Qe fy O @en L
I=1,...,m g=1,...,ntm—k
k=1,..,m

Eine m-Kette 1st also ein m-Zyklus, wenn gleichzeitig die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

n+k—1
> Giimerin = 0 VE=1...m, Vim_gi =1, n+1-11#k

Jm—-kg1=1

Im folgenden wird durch vollstandige Induktion nach r, 1 < r < m, gezeigt, daBl jedes Element von
H,, ((Go ® C'()N(M_m_lyl)) R...® C'()N(nyl)) eine eindeutige Darstellung der folgenden Form hat:

. . (1) (m)
Z Biyyoim @ €100 14igp1 @ - @ €l i 11

k1 =1 ntk—2
k=1,...,m

wobel die (n — 1),, Koeffizienten h;, ;€ Gy bestimmt sind durch:

hig, i = E : Diryeerim

Im—k4+1=L oty kg1
k=1,..,m

Induktionsanfang: Fir r = 1 wurde die Behauptung in Kapitel 2, fiir » = 2 in Kapitel 3 gezeigt.
Induktionsannahme: Fiir ein 1 < r < m sei folgendes homogenes System von ngi’p Gleichungen
fiir die (n), Elemente ¢;,,_ .\, . in_1,in € G mit Koeffizienten in Z gegeben:

n+k—1
§ gim_r+1,...,im_17im - 0, k: 1,...’7”

Im—kg1=1

imetp1 = 1,...on+1—=1;1#k%k
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Der Rang der zugehdrigen Koeffizientenmatrix iiber Z ist r(n),—1. Es ist moglich, die r(n),_1
Elemente g;,._ 1. jm_1jm> WOD€l jm_g41 = n 4k — 1 fiir mindestens ein k£ € {1,...,r} ist, mit
Hilfe der iibrigen (n — 1), Elemente ¢;,,_ 1, ime1jim> tm—tt1 = L,...on+k =2,k =1,... 7,
auszudriicken.

Es sei (Jm—r41,---yJm—1,Jm) €in r-Tupel von Indizes, wobei fiir [, 1 < [ < », Indizes jm—k,+1,
s=1,...,Lkse{l,....r}, gilt: jm—g,+1 = n+ks— 1, und wobei fiir die iibrigen Indizes j,—f41,
ke{l,...or}, k # ks, gilt: jm_py1 <n+k—1. Und es sei (im—pt1,.--,9m—1,4m) ein r-Tupel
von Indizes mit 441 €1,...;n+k =2,k =1,...,r. Dann gilt:

_ l E . . .
Dm—rgtsfmet,im  — (_1) Fimert1, o ime1,im

ik 1=l ntks—2
s=1,...,0

Ein r-Zyklus hat die folgende Darstellung:

E . . . (m—r+1) (m) _
Jimrgryesim—1,im ® em—r+1+im_r+1 ®...0 6m+im -
i kg1=L,ndko1
k=1,..,r
= § § Jim—rgtsfmet,dm &
tpp— k1 =1, ntk—2 Im—k41 =iy kg1
k=1,..,r k=1,..,r
(m—r+1) (m)
O —r t 1 i g1 M=t pqr 41 O @ Cpi i1

Induktionsschluff: Man hat folgendes homogenes System von ES””"“) Gleichungen fiir die
(n)r41 Elemente ¢;, € G mit Koeffizienten in Z:

tm—r41,-tm—1,0m

n+k—1
§ Fimerimerdt,imetim  — 0, k= 1,..,r+1
Im—kg1=1

tmetp1 = 1,...on+1=1;1#k

Fs ist zu zeigen, daB der Rang der zugehorigen Koeffizientenmatrix tiber Z gleich (r+1)(n), ist und
daB die (r+1)(n), Elemente ¢;,._, 5. _ i1\ ime1,jm> WObEl jm_z41 = n+k — 1 fiir mindestens ein
ke{l,... r+ 1} ist, mit Hilfe der iibrigen (n — 1),11 Elemente ¢i,_, i, 41, imerims im—k4l =
1,...,n+k—=2k=1,...,7r+ 1, ausgedriickt werden konnen.

i): Man betrachte zunichst die (n + r) ngi’p Gleichungen:

n+k—1
E Gimryimergtrimetrim = U, k=1,...,r

Im—kg1=1

Vi1 = 1,...on4+1—=1;1#k

Hiermit hat man zu jedem ¢,,—, = 1,...,n + r ein System von ngi’{) Gleichungen, das gemaf

Induktionsannahme erlaubt, die r (n),_ Elemente i rmerttyerimet,jms WODEl Jr_py1 = ntk—1
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fiir mindestens ein k € {1, ..., r}ist, mit Hilfe der tibrigen (n—1), Elemente ¢;,,

Bone 1y i1 yim 3
tmkt1 = 1,...,m+ k=2 k=1,... r auszudriicken.
Es seien wie in der Induktionsannahme j,—r41,..., jm—1,Jm Indizes, von denen fiir I, 1 <1 < r,
Indizes jm—g,+1, s = 1,..., 0, ks € {1,...,r}, gilt: jm_k.41 = n+ ks — 1, und fir die iibrigen
Indizes jm—ga1, k € {1,...,7}, k # ks: Jm—ky1 < n+k —1, und es seien im_pi1, ..., im—1,im

Indizes mit ¢p_py1 €1,...,n+ k=2, k=1,... r.
i1) Fiirig—, = 1,...,n4+r—1 hat man (n+r—1) ngi’p Gleichungen, darunter (n4+r—1) 7 (n),_1
unabhéingige:

— l E ) ) ) )
Fimerdmertlrdmatdm  — (_1) Fiersim—rd1yerime1,im

ik 1=l ntks—2
s=1,...,0

i.ii) Fir ép—p = n+ 7 hat man ngi’{) Gleichungen, darunter r (n),_; unabhéngige:

_ l E . . .
Intrjm—rit,sfmatfm = (_1) In4rime gty im—1,im

ik 1=l ntks—2
s=1,...,0

i1) Weiter betrachte man die (n), Gleichungen:

n+r
E i rrimerttsosimetyim = 0, Vip—gy1 =1,...,n+k—1
T pr=1

k=1,...,r

ili) Fir ép_pe1 #n+k—1,k=1,...,r, hat man (n — 1), unabhéngige Gleichungen:
n4+r—1
Intrimrirrimsin = (1) D Gimrimritrsimes im

fm—p=1

Vij—p41 = 1,...,n+k—=2 k=1,...,r

ii.ii) Fiir Indizes jm—rg1,- .-y Jm—1,Jm, von denen I, 1 <1 < r Indizes jym—_p. 41, s = 1,..., 1,
ks € {1,...,r}, den héchsten Wert annehmen: j,,—. 11 = n+ ks — 1, wihrend die iibrigen Indizes
Jm—k+1 < n+k—1sind, k € {1,...,7}, k # ks, hat man wiederum r(n),_; unabhéngige
Gleichungen:

Intrfmrgt e fmet1,dm  — (_1) E : Fimer fm—rdtsdm—1,dm

Im—r=1,...,n4r—1

iii) Man hat also aus 4.i) die gewiinschten Ausdriicke fiir die (n + r — 1)r(n),_1 Elemente
Gimrimeritsimrjm und aus #i.7) die fiir die (n — 1), Elemente gnyrin_ i1, imrim- Die
gewiinschten Ausdriicke fiir die 7 (n),_; Elemente g4, erhalt man einerseits aus
i1.7i) mit den Gleichungen von i.7):

WJm—rd1yenfm—1,Jm

n4+r—1
Intrfmrgt e fmet1,dm  — (_1) § Fier fmerglyedmet1,dm —

T pr=1
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nt+r—1

= (_1)l+1 Z Z Fiersim—rd1yerime1,im

fmer=1 kg 41=1 - ntks—2
s=1,...,1

andererseits aus 4.i7) mit den Gleichungen von #i.):

o l . . . —_—
In4rjmerit,fmatsfm = (_1) E In4rime ity esimet,im —

i kg1 =l nths—2
s=1,...,0

nt+r—1

(_1)l+1 Z Z Fiersim—rd1yerime1,im

im—ksd1 =l ntks =2 4, =1
s=1,...,1

Damit ist der Rang der Koeffizientenmatrix des homogenen Systems von ES””"“) Gleichungen fiir
die (n),41 Elemente ¢;, € G mit Koeffizienten in Z gleich:

Tm—rdlyim—1,0m
(n+r=Urn)y1+n—=1r+rn)1=0+D)n+r—Dn.1 =+ 1(n)

und man hat die Ausdriicke der (r + 1)(n), Elemente g¢;,._ 5. _ 01 im_1jm> WObel jm_ 41 =

n+ k — 1 fir mindestens ein k € {1,...,7 4+ 1} ist, mit Hilfe der iibrigen (n — 1),41 FElemente

gim_r,im_r+1,...,im_1,ima im—k+1 = 1’ R + k - 2; k = 1’ T + 1.
iv) Ein r 4+ 1-Zyklus hat damit die folgende Darstellung:

E . . . . (m—r) (m=r+1) (m)  _
glm—T‘ylm—r-}—ly"'ylm—lylm ® em—r+im_T+1 ® em—r+1+im_r+1 ®... .0 6m+im -
i kg1 =L mbk—1
k=1,..,r+1
n+r
= E E E Fimer e rglydme1,dm &
Imer=1 tm—k41 =1 ntk=2 Im—k41 =1t kg1
k=1,..,r k=1,..,r
(m=r) (m=r+1) (m) _
Ol —rtime s @ Em—rt1dipme g m=rtlime 1 @ @ i i g1 =

= § § Fimer fmerdtrdm—1,dm &

i k1 =1tk —2 Fm— kg1 =1 i kg1
k=1,..,r41 k=1,...,r

(m—r) (m—r) (m—r+1) (m) _
OCmrtipe, — Emtn ) D €m 1y mer i 41 Qo Qi mi g1 =

= § § Fimer fmerglyesfme1,fm &

o1 =1 bR =2\ G kg1 =l i pg1
k=1,..,r+1 k=1,..,r+1
(m=—r) (m—r+1) (m)

Qi merbim— 41 D Cmmr iy m—r b i 41 © @ O i

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
Es bleibt, die iibrigen Homologiegruppen zu bestimmen.
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Satz 4.2.21 (Homologie (2)) Fir einen generischen U, »,-Rechismodul Gy gilt:

Hq ((Go ®ZUn+m—1,1 C(Xn+m—1,1)) ®ZUn+m_2,1 C. ®ZU7L,1 C(Xn,l)) = 0, g<m

Bewers. Wir zeigen explizit, daB fiir ¢ < m jeder Zyklus Rand einer Kette ist. Zu diesem Zweck
definieren wir Homomorphismen

Digy + [(Go @ CRngmor ) @@ C()N(nyl)]q ~

— [(Go ® C(Xn+m—1,1)) ®...® C(X”’l)] a+1

mit der folgenden Eigenschaft:
Dig-1)8g)¢q + Ig+1) Diayeq = ¢4

¢ € [(Go ® C(Xn+m—1,1)) @...0 C()N(n,l)] ,

Ist nun ¢, ein Zyklus, so ist D, c, eine Kette mit Rand ¢;. Die Bestimmung solcher Homomor-

phismen ist eine bekannte Methode, das Verschwinden von Homologiegruppen zu beweisen, vgl.
[15], Kap. 12.
Es sei der Homomorphismus D,y wie folgt definiert:

Dig) (9®51®c(2)®,,.®c(m)) _
= gedl, ed®a.. g
Dy (g®e§i)®e§i)®...®e§.’;)®gp+l®C(P+2)®.“®C(m)) _

= ¢Q (eﬁ,ilrn — eﬁ)) ® (eﬁ) — eﬁ)) ®R...® (eg»i)_l — eg)) ® eg»i-l—l) ®

QP+ g g M)

wobei die formalen Faktoren ¢*) € {eglz), Zrt, k=p+2,...,m, und fir genau ¢ —p der m —p—1
Indizes k gilt: ¢*) = eglz).
Im Falle p = 0 hat man nun:

I q+1)Dig) (g ehed?e...0 c<m>) =

= ) (g 2el), ... c(m)) _

= g90H0Pe..0d™ g, @dy (c<z>®m®6(m))
Dig-1)0(q) (g 05H0P®...® c<m>) =

= Dy-1 (g @5 ©9y(cPe...0 c(m>)) =

= 9g® 65,3_” ® 6((]) (6(2) ®...® C(m))
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und es folgt unmittelbar:

(@ Doy + Do) (g0 5 0@ 0d™) = gonedo. . od

Im Falle p # 0 hat man:

Dy (g0 0 P00l @5 0P o o d™) =

]pl

= ) (g@(eﬁiln—eﬁ))e@ Lo (), oo e e dm) =

= (190l —e) e o —é) i el o adm ¢

Jp—1

H=1PHg @ (e, — <1>) Lol — e

J1 Jp—1

el ® gp) (C(p+ 'e...@ c(m))

und:
Digiig (30 e @ 0l 05 0t o, ™) =
= Dy 1)2 vello.. .0l VosedtVe.. .o

®e§p) ®Zp+1 ®C(P+2) Q. ..®C(m) +

+D1) ((—1)pg eV @@ 0P ® Z ® dy-p) (c<P+2> ®...0 c(m>)) =

p
= YUMo, —g) e ol g od e

]1 Ji—-1 ]z
i=1

®e (H—z) ®...8 eg) ® Zpt1 ® P2 o g em) 4
+(=1) g®(e£,i>+n e e - e

]pl Jp

@V @ 8(4-p) (c<p+z> ®...® c<m>)
und es folgt nach kurzer Rechnung:
Otg41) D) + Dig=1)9() )eq) = ¢4
g = 9000V ®... 0" @5 0t dm

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Die Homologiegruppen sind im folgenden Sinne rekursiv bestimmt.

Lemma 4.2.22 (Homologieschachtelung) Fir einen generischen Uy m-Modul Gy gilt fir alle

p, l<p<m:

Hy ((Go® C(Rgmo11)) ©...0 C(Xy 1)) =



4.2. M-DIMENSIONALE AQUIVARIANTE KETTENKOMPLEXE 135

= @ (G0 Ot 1) @00 CRarpn)) ©

r+s=q
®C()~(n+p—1,1)) ®...® C(Xn,l))

Bewers. Die Aussage ist nur im Falle ¢ = m, » = p und s = m — p nichttrivial. Oben wurde
gezeigt, daB fiir G,,—p, generisch bzgl. U, , gilt:

H, ((Gm—p ® C(Xn-l-p—l,l)) ®...® C(f(n’l)) 2 (Gyy) Ve
durch:

(m=p) & (m=p+1) (m)
Z hJ' ® Em—pt14im—pt1,m=ptltim—pp1+1 ®...0 Cmtim mtim+l
JjeJ
— (" )jer € (Gry)"7

wobel J die Menge aller p-Tupel von Indizes (jpm—pt1,..-,0m) mit jr = 1,...,n+m — 1 — k,
k=m—p+1,...,m, bezeichnet. Entsprechend gilt, daf fiir Gy generisch bzgl. U,1p m—p gilt:

Hpm—p ((Go ® C(f(n+m_1,1)) ®...® C()N(nﬂ,’l)) = (Go) AP Im=

durch:

0 1 m— 0 ntp—1)m—p
Zhg )'6(1+)j1,1+j1+1 ®"'®6£n—p12jm_p,m—p+jm_p+1 - (hg ))ief € (GO)( o)

i€l

wobel I die Menge aller (m — p)-Tupel von Indizes (¢1,...,8m_p) mit iz = 1,...,n4+m —1—k,
k=1,...,m—p, bezeichnet. Wahlt man nun:

Gm—p = Hm—p ((GO ® C(Xn+m—1,1)) ®...® C(Xn+p,1))
und:
(m-p) _ (0) (1) (m=-p)
h] : - Z hlv] ® 61+i171+i1+1 ®...0 em—Pﬁ‘im—pxm_p+im—p+1
1€l
so folgt:

H, ((Hm_p ((Go ® C()?n+m_1,1)) ®...® C(f(n+p,1)) ®

®C(Xn+p—1,1)) ®...0 C(Xn,l)) =

R

(Hm_p ((Go ® C(me_lyl)) ®...0 C()N(prl)))(n_l)p =
(Gén-l-p—l)m—p)(n—l)p — (GO)(n—l)m

R
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durch:

(m—p) (m—p+1) (m)
Z h; @ € pt1bimmppr s m=ptlimmpr 1 @ @ O b1 T
JjeJ

(0) (M (m—p)
- (Z hif @€ ijiaie1 @ @ Cmpiin m—ptimptl -
iel jed

— (b)) ser € (Go)"TDm

Jj€

und man hat das gewiinschte Ergebnis. O

Homologie des Komplexes mit trivialem Koeffizientenmodul

Im Falle eines trivialen ZU, ,,-Moduls Gy erhilt man aus der d4quivarianten Homologie wieder die
gewohnliche Homologie:

Lemma 4.2.23 Ist Gy trivialer ZUy, p,-Modul, so gilt:

H ((Go O im1 1 C(Xn+m—1,1)) QL smon - O, C(Xn,l)) =
= H ((Go @7 C(Xn+m—1,1)) Qg ...y C(Xn,l))

Beweis. Die Aussage folgt, da G trivialer U, 4pm—1,1-Modul ist und fiir alle r = 1,...,m —1
der Komplex G @ C(Xpn4m-1,1) @ ... Q@ C(Xnym—r1) ein trivialer Uptpm_r—1,1-Modul. O

Satz 4.2.24 Fiir einen trivialen Uy, pm-Modul Gy gilt:

Hy(Go® C(Xngm-11))®...0 C(Xy1)) = (GO)Egn’m)

Beweis. Im Falle eines trivialen U, ,-Modul Gy sind alle Ketten des Komplexes Zyklen, d.h.
es gilt fir g =1,..., m:

Hy((Go @ C(Xngm-1,1)) @ ... @ C(Xpn1)) = [(Go® C(Xngn-11)) @... 0 C(Xn,1)]

) q

Mit Lemma 4.2.4 folgt die Behauptung. O

Lemma 4.2.25 (Homologieschachtelung) Fir einen trivialen U, m,-Modul G gilt fir jedes p,
l<p<m:

Hy((Go ® C(Xpgm-1,1)) @ ...0 C(Xp,1)) =

= P H(H((Go® C(Xngm-11)) @ ... ® C(Xnip1)) @ ... @ C(Xn 1))
r+s=q

Beweis. Als trivialer Uy, ,,-Modul ist G trivial bzgl. Uy4p m—p, so daB gilt:

=(n+p,m—p)
5

Hy ((Go @ C(Xngm-11)) @ ... @ C(Xngp1)) = (Go) , s=0,...,m—p
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Fiir einen trivialen U, ,,-Modul Gy liefert der Komplex (G @ C'(Xp4m-1,1)) @ ... C(Xpntp1)
und insbesondere einen trivialen Modul bzgl. U, ,, und fiir einen trivialen U, p-Modul G,,_, gilt:

=(n,p)
Hy (G © C(Xnapa1)) @ v @ C(Xna)) = (Gop)P", 1 =0,...p

Setzt man also Gm—p = H; ((Go @ C(Xngm=-11)) @ ...@ C(Xn4p1)), s =0,...,m — p, so folgt
mit Lemma 4.1.4:

P He(H, (Go® C(Xngm-1,1)) @ ... 0 C(Xpyp1)) @... 0 C(Xp1)) =
r+s=q

~ Z(np)g(ntp,m—p) =(n,m)
= D (G)FETTT = (G

r4+s=gq

Dies war zu zeigen. O

Homologie des Komplexes mit beliebigem Koeffizientenmodul

Fiir eine Gruppe U bezeichne wieder C(U) eine freie Aufldsung von Z iiber ZU, wobei Z als
trivialer ZU-Modul betrachtet wird.

Mit dieser Notation kann man angesichts von Lemma 4.2.5 die obigen Ergebnisse zur Homologie,
die Sétze 4.2.20, 4.2.21 und 4.2.24, und zur Homologieschachtelung, die Satze 4.2.22 und 4.2.25,
kurz wie folgt zusammenfassen:

Korollar 4.2.26 (Homologie) Ist Gy ein ZU, m-Modul, so gilt:

=(n o
GO)Hq Go triveal
Hy (Go® C(Unm)) = ( Z(ntm
q( 02U, m (Un, )) { 7 = ) Go generisch

Korollar 4.2.27 (Homologieschachtelung) Fir einen U, ,-Modul Gy gilt fir 1 < p < m:

Hy (Go @ C(Un,m)) =

o @ H, (Hs (Go @ C(Ungtm-11)) @ ... C(Upyp1)) @
r4+s=gq

@C(Ungp-1,1)) @ ... C(Un 1))
Die Aussage zur Homologieschachtelung 1483t sich auch wie folgt formulieren:

Lemma 4.2.28 (Homologieschachtelung) Fir einen U, n,-Modul Gy gilt fir 1 < p < m:
H,y (Go @ CUnm)) = @D Hy (Hy (Go @ Clngpmep)) & C(Un )
r4+s=gq
Bewets. Die Behauptung folgt mittels Konstruktion freier Auflosungen:

C(U”‘H’ym—P) = C(Un+m—1,1) ®C( n+p, 1)
C(Un,p) C(Un4p-1,1) ® ~~~®C( Un,1)

)
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von Z fir die semidirekten Produkte:

Unipm—p = Ungm-11D< ... DX Upyp
U”J’ = Uﬂ+p—171 < ... < Un,l

und mittels der Isomorphismen von Komplexen:
ntpim—p CUntpm-p) =

= (Go O im1 1 C(Un+m—1,1)) OLimar - %0y, CUnip,1)
Grmp Oz, CUnp) =

= (Gm—p O trtr1 C(Un+p—1,1)) OLtsyon Qv C(Un 1)

Go @7y

wobei Gg und Gy,—p generische bzw. triviale Moduln bzgl. U, ,, bzw. U, , sind.
In H (Gm_p Q7 C’(Unyp)) wahle man den Koeffizientenmodul:

Gm_p=H (Go O ey C(Un+p,m—p))

Man beachte, dafl Uy, ym = Upqp,m—p DX Uy p ist. O

Das Ergebnis zur Homologieschachtelung wird nun noch einmal formuliert, und zwar mit Bezug
auf die topologischen Riume X, ,,,, als deren Fundamentalgruppen die Gruppen U, ,, definiert
sind.

Dazu wird wie im vorigen Kapitel verwendet, daf zum einen fiir eine freie Auflésung C'(U) von Z
fir ZU, wobei Z als trivialer ZU-Modul betrachtet wird, und fir einen ZU-Modul G durch:

Hy(U;G) = Hy(G @y C(U))

die Homologiegruppen der Gruppe U mit Koeffizienten in G (bzw. die Gruppen ToquU(Z,G))
definiert sind und dafl zum anderen fiir einen zusammenhéngenden und asphérischen Raum X mit

71(X) = U und einen ZU-Modul G gilt:
Hy(G gy C(X)) = Hy(U;G)

Zu diesen Zusammenhéngen siche Eilenberg [15], Abschnitt 12 und Abschnitt 28, insbesondere
Satz 28.1 und auch Ossa [32], S.225-226.

In unserem Fallist U, , = 71 (X, m), und der Konfigurationsraum X, , ist zusammenhéngend und
nach einem Satz von Fadell und Neuwirth [16] asphérisch (und damit ein sogenannter Eilenberg-
MacLane-Raum vom Typ K(Uy, m,1)). Es gilt (wie im vorigen Kapitel fiir m = 2 ausgefiihrt):

Lemma 4.2.29 Es sei C(Uy ) eine freie Auflosung von Z fir ZUp m, Unm = 71(Xn,m), wobet
Z als trivialer ZU, ,,,-Modul betrachtet wird, Gy ein ZU, p-Modul und C(X, ) ein Kompler in
der universellen Uberlagerung p: Xn m — Xpm von Xy pm, dann gilt:

Hy(Go Gy, C(Xnm)) = Hy(Go gy CUm)
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Damit folgt:

Lemma 4.2.30 (Homologieschachtelung) Fir einen U, p,-Modul G gilt fir jedes p, 1 < p <
m:

Hq (GO ® C(Xn,m)) =
= @ Hr (Hs (GO ® C(Xn+p,m—p)) ® C(Xn,p))
r4+s=gq
Beweis. Die Aussage von Korollar 4.2.28 lautet mit Hilfe der Tor-Notation wie folgt:
ToquU"’m(Z, Go) = @ TorTZU"’P (Z, TorSZU"JfP””‘P(Z, Go))
r4+s=gq

Anwendung des Lemma 4.2.29 fiir die zusammenhangenden und asphérischen Raume X, ,,, Xy
und X, 1p m—p liefert fiir die linke Seite:

TorZUnm(Z,Gy) = H, (Go 70, C(f(n,m))
und fiir die rechte Seite:
TOI“TZU"”'(Z, Gm-py1) = H, (Gm—p+1 Oz, C(Xn,p))
mit:
G = T ZUn+p,m—p —
m—-p+1 — Ory (Za GO) -
= H; (Go DL trmes C(Xn+p,m—p))

Damit folgt die Behauptung O.

Diese Aussage zur Homologieschachtelung gilt insbesondere im Fall, da Gy = Z trivialer
ZU, m-Modul ist. Mit Hilfe von Korollar 4.2.26 kann man die Betti-Zahlen und die Euler-
Charakteristik von X, ,,, bestimmen.

Man setze abkiirzend: H(X;Z) = H(Z @z C(X)).
Definition 4.2.31 Die Betti-Zahlen by(X,, ) von X, , sind definiert als:

by(Xnm) = Rang(Hy(Xnm;Z))
Die Euler-Charakteristik x(Xp m) von X, ,, ist definiert als:
X(Xam) = D (=1Vbj(Xnm)
j=0
Lemma 4.2.32 Fs gqilt:
X(Xom) = (“D7PEG = (=)™ (n = 1)y,

Beweis. Es gilt: b;(X, m) = E;”’m), j=0,...,m. Mit Z;”:O(_l)i'g(,”vm) - (_1)m5£g—17m)
folgt die Behauptung. O
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4.3 Iterierte lineare Darstellungen der Zopfgruppen (2)

Im folgenden wird zunéchst gezeigt, wie prinzipiell Darstellungen der Zopfgruppe B, als Gruppen
von Automorphismen der Kettengruppen des m-dimensionalen dquivarianten Komplexes gewonnen
werden kénnen. Im anschliefenden Beispiel wird die Darstellung der freien Gruppe Us; vom Rang
2 als Gruppe von Automorphismen der Homologie eines m-dimensionalen dquivarianten Komplexes
mit einem explizit gegebenen speziellen Koeffizientenmodul GGy behandelt. Diese Gruppe kann als
Monodromiegruppe héherer hypergeometrischer Integrale vom Typ ,, Fj,—1 interpretiert werden.
AufBlerdem wird der Fall eines Koeffizientenmoduls G, betrachtet, der zusitzlich ein Modul bzgl.
B, ist, wobei B, C By1m die vom Element 0;, j = 1,...,m—1, erzeugte Zopfgruppe ist. In die-
sem Fall kénnen Darstellungen von B,, als Gruppen von Automorphismen gewisser Faktorgruppen
der Kettengruppen und der Homologiegruppen mit Hilfe gewisser verallgemeinerter Multinomial-
koeffizienten explizit angeben werden.

4.3.1 Darstellungen der Zopfgruppe B, auf dquivarianten m-Ketten

Man erinnere die Resultate zur dquivarianten Kettengruppe G,_1 @y, R 1 ()N(,H_m_ryl), 1<

r < m. Die Gruppe C1(Xntm—r1) ist treuer (rechter) Darstellungsmodul bzgl. der Zopfgruppe
By tm—r durch den Monomorphismus:

(I)(r) : Bn+m—7‘ - AUt(Cl(Xn+m—r,1))
ke o
L COICE AR DI CACA)

kr

Hierbei ist Upym—r1 = {(yri;i =r+1,...,m+n), und J(T)(O'Z') ist die Jacobi-Matrix des Auto-
morphismus o; € Aut(Upym—r1):

r 1- rd e o ri
J )(Ui) = 1,1 ® ( r, ~y1 170 70’ ) S lnyr_io1

J(T)(Ui) € GL(ZUpim—ra,n+m—r)

Ist der Koeffizientenmodul G, _1 ein By 4m—r Upntm—r1-(Rechts-)Modul durch einen Homomorphis-

mus:
(I)‘(qr—l) : Bn+m—7‘Un+m—r,1 - AUt(Gr—l)

so ist die dquivariante Kettengruppe G,_1 @7, (o ()N(n_km_m) (rechter) Darstellungsmodul

ntm—r,1

bzgl. der Zopfgruppe Bpim—r durch:

X(T_lyr) : Bn+m—7‘ - AUt(Gr—l ®ZU Cl(Xn+m—r,1)) = AUt((Gr—l)n-I—m_r)

ntm—r,1

VT 0 ) = 8 e ) @ 7 (0)(])

™Jr

Hierbei konnen die Eintrage der Jacobi-Matrix J(T)(O'i) € GL(ZUy4m—r1,n + m — r) nach links
)

. . 1
kommutiert und dem Homomorphismus <I>5,T unterworfen werden.
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Nun ist jeder Bpim—rUntm—r1-(Rechts-)Modul G,_; auch Modul bzgl. der Untergruppe
BhUpm—rt1 C Bnym—rUntm—r1, und jede Kettengruppe Gr_1 ® C’l()N(n_Fm_ryl) selbst ist als
(Rechts-)Modul bzgl. Bpym—, auch Modul bzgl. der Untergruppe BoUp m—r C Bnym—r-

Man betrachte nun die m-dimensionale iterierte dquivariante Kettengruppe

[(G0®C()~(n+m—1,1)) ®...®C()~(n,1) = (Go)(n)m
wobel der Koeffizientenmodul G ein B, U,, m-(Rechts-)Modul ist durch einen Homomorphismus:

0 B Uy — Aut(Gy)

Die Gruppe [(Go ® C(Xn+m—1,1)) Q... 8 C’()N(nyl)] ist dann (rechter) Darstellungsmodul bzgl.
der Zopfgruppe B,, durch die Abbildung: "

X(o,l,...,m) - B, — Aut ([(Go ® C(Xn+m_1,1)) ®...0C(X, 1)]m) o~
= Aut((Go)(n)"‘)
definiert durch:

O el e ) =
*P(e)(s"") © V(@) )) @ @ M @) (7T,

m,jm

Hierbei konnen die Eintrage der Jacobi-Matrizen J(T)(O'i) € GL(ZUpym—r1,n+m—r), r =
1,...,m, nach links (bzw. nach innen) kommutiert und letztlich dem Homomorphismus <I>5,0)
unterworfen werden.

4.3.2 Anwendung: Monodromiegruppe héherer hypergeometrischer In-
tegrale

In diesem Beispiel werden Darstellungen der Zopfgruppe Us 1 C Ps, einer freien Gruppe vom Rang

2 betrachtet, und zwar Darstellungen als Automorphismen der Homologiegruppe

H,, ((Gg ® C'()N(3+m_171)) Q...8 C(ngl)), wobei (G spezieller 1-dimensionaler Koeffizienten-

modul ist. Diese Darstellungen kénnen als Monodromiegruppen Pochhammerscher héherer hyper-

geometrischer Integrale vom Typ , F),_1 interpretiert werden.

Motivation: Hohere hypergeometrische Integrale

Man betrachte die komplexe Funktion:

m

(i = zipn) 0 [T (i = ) omt
i=1

s

1l
-

I(O)(Zla"'azm-l-S) =

(3

X(21 = Zpgs) bt Aij ER—-Q
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holomorph in der universellen Uberlagerung von:
3 .
cmt N2 = 2zig1, 20 = Zmag2, 21 = Zmyssi = 1,...,m}

mit logarithmischen Singularitdten in z; = 2z;41, 2 = Zm42 und 21 = zpys. Es bezeichne V()
den 1-dimensionalen komplexen Vektorraum, erzeugt von I(O)(zl, ..y Zm+3). Die Monodromieei-
genschaft von I(O)(zl, ..+, Zm+3) bestimmt einen Modul G = v = cC bzgl. Prys = m1(Xo m+3)
durch die Abbildung:

VO x Pz — VO
([(0)’%.7].) — 7100 T q>(go)(%].)(](0)) — 2midi 5 1(0)

bzw. 1-dimensionale Darstellung der Gruppe Pn 43 durch die Abbildung:
) Prys — GLVO)
q)go)(%].) — 6271'2)\;,]" Yii € Pmys
Hierbei geniigen nach Voraussetzung die Exponenten A; ; den folgenden Bedingungen:

Aiitt, Aimt2 & Z, i=1,....m
A1,m+3 ¢ Z

Aij = 0 sonst

Weiter betrachte man folgende (geeignet iiber Zyklen auszufithrende) m-fache Integrale als Funk-
tionen der 3 Veranderlichen z;, j =m+ 1, m+ 2, m+ 3:

I(m)(zm+1,...,zm+3) = /dzm/dzm_l.../dzl I(O)(zl,...,zm+3)

Diese Integrale wurden von Pochhammer [34] als verallgemeinerte hypergeometrische Integrale ein-
gefiihrt, die gewissen linearen Differentialglaeichungen (m + 1)-ter Ordnung geniigen. Sie werden
hier als Integrale vom héheren hypergeometrischen Typ bezeichnet. Setzt man 2,41 = 2, 242 =0
und z,43 = 1, so liefern sie Funktionen von z mit zwei endlichen Singularitaten, namlich in z =0
und z = 1.

Im folgenden sollen zum einen die linear unabhéngigen zuléssigen geschlossenen Integrationswege
bestimmt werden. Dies wird iterativ geschehen, indem im ersten Schritt Integrale fdzlf(o) be-
trachtet werden, mithin die Homologiegruppe H1(G§ @ C'()N(m_kzyl)), im zweiten Schritt Integrale
[dz fdzlf(o), mithin die Homologiegruppe Hs((G @ C’()N(m_kzyl)) ® C’()N(m_Hyl)) ~ Hi(H(G§ @
C()N(m+271))®0()~(m+171)), und im letzten Schritt die Integrale [ dz,, [ dzpm—1 ... [ dz I mithin
die Homologiegruppe H,,((G§ @ C’()N(m_kzyl)) Q...8 C(ngl)).

Zum anderen soll das Verhalten der Integrale fiir analytische Fortsetzung in zp,41 entlang Wegen
Ym+1,; € Uan, 7 = m+ 2, m+ 3, untersucht werden, die die singuldren Punkte 2,42 und 2,43
vermeiden. Das bedeutet:

e Bestimmung der Homologiegruppe H,,((G§ @ C’()N(m_kzyl)) Q...8 C(ngl))
e Bestimmung der Darstellung Us 1 — Aut(H,,((G§ ® C’()N(m_kzyl)) Q...8 C(ngl)))
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Bestimmung der Homologiegruppe

Es sei also n = 3, und es sei zunichst Gf = V() = C der obige 1-dimensionale Modul bzg].
Prys = P3Us p, Im folgenden werden an die Exponenten J; ; weitere Forderungen gestellt werden.
Es soll die Homologie H,,((G§ ® C'(X31m-1,1)) @ ...® C(X3,1)) bestimmt werden.

Beispiel 4.3.1 Im Falle m = 1 hat man nach Voraussetzung A1 ; € Z, j = 2, 3,4, so dafl der Modul
G} generisch ist bagl. Usy = (v1;;7 = 2,3,4). Jedes Element von Hi(GY @ C(ngl)) hat dann
eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von 2-Zyklen: Zk:374 gl(co) ® e(;]z, gl(co) e G,
und es gilt:

Hi(GF © C(X31) = (GF)°
Beispiel 4.3.2 Im Falle m = 2 hat man nach Voraussetzung A ; € Z, j = 2,4,5, und Ay 3 = 0,
sowie Ao ; € Z, j = 3,4, und Ay 5 = 0. Man fordere aufierdem, dafl folgendes gilt: (As 3+ A1 2) € Z,

(A2a+Aa+Xos) €Z, (Mo2+ i) 2.
Im ersten Schritt ist festzustellen, daB der Modul G¥ generisch ist bzgl. der Generatoren vy ;,

J=2,4,5,vonUs, da (I)EJO)('_)/L]') = e¥™Ani £ 1, j =245 und daB der Modul G} trivial ist bzgl.
1,3 € Ua, da <I>(go)(7173) = ¢2™A15 = 1. 1-Zyklen sind daher die wesentlichen Zyklen ¢(°) @ e(;]z,
k= 4,5, sowie der triviale Zyklus ¢(°) ®71,3. Wir betrachten im weiteren ausschlieilich wesentliche
Zyklen. Bezeichnet man die Untergruppe wesentlicher Zyklen mit H{*"(G¥ ®C’()~(471)), so hat man
also zunichst das Resultat, daf§ jedes Element von H{”"(G§ @ C(X4,1)) eine eindeutige Darstellung
Zk:475 gl(co) ® e(;]z, gl(co) € G}, hat und daf gilt:

H{T(GE © C(Xan) = (GF)?

Im zweiten Schritt ist festzustellen, dafi H{"(GY @ C’()N(471)) als Us 1-Modul GY generisch ist
bzgl. der Generatoren v2;, j = 3,4, von Us 1, da die Eigenwerte unter <I>§,0), namlich 272
und e2mi (X235t A2) By @2TiA2a ypd @27 (A2,at A2+ 204) yngleich 1 sind. Daher sind die Elemente
(¢ @ e(;;) ® egﬁ, k = 4,5, wohldefiniert und Zyklen von H{*" ((G§ @ C’()N(471)) ® C(ngl)).

H{"(G§ @ C’()N(471)) als Us 1-Modul ist nicht generisch bzgl. des Generators 725 € Us 1, da
der Eigenwert 27?25 = 1 ist. Jedoch wird der Bigenwert ¢>T/(A12+21.5) £ 1 auf dem Zyklus
¢V e(;g € HI*"(Gf @ C’()N(471)) angenommen, so daf ¢(¥ ® e(;g ® egfg einen weiteren Zyklus von
HI"((GY @ C’()N(471)) ® C(ngl)) liefert. Jedes Element von Hi"(Gf @ C'()N(AM) ® C(ngl)) hat

also eine eindeutige Darstellung: > x; k=45 (gl(c(i)k2 ® 6(21]31) ® 6;2]22, gé?)h € G, und es gilt:
N , , , ,

HI™ (G @ C(X41) @ C(X51)) = (GF)°

Die Aussagen iiber die Figenschaften des Koeffizientenmoduls G kénnen abstrakt und fiir
beliebiges m formuliert werden.

Definition 4.3.3 Es sei I' C Us ,, die folgende Menge:

T' = {Yiig1:Yim42: V1,m43, Yiit1 - - - Y1,271,m+3;
Vi1 Yimt2 Y12V ,m42; 0 =1,...,m}
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Es sei G} eine kommutative Gruppe und <I>5,0) : P3Us 1, — Aut(G{)) ein Homomorphismus mit den
Eigenschaften:

N = 49 ¢DeGy, vePs
()9 = ¢ Y EUsm\T

—1
{@<90>(1 . »y)] € End(GE), YETCUsm

Damit ist G} ein (Rechts-)Modul bzgl. P3Us ,, mit der Multiplikationsabbildung G& x PsUs ,,, —
G?, gegeben durch:

(07 — ¢y =3 ()(g'?)

Beispiel 4.3.4 Der oben betrachtete 1-dimensionale P3Us ,,,-Modul V(O), gegeben durch die Ab-
bildung;:

) PslUs . — GL(V)
q)(go)(%,’j) — 6271'2')\;,]" Yij € Pmys
geniigt den an Gf gestellten Forderungen, wenn die Exponenten J);; (aufier den obigen Bedin-

gungen A; 41, Aimpo € Zfir i =1,...,m, A mys € Z und A, ; = 0 sonst) auch den folgenden
Bedingungen geniigen:

p—1
Z/\i,i+1+/\1,m+3 ¢ Z, p=1...,m
i=1
p—1
Z(Ai,i-l-l +Ai,m+2) ¢ Za P = 1a"'am
i=1

Auch die Aussagen iiber die Homologie H{" ((GY @ C'()N(3+m_171)) Q...® C(ngl)) konnen fiir
beliebiges m formuliert werden.

Satz 4.3.5 (Homologie) Elemente von HI"((GE @ C'()N(3+m_171)) Q...Q C(ngl)) haben eine
eindeutige Darstellung der Form:

0 1 m 0
Y @ el e, 6k, €68

d.h. es gilt:

HI (G @ C(Xmg2)) @ ... 0 C(Xap)) = (GF)™F!

)
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Bewes. Der Beweis ist durch vollstdndige Induktion nach », 1 < r < m.

Induktionsanfang: 1) Gg’ als Upy42,1-Modul ist generisch nur bzgl. 1 2, v1,m+2, Y1,m+3 € Unmt2,1,
d.h. nur die Elemente (1 —1,2), (1 = ¥1,m+2), (1 = Y1, m+3) € ZUm 421, sind als Endomorphismen
von Gg’ invertierbar. Zyklen in Gg’ ® C’l()N(m_Fzyl) sind daher die trivialen Zyklen g(o) ® Y1,5,
J#2,m+ 2 m+ 3, sowie die wesentlichen Zyklen, die durch Differenzen der Ketten PSS 6(1%;,
J = 2,m+ 2 m+ 3, gebildet werden. Jedes Element von H{*"(G§ @ C’()N(m_kzyl)) hat also eine

eindeutige Darstellung der Form: Zk:m-I—Z M43 gl(co) ®@ 6(21]3, gl(co) € GY, d.h. es gilt:
H{™(Gf © C(Xmy2)) = (GE™!

ii) Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 und mit den Eigenschaften des Moduls G bzgl.
Us,m folgt fiir die Wirkung der Elemente 3, € Upyq1,1, wobei k = m+2, m+3 ist, auf ern(Gg’(}b
C(Xm42,1)) unmittelbar:

¢V e 6(2%13 Y2,3 973 @ 6(2%;3, k=m+2m+3

g(0)®e(;,z’yz,j = g(0)®e(;,3, k=m+2,m+3;7=4,.... m+1
9@ 6(2%2714-2 Y2m+2 = 9(0)72,m+271,271,m+2 ® 6(2%2714-2
(0) (1) — 4O _1 (1)
g ® €am+3V2m+2 = ¢ 72,m+271,2(71,m+2 ) & €9 m42 +
+g(0)72,m+2 ® 6(2%2,14_3
dO @) oromis = 900l g O imrs — D) @eb) s
1 1
9(0) & 6(277),14_3 Y2,m43 = g(0)71,271,m+3 & 6(277),14_3

wobei nach Voraussetzung:

(1 —y53) € Aut(G)

q>§0)(1 — Yomt271,271 . m42) € Aut(Gf)
OOl —y5my2) € Aut(Gf)

(1= 71071,me8) € Aut(GE)

H{"(GE @ C’()N(m_kzyl)) liefert also einen (Rechts-)Modul GY bzgl. Uy, 41,1, der generisch ist bzgl.
der Elemente v ; € Upy1,1, § = 3,m+ 2, und trivial bzgl. aller Elemente v2; € Up1,1, J €
{3, m+ 2}. Die Elemente (1 — y2,3) und (1 — 42 m42) von ZUp 411 sind als Endomorphismen von
ern(Gg’(}bC()?m_Fzyl)) invertierbar. Alle (1—+5 ;) € ZUpmy1,1, wobel j & {3, m+2, m+3} ist, sind
als Endomorphismen nicht invertierbar. Das Element (1 — v3 p43) € ZUpy41,1 ist invertierbar als
Endomorphismus des Submoduls von H{"(G§ @ C'()N(m_kzyl)), erzeugt vom Zyklus ¢(9 @ 6(2%7)714—3'
Jedes Element von H{"((G§ @ C’()N(m_kzyl)) ® C’()N(m_Hyl)) hat also eine eindeutige Darstellung;:
Zkl,kQ:m-lt2,m+3 (gl(c??l@ ® 6(2%131) ® 655;2, gé??h € GY, und es gilt:

ky>

HI (G @ C(Xng2,1)) @ C(Xmyr11)) = (GF)?
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iii) Man bemerke weiterhin, die Wirkung von Elementen v; ; € Us m—_2, wobel i = 3,...,m ist,
Jj=4,...,m+3undi < j,und von Yy, 41,1 € P3, wobei k = m+1, m+2, auf H{""(G§@C(Xpn42,1))
st wie folgt:

1
9% mes @ e,
k=m+2m+3, j=3,....m+1

9O @ e} i

00 i = 60 6]
k=m+2m+3, j=3,....m+1
9@ 6(2%13 Yii+l = g(o)%’,i+1 ® 6(2%;?
k=m+2m+3, i=3,...,m
g(o) ® 6(2%]1 Yij = g(o) ® 6(2%]1,

k=m+2m+3, 3<i<j—1<m
Hierbel ist:

01— 5 ) € Aut(G§) j=3,...,m+1

6
(1 —yi41) € Aut(GE), i=3,....m

H{"(GS @ C’()N(m_kzyl)) liefert also inbesondere einen Modul GY bzgl. P3Us,_», der generisch
ist bzgl. der Elemente 4j m42, 7 = 3,...,m+ 1, und 7;;41, ¢ = 2,...,m, und trivial bzgl. der

Elemente v; m43, j=3,...,m+1,und v;;,3<i<j—1<m.

Induktionsannahme: Fiirein 1 < r < m sei nun angenommen, dafl jedes Element von Hi" (G @
C(Xmy21))® ...0 C(Xpmas—r1)) eine eindeutige Darstellung der Form hat:
+2, +3-r, g g
S kvekrmmiamis () @) Yool gl e GE, dh. daB gilt:

kjZkit
HIM(G) @ O(Xm421)) @ ... 0 C(Xmga—r1)) = (GH)™

Insbesondere bedeutet dies, dafi H”} ((G§ @ C’()N(m_kzyl)) Q...0 C'()N(m+4_r71)) einen Modul G¥_,
bzgl. Upys—r1 liefert, der generisch ist bzgl. der Elemente v,; € Unts—r1, j =7+ 1,m+ 2,

und trivial bzgl. aller Elemente v5; € Unys—r1, j & {r+1,m+ 2}, und daf (¢ @ 6(2%7)714—3) ®

B 65,7‘77_1?3 e HIT((GY @ C’()N(m_kzyl)) Q... C'()N(m+4_r71)) generisch ist bzgl. des Elements
Yr.m+3 € Um+3—7‘,1~ N N

Ferner sei angenommen, dal GY_; = HI7((G§ @ C(Xim421)) @ ... @ C(Xppa—r,1)) als Modul
bzgl. P3Us p—r, generisch ist bzgl. der Elemente v; 0, j =r+1,...,m+ 1, und v 341, 1 =
r=+1,...,m, und trivial bzgl. der Elemente 4; n43, j =7+ 1,...,m+ 1, und der Elemente 7; ;,
r+l1<i<jyi—1<m.

Induktionsschluf: i) Es folgt fiir die Wirkung der Elemente 4,415 € Upmio—r1, wobel k =
r+2,...,m+3, auf HI*"((G§ @ C(X;m321)) @ ... 0 C(Xpmis-r1)):

(r=1)

9" e 65«21,k Yr4led2 = 4 Vrt1r42 @ 65«21,16’ k=m+2,m+3
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¢ Ve ef«cr)m Trtli = g1 @ 65“217’“
k=m+2m+3;, r+2<j<m+2
(r=1) g () = grv -
g @ €pftmy2 Vrdlmtb2 = ¢ Yr+1,m42 Y41 Yrm+2 © €1 myo
g(r—1) ® 65«:—)1,m+3 Tr+im+2 = g(r_1)7r+1,m+27r,r+1(’Vr,m+2 -He 65“:)17’”*'2 +

+g(r_1)7r+1,m+2 ® 65«:-)1,m+3
9" Ve 6521,m+2 Yoprmes = gV @ 65“:—)1,771+2 + 9" (mps — D @ 65“:—)1,771+3

= g(r—l)

-1 (r) (r)
g(r ) & Crt1,m+3 Vr+l,m+3 = Vrrd+1Vrm+3 & €rt1,m+3

wobeil nach Induktionsannahme:

OU=I(1 — vy 042) € Aut(GE_))

UV = Y pt ma2 Vet 1¥rmez) € Aut(GE_))
(1 = yrg1me0) € Aut(GY,)

U1 — vy q17rmes) € Aut(GE_,)

Hierbei ist ¢"=1) € GY = Hffq((Gg)®C()~(m+271))®. . .®C’()~(m+4_r71)). Die Gruppe H{*"((G{®
C’()N(m_kzyl)) Q... C'()N(m+3_r71)) liefert also einen Modul G¥ bzgl. Unqo_,1, der generisch
ist bzgl. der Elemente 4,11 ; € Upyo_r1, j = r+ 2,m + 2, und trivial bzgl. aller Elemente
Yr41,j € Unys—r1, J & {r+2,m+2}. Und ferner ist der Zyklus (g(0)®e(;r)n+3)®. . .®e£:_)17m+3 aus
HI"((GY @ C’()N(m_kzyl)) Q...9 C'()N(m+3_r71)) generisch bzgl. des Elgments Yr41,m+3 E~Um+2—hl~
Man hat folglich das Resultat, daf} jedes Element von Hfj_q((Gg’®C(Xm+271))®. - @C(Xmya—r1))

eine eindeutige Darstellung der Form hat: > xy,n,yi=mtzmts (gé?)m g © 6(21]31) ®...® 65:—2111T+1’

kiZkjg1

0 .. €GE.dh. daf gilt:

HIZ((GE © C(Xmg2)) @ - @ C(Xnga—r1)) = (GE)H?
i1) Weiter gilt fiir die Wirkung von Elementen v; ; € Uspm_p_1, i = 7+ 2,...,m, j = r+

3,...,m+3,i< j,und von ymy1 5 € Ps, k =m+1,m+ 2, auf HI**((GY ® C’()N(m_kzyl)) ®...®
C(Xm+3—r,1)):

gV @ imar = 0Ty @),

k=m+2m+3 j=r+2,...,m+1
"V 65«:.)1,1@ Yimis = Vg 6521,1@

k=m+2m+3 j=r+2,...,m+1
g" V@) i = g i @ e,

k:m+2,m+3, i:?“—|—2,...,m
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g Ve 65«21,k vi; = 4"V 65«21,1@

k=m+2,m+3, r4+2<i<j—1<m
Hierbei ist:

U1 — 55 mp2) € Aut(GE_)),  j=r+2,...m+1

UV = yi441) € Aut(GEy),  i=r+2,...,m+1
Somit ist G = HI(G§ @ C(Xmg21)) @ ... @ C(Xmys_r1)) als Modul bzgl. PslUs pm_p_1,
generisch bzgl. der Elemente v; pq2, j=r+2,...,m+1,und y; ;41,4 =7+ 2,...,m, und trivial

bzgl. der Elemente v; py3, j=r+2,....m+1,und v ;, r+2<i<j—-1<m.
Damit ist die Induktion vollstindig. O

Darstellung der Zopfgruppe Us ;

Es kann nun die Darstellung y : Us;1 — Aut(HI" (G @ C’()N(m_kzyl)) Q... C(ngl))) von
Uz 1 = {(Ym+1,m+2, Ym+1,m+3), einer freien Untergruppe von Ps, explizit angegeben werden.

Es sei P(m) = p+ (m—p) eine Partition von m, wobei p und m— p beziehungsweise die Anzahl

der formalen Faktoren 65']4-)1,@ mit den Indices k; = m+ 2, m+ 3 im Produkt (g(o) ® 6(2%131) R...0
eiT_I_)lykm angeben:

1 t1 i
Ve 6(2,r)n+3 ®...0® 61(;121,m+3 ® 61(71;-2,r)n+2 ®...© 65”+)17m+2 €
€ HEM(GF & C(Xpnpo) @ .. @ C(X51))

Satz 4.3.6 Die Zopfgruppe Us 1 hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Ho-
mologiegruppe HIT"((GY @ C(Xpmy21)) @ ...@ C(X31)) = (G5, und 2war ist der Homomor-
phismus:

X:Uon —  Aut(HE((GE @ C(Xpy2,1)) @ ... @ C(X31))) = Aut ((G§)™ )

gegeben durch:
W) = o (y R ()

Hierbei ist die Matriz Ré,l""’m)(’y) € GL(ZUs m, m+1), und die nichtverschwindenden der Eintrdge
(Ré}’”"m)(’YmH,mH)) ,p,q=0,...,m, sind:
P

P
1,...
(Rf@ ) ,m)(7m+1,m+2)) = TYmm4+1Tmm+2Tm—1,mTm—-1,m+2 .- Vp+1,p+27p+1,m+2
P
RU-m)( T
o 7m+1,m+2) » = TYmm+1Tmm+2Tm—1,mTm—-1,m+2 -+ Vp—q+2,p—q+3Vp—q+2,m+2 X

><'Vp—q+1,p—q+2(’Yp—q+2,m+2 - 1)a q=0,...,p—1



4.3. ITERIERTE LINEARE DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPEN (2) 149

q
Die nichtverschwindenden der Fintrdge (Ré}""’m)('ym{_lym_l_g,)) ,p,g=0,...,m, sind:
P

(1,..,m) L
Ry ™ (Yma1,mts) . = 1
1 m
(Ré, "“’m)(’ym+1,m+3)) = YmmA1Ymtlm42 V1,27 ,m43 — 1
P

Beweis. Fiir alle ¢°) € G§ ist die Matrix Ré,l""’m)(’y) durch die folgenden Relationen gegeben:

1 +1 m
(9(0) ® 6(2,r)n+3 ®...0 6;(;121,m+3 ® 6;(};-2,7)71+2 ®...0 6£n+)1,m+2) Y=

= 2 g(o”y(RS"”’m)(v))Z@
¢=0,....m

1 +1 m
®e(2,r)n+3 ®...0 651q+)1,m+3 ® 6fﬂ|-2g)n+2 ®...0 65n+)1,m+2

Mit Hilfe der Formeln aus dem Beweis des Satzes zur Homologie folgt fiir die Wirkung des Gene-

rators Ym41,m+2 € Us it

1
(9(0) ® 6(2,r)n+2 ®...® 657::-)1,m+2) Tm+1,m+2 =
= J0Ymm+1Ymm+2 ---Y1,2Y1,m+2 &

1 m
®6(2,r)n+2 ®... . 65n+)1,m+2

(m)

1
(9(0) ® 6(2,7);1+3 ®... .0 6m+1,m+3) Tm41,m42 =
= Ve 6(2%7);1+3 ®...0 657::-)1,m+3 +
+ Zg(o) Ym,m+1Tmm+2 - - - Ym—g+1,m—qg+2 (7m—q+1,m+2 - 1) ®

g=1

1 m— m—qg+1 m
®e(2,r)n+3 @...0 egn—q(zl—)l,m-I—S ® egn—q(zI—Z,r)n-I—Z @...0 e£n+)1,m+2

und fiir die Wirkung des Generators 4m41,m+3 € Us 1 auf diese Zyklen:

(9(0) ® e(Z%r)n-I-Z ®...0 657::-)1,m+2) Tm+1,m43 =

= Ve e(Z%r)n-I-Z ®...0 657::-)1,m+2 +

+9\ (Mmts —1) @ 6(2%7)714—3 ®... .0 657::-)1,m+3

(m)

1
(9(0) ® 6(2,7);1+3 ®...® 6m+1,m+3) Tm+1,m+3 =
1 m
= §0Ymm+1 ---71,271,m+3 & e(Z,r)n-I—S ®...® 65n+)1,m+3
Die behauptete Wirkung der Generatoren vy, 41 m+2 und ¥m41,m+3 von Us 1 auf beliebige Zyklen,
p#0,m, aus HI"((GY @ C(Xp42,1)) @ ...® C(X35,1)) ergibt sich daraus leicht. D
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Monodromiegruppen hdherer hypergeometrischer Integrale

Es sei nun wieder V(9 der 1-dimensionale C-Vektorraum, erzeugt von I(O)(zl, ey Zm+3), und

Gf = V(9 = ¢, der 1-dimensionale P3U3 m-Modul, gegeben durch die Abbildung:
O Py, — GLV)

O (yij) = =TIy € Pl
Die m-fachen Pochhammerschen héheren hypergeometrischen Integrale:
I,(Ch) g (Bmts e 2mgs) = / dzp, .. / dey I (21, 2mys)
Chom Ckq

sind wohldefiniert, wenn im ersten Schritt iiber die 1-dimensionalen Homologiezyklen ¢, = 10 g
6(21]3 € ern(V(O) ® C’()N(m_kzyl)) integriert wird, im zweiten Schritt iiber die 1-dimensionalen Ho-
mologiezyklen ¢p, = ¢, ®653)2]32 € ern(V(l) ®C'()~(m+171)), wobei V(1) = ern(V(O) ®C’()~(m+271))
ist, und im m-ten Schritt iiber die 1-dimensionalen Homologiezyklen ¢y, = ¢, _, ® 65::_)1 k., €
ern(V(m_l) ® C()Nfgyl)), wobei V(m=1) — ern(V(m_z) ® C'()N(4,1)) ist. Es sei V(™) der Vektor-
raum der Dimension m + 1, der von den linear unabhingigen Integralen aufgespannt wird. Die
Darstellung x : Us 3 — GL(V(m)) liefert die Monodromiegruppe der Integrale, aufgefafit als Funk-
tionen von zm41.

Die Fille m = 1 und m = 2 wurden beispielhaft in den Absdchnitten 2.3.5 und 3.3.3 betrachtet.

Beispiel 4.3.7 Tm Falle m = 3 hat man den C-Vektorraum V&) der Dimension dimV®) = 4,
aufgespannt von den 3-fachen hypergeometrischen Integralen:

Ty ko ks (24, 25, 26) = / dz3[l(c?,)k2(z3a"'az6):
c

= / ng/ deI](i)(Zz,...,Z6)I
/ ng/ de/ lef( ) Zl,..., 5)

I(O)(Zl,...,25) — Zl )>\1 2(21 Z5)>‘1 5(21 Z6)>\16 %

X (29 — 23)*% (20 — 25)1 (25 — 2a) 4 (25 — 25)12°

Hierbei wird erst integriert iiber den Zyklus ¢g, = =10 g e(l) € ern(V(O) ® C(Xg,’l)), dann
iiber den Zyklus ¢, = I(l) ® 6(2) e H{I"™(V v & C’(X471)) und schlieBlich iiber den Zyklus

=1V o) € er”(v@) ® C(ngl)). Die Indizes sind ki, ko, ks = 5,6, k1 > ko > k3. Die
Darstellung X : Uz g — GL(V®) lautet wie folgt:

Q] 202 303 4001 5002 5043 5 0 0 0

vas — a1 2009 3003 a0vn 50g 5y 5 — 1) (3 303 4042 503 5 0 0
’ a1 2009 3003 atva s0g 5(r 5 — 1) @g zavg sz (s 5 — 1) 03,4003 5 0
a1 2009 3003 402 503 5(1 5 — 1) s gagaass(ass —1) asa(ass —1) 1
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16 -1
ay 06— 1

Y46 —
’ aq 20930016 — 1

o O O =
OO = O
O = OO

Q] 9Qg 3(¥3 4Q¥1 6

Zu den Ausdriicken in der Standardnotation gelangt man, wenn man wie folgt identifiziert:

Al,Z = 0 — 6 -1
Z1 = u
e = As B—p
2 B A176 = p—-—a— 1
zZs = W

A273 = T — ")/ — 1
Y — z
zs = 0 Aas = T
z5 = 1 Az = =0
6 o Ag 5 = b—1

Man hat die héhere hypergeometrische Reihe

e = N @B
et ) @D

() = _(a+1)...(a+k—1)

und die (iiber Zyklen auszufiihrenden) hoheren hypergeometrischen Integrale:

= [ [ [ ot 5 a1t

Zur diesen hoheren hypergeometrischen Integralen korrespondierenden linearen Differentialglei-
chung 3-ter Ordnung siche Pochhammer [34].

Die Monodromiegruppe dieser héheren hypergeometrischen Integrale wird von Beukers und Heck-
man [3] angegeben. Es ist die Gruppe mit Generatoren T'g, Ty, Tes € GL(C,4) und der Relation
I'gI''T'oo = 1, wobet:

0 0 0 —t 0 0 0 —d
1 0 0 —s 10 0 —e¢
-1 _
=101 0 - Te =10 10 -
0 0 1 —gq 0 0 1 —a
und wobei a, b, ¢, d und ¢, r, s,t definiert sind durch:
(l‘ _ 627Tia)(l‘ _ 62772'0)(1, _ 62772'7)(1, _ 62772'6) — l‘4 —|—ax3 —|—bl‘2 +exr4d
(x —e?™P) (2 — ™)z — ™™ Yx —1) = 24 qed+ra’ 4w+t
Die Eigenwerte von I'y sind identisch den Eigenwerten von x(7va,s):
a1 200 52 302 5O3 4035 = ezﬂi(A1,2+>\1,5+>\2,3+>\2,5+>\3,4+>\3,5) — e~ 2mip
(9 3009 503 4003 5 627Ti()\2)3+)\2)5+)\3)4+)\3)5) — 6—271'2'0
7 a3:40z3:5 | e2mi(As,a423,5) = e2mic
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Und die Eigenwerte von T', sind identisch den Eigenwerten von x((v4,5Y4,6)""):

2mi( A A A A A A A — —2me
1,200 5001 6Ora 3009 503 40X3 5 e Ti(A1,24+ A1, 54+ 1,64+ A2, 34+ A2, 5+ A5,4+X5,5)  — e 2mia
o1 90i3 3003 53 4(X3 5 = e2mi(Ar,2H A2, 3+ A2, 54+ A5,4+ A5 5) —  —2mip
— 2mi( A A A — —2me
g 30¢3 4¢3 5 - e i ( 2’3+, 3,44+ X3,5) — ¢ m"y
— 627”)\3’4 6—271'26

3 4
Insbesondere gibt es eine Matrix © € GL(C,4), so dass gilt:

o = Ox(7a5)07"
(Too)™ = Ox(y4,5746) 07"

4.3.3 o-deformierte Kombinatorik

Im folgenden werden rekursiv Analoga der g-deformierten Gaufi-Multinomialkoeffizienten definiert,
und zwar als Elemente des Gruppenrings ZB,, der Zopfgruppe B,,, erzeugt von den Elementen
c;, 7 =1,...,m—1. Die Einfiihrung insbesondere der Analoga der ¢-Binomialkoeffizienten und
der g-Fakultdt wird sich bei der Darstellung der Zopfgruppe B, auf gewissen Faktorgruppen der
m-dimensionalen Ketten- und Homologiegruppen als niitzlich erweisen.

Bemerkung 4.3.8 Die m-Zyklen werden Relationen geniigen, die fiir alle r = 1,...,m — 1 durch
die folgenden formalen Relationen induziert werden:

r r+1 — r r+1
(65,]')4-1 ® 62,k+)1) = o, 1(62,1)“1 ® 6§,j+1))

Hierbei 1st bk = m+1,....m+n—1und k¥ > j. Es werden sich nun p-fache Produkte von
jewells r-fachen Summen als Summe von geordneten p Faktoren mit in diesem Unterabschnitt
definierten sogenannten o-deformierten Multinomialen als Koeffizienten schreiben lassen, wobel
iiber alle Partitionen P(p) = p, + ...+ p1 von p mit r Summanden zu summieren ist:

m+r m-+r
1
(X Ao oY dl=
k=m+1 k=m+1
(r)
P 1
=2 [ Pry s D1 ] ) (egﬁ)ykﬁl ®~~'®6§£),kp+1))
P(p) o=
ki, ... ky, = m+r
kpr+~~~+P2+1a .. .,k’p = m+1

Diese Formel ist offensichtlich eine Verallgemeinerung der bekannten Formel zu gewohnlichen Mul-
tinomialkoeffizienten, d.h. des Ausdrucks der Potenz von Summen komplexer Zahlen z; € C als

Summe von POteIlZGIlZ
r P
— p Pr P1
Z = Z A
(Sa) = 2,0 )

k=1 P(p)
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Es seien p,m,7 € N,r < p < mund p = }_;_, p; eine Partition P(p) von p. Jeder solchen
Partition entspreche eine Menge mit jeweils p; Elementen mit Farbe ¢, und jeder Partition sei die
Menge aller Permutationen w(P(p)) dieser jeweils p; Elemente mit Farbe i zugeordnet. Weiter sei
Sp die symmetrische Gruppe, erzeugt von den Transpositionen 7;, wobei ¢ =m—p+1,..., m—1.
Jede Permutation w(P(p)) definiert ein Wort 7(7) in den Generatoren von S,. Endlich sei ¢ :
Sp — By /P, der Isomorphismus, definiert durch ¢(n;) = o;.

Definition 4.3.9 Der o-deformierte r- Multinomialkoeffizient zu einer Partition P(p) von p ist das
folgende Element aus Z B, :

[ P ](m)—zwn
pTa"'apl - 71'(73(]7))

Insbesondere ist fiir die triviale Partition P(p) mit p; = 1,¢ = 1,...,r die o-deformierte r- Fakultit:

=y ](m) = S trte)

yoee - o

Beispiel 4.3.10

_ 1(m) _
i 1’1 1, = [2].0 = 1—|—0’m_1
3 7(m)
= 1l4+omo2+0m_10m_2
1’2 1, m m m
3 '(m)
i 2,1 I, = l4+0oma1+0m_20m_1

Beispiel 4.3.11 Im Falle &+ ¢ € C bekommt man die Gaufl-Multinomialkoeffizienten vom Grad
H;Ilpj in der Variablen ¢, cf. [1]:

¥4 _ [P]!q _ l 4
|:p7“a""p1 :|q_ H::l[pi]!‘J’ [l]'q_JI:[l(l q)

Beispiel 4.3.12 Im Falle ¢ — 1 bekommt man die gewdhnlichen Multinomialkoeffizienten:

|
ol ) )
g—1 Pry--sP1 q Pry.-sP1 H]:lp]

Man beachte, daBl im Unterschied zu den ¢-deformierten die o-deformierten Multinomialkoef-
fizienten als Elemente von ZB), zum einen i.A. nicht invariant bzgl. der Vertauschung der p; sind
und zum anderen vom (oberen) Index (m) abhingig.

Die o-deformierten Multinomialkoeffizienten zur Partition P(p) kénnen rekursiv durch solche
zu Partitionen P(p — 1) ausgedriickt werden.
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Lemma 4.3.13 (Rekursionsrelationen) Es sei ) ;_, p; =p < m € N, dann gilt:

1(m)

p
= 1
0,....p .., 0 |,
. r .
M 5 p—1 ™
L Pry---5DP1 1s =1 L pTa"'api-I—lapi_1api—1a~"ap1 1s
XOm—p+1 - - .O'm_zjgpj
E r -1
M T 5 o1 b
L Pry---5DP1 1s =1 L pTa"'api-I—lapi_1api—1a~"ap1 1s

XOm—-1...0,_ _ .
m Zj<zp]

Beispiel 4.3.14

2.2 = 1,2 o], me3Tme2=

= 1+0'm—2+0'm—10'm—2+(1+0'm—1 +0'm—20'm—1)0'm—30'm—2
= l4+om_o+0m_30m_2+ (1 + Oom-3 + O'm—20'm—3)0'm—10'm—2

_ 3 (m=1) 3 (m=1)
= 2’1 + 1’2 i Om—10m—2

g g

g

Beispiel 4.3.15 Die o-deformierten Binomialkoeffizienten mit p; = 1 lassen sich leicht explizit

angeben:

(m) p-l
p+1
[ 1.y ] = 1+Zam+j...am
g ]—0
(m) p—1
p+1
[ o1 :| = 1—|—ZO’m+p_1...0'm+p_1_]'
’ o j=0

Beispiel 4.3.16 Die entsprechenden Rekursionsrelationen fiir ¢g-Multinomialkoeffizienten lauten:

”
p = Z p_l qzj>lpj:
Pry--sP1 q - pTa"'api-I—lapi_1api—1a~"ap1
i=1 q
r
- x| 228
=1 pra"'api-l—lapi_1api—1a~"ap1 q

Ferner sind analog zu ¢-deformierten, cf. [1], die o-deformierten Multinomialkoeffizienten als
Produkte von Binomialkoeffizienten darstellbar.



4.3. ITERIERTE LINEARE DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPEN (2) 155

Lemma 4.3.17 (Produktdarstellung) Es se: Y ;_,pi =p < m € N, dann gilt:

m 1 m
[ P ]<> _ II[ pivi .+ ]<>:
Pry--5P1 , Pivt, pi+ ...+ p1 |,

g i=r—1
r—1 m— i
_ II[ Pt i ]( 2ijei)
Lt AP i

Insbesondere g¢ilt fir die o-deformierte Fakultdt:

0 . (m) 0 .
(m) _ 141 . 141
[T]!a - H |: 1,4 :|U - H |: i1

i=r—1 i=r—1

](i+1)

Weitere wichtige Formeln fiir o-deformierte Binomialkoeffizienten sind im folgenden zusammen-
gestellt, vgl. auch [24]. Zur Abkiirzung definiere man folgende Elemente von B,,

0;i0i41...0j 1< j
o5 = 1 1=
0;—105—2...0; 1<

Lemma 4.3.18 i) Es gilt:

(m)
[m@”:[ " ] (]I [0 — BIm=8) p < myk=0,1

n— k’ k < X , Ly..o,n
it) Fs gilt:

m m l m (m) 1

[ =vmioi) =D (=1 [ Lm—1 ] %3,i%5,1

k=1 1=0 ’ o =0
iit) Es gilt:

[P D 51 EAT Al [P
_ - S — m—p+l+n—jm—-p+lin
n,p—n |, el AN Bl Ly,

Beispiel 4.3.19 Formel i) ist analog zur Formel fiir g-deformierte Binomialkoeffizienten:
[n]l, = " [k]!, [n — ]! k=0,1,....n
Yy n— k. k Yy PR I I

i) ist analog zur Formel, vgl. [1], Satz 3.3.:

m

f[ll—zq Z[lm_l] (—2)q 7

und i77) analog zur Formel, vgl. [1], Satz 3.4.:

~ i [ji+p-n—1
[np—n] E:q[ %P—n—l]q
J=
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Beispiel 4.3.20 Formel 7) lautet fir n =4 < m, k = 2:

[4]!577”) = (I4+0m-1+0m20m_1+ Om_s3om_20m_1) X
X(1+omea+ om_som_2)(1+ 0m_3) =
= (I+omatoma1omat+ (l+0omo1+ Om_20m_1)0m—30m—2) X
X(1+omz)(l+0m_1) =

4 ™ o) oy m=2)
= L] e

g

4.3.4 Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten Aquivarianten
m-Ketten und -Zyklen

Vorbemerkungen

In Analogie zum 2-dimensionalen Fall werden in diesem Unterabschnitt Darstellungen von B, als
Gruppen von Automorphismen von Faktorgruppen der m-dimensonalen Ketten- und Homologie-
gruppen des Komplexes (G ® C'()N(M_m_lyl)) Q...8 C'()N(nyl) behandelt. Hierbei ist der Koeffi-
zientenmodul Gf nicht nur als ein B, U, »-Modul, sondern auch als ein Bj,-Modul angenommen,
wobel B, die Untergruppe von By, ist, erzeugt von den Elementen o, j = 1,...,m — 1. Die
resultierenden Automorphismendarstellungen von B, werden sich explizit angeben lassen.

Notation Man erinnere, daB U, » das mehrfache semidirekte Produkt der m freien Gruppen
Upi = Yman—pjsj =m+n—p+1...om+n), p=mn,...,n+m—1, vom jeweiligen Rang
p bezeichnet. Hierbei wirken die Gruppen U, ; jeweils als Gruppen von Automorphismen aller
Gruppen U, 1 mit ¢ > p. Weiter sei B,U, ,, wieder das semidirekte Produkt der Zopfgruppe
By und Uy, . Die Zopfgruppe B, mit den Generatoren o;, ¢ = m+1,...,m+n — 1, wirkt als
Gruppe von Automorphismen der Gruppe U, ,, und des Gruppenrings ZU, ,, bzgl. des Rings Z
der ganzen Zahlen. Schliefilich sei B, B}, U, ,, das semidirekte Produkt der Zopfgruppe B, und des
semidirekten Produkts von B}, und U, . B}, bezeichnet hier die Untergruppe von B, 4y, erzeugt
von den Elementen o1, ...,0,_1. Die Zopfgruppe B}, wirkt (von rechts) als Automorphismus von
Up,m. Und zwar gilt fiir o; € B, v&.1 € Up,m:

Vil J<k-1
Yh—1,1 J=k-1
Vi b1 Yo+ 1VE k1 j=k
VE,10; = Oj Vi1 ]C<j<l—1
Yhi—1 J=1-1
’Yk,l')/k,l+1’}/;;ll J=1
Vil J>1

Insgesamt hat man die Abkiirzungen:

Un,m = Un,l D> Un_|_171 < ... X< Un+m—1,1
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BnUn,m = Bn < Un,m
By B Uym = Bab< (B, b<U,m)
Definition 4.3.21 Es sei (G, eine kommutative Gruppe und <I>5,0) : ByB,Upm — Aut(G}) ein

Homomorphismus, so dafi Gy ein By, B, Uy, m-(Rechts-)Modul, generisch bzgl. U, ,, ist, gegeben
durch die Multiplikationsabbildung

ngBnB;nUnym — G6
(¢,8) — ¢ pB=0B)g)  BEBBLUnm

Faktorgruppen

Man erinnere, fiir einen Koeffizientenmodul G§, generisch bzgl. U, ., gilt:

[( 6®C(Xn+m—1,1))®...®C(Xn71)]m i~ (Gé)(n)m

H, ((G6 ® C(Xn+m—1,1)) ®...® C(Xn,l)) =~ (G m

Definition 4.3.22 Sei C,, = [( e C(Xn+m_171)) Q...Q C()N(nyl)]m/ ~ die Kettengruppe
[( H® C(Xn-l—m—l,l)) ®...® C'(f(n@)]m modulo der Relationen Rgf;j_l’r) =0, kj=1,...,n,
k>j,r=2,...,m, wobei:
BT = (60 o — o ol @l +
Do eg:—jl) ® egcr)k _ g2 egcr—kl) ® 65-:_)]') ®

R T eg»:?) =0

mit g(’“_z) € Gpr_n = [(GfJ ® C(Xn+m—1,1)) @ ... C(Xntm—rt2,1)

Lemma 4.3.23 (Geordnete Ketten) Es gili:

Crn = (G))Y
wober N = ( nn;I— ;n_—ll ), und zwar hat jedes Flement aus C, eine eindeutige Darstellung der
Form: ’
Z Wy g © 65;3-1@1 @...0 65;::-)1@,,1’ ag, ok € Gh
ey

Beweis. Sei ¢’ ® e(ll_l_)j1 ®R...Q) ey__ll_l_)jr_l ® 65«2@ ®R...8 ein—I—)jm € C,,, eine Kette, wobei

Jr—1 < jr + 1 fiir mindestens ein r € {2,..., m} ist. Dann hat man im Falle j,_; = 1 mittels der
(', definierenden Relationen R;C;i’r) =0:
-1
r— r— r - r— r—1 r
el o), = [oP0+al)] (T edY el
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und im Falle 5,1 > 1 mittels der C,, definierenden Relationen R(T Lr) 1 =0:

Jrifr—1—
PGSR eff__fﬁjr_l ® 652% = ¢ Vol 6(T ) @ 65«T)1+jr_1 +
+g(’"_2) (070 1) @) @e)

Hierbei ist wieder ¢("~2) € G,_, = [(Gé ® C(Xn+m—1,1)) ®...8 C()N(n+m—r+2,1) . DaB8 (1 +
r—2
or—1) als Endomorphismus von G, _» invertierbar ist, folgt aus der Generizitat von Gf bzgl. U, .

Die Kette hat also in jedem Falle einen Ausdruck in Ketten der Gestalt: ¢’ ®e(11+)j1 ®.. .®e£:__klr)_l ®

e @ @ell e Cp mit kg > ky.
Auf diese Weise haben alle Ketten der Faktorgruppe (', einen Ausdruck in geordneten Ketten:
g’®e$lkl ®...®657T+)km mit k,_1 >k, fir aller =2,...,m. O

Definition 4.3.24 Sei H,, = H,, (( H® C'()N(,H_m_lyl)) Q...8 C'()N(nyl)) / ~ die Homologie-
gruppe H,, ((G6 ® C'()N(,H_m_lyl)) Q...8 C'()N(nyl)) modulo der Relationen

S(T lr)_O k,j=1,....n=1, k>4, r=2 ..., m, wobei
r—1,r _ r— —1 r—1 r
Sl(c;j )= (g( REGAE Ve e£~+k,2+k+1 ® 65~+)j,r+j+1) +
r— r—1 r
+ g0 (or—1—1)® 65'+j,7')+j+1 ® 65'-|—)k,r+k+1)) @
(r+1) (m)
®e ]r+17]7‘+1+1 @...® e]my]m‘l'l 0
k>j
r—1,r r— r—1 r
Sy(';j )= ( " 0 = o 1)®65~+1,2+j ®65«+)j,r+j+1)+

+ 0 o = Dol @ e )
Qe (r+1) ®...Q€ (m) =0

]r+17]7‘+1+1 ]my]m‘l‘l

mit ¢~ € Gp_y = [(Gﬁ ® C(Xn-km—l,l)) ®...0 C(Xn+m—r+2,1)]

Lemma 4.3.25 (Geordnete Zyklen) Es gili:

Hp,

R

(Go)™

, -2 4 , , .
wober N = ( nm ), und zwar hat jedes Flement aus H_, eine eindeutige Darstellung der

/ (1) (m) / /
Z sy ko @ oty makr b1 @ - @ € ok 1 by k. € Go
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4 © e (1) (r=1) (r) (m) -
Beweis. Sei g'@ej i 14,419 @ 1pj s rtio @rtyr b 41 @Oy i1 € i

ein Zyklus, wobei j,_1 < j, + 1 fiir mindestens ein r € {2,...,m} ist. Dann hat man im Falle
jr—1 = 1 mittels der Relationen S](»:Tl’r) =0:

-1

r— r—1 r — r— r—1 r
9"V e 6£,r+j)r ® 65«+)jr,r+jr+1 = @V +ol)] (U)o 65~+jr,)r+jr+1 ® 65~+)jr,r+jr+1
und im Falle j,._1 > 1 mittels der Relationen S](»:Tl’_rl_l =0:
r— r—1 r r— -1 r—1 r
9 0G5 e @8 = 0T ee g odl

Invertierbarkeit von (146,_1) als Endomorphismus von G,_» folgt aus der Generizitiat von G bzgl.

Up,m. Der Zyklus hat also in jedem Falle einen Ausdruck in Zyklen der Gestalt ¢’ ® e(ll-l—)j1,1+j1+1 ®

(r=1) (r) (m) :
@btk 41 @ ik, 41 © @ g g g MG Ry > K

Auf diese Weise haben alle Zyklen in H,, einen Ausdruck in geordneten Zyklen g’®e$lklym+kl+1 ®
(m)

@ e bkt mit k._1 >k, firaller =2,...,m. O
Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten m-Ketten
Es bezeichne nun P(m) eine Partition von m:
M= Myip1 + Mip1 +my + My
wobei die Zahlen m; die Anzahl der formalen Faktoren egcjj) mit den Indices k; > ¢+ 1, k; =441,

ki = iund k; < 7 angeben, die in ¢’ ® egcll) R ... egcm) € . vorkommen:

m

ki, kmy iy > 142
km>,+1+1,~~~,k’m>, = 1+1
km>,+1, . ~~akm>,_1 = 1

kmgicitty o km < i—1

oder:
doelo.. gl e g™t g . gemit g ™
——’

my g+l

My it1 Myt mi myy

wobel p > i+ 1 und ¢ < ¢ ist.

Satz 4.3.26 Die Zopfgruppe B, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Ket-

tengruppe C- = (G4)N mit N = ( ntm-—1

1 ), und zwar ist der Homomorphismus:
m,n —

NOmT By = Aut(Cr) = Aut ((Gh)Y)
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wie folgt gegeben:

0= () = <I)(go) (aiRg"“’m)"(ai))
Es ist R(cl""’m)’_(ai) cGL (ZB;n Up,m, ( nn;I— :1__11 )) mit den Eintrigen:
Ity ) (m=—m_;) Pit1
R(Lm)= (5, ) — mi i Ot ri ey X
( c (‘7) k1, km Piv1,Pi |, ]1:[1 Yr4j,i0r+j,r+j i41
P
X H(l - 78+k,i05+k,5+1—m1+1)
k=1

Hierbei ist r = myjp1 + Mig1, $ = Myjip1 + M1 + pivr und P(my) = piy1 + pi, und die Indices
l; nehmen folgende Werte an:

I, o dme iy > 142
lm>,+1+1a~~~alm>,+1+p,+1 = 1+1
lm>,+1+p,+1+1a . ~~alm>,_1 = 1

I icig1yondm < i—1

Bewes. Der Beweis ist durch vollstdndige Induktion nach m. Die Fall m = 2 wurde im vorigen
Kapitel behandelt.
Es sei angenommen, die Behauptung gelte fiir ein m > 2.

Fiir alle ¢’ € G} ist die Matrix R(cl""’m)’_(ai) durch die folgenden Relationen gegeben
(g' ®e§€11) & . ..®e§£z)) o=

-

Iylm -
— Zgl Ui (R(cl,...,m)y_(o-i)) ® 6;11) ® . ® egm)’ lj—l Z l]
1

Die Induktion ist nichttrivial nur dann, wenn ein formaler Faktor e; 11 oder e; multipliziert wird.
Daher kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen: my ;11 = m<; = 0und P(m) =
m;+1 + m;. Man betrachte zunéchst den Fall m = m;. Induktionsannahme ist:

(g'®e§1) ®...®e§m)) o =

m (m) Pit1 m
= Z g oi [p. L pi ] H’Vk,z' H (1= V5,0 pia+1) ©
P(m) B O = T S|

®e§_1|_)1 ®...0 egﬁ_’fl) ® egp’“H) ®...0 egm)
Man betrachte nun den Fall m + 1 = m} = m; + 1, d.h. den Fall von m + 1 Faktoren egj):

(g' & egl) Q... Q egm) & egmH)) o=
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m (m) Pi+1 m
= | > g [p. i ] [Trvw: II (O=mivips)e
Pm) i+, i ], re1 h=pirit

el ©... @i gt g g e§m>) ®

& [(1 = el ™ e
Nun nehmen die Koeffizienten 7,,41; zu den Faktoren eg»mH),j = 4,7+ 1 bel der Kommutation
mit egp’+1+1) ®...® egm) gemif der Relationen:
(g<k_2) ® egk_l)) @ Vi egk) = (g(k_z)'}/k,io'k—l ® egk_l)) ® el*), l=d,i+1

wobei ¢=2) € Gy_y = [((% ® C(f(n_'_m_lyl)) R ...Q C(Xn+m—k+2,l)]k_2 ist, die p; Faktoren
(1)

Om ... Omyi—p; auf. Die resultierenden Koeffizienten kommutieren mit den Faktoren eiy1 ®...®

(pz+1).
6Z'+1 :

m (m) Pit1 m
Z g/ |: Pid1, Pi :| H Vk,i H (1 - Pyk,iak,pz+1+1)(1 - 7m+1,i0m+1,m+1—p,)®
P(m) LR S R |
®e§_1|_)1 ®...® egﬁ_’fl) ® egp’“H) ®...® egm‘H) +
m (m) Pi+1 m
* Z 4 [ Dit1,Pi ] H Thii H (L= Yk,i0k piga 1) Ym+1,iOm41,mt1—p; @
P(m) 7 k=1 k=p;y1+1

®6§_1|_)1 ® L ® egﬁzf—l‘l'l) ® egpz+1+2) ® L ® egm‘l'l)

Man kommutiere im zweiten Summanden die Faktoren vp,41,:0m41,m+1-p; nach links mit Hilfe
von Relationen:

Ve, ik k—1Yk+1,i0k+1,k—1 = Vk+1,i0k+1,k—1Vk+1,i0k+1,k—1+1

und beachte:
Y,k = Ok V)i, k>j

Dann sieht man, dafl die zwei Summanden zu jeder nichttrivialen Partition von m 4+ 1 gemafl der
Rekursion der Gaufi-Multinomialkoeffizienten kombinieren:

[ m+ 1 ](m+1) B [ m ](m)+[ m ](m)a
PitsPi ], Piyspi—1 ], Piyr — Lpi |, mhmE,

Es folgt:

(g'®e§1) ®...®e§m+1)) o =
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(m+1)plz+1 m+1

m+1
P(m+1) i+ P |, E=1 k:p’+1+1
; 1 Iz 1+ m
5-121 ..®egil1+ )®e§p+ e @Mty

Damit ist die Induktion fiir den Fall m = m; vollstandig.
Die Induktion fiir den Fall m = m;41 + m; eriibrigt sich, denn fiir m = m;11 + m; folgt leicht:

(g e .. ®e§f:)) oi =

= (g' 0 @ 651) o egm’“)x
(m) Mit1+Pit1 m
X Z [ S ] I II (L= Vi migatpiga+1) | ©
it de k=miqt1+1 k=mip14pip1+1
B 1 i i i : 1
Qe 5T1+1+ ) ®e(m +1+p +1)®6§m F1HPig1+ )®...®6§m)

(k)

Die Koeffizienten 1 ; zu den Faktoren €; ,J = t,7+ 1 nehmen bei Kommutation mit den m;41

Faktoren e(l) L® egm’“) jeweils m;;q Faktoren ¢ € B), auf:
e (m) Mit1+pPit1 m
> g [ Disto i ] VhiTk k—migs 1T (1= 7%,i0k piga+1) @
P(mi) U e o+ k=migp1+pig+1
®65_1|_)1 ® e(pz+1) ® 6§pl+1+1) ® . ® 65m)

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Beispiel 4.3.27 Kurz kann man sich die Formeln zur Darstellung von o; € B, als Automor-
phismus von C}; bis auf den Homomorphismus <I>5,0) : By B Uy m — Aut(G}) zustandegekommen
denken durch die (Rechts-)Wirkung von ¢; € B, auf die einzelnen Faktoren im formalen Pro-
dukt e(l) L® e(»m). Und zwar wird e(lj_)l zZu e( ), und e( ) wird zu (1 — vi.)e; (k) + Ykie Ei)l,
die v ;¢ ( ) , j = 1,7+ 1 sind nach links durch alle e(l) [ > k, zu kommutieren, und schliefflich
sind die Koefﬁmenten aller Produkte mit gleicher Anzahl von Faktoren e; und e;11 mit Hilfe der
GauB3-Multinomialkoeffizienten zusammenzufassen.

Im folgenden sind beispielhaft die expliziten Formeln fiir m = 3 zusammengestellt. o; € B,, wirkt

auf ¢’ ® e(l) ® 6(3) (3) €Cy, ¢ €Gy, kj=4,...,34+ n, gemiB der typischen Relationen:

(gl ® 65-1|-)1 ® 65-2|-)1 ® 653-)1) i =

= gooe 0P geld
(v 0l ol 06 o =
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= glo'i"}/B,iUZO-l ® 65_1|_)1 ® 652) ® 653) +
+g (1 —y3,0201) ® egl) ® 652) ® 653)
(g’ ®ey @@ 653)) o =

= ¢ 0,72,0173,i02 @ 65_121 ® egj—)l @ 653) +

+¢' i (201D ys 01 (1 — y3.109) @ eg_ﬂ ® 652) ® 653) +
+9' oi(1 —y2,01)(1 —v3,0201) @ 651) ® 652) ® 653)
(7 oo o) o=
= 4 OiY1,6Y2,i73,i @ 65_121 ® 65?,_)1 ® 65?_)1 +
(3)
+9' o [ 21 ] Y172, (1 = 73,) @ 65_1|_)1 ® 65_2,_)1 ® ) +
® (1) (2) (3)
+4' o [ 19 ] Y11= 72,0)(1 —73,i02) @ e, @ ;" @ e +

+9" oi(1 = 7y1,)(1 = v2,601)(1 — 73,i0201) @ 651) @ 652) ® 653)
Darstellungen der Zopfgruppe B, auf geordneten m-Zyklen
Fs bezeichne wieder P(m) eine Partition von m:
m = Myip1 + My +my +my_1 + My
wobei nun die Zahlen m; die Anzahl der Faktoren ej; x,4+1 mit beziehungsweise den Indices k; >

i+ 1,k =i4+1,kj =i k; =i—1k; <i—1 angeben, die im formalen Produkt ¢’ ® egcll%kl+1 ®

e ® eéﬁ?km+1 € H,_, vorkommen:
ki, oo kmy iy, > 142
km>,+1+1a~~~akm>,+1+m,+1 = 1+1
km>,+1+m,+1+1a~~~akm>,+1+m,+1+m, = 1
km>,+1+m,+1+m,+1a~~~akm>,+1+m,+1+m,+m,_1 = 1—1
kg g dmigidmidmii 41y km < 0—2

o~

Satz 4.3.28 Die Zopfgruppe B, hat eine Darstellung als Gruppe von Automorphismen von H
(GHN mit N = ( nm =2

m,n—2

) und zwar st der Homomorphismus:
X%O"”’m)’_ B, — Aut(H) = Aut ((Gp)™)
gegeben durch:

X%O,...,m),—(o_i) — (I)EJQ) (O_iR;Ll,...,m),—(o_i))
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Es ist R%l"”’m)’_(ai) cGL (ZB;n Up,m, ( —2 )) mit den Eintrigen:

m,n—2

(Rgll,...,m)’_ (Ui)) Iyl _

Eiyooskom
m (Myig1+mitr) My +mMip1+m;
741 ( 1)m, H .
— - Ye,i0k,myig1+mip1+1 X
[ Pit1,Pi ]0_1 me T

k=myip1+mip1+1
(m=—mgic1) Meitrtmipi+mitaq

Ye,i0k k—m,;—p;
qiy qi—1 o—1
k=my ip1+mip1+m;+1

Hierbei sind m;y1 = pi+pit1 und m;—1 = q;—1+q; beziehungsweise Partitionen P(mjit1), P(mi—1),
und die Indizes l; sind:

I, o lmg iy > 042
lm>,+1+1a~~~alm>,+1+p,+1 = 14+1
lm>,+1+p,+1+1a~~~alm>,+q, = 1
lm>,+q,+1a~~~alm>,_z = 1—1
Imgicogts oo dm < 1—2

Beweis des Satzes (Anfang). Fiir alle ¢’ € Gf, ist die Matrix R%l"”’m)’_(ai) durch die folgenden
Relationen gegeben

(gl ® 6211),k1+1 ®...® eg:?km“) op =

iyl .
_ Zg/ o (R;Ll,..., ), (o’l)) ® 6511,)11+1 R...Q egmy)lm‘l'l’ l]'_l > l]'
Iz

Ly Km

Zum Beweis des Satzes bendtigt man die folgenden Lemmata zur Rechtswirkung von o; € B,, auf
formale Produkte von Faktoren egfj)kj_l_l mit den Indizes k; =¢—1,¢4,i+ 1. O

Lemma 4.3.29 Fs gqilt fiir o; € By,:

(g’ el ;0.0 eETEJ) i =

(m) 4

- Z glo-i [ Qi ¢i—1 :| Hvk’i®ellyll+1®"'®elm71m+1
PGm) TR e

wobei P(m) = q;—1 + q; ist, und die Indizes sind:
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Beweis. Die Behauptung sei richtig fiir ein »;, 1 < r < m. Es ist der folgende Ausdruck
auszuwerten:

(Q/Ui®( 5 )1z+712 52)4-1))@

(r+1) git! o) )
®Z |: qi, qi—1 :| H Thii el2vl2+1®"'®elr,lr+1+1
’P( ) 2y 42— o—1 =2
wobel:
lz,...,lql+1 = 3
lggr2, o lrpr = i1
” (r+1)
Die Gaufi-Faktoren [ q ] € B/, kommutieren nach links. Mit Hilfe der Relationen:
Hdi-1 | -1
( ) © 6ET 11)) Tm,i © eET—I)—l = (g(m_z) Ym,iOm—-1 & 6ET+11)) & 657_?_1
( e egml Zl)) i @ 6574)-1 - (g(m_Z) Ym=1,iYm,i(1 = Om-1) © 6ET+11)) ® 657—?—1 +

+ ( (m-— 2) 17m 1,4 & 6ET+11)) & 657_711)72'

mit ¢(™=2) € Gp_o = Hp_s ((G6 ® C()N(M_m_lyl)) R...® C()N(,H_zyl)) und durch Zusammen-
fassen der Terme mit Hilfe der Regeln zu den Gaufi-Faktoren folgt die Behauptung. O

Lemma 4.3.30 Fs ¢qilt fiir o; € By,
(voedie. o 65711) 0i =

= ¢ oi(— H7k20k1®652)+1® ®6ET-|)-1

Bewets. Zunachst gilt:

(v oo odi) o=

= g oa(-)"an, 6§,i)+1 ® ... @ Ym,i 65@21

Die Kommutation der v;,,7 = 1,...,m der Reihe nach durch die eg z)-l—l ®R...0 65] +1) nach links
produziert die Faktoren o;_;1...07. D

Lemma 4.3.31 Fs gqilt fiir o; € By,:

(m)

1
(gl ® 6§+)1,z'+2 @...0 ei+1,i+2) o =

(m)

() (m)
E Jgo [ ] Q41 ©@- Qe 141
Pom) Pit1,Pi |
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wobei P(m) = p; + pip1 ist und:
Iy, .o lp, = i+1
lpz+1+1a~~~alm = 1

Bewets. Zunichst gilt:

1 m
(gl ® 6§+)1,z'+2 ®...0 6§+1),i+2) oi =

1 1 m m
= Jo® (e Ez)-l—l + 65+)1,i+2) ®...0( 524)-1 + 65+1),z’+2

Umordnung der 2 Summanden rechts mit Hilfe der Relationen der Zyklen und Zusammenfassen
der Summanden mit gleicher Anzahl von Faktoren e; ;41 und e;qi1 ;42 erzeugt die m + 1 den
Partitionen P(m) assoziierten Terme mit den Gauf-Koeffizienten. D

Beweis des Satzes (Fortsetzung). Es sei angenommen P(m) = m;_1 + m; + m;y1. Folgender
Term ist also auszuwerten:

(mit1)
m; it1
E g o; [ ! ] B ® eg-ll—)l,i+2 ®...0 egz-l)—fr,i-)|—2®

1, P
P(mig1) Pi+1, Pi
Mig1+m;
(Pz+1+1) (mig1) f
®ez Ji+1 -® €; KES] (_1)m H Vk,io'k,m,+1+1 &
k=miqp1+1
(m) Mit1+mitqi
(m,+1+1) (Mit1+m;) mi—1 )
®e 1,041 -® € Ji+1 Z Qi Qi1 H Vi ®
P(mi=1) ’ T I=m g m 1
(m,+1+m +1) (miy1+mi+qi)
@€ i1 @0 ®
(mig14+mi +q,+1) (m)
® i—1,4 ® . z 1,2

Nun nehmen die Faktoren y; ;0% m;,,+1 bei Kommutation mit den p; Faktoren e; ;1 jeweils die

i (m)
pi Faktoren om,  41,m, 1 +1-p; auf. Weiter kommutieren die Gaufl-Faktoren [ qm;_l ] € By,
ia i—1 0.—1
nach links. Und endlich nehmen die Faktoren 7;; bei Kommutation mit den p; + m; Faktoren
ei i1 jeweils die Faktoren o7;_y,,_p, auf. Dies liefert die Behauptung. O

Beispiele

Beispiel 4.3.32 (2-parametrige Burau-Darstellung von B,) Es sei Z? die von der Menge

{s,1} frei erzeugte (multiplikativ geschriebene) abelsche Gruppe, Z[s*!,#*!] der Ring der Laurent-

Polynome in den Variablen s,¢ und <I>5,0) : By Bl Up m — Aut(Z[s*!,t%]) der Homomorphismus,
definiert durch:

®(:)(1)
<I>(0)(U )(1)
)( 1) = t, yeE{vmi=1...omk=m+1,...m+n} CUymnm

1, o; € B,
s, oj € B,
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Damit ist Gjy = Z[s*!,¢*!] ein B, B., U, ;m-Modul mit Multiplikationsabbildung:
Z[st 15 % BoBL,Unm —  Z[s*! 1]
(1L8) — V@)1,  BEBBLUnm

Da der semidirekte Faktor o; € B,, mittels <I>5,0) auf die Identitat abgebildet wird, nennen wir die
resultierende Darstellung eine 2-parametrige Burau-Darstellung der Zopfgruppe B, :

T By = Aut(Ch) = GL (Z[s*,tf](ﬁm_l))

m
Man hat explizit:

I,idm . pi
(X(CO,...,m)y—(O_i)) 1 _ |: m; :| gPiH1Mit1yPitt | |(1 _ 5m,+1+k—1t)
kiyokm Piv1,Pi |, pate]

wobei den Indices k; und I;, j = 1,...,m, wie in 4.3.26 gemiB der Partitionen P(m) = > _p_, my,
und P(m;) = piy1+p; die Werte m+1,..., m+ n zugeordnet sind. Die verschiedenen Eigenwerte
der Matrix X(co""’m)’_(ai) sind:

k—1 .
1,(—1)’“521':1]1&’“, k=1,....,m
und die Matrizen X(co""’m)’_(ai) liefern eine Darstellung der verallgemeinerten Hecke-Algebra

Hn(s,1), des folgenden Quotienten der Algebra CB,:

<(ai —1) ﬁ (w - (—1)kszf;fjt’“) =0i=1,...,n— 1>

k=1

Beispiel 4.3.33 (Rekonstruktion von Darstellungen von B,,) Der B], U, ,»-Modul G}, kann
durch m! Kopien eines U, ,,-Moduls G ersetzt werden geméf :

Gy = Googy, | (ZUnm)™ = (Go)™

Dazu beachte man folgendes. Elemente von Z B, U, », sind von der Gestalt Z]' n;fB;, wobein; € Z
und 3; € B, U, m. Jedes Element o € B/, hat nun eine eindeutige Darstellung als o = vo,, wobei
v € P!ound oyqy € BL, /P, C Bl ein Permutationszopf ist, d.h. ein Element der Menge der
Reprisentanten (rechter) Nebenklassen fiir P/ in B/, korrespondierend einem Element der sym-
metrischen Gruppe S,,. Vgl. hierzu [4], S. 20ff. Elemente von B}, U, ,, sind wegen P}, C U, m
daher von der Gestalt vo,, wobel v € U, ,, ist. Jedes Element von ZB,,U, » hat also eine eindeu-
tige Darstellung der Form 2765% Z]' n;v; -0, wobei n;, ng € Z, v;, vk € Upm,und o, € B, /P}..
Man hat mit anderen Worten also einen freien ZU, ,,-(Links-)Modul der Dimension m!, der Ord-

nung von S, erzeugt von der Menge {o,;7 € Si,}. Dieser Modul (ZU, ,»)™ wird zu einem

ZB] U, m-(Rechts-)Modul durch die Abbildung

& :ZBLUpm — GL(ZUym,m!)
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gegeben durch:

&' (o)(o,) = oro=7yo, cE€B,, YEP,CUim
& (y)(or) = ory=%0,, 7,7 € Upnm

Hierbei wurde verwendet, dafl jedes Element o € BJ, eindeutig darstellbar ist als ¢ = yo, mit
v € P}, und daB oyo~' € Uy, , fiir v € Uy, und o € B), ist.

Dies erlaubt also, G, gemafl G = Gy g, (ZUnym)m! zu ersetzen.

Sind Gf, und Gy aufierdem B,-Moduln, so géwinnt man aus den in diesem Unterabschnitt betrach-
teten Darstellungen der Zopfgruppe B,:

R

By — Aut([(Gho C(Xaman) o 00X, 1)]m/ ~) = Aut ((G) T
B, — Aut (Hm (( 0® C()N(Hm_lyl)) ® . ..®C()~(n71)) / ~) >~ Aut ((Gg)%)
Darstellungen:
B, — Aut ((G0)<">m)
By — Aut ((Go)")
die interpretierbar sein sollten als Darstellungen:
B, — Aut ([(Go ® C()?n+m_1,1)) @...0C(X, 1)]m)

B, — Aut (Hm ((Go ® C'(f(n+m_1,1)) ®...® C(Xn,l)))
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4.3.5 Anwendung: Tensordarstellungen der Zopfgruppe B,

In diesem Abschnitt werden iterierte Darstellungen der Zopfgruppe B, als Gruppen von Automor-
phismen der geordneten Aquivarianten Kettengruppen C. fiir spezielle nichtgenerische Koeffizien-
tenmoduln betrachtet.

Diese Darstellungen sind relevant in verschiedenen physikalischen Theorien: sie liefern Losungen
der Yang-Baxter Gleichungen integrabler Modelle der 2-dimensionalen statistischen Mechanik bzw.
Darstellungen der sogenannten R-Matrizen in rationalen konformen Feldtheorien.

Es sei allerdings betont, dafi die folgenden Ausfithrungen mathematisch unbefriedigend bleiben
miissen und lediglich anhand von Beispielen einige Zusammenhinge illustrieren.

Die relevanten Objekte rationaler konformer Feldtheorien, die Korrelationsfunktionen, erlauben
Darstellungen durch Integrale vom hypergeometrischen Typ und geniigen den sogenannten Knizhnik-
Zamolodchikov Gleichungen, einem System von Differentialgleichungen, beschrieben in Begriffen
der Darstellungstheorie einfacher Lie-Algebren. Die Symmetrien der Modelle rationaler konformer
Feldtheorien werden durch Quantengruppen beschrieben, insbesondere die Monodromieeigenschaf-
ten der Korrelationsfunktionen in Begriffen der Darstellungstheorie der R-Matrix der den einfachen
Lie-Algebren korrespondierenden Quantengruppen. Zu diesen Themen siehe Gomez und Sierra [18]
und Varchenko [38] und [41].

Im folgenden wird zunéchst kurz darauf eingegangen, inwiefern man durch die Eigenschaften einer
Familie durch Differenzenprodukte, gewichtet mit Exponenten J; ;, gegebener komplexer Funktio-
nen Hiq(zi — zj)>‘w' Koeffizientenmoduln bzgl. B, B}, U, ,» erhalt. Die speziellen Exponenten
A; j, die Funktionen definieren, die Integralen vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ zugrundeliegen,
enthalten einen gemeinsamen komplexen Parameter und symmetrische Bilinearformen aus einfa-
chen Wurzeln und Hoéchstgewichten einer irreduziblen Darstellung einer einfachen Lie-Algebra.
Weiter wird kurz auf einige Aspekte der Konturdarstellung der Quantengruppen eingegangen. Die
Gesamtheit der dquivarianten Ketten, die um eine Singularitat z; der verallgemeinerten hyper-
geometrischen Integrale vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ zu einer irreduziblen Darstellung einer
einfachen Lie-Algebra herumgefiihrt werden, kann als Hochstgewichtsmodul zur Quantengruppe
der betrachteten Lie-Algebra interpretiert werden. Kriterium dafiir, welche Ketten den Hochstge-
wichtsmodul bilden, i1st die im Falle eines nichtgenerischen Koeffizientenmoduls eintretende Ent-
artung einer gewissen Transformation dquivarianter Ketten. Nach einem Satz von Kohno und
Drinfeld, siehe [41], ist die Darstellung der Zopfgruppe B, als Monodromiegruppe solcher Inte-
grale Aquivalent zur Darstellung der universellen R-Matrix der Quantengruppe. Diese Darstellung
hat die Gestalt einer Darstellung auf einem Tensorprodukt von Vektorrdumen, die als Héchstge-
wichtsmoduln der Quantengruppe der betrachteten Lie-Algebra interpretiert werden.

Als explizite Beispiele werden Darstellungen der Zopfgruppe B, betrachtet, die der irreduziblen
Darstellung T'({1}) von sl(2, C) und der irreduziblen Darstellung T'({1,0}) von sl(3, C) korrespon-
dieren.

Koeffizientenmodul durch permutierte komplexe Funktionen

Man betrachte die folgende Familie von Funktionen von N komplexen Verdnderlichen zq, ..., zn:
17('0)(’21’"~aZN) = H (Zk‘ _Zl)Ar(k)’T(l)a TE SN
k,i=1,..,N

k<1
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indiziert durch Elemente 7 € Sy der symmetrischen Gruppe Sy. Die Exponenten seien als sym-
metrisch angenommen: A; ; = A; ;.

Die Wirkung der Zopfgruppe B, auf die Funktionen I£0>(z1, ..., zn) wird von Tsuchiya und Kanie
[40] angegeben: die Funktionen I£0>(z1, ..., zn) sind holomorph in )N(oyN, insbesondere in )~(0<7N,
wobel XéN C Xo,n ist, definiert durch:

X(fN ={(z1,...,2n) ERN;zN <. .<zm <z <0}
und das Element o; € By wirkt als analytische Fortsetzung von I£0>(z1, ..., zn) entlang dem Weg
(oi(t)(z1),...,0:(t)(zn)), t €[0,1], in X n, definiert durch:
O'Z'(t)(Zj) = zj, JE LI+ 1
Uz(t)(zz) — (ZZ + Zi+1) _ emit (ZZ - Zi+1)
2 2
2 + mit \Zi = %
Ui(t)(zi+1) — ( +1) +e t( +1)
2 2
Es sei V(9 der Vektorraum der Dimension N!, erzeugt von allen Funktionen I£0>(z1, CLO ZN),

T € Sn, mit paarweise verschiedenen Exponenten. Durch die Abbildung &) : By — GL(V(O)),
definiert durch:

(o) (1) = [[CGra) = zr@) 000 =

k<l
— 67”?‘7—_1(1),7'_1(1+1) H(Zk _ ZI)A(TTl)_l(k))(rrl)_l(l) =
k<l
_ TIXN —1 5y r—1(; 0 ,
= MAtartan [0 6y € By

hat man also den N'!-dimensionalen By-Modul G = V(%):
VO x By —vO®

(198 —  OEUY),  peBy
Setzt man N = m + n, so ist G = V() damit insbesondere ein Modul bzgl. B, B, Up m.
Beispiel 4.3.34 Man betrachte den Fall m = 1 und n = 3 und die Darstellung des semidirekten
Produkts BgU371 C By.
Der Vektorraum V(%) der Dimension 3! = 6 wird aufgespannt von den Funktionen I£0>, wobel
T € Sj ist, explizit von (IZ»(C(;), I@, Iﬁ?, 15223, 15222, 1522372).
Die Darstellung () : By — GL(V(O)) der Zopfgruppe Bs = (02,03 | 030203 = 030302) ist wie
folgt gegeben:
67”)\2’3

2,3 0

a9 —

o O O O
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0 0 emsa 0 0
0 0 0 0 ™
_ emiraa ) 0 0 0 0
73 0 0 0 0 0 emiras
0 ™ 0 0 0
0 0 0 emras 0

Die Darstellung ®(©) : U1 — GL(V®) der freien Gruppe Usi = {y15;] = 2,3,4) ist gegeben
durch:

e2miM2 0 0 0 0 0
0 emits 0 0 0 0
0 0 e2midie 0 0 0
e 0 0 0 eridia 0 0
0 0 0 0 eridis 0
0 0 0 0 0 et
e2miMs 0 0 0 0 0
0 et 0 0 0 0
0 0 e2miria 0 0 0
Y1,3 — 0 0 0 e2miA1 2 0 0
0 0 0 0 eridia 0
0 0 0 0 0 emits
e2miA 0 0 0 0 0
0 et 0 0 0 0
0 0 e2mitia 0 0 0
e 0 0 0 eridis 0 0
0 0 0 0 eridie 0
0 0 0 0 0 et

Man priift leicht, dafl man damit auch eine Darstellung &) . BsUs ) — GL(V(O)) hat.

Hypergeometrische Integrale vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ

Es wird nun der Fall betrachtet, dal die Exponenten JA; ; in den Differenzenprodukten HZ»<]»(ZZ' —
zj)A’J einen gemeinsamen komplexen Parameter und symmetrische Bilinearformen aus einfachen
Waurzeln und Hochstgewichten einer irreduziblen Darstellung einer einfachen Lie-Algebra enthal-
ten. Die resultierenden Funktionen liegen den hypergeometrischen Integralen vom Knizhnik-
Zamolodchikov Typ zugrunde. Dazu siche [38].

Man betrachte die einfache Lie-Algebra g = si(r +1, C) mit den einfachen Wurzeln a(;), wobei
i=1,...,rist. Dieirreduzible Darstellung von sl(r+1, C) mit Héchstgewicht A wird wie gewdhn-
lich durch Angabe einer Menge nichtnegativer ganzer Zahlen bezeichnet: T({n1,...,n,}),n; € Ng.
Der entsprechende Darstellungsmodul mit Hochstgewicht A sei V. Es sei (,) die normierte Cartan-
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Killing-Form:

(apy,am) = 1,
1
(o), aggny) = —3
(@) o)) = 0, li—j[>1
n;
(@), A) = 0l

Ein korrespondierender By, U, ,-Modul Gj(g,T') = V() wird nun durch die komplexen Funk-
tionen (vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ):

0 A _
IO(zy, . L 2mgn) = H (21 — 1) ), T € Spin
k=1,...,mil=1,..., mtn

k<1

geliefert, wobei fiir k € C\{0} die Exponenten wie folgt gewahlt werden:

Mg = kT Hawag),  1<ij<m
Xij = =k ap,A),  1<i<mm+41<j<m+n
Jedem Index ¢ = 1, ..., m wird also eine einfache Wurzel und jedem Index j > m das Hochstgewicht

A zugeordnet. Die Dimension von Gi(g,T) = V() ist abhangig von dieser konkreten Zuordnung
und hdchstens gleich m!.

Zur Lie-Algebra g = sl(r + 1, C) und der irreduziblen Darstellung T'({n1,...,n,}),n; € Ng,
mit Hochstgewicht A betrachte man fiir eine konkrete Zuordnung der einfachen Wurzeln a;),
t=1,...,7r, zu den Indizes j = 1,...,m die folgenden iterativ gebildeten m-fachen Integrale, ver-
allgemeinerte hypergeometrische Funktionen (vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ) von n Variablen:

Ig:?l)ywjm(zmﬂ,...,zm+n) = / dzm/ dz1[£0>(z1,...,zm+n, TE S,

Jim Ci1

Hierbei werde im r-ten Schritt, 1 < r < m, integriert liber dquivariante Ketten

- (r—1)
¢, =L e

& ;}77(.77‘]1 € V(T_l) & Cl()?n+m—r,1)) = V(T)a jr =m+ 1a cooom+n < jT—l

Integrale vom Typ [ dzp, ... [dzip I£0>, wobei ¢ gewisse rationale Funktionen von z1, ..., Zmyn
sind, sind Losungen der sogenannten Knizhnik-Zamolodchikov Gleichung, eines Systems totaler
Differentialgleichungen fiir Funktionen mit Werten im n-fachen Tensorprodukt V = ®" Vi von
Darstellungsmoduln Vi der Lie-Algebra.

Konturinterpretation der Quantengruppen

Quantengruppen In diesem Unterabschnitt werden gemafl [41] kurz sogenannte Quantengrup-
pen charakterisiert.
Die universelle Einhiillende U(g) einer einfachen Lie-Algebra g kann zu einer einhiillenden Algebra
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U,(g), die von einem Parameter ¢ € C\{0} abhéngt, deformiert werden. Diese Quantengruppe oder
g-deformierte universelle einhillende Algebra Uy(g) von g hat die Struktur einer quasitrianguliren
Hopf-Algebra, wobei eine Hopf-Algebra ein Vektorraum ist mit assoziativer Multiplikation, Existenz
einer Einheitsabbildung, ko-assoziativer Komultiplikation, Existenz einer Ko-Einheitsabbildung
und einer Antipode und wobei Quasitriangularitit der Algebra bedeutet, dafl ein Operator R
existiert, die universelle R-Matriz der Quantengruppe, der Komultiplikation und die permutierte
Komultiplikation durch Konjugation verbindet.

Fiir generisches ¢ € C\{0} (¢ ungleich einer Einheitswurzel) ist die Deformation des Darstel-
lungsmoduls V, der Lie-Algebra zum Darstellungsmodul V{ der Quantengruppe kanonisch, d.h.
die irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungsmoduln der Quantengruppe konnen wie die der
Lie-Algebren nach Hochstgewichten parametrisiert werden, und die Dimensionen der Darstellungs-
moduln Vi und V{ sind gleich.

Sind zwei Darstellungen V[{]l und Vl{]z+1 der Quantengruppe gegeben, so induziert die Komultiplika-
tion eine Darstellung aud dem Tensorprodukt, und der Isomorphismus: V[;]l ® V[glﬂ — V131+1 ® V[{]l
enthélt eine Darstellung der R-Matrix und liefert gleichzeitig eine Darstellung des Elements o; € B,
der Zopfgruppe. Nach einem Satz von Kohno und Drinfeld ist nun die Darstellung der Zopf-
gruppe B, als Monodromiegruppe der der Lie-Algebra g assoziierten Integrale von Knizhnik-
Zamolodchikov-Typ dquivalent zur Darstellung der R-Matrix zur Quantengruppe U,(g) wobel der

Parameter ¢ = e ist.

Relevante Transformation In diesem Unterabschnitt wird kurz auf einige Aspekte der soge-
nannten Konturinterpretation der Quantengruppen eingegangen, d.h. der Darstellung der Quan-
tengruppen auf Ketten oder Konturen der Integrale vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ.

Die Gesamtheit der dquivarianten Ketten, die um eine Singularitét z; der verallgemeinerten hyper-
geometrischen Integrale vom Knizhnik-Zamolodchikov Typ zu einer irreduziblen Darstellung einer
einfachen Lie-Algebra herumgefiihrt werden, d.h. der dquivarianten v-Konturen mit Indizes ¢, kann
als Hochstgewichtsmodul zur Quantengruppe der betrachteten Lie-Algebra interpretiert werden.
Ein Kriterium dafiir, welche Konturen den Darstellungsmodul bilden, lieferen die Eigenschaften
(die Entartung) der im folgenden angebenen Transformation dquivarianter Ketten, siche [18].

Man betrachte zunéchst fiir B, B, U, m»-Moduln Gf, generisch bzgl. U, ., eine Basis des
B,-Moduls C., bestehend aus geordneten y-Ketten oder Schleifen und bestimme den Ausdruck
dieser Basis in der Basis, bestehend aus sogenannten weggeordneten Ketten oder Segmenten. Fiir
die nichtgenerischen Koeffizientenmoduln, korrespondierend irreduziblen Darstellungen der Lie-
Algebra, konnen mittels der Entartung dieser Transformation die Basen der Kettengruppen C,
bestimmt werden, die sich als Elemente des Darstellungsmoduls der Quantengruppe interpretieren
lassen.

Wir geben die relevante Transformation nur fiir den Fall derjenigen geordneten Ketten ¢’ ®
N %y ®...®'~yr(nm,2m e€C,, kj=m+1,...,m+n, wobei k; > k;44 fiir alle j = 1,..., m, fiir welche
alle Indizes k; identisch sind: k; = ifiiralle j=1,...,m, i€ {m+1,...,m+ n}. Der allgemeine

Fall ergibt sich daraus leicht.
Die geordnete Kette ¢’ @ :ygyll) ®...0 :y(m, € C,, hat folgenden Ausdruck in der weggeordneten

m,i
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U =T1(1 ~ 7o)

Abbildung 4.1: Schleifen und Segmente

Kette b/ ® e(l) L® eg,zn__l%r)n ® eg,ini) eC:
g ®v(” @A) =

g [T =01 o0)[m M eele... .0 @
=1

Hierbei ist ¢',h' € Gpund i € {m+1,...,m+ n}.
Dieser Ausdruck kommt wie folgt zustande. Die e-Ketten sind elementar definiert durch:

73 = (1= 55.0)ell)

Fir Produkte hat man daher zunéchst:
@37 = Q1 =705
ji=1 ji=1
Nun nehmen in C}, die Faktoren v; ; bei Kommutation nach links Faktoren ¢ € B, auf gemaf :
(' ;J 112))®7]26(])® ( Y5, 05— 1®6§] 112)®6§'{i)®~~~

Die Wegordnung der e-Ketten geschieht mittels der C, definierenden Relationen und liefert zusétz-
lich eine o-deformierte Fakultét:

g ® e(l) @™ le e(m) = 4 [m']gn_li ® 6(12 ®..0m0 g 65:?2

m—1,i mlm

Insgesamt bekommt man so den obigen Ausdruck.

Beispiel: Darstellung der Zopfgruppe B, auf vy-Konturen

Im folgenden wird noch einmal beispielhaft die Wirkung der Zopfgruppe B, auf C, fir m =
1,...,3 angegeben, und zwar fiir geordnete Ketten, bestehend aus v-Konturen oder Schleifen. Die
Forderung nach Generizitat des Koeffizientenmoduls Gy bzgl. U, ,, ist nicht notwendig.
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Abbildung 4.2: Wegordnung der e-Segmente

Fiir m = 1 verwende man die Resultate aus Kapitel 2. ¢; € B, wirkt auf ¢’ ® 'y(l) e Oy,
g € Gf, (von links) gemif der typischen Relationen:

¢ oil)e = ¢dooit)

(®'y(1)) = (1—71z)m®7()

+ g 1100 © T,

Fiir m = 2 verwende man die Resultate aus Kapitel 3. o; € B, wirkt auf ¢’ ®'y§1]21 ®'y§2122 eCy,
k1 > ko, (von links) gemif der typischen Relationen:

( ® ,.ygll)-l_l & ,."};;22)+1) . — g o; ® ,.y( ) ® ~(1)

(¢ o 07 e = gvz,i+1oloi®~7§2+1®~?§22+

+g' (1= 720)o: @ 'y(l) ® 7(2)

~(1 2 2
(¢’ 752)®7( )) ;= g71Z+1722+10-Z®7§z)+1®752)+1+

+¢' [21(1 = y1,000)71,04105 @ ’Vgli)“ ® ’?522) +
+¢' (1 =71,0)(1 = 7y201)0: @ 7(1) ® ’7522)

Bei der Herleitung der Gleichungen wurde hierbei folgende TIdentitiat verwendet:

(1= 7101 =202 = [28(1 = y1400)(1 = 71,6)

Fiir m = 3 verwende man die Resultate aus Kapitel 4, den Satz 4.3.26 und das zugehdrige
Beispiel. o; € B, wirkt auf ¢’ ® :ygl,gl ® '752]22 ® :yé?’lza € C5, k1 > ko > ks, (von links) gemiB der

typischen Relationen:

(¢ @ Tt © Vot @ ¥y oi = ¢ o1 071 0 77 @ 357

(9 ® 7§1z)+1 ® 7523+1 ® 7(3)) o =
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= ¢ 1341020107 @ ’YE Z).|.1 ® 7(2) @ :Y:(),Bz)
+g' (1= 73.0)0: © 31 © 757 © 757
(0 @3y @45 @45 o
= ¢ 7241017341020 ® ’YE Z)+1 ® ’Y;ZZ).H ® :Y:(),SZ)
+¢' 231 — Y2,i02)Y2,i+1010; @ ’YE Z)+1 ® 7(2) ® :Y:(),Sz)
+g' (1= 72,)(1 = y3502)0: @71 © 757 © 78
(¢ @ 7(1) ® 7(2) ® 7(3))
= ¢ Yit172,i 4173410 @ ’YE z)+1 @ ’Vézz)+1 ® 'V:()>32)+1 +
+9' BB = y1,40102) (21 1 a4 192000 © 31y @ 3474, @ 487 +
g B = 71 i0102) (1 = 71,01 X
X([Q]I(?))) Mip10i @ 'yg Z)+1 ® 7(2) ® 7(3)
(

+9

"1 =70 (1 = y2,000)(1 = v3,:0201)0; ®7(1)®’7§22 ’NV:(J,SZ)

Bei der Herleitung der Gleichungen wurde hierbei folgende TIdentitiat verwendet:
(1= 7)1 =720 (1 = 3i020)B]1) = B = y1i0102)(1 = 1i00)(1 =71,

Beispiel: si(2,C), T'({1})-Darstellung

Tensordarstellung der Zopfgruppe Wir leiten zunachst, ohne auf die Quantengruppenin-
terpretation zuriickzugreifen, fiir einen nichtgenerischen Koeffizientenmodul eine Darstellung der
Zopfgruppe B, her, die als Darstellung auf einem Tensorprodukt von Vektorrdumen interpretiert
werden kann.

Essei G = C = V() ein 1-dimensionaler B, B, U, m-Modul, gegeben durch einen Homomor-
phismus ®(©) : B, B, Us m — Aut(C) = GL(V(O)), definiert durch:

() = 1, o;€B,
o) = ¢', o, €B,, q¢eC\{0}
) = ¢ yel{ymi=1l...omk=m+1,... m+n}CUnm

Man bemerke, daf dieser Koeffizientenmodul nicht generisch ist bzgl. U, »,, da fiir je drei Indizes
i,J,k mit ¢, j #m und k > m gilt:

O (v i) = ¢ qg =1
Man bekommt 1-parametrige Darstellungen der Zopfgruppe B,,:

X(o,...,m),— :B, — Aut(C,,) = GL(V(m))
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wobei V(") ein C-Vektorraum der Dimension (""’2_1) ist, aufgespannt von den Elementen:
iy, i = V@ :75,12')1 ®...® %(nn?z’)m’
tp=m+1,...om+n, > tpqp1

Beispiel 4.3.35 Als ausfiihrliches Beispiel betrachten wir die 1-parametrigen Darstellungen der
Zopfgruppe Bs = (03,04 | 030403 = 040304) fir die Falle m = 0,1,2,3. Im Falle m = 0 hat man
die triviale Darstellung B, — G L(V():

0'3—>1, 0'4—>1

Im Falle m = 1 hat man die Burau-Darstellung: B,, — GL(V(l)), dim V() = 3, explizit:

1 0 0 5 0 1 0 5
o3 — 0 0 1 4 oy — q 1—q 0 4
0 g 1—g¢q 3 0 0 1

Im Falle m = 2 hat man die Darstellung B, — GL(V®), dimV () = 6:

0 5,5
0 5,4
0 5,3
1 4,4
1—¢q 4,3
0 3,3

—_ O

o3 —

=
OO O oo

OO o OO
[N
O =R OO OO

oo o |

—_

5,5
5,4
5,3
4.4
43
3,3

coo D00 oo~

0
q 0
o3 — 1

0
l—gq
0

=

[S%)
cooco— o
o oo oo
co oo |
—ooco oo

o O

Im Falle m = 3 hat man die Darstellung B,, — GL(V®)), dimV®) = 10:

55,5
55,4
55,3
54,4
54,3

0
0
0
0
0
0 5,3,3
1
1—gq
0
0

_ O
=
OO O oo
—_ o O O

o3 —

=

44,4
44,3
44,3
3,3,3

=
OO DO oo oo oo
—_— 0 OO O o o oo
| oS oo o o oo

OO DD OO OO =
OO OO oo oo OO
[N
OO D DODOoO R OO OO

co o oo o o |
oo oo
oo o oo |
)

w

)

[V

|

)

|

~

o o
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0 0 0 0
0 0 0 ¢!
0 0 0 0
0 1 0 0

. 0 0 0 0
0 0 0 0
¢ ¢—q¢t 0 0
0 0 @ 0
0 0 0 0
0 0 0 0

DO DOD OO —m OO OO

0 1 0
0 1—¢ 0
0 0 1
0 0 0
0 0 1-
0 0 0
0 0 0
0 0 0
q 0 0
0 0 0

O = OO o oo

0

l—gq

0
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55,5
55,4
55,3
54,4
54,3
53,3
4,44
4,43
4,43
3,3,3

—_— 0 O oo O oo oo

Nun erlauben diese 1-parametrigen Darstellungen gewisse invariante Unterrdume. Und zwar
kann man zeigen, daB fiir alle m > 2 alle Vektoren v;, ;€ V(m), wobel mindestens zwel der
Indizes i identisch sind, einen invarianten Unterraum bilden. Die korrespondierenden Quotien-
tenrdume W™ = V(m)/ ~ werden von allen Vektoren v;, . ;. € y(m) gebildet mit ¢; > 25 >

R

Beispiel 4.3.36 Wir betrachten wieder die 1-parametrigen Darstellungen der Zopfgruppe Bs fiir

die Falle m = 2, 3.

Im Falle m = 2 bilden die Vektoren vs 5, v4 4, v3 3 einen invarianten Unterraum. Die korrespondie-

rende Darstellung ist:

1 0 0 5,5 0 1 0 5,5
os— | 0 0 1 4,4 oa— | ¢ 0 0 4,4
0 ¢ 0 3,3 0 0 1 3,3
Die Darstellung auf dem korrespondierenden Quotientenraum W = V(Z)/ ~ ist eine Burau-
Darstellung:
0 1 0 5,4 10 0 5,4
o3—\| ¢ 1—-q 0 5,3 oo,— | 0 0 1 5.3
0 0 1 4,3 0 ¢ 1—¢q 4,3

Im Falle m = 3 bilden alle Vektoren mit Ausnahme des Vektors vs 4 3 einen invarianten Unterraum.
Die Darstellung auf dem korrespondierenden Quotientenraum W) = V(B)/ ~ ist trivial:

0'3—>1,

0'4—>1

Betrachtet man nun W = @72, W, wobei W = v W) = y(1) ynd W) = v/
i > 2, ist, so bekommt man eine Darstellung B, — GL(W), dimW = 2". Bezeichnet man nun
mit V einen C-Vektorraum mit dimV = 2, so bekommt man durch geeignetes Umordnen daraus

eine Darstellung:

By

— GLV®...0V

oo — 1®..919R®1®...©1

i—1

n—i—1
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mit:

0 0

1 0

1_g 0 |€GHVEY)
1

0

o O O =
o OO

Beispiel 4.3.37 Fiir unser Beispiel der Zopfgruppe Bs und m = 0,1, 2,3 bekommt man die Dar-
stellung By — GL(W), dimW = 8 = 23| gegeben durch:

1 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 5
00 0 0 1 0 0 0 4
oy 00 0 0 0 1 0 0 5,4
00 ¢g 0 1—g¢q 0 0 0 3
0 0 0 ¢ 0 1—¢ 0 0 5,3
00 0 0 0 0 1 0 4,3
00 0 0 0 0 01 5,4,3
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 5
0 ¢ 1—¢ 0 0 O 0 0 4
S 0 0 0 1 0 0 0 0 5,4
0 0 0 010 0 0 3
0 0 0 0 0 0 1 0 5,3
0 0 0 0 0 ¢g 1—¢ O 4,3
0 0 0 0 0 0 0 1 5,4,3
und durch Umordnen die Darstellung Bs — GL(V @ V @ V), gegeben durch:
a3  — 1 & R
T4 — R ® 1

Quantengruppeninterpretation der Darstellung Im einfachsten Fall der Lie-Algebra g =
sl(2,C) mit der einfachen Wurzel o und der irreduziblen Darstellung T'({1}) hat man fir die

Exponenten der Funktionen I£0>:

Nij = & Ha,a)=r"1, 1<i,5<m
Aij = —k" o, A) = —(2r)7! 1<i<mm+1<j<m+n

Es gilt 1 = IZ»(C(;) fiir alle 7 € Sy, so daf fiir die Dimension des Koeffizientenmoduls G(g,T') =
V() gilt: dim V(®) = 1. Die den Koeffizientenmodul charakterisierende Abbildung ist:

B Upm — GLV)
<I>(0)(0'Z) — e% — q_l’ o; € B;n
() = e R =q, v €Uim
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Der Darstellungsmodul V' der Quantengruppe zu si(2, C),

KAPITEL 4. ITERIERTE DARSTELLUNGEN (2)

T'({1}), ist von der Dimension

dim VY = 2, aufgespannt von den Vektoren va, va_n. Wir betrachten nun 3 Kopien Vq’(j) dieses
A ) g P ) P A

Darstellungsmoduls, indiziert durch j = i+2,i+ 1,4, und ordnen den Vektoren von V = V}{

VX’(H_I) ® VX’(i) wie folgt Ketten bzw. Integrale zu:

vg\H_z) & UE\H_I) & vg\i) —

(i+2) ® v(i+1) ® v(i) _

(Z+2) Qv (Z+1) ® v( D
(Z+2) Qv (Z+1) Qv ( ) S
UE\H—? ® v(l+1) (i) -
(Z+2) ® v(l+1) ® v(l) -
(Z+2) Qv (Z+1) ® v( ) -

—

v%f?cgkaﬁcgv&ia

7100 ¢ y(0)
19 g5 ~(1) , € v
L ev®

17480

7(0) ®7 ~(1)

g3 ~<1.>
<”®%Za®%” cy®
10g50, 052 ev®

e, 057 ev®

1 00,0 0 357 037 € VO

Alle iibrigen Ketten bzw. Integrale zu den Indizes i4-2,i+1, ¢ verschwinden wegen der Entartung
der relevanten Transformation. So hat man fir alle k:

1 g 5() ) @) =

932 = 100 =y )1 —yape)(1 407 ® () =
— (1 _ zn_l(—Z(oz,A)+(oz,oz)))(1

I(O) ® 6(1) ® 6(2) 0

—27Tin_1(oz,A))( —mn Ya, oz))

wegen 2(a, A) = (o, ). Und ebenso hat man fiir [ > k > j:

Die korrespondierende Darstellung der Elemente ¢, 0,41 € B, der Zopfgruppe B,, ist:

B, — GLV @yt g yel

o, — 1QR
Oip1 — Rl
wobel
1 0 0 0
0 0 1 0
Ro= 0 ¢ 1—¢q O
0 0 0 1

die Darstellung der universellen R-Matrix der Quantengruppe zu s/(2, C) ist.
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Beispiel: si(3,C), T'({1,0})-Darstellung

Man betrachte den Fall der Lie-Algebra g = s/(3, C) mit den beiden einfachen Wurzeln a1y und
() und die irreduzible Darstellung T'({1,0}).

Der Darstellungsmodul V{ der Quantengruppe zu si(3, C), T'({1,0}), ist von der Dimension
dim VX = 3, aufgespannt von den Vektoren vy, VA—agy) VA—apy—ag)- Wir betrachten nun 2 Kopien

Vlg’(j) dieses Darstellungsmoduls, indiziert durch j = ¢4 1, ¢, und ordnen im weiteren den Vektoren

von V = VX’(Z-H) ® VX’(Z) Ketten bzw. Integrale zu.

Im Falle m = 1 wird dem Index 1 eine Wurzel aus {a(1), a(2)} zugeordnet. Es sind zwei Fille
zu unterscheiden.
Wird dem Index 1 die Wurzel a(;) zugeordnet, so hat man fiir die den Koeffizientenmodul charak-
terisierende Abbildung:

.1, — GLVY)
SOy ;) = e NewA) Z TR e,

und es resultiert die Burau-Darstellung von B,,:

0'Z—><0 1 )H_l
g 1—q¢ i

Die relevante Transformation entartet nicht:
0o = 100-n)ed)=
(1-IOae)£0,  j=ii+l

und wir ordnen daher die Ketten wie folgt Vektoren von V = VX’UH) ®@ VX’(i) zu:

a0 o) — 1, eV

o)
e, — eif]ev®

¥

Wird dem Index 1 die Wurzel a() zugeordnet, so hat man fiir die den Koeffizientenmodul charak-
terisierende Abbildung:

0., — GLV®)
@(0)(71,]') — 6—2772';@—1(&(2),1\) =1, Y15 € Un,l

und es resultiert eine Darstellung der symmetrischen Gruppe S, :

Die relevante Transformation entartet:

](0)®:y§71],) = [(0)(1_717]')@@(1?:0’ j=1i+1
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Im Falle m = 2 werden den Indizes 1 und 2 Wurzeln aus {a(1), a(z)} zugeordnet. Es sind drei
Fille zu unterscheiden.
Im Falle der Zuordnung (1,2) — (a(1), a(z)) hat man fiir die den Koeffizientenmodul charakteri-
sierende Abbildung:

B, , — GLV®)

@(0)(710’)([}3)) = QIZ'(C(;), Y15 € Unyi11
@(0)(71,3')(15?)) = IS?), Y15 € Unyi11
¥O)(1y) = T 725 €Uns
@(0)(72,3')(15?)) = qu?), Yo,; € Un 1
SO )(1Y) = ¢FID, oeB
o (o) (1Y) = ¢*I), o1€ B,

Man bekommt 1-parametrige Darstellungen der Zopfgruppe B,,:
YOV B, — Aut(Cy) = GL(V®)
wobei V(2) ein C-Vektorraum der Dimension 6 = 2 - 3 ist, aufgespannt von den Elementen:

(1) (2
Uriia iz = 17('0) ® 75,2')1 ® 7;2')2’
ir=1t+1,4, 41 >4y, TES

Explizit resultiert die folgende Darstellung von B, :

0 0 0 0 1 0 i1t
00 0 0 0 1 i1
oo o | 0 0 it
' 0 0 q2 0 0 1- q T1;0+1,4
¢ 0 ¢l—q) 1-q 1l-q 1—gq idi i
0 q 0 11— q2 0 0 T1;8,8

Die Vektoren vr 41541, Vsdii+1,65 Urisi41,i> Vry,i Dilden einen invarianten Unterraum. Die korre-
spondierende Darstellung ist:

0 0 0 1 T1;0+1,i4+1
S 0 0 1 0 i,
! 0 q2 0 1- q T1;0+1,4
q 0 11— q2 0 T1;8,0

Die Darstellung auf dem korrespondierenden Quotientenraum, gebildet von den Vektoren v;q.i41 141,
Vidi,i, ist die Burau-Darstellung:

S 0 1 i1t
' q 1—gq idi,i
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Die relevante Transformation liefert nun:

I ed 03 = 100 -10)0 - rexe)(1+ o) @) o) =
= (1-9* Yo o) 40,  k=ii+l
I(O) ® ’75112 ~(2) = Ig?)(l — 1) (L =y o)1+ 07" @ (1) (22;3 =0
e, ® ’7522) = IO0 = y0)(1 - ) 0el),, © 6(2) =0, r1€S5

Wir ordnen daher die Ketten wie folgt Vektoren von V = Vq’(H_i) ® VX’(i) zu

(i+1) (4) (0) _ ~(1) ~(2)
Ph=an)- o vy = Iy O34 © T €V

)T

Im Falle der Zuordnung (1,2) — (a(1), (1)) hat man fiir die den Koeffizientenmodul charakte-
risierende Abbildung;:

B, , — GL(V®)
@(0)(71,3')([(0)) = QI(O), Y1, € Unyi11
OOy )1 = I 4y €Unn

@(0)(01)([(0)) = 1O 4 € B,

und es resultiert die folgende Darstellung von B, :

0 0 1 i1
g; — 0 1 1 —q i+1,4
¢> 0 0 i

Hierbei bilden die Vektoren v;yi ;41 und v;; einen invarianten Unterraum. Die Darstellung auf
dem korrespondierenden Quotientenraum ist trivial. Die relevante Transformation liefert:

o3 @3 = 100 -1 —yepo)(l+oi) @) 0 el =
= (-l —gq¢ Y1+ e 22,3—0, k=ii+1
e 03 = 100 -yl -p) @), 0] =

= (=01 o), 0] #0

und die Zuordnung zu Vektoren von V = VX’UH) ®@ Vq’(i) ist

i+1 7 0 ~(1 ~(2
UE\—Q)(I) ® UE\)—Q(I) - ( ) ® 75 z)+1 Pyg z) € V(z)

Im Falle der Zuordnung (1,2) — (a(2), a(2)) hat man fiir die den Koeffizientenmodul charakte-
risierende Abbildung;:

) B, , — GL(V)
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@(0)(71,3')([(0)) = QI(O), Y1, € Unyi11
(2 ) (1) = qI'9) 425 € Uny
@(0)(01)([(0)) = ¢ 1O 4 € B,

und es resultiert die folgende Darstellung von B, :

0 0

1 1,541
oo— | 0 ¢! 0 i+l
g 1—¢7% 0 i
Die relevante Transformation liefert:
Weileni = 10500 =jpe)1+o7) @] =0
(1 (2 1 2
e, 0y = 190 -yu)1-n)edl o] =

Im Falle m = 3 hat man fiir die Zuordnung (1,2,3) — (a(1), a(2), a(1)) die folgenden Sym-
metrien: IZ»(C(;) = 15?2271, 155” = 15?22 und I£S> = 15221 und zunéchst eine Darstellung der Di-

mension 12 = 4 - 3. Alle Vektoren bis auf die Vektoren v;g;41,41,; und vr,.;41 4,4 bilden einen
invarianten Unterraum, und die Darstellung auf dem korrespondierenden Quotientenraum ist die

Burau-Darstellung:
i — 0 1 Sdsi1,i41,0
q 1—gq Tosidl,ig

Die Zuordnung zu Vektoren von V = VX’UH) ® VX’(i) ist:

Im Falle m = 4 hat man fiir (1,2,3,4) — (a(1), a(2), (1), @(2)) auf Grund der Symmetrien
zunéchst eine Darstellung der Dimension 30 = 5-6. Alle Vektoren bis auf den Vektor vig.41,i41,4,i
bilden einen invarianten Unterraum, und die Darstellung auf dem korrespondierenden Quotienten-
raum ist trivial. Die Zuordnung zu Vektoren von V = VX’(H_Z) ®@ VX’(Z) ist:

i1 i 0) o ~(1 (2 (3) _ (4
vg\i—a)(l)—oz@) UE\)—Q(I)—Q(Q) - Il(d) ® 7572)4—1 ® 7;,z)+1 ® Pyé,l) ® Pyl(l,l) € V(4)

Tnsgesamt bekommt man fiir die Darstellung B, — GL(V) = GL(VX’UH) ® V[{]’(i)): o — RE

GL(V), wobei die Matrix R lautet:

100 0 00 0 0 0
000 1 00 0 0 0
000 0 00 1 0 0
0 ¢ 0 1—¢g 0 0 0 0 0
R=1]l000 0 10 0 0 0
000 0 00 0 1 0
00 g 0 00 1—g 0 0
000 0 0 ¢ 0 1—g 0
000 0 00 0 0 1




Ausblick und offene Fragen

Abschlieflend werden diverse Fragen und Vermutungen zusammengestellt, denen in der vorliegen-
den Arbeit nicht nachgegangen wurde.

Zopfgruppen zu X,

In dieser Arbeit wurden kurz gesagt homologische Darstellungen der Zopfgruppen zur komple-
xen Ebene C behandelt. Mit dhnlichen Methoden sollten auch die Zopfgruppen zu anderen
2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten betrachtet werden kénnen. Im Falle der orientierbaren ge-
schlossenen Flachen ¥, vom Geschlecht ¢ > 0 sind die Konfigurationsrdume X, ,,,(X,) nach Fadell
und Neuwirth [16] wie die Raume X, ,,(C) asphérisch, und sie geniigen ebenso kurzen exakten
Homotopiesequenzen, mit deren Hilfe Birman [5] die Gruppenbeschreibungen der Zopfgruppen

m1(Xon(Xy)) und 71(Xg [)(E,)) angibt.

Monodromie konfluenter hypergeometrischer Integrale

Eine verallgemeinerte Zopfgruppe wurde implizit von Nekrassoff [31] im Zusammenhang mit der
Monodromie konfluenter hypergeometrischer Integrale definiert.
Und zwar betrachtet Nekrassoff Integrale der Gestalt:

pj Bt

/dz H(Z . Zj))\jeZz:I (z—z; ) ’ A, B0 €C
ji=1

mit irreguldren Singularitdten in z;, die Losungen gewisser linearer Differentialgleichungen der
Ordnung n — 1 + Z?Il p; sind. Die zuldssigen geschlossenen Integrationswege sind einerseits
wie im Falle gewohnlicher hypergeometrischer Integrale Pochhammersche Doppelumlaufe um je
zwel Singularitaten, andererseits Wege, die innerhalb solcher Winkelbereiche von Singularitat zu
Singularitat laufen, dafB stets gilt:

Bisp
lim (2 — z;)*mie G20 =0, j=1,...

Z—Zj

bl

Die Bedingung wird erfiillt fiir Re(ﬂ) < 0. Nekrassoff definiert nun implizit eine Zopfgruppe

G277

durch eine Erweiterung von P, durch zusitzliche Generatoren, die Drehungen der Winkelbereiche

185
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1 12)—7 entsprechen, und die Monodromiegruppe der konfluenten

zu z;, 5 =1,...,n, um den Winke .
hypergeometrischen Integrale als Bild dieser Zopfgruppe in der Automorphismengruppe des Vek-
torraums, der von den linear unabhéngigen Integralen aufgespannt wird.

Nekrassoffs Resultate sollten ausgearbeitet werden. Dies beinhaltet die Definition geeigneter dqui-
varianter Kettenkomplexe und die Bestimmung deren Homologie, die Definition der erweiterten
Zopfgruppe und ihre Darstellung als Gruppe von Automorphismen der Homologiegruppe. Ferner
sollten die Resultate verallgemeinert werden mit dem Ziel, die Monodromiegruppen mehrfacher

konfluenter hypergeometrischer Integrale zu bestimmen.

Bilineare Invarianten und Irreduzibilitit der Darstellungen

Die Darstellungen der Zopfgruppen erlauben bilineare Invarianten, mit deren Hilfe die Irreduzibi-
litdt der Darstellungen gezeigt werden kann.

Man betrachte zunéchst die reduzierte Gassner-Darstellung der reinen Zopfgruppe P,, den Mono-
morphismus xj : P, — Aut(G"~1), wobei G = Z[ozili] der Ring der Laurent-Polynome in den Va-
riablen oy, 5, 1 = m+1,...,m+n, war, ein generischeyr 1-dimensionaler Uy, 1-Modul, gegeben durch
Dy (Ymi) = Wmiy Ym,i € Ppund o, ; # 1. In [12] konnten wir durch direkte Rechnung zeigen, daf§
es eine bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte antihermitesche Matrix @), € GL(Z[aib], n—1)

gibt, die in folgendem Sinne invariant ist bzgl. der Gassner-Darstellung der Zopfgruppe Pj:

Xn(75,6) @ X5 (Vi k) = Qn,s Vik € Pn

Hierbei bezeichnet * die adjungierte Matrix. Explizit lautet die invariante Matrix @y, die von Kita
und Yoshida [22] als Homologie-Schnittmatrix interpretiert wird, wie folgt:

(Qh)§_1 = —(I—am;)™"

@) = (I—am) " + (1 —amjp) " =1
@)Y = 1—(—amp)"

@I = 0, i#i-14i+1

Man bemerke nun, daf§ die Gassner-Darstellung von P, eine Darstellung als Gruppe von Reflek-
tionen ist, denn es gilt:

xn(vk)=1-=T;5  Rang(Tjx) =1

Mit dieser Eigenschaft und mit der Forderung, dafl die Invariante )5, nicht entarte, zeigen Matsu-
moto et alteri [28], dal die Gassner-Darstellung von P, im generischen Fall irreduzibel ist.

Die Invariante @), kann verallgemeinert werden zu einer Invariante Qj, bzgl. der Darstellungen der
Zopfgruppe By, der Darstellungen yj, : B, — Aut(G™~') mit beliebigem generischen U, 1-Modul
G:

Oy (0;) Qn Py (0:) = On, o; € By

Hierbei ist die adjungierte Matrix definiert als transponierte Matrix mit konjugierten Eintrdgen
gemiB 3 = 7', 3 € B,Uy, 1, und die Eintrige von ®,(0;) und Qj, sind als Endomorphismen des
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Koeffizientenmoduls G zu verstehen. Explizit hat man:

Q™" = (1=

(Qn)] = (1=9m) " + (L= ymys1)" =1
QI = 1= (1= mys1)”"

Q@ = 0, i#i-14i+1

Die oben angegebene Invariante Q) resultiert offensichtlich fiir v, ; — o, ; € C.

Vermutlich wird man wie im Falle der Gassner-Darstellung von P, zeigen kénnen, dafl die homologi-
schen Darstellungen von B, im Fall eines beliebigen generischen Koeffizientenmoduls G irreduzibel
sind. Die Invariante Qj sollte ebenfalls als Homologie-Schnittmatrix interpretiert werden kénnen.

Hypergeometrische Differentialsysteme und infinitesimale Zopfrelationen

Verallgemeinerte hypergeometrische Integrale geniigen gewissen totalen Differentialsystemen.
Man definiere rekursiv Integrale mit Werten in einem komplexen Vektorraum V(") der Dimension
m-+n—r, r>0, durch:

(I(r))k — /di[@“—l)’ k=r+1,...,m+n
Zp — Zk

1 = II G-z
1<i<j<m+n

wobei liber Zyklen aus Hl(V(’"_l) ® C'()N(n_km_ryl)), V=1 ein generischer Unt+m—r1-Modul, inte-
griert werde. Es kann durch vollstindige Induktion gezeigt werden, dafl die Integrale vollstindig
integrierbaren totalen Differentialsystemen von der folgenden Gestalt geniigen:

dim = 1)
e = Z Q(T)dlog( %)
r<i<j<m+n

wobei die Endomorphismen Q(]) € End(V(’")) rekursiv bestimmt sind und Q(Oj) = X;;. Die En-
domorphismen geniigen jeweils den folgenden Relationen, sogenannten infinitesimalen Relatlonen
der reinen Zopfgruppe Ppym—r:

o) +oi.oly] = [al) +aly.al] =0
[QETJ), (T)] = 0, 1,7, k,l verschieden

Umgekehrt kann man mit Hilfe des sogenannten Arnoldschen Lemma zeigen, dafl diese Relationen
notwendig und hinreichend sind, damit die Differentialsysteme vollstdndig integrierbar sind.

Die Monodromiedarstellung der reinen Zopfgruppe sollte sich mit Hilfe einer Verallgemeinerung von
Picards Methode der sukzessiven Approximation aus der Darstellung der Algebra der Endomor-
phismen €; ; wiedergewinnen lassen, so daff die Bezeichnung der Relationen der Endomorphismen
als infinitesimale Zopfrelationen begriindet wird.
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Knizhnik-Zamolodchikov Differentialsysteme und Quantengruppen

Oben wurden hypergeometrische Integrale vom sogenannten Knizhik-Zamolodchikov Typ betrach-
tet, d.h. Integrale iiber Differenzenprodukte mit nichtgenerischen Exponenten JA;;, die gewis-
sen durch die Cartan-Form einfacher Lie-Algebren induzierten Rationalitdtsbedingungen geniigen.
Es wurde darauf hingewiesen, dafl diese Integrale als Elemente von Héchstgewichtsmoduln der
Quantengruppe der Lie-Algebra interpretiert werden kénnen und die Monodromiedarstellung der
Zopfgruppe B, als Darstellung der R-Matrix der Quantengruppe (auf einem Tensorprodukt von
Hochstgewichtsmoduln). Es wurden aber lediglich beispielhaft fiir die irreduziblen Darstellungen
Darstellungen T'({1}) von sl(2,C) und T'({1,0}) von sl(3, C) die korrespondierenden Tensordar-
stellungen der Zopfgruppen bestimmt. In [13] haben wir ebenso lediglich beispielhaft die Darstel-
lungen T'({r}) von sl(2, C), die Darstellungen T'({1,0,...,0}) von sl(r, C), sowie die Darstellungen
T'({2,0}) und T'({1,1}) von sl(3, C) behandelt.

Man sollte jedoch die nichtgenerischen iterierten Darstellungen der Zopfgruppen B, systematisch
untersuchen, und es sollten dann auch diejenigen Tensordarstellungen der Zopfgruppen bestimmt
werden kénnen, die beliebigen irreduziblen Darstellungen von si(r, C) korrespondieren.
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