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Arbitrage Theory In Markets With Fuzzy-Expectations
August 1999

Abstract

The neoclassical arbitrage theory is based on the assumption that market participants have the
same expectations about state contingent returns of risky assets. This is a very limited view of
uncertainty in such models. Even if we accept that all market participants have the same
possibility distribution about the true payoffs in the future, it can not be expected that al have
the same set of payoffs.

In this article further uncertainty is implemented in existing models by combining classic
financial theories and fuzzy-logic theory. Payoffs are now described by fuzzy numbers. This
means that, based on their private expectations, individual market participants contribute to the
set of possible future payoffs.

One-period and multi-period arbitrage models are modified in the way that fuzzy expectations
can be dealt with.

JEL classification: D82, G14

Keywords: Arbitrage, Fuzzy logic, Completeness of financial markets, Risk neutral valuation,
Contingent claims



Arbitragetheorie bei vagen Erwartungen der Marktteilnehmer

August 1999

Zusammenfassung

Die neoklassische Arbitragetheorie setzt voraus, dald alle Marktteilnehmer identische Erwar-
tungen beziiglich der kinftigen zustandsabhéngigen Auszahlungen von risikobehafteten Wert-
papieren bilden. Die Unsicherheit besteht dann im Eintritt des Zustandes selber, jedoch nicht in
dessen Ausprégung.

In diesem Artikel wird untersucht, wie eine zusétzliche Unsicherheit in Form des Unwissens
Uber die genaue Auspragung eines Umweltzustandes modelliert werden kann. Dazu werden die
klassischen Finanzwirtschaftstheorien mit der Fuzzy Set Theorie (Theorie unscharfer Mengen)
verbunden.

Ziel ist es, sowohl eine einperiodige als auch eine mehrperiodige Arbitragebewertung so zu
modifizieren, dal3 vage Erwartungen der Marktteilnehmer unterstellt werden konnen.

JEL classification: D82, G14

Schlagworte: Arbitragebewertung, Arbitragefreiheit, derivate Finanzinstrumente,
Fuzzy-Logik, Vollstandigkeit des Marktes, risikoneutrale Bewertung



1. Einleitung

Die neoklassische Arbitragetheorie bildet eine Grundlage fur alle zur Zeit existierenden Bewer-
tungsmethoden in der Finanzwirtschaft. Dabel werden ausschliefdlich rational handelnde Markt-
teilnehmer, die perfekte Information tber die Hohe der zustandsabhangigen Zahlungen aller
risikobehafteter Wertpapiere besitzen, in die Modellierung einbezogen. Mit einer zusétzlichen
Annahme Uber homogene bedingte Erwartungen kann dann die Unsicherheit auf einen einzigen
Risikofaktor reduziert werden. Die Annahme besagt, dal3 ale Investoren mit den gleichen
zustandsabhéngigen Zahlungen des Wertpapiers rechnen. Die Unsicherheit besteht also lediglich
darin, dal3 die Investoren nicht wissen, welche der vorher festgel egten Zahlung realisiert wird.

Die Methodik der neoklassischen Arbitragetheorie sieht vor, dal3 die Zahlungsfltisse eines Deri-
vats durch eine geeignete Mischung der Basiswertpapiere, deren Preise al's bekannt vorausgesetzt
sind, dupliziert werden. Dabei wird angenommen, dal? der Preis eines solchen Duplikationsport-
folios dem Preis des Derivats entsprechen muf3. Existieren Arbitrage-moglichkeiten, so ist das
»Law of One Price’ nicht mehr gultig und die Bewertung scheitert. Eine weitere wichtige Bedin-
gung bei der Arbitragebewertung ist die Vollsténdigkeit des Kapitalmarktes. Ist diese gegeben,
wird eine Arbitragebewertung ohne Kenntnis einzelner Nutzenfunktionen der Investoren mog-
lich — Finanztitel kdnnen also préferenzfrei bewertet werden.

Als Ergebnis liefert die Arbitragetheorie auf einem vollstandigen und arbitragefreien Markt
eindeutige Preise. Die unterstellten Bedingungen sind aber sehr restriktiv und in der Realitét
haufig nicht erfullt. Zwar konnten Erwartungen durch in der letzten Zeit immer weiter verbrei-
teter Standard-Software-Systeme teilweise homogenisiert werden, es besteht jedoch immer noch
zwischen verschiedenen Anlegergruppen ein starkes Know-How Gefélle. Institutionale Anleger
haben grofie Vorteile im Vergleich zu privaten Anleger beziiglich der Informationsproduktion
und —anwendung. So kommt es haufig zu einer asymmetrischen Informationsverteilung zwi-
schen diesen beiden Anlegergruppen. Auch die Unterstellung, alle Investoren seien rational
handelnde Marktteilnehmer, trifft nur bedingt zu. Viele der erfolgreichsten Trader erklaren, , aus
dem Bauch heraus* gehandelt zu haben. Aus diesen Griinden sollte die Annahme Uber homogene
bedingte Erwartungen beziiglich der Zahlungen eines risikobehafteten Wertpapers verworfen
werden. Die Realitét ist viel risikoreicher, as es die Arbitragetheorie unterstellt.

In dieser Arbeit soll untersucht werden, welche Auswirkungen vage Vorstellungen Uber die
zukunftigen Auszahlungen, die in Form von Fuzzy-Zahlen ausgedriickt werden, auf die risiko-
neutrale Bewertung haben. Das Arbitragemodell wird also um eine weitere Ungenauigkeitskom-
ponente erweitert.

In Abschnitt 2 wird der Aufbau und die daraus folgende Interpretationen der einperiodigen
Arbitragebewertung bei vagen Erwartungen der Marktteilnehmer diskutiert. Dabei lehnen wir
uns an die Definitionen und Notation von Rommelfanger* an. In Abschnitt 3 wird dieses Modell

! Rommelfanger, H. (1994)



auf eine mehrperiodige Betrachtungsweise erweitert. Die vorliegende Arbeit schlief3t mit einer
Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse.

2. Einperiodige Arbitragebewertung bei vagen Erwartungen der Marktteilnehmer
2.1. Modellierung der Unsicherheit mit Fuzzy - Logik

Die neoklassische Arbitragetheorie wird nun im Rahmen des Fuzzy-Logik basierten Modells
folgendermal3en modifiziert:
Es existiert zum Terminierungszeitpunkt t = 1 eine Menge von Umweltzusténden mit
W={w,...,wg .
Jedem dieser Zustande werden aber Fuzzy-Auszahlungen zugewiesen®:
%, Wb A(X).

Daraus &3t sich somit folgende Annahme formulieren:

Annahme 2.1 [Homogene bedingte Erwartungen beziiglich der Zugehorigkeitsfunktionen]

Alle Investoren stimmen darin tberein, dal3 die Zahlung eines Wertpapiers )'ZkT K(X) bel Eintritt
des Ereignisses wg genau Xg betrégt.

Diese Annahme stellt eine Auflockerung der im klassischen Modell getroffenen Annahme dar,
da jetzt von den Investoren nur eine ungeféhr gleiche Einschatzung Uber die Auszahlung der
Wertpapiere in den verschiedenen Umweltzusténden gefordert wird.

Dieses Wissen |&3t sich in einer Zahlungsmatrix zusammenfassen:

Fu X2 - XK 0

~ iz]_ ;(-22 §2K+

X= 3 21
¢ . (21)
§X31 Xs2 XK g

Ein Preis fiir ein Wertpapier mit Fuzzy-Auszahlungen wére dann Py %. Aus der Menge dieser

Wertpapiere  kann man ein  Portfolio  (nq,..,ng)T R"  bilden, dessen Zahlungen
K K

a )?Sknk,(Fl,...,S),und dessen Preis & nk'f)k betragen.

k=1 k=1

Fur die Modellierung ist auf3erdem notwendig, dal3 keiner der Investoren dominierende
Marktmacht besitzt, dies wird mit der nachfolgenden Annahme sichergestellt:

Annahme 2.2 [ Atomistische Konkurrenz der Investoren]

Der Preis eines Gutes kann von Investoren nicht durch Kaufe oder Verkéufe beainflufdt werden.
Alle Investoren sind Preisnehmer.

2 Rommelfanger, H. (1994), S. 11
® Eswird spater untersucht, welcher Preis sich aus einer Zahlungsmatrix mit Fuzzy-Auszahlungen berechnen 145
Es erscheint zunéachst aber wahrscheinlich, dal? auch der Preis fuzzy ist.



Weiterhin sind beliebige Linearkombinationen von Wertpapieren handelbar. Aus der Menge
dieser kK Wertpapiere |83t sich dann ein Portfolio n' = (NN NNk ) bilden®. Dies stellt
die Annahme 2.3 dar:

Annahme 2.3 [Handel von Portfolios von Wertpapieren mit Fuzzy-Auszahlungen]

Fir beliebige Wertpapiere X , k1 {1,2,..., K} und Salaren n, T R, k1 {1,2,..., K} gilt:
K
éiknk.
k=1

Im folgenden wird angenommen, dal3 die Fuzzy-Auszahlungen und die Fuzzy-Preise durch
L-R-Fuzzy-Zahlen dargestellt werden konnen. Der Einfachheit halber werden in den Abbildun-
gen lineare Referenzfunktionen unterstellt, die Aussagen gelten aber auch fir beliebige Refe-
renzfunktionen.

Bevor die Frage nach dem Preis eines solchen Portfolios geklart werden kann, missen die Voll-
sténdigkeits- und Arbitragebedingungen ausfihrlich betrachtet werden, der Markt sei gemal3 der
nachfolgenden Annahme 2.4 friktionslos:

Annahme 2.4 [Friktionsloser Kapitalmarkt]

Der Kapitalmarkt ist friktionslos. Dies bedeutet im einzelnen:

Q) Es gibt keine Marktzugangsbeschrankungen

2 Es existieren keine Steuern und Transaktionskosten

3 Samtliche Wertpapiere sind beliebig teilbar

(4)  Esexistieren keinerlel Leerverkaufsbeschrénkungen fur die Wertpapiere

2.2. Vollstandigkeit, Arbitragefreiheit

Die Definition der Vollstandigkeit beim neoklassischen Arbitragemodell erforderte eine scharfe
Abgrenzung der Auszahlungen verschiedener Wertpapiere voneinander, um feststellen zu kon-
nen, ob diese linear unabhéngig sind. Im Modell mit Fuzzy-Auszahlungen ist diese Abgrenzung
nicht immer moglich, da sich die Referenzfunktionen® (iberlappen kénnen. Daher geniigt die
Definition des Standardmodells nicht aus, um eine Vollstandigkeit im Fuzzy-Bewertungsmodell
zu beschreiben. Vielmehr ist auch eine Betrachtung der Préferenzrelationen nétig. Hilfreich
hierzu sind die folgenden Definitionen, welche jeweils kurz erlautert werden.

Definition 2.1 [Vollstdndigkeit eines Portfolios mit Fuzzy-Auszahlungen]

Existiert fur jedes Wertpapier jT {12,...K} ein Duplikationsportfolio, so daf gilt:

K

a XNk = XS,j (S:]_,..,S ; ] 1 k)

k=1
und gelte weiterhin, dal’ die Zugehorigkeitsfunktionen der Wertpapierauszahlungen in den ver-
schiedenen Umweltzustanden auf einem r -Niveau, r T [0,1], keine gemeinsamen Elemente auf-

“ n beschreibt hier die absolute Anzahl des Wertpapiers k im Portfolio.
® Zum Begriff der Referenzfunktion vgl. Rommelfanger,H. (1994), S.40



weisen, d.h.:
X > Xg oder X <, Xg mitj,sT {12,..,.S} und j* s (2.2)

dann heil3t der Markt ,, vollstandig auf dem Niveau r “.

Sind )?jk und Xg LR-Fuzzy-Zahlen mit den gleichen Referenzfunktionen, so lassen sich dier -

Préferenzen vereinfachen zu:
Xjk ~r X U (Xjk - XGk) £ (Xg +Xg) (2.3)
und fir — Xj < xg U (XK +7'Jr-k) 3 (Xg - Xg) (2.4)

farale j,s=1,...,S, k=1,..K,jts
wobei:
x'}k = XL Hr) g = xgl H0), x'Jr-k =X R W), xg =%gR ).

Es stellt sich aber die Frage, ob fir eine Vollstandigkeitsdefinition nur die r -Préferenzrelation
Ookonomisch sinnvoll ist, oder ob auch , schwéachere” Préferenzrelationen zu Erkl&rung der
Marktvollsténdigkeit dienen konnten. Dies sei im folgenden anhand eines Beispiels mit einem

Wertpapier in zwei Umweltzusténden illustriert.

mx) 4 _

X22 X12
1

| AVANRN

Abb. 2-1: r -Préferenz bei Fuzzy-Zahlen

Fir eine Vollstandigkeit nach Definition 2.1 muf? fir xq5 >Xo, gelten, da X;, auf dem
r-Niveau X, vorgezogen (préferiert) wird.
Es muB gelten: Inf (X;,), > Sup(Xy,), furaleal [r 1.

Wie der Betrachter erkennen kann, impliziert die r -Préferenz eine sehr strikte Bedingung fir die
Abgrenzung von Fuzzy-Zahlen. Daher stellt sich die Frage, ob auch andere, schwachere, Krite-
rien greifen konnten, um Marktvollstandigkeit zu erklaren.

Betrachten wir in diesem Zusammenhang die e-Préferenz, nach der eine Fuzzy-Zahl auf dem
Niveau e préferiert wird — man schreibt X5 > Xop —wenn gilt :
Inf (X;5), 3 Inf (X5,), und Sup(X;,), 2 Sup(X,,), fur al [e:]]. (2.5)



Sind X1, und X9, LR-Fuzzy-Zahlen mit den gleichen Referenzfunktionen, so 1a3t sich die

Bedingung (2.6) vereinfachen zu:
X1 - X12LH€) 3 Xpp - XooL 1(€) und Xy, + X12R"1(E) 3 X, + X22R™ (e).

A
m(x) - -

X22 X12

X X
Abb. 2-2 : e-Préferenz im Vergleich zur r -Préferenz bei Fuzzy-Zahlen

Es gibt nun aber ein Intervall [x;X] in dem die Mo&glichkeit mit positiven Zugehdrigkeitswerten

existiert, da3 der Markt nach Definition 2.1 wunvollstdndig ist. Es gilt aso:
n;(lz(x) > Ound n;(22(x) >0 furadle x1 [x;X].

Daraus folgt unmittelbar, dal’ der Markt auf dem Nullniveau nicht vollstandig sein kann. Er kann

jedoch auch nicht vollstandig auf dem e-Niveau sein, denn es gilt ebenso:
(rr;(lz(x))a >0 und (n;(zz(x))a >0 furdle x1 [x;X] mital [e;].

Die e-Préferenz ist aber eine zu schwache Relation um eine Marktvollstandigkeitsaussage zu
formulieren. Damit kommen aber auch alle , schwacheren* Praferenzrelationen hier nicht in
Betracht®.

Definition 2.2 [ Perfekte Vollstandigkeit]

Ein Markt heif3 genau dann ,, perfekt vollstandig® , wenn
K
a Xy = Xgj s=1,..S;jt k
k=1 ’
und X - Xg oder X < Xy mitj,sl {1,2..,S}und j! s
fur r gleich Null gilt, d.h. wenn der Markt also ,, vollstandig auf einem Niveau r =0* ist.

Der in Definition 2.2 dargestellte Speziafall impliziert also meist strengere Anforderungen an
Marktvollsténdigkeit als dies nach Definition 2.1 erforderlich wére. I1st ein Markt perfekt voll-
sténdig, gehen demnach alle verfligbaren Informationen in die Berechnung ein; der Informati-
onsverlust durch die Vernachlassigung von Werten unterhalb des r -Niveaus entfallt.

® vgl. Rommelfanger, H. (1994), S.72ff.



Es stellt sich die Frage, ob dieser Informationsverlust auch mit geringeren Anforderungen ausge-
glichen werden konnte, denn die Definition 2.2 ist fir den Zweck der Derivatebewertung oftmals
zu hart. Ein anderer Vorschlag wére ein Portfolio mit Fuzzy-Auszahlungen schon als vollstandig
anzusehen, wenn fir die Gipfelpunkte der Fuzzy-Zahlungen die Vollstandigkeit im neoklassi-
schen Sinne erflllt ist. Auch hier entféllt der Informationsverlust wie in einem perfekt vollstan-
digen Markt.

Diese Alternativdefinition fuhrt dazu, dal3 eine praferenzfreie Bewertung nicht mehr méglich
und Nutzenfunktionen der einzelnen Anleger berticksichtigt werden mussen. Dies bedeutet im
Gegensatz zum klassischen Modell jedoch nicht, dal3 der kiinstliche Wahrscheinlichkeits-vektor
nicht mehr eindeutig ist. Es wird in Abschnitt 2.3. gezeigt werden, dal3 dieser unabhéngig von
den Spannweiten und somit auch unabhéangig von der Definition der Vollstandigkeit in einem
Portfolio von Wertpapieren mit Fuzzy-Auszahlungen errechnet wird. Jedoch folgern aus den
Eigenschaften der Vollstandigkeit nach Definition 2.2. wichtige Implikationen fur das Hedging
derivativer Positionen.

Diese Uberlegung fihrt zu:
Definition 2.3 [ Teil perfekte Vol lstdndigkeit]

Ein Markt heif3 genau dann ,, teilperfekt vollstandig® , wenn

K
& XgNk =Xsj s=1,..S; jtk
k=1

und X - Xg oder X <, Xg mitj,sl {12..,.S} und jt s fiur ein beliebiges r1 [0]

gilt, wenn der Markt also ,, vollstandig auf einem r -Niveau® ist.

Eine Uberlappung von Referenzfunktionen der Wertpapierauszahlungen ist nun zugel assen. Dal3
dies keine Folgen auf die Existenz und Eindeutigkeit der Eintrittswahrscheinlichkeiten hat, wird
in Abschnitt 2.3. bewiesen. Der 6konomische Interpretationgehalt von Marktvollstéandigkeit
hingegen kdnnte fraglich werden.

Es soll nun gezeigt werden, inwiefern Arbitragemdglichkeiten in einem Portfolio von Wertpa-
pieren mit Fuzzy-Auszahlungen existieren kénnen. Dazu muf3 gelten, dal3 mit einem nicht-posi-
tiven Aufwand in t=0 ein nicht-negativer Ertrag in t=1 erzielt werden kann, also dal3

K K
a Xgn =0 fur s=1,2...,S und zugleich & n,p, <O0. (2.6)
k=1 k=1

Hieraus ergibt sich folgende Definition fur Arbitragefreiheit des K apitalmarktes:

Definition 2.4 [ Arbitragefreiheit in einem Fuzzy-Portfolio]

Sei p = (P1, Po---» Pk ) bekannt und werde ein Duplikationsportfolio aus K Wertpapieren gebil-

K K
det, sodal’ Xgy 4 = & Xgny furs=12..,S miteinemPreis px 4+, = & Nk Py ,
k=1 k=1

dann herrscht genau dann Arbitragefreiheit, wenn fir das Portfolio gilt:



sup Pg+1 >0 oder inf Xgk 41 <O firalle s=1.2,...S.

Zur Erléauterung sel zunédchst die Situation betrachtet, in der gegen Definition 2.4 verstof3en wird.
Esist einsichtig, dal3 dies nur dann der Fall ist, wenn

suppk+1£0 und infXgKk 413 0 firdles=1,2,..,S.

Ob Arbitragefreiheit wirklich nur dann gilt, wenn diese Situation ausgeschlossen wird, soll hier
verbal untersucht werden. Zunéchst sei angemerkt, dald Definition 2.4 strengere Bedingungen fur
die Existenz von Arbitragemoglichkeiten impliziert. Anders als bei dem klassischen Begriff der
Arbitragefreiheit gentigt es bereits, wenn die Méglichkeit einer positiven Preisrealisation bzw.
die Moglichkeit einer negativen Auszahlungsrealisation mit positiven Zugehorigkeitswerten
existiert. Dies ist die Folge der Modellierung von Fuzzy-Auszahlungen, wobel sichere Arbitra-
gemaglichkeiten durch die Spannweiten der Wertpapierauszahlungen unsicherer werden, also in
dieser Modellwelt mehr Risiko zugelassen wird.

Wilrde jetzt gelten, dal? inf Xg  +1 <0 und gleichzeitig auch der Preis negativ ist, so kann kein
risikoloser Ertrag im Sinne von Arbitrage erwirtschaftet werden. Oder es gilt suppk +1 >0, dann
gibt es einen positiven Preis flr eine positive Auszahlung, welches ebf. Arbitragefreiheit unter-
stellt. Durch diese Uberlegungen wird ersichtlich, dal3 Definition 2.4 alle Moglichkeiten ein-
schliefdt, in denen Arbitragefreiheit herrscht.

A

Ny Pk m(x
al S/

K
a

Qo X

Xg N Mits=12,..,S
1

<>

Abb. 2-3 : Arbitragemdglichkeit bel Fuzzy-Auszahlungen in einem Portfolio

Bei der graphischen Veranschaulichung in Abb. 2-3 wird ebenfalls deutlich, warum die Null in
beiden Bedingungen der Definition ausgeschlossen werden kann und somit Arbitrage vom Typ |
und Il nicht [&nger unterschieden werden muf3. Unter den obigen Bedingungen fur die Existenz
von Arbitragemdglichkeiten ist der Wert der Zugehorigkeitsfunktionen beider Fuzzy-Zahlen an
der Stelle Null stets Null und somit unmaoglich. Dank dieser Vereinfachung lassen sich Arbitra-
gemaoglichkeiten auch mit der Definition positiver und negativer Fuzzy-Zahlen beschreiben und
es kann formuliert werden:



Sei X > eine positive Fuzzy-Zahl und das Produkt nP eine negative Fuzzy-Zahl, so ist der
Markt nicht arbitragefrei.

Es stellt sich nunmehr die Frage, ob &hnlich wie bel der Vollstandigkeit eine Unterscheidung auf
einem r -Niveau — nachfolgend alsr ,-Niveau bezeichnet — sinnvoll wére.

Es solle also gelten, dai3
K

K R
a Xgny -5 0 furales=12..,S undzugleich & np, <, Oftral {r,5. (27)
k=1 k=1
Sind Xg und py LR-Fuzzy-Zahlen, so 1& sich (2.7) vereinfacht schreiben als:
inf Xgq <O und inf (Xg g, XLZK o Y;ZK LR »undzugleich 9

SUP P41 >0 und SUp(Py 4q; E:<2+1; B <O.

Oberhalb dieses r ,-Niveaus herrscht dann natirlich keine Arbitragefreiheit. Da aber die Mog-
lichkeit einer Realisation unterhalb dieses Niveaus besteht, wenn dieser Bereich nicht ausge-
schlossen wird, liegt definitionsgemald keine Verletzung der Arbitragefreiheit vor. Das r »-Ni-
veal kann lediglich als Grad der Arbitragefreiheit verstanden werden.

m(x)A K

N Pk & XgNy mits=12,...,S

K
a
=1 k=1

1 Kk

>
X

Abb. 2-4 : Der Zusammenhang zwischen r -Préferenz und Arbitragemdglichkeiten

Annahme 2.5 [ Arbitragefreiheit im Fuzzy-Loqik basierten Modell]

Es existieren auf dem Kapitalmarkt keine Arbitragemdglichkeiten geméf3 Definition 2.4.

Wie ein solcher Vektor auch in einem Modell mit Fuzzy-Auszahlungen bestimmt werden kann,
wird Abschnitt 2.3. zeigen. Ebenfalls wird die Eindeutigkeit des Vektors diskutiert. Ob eine
Vereinfachung der Annahmen beziglich der Vollstandigkeit moglich und sinnvoll ist, um u.a
den dargestellten Vortell besser nutzen zu kénnen, wird spéter untersucht werden.



2.3. Fuzzy-Logik basierte Bewertung derivater Finanzinstrumente

Im klassischen Modell waren die Definitionen der Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit fur die
Existenz und Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsvektors Q von Bedeutung. Nachdem ana-
loge Definitionen aufgestellt und die Bedingungen dafr im Abschnitt zuvor dargestellt wurden,
kann nun die Existenz und Eindeutigkeit dieses Wahrscheinlichkeitsvektor Q auch in einem
Modell mit Fuzzy-Auszahlungen untersucht werden. Eine vollig analoge Darstellung zum neo-
klassischen Arbitragetheorie ist nur Uber eine zusétzliche Annahme mdglich. Zwar ist eine
Bewertung auch ohne diese Annahme denkbar, jedoch mufl3 dann Uberlegt werden, inwiefern
eine Normierung mit einer Fuzzy-Grolie implementiert wird. Dies stellt zum einen ein mathema-
tisches Problem dar, denn Fuzzy-Rechenregeln haben andere Implikationen als klassische, insbe-
sondere stellt sich aber auch ein 6konomisches Problem, da untersucht werden muf3, inwiefern
die Okonomie auf eine derartige Normierung reagiert und ob Uberhaupt Fuzzy-Rechenregeln
angewandt werden durfen.

Annahme 2.6 [ Existenz eines Basi swertpapiers ohne Spannweiten]

Es existiert mindestens ein Basiswertpapier in einer vollstdndigen Zahlungsmatrix, welches
keine Spannweiten aufweist und dessen Preis ebenfalls keine Spannweiten beinhaltet.

Wir sind der Meinung, dal3 diese Annahme in einer funktionierenden Wirtschaft realistisch ist.
Es wird mindestens ein Finanzinstrument geben, dessen Zahlungen so sicher sind, dal3 Spann-
weiten nicht vorhanden sind. Daher werden wir in Abschnitt 2.3.2 annehmen, dal3 eine insol-
venzrisikolose Anleihe mit festen Auszahlungen existiert. In den zwel folgenden Unterabschnit-
ten sollen u.a. die folgenden beiden alternativen Lemmas bewiesen werden.

Lemma 2.1 [ Unabhangigkeit risikoneutraler Wahr scheinlichkeiten]

Das &quivalente Martingalmal? hangt nicht von der Fuzzyness der Auszahlungen eines Wertpa-
piers im Duplikationsportfolio ab, wenn mindestens ein Basiswertpapier keine Spannweiten
aufweist.

Lemma 2.2 [ Fuzzyness von Preisen eines Duplikationsportfolios]

Ist die Auszahlung von mindestens einem Wertpapier eines Duplikationsportfolios fuzzy, so muf3
auch der Preis eines anderen Wertpapiers, welches durch dieses Portfolio dargestellt wird, fuzzy
sein.



10

2.3.1. Fuzzy-L ogik basierte Bewertung mit normierten Zahlungsmatrizen

Unter der Annahme 2.6 existiert eine Zahlungsmatrix

i Xz Xk Xk 9

S~ CXp1 X929 .. Xopk ot Xok &

X=g 2t T2 TA KT (2.9)
G : o gl

Aufgrund der Spannweiten von Null eines Basiswertpapiers, hier als Wertpapier k bezeichnet,
kann nun die gesamte Matrix mit genau diesem Titel normiert werden:

@11 X1z | Xk Xk 0 @ X2, XK
CXk Xk X1k X+ gXk o X Xy +

i S K Xac R S Xep g X
T Xa XA Xl Xao o Xacr @10
e R | oxso | Xs: Fa Re g . Fscs
EXgq Xk X sk Xsk g &Xsk  Xs Xsk @

Wie auch zuvor im klassischen Modell muf3 der Preisvektor mit dem selben Finanztitel normiert
werden. Nach Annahme 2.6 lautet der urspriingliche Preisvektor der gegebenen Zahlungsmatrix
X:
B =@ B2 - px — Be) (2.11)
Der normierte Fuzzy-Preisvektor ergibt sich also zu:
EPLO ey 6

G Pk + gpk+
(}&: g@+
o Prs Epy
pR=g 228 L (2.12)
(}p_k_ C1 -~
GPkT ¢+
Q~§ Tog o+
Pk TGPk~
pké Spkﬂ

Es soll nunmehr versucht werden, die Erkenntnisse aus dem Satz von Stiemke’ auch auf Fuzzy-
Matrizen zu Ubertragen. Gesucht wird ein streng positiver Vektor kinstlicher Wahrscheinlich-
keiten. Lemma 2.1. besagt weiterhin, dal3 dieser unabhangig von den Spannweiten eines zu
bewertenden Wertpapiers oder der Basiswertpapiere ist. Die Gultigkeit des Lemmas angenom-

men, soll daher das aquivalente Martingalmal3 mit o K" bezeichnet werden. Dann muR gelten:
S — —_ — —
865=1 und (XK)Twk=pPK, (2.13)
s=1
Aus der Definition 2.2. zur Arbitragefreiheit ist bekannt, dal3 der Preis von den Auszahlungen
des Portfolios abhéngt. Auf einem vollkommenen Kapitalmarkt missen daher auch die Spann-

"vgl. Schalg, C. (1995), S.24f.
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weiten des Preises durch die der Auszahlungen determiniert sein. Gilt dies, so wird das agquiva-
lente Martingalmald nur crisp darstellbare kinstliche Wahrscheinlichkeiten beinhaten. Die
Spannweiten des Preises sind also ebenso Uber kinstliche Wahrscheinlichkeiten verknipft, wie
der Gipfelpunkt des Preises.

Hieraus folgt unmittelbar, dal3 die Werte des Vektors 0 K'nur durch die Gi pfelpunkte determiniert
werden. Ruckschlisse aus der Existenz und der Eindeutigkeit dieses Vektors auf Arbitragefrei-
heit und Vollsténdigkeit gemal3 den Definitionen 2.2. bis 2.4. sind also nicht mehr ohne weiteres
moglich.

Dies bedeutet jedoch auch, dal3 die Beziehung (2.13) gilt, sofern Arbitragefreiheit nach Defini-
tion 2.4. sowie perfekte Vollstandigkeit nach Definition 2.2. oder tellperfekte Vollstandigkeit
nach Definition 2.3. gegeben sind, da diese Definitionen noch strengere Anforderungen implizie-
ren, as es Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit im neoklassischen Modell tun. Gleichung (2.13)
gilt aso unter der Annahme 2.5. und 2.6. und elner zusétzlichen Annahme:

Annahme 2.7 [ Vollstandigkeit elnes Fuzzy-Portfolios]

Der Kapitalmarkt ist mindestens teil perfekt vollstandig auf einemr -Niveau von eins.

Aus der Arbitragefreiheitsbedingung und der Erkenntnis tber den Zusammenhang von Auszah-
lungsspannweiten und Preisspannweiten konnen nun auch weitere Claims, z.B. Xk 41, mit

Spannweliten bewertet werden. Der Zahlungsvektor wird wieder mit dem Basiswertpapier nor-
miert, )?&ﬂ, und Uber die in Gleichung (2.13) dargestellte Beziehung gilt fur den Preis dieses
Titels bel gegebenem Martingalmal3:

P = (XK T B (214)

Ebenso wie im klassischen Modell entspricht 5& +1nicht dem Marktpreis des Claims, sondern

nur dem ,, mit dem Wertpapier k normierten Marktpreis®.
Galt zuvor fur die Normierung in Gleichung (2.12):

pk= P (2.15)
Pk
so wird der Marktpreis des zu bewertenden Claims durch
P +1 = P +1 7Pk (2.16)

errechnet.

2.3.2. Fuzzy-L ogik basierte Bewertung mit risikolosen Finanztiteln

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die allgemeine Fuzzy-Logik basierte Bewertung deriva-
ter Finanztitel mit normierten Zahlungsmatrizen dargestellt worden ist, sollen nun wieder Ver-
einfachungen dieses Modells aufgezeigt werden.

Bei der neoklassischen Arbitragetheorie wird unter der zusétzlichen
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Annahme 2.8 [ Vollstandigkeit des Anleihemarkts]

Der Anleithemarkt ist vollstdndig im Sinne, dal insolvenzrisikolose Nullkuponanleihen der Fal-
ligkeiten t =1,2,...,T existieren.

und der Interpretationen dieser als Nullkuponanleihe bzw. als ausfallrisikoloser Kreditvertrag die
Bewertung wesentlich vereinfacht. Dies soll daher auch im Fuzzy-Logik basierten Modell im-
plementiert werden.

Ist der Anleihemarkt vollstandig, so impliziert dies einen weiteren — fir die Fuzzy-Logik Be-
wertung wichtigen — Vorteil. Werden auf einem Kapitalmarkt tatséchlich vallig insolvenzrisiko-
lose Titel gehandelt, so werden fir diese auf keinen Fall Spannweiten existieren. Der Preis muf3
dann ebenfalls crisp darstellbar sein. Im folgenden kann also der risikolose Titel als Basiswert-
papier nach Annahme 2.6. dienen.

Satz 2.1. [ Spannweiten von Nullkuponanleihen]
Existieren insolvenzrisikolose Anleihen der Falligkeiten t = 1, 2,.... T, so weisen die
Auszahlungen und Preise dieser Finanztitel keine Spannweiten auf.

Die Bewertung soll wiederum an zwei Beispielen dargestellt werden, der terminrisikoangepaldten
Bewertung und der risikoneutralen Bewertung. In beiden Beispielen dient die Definition der
teilperfekten Vollstandigkeit als Grundlage.

Terminrisikoangepaldte Bewertung:

Gegeben sal folgende Zahlungsmatrix

~ _a (X12:X12:%12), g ©

+ und der Preisvektor P = 9( OO)LR :
(X22’X22’X22)LRﬂ g(pz pz,pz)LR@

Der Markt ist vollstandig und arbitragefrel, wenn die Auszahlungen und der Preis des Wertpa-
piers X crisp sind, also X1p, Xq9, X22, X0 Py Py = 0 UNd X2 <(1+1)P2 <X72.
Wenn sich die Auszahlungen nur fuzzy beschreiben lassen, dann ist der Markt arbitragefrel und
vollstandig, wenn ein r -Niveau existiert, bei dem gilt :

X22 + X5y <(L+1)p2 - (L+1)p, und (1+1)py +(1+1)P5 < X2 - Xp-

Das Wertpapier 1 weist keine Spannweiten auf und dient daher ideal erweise zur Normierung:
o1 _a (X12,X12’X12)LR 1 0
X" = (X22:X20%22), k 5 und Pt = 9(1+ NXP2:PyP2)LR (2.17)

Nun werden diese Werte in Gleichung (2.13) eingesetzt und es gilt:
XHT sk =pL. (2.18)
Das hieraus entstehende lineare Gleichungssystem kann geldst werden. Dies ist gerade deshalb

moglich, weil Wertpapier 1 keine Spannweiten aufweist und daher der erste Tell des Glei-
chungssystems zu p, =1- p; vereinfacht werden kann. Die L6sung ergibt sich zu:

P1X(X12:X12:X12) LR + (1~ P1)X(X22:X22:X22) LR =1+ 1) XP2:P,: P2) LR - (2.19)
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Die Fuzzy-Logik basierte Bewertungsbeziehung hat also die gleiche Struktur, wie im klassischen
Modell. Durch die Hinzunahme einer Nullkuponanleihe entfiel die Notwendigkeit eines aquiva-
lenten Martingalmal3es mit Spannweiten. Es ist leicht vorstellbar, dal? ohne diese Vereinfachung
eine einfache — noch dazu préferenzireie — Bewertung kaum mdoglich gewesen ware. Um die
Giiltigkeit von der Beziehung (2.19) nochmals darzustellen, seien nun einige Uberlegungen
dargelegt, welche zu dem gleichen Ziel fuhren.

Die Spannweiten wie auch der Gipfelpunkt des Fuzzy-Preises miissen aufgezinst werden®, beide
sind also vom Zins abhangig. Entsprechend dem Grundmodell kann man die Verhdtnisse der

beiden Wertpapiere der Auszahlungsmatrix zueinander bilden, ohne dal3 die obige Beziehung
verletzt wird. Dazu werden die Terme, indem zunéchst mit X1 normiert wird:

(X22:X 501X 55 ) LR _ S ;szz ;erzg (2.20)
(x21,00), & 9X21 X21 ><21E,LR
(1+1)xpo; IOZ,IOZ)LR aE(1+r )%, (1”)’@;,(1”)’@ Q (2.21)
(2100} § xa Xz ' Xz % |
(X12:X12%12) LR _ 12 ;552 ;Yiz 9 . (2.22)
(x21;0;0)LR gle X21 ><21ELR
Die Beziehung |&a3t sich dann in folgender Doppel ungleichung schreiben:
2. X22 Xzz— a&” >102 (1”))102 (1”)’135? a§<12 X12 "129 . (2.23)
9X21 X21’ leq_R g X21 X21 | Xa1 ‘:ZLR 9X21 X21 leq_R

Daaber fir x», = (L0;0), g angenommen wurde und ebenso gelte, dal3
@+n)p =0+ r)><(1+ 10;0) g = (1:0:0) & -
lal3t sich Gleichung (3.23) zunéchst umformulieren zu:

) : o
@_Q_@Q <8‘(’1+r)>p2_ (1”))‘92_(1”)’10;? ag<12 X12 "129 (2.24)

GXp1 Xo1 X7 Xo1 X Xo1 + Qx "X11 X
&xa1 X1 X, o g 21 21 21 oo & llﬂ_R
denn die Zahlungsmatrix aus (2.17) zeigt auf, dald Xoq =Xq1. Weiterhin wird deutlich, dafd

i X921 entspricht und Gleichung (2.24) vereinfacht sich zu:

P1
; 5 C s 3
8'§<22 X22 X22— 6%2 pz P 8‘;<12 X12 X129 (2.25)
Qx "Xoq X T Qx "Xoq X ' '
21 X21 21 gpl pl p1 21 X21 Zlﬂ_R
Nach dem Strahlensatz existiert ein pl (O 1) so da3 gilt:
" I _
o2 X22. Xzz—A(l o612, X12.7%32%_ &2 Py p_5— (2.26)
9X21 X21 X21 9X21 Xo1 X21 gpl P pl—

8 Das ergibt sich durch eine Multiplikation einer L-R-Fuzzy-Zahl mit einem Skalar.
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Daraus folgt, dal3 der Preis eines Wertpapiers mit Fuzzy-Auszahlungen nur unscharf beschrieben
werden kann, wie dies schon in Lemma 2.2. konstatiert wurde.

Die zusétzliche Unsicherheit bel den Auszahlungen im Vergleich zum neoklassischen Bewer-
tungsmodell schl&gt sich in der Unscharfe des Preises nieder. Im Gegentell dazu bleiben die
Wahrscheinlichkeiten fur Fuzzy-Auszahlungen crisp darstellbar. Der Preis p, ist ein aufgezin-
ster Fuzzy-Erwartungswert der Auszahlungen.

Ein dritter Finanztitel kann Uber Gleichung (3.19) wie folgt bewertet werden:
P1X(X13:X13:X13)LR *+ (1~ P1) X(X23:X23:X23) LR = 1+ 1) XP3;P5i P3)LR - (2.27)

Diesen Zusammenhang kann man nun auch auf die risikoneutrale Bewertung Gbertragen.

Risikoneutrale Bewertung
Entsprechend dem Grundmodell werden die Auszahlungsmatrix auf

_ Y o ) ~ 1:0:0 )
_gr (X121512,>_<12)LR% und der Preisvektor auf P:(?i ( ,ZLF)Q 9 modifiziert.
1 (X22i X2 %22 ) R 5 &P2:P5:P2) o 5
Der Markt ist arbitragefrei und vollstandig auf einem r -Niveau , wenn gilt:
(X12;¥£2;7£2)LR > ((1+ r)p,;(1+ r)Erz;(1+r)>g6r2)LR > (Xzz;lrzz;irzz)m- (2.28)

Wertpapier 1 ist nicht mit Spannweiten behaftet. Die Normierung ergibt jetzt:
(x12ix10%12), g 0

1+r +und Pr=8 L 0 229
(Xzzilzzixzz)LRj 3(92’92’92)LR,5 (2.29)

1+t 2

Dies wird wiederum in Gleichung (2.13) eingesetzt und das lineare Gleichungssystem wird
gelost. Auf erweiterte Operatoren nur insofern zuriickgegriffen werden, als das Operationen mit
einem Skalar durchgefiihrt werden und unkompliziert zu handhaben sind. Die L6sung ergibt eine

zur bekannten risikoneutralen Bewertungsgle chung éhnliche Form:

1

L7 PrX12:X12:X12) LR *+ (- P1) XX 22:X22:X22)LR] = (P2:P5 P2)LR - (3.30)

>~(1

('D(P_‘VOVOO

Andererseitsimpliziert Gleichung (2.28) wiederum, daRR ein gl (0,1) existiert, so dai3 gilt:
0 XXy X1 X10) g A (L 0) XX XD X5 g = ((L+ 1) XPgs (L+ 1) 05 (14 1) X)),z
(3.32)
Dies &3 sich umformen zu:
oX1 . X12 X12 9
81+r 1+r'1+

r <l .

A -0 £X22 . X2 J2F =@ g0 (332

R gltrlerilers ?2 22y o

Der Preis des Wertpapiers 2 mit Fuzzy-Auszahlungen ist somit ein diskontierter Fuzzy-Erwar-

tungswert. Die risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten bleiben wie auch beim Grundmodell scharf
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abgrenzbar. Daraus folgt, dal3 eine préferenzunabhdngige Bewertung von Wertpapieren mit
Fuzzy-Auszahlungen méglich ist.

Es &l sich somit zeigen, dal3 die Duplikation mit der Fuzzy — Logik basierten RNB mdglich ist.
Zu bewerten sai ein Wertpapier 3 mit
% 6‘5()(13;513;713)|_R 9

= T, 2.33
3 g(xzsilzsiYZ:s)LRE (233)

Damit der Preis fir Wertpapier 3 berechnet werden kann, missen die Erwartungswerte fir den
Gipfel sowie die Spannweiten gebildet werden. Das Ergebnis der Berechnung ist ein aufgezinster
Fuzzy-Preis mit

dem Gipfelpunkt bei g >x;5+(1- g) *X,5 und

der rechten Spannweite bei gX(X;5+ X13) + (1- ) X(Xo5+ X55) SOWiE

der linken Spannweite bei g X(X13- X;33) + (1- Q) XXo3- X23).

Der Preis des zu duplizierenden Wertpapiers hangt von Spannweiten der Auszahlungen und den

risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten ab. Allgemein kann man die Duplikation eines Wertpa-
piers mit Fuzzy-Auszahlungen folgendermal3en formulieren:

Ph+1 = 135 (P o Py 13 Pk+DLR Mit (2.34)
P+ = AXg 4t (A= 0) X5 4 UN (2.35)
P =4 ><(X1,|<+1 - 55,K+1) +(1- ) X(Xz,K+1 - sz,K+1) (2.36)
Px+1=4 ><()(1,K+1 + Y;_,K+1) +(1-q) x(le K+1 T Yrle.,.l) (2.37)

Ein einfacherer Weg wére der Ausweg der Bewertungsgleichung aus (2.30), man erhélt dann:

1 - _ _
m[q X153 X13: X13) LR +(1- XX 23:X23:X23) LR | = (P3; P P3) LR - (2.38)

3. Fuzzy-L ogik basiertes mehrperiodiges Arbitragemodell

Bel der einperiodigen Modellierung der Unsicherheit mit Fuzzy-Logik wurde die Annahme
getroffen, dal? die Vorstellung Uber die zukinftigen Auszahlungen nur vage mdglich sei. Im
mehrperiodigen Fuzzy-Logik basierten Modell ist ein zwischenzeitliches Handeln und somit
Umschichten mdglich. Deshalb kdnnen die vagen Vorstellungen tber die Auszahlungen nicht
nur in der Periode T sondern auch in alen weiteren Zeitperioden (t = 0,...,T-1) vorliegen. Mit
Fortschreiten der Zeit kann sich die Unschérfe der Vorstellungen éndern. Das bedeutet, dal3 die
Spannweiten der Fuzzy-Auszahlungen variieren konnen, die Unschéarfe kann im Zeitablauf
zunehmen, abnehmen oder konstant bleiben. Alle drei Szenarien sind vorstellbar und plausibel.
Wenn die Spannweiten der Fuzzy-Auszahlungen der weiter liegenden Perioden grofer sind als
die Spannweiten der Auszahlungen der naheliegenden Perioden, dann nimmt die Anzahl von
Realisationsmoglichkeiten der Auszahlungen in einem bestimmten Zustand (wg) im Zeitablauf
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zu. Es kommt durch Ausschlief3ung von Umweltzusténden zu einem Informationsfortschritt,
dieser wird aber durch eine immer unscharfere Beschreibung der Auszahlungen zu spéteren
Zeitpunkten neutralisiert. Es existieren also in diesem Fall zwel gegenlaufige Entwicklungen, die
im Fuzzy-Logik basierten Mehrperiodenmodell beschrieben werden mussen. Wenn die
Unschérfe der Fuzzy-Auszahlungen immer weiter im Ablauf abnimmt, dann wird der oben
beschriebene Informationsfortschritt verstérkt. Offensichtlich liegen hier bestimmte Lerneffekte
vor, so dal3 nicht nur die Umweltzusténde sondern auch Realisationen der Auszahlungen ausge-
schlossen werden konnen. Wenn tber die Entwicklung der Unschérfe von Auszahlungen keine
Aussagen getroffen werden konnen, erscheint es am plausibel sten, konstante Spannweiten anzu-
nehmen.

Im folgenden sollen die im Einperiodenmodell hergeleiteten Bedingungen fir die Arbitragebe-
wertung im Hinblick auf drei mégliche Szenarien der Entwicklung von Fuzzy-Auszahlungen
untersucht werden. Die Entwicklung der Unsicherheit beziiglich des Eintritts eines Umweltzu-
standes geschieht nach Annahme 3.1. Dabei beschreibt F; die Filtration im Zeitpunkt t:

Annahme 3.1 [ Entwicklung der Unsicher heit]

Die zeitliche Entwicklung der Unsicherheit wird durch eine Folge von Informationsmengen
F mitt=01..,T, beschrieben, diefolgenden Bedingungen genlgt:

Q) In t=0 herrscht vollstdndige Unsicherheit beziglich des Umweltzustands in t=T:
Fo ={W}.

2 Mit fortschreitender Zeit wird bessere Information verfigbar:
Fur zwel Zeitpunkte sund t mit s3 t ist Fsfeiner F, d.h.
fs(wj) | ft(wj) fur j=21,2...K.

3 Zum Zeitpunkt t=T herrscht Scherheit beziiglich des eingetretenen Umweltzustands:
Fr ={{wa} {wa},...{wk}}.

Allgemein muld gelten, dal? stets einperiodige kinstliche Wahrscheinlichkeiten existieren und
eindeutig sind. Wenn diese so gewéhlt werden, dal3 normierte Preise Martingale werden, so sind
die Bedingungen stets erfillt. Es reicht dann, ebenso wie bel Eindeutigkeit des , &quivalenten
MartingalmalRes, die einmalige Uberprifung von Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit. Dies
folgt aus der Beweisfilhrung des Lemmas von Stiemke”.

3.1. Fuzzy-L ogik basierte dynamische Vollstandigkeit und Arbitragefreheit
Im Fuzzy-L ogik basierten Einperiodenmodell wurde eine mit
Inf (Xjk)a >Sup(Xsc)a flr dleal [r,]] undadle j,s=1,...S, k=1,..K, jts

sehr harte Bedingung fur die Vollstandigkeit hergeleitet. Im Fuzzy-Logik basierten Mehrperi-
odenmodell muf3 diese Bedingung zu jedem Zeitpunkt Gberprift werden. Ist sie erfillt, so ist es

°vgl. Schlag, C. (1995), S.24f.
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sichergestellt, das es in der néchsten Periode genau so viele Wertpapiere wie Nachfolgezustande
gibt. Die Anderung der Spannweiten im Zeitablauf bewirkt nur, daR die perfekte dynamische
Vollstandigkeit auf einem anderem r-Niveau erreicht werden kann. Wenn die Unschérfe in
jedem weiteren Zeitpunkt zunimmt (abnimmt), dann wird der Grad der Vollstandigkeit immer
kleiner (grofer). Bei gleichbleibender Unschérfe der Auszahlungen bleibt das r-Niveau kon-
Stant.

Es soll an dieser Stelle des weiteren untersucht werden, inwieweit sich Fuzzy-Ereignisse, hier
aso é in einen Wahrscheinlichkeitsbegriff einfiigen lassen und ob die Martinga bedingung
gultig sein kann. Bedingung hierfir ist ein Wahrscheinlichkeitsraum W aus der Ereignismenge
A (W), welche bereits in Abschnitt 2.1. dieser Arbeit definiert wurde. Die Wahrscheinlichkeits-
funktion soll auf das Intervall [0;1] abgebildet werden. Sei zunédchst ein Ereignisraum der s-
Algebra gegeben'®:

Definition 3.1 [s-Algebra Ereignisraum auf eilnem Fuzzy-Er gebnisraum]

Ein Ereignisraum A (W) heiRt genau dann s-Algebra, wenn folgende drei Bedingungen gelten:

) wiAW
@ STAMW U0 cs1A (W mitcS, Komplementvon S
@ STAWmitt=12..T 0 LTJ“s’tTA“(vv)

t=1

Bedingung (1) ist laut Definition und Gleichung (2.1) erfiillt. Auch die Bedingung (3) ist
zunachst |eicht nachvollziehbar, da das Operatorensystem nach Zadeh™ einen distributiven Ver-
band bildet. Da die Komplementaritétseigenschaft jedoch nicht langer gultig ist, erscheint
zuné&chst fraglich, ob auch Bedingung (2) erflllt ist. Es gilt jedoch

mea (X) =1- ma(x) firale xT X .*
Daraus folgt, daR auch CA T A (X) wenn A1 A (X). Bedingung (2) ist somit ebenfalls erfillt.

Das in Definition 3.2 dargestellt Wahrscheinlichkeitsma? kann nach Sugeno™ vereinfacht wer-
den, indem die Bedingung (3) dieser Definition durch die schwachere Monotonie-bedingung
ersetzt wird. Sodann kann auch ein Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsmald — nachfolgend Fuzzy-Mal3
genannt — definiert werden.

1 Rommelfanger, H. (1994), S.51

1 ygl. Zadeh, L.A. (1968), S.421-427
12 ygl. Rommelfanger, H.(1994), S.19
B vgl. Sugeno, M. (1974)
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Definition 3.2 [ Fuzzy-Wahr scheinlichkeitsmafl]

Eine auf Fy i A (W) definierte Funktion FProb:R, ® [0,1] heit Fuzzy-Maf auf Fo, wenn fol-
gende vier Bedingungen gelten:
(1) FProb(/&)=0
(20 FProb(W)=1
(3) s,sji FundS | S, P FProb(§) £ FProb(s)

ST Rymitt={01...Thund S, I S, fir t =01...(T-D
@ b limFProb(S) = FProb(lims)

® ¥ ® ¥

Es wurde somit gezeigt, dald sich der Wahrscheinlichkeitsbegriff auch auf Fuzzy-Zahlen Ubertra-
gen &%, Eine analoge Definition der Martingaleigenschaft bei Wertpapieren mit Fuzzy-Aus-
zahlungen ist al'so mdglich.

Definition 3.3 [ Martingal eigenschaft fir Fuzzy-Ereignisse]

Sien §t mitt ={0,...,T} Zufallsvariablen, welche auf dem Wahrschenlichkeitsraum
(W,F,FProb) defniert sind und seien F, mit t =0,1,..,T eine Folge von s-Algebras. Dann ist

die Folge eines Paares {(a,ﬁ) ,1=01,...(T- 1)} en Martingal fur jedes t, wenn folgende vier

Bedingungen gelten:

(1) Ft I I:t+1

(2) S isteinEreignissin
(3 ElS[I<¥

(4) ES.,{R] =S fir t=01..(T-) mit Wahrscheinlichkeit , 1*

Zu bemerken ist jedoch, dal3 auch die Martingalelgenschaft nach Definition 3.3 nicht geniigt, um
auf die wiederholte Uberpriifung der Vollstandigkeit des Marktes in Portfolios von Wertpapieren
mit Fuzzy-Auszahlungen zu verzichten, da in diesem Fall die Vollstéandigkeitsbedingung stren-
ger alsim klassischen Modell formuliert wurde.**

Ist eine perfekte dynamische Vollstandigkeit gegeben, so &1t sich die Bedingung fur die Fuzzy-
Logik basierte dynamische Arbitragebewertung beschreiben. Es wird angenommen, dal3 ein
Wertpapier K+1 mit Auszahlungen in T und im Zustand (w,) Xy +1,7(Wg) und eine selbstfinan-

zierende Strategie mit Einstandskosten von

~ K ~ K
Vo= & Ny o*Xgk sowiemit Zahlungenvon V(W) = & ny (W) XX, existiert.
k:l k:l ki t}

Das Wertpapier K+1 und das Duplikationsportfolio haben zum Terminierungszeitpunkt gleiche
Auszahlungen von

Vr(We) = Xyuq 7 -

¥ ygl. hierzu Abschnitt 2.2. dieser Arbeit
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Beim Fuzzy-Logik basierten Einperiodenmodell wurden Bedingungen fir die Arbitragefreiheit
hergeleitet. Werden diese auf das Mehrperiodenmodell angewendet, ist eine Arbitragemdglich-
keit nur dann gegeben, wenn
PK +1,0 < \70 oder Pk +1,0 >~ \70’

ansonsten herrscht die Arbitragefreiheit. Hier wird deutlich, dal3 die Entwicklung der Unschérfe
im Zeitablauf auf die dynamische Arbitragefreiheit keinen Einfluf? hat. Lediglich zum Zeitpunkt
T mussen die Auszahlungen des Duplikationsportfolios grof3er oder kleiner denen des Derivats
sein.

3.3. Fuzzy-L ogik basierterisikoneutrale Bewertung

Bei der einperiodigen Fuzzy-Logik basierten Bewertung wurde gezeigt, dal3, damit der Preis des
Derivats berechnet werden kann, die Erwartungswerte fir den Gipfel sowie die Spannweiten
gebildet werden missen. Bei mehrperiodigen Modell missen diese Erwartungswerte mit einer
Pfadwahrscheinlichkeit gebildet werden. Somit andert sich die risikoneutrale Bewertung fir ein
mehrperioden Fall mit Fuzzy-Auszahlungen zu:

S
(1+1r)TSa:1§K+lT(wS) (W) . (3.1)
Die risikoneutrale Pfadwahrscheinlichkeiten bleiben wie auch in Einperiodenmodell scharf
abgrenzbar. Damit ist eine préferenzunabhangige Bewertung Uber mehrere Perioden mdglich und
die Implementierung des Fuzzy-Logik basierten Modells in zeit- und zustandsdiskrete oder in
zeitstetige Bewertungsmodelle kann erfolgen.

Pk+1,0 =

4. Schluf¥folgerungen und Zusammenfassung

In diesem Papier wurde aufgezeigt, dal’ eine risikoneutrale Bewertung auch bei Fuzzy-Auszah-
lungen madglich ist. Vorsicht ist bel Aussagen Uber Marktvollstéandigkeit und Arbitragefreiheit
geboten, da die Auszahlungen nur unscharf abgrenzbar sind. Duplikation ist nur dann moglich,
wenn das zu bewertende Wertpapier genauso fuzzy ist wie das Hedge-Portfolio. Vollstandigkeit
ist also keinesfalls einfacher erreicht als beim Grundmodell. Jedoch konnte eine zusétzliche
Ungenauigkeitskomponente in Form von vagen Erwartungen der Markttellnehmer modelliert
werden. Es wurde hiermit gezeigt, dald eine Bewertung derivater Finanztitel auch dann mdéglich
ist, wenn die Annahme bedingter homogener Erwartungen gelockert wird. Dadurch wird es
moglich, auch dann auf die Arbitragetheorie zurlickzugreifen, wenn deren Annahmen nicht
vollkommen erfullt werden kdnnen.

Eine weitere grundlegende Erkenntnis liegt in der Eindeutigkeit der ktnstlichen Wahrscheinlich-
keiten, denn diese sind nur von den Gipfel punkten abhangig, nicht jedoch von den Spannweiten.
Da die Eindeutigkeit von kunstlichen Wahrscheinlichkeiten der wichtigste Baustein bei den
Binomialmodellen oder auch in der Black/Scholes-Welt ist, konnten bel diesen Modellen ebenso
Fuzzy-Auszahlungen des Underlyings implementiert werden.
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