IMPEDANZ EINER SUSPENSION VON KUGELFORMIGEN TEILCHEN

Uber die Impedanz einer Suspension von kugelformigen Teilchen
mit einer Schale

Ein Modell fiir das dielektrische Verhalten von Zellsuspensionen und von Proteinlésungen

Von H. Pavry und H. P. Scawan

Electromedical Division, Moore School of Electrical Engineering und
Department of Physical Medicine, School of Medicine, University of Pennsylvania,
Philadelphia, Pa., USA.

(Z. Naturforschg. 14 b, 125—131 [1959] ; eingegangen am 4. September 1958)

Herrn Professor Dr. phil. nat. Dr. med. h. c. Dr. med. h. c. B.Rasewsky zum 65. Geburtstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit wird die Frequenzabhingigkeit des dielektrischen Verhaltens einer
Suspension von Kugeln mit Schale untersucht. Es werden die allgemeine Losung sowie spezielle
Néherungsformeln angegeben. Das Frequenzverhalten wird exakt durch 2 Relaxationsausdriicke vom
Debye- Typ, die sich superponieren, charakterisiert.

Die vorgetragenen Formeln erlauben die Analyse der Impedanzkurven von Zellsuspensionen aus
Erythrozyten, Bakterien, Seeigeleiern u. a. m., aber auch von Proteinlosungen und anderen Suspen-

sionen.

Zu einem der wichtigsten Anwendungsgebiete der
Theorie  dielektrischer =~ Nachwirkungs-Erscheinungen
(Maxwell-Wagnersche Theorie) hat sich die
Analyse der dielektrischen Eigenschaften biologischer
Zellsuspensionen und Gewebe entwickelt. Der Grund
hierfiir ist die inhomogene Struktur der Zellen. Die
Zellmembranen, diinne lipoidhaltige Hautchen, stellen
vom elektrischen Standpunkt aus Kondensatoren dar.
Beim Anlegen eines elektrischen Feldes werden diese
Kondensatoren aufgeladen. Wihrend der Aufladung
flieBt der Strom durch das relativ gut leitende Zell-
plasma und durch die interzellulare Fliissigkeit. Das
Zellinnere und -duflere stellt somit in erster Ndherung
einen elektrischen ,Zugangswiderstand“ dar. Die Auf-
ladung selbst besteht in einer Anhdufung von Ladun-
gen entgegengesetzten Vorzeichens an den gegeniiber-
liegenden Teilen der Zelle. Dieser Ladungsverteilung
entspricht ein induzierter Dipol. Da die Aufladung eine
gewisse endliche Zeit beansprucht, ergibt sich eine Fre-
quenzabhingigkeit der GroBle des induzierten Dipols.

Die Anwendung der in solchen Fillen geltenden Ge-
setzméfBigkeiten auf das biologische Material hat zu
einer Reihe von Beitrdgen in der Biologie gefiihrt: So
hat bereits 1925 Fricke! auf Grund seiner dielektri-
schen Messungen an Blut die Existenz der Erythro-
zyten-Membran nachweisen und ihre Dicke abschidtzen
konnen. Bekannt sind die Beitrdge, die sich auf Grund
der elektrischen Eigenschaften der Nervenfaser-Mem-
bran und des Nerveninneren fiir das Verstindnis elek-
trischer Erregungsvorginge ergaben. In erster Linie ist
hier CoLe mit einer Reihe von wesentlichen Beitrigen
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zu nennen. Von grofler praktischer Bedeutung fiir die
therapeutische Anwendung hochfrequenter elektrischer
Strome und des ihr zugrunde liegenden biophysikali-
schen Wirkungsmechanismus waren Gewebemessungen
im Hochfrequenzbereich (Rasewsky 2). Die Arbeiten von
Scuwanx % 4 iiber die dielektrischen Eigenschaften von
Gewebe bei ultrahohen Frequenzen bilden die Grund-
lage der in den letzten 10 Jahren eingefiihrten Mikro-
wellen-Behandlungstechnik.

Veroffentlichungen bis 1938 sind in der Monographie
von Rasewsky 2, die neueren Beitréige bis 1957 in Uber-
sichtsreferaten von Scuwan sowie von Core und Curris ®
behandelt worden. Ergebnisse von vorwiegend elektro-
physiologischem Interesse sind von Curtis und Coik®
zusammenfassend besprochen worden.

Das Modell der dielektrischen Nachwirkungs-Erschei-
nungen, das wegen der Struktur biologischen Materials
von besonderem Interesse war, ist die leitende Kugel,
die von einer nicht oder wenig leitenden Schale um-
geben und in einem leitenden Medium suspendiert
ist (Abb. 1). Eine Reihe von mathematischen Unter-
suchungen iiber das dielektrische Verhalten dieses Mo-
delles sind veroffentlicht worden. Jedoch handelt es sich
bei allen abgeleiteten Beziehungen um mathematische
Approximationen. So nehmen Fricke 7 und BozLer und
Core® an, daBl Innen- und AuBenphase rein ohmsche
Eigenschaften besitzen und die Membran entweder eine
rein kapazitive oder aber eine solche Kombination von
kapazitiven und ohmschen Eigenschaften besitzt, dal}
der elektrische Verlustwinkel frequenzunabhéngig ist.
Dinzer ® 10 setzt dagegen voraus, dal Innen- und Auflen-
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phase gleiche dielektrische Eigenschaften besitzen. Von
Scnwan 3 wurde eine Formel abgeleitet, die fiir Innen-
und AuBenphase verschiedene, aber rein ohmsche Eigen-
schaften zuliBt. Die Membran kann sowohl kapazitive
als auch ohmsche Eigenschaften besitzen. Mites und
RoserTsox 1! haben den Fall behandelt, dall Innen- und
AuBlenphase beliebige frequenzunabhingige kapazitive
und ohmsche Eigenschaften besitzen. Die komplexe Leit-
fahigkeit der Kugelschale selbst soll jedoch wesentlich
grofer sein als die der Innenphase. Alle oben erwihn-
ten Vereinfachungen wurden gemacht um handliche
Endausdriicke zu erhalten. Aus dem gleichen Grunde
behandeln eine Reihe von Arbeiten® 711 nur den
Fall kleiner Volumenkonzentration. Die Formeln von
Scuwan sind vielleicht fiir die biologische Anwendung
von bisher groftem Interesse, da sie eine griflere
Variabilitdt aller Parameter erlauben als die friiheren
Formeln. Thre Anwendung versagt erst, wenn Innen-
und Aullenphase merkliche kapazitive Eigenschaften
aufweisen. Dies ist fiir Zellen in physiologischer Um-
gebung erst bei ultrahohen Frequenzen der Fall. Sind
jedoch Untersuchungen an Zellsuspensionen mit unge-
wohnlich niedriger Ionenkonzentration der Innen- und
Auflenphase von Interesse, so darf nicht vergessen wer-
den, dall die Formeln von Scuwax bereits bei entspre-
chend niedrigeren Frequenzen unzuverlissig werden.

Im folgenden wird gezeigt, dal} sich das Problem
— die Frequenzabhidngigkeit der Impedanz einer
Suspension kugelférmiger Teilchen mit einer Schale —
allgemein l6sen ldaft. Zum ersten Mal werden allge-
mein giltige Endausdriicke abgeleitet. Diese sind zwar
oft kompliziert, konnen aber in iibersichtlicher Weise
in einfache Ndherungsausdriicke gebracht werden. Fast
alle Formeln sind in einem groeren Bereich der
Volumenkonzentration giiltig als es zum Beispiel in
den zuvor von Scuwanx gebrachten Ausdriicken der Fall
war.

Theorie

1. Allgemeiner Teil

Es wird zunachst die allgemeine Theorie fur die
Frequenzabhéngigkeit der Impedanz einer Suspen-
sion kugelformiger Teilchen behandelt.

Folgende Symbole werden benutzt (Abb. 1) :
A=x+jwey ¢ ist die komplexe Leitfahigkeit (spezifi-

sche Admittanz),
»: Leitfahigkeit in [Q71em™1],
ev: Dielektrizitdtskonstante des Vakuums
(1/47-9-101),
¢: Relative Dielektrizitatskonstante,
w =2 q¢: Kreisfrequenz,
¢@: Frequenz in Schwingungen pro Sekunde,
p: Relativer Volumenanteil der Teilchen in der
Suspension,

A=

11 J. B. Mies u. H. P. Rosertsox, Physic. Rev. 40, 583 [1932].
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Abb. 1.

R: Innerer Radius [em],

d: Dicke der Kugelschale [em].

Die Indizes i, s und a beziehen sich auf die jewei-
ligen Eigenschaften des Kugelinnern, der Kugel-
schale und des Auflenmediums.

Fir die Impedanz einer Suspension kugelformi-
ger Teilchen, die mit einer Kugelschale umgeben
sind, gilt die von MaxweLr 2 abgeleitete Beziehung

A—A4a An—4a

A¥24, “PAn+24,- )
A ist die Admittanz der Suspension, Ay die ,,dqui-
valente homogene Admittanz® fiir eine Kugel mit dem
Radius (R+d). Das Konzept einer der Kugel mit
Schale dquivalenten homogenen Kugel wurde von
MaxweLrL eingefiihrt. Dabei gilt fiir die dquivalente
Admittanz einer homogenen Ersatzkugel

Au—4s ( R )7 di—ds

An+2 4 \ R+d) Ai+2 4s° 2)

Eliminiert man in Gl. (1) Ay mit Hilfe von
Gl. (2) und lést fir 4/4,, so erhalt man schlieB-

lich nach passender Zusammenfassung der Glieder
V| _7(4—@23) +jwE (3)
Aa (C—w*D)+joF’
wobei die expliziten Ausdricke fir 4, B, C, D, E
und F der Tab. 1 zu entnehmen sind.
Aus (3) folgt:

(4)

12 J C.MaxweLr, A Treatise on Electricity and Magnetism.
3rd edition, Art. 310 —314, Oxford University Press, Lon-
don 1892.
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Weiterhin setzen wir
D . F _ ,
-0y +jo s =0+joT) 1+joTs), (5)

wobei 7| und T, neue Konstanten sind, die sich als
Funktionen von D, C und F darstellen lassen. Es gilt

D F

T1T2:C’ T1+T2:C (6)

Fir 7, und T, folgt aus (6)

F,

Ti=5¢

(7a)

17 Jf1- 42€],

A K 1

C QtioT)(+ioT) ~ 1+tjiol, T
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re F e e 02¢]

Da sich lediglich die Indizes der T-GroBen austau-
schen, wenn das obere durch das untere Vorzeichen
vor den Wurzelgroflen ersetzt wird, ist es berech-
tigt, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit eines
der Vorzeichen, z. B. das obere zu wihlen.

Ersetzt man weiterhin den Nenner in Gl. (4)
durch den Ausdruck mit den beiden Zeitkonstanten
T{und T, in Gl (5) und fithrt nach Partialbruch-
Zerlegung zwei neue Konstanten M und N ein, so er-
hélt man die Beziehung:

(7b)

M N
14jwT,’ 8)

wobei K eine Abkiirzung fiir den frequenzabhingigen Ausdruck im Zihler von Gl. (4) ist. Aus Gl. (8)

erhilt man fiir die Konstante M/

M — [(EV '5:1_77‘73."7‘1) A+7¢a E,],

oder

M=m1+w2m2,

—w?[(ey ea—xa Ty) B—ey ea Ty E] )
C(T:—Ty)

(10)

wobei die Bedeutung von m; und m, aus Gl. (9) zu entnehmen ist. In gleicher Weise erhilt man fiir N

N [—(evea—naTy) A—xa E] —w?[—(evca—xa Ty) Bt+evea To E]
B C(T,—Ty)

oder

N=n;+w?ny, (12)

wobei die Bedeutung von n; und n, aus Gl. (11) zu
entnehmen ist.

Setzt man die Ausdriicke fiir M und N in Gl. (8)
ein, so folgt
(mi+w*my) (1—j o Ty)
1+ (w Tl)2

. L (et n) (1—jo Ty
14+ (w T,)?
(13)

Nach Separation des Realteils und Imaginairteils
erhilt man die Gleichungen fiir die Leitfahigkeit x
und die Dielektrizitatskonstante ¢:

#10F %100 (0 T) ® Zapt Koo (@0 T9)?

= S fry: T it@ry 4
_ fntée(@T))? 30 E200 (0 T3)®
=TI T 1t (T (15)

Die Gln. (14) und (15) zeigen, dal} das behan-

delte Dreiphasenmedium sich durch zwei einfache

(11)

Debye- Ausdriicke exakt darstellen ld3t (Abb. 2).
Die beiden Konstanten 7; und T, sind offenbar die
Zeitkonstanten der beiden Dispersionsbereiche und
umgekehrt proportional zu den ,,charakteristischen™
Kreisfrequenzen, fir die » und & den jeweiligen
Dispersionsbereich halb durchlaufen haben. Die

Parameter ., und &. sind in Abb. 2 definiert.

T Koo __
& G
x ®
£
Hroo. il
%20
— 620_
€100
— 0 ==
¢
q L 200
1 7
W= Wr= 5
T n
logew —>
Abb. 2.
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Fir die 8 Konstanten in (14) und (15) gelten folgende Beziehungen:

Hip=m, , Hog=n X1+ H20 =% » (163)
ms
Aioco= T]:_, ) Hooo = ;:(_, s Hioo T+ Hooe = Hoo 5 (16 b)
T T,
&0 = —my 6: ) Ego=—Ty = > 810 +&820=¢0» (16 ¢c)
e U IS ase
Fir das Ausmall der beiden Dispersionen erhidlt man mit Hilfe von (16) und (9 —14)
ey &a—xy T
Ay = 100 — 219 = C(T:—Tj T112 [-4T2+ET,-B], (17)
ey &a—Ha T
Aoy = €19—Eg00= gvc(‘f;;_’ﬂ;l)lﬂ [~AT32+ET,—B], (18 a)
PR 1. .. Y. ] 2_
Ay = Moo —Hag = C(Ty—Ty) Ty [AT2—-ETs+B], (19)
Aoy = agy—ege— — 2= ls r4pe pr . B (20)
PTORTEET e - T, 0 B
Die Werte fiir Ty, Ty, A, B, C und E erhdlt man  Fir ¢, ergibt sich
mit Hilfe der Gl. (7) und den Beziehungen in 1
Tab. 1. ° fo= g lveadC—m(AF-EC)].  (23)

Mit den Abkiirzungen

R \3
<R+d) -’

a=(1+4+2v) % +2(1—v) xs,
b=(1—-0v) 2+ (24+0) 25,
c=01+4+2v) g+2(1—v) &,
d=(1-7) &+ 2+0) &.
folgt:

+ (2+p)[eveab+eyxad].

Tab. 1.

Fiir @ — 0 erhalt mun aus Gl. (3)

Die Gleichung lafit sich auf die folgende Formel

bringen:

1
€= (s [oaea+9pxa®(aicitases)] . (24)
Die 3 Parameter o, ,
zit:
a=[(4—2p—2p?) (1 —0)%] #2 . 2
+[2(4—2p—2p?) (1 —v) (240)]- s i - 242
+[(44+2p%) 1+20) (1-2) ] 25 2% - #a
+[A+p—2p%) (1+2)%] 2" - 2

a; und ag schreiben sich expli-

A=142p) zsa+2(1—p) % b, +[(A+2p%) (4+v+402)] 225 - %a (25 a)

B=(1+2p) &?esc+2(1—p) &v?ead, +[(4=2p—2p°) (2+0)°]- 2s? . 2a®

C=(1-p) : S(2 ) #a b ’ +[41+p—2p") (1+2v) (1—v)]- 2" 2%

= P) %sa+(2+p) #a b, +[2(44+2p%) (2+v) 1—2)]- %> - %a

D=(1-p) e?esc+ (24p) &v2ead, +[4(Q+p—2p?) (1 —0)2]- 2t

E=(1+2p)[evesa+teyxsc] e 502 25 b
+2(—p)[evtabtevnad] dam (1—2) (142 0)- 2% e

F=(1—-p)[evesateynsc] +2(1—v)2.x- %, (25¢)

+2(1—v)2. 052
+2(1—v) (24v). 25 - xa3
Die Form (24) hat vor (23) den Vorteil, nur
positive GrofBlen zu enthalten. was bei der Ableitung
von Niherungsformeln zweckmiflig ist.

A In gleicher Weise erhalt man fir #.
Zo=%a (21) 1
#o= py [#aBD—evea BF-DE)].  (26)
und fir o —
B Durch Vergleich mit Gl. (23) und den Beziehungen
Coa= 5 Iy * (22)  in Tab.1 folgt. da3 der explizite Ausdruck fiir .
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aus dem fiir &, hervorgeht, wenn man » durch & ¢
und &y ¢ durch x ersetzt. Die Indizierung a, i und s

bleibt unverindert. Somit folgt fiir », die der
Gl. (24) aquivalente Form
tn= gy [Barat9p et (BimtBan)].  (27)

Die 3 Parameter f3,, f; und fs ergeben sich, wenn
in den a-Ausdriicken (25a bis 25¢) alle %, durch

ey & ersetzt werden (v=a,i,s).

2. Naherungsformeln fir Zell-
suspensionen

Im Rahmen des folgenden Abschnittes werden
wir vereinfachende Formeln betrachten, die fiir bio-
logische Zellsuspensionen praktisch wichtig sind.
Wir betrachten folgende Fille:

1. Die komplexe Leitfahigkeit der Zellmembran
ist sehr klein im Vergleich zum Innen- und
Auflenmedium der Zelle. AuBlerdem ist ange-
nommen, daf} die Membrandicke klein im
Vergleich zum Teilchenradius ist. In diesem
Falle ergeben sich einfache Beziehungen fir
die beiden Zeitkonstanten.

2. Neben den zuvor formulierten Annahmen
werden wir fordern, daBl der relative Volu-
menanteil der Zellen geniigend klein ist, so
daB sich in Korrektur-Gliedern erster Ordnung
p gegen 1 vernachldssigen lafit. In diesem
Falle lassen sich alle Parameter der Disper-
sions-Gleichungen in einfacher Form wieder-
geben.

3. Es wird angenommen, dafl a) die Membran-
dicke klein zum Zellradius ist und b) die di-
elektrischen Strome im Innen- und AuBen-
medium der Zelle vernachldssigbar klein sind
im Vergleich zu den durch die Leitfahigkeiten
bestimmten Wirkstromen. Jedoch bestehen die
im Falle 2 gemachten Annahmen betreffs der
Volumenkonzentration p nicht. Uber die Mem-
bran werden keinerlei einschrinkende Annah-
men gemacht.

Eine lebende Zelle — z. B. ein Erythrozyt oder
ein Seeigelei — besteht aus dem relativ leitfdhigen
Zellinhalt, der von der Zellmembran umgeben ist.
Die Zellmembran besteht neben dem Proteinanteil
im wesentlichen aus einer Lipoidschicht, die einen
sehr hohen elektrischen Widerstand — grofler als

13 K. W. Wacner, Arch. Elektrotechnik 2, 271 [1914].

129

100 Ohm pro Zentimeter Oberfliche (Dimension
Ohm * cm?) — besitzt. Dies entspricht einer spezifi-
schen Leitfahigkeit von 1078 [Ohm™! em™'], d. h.
etwa 10%mal weniger als fiir Zellinneres und
-aulleres giiltig.

Aus diesem Grunde laft sich das Impedanzverhal-
ten einer solchen Suspension mit hinreichender Ge-
nauigkeit durch praktische Naherungsformeln be-
schreiben.

1. Wird

2%, <2, und x; sowie d <R (28)
vorausgesetzt, so folgt

T, — —p) &+ (2+p) fa 29

‘ (1#p> #1+(2+p) #a (29)

1 0 71:[)7 1
Ty=RCy— 1“1’—721‘ . (30)
S 717p7 1 *
1+RGs |- +1+§P 23‘1

In Gl. (30) wurde die spezifische Membrankapazitit
Cs=¢, ¢;/d und die spezifische Membranleitfahigkeit
G, = #;/d eingefiihrt.

Da T, sich in dieser Ndherung als unabhingig
von den Membranwerten G, und C, erweist, charak-
terisiert 7; die Dispersion einer Vollkugel (x;, &)
im Auflenmedium (2,, ¢,). Fir kleine Werte von p
ist sie identisch mit der bereits von WacNer fiir die-
sen Fall angegebenen Beziehung. Fiir Parameter
von biologischem Interesse (& etwa 50, x; , etwa
1072) ergibt sich eine sehr hohe Dispersions-
frequenz (GroBenordnung 108 Hertz). Das Ausmal}
dieser Dispersion kann mit Hilfe der Beziehung
von Wacner 13 14

(&i %a—&a #i)®

(51+2 &) (%i+2 % )2

£y —Eco = (31)
abgeschatzt werden und ist von der Grolenordnung
einiger dielektrischer Einheiten, also gering.

Die Zeitkonstante T, andererseits, praktisch un-
abhingig von den DK-Werten ¢; und ¢,, charakte-
risiert offenbar die Dispersion die die Anwesenheit
der Zellmembran (C;, G,) in einem vorwiegend
ohmisch leitenden Medium bedingt. Die entspre-
chende Dispersionsfrequenz ist etwa hundertmal
kleiner als die zuvor diskutierte Dispersion. Sie ist
sehr ausgeprigt wie sich aus den spater folgenden
Dispersionsbeziehungen folgern 1dft und mit der
von Scuwan als ,,[(-Dispersion“3* bezeichneten

14 K. W. Wacner, Arch. Elektrotechnik 3, 83 [1914].
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Dispersion identisch. Bei kleinem Volumenanteil p
wird T, praktisch unabhédngig von p und nimmt die
zuvor fur diesen Fall von Scrwax?® angegebene
Form an.

1 ; 1
i i 2;53
T:=RCs 7 B (32)
1+RG (L4 L
%i 2 %y

2. Fir hinreichend kleine p-Werte ergeben sich
ferner aus den zuvor gebrachten allgemeinen Be-
ziehungen unter den fiir Zellsuspensionen oben for-
mulierten giiltigen Annahmen (28) einfache Be-
ziehungen fiir die Parameter der allgemeinen Dis-
persions-Gleichungen. Die Ableitung dieser Beziehun-
gen ist zwar etwas umstdndlich, aber ohne prinzi-
pielle Schwierigkeiten, wenn man in den allgemein
giiltigen Beziehungen hohere Potenzen kleiner Glie-
der (=3, (1 —v)x2 (1 —v)2x,, »* p*) vernachlas-

sigt.
1429 #a
£y =fd —— p R Rz (33
4 ey 1+R Gy 7§i+2 Xa
i %a,
(l+2p) €x+2(1 P) €a
o0 = €3 N 34
=80 ) it @4p) (34)
1+RGS< L 1+2p 1 )
= l1-p "‘_._,,1_,1’ 2 Xa (35)
Ll 1-p 1’
1+R G bl
+ ( +1+2P 27:.1)
Koo = x\[(?}j‘z &) +2 P(€lj£a)j+3pfa(kl "a)' (36)

(ei+2 &a) —p(si—ea)

3. Fir gewisse Fille ergibt sich eine ubersicht-
lichere Ableitung wenn man die Beziehungen (1)
und (2) kombiniert. Es folgt

A A (1+2 p) AH+2 1— P) Ail

77777 37
(1—p) da+(2+p) 4a =
Fiir 4y gilt unter der Voraussetzung
R\ _ d
(R+—a) ~1-32 (38)
1429 4s 54 1+2d 4s
R Ai R R Al
Ag =4 — A —— s (39)
1+ d 4, K d 1+ d 4
R As R R 45

Wenn in (39) die fiir Zellsuspensionen erlaubte An-
nahme

d | 4ds]

R ‘:111 <1 (40)
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gemacht und entsprechende Glieder vernachlassigt
werden, lassen sich (37) und (39) zusammenfassen

zZu
R 4
(1+2p) 4i+2(1—p) Aa< =T )
— S
=44 R =L U (41)
1
(1—p) 4i+ (2+p) 4a (1+ d 21;)
Es wird weiterhin die Annahme gemacht
ey e L i, W ey &y L Ay . (42)

Damit wird das allgemeine Problem mit zwei Dis-
persionen durch Vernachldssigung der schwachen
Dispersion im ultrahochfrequenten Gebiet auf die
wesentliche und stark ausgeprégte f-Dispersion be-
schrinkt. In diesem Falle reduziert sich (41) z

%i+t2#a+2p(#i—xa)

A=t LB o p r—ita) (43)
1
R Gs + 1;1—4—211 1 - +jwRCs
. . P 2;@
R Gs + 1 +jwRCs

1, 1-p 1

i 1+2p2xa

Hieraus folgen die schon erwahnten Beziehungen
(30) und (35) sowie

9 14

7 4o (+ip) R
1
* RCs : - :
: 1 1-p 1 2
[1+RGS(' Titip 2/‘&)
Gl. (35) kann wie folgt umgeformt werden
#=%a|1— S p ' 2 |- (45)
1—
144 p+R Gs <1Hp +—2~3)
Xa

Fiir kleine p ist (45) mit der von Scawan? fiir die-
sen Fall zuvor gegebenen Gleichung identisch. Wei-
ter gilt

#i+2 xa+2 p(%i—*#a)
#i+2 Ha—p(i—#a)

Hoo = Ay (46)
Als Folge der gemachten Voraussetzungen & =&, =0
verschwindet .. Der Einflul der Vernachlassigung
von 2(d/R)/(A,/4;) im Zahler von (39) sowie der
Glieder d/R ., mag sich am einfachsten im Falle der
Formel fiir », diskutieren lassen. Wird der Aus-
druck (39) ohne Vernachlassigung in (37) einge-
setzt, so folgt fur
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d d 2
- 1—2°¢
R
1+RGS( — R.—zflf‘s)
3 . Xi Ha R %iHa
Hy="%a -, p S 7 A N S T d (47)
(1+2)(1-%) a-n(1-2%) a-ng=
1+3p+RG \+—L A T
% 2%, #i%a
Fiir d/R <1 stellt (47) eine nur unwesentliche Kor- den frequenzunabhiingigen Eigenschaften
rektur von (44) dar. d d
HE=Hi+2 p%s; EH=E+2 pés (52)

3. Naherungsformeln fir kugelformige
Teilchen geringer Leitfahigkeit mit
einer gut leitfdahigen Schale

Die einfachste Behandlung dieses Falles geht
wiederum von den Beziehungen (1) und (2) aus.
Nimmt man an, daf} die Schalendicke d klein gegen
den Teilchenradius R ist,

d<R, (48)
so folgt aus (2)
142 %( j‘? — 1)
A=t — 234 7 (49)
- (1 - 41)
R As
Nehmen wir fernerhin an, daf}
Rl4s|>d| 4], (50)
so wird
1—2% 22 "
du=ti— +A51 A2 S 4. (51)
R "R

Es ist hier festzustellen, daB die Annahme (50)
und die im Abschnitt 2 gemachte Annahme (40)
sich in ihren Anwendungsbereichen anschlieBen,
wenn d <R gilt. Dies bedeutet, daf die beiden ge-
machten Annahmen zusammen den Bereich aller
Falle mit d < R erfassen.

Die Voraussetzung d < R ist fiir alle Zellsuspen-
sionen, Suspensionen intrazelluldrer Granae, Glas-
teilchen- und anderer Teilchensuspensionen erfiillt.
Im Falle von Proteinlosungen und anderer mole-
kulardisperser Losungen braucht diese Voraus-
setzung nicht mehr erfiillt zu sein.

Mit der Beziehung (51) wird der uns hier inter-
essierende Fall auf das Problem einer Vollkugel mit

C. T. O’Koxnsxki, J. chem. Physics 23, 1559 [1955].

16 J. L. Oncrey, J. physic. Chem. 44, 1103 [1940].
J. L. Oxcrey, in Conn and Epsarn, Proteins, Amino Acids
and Peptides. Reinhold Publ., Co., New York 1943.

zuriickgefithrt. Die Zerlegung der hierfir zutreffen-
den Gl. (1) in Relativ- und Imaginarteil fihrt fir
die Parameter der Dispersions-Gleichung zu den fol-
genden Beziehungen:

eH+2 &3 —p(eH—¢€a)
=&y J 53
& XH+2 #a—p (*H—a) o)
HH—*g
1+42p ———2-
XH+2 %
Ao=XHa — *’x?_;f , (54)
TP 2
EH—€&a
142p——
2
oo =8y — *?IT_*__&?, (55)
P T 2e
& =¢x+9p(l—p) (56)

. - (€a #H—¢H #a)*
[eH+2 ea—p(eH—¢a) ] [¥H+2 %a—P(xH—%a)]*’

%oo=2%9+9p(1—p) (57

(¢a 2H —eH %a)® ik ¥
" [eH+2 ea—p(eH—¢) 1® [#¥H+2 xa—p (e —2a)]

Diese Beziehungen gehen fiir p <1 in die zuvor
von Wacner 1% 14 fiir diesen Fall abgeleiteten For-
meln iiber. Ersetzt man die Werte xg und &g mit
Hilfe der Gl. (52), so erhélt man die gesuchten Be-
ziehungen.

Die Gl. (53) ist fiir p <1 identisch mit der von
Mices und RoBertson ! und Scuwan? abgeleiteten
Beziehung. Sie geht in eine Beziehung von
O’Konsk1 15 iiber, wenn die Glieder mit x;, %, und
d/R & vernachlissigt werden. O’Konskr benutzte die
Formel, um die bekannte von On~crEy 1617 unter-
suchte Protein-Dispersion als Oberflichen-Leitfahig-
keits-Phanomen zu deuten.

Diese Untersuchungen wurden unterstiitzt durch

United States Public Health Service Grant H-1253.

18 Zum Problem gehorende, nicht zitierte Arbeit.
H. Frickg, J. physic. Chem. 59, 168 [1955].



