
IMPEDANZ EINER SUSPENSION VON KUGELFÖRMIGEN TEILCHEN 125

Uber die Impedanz einer Suspension von kugelförmigen Teilchen 
mit einer Schale

E in  Modell fü r das d ie lek trische V erh alten  von  Z ellsuspensionen und  von  P ro te in lösungen

Von H. P a u l y  und H. P .  S c h w a n

Electromedical Division, Moore School of E lectrical Engineering und 
Department of Physical Medicine, School of Medicine, University of Pennsylvania,

Philadelphia, Pa., USA.
(Z. Naturforschg. 14 b, 125— 131 [1959] ; eingegangen am 4. September 1958)

Herrn Professor Dr. phil. nat. Dr. med. h. c. Dr. med. h. c. B . R a je w s k y  zum 65. Geburtstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit wird die Frequenzabhängigkeit des dielektrischen Verhaltens einer 
Suspension von Kugeln mit Schale untersucht. Es werden die allgemeine Lösung sowie spezielle 
Näherungsformeln angegeben. Das Frequenzverhalten wird exakt durch 2 Relaxationsausdrücke vom 
D e b y e - Typ, die sich superponieren, charakterisiert.

Die vorgetragenen Formeln erlauben die Analyse der Impedanzkurven von Zellsuspensionen aus 
Erythrozyten, Bakterien, Seeigeleiern u. a. m., aber auch von Proteinlösungen und anderen Suspen
sionen.

Zu einem der wichtigsten Anwendungsgebiete der 
Theorie dielektrischer Nachwirkungs-Erscheinungen 
( M a x w e l l - W a g n e r s c h e  Theorie) hat sich die 
Analyse der dielektrischen Eigenschaften biologischer 
Zellsuspensionen und Gewebe entwickelt. Der Grund 
hierfür ist die inhomogene Struktur der Zellen. Die 
Zellmembranen, dünne lipoidhaltige Häutchen, stellen 
vom elektrischen Standpunkt aus Kondensatoren dar. 
Beim Anlegen eines elektrischen Feldes werden diese 
Kondensatoren aufgeladen. Während der Aufladung 
fließt der Strom durch das relativ gut leitende Zell
plasma und durch die interzellulare Flüssigkeit. Das 
Zellinnere und -äußere stellt somit in erster Näherung 
einen elektrischen „Zugangswiderstand“ dar. Die Auf
ladung selbst besteht in einer Anhäufung von Ladun
gen entgegengesetzten Vorzeichens an den gegenüber
liegenden Teilen der Zelle. Dieser Ladungsverteilung 
entspricht ein induzierter Dipol. Da die Aufladung eine 
gewisse endliche Zeit beansprucht, ergibt sich eine Fre
quenzabhängigkeit der Größe des induzierten Dipols.

Die Anwendung der in solchen Fällen geltenden Ge
setzmäßigkeiten auf das biologische Material hat zu 
einer Reihe von Beiträgen in der Biologie geführt: So 
hat bereits 1925 F r ic k e  1 auf Grund seiner dielektri
schen Messungen an Blut die Existenz der Erythro- 
zyten-Membran nachweisen und ihre Dicke abschätzen 
können. Bekannt sind die Beiträge, die sich auf Grund 
der elektrischen Eigenschaften der Nervenfaser-Mem- 
bran und des Nerveninneren für das Verständnis elek
trischer Erregungsvorgänge ergaben. In erster Linie ist 
hier C o le  mit einer Reihe von wesentlichen Beiträgen

1 H. F r ic k e , J. gen. Physiol. 9, 137 [1926].
2 B. R a je w s k y , Ergebnisse der biophysikalischen Forschung, 

Bd. I, Ultrakurzwellen, Thieme, Leipzig 1938.
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zu nennen. Von großer praktischer Bedeutung für die 
therapeutische Anwendung hochfrequenter elektrischer 
Ströme und des ihr zugrunde liegenden biophysikali
schen Wirkungsmechanismus waren Gewebemessungen 
im Hochfrequenzbereich ( R a j e w s k y  2 ) . Die Arbeiten von 
S c h w a n  3>4 über die dielektrischen Eigenschaften von 
Gewebe bei ultrahohen Frequenzen bilden die Grund
lage der in den letzten 10 Jahren eingeführten Mikro- 
wellen-Behandlungstechnik.

Veröffentlichungen bis 1938 sind in der Monographie 
von R a j e w s k y  2, die neueren Beiträge bis 1957 in Über
sichtsreferaten von S c h w a n  sowie von C o l e  und C u r t i s  5 
behandelt worden. Ergebnisse von vorwiegend elektro- 
physiologischem Interesse sind von C u r t i s  und C o l e  6  

zusammenfassend besprochen worden.
Das Modell der dielektrischen Nachwirkungs-Erschei

nungen, das wegen der Struktur biologischen Materials 
von besonderem Interesse war, ist die leitende Kugel, 
die von einer nicht oder wenig leitenden Schale um
geben und in einem leitenden Medium suspendiert 
ist (Abb. 1). Eine Reihe von mathematischen Unter
suchungen über das dielektrische Verhalten dieses Mo
delles sind veröffentlicht worden. Jedoch handelt es sich 
bei allen abgeleiteten Beziehungen um mathematische 
Approximationen. So nehmen F r ic k e  7 und B o z l e r  und 
C o l e  8 an, daß Innen- und Außenphase rein ohmsche 
Eigenschaften besitzen und die Membran entweder eine 
rein kapazitive oder aber eine solche Kombination von 
kapazitiven und ohmsdien Eigenschaften besitzt, daß 
der elektrische Verlustwinkel frequenzunabhängig ist. 
D ä n z e r  9>10 setzt dagegen voraus, daß Innen- und Außen-

6 H. J. C u r t i s  u . K. S. C o l e ,  i n  Medical Physics II, Year Book 
Publ., Chicago 1950.

7 H. F r ic k e , Physical Rev. 24, 575 [1924].
8 E. B o z l e r  u . K. S. C o l e ,  J. cellular comparat. Physiol. 6 ,  

229 [1935],
9 H. D ä n z e r , Ann. Physik 20, 462 [1934].

10 H. D ä n z e r , Ann. Physik 21, 783 [1934].
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phase gleiche dielektrische Eigenschaften besitzen. Von 
S c h w a n  3 wurde eine Formel abgeleitet, die für Innen- 
und Außenphase verschiedene, aber rein ohmsche Eigen
schaften zuläßt. Die Membran kann sowohl kapazitive 
als auch ohmsche Eigenschaften besitzen. M i l e s  und 
R o b e r t s o n  11 haben den Fall behandelt, daß Innen- und 
Außenphase beliebige frequenzunabhängige kapazitive 
und ohmsche Eigenschaften besitzen. Die komplexe Leit
fähigkeit der Kugelschale selbst soll jedoch wesentlich 
größer sein als die der Innenphase. Alle oben erwähn
ten Vereinfachungen wurden gemacht um handliche 
Endausdrücke zu erhalten. Aus dem gleichen Grunde 
behandeln eine Reihe von A rbeiten3- 0-11 nur den 
Fall kleiner Volumenkonzentration. Die Formeln von 
S c h w a n  sind vielleicht für die biologische Anwendung 
von bisher größtem Interesse, da sie eine größere 
Variabilität aller Parameter erlauben als die früheren 
Formeln. Ihre Anwendung versagt erst, wenn Innen- 
und Außenphase merkliche kapazitive Eigenschaften 
aufweisen. Dies ist für Zellen in physiologischer Um
gebung erst bei ultrahohen Frequenzen der Fall. Sind 
jedoch Untersuchungen an Zellsuspensionen mit unge
wöhnlich niedriger Ionenkonzentration der Innen- und 
Außenphase von Interesse, so darf nicht vergessen wer
den, daß die Formeln von S c h w a n  bereits bei entspre
chend niedrigeren Frequenzen unzuverlässig werden.

Im folgenden wird gezeigt, daß sich das Problem
— die Frequenzabhängigkeit der Impedanz einer 
Suspension kugelförmiger Teilchen mit einer Schale — 
allgemein lösen läßt. Zum ersten Mal werden allge
mein gültige Endausdrücke abgeleitet. Diese sind zwar 
oft kompliziert, können aber in übersichtlicher Weise 
in einfache Näherungsausdrücke gebracht werden. Fast 
alle Formeln sind in einem größeren Bereich der 
Volumenkonzentration gültig als es zum Beispiel in 
den zuvor von S c h w a n  gebrachten Ausdrücken der Fall 
war.

Theorie

1. A l l g e m e i n e r  T e i l

Es w ird zunächst die allgem eine Theorie fü r die 
Frequenzabhängigkeit der Im pedanz einer Suspen
sion kugelförm iger Teilchen behandelt.

Folgende Symbole werden benutzt (Abb. 1) :
A =  x  -f j  (jo Ey £ ist die komplexe Leitfähigkeit (spezifi

sche Admittanz), 
x: Leitfähigkeit in [ ß - 1 cm-1], 

sy : Dielektrizitätskonstante des Vakuums 
(1/4 t i - 9  ■ 1011), 

e : Relative Dielektrizitätskonstante,
£0 =  2 z i e p :  Kreisfrequenz, 

cf>: Frequenz in Schwingungen pro Sekunde, 
p: Relativer Volumenanteil der Teilchen in der 

Suspension,

R\ Innerer Radius [cm], 
d: Dicke der Kugelschale [cm].
Die Indizes i, s und a beziehen sich auf die jewei

ligen Eigenschaften des K ugelinnern, der Kugel
schale und des Außenm edium s.

F ür die Im pedanz einer Suspension kugelförm i
ger Teilchen, die mit einer Kugelschale umgeben 
sind, gilt die von M a x w e l l  12 abgeleitete Beziehung

d n - A g  . .
A +2  /la  P /Ih  +  2 Zla ’ 1 ’

A ist die A dm ittanz der Suspension, A #  die „äqu i
valente hom ogene A dm ittanz“ für eine Kugel mit dem 
Radius (R +  d ) . Das Konzept einer der Kugel m it 
Schale äquivalenten hom ogenen Kugel wurde von 
M a x w e l l  eingeführt. Dabei gilt für die äquivalente 
Adm ittanz einer homogenen Ersatzkugel

A h - A s I  R  \ 3 A [ - A s , .
A h +  2 z1s \  R -\-d )  A i+  2 As

Elim iniert m an in Gl. (1) Au  mit Hilfe von 
Gl. (2) und löst für A /A ;l, so erhält man schließ
lich nach passender Zusam m enfassung der Glieder

A _  J A —co2 B ) + jc o E  
,1 a  ~  ( C - c o 2 D ) + j c o F  ’ W

wobei die expliziten Ausdrücke für A, B, C, D, E 
und F der Tab. 1 zu entnehm en sind.

Aus (3) folgt:

. [y.», A — o^lxa, B +  £y e a .E )]+ j co[xa. E+£y£a. A — co2 ev ej. B] ^
C 11 — o)2 (DiC) + /  (x) (F jC )) '

11 J. B. M il e s  u . H. P. R o b e r t s o n , Physic. Rev. 40, 583 [1932]. 12 J. C. M a x w e l l , A Treatise on Electricity and Magnetism.
3rd edition. Art. 310 — 314. Oxford University Press. Lon
don 1892.
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W eiterhin setzen wir

1 — co2 +  j  co ^  =  (1 +  /' a> 7\) (1 +  /’ co T2), (5)

wobei T 1 und T 2 neue K onstanten sind, die sich als 
Funktionen von D, C und F darstellen lassen. Es gilt

I) F
Tt T1 +  T2 = c -

F ür T x und T2 folgt aus (6)

Tt = 2 C
1 +

(6)

(7 a)

T9 =
2 C ± 1 A - ^ (7 b)

Da sid i lediglich die Indizes der ^-G rößen austau- 
schen, wenn das obere durch das untere Vorzeichen 
vor den W urzelgrößen ersetzt wird, ist es berech
tigt, ohne Einschränkung der Allgemeinheit eines 
der Vorzeichen, z. B. das obere zu wählen.

Ersetzt m an w eiterhin den Nenner in Gl. (4) 
durch den Ausdrude m it den beiden Zeitkonstanten 
T x und T 2 in  Gl. (5) und führt nach Partialbruch- 
Zerlegung zwei neue K onstanten M  und N  ein, so er
hält m an die Beziehung:

A = K M
+

N
C ( 1 + /  o) T 1)  (1 + / co T2) l  +  /a > 7 \  \ - \ - j ( o T 2 (8)

wobei K  eine A bkürzung fü r den frequenzabhängigen Ausdruck im Zähler von Gl. (4) ist. Aus Gl. (8) 
erhält man fü r die K onstante M

M =

oder

[ i£v  — ̂ a  ^ i )  A -\-X a E] — a)2[ (£y £a — ̂ a  ^ i )  B  £v £a T\ £ ]
c (t 7 - t~)

M =  m l +  co2 m2 ,

(9)

(10)

wobei die Bedeutung von m 1 und m 2 aus Gl. (9) zu entnehm en ist. In  gleicher W eise erhält m an fü r N

[ — (fv «a — *a Tz) A —Xa, E] — co2[ — (sv £a —*a T2)B  +  sv £a T2 E ]
C (T 2- T t ) (11)

oder

N =  n1 +  co2 n2 , (12)

wobei die Bedeutung von und n2 aus Gl. (11) zu 
entnehmen ist.

Setzt m an die Ausdrücke für M  und N  in Gl. (8) 
ein, so folgt
.  _  (rot +  co2 m2) (1 —/ co T y )  j^  +  co2 n2) (1 —j co T s)

1 +  (co T  2 1 + ( c o T 2) 2

(13)

Nach Separation des Realteils und Im aginärteils 
erhält man die Gleichungen für die Leitfähigkeit v. 
und die D ielektrizitätskonstante e :

KlO +  X l o o i c o T J 2 H20 +  X2oo{CO T 2) 2
x =  1 + (c t>  r , ) 3  +  l + i u r , ) '  •  ( 1 4 >

___  g jO  +  g l o o ^  T -y) 2  ^ 20  ~l~ ( ^  ^ 2 )  /  I  r  \

1 +  i c o T J 2 ^  l  +  ( c o T t )*  • V ’

Die Gin. (14) und (15) zeigen, daß das behan
delte Dreiphasenm edium  sich durch zwei einfache

D e b y e - Ausdrücke exakt darstellen läßt (Abb. 2 ) . 
Die beiden K onstanten T x und T 2 sind offenbar die 
Zeitkonstanten der beiden Dispersionsbereiche und 
um gekehrt p roportional zu den „charakteristischen'4 
K reisfrequenzen, fü r die x  und £ den jeweiligen 
D ispersionsbereich halb durchlaufen haben. Die 
P aram eter y fiV und £/lv sind in Abb. 2 definiert.

£10
*2-

*20 
£20_

N. €
\  ?JSL

£i<x>

£2co

(0,-jr
log co *■

Abb. 2.
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F ür die 8 K onstanten in (14) und (15) gelten folgende Beziehungen:

x10 =  m , , 
m0

Xioo —

*10

7 V ’

m 1

*20 =  n ,
Tlc>

*200  — T, 2  ’
Tr

E20 — —

£9 00  —

Sy

n2
V t z

*10 +  *20 — *0 » 

X̂ oo +  *2°° =  *°° ’

£10 +  £20 =  £0 ? 

£ lo o  +  £200 =  £oc •

F ü r das Ausm aß der beiden D ispersionen erhält m an m it H ilfe von (16) und ( 9 — 14)

J x , _  l - A T f + E T t - B ] ,

AE\ — £jo *100 —

Ax 2=  Xjoo— *20 =  

A f'2 == *20 — *2°° =

S^£a —Pia 7\ 
£v C  { T 2 T 1) T j
S y  £a ^a T 2

[ - A T ^  +  E T . - B ]  ,

C ( T 2 - T t )  T 2

Sy  Sa, ^a T 2

£ W C ( T s - T t ) T 2

[A T22 — E T 2 +  B] , 

[A T22- E T 2 +  B]

(16 a) 

(16 b)

(16 c)

(16 d)

(17) 

(18 a)

(19)

(20)

Die W erte für T v  T 2, A, B, C und E erhält m an F ü r £0 ergib t sich
m it H ilfe der Gl. (7) und den Beziehungen in 
Tab. 1. *o: £v C 2

[ e y E z A C - x ^ A F - E C ) ]  . (23)

Mit den Abkürzungen

a = ( l  +  2t>) k x +  2 ( \ —v) xs , 
b = ( l - v )  x t +  (2 +  ü) xs , 
c = ( l + 2 v )  £1 +  2 ( 1 - v )  es , 
d — ( l  — v) £1 +  (2 + v) £s . 

folgt:
A  =  (1 + 2  p) x§ ci + 2(1 p) xa b ,
B =  (1+ 2 p )  £v2 £s c +  2(l  — p) E y 2 E a . d ,  

c  = (1 -  p) X s  a  + (2 +  p) xa b ,
D = ( l — p )  E y 2 Es C +  (2 +  p) £v2 £a d  , 

£ = ( l  +  2 p )  [£v £s a +  £y*s c]
+  2 (1 -  p) [£v £a b +  £v *a d] ,

F =  ( 1 —p) [£v £s a +  £v X s  c ]

+  (2 +  p) [£V £a b +  £v * a d] .

Die Gleichung läßt sich auf die folgende Formel

Tab. 1.

F ür oo —> 0 erhält man aus Gl. (3) 
A

* 0  -  *a (21)

und für co-+oo

b rin g en :

*0 =  £2 [Oa *a +  9 p X n 2 (a i £i +  as £s) ] . (24)

Die 3 P aram eter aa , a ; und as schreiben sich expli
zit:

aa =  [ (4 -  2 p -  2 p2) (1 -  v) 2] • X { 2 ■ X a 2

+  [2 (4 -  2 p — 2 p2) (1 -  v) (2 +  v) ] • Xs- X i  • Xa2 
+  [(4  +  2 p2) (1 +  2 v) (1 — f) ] • Xs-*i2 • *a
+  [ ( l + p - 2 p 2) (1 + f ) 2]- Xs2 • Xi2
+  [ (4 +  2 p2) (4 +  v +  4 i;2) ]. x s2 - x; - xa (25 a) 
+  [ (4 — 2 p — 2 p2) (2 +  v) 2] • Xs2 • xa2 
+  [4 (1 + p  —2 p2) (1 +  2 j;) (1 —ü)]-Xs3 • Xi 
+  [2 (4 +  2 p2) (2 +  ü) (1 —*>)]• Xs3 • Xa 
+  [4 (1 +  p -  2 p2) (1 -  v)2] • xs4;

a ;= 9 t ; - x s 2; (25 b)
as =  (1 — v) (1 + 2  v). Xi2

+  2(1 —i;)2 • xi • xa (25 c)
+  2 (1 — v) 2 • xs • x;
+  2(1 — t>) (2 +  v) • Xs • xa ;

Die Form  (24) hat vor (23) den Vorteil, nur 
positive Größen zu enthalten, was bei der Ableitung 
von N äherungsform eln zweckmäßig ist.

In  gleicher W eise erhält man fü r x x

Xoo =  A .  [Xa B D -  £V £a (B F -  D E) ] . (26)

Durch Vergleich m it Gl. (23) und den Beziehungen 
in Tab. 1 folgt, daß der explizite Ausdrude fü r x ^
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aus dem für f0 hervorgeht, wenn m an x  durch £v e 
und ev £ durch x  ersetzt. Die Indizierung a, i und s 
bleibt unverändert. Somit folgt fü r x ^  die der 
Gl. (24) äquivalente Form

y-<x>= [ ^ a ^ a  +  V ^ f A ^ i  +  A ^ s ) ]  • ( 2 7 )

Die 3 P aram eter ß a , ß\ und ß s ergeben sich, wenn 
in den a-Ausdrücken (25 a bis 25 c) alle x v durch 
£y £»• ersetzt werden (v  =  a, i, s ) .

2. N ä h e r u n g s f o r m e l n  f ü r  Z e l l 
s u s p e n s i o n e n

Im Rahmen des folgenden Abschnittes werden 
w ir vereinfachende Formeln betrachten, die fü r b io
logische Zellsuspensionen praktisch wichtig sind. 
W ir betrachten folgende Fälle:

1. Die komplexe Leitfähigkeit der Zellm em bran 
ist sehr klein im Vergleich zum Innen- und 
Außenm edium  der Zelle. A ußerdem  ist ange
nommen, daß die M embrandicke klein im 
Vergleich zum Teilchenradius ist. In diesem 
Falle ergeben sich einfache Beziehungen fü r 
die beiden Zeitkonstanten.

2. Neben den zuvor form ulierten A nnahm en 
werden w ir fordern, daß der relative Volu
menanteil der Zellen genügend klein ist, so 
daß sich in K orrektur-G liedern erster O rdnung 
p gegen 1 vernachlässigen läßt. In diesem 
Falle lassen sich alle Param eter der Disper- 
sions-Gleichungen in einfacher Form  w ieder
geben.

3. Es w ird angenommen, daß a) die M em bran
dicke klein zum Zellradius ist und b) die d i
elektrischen Ströme im Innen- und A ußen
medium der Zelle vernachlässigbar klein sind 
im Vergleich zu den durch die Leitfähigkeiten 
bestimm ten W irkström en. Jedoch bestehen die 
im Falle 2 gemachten A nnahm en betreffs der 
Volum enkonzentration p  nicht. Über die Mem
bran werden keinerlei einschränkende A nnah
men gemacht.

Eine lebende Zelle — z. B. ein E rythrozyt oder 
ein Seeigelei — besteht aus dem relativ leitfähigen 
Zellinhalt, der von der Zellm em bran umgeben ist. 
Die Zellmem bran besteht neben dem Proteinanteil 
im wesentlichen aus einer Lipoidschicht, die einen 
sehr hohen elektrischen W iderstand — größer als

100 Ohm pro Zentim eter Oberfläche (Dimension 
Ohm • cm2) — besitzt. Dies entspricht einer spezifi
schen Leitfähigkeit von 10~8 [O hm -1 cm “ 1], d .h .  
etwa 106-mal weniger als für Zellinneres und 
-äußeres gültig.

Aus diesem G runde läßt sich das Im pedanzverhal
ten einer solchen Suspension m it hinreichender Ge
nauigkeit durch praktische N äherungsform eln be
schreiben.

1. W ird
xs ^  x a und y.\ sowie d  ^  R  (28)

vorausgesetzt, so folgt

( 1 - p )  et +  ( 2  +  p )  sa
T i — £y

( 1 — p )  x t +  ( 2 + p )  * a ’

T* =  R C S

1 - P  1
1 +  \  p 2

1 +  R Gs +
1 - p

( 2 9 )

( 3 0 )

In Gl. (30) w urde die spezifische M em brankapazität 
Cs =  £y £s/ d  und die spezifische M em branleitfähigkeit 
Gs =  >cs/d  eingeführt.

Da 7 \ sich in dieser N äherung als unabhängig 
von den M em branw erten £ s und Cs erweist, charak
terisiert T 1 die D ispersion einer Vollkugel [x \ ,  £,) 
im A ußenm edium  (xa , £a) . F ür kleine W erte von p  
ist sie identisch m it der bereits von W a g n er  für die
sen Fall angegebenen Beziehung. F ür Param eter 
von biologischem Interesse (£ etwa 50, x-u a etwa 
1 0 - 2 ) ergib t sich eine sehr hohe D ispersions
frequenz (G rößenordnung 108 H ertz). Das Ausmaß 
dieser D ispersion kann m it H ilfe der Beziehung 
von W a g n e r  13’ 14

£ 0 —  £oo =  9 p
( f i  t t a — £ a  * i ) 2 

( f i  +  2  £a ) ( * i  +  2  * a ) 2
(31)

abgeschätzt werden und ist von der G rößenordnung 
einiger dielektrischer E inheiten, also gering.

Die Zeitkonstante T 2 andererseits, praktisch un
abhängig  von den DK-W erten £\ und £.d , charakte
ris ie rt offenbar die D ispersion die die Anwesenheit 
der Zellm em bran (Cs , Gs) in einem vorwiegend 
ohmisch leitenden M edium bedingt. Die entspre
chende D ispersionsfrequenz ist etwa hundertm al 
kleiner als die zuvor diskutierte D ispersion. Sie ist 
sehr ausgeprägt wie sich aus den später folgenden 
D ispersionsbeziehungen folgern läßt und mit der 
von S chwan als „/^-Dispersion“ 3>4 bezeichnten

K. W . W a g n e r , Arch. Elektrotechnik 2 ,  2 7 1  [ 1 9 1 4 ] , 14 K. W . W a g n e r , Arth. Elektrotechnik 3 ,  83 [ 1 9 1 4 ] .
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Dispersion identisch. Bei kleinem Volum enanteil p  
w ird T 2 praktisch unabhängig von p und nim m t die 
zuvor für diesen Fall von S chwan 3 angegebene 
Form  an.

R C S
1 +  - J-
X \  2 * a

1+  R G S + 2 * a

(32)

2. F ür hinreichend kleine p -W erte ergeben sich 
ferner aus den zuvor gebrachten allgem einen Be
ziehungen unter den für Zellsuspensionen oben fo r
m ulierten gültigen Annahm en (28) einfache Be
ziehungen für die Param eter der allgem einen Dis- 
persions-Gleichungen. Die A bleitung dieser Beziehun
gen ist zwar etwas umständlich, aber ohne p rinzi
pielle Schwierigkeiten, wenn m an in den allgemein 
gültigen Beziehungen höhere Potenzen kleiner Glie
der (x*3, (1 — v ) x s2, (1 — v ) 2 x 8 , xs4, p 2) vernachläs
sigt.

d xa1 + 2
4 Sy

p  R C *
1 +  ÄGs

R xi
Xi~\~2 x a

(1 + 2  p) £i +  2 (1 —p)
( 1 - p )  £ i+  (2 +  p) «a

*0 —
1 - p  

l +  i p

1+  R G S 1 1 +  2 p 1 
1 —p 2 xa

1
i + ä g 8 (~L

\ X\

*a[(£ i +  2 Sa) + 2  p ( £ i - £ a ) ] + 3  p £a (« i ~ x a)
(ei +  2 fa) — P(^i — «a)

(33)

(34)

(35)

(36)

3. F ü r gewisse Fälle ergibt sich eine übersicht
lichere A bleitung wenn m an die Beziehungen (1) 
und (2) kom biniert. Es folgt

(1 +  2 p) z!h +  2 ( 1 - p ) zJa
^  (1 —p ) J h + ( 2  +  p )

F ü r zlji gilt unter der Voraussetzung

d

1 + 2

(  R  f
\  R +  d )

d A s_ d
R Ai R
d Ai d
R As R

1 - 3 R

Ai
1 + 2

1 +

(37)

(38)

(39)

W enn in (39) die fü r Zellsuspensionen erlaubte A n
nahm e

d | A s 
R  A i

(40)

gemacht und entsprechende Glieder vernachlässigt 
werden, lassen sich (37) und (39) zusammenfassen 
zu

A =  AS
(1 +  2 p) J i  +  2 ( l - p )  Zla( l  +

(1 —P) ^  i +  (2 +  p) A a f l  +

R Ai
d Aa 

R Ai
d As

(41)

Es w ird w eiterhin die A nnahm e gemacht

CO Ey  £ i < X i ,  CO £ y  E a < y . a .  (42)

D am it w ird das allgem eine Problem  m it zwei D is
persionen durch Vernachlässigung der schwachen 
D ispersion im ultrahochfrequenten Gebiet auf die 
wesentliche und stark  ausgeprägte /^-Dispersion be
schränkt. In  diesem Falle reduziert sich (41) zu

X i  +  2  X a  +  2  p ( X j  —  f t g )  

y.i +  2 x a — p { x i  — y.a)

R G S +

(43)

1
y-i

1 +  2 p 1 
1—p 2 «a

R G S +
1 - P  1 

1 +  2 p 2 Xa

+ j  co R C S

+ j  co R Cs

H ieraus folgen die schon erwähnten Beziehungen 
(30) und (35) sowie

E0 =
4 Ey (1 +  i p ) 2

• R C

(44)

l  +  R G s 1 +  - ± = * - -  
«i  1 +  i p  2y

Gl. (35) kann wie folgt um geform t werden
1 _  1
X\ Xa,

X 0 =  X  a

1 + R G S

1 +  i  p + R  Gs
1 +  i p  1—p 

X\ 2 Xa

• (45)

F ür kleine p  ist (45) m it der von S c h w a n 3 fü r die
sen Fall zuvor gegebenen Gleichung identisch. W ei
te r gilt

x.j +  2  X a +  2 p ( X j  —  X a )  

Xi  +  2  x a - p ( x i - x a )
(46)

Als Folge der gemachten V oraussetzungen £; =  £a =  0 
verschwindet ex  . Der Einfluß der Vernachlässigung 
von 2 (d /R )  /  (A JA [)  im Zähler von (39) sowie der 
G lieder d / R .  m ag sich am einfachsten im Falle der 
Form el fü r x 0 diskutieren lassen. W ird der Aus
druck (39) ohne Vernachlässigung in (37) einge
setzt. so folgt für
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*0 =  *a 1 -  I  V

d  d1 ----- 1 — 2
R  _  R  _ 2 d  xs

Xi x a R

1 +  i  p-\-R Gs
1 +

y-i

F ü r d /R  ^  1 stellt (47) eine nur unwesentliche K or
rek tu r von (44) dar.

3. N ä h e r  u n g s f o r m e 1 n f ü r  k u g e l f ö r m i g e  
T e i l c h e n  g e r i n g e r  L e i t f ä h i g k e i t  m i t  

e i n e r  g u t  l e i t f ä h i g e n  S c h a l e

Die einfachste Behandlung dieses Falles geht 
wiederum  von den Beziehungen (1) und (2) aus. 
N im m t m an an, daß die Schalendicke d  klein gegen 
den Teilchenradius R  ist,

f ) M ) , (1- 4 - 2s ) , (1
(47)

so folgt aus (2)

A =  A,

d < R ,

d I A*, , 

1+2 1
1

R \  As )

Nehmen wir fernerhin an, daß

R \A 8 1 >  d  | Ai | ,

so wird

1 - 2 ~  2 |
A n  =  A { -  + A S *

\ - d  l - d  
R  R

Ai +  l ^ A s .

(48)

(49)

(50)

(51)

Es ist h ier festzustellen, daß die A nnahm e (50) 
und die im Abschnitt 2 gemachte A nnahm e (40) 
sich in  ihren  Anwendungsbereichen anschließen, 
wenn < /< /? gilt. Dies bedeutet, daß die beiden ge
machten Annahm en zusammen den Bereich aller 
Fälle m it d  R  erfassen.

Die Voraussetzung d  R  ist fü r alle Zellsuspen
sionen, Suspensionen intrazellulärer Granae, G las
teilchen- und anderer Teilchensuspensionen erfüllt. 
Im  Falle von Proteinlösungen und anderer m ole
kulardisperser Lösungen braucht diese V oraus
setzung nicht m ehr erfüllt zu sein.

M it der Beziehung (51) w ird der uns h ier in te r
essierende Fall auf das Problem  einer Vollkugel mit

2 Xa, Xi

den frequenzunabhängigen Eigenschaften

« d*H  =  * i  +  2  ; £H — £i +  2 ß  Es (52)

zurückgeführt. Die Zerlegung der h ierfür zutreffen
den Gl. (1) in  Relativ- und Im aginärteil füh rt fü r 
die P aram eter der Dispersions-Gleichung zu den fol
genden Beziehungen:

T =  ev SH+  2 sa -p(SH~Sa) 
XH +  2 x a — P (*H  — *a)

1 +  2 p
X 0 =  X  a

*H — *a 
xh+ 2 *ra

1—P

1 +  2 p
£oc — £a

SH Sa  

£H+  2 fa

1—P
£0 =  £oo +  9 p ( l - p )

SH —Sa 
S H +  2 sa

(53)

(54)

(55)

(56)
(sa «H — SH * a ) ‘

[£H +  2 sa — p (sh — sa)] O h +  2 * a~ P ( * H ~ * a ) ]2

Xoo =  X0 +  9 p ( l —p) (57)
_  _  (Sa XH — SH * a) 2 _

[ s h  +  2 sa — p(sH — sa)]2 [*H +  2 *a~P(*H —*a)] ’
Diese Beziehungen gehen fü r p  1 in  die zuvor 

von W a g n e r13,14 fü r diesen Fall abgeleiteten F o r
meln über. E rsetzt m an die W erte und «h 
H ilfe der Gl. (5 2 ), so erhält m an die gesuchten Be
ziehungen.

D ie Gl. (53) ist für p 1 identisch m it der von 
M il e s  und R o b e r t s o n  11 und S c h w a n  3 abgeleiteten 
Beziehung. Sie geht in eine Beziehung von 
O ’K o n s k i  15 über, wenn die Glieder m it x.\, y..d und 
d / R s s vernachlässigt werden. O ’K o n s k i benutzte die 
Form el, um die bekannte von O n c l e y  1 6 ,17 un ter
suchte Protein-D ispersion als Oberflächen-Leitfähig- 
keits-Phänom en zu deuten.
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