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OBERFLACHENSPANNUNG UND THERMODYNAMIK DES IDEALEN GASES.

momommEamm R

Die Eigenwertgleichung
Bl -
(1) ( 5% +3,) Py = 0

mit (vorgegebener) Randbedingung auf einer (meist geschlos-
senen) Fliche Y0 fiir die Bigenfunktionen w, (%) dient in der
theoretischen Physik unter dem Namen "freie Schwingungsglei-~
chung" zur Beschreibung der in der Natur so zahlreich auf-
tretenden stationiren Schwingungen. Sie ist in mehreren Ge-
bieten der Physik Teil des mathematischen Fundamentes, auf
dem nach Erweiterung von (1) durch spezifische  Terme das Ge-
bdude der jewelligen Theorie errichtet wird: durch Hinzufigen
eines Potentialtermes 4% U'¢#) wird (1) zur zeitunabhingigen
Einteilchen-Schrddingergleichung der Quantenmechanik; die

. In der Akustik,
ebenso wie in der Theorie des Hohlleiters und des Strahlungs-

Enérgie dieses Teillchens ist dabeikmtﬁi "
hdhlraumes_als auch in der Gezeitentheorie beschreiben die
Eigenfunktionen y.(X) die Ortsverteilung der Amplituden der
stehenden Schall- bzw, elektrischen, magnetischen oder Gezei-
tenwellen; daher werden sie auch Wellenfunktionen genannt.
L¥sungen des Randwertproblems (1), d.h. die explizite
analytische Angabe aller Wellenfunktionen und Eigenwerte,
sind jedoch nur fir wenige spezielle Randbedingungen gefun-
den worden, so fir die Fdlle, daB entweder ¢,(X) oder aber
By (xyos auf der FliacheWP gleich einer vorgegebenen Zahl ist
und W als Oberfldche eines Quaders, einer Kugel oder eines
Zylinders beschrieben werden kann. Wird die Randbedingung
dagegen auf einer beliebig gestalteten Flédche ohne solche
besonderen Symmebtrieelgenschaften vorgegeben, so kdnnen Ei-
genwerte und Bigenfunkitionen nur einzeln und numerisch er-
rechnet werden.
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Fiir den Aufbau der Thermodynamik eines in dem von der
Fliche M) umschlossenen Hohlraumes L/ befindlichen idealen
Gases = und damit auch filir die speziellen Anwendungen
"Fermigas-Modell"der Kernphysik, Theorie der Metallelektro-
nen und Theorie der Hohlraumstrahlung - werden jedoch nicht
die genauen numerischen Werte der Eigenwerte und -funktionen
benttigt, sondern es mufl lediglich der mittlere Verlauf der
Zustandsdichte ¢(3%) =~ d.i. die Zahl der Zusténde, deren Ei-
genwerte im Intervall (3,31+d3] liegen — flir grosse § mdg-
lichst genau bekannt sein, '

Nun scheint der mittlere Verlauf der Zustandsdichte g(3)
fir groﬂe% bemerkenswert unabhingig von der genauen Gestbalt
des Hohlraums f zu sein: so fand H»Wequ in den Jahren 1907~
1915, daB Q(3) in erster Niherung (in¥™) einfach dem Volumen
V des Hohlraumes W proportional ist. Diese Eigenschaft von
g(3) wurde zuerst von R.H.Fowler® (1927) fiir den Aufbau ei-
ner quantenstatistisch begriindeten Thermodynamik idealer Gase
ausgenutzt, Jeder Eilgenwert N wird dabei als von ¥(\) Teilchen
besetzt betrachtet; die Besetzungszahldichte V(X)) hingt ab
von der Wahl der Statistik, der die Teilchen des betrachteten
Gases geniigen sollen = d.h, ob es sich um ein Bose-, Fermi-
oder "Boltzmann"-gas handelt = sowie von Husseren Parametern
des Systems (zum Beispiel der Temperatur T ),)¢=£;E“ ist die
Energie eines einzelnen Teilchens; die Energie des Systems
wird dann
| ) ‘

(2) E =‘£ dx X500 TN |

(iber die mathematischen Voraussetzungen fiir die Gliltigkeit
von (2) siehe Kap.1a)). Eine moderne Darstellung der Fowler-
schen Theorie ist z.B., von E.Schrédingefagegeben worden.

H.,Weyl, Diss., Gottingen,(1907);~ Math,Ann,66,273ff,,(1908) ;-
‘ Gétt,Nachr,37-64(Nachr,d.Kgl.Ges . d.Wiss.G8tt, ,math,

phys,Klasse),(1909);- Math.Ann.68,220ff,,(Habilitati~
on),(1910) ;- G&tt.Nachr,443ff,(1910);~ Math.Ann.71,
an£f,(1912) ;= J,r,+a«Math,1ff,(Uber die Abhidngigkeit
der Eigenschwingungen einer Membran von deren Begren-
zung) ,(1912) 5~ J.r.+a.Math.177ff, (Uber die Randwert-
aufgabe der Strahlungstheorie und asymptotische Spek-
tralgesetze),(1913);~ Rend.circ.math,pal,XXXIX,(Das
asymptotische Verteilungsgesetz der Biligenschwingungen
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Fowler nimmt das ideale Gas als in ganz W) homogen an.
Die Teilchendichte ¢(X) sei also Uberall in W  konstant
gleich g, + Dies ist zwar mit einer komplizierten Randbe=-
dingung“L an die Wellenfunktionen erfiillbar. Jedoch allein
die Randbedingung y(%)=0 fiir xe W - die physikalisch eine
ideal reflektierende harte Wand beschreibt -~ gewdhrleistet,
daBl das Gas nicht entweicht (Teilchenstrom durch W gleich
Null). Unter dieser Randbedingung fdllt jede Eigenfunktion
¥, (X) der freien Schriédingergleichung (1) stetig und mit un-
terschiedlicher Stelgung zur Potentialwand hin zu Null ab
(und zwar mit VX , sofern die Kriimmung der Potentialfliche
klein gegenVYﬁzﬁgﬁwist). In einer gewissen Oberflidchenschicht
ist also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Teilchen
systematisch umso groBler, Jje energiereicher sie sind, ehe
. sie Null wird, Daher ist das im Innern homogene Gas in der
Oberflédchenschicht inhomogen; denn einerseits fadllt die Teil-
chendichte (%) stetig zu Null ab, andererseits ist dort das
Gas (bezogen auf die Teilchendichte) relativ gesehen energie-
reicher. Verglichen mit dem Fowlerschen Ansatz sollte also
die Zustandsdichte ¢(\) im Mittel kleiner sein und zwar umso
~ mehr, je groBer die "benetzte Oberfliche"W von W ist, Es
kann vermutet werden, daf sich ¢(\} 'von der Fowlerschen Ener-
giledichte um einen zuW proportionalen Summanden unterschei-
det. Tatsichlich ist von W.J.Swiateck? sowie von P.J,Hill und
J.A.Wheeler6“fﬂr:§03 fiir asymptotisch grofe X\ der Ausdruck’

-1/

(3 WV = (&”) NN = W er + (5 ) LN e

- vermutet und vbn E&Hilf und G.SﬁBmann9
worden; (L ist die mittlere totale Krimmung von'MO,sighe
Kap.1,a)).

8 numerisch begriindet

eines beliebig gestalteten elastischen Kérpers),(1915).

2R.H.chler, Statistische Mechanik,(1927) ,neu herausgeg.v.O,

Halpern,1931y orig,:Cambridge Univ,Press,

.3E Schrodinger Statistische Thermodynamik, Joh. Ambrosmus Barth-
Verlag, Leipzig,(1952).

Yl =R H X)) mit g0 = XL =0 falls ¥ e WD,
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Mit dieser quantenmechanisch korrekteren Zustandsdich-
teformel (3) werden wir, ausgehend von der grofkanonischen
Zustandssumme, die Thermodynamik rdumlich begrenzter idealer
Bose~, Fermi~ und Boltzmanngase neu aufbauen. Dabel ist eine
geniligend grofie TeilchenzahlN des Systems Voraussetzung: es
muB (6m*N w4 gelten,

Wesentliche Ergebnisse sind: die 1ldealen Gase zeigen
eine Oberflachenspannung 6 ; der numerische Verlauf thermo-
dynamischer GréBen (wie z.B, spezifische Wirme, innere Ener-
gie, usf.) weicht von dem fiir das klassische ideale Gas be-
kannten Verlauf ab, '

Diese rein quantenmechanisch bedingten Effekte sind i.a.
~proportional zu x :

-4/2

O W A KAWLV .

. Wegen der numerischen Kleinheit des rationalisierten Plank-
schen Wirkungsquantumst sind diese Effekte ausserordentlich
klein, ausser fiir Teilchen sehr geringer Masse wm , sowie flr
sehr geringe Volumina V , grofie OberfléicheW und i,a. flir

" kleines chemisches Potentialm.

Sw.J. Swiatecki, Proc,Phys.Soc.AS4,226(f,,(1951);- Proc,Phys.
Soc .A68 285ff.,(1955) - Phys.Rev 98,203ff,,

(1955).
6P J.,H1i1l und J.A. Wheeler Phys., Rev.89,1125ff.,(1955)

7Dort werden nur die Integrale N = gd)ﬁk>90X)und.E 5***‘#“ OO-N)
behandelt, Sie entsprechen Teilchenzahl und Energie eines
Fermionensystems mit der Fermienergie A und der Temperatur T=0.
Es ist daher einfach g(x) =dN/dk .

8E Hilf Diplomarbeit,Inst,f,theor,Phys.d.Univ, Frankfurt/M.,

(Uber den Oberflichenterm der Gesamtenergie der Atom-
kerne nach dem Fermigas-Modell),(1963),

9E Hilf und G, StiBmann, Phys.Lett Vol,21,No.6,1,July,5.,654ff.,
~ (Surface tension "of nuclei according
to the Fermi-gas model),(1966).



- -

Fine Anwendung:der Theorie erscheint demnach u.a. auf
folgende physikalische Probleme sinnvoll und mdglich:
1) Oberflichenspannung schwerer angeregter Atomkerne, z.B,
~ fir hochenergetische Kernspaltung.
2) Eigenschaften der Metallelektronen in Subminiatur-
bauelementen.
3) Strahlungsverteilung in sehr kleinen Hohlrsumen bei
tiefen Temperaburen,
4) Phononensysteme in Kristallen,
Die Zustandsdichteformel (%) kann u.a. verwandt werden fir
theoretische Abschitzungen
5) der Anzahl der "modes" bei Masern und Lasern  und
6) in der Akustik der Anzahl der nichtharmonischen Ober-
t6ne pro Frequenzintervall (vor allem) komplizierterer
Klangriume, sowie '
7) der Hohlraumabsorption sehr kurzer elektromagnetischer
Wellen,

Wir sind gespannt, ob und aus welchem Gebiet der Physik
experimentelle Bestédtigungen von Vorhersagen bekannt werden,
die sich mit Hilfe der hier ausgearbeiteten Theorie ableiten
lassen. Wo werden‘die hier behandelten quantenmechanischen
 Oberflicheneffekte von Systemen wechselwirkungsfreier Teil-
chen eine Rolle spielen?



B Augwirkung deglguahtenmechanischen Oberflichenspannung

A p e o s ik sad e e et v e o e ok e oae ey a e i s e o i T ot o e wew mer
L R R = R o e o s S o B e R R ]

Kapitel 7 » Die_Zustandsgrofen.

a) BEinfithrung und Methodik.
Wir betrachten ein ideales Gas, das in einem Hohlraum
eingeschlossen sei.

Die Wahl der Gestalt des Hohlraumes ¥ ist freigestellt,

- sofern nur asymptotisch die Zustandsdichteformel (3) gilt.
'Die‘Wahd des Hohlraumes sei fiir die Teilchen des Systems ide-
al reflektierend und hart. Eine genaue hinreichende und not-
wendige Forderung an die Gestalt von W fiir die GlUltigkeit von
(3) ist nicht bekannt, Die in der Physik auftretenden Ge-
staltformen sind jedoch schon in der hinreichenden Forderung
enthalten: " die geschlossene Oberfliche W von W bestehe

. aus h&chstens endlich vielen stetigen Fliéchenstiicken be-
schrinkter Krimmung w , (04 ®<=), welche mit hdchstens end-
lich grofilen Flichenwinkeln aneinanderstoflen diurfen"; Kugel,
Zylinder, Torus und Wiirfel sind einfache Beispiele fiir W ,
die diese Bedingung erfiillen.,

In die Thermodynamik des idealen Gases geht die Gestalt
von W {iber die GroBen Volumen V , Oberflécheninhalt W und
mittlere totale Krimmung L ein, welche als Integrale {iber
die Oberfliche ) von i} definiert sind:

(6) Vi= %ﬁdﬁ [ nW":S\I\;}‘ ' L= S(%sjf%z)lm’ :

R, u‘nd‘Rz sind die Hauptkrimmungsradien des Fléchenstﬁckes:ﬁm,

Als ideales Gas wird iblicherweise ein System von N Teil-

chen bezeichnet, deren Teilchen untereinander wechselwirkungs-
frei sind und lediglich durch ein gemeinsames dusseres Po-
tential gebunden werden, Die Schrodingergleichung fir das
" Gesamtsystem zerfillt dann in N Einzelteilchen-Schrddinger-
gleichungen, Speziell fiir das besonders einfache Potential
{1f(?) gleich Null fiir ¥elW , sonst gleich (m}, gehorcht
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Jedes Teilchen einer Gleichung (1) mit der Randbedingung
gR)=0 filr X elf) . ‘

Bemerkenswerterweise ist die freie Schrodlngerglelchung
(1) nach Ubergang zu der dimensionslosen Variablen #:=7% /y**
~invariant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationenl

11%
~=%.\/ B

14

| * A P N
(7 (922" + fu): Yo=Y =0 wat ¢ |
denn es ist T =% =y ; f0151ich1h&x—dx ¢1dxund wegen (6)

TV = V &V =~ a=(V/V)" ; und daher ' -T2 =

(8) cI e VAR -
Das ¢,~Spektrum [(&SSN,QGH),.der Eigenwert jedes Zustandes
sel dabel einzeln gez#hlt] ist also un#bhingig vom Volumen
V des Hohlraumes, nicht jedoch von der Gestalt. Als unab-
héngige Variable zur Beschreibung von L) benutzen wir daher
neben V meist nicht\d und |. , sondern die dimensionslosen
Gestaltparameter w:=W/V"*und (=L/V"?, Eine Anhnlichkeits-
tranéformatioan entspricht dann gerade einer Anderung von
W bei festgehaltenem w und { , denn TW0=10", 1V =V, sber T O=L'¢)<hs0).
| Es ist nun naheliegend, flir alle thermodynamischen Gro-
Ben in analoger Weise dimensionslose Groflen zu definieren.
Es wird sich zeigeng dafl diese neuen Grdflen fiir ideale Gase
nicht mehr explizit vonV abhingen,- und daB dieses gerade-
zu als Definition eines idealen Gases ausgenutzt werden kann.
Wir definieren die neuen dimensionslosen Grdflen mit Hil-
fe der bekannten Gr&Ben Druck p , Temperatur T , Entropie S,
freie Energie F , Enthalpie H , freie Enthalpie G, Teilchen-
zahl N, innere Energie U sowie M, dem chemischen Potential
(welches in der Literatur meist mit M oder kT {4y bezeichnet
wird) und der Boltzmann-Konstanten R wie folgt:

T L - ¥ =3
(9) %T‘” I Q‘“%%‘“'E“‘ﬁ ST YT ‘T e at\/ ]
also 4=S/kund y=4/R; es ist Y =-F/T = ke Qg £ 2

ist die groBkanoniscéhe Zustandssumme. Sei irgendeine dieser
‘dimensionslosen Grofen durch b, die zugehdrige urspriingliche
durch B charkterisiert, so gilt

(10) o(@o%b = oL_eo%B +-§—~Mo%\/
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Das ideale Gas beschreiben wir durch Angabe der Gestalt-
parameter V , w und { des einhiillenden Hohlraumes W , des
£, -Spektrums (der Eigenwerte der Eigenzustinde) und der
mittleren Besetzungszahl V dieser Eigenzustinde.

- 1‘ -
(1) v(7,x) =L[3e 01"

mif"§¢=e«p(MAhTD; ¥ =V/T S/RD, Fir Bosonen, d.h. Teil-
chen, die der Bose-Einstein-Statistik geniigen, ist ¢=+1 zu
wihlen., Es ist 0< 3¢ 1 und 049V« o , PFiir Fermionen, das sind
Teilchen, die der Fermi-Dirac-Statistik geniligen, ist = -1

zZu wéhlen. Es gilt 0¢3<¢ 00 und 04 V<4 ., Der klassische Grenz-
fall beider Statistiken ist gleich; es ist die bekannte Boltz-
mann-Maxwell-Statistik, der klassisch behandelte wechselwir-
kungsfreie Teilchen geniigen, Fiir diese "Boltzonen" ist in (11)
L=0 zu setzer,und es ist 0434w 0 & Ve oo,

Ziel dieser Arbeit ist es, fir endliche Temperaturen das
thermodynamische Verhalten des in einen Hohlraum Y einge-
schlossenen quantenmechanisch zu behandelnden idealen Gases
- zu studieren. Wir werden uns dazu die Temperatur, das Volu-
men (und die Gestalt von W durchw und { ) sowie die Teil-
chenzahl vorgegeben denken und von der grofkanonischen Ge-
samtheit ausgelien, Aus der groflkanonischen Zustandssumme ist
dann zunidchst das thermodynamische Potential F (die freie E-
nergie) bestimmbar, fiir welches die vorgegebenen Variablen
T , V und N gerade die sog, natiirlichen Variablen sind.
Die Ubrigen thermodynamischen Potentiale und Funktionen fol-
gen dann in bekannter Weise, .

Die Darstellung der Ergebnisse kann nicht immer sehr
explizit sein, denn es treten schon bei der Behandlung homo~
gener idealer Gasgw(siehe R,H.Fowlerg’3 u.,a,) die bekannten -
i.a., nicht ges hld?sen 18sbaren Integrale Tu(3) auf (s,An-

"~ hang 1). Bei-den ﬁier behandelten inhomogenen Systemen tre-
ten zusidtzlich|weitere Integrale gleichen Typs auf, die so-
gar von etwas einfacherer Struktur sind. Daflir bendtigen wir
jedoch die nur semikonvergenten Reihenentwicklungen der Tu(1)
nicht nur bis zum .ersten, sondern teilweise bis zum dritten

Glied,
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Als einfaches Beispiel berechnen wir jetzt N und U
(Teilchenzahl und innere Energie) direkt aus (11), um rasch
einen Einblick in die Struktur der zu erwartenden Ergebnis-
se zu haben, '

Sei mit M(e) die Zahl aller Eigenzustinde bezeichnet,
deren Eigenwerte ¢, kleiner als e sind., Dann lassen sich
N und U als Stieltjes-Integrale schreiben,

o @

(12) N = > V(eu)'v =) g viery. dMe) = ef:oo(.[\((é)

W=0 ex0
ndﬂo,
o= ey dMie) = § e dN(e)
(1) U= e = [emendMe = fedNre

M(e) ist nun zwar monoton, doch mitnichten stetig. Daher ist

eine Ersetzung dMle) =gedde mit gcer=dM/de ohne Sinn, da

Qted> eine hochgradig singuldre nichtmonotone  Funktion ist:
die Funktionaldeterminante ist nicht erklért. Wir ersetzen

aber M(e) durch seinen mittleren Wert M(ey mit d{{/de = §te) und

gte) aus (3). §@J ist stetig differenzierbar und monoton (so-
gar einfach ein Polynom in € ): fiir diese Mittelwerte folgen
aus (12) und (13) die bekannten Integrale

o]

(14) N = fo(e Vieey: §(e) ; W = § de- Vee) €le)y'e |

[} .
L]
e=g e

Wegen (3) sind dies Summen von Integralen vom Typ

. o0
(15) 109 = {dve 2 T30

0
Diese bekannten Integrale werden wir also zur Darstellung der
Ergebnisse dieser Arbeit bendtigen, Nach Einsetzen der in An-
hang 1 angegebenen (z.T. semikonvergenten) Reihenentwicklun-
gen fir Ju(3) und Ordnen der Glieder nach gleichem asympto-
tischem Verhalten bestdtigt sich, daB einige Reihen bis zum
dritten Summanden bendtigt werden.

1911 dem Spezialfall (T=0 , Fermigas), der ind behandelt

worden ist, ist V= Olep-e), folglich(MW AN | falls e<ep ;
ep 1ist die Fermienergle. Hier ldsst sich (45) durch parti-
elle Integration direkt auswerten: .

L= (TN re = e N - %de-N(e) B
]
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Fir alle foléenden Rechnungen ist Voraussetzung, - daB
die Teilchenzahl asymptotisch groB ist, Damit wird gewidhr-
leistet:

1., daB die Zustandsdichteformel (3), von der wir ausgehen,
sicher gliltig ist; und

2., dafl die aus der grofkannonischen Gesamtheit gewonnenen

Ausdriicke fiir thermodynamische Potentiale und Funktionen

(wie z.,B. die Entropie 5 ) iibereinstimmen mit Ausdriicken fir

die gleichen GréBen, die aus irgendeiner anderen Gesamtheit

(es gibt deren ja unendlich vieleqqﬁ) gewonnen worden sind.

Praktisch werden die Brgebnisse auch in guter Naherung
fiir endlich groBe N giiltig sein, denn ,

1. haben wir in »9 gezeigt, dafll bis herunber zu sehr kleinen
"N die Zustandsdichteformel (3) den mittleren Verlauf der Zu-
~standsdichte richtig wiedergibt, und

2, ist die Differenz zwischen den aus verschiedenen Gesamt-
heiten gewonnenen Ausdriicken flir irgendeine thermodynamische
Funktion fiir grofe N klein gegen den Hauptterm; z.B. ist die
Differenz der aus der kanonischen bzw. mikrokanonischen Ge-
samtheit gewonnenen Entropieausdricke o, - Smmc:ﬁgﬂfzﬁ1klein
gegeniiber § = k-N . Durch Beriicksichtigung der Gestalt von 0
durch die Parameter w und { treten im Ausdruck fiir S noch
Terme hinzu, welche ~ NV bzw, A’hﬂ“ sind, Wir mussen also
zumindest verlangen, daB diese Terme asymptotisch groll gegen
ﬁaﬁT sind; das ist aber schon filir sehr kleine Teilchenzah-
len der Fall., Physikalisch bedeutet unsere Voraussetzung
groBer Teilchenzahlen, daf wir von dem Einflufl der Feinstruk-
tur (von "Granulationseffekten") der Eigenschaften des Systems
(z.B, Teilchendichte, Zustandsdichte) absehen kdnnen. Wir be-
trachten das System als "mikroskopisch hoﬁogen" und behandeln
nur den Einflufl der‘durch die Begrenzung’MO des Systems be-
dingten "makroskopischen Inhomogenitét" des Systems. Dieses
Vorgehen kann auch als "quasiklassische Néherung" bezeichnet

werden,

ks nen asn o — T T
o — o T - o o O Ty T b SO XY ) R s NN D G GAD TR e A e —— -

quaA.Mﬁnster,'Handbuch der Physik, Bd,III/E,ed.S.Flﬁgge,
springer-Verlag,Berlin, (1959). |



b) Zustandsdichte und Zustanassumme,

1o Zﬁstandsdichte und Oberflidchenspannung:

' Die mittlere Zustandsdichte (e, die wir in (%) ange-~
geben haben, lautet in die transformierten GréfBen umgeschrie-~
ben (mit x“:=e/kT =T )i

AN _dM A s _(x%z"”l wTt e-t“z>

(16) & =TT U e T Tw ) ks

Lwt 8 %t

Damit konnen wir Teilchenzahl N und innere Energie u als
Funktionen von 3 und T berechnen. Aus (14) wird mit (11) wegen

(15)
N

i

TG0 - AP an

3y 1/
Gy NGO= {5 L - 51w s )]

und analog

‘ h v T . { '

(18) & (31) =T-{~g;;w3q“) o R RGN S NS

Als Oberflichenspannung definieren wir die pértielle
Ableitung von « nach w bei festgehaltenem T , N und €, sie
188t sich mit Hilfe der Kettenregel aus (17) und (18) ablei-
ten, _

U - (réﬁz.) b (9% ('3,};)

(19) (EW)Q,‘C,N wr P + ('Q‘S)w'(,'t duwy N T
Die explizite (niherungsweise) Berechnung muf (auf Teil C)
verschoben Werden, bis die Reihenentwicklungen fiir 1.(3%) abge-
leitet worden sind.

Wir verwenden fast ausschliefRlich die transformierten
GroBen T, &, .. . Der Ubergang zu den originalen GroBen ist
(wegen (9) und (10)) problemlos,
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‘2, Zustandssumme und Oberflicheneffekte:
Wir gehen von der Zustandssumme

, -M - N
Z o= 37 - 05N
)tl

aus, Ihr Logarithmus lautet
‘.\..‘.4 ; N xt
(20)‘ 60% Z = N e()%g - LL‘;{; CUC})(/i-— L'?\'(i ,))

-4

Eine korrekte Ableitung des Ausdrucks (20) fgr den Lo-
garithmus der Zustandssumme ist von E.Schrédinger- (Kap.Vii:
"Das N -Teilchenproblem") gegeben worden,

Er zeigt, daB man zum Ausdruck (20) nur gelangen kann,
wenn zwel Terme vernachléssigt werden, von denen bei fest-~
gehaltenem { der eine proportional zu €N , der andere kon-
stant (in Bezug auf N § ist; die Hauptterme von (20) sind
proportional zu N (, denn fuy\Z ist eine extensive Gréfe).
Schrédinger schreibt, dall diese Zusatzterme beriicksichtigt
werden miissen fir ein Studium von "gas bodies so small that
their thermodynamical behaviour depends on their size and
shape, The peculiar features woyld be termed 'surface phe-
.nomena' by the experimentalist"ﬂ. Diese Meinung werden wir
korrigieren, Als Ausdruck fiir die Zustandsdichte kennt Schré-
dinger nur den ersten Summanden von (16),

‘Der Ausdruck (16) fiir g(}) enthilt gestaltabhingige
Tefme, die sich (ebenfalls) auf &%Z auswirken, Die Summa-
tion in (20) ist iiber alle Zusténde X, zu erstrecken; in
quasiklassischer Néherung ersetzen wir 1. die Summation durch
Integration12 und 2. ¢(d) durch §(\)
aus (16):

v L 2 o : ot
2 log(L-1Ve ™) S \(ofLM(x)' Cog (4 -13:7) = (- gy 2 Log (3™,
) . (¢}

= L2 K, - K, Q) +€i€—'z-x<,,m ,

= g P

letzteres mit Hilfe der im Anhang 1 (4) definierten Integra-
le Ku(3). Mit der Relation K,()=-24.7, (3) (s.Anhang1(5))
folgt aus (20):

31, i
@ g Z = -NlgT o+ (TR0 - R L)

K

E.Schrédinger,Statistical Thermodynamics,Cambr.Univ.Press,
$.46u.,(1964), :

12mit Ausnahme des Falles der Bose-Einsteinkondensation (L=44,

T- 0 ),




terme" (, die ~{nN un! ~0(4) sind

a)

b)

Nun konnen wir die oben erwdhnten "Schridinger-Zusatz-
) diskutieren.

In quasiklassischer Naherung (ﬁkﬂcﬂ ) sind die Zusatzter-
me zu vernachléssigen, denn die Summanden von (21) sind -
proportional zu N, N bzw, N, (Zum Beweise ist (17)
als Ausdruck fiir N(3}2) bei festgehaltenem 3 in dritter
Ndaherung nach v aufzuldsen und in (21) einzusetzen. Aus
N- o folgt bei festem I aucht -»o0 ), Pir asymptotisch
grofe N verschwinden daher die Schridinger-Zusatzterme

relativ zu den Summanden von (21),

, Eine Verfeilnerung des Ndherungsausdruckes fiir eq;Z
bis etwa zu Termen ~fuqlist nicht sinnvoll. Der Niherungs-
ausdruck () (s.(3)) Tir den mittleren Verlauf der Zu-
standsdichte g(N) enthdlt die von der Gestalt von ¥ nur

~liber die Oberfléichenintegrale V , W und L abhingigen Ter-

me, sowelt sie asymptotischyoe(W¥*) sind. Der mittlere-
Verlauf der Differenz R=<¢(» - (X)), der sogenannte Rest-
term, hingt dagegen in komplizierter Weise von der genau-
en Gestalt von W und von A ab, Fir beliebige Gestalt von.

W _ gibt es fir R bisher nur die Abschitzung o(X"*) < B

in? ist die Vermutung R=o(4) begrindet worden. In (20)
wird iUber alle Eigenwerte ¥, summiert; in quasiklassischer
Ndherung bestimmt daher ofN)=> {3+ R den Integrations-
bereich. Der unbekannte Restterm R fihrt zu einer endgilil-
tigen Unkenntnis O(N'®) von %w. fey% | welche die Schrédin-
ger-Zusatzterme (~ N , ~ 00Dy verdeckt,

Fir Systeme endlicher, nicht zu grofler Teilchenzahl
konnen die Schrodinger-~Zusatzterme relevant werden. Sie
sind jedoch in erster Niherung eine Korrektur des Volum-
terms ~ mithin von der Gestalt von ¥ unabhingig - und
sie beschreiben daher primidr gerade keine "Oberflachen-
effekte", :

FPir GaskOrper sehr geringer Teillchenzahl versagt die qua-
siklassische Nidherung. Die Summation in (20) muB exakt
iiber die genau berechneten Eigenwerte X, ausgefihrt wer-
den, Das System ist im Innern nicht mehr "homogen", Wah-
rend die von uns behandelten kollektiven, "makroskopischen"
Effekte hier ihren Sinn verlieren, lassen sich die '"mi-
kroskopischen" Schriddinger-Zusatzterme auch hier unter-
suchen. Doch 1&Rt sich mit ihnen keine Thermodynamik auf-
bauen, denn das setzt mindestens mikroskopische (lokale)
Homogenitdt voraus; erkennbar ist dies daran, daBl Dbei
anderer Mittelwertbildung, etwa mit Hilfe der mikrokano-
nischen Verteilung, die erhaltenen thermodynamischen Aus-
driicke sich um Terme h~&3ﬂq’unterscheiden.
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c) Die freie Energie .

(uBEE wird meist "thermodynamische Funktion" genannt
und mit y bezeichnet (4':=k MZ ), In (20) héngt fsa Z von
den Variablen T und ¥ ab, Mit N(t,3) aus (17) 1Bt sich im
Prinzip T eliminieren, Fir vorpegebenes T und N 1&B8t sich
genau dasjenige thermodynamische Potential angeben, fiir wel-
ches diese beiden Variablen die sogenannten natiirlichen Va-
riablen sind., Es ist die freie Energie [ . Sie ist definiert
durch '

(22) pic -y | ( Fi=-T4),
Einsetzen von (20) liefert

Sh 1h
@ pEv= Nebgt - (R0 - 550+ S 0]

Zusammen mit N(53) aus (17) ist damit $(T,N) im Prinzip be-
kannt, Die iiber F definierbaren thermodynamischen GréBen,
~wie die Enfropie &H=—@g/9th‘oder das chemische Potential/u:(?pQN
kénnen nun fir unser System berechnet werden.

Im folgenden Kapitel werden wir aus der groBkanonischen
Zustandssumme'(éo) die Thermodynamik unseres Systems aufbau-
en; diese ist widerspruchsfrei, weil wir uns auf die quasi-
klassische Ni erﬁ%g und den Limes sehr grofier Teilchenzahlen
beschridnken und n*r die Zustandsdichteformel abandern,

15
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%apitel 2 ‘ ‘ Thermodxnamik

= %o s o

Die Thermodynamik unseres Systems werden wir in drei
Stufen aufbauen.‘Zunéchst fiihren wir iiber die freie Energie
den Druck, die Entropie und das chemische Potential ein. So-
dann Stéllen wir einige partielle Ableitungen thermodynami-
scher GrdBen bereit, SchlieBlich studieren wir die thermody-
- namischen Potentiale und ihre totalen Differentiale. Dabei
wird die besondere Struktur der Thermodynamik des in einen
Hohlraum eingeschlossenen quantenmechanisch behandelten ide-
alen Gases hervortreten:

1.): die thermodynamischen Gréfien héngen nach der Transfor-
mation (9) nur noch von zwei (an Stelle von drei) unabhin-
gigen Variablen ab; .es erweist sich, dal es dann auch nur
. zwel (an Stelle von drei) "unabhéngige" thermodynamische Po-
tentiale gibt, Dies ist eine Folge der besonders einfachen
Zweiteilchenwechselwirkung der Partikel des idealen Gases,

?

denn es gilt: U(¥X, % )=0 mit(R%=v¥, drewsh 0 0:v(R Ry = ofF] 7))=0),

'lh.

2,): die Gibbs-Duhem~Relation gilt bis auf je einen in W und
L. linearen Term. Dies bestétigt, daB das System im Innern
'homogen und nur in Oberflichennihe ("makroskopisch") inho-

mogen ist.

Der ausfuhrliche Aufbau der Thermodynamik in diesem Ka-
pitel ist erforderlich, da er als Geriist fir die in Teil C
mitgeteilten Rechnungen dient.
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a) Einfﬁhrung der Entropie A , des Druckes % und des chemi-
schen Potentials w ,

1. Die partiellen Ableitungen von P(c,N) ,

Die "thermodynamische'Fﬁnktion"ﬁuw(NALr)=&%hULT)=&@%Z
ist in (21) als Funktion von N ,7 und T angegeben worden,
wN3T) .« N ist nach (17) eine Funktion von 3 und T allein,
Dann h&ngt ¥ nur von zwel unabhingigen Variablen ab, z.B.
v(N3T) = y (N, 3(NT),T) =y(NDund es gilt ¢ (N,V,t) =y (N,T):

(24)

| vhen = 0
Dabei haben wir die Kurzschreibweise
= (Qa Ay )
X'Q"g ( X u

fir die parﬁielle Ableitung von.a(m%) nach » bei festgehalte-
nem y benutzt >, ‘ ‘

Wir berechnen ﬁun,gh aus (21), Nach der Kettenregel ist
‘zunéchstqa ‘

'C\'VN :rY3,N(21) Jrs\yt.N(M)‘tzN

Im Anhang 1 haben wir fiir die in (21) auftretenden Integrale
7,(3) die Rekursionsformel ’

(A7) To (1) = 2L 1. 0,(3)

I

15Diese Schreibweise ist suggestiv, denn ,. steht links von
a. und ist als Operator?®%y auf o anzuwenden, ., steht
rechts von a , wirkt nicht mehr auf a , d.h, y=const. |,

141n(21) ist y als Funktion von drei Variablen ( T , 3 , N )
dargestellt. WegenN=N(3.t) sind diese nicht unabhingig.
Mit Hilfe der Kettenregel 1&dBt sich y, berechnen. Wir fi-
gen bei den Ableitungen y, , bzw.,y, als "Variable" die
Nummer der Gleichung an, in der der abzuleitende Ausdruck
fir y angegeben ist, Ohne eine solche Kennzeichnung ist
z.,B, die GrdBe y, , nicht eindeutig definiert und kann ver-
schiedene Werte annehmen, je nach dem Grad der Substitution
z,B, von t durcht(}N) in y(t,3N). Partielle Ableitungen von
Funktionen, deren Variable unabhingig sind, sind dagegen
immer eindeutig definiert, so auch y .
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abgeleitet, Damit' wird

i Sh -T . %
i) 1= N + i, { %l].‘(l) - A(K) + %%_]o(g)}

o g

‘ Wegen (17) isgt also

(25) . ' = 0
' ' IWQJJ (1)

und damit
e 4lr

N 7 .
(26) ¥, = Tv’mm) - %{LJ @ - 5530+ S5 M

‘Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (18), so haben wir die
bekannte Relation

2 . y = 1.
(27) w T Wy |
fir unser System besfétigt. Wegen fp:=-Ty folgt daraus

| (28) = -y - W/t

efu
Fir,y, finden wir nach der Kettenregel wegen (25)
(29 = . = -0
29) ate Tt (00 "

und daher

(%0) rVFt =T 803§
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2. Das totale Di’ferential der freien Energie F .

Die Entropie S , den Druck p und das chemische Potenti-
alM filhren wir als partielle Ableitungen der freien Energie

ein 5
(31) S = ."TFN.V_ ) M:= NFf.V , pl:s - VFN.T
Dann ist

dF = - SdT + MdN - p:dV

Fiir diese partiellen Ableitungen von F leiten wir nun mit
Hilfe der im vorigen Abschnitt berechneten Ableitungen von
p(r,N) Ausdriicke in V , T und ¥ ab. Dazu substituieren wir
in &F(ENV)=TQ¢JT +NTVdN+ .4V "sowohl dF wie auch dT vermit-
tels (10); z.B.dF=dfy —§§dv; [eRIF = pM =F/p 2T/0eT) =

v 5.(9), ordnen nach dr, d¥und dV und erhalten durch Ver-
gleich mit dﬁ(nN)— oot + f AN die gewinschten Beziehungen
zwischen den partiellen Ableitungen von f(tN) und FCT,N.V):

: -1

(32) TFN‘V = k'-c?N y NF;'.V =1 'N?t ! .VF;IT
Einsetzen von (28),(30) und (31) ergibt

A
v

LN&N

4 =S/k = wadie = -Nw D)t +{Z“]q(5)~“”3(m3“ 16
(33) -1 /A;L = \&M = MTt/eT) = T eotag ,
L.Tcz,xlﬁ =X,(7_ST—) (A‘C—F) ‘.

Wegen f:=-ty folgt hieraus unmittelbar yV=§‘k bzw.
-1
(34) TN o=w

Dies ist die Relation, die P.T.Landsberg16 als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Eigenschaft eines Systems,

. "an stelle von pi= =R, wird der Druck meist durch p=T 3\ ¢
eingefiihrt. Wegen r=-T¥ sind diese beiden Definitionen je-
doch identisch,

16
London; S.216, Aufgabe 27.7 (1961).

(FN ey

)

e

P,T,Landsberg, "Thermodynamics", Interscience Publ.New York,
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"ideales Gas" zu sein, vorgeschlagen hat. (Die "klassische"
Def.inition p~V=N-h-T gilt nur flir homogene ideale Gase grofler
Tefhperatur und Verdiinnung). Unsere Definition: Invarianz des
dimensionslosen Hamiltonoperators /(&) , mit gi=k/ v , gegen
Ahnlichkeitstransformationen, kann fiir relativistische
Gase verallgemeinert werden, fiir die (34) i.a. nicht gilt.



““*;‘nLetzteres gilt, weil das Volumen bei der Ableitung LL

-V

b) Partielle Ableitungen lhermodynamischer GréfRen.

Fir das Folgende bendiigen wir die bekannten "Substi-

tutionsregeln flir die part::llen Ableitungen von Funktionen
zweier Variablen", insbeson-ere

1. einer Funkbtion (z.B.y(xz. ) bei drei Variablen ¥ , y 2

aus dylxt) =y, dvey dx folgt nach Finsetzen von dalxyp =2, de'+ 2 dy
und Verglefch mit der linisn Seite i

(55) ‘ %%X‘ ‘3)c =1 K !z\}t‘xzq =”4’5
2. zweier Funktionen (z.B. alxyy, yote)) bei vier Variablena,»y2:

Einsetzen vondy(x,z) 1ndnix u) uné Vergleichen mit da(w-m
liefert die Beziehungen

(36) ’;;Vﬁ =1 ) xa“‘é'mxz ¥3Q*~m1 = 4 )
die sich ( it(ﬁs)) vielfaltlg umiormen lassen (so ist z.B.
0.:0. it

LI rvw%'
1, Die spezifische Wirme c, .

Als spezifidsche Wdrme ¢, definieren wir

(57) C\/ = TMVN = k- 'Ea‘N

ViN
festgehalten wirdq

M 1ld8t sich aus den in (17 18) angegebenen Ausdriicken
fiir €¢t,3) bzw, N(t3) berechnen, Wegen (36) ist zunichst

(38) PV N S SR

‘Aus (17) folgt

o do= BRI Lfr;-; LY
39) o
b =%{:3. L) - 2L.3,0) c+ AR 3(3)} .

Mit (35) kann_3, aus N(1,;3) bestimmt werden:

(40) S = ”‘tNg /3Nr -

T N

.

17 i o m
Ebenso gilt: = LV @ jedoch M _=%4.(T 4
.Der Beweis ié% analog zu1heﬁ Far (32).M7 3V " TN
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Die partiellen Ableitungen von N(3t) ergeben sich aus (17) zu

3o, LW e
(41) rN‘s e G { i W0 g L) ":"zﬁj"(s)} )
: 2 oA (e _ wr 7.7 LT
th =3 ‘%\.5"1'10('5‘) u;n 3 ]1(3) + ”g;‘i"s'jlu(%.)} *

" Der Ausdruck fir,N, enthslt die in (A.9) definierten Inte-
grale 1, und 1, .,

Durch die Gleichungen (37)-(41) ist damit die spezifi-
sche Widrme ¢, als Funktion von v und { angegeben.

Wir vergleichen noch (39) mit (41) und erhalten die
wichtige Relatiion |

w = L. N

(4'2) 30T 3 T % !

2, Die partiellen Ableitungen von 4 .,

"Wir berechnen die partiellen Ableitungen der Funktionen
A(T,N) , 43, Nund A(tY)ilber A=y +i/t (siehe (33a) aus w(3,T) und
N(3,T) mit Hilfe von (35) und (36).

' Fiir 4(NT) lauten die partiellen Ableitungen

4 -

(43) { T Tt b ’

AN = ot -

denn nach (27) ist = w/t*. Anwendung von (%6) ergibt mit 3=
~€o%'§ 5

. \ - QO + 1. We ! K )
) {N’Br 33 it
‘ 'E’AN =. ' :}f'<1:u'§+ KMT.";SN) 3
mit 3. = cSNt)“ und 3, =-Ny /N, (siehe (40)).

‘Fiir dle partiellen Ableitungen von A(3,N)erhalten wir

aus A= v+ #/t nach mehrfacher Anwendung von (36) wegen X = wiTt
und g = - g3 '

(v

1
(45) T = - log 3+ T MO )
45 . .

P T Ao(Eet iy )

SchlieBRlich ergeben sich in analoger Weise die partiellen Ab-

‘leitungen von A (T3) ¢
| o= ol 3N, o+ M
(46) x 33 v

EAT

= - {W%K “;‘\ITZ +

PRV EN
[
-4



¢) Die_thermodynamischen Potentitle £ , 4 , 2 und k. sowie
ihre totalen Differentiale, '

Wir behandeln die vier bekarntesten Potentiale Energie
w(s,V, N), die freie Energie F(TV,N) , die Enthalpie H{5,p,N)
und die freie Enthalpie G(T,p,N), Es gelten die Definitions-—
gleichungen:

(47) u_'-’—‘F+TS J F ; Hi= Un“P'\/; G::H"T’S.
Wegen
- (48) (G+U) - (H+F) =0

gibt es aber nur drei "unabhidngige" Potentiale, Der Zustand
eines (einphpsigen,.,.) thermodynamischen Systems ist durch
Vorgabe von drei thermodynamischen GréBen festgelegt (z.B.
durch (W, H,G) oder~S,V,N) usw,). Ist das System dagegen ein i-
- deales Gas, so gibt es wegen pV=%U und damit

(49) | H=2 U

' nur zwei unabhidngige Grofen. Die Potentiale héngen nach der

Transformation (9) von zwel (transformierten) GrdBen ab (so
'z.B, w(5N), welches sich aus i(rl) durch Eliminieren von T

und I mittels A(t,3) und N(t,}) berechnen 1i8t).

1. Das totale ;fféiential der freien Energie F(T,V,N)’
ist schon in Abschnitt a)2. behandelt worden,

(50) dF S—Sd,T';‘Pdv"' MdN ; df-.z-Acl'c +/AJN.
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2., Das totale Differential der Energie
Nach (10) ist

SV, N = dwlap) oyt 2 U JV 2w
dU (s ) 2.4 ) ey

Wir setzen (auf der linken Seite) dS = h.di ein, ordnen nach
L1 ,d4V und dN und erhalten wegen W=2pV

)-4.

(51) uV,N = (X‘Q ' &d‘N ) l -1

::3‘-!:( . L(.N'S:"P,

S N '-k\/, 5 M A 3 Vv

Nun berechnén‘wir die partiellen Ableitungen von &(A,NJi

Die drei Funktionen zweier Variablen w(3¥) , N(3}r) und A(3,T)

sind in (17,18) bzw. (33a) angegeben. In di(sN) setzen wir
nun dN(3) und 4430 ein, ordnen nach 43~ und d7T -Gliedern
und vergleichen mit di(3,T) . Die resultierenden Bestimmungs-
gleichungen fiir,i, und 4, l8sen wir nach diesen beiden Unbe-
kannten auf und erhalten die Funktionaldeterminanten-~Quoti-

19

enten ‘ '
AU’N Zz;t‘ N)M-‘/.‘m' N) ,5' > \Mxtob‘ A'B\;—:\WAB u.Bl:

gy = lua,Al/x"J Nyad Ao B

5T

(52)

(52) ist definiert, weil im physikalischen Bereich
1a) alle'auftretenden Funktionen mit ihren Umkehrungen dif-
ferenzierbar und eindeﬁtig sind und
2,) von den drei Funktionen ,Pl und A je zwei unabhingig
sind.

Setzen wir nun in (52) fiir die partiellen Ableitungen
von 4(t,3) die in (46) gefundenen Ausdriicke ein, so erhalten

- wir wegen [N N| =|w& | =0
— f.(.. .l ~ ' - — v -
(53) :.ri N, AL = 2 "'IC_N' % | ; w:(u,lﬂ. éogi )‘LM,NI
und damit .
(54) ACLN”“: T ‘ ) NU&& =/A ,

Aus (51) folgt

(55) SMVN =T Nu"\g = M_ ) ch,N R

(56)  AU(S,V,N) = TdS - pdV + MdN @b = TdbrudN.

‘ Odies sind dai _Vé%allgemeinerungen von(35,36) fir 3 Funktionen.
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3. Das totale |Difflerential von H(S,p, N} und f(4 N).

- In der Gleichung (10), angeschrieben fiir den Ubergang
von dH zu df setzen wir dH=dH(SpN) unddh = f(sNlein, sub-
stituieren dp nach (10) durchdw und beriicksichtigen 45 = fo-d A
sowie ' .

dV =-¥.de 42 Lo 41 AdN

[FM ]

(Beweis:dmV)= 2dia(aN) ) mit (54))., Ordnen nach Gliedern in drw,
44 und dN ergibt die Bestimmungsgleichungen

H. /v -3)t =0

SHP.N k- AQ\N ) %‘(%P SN )
- ( /T 2, . -
o 57) SHP.N + (% PHSN/V ) \4 o
| sHp.Nx '"NP”A i3 SN/\/ =0 .
Wegenh =X folgt iber (54) '
(58) AR’N = —35 T ) NRA :§/"
Damit wird (57) geldst durch |
50 Moy =T o Haem Vo (=™
(60) dH(S,pN ) TdS +Vdp + MdN | dRNY = Soda 4 §pudN
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4. Das totale Differential von G (T P. N)und z}(r,N) .

| Zunéichst geben wir fiir %(I}Z) einen expliziten Ausdruck
an: es ist nach (47)

~
o= TA

iy

g = h-7T4 =

Mit & = u(t3)und 2= AE3) aus (18) bzw. (33a) erhalten wir
.* ' . w.t'l _ (

(61 g = p N[y - Ll L0

Im Unterschied zur Duhem-Gibbsschen Identitat fir das homo-
gene ideale Gas, CM = N, treten hier zwel gestaltabhin-
gige Terme hinzu, die jedoch linear im Inhalt bzw. der Krim-
mung der Oberfldche sind., Unser System ist also im Innern
homogen, in Oberflichennihe dagegen (makroskopisch) inhomo-
geh;

Zur Berechnung der totalen Differentiale von G (T, pN)und
g (GN) substituieren wir zunichst in oLG=iG(ﬁPfN) mittels (9,10)
AT durch dr , sowie o((ﬁ durch d%® und anschliefend iiberall 4V
tiber d(mV) = oUi (t,N) und ordnen dann nach Gliedern in dt, dW%
und dN . Ersetzen wir andererseits d& tiber (10) durch d%(w\und
4V , substituieren wieder dY durch Glieder in d% , und ver-
gleichen den so erhaltenen Ausdruck fiir dG gliedweise mit
dem oben abgelelteten, so erhalten wir die Bestimmungsglei-
chungen

G 1 ) Gy ¥ = iR CEY

T PN
(&2 o BT BN A N (-Ty+ V)
BRI 3 ¢ e . Ty + V)
TGP\N AT Tl pGr.N‘l TR M 1 (ot
Wegen q=f+} W erhalten wir
_ e . = - y 2.0
63) (3 = P TR S SRR
"Das lineare Gleichungssystem (62) wird geldst durch
64 ‘ = " : = V ' - M '
( ,) _ TGP,N‘ =S ! pGT]N I MG\‘M. >

Fo)dN = (8-3 & Ve

(%1

o(C‘(T\P'N):\~S%%T+VAP+MJN ;e ) = (pe



C Explizite Berechnung einiger spezieller thermodynamischer
GroBen des idealen Gases mit quantenmechanischer Oberfli-
chenspannung,

%3 Oberfldchenspannung ¢ , spezifische Wiarme ¢, und innere E-
nergie W , als Funktionen der Temperatur T, der Teilchen-

~ zahlN und des Volumens V fir

~ a) Boltzmann-Maxwell-Statistik,

~ b) Fermi-Dirac-Statistik bei starker Entartung,

¢) Fermi-Dirac-Statistik bei mittlerer Entartung  sowie

d) Fermi-Dirac- sowie Boge-Einstein-Statistik bei schwacher
Entartung., |

Der Weg zur Berechnung Jjeder thermodynamischen GroQe
des idealen Gases mit quantenmechanischer Oberflachenspan-
' nung ist durch die in Teil B dieser Arbeit angegebenen Be-
ziehungen vorgezeichnet. Wir beschrinken uns auf die expli-
zite Berechnung von drei Funktionen: der inneren Energie U,
der spezifischen Wiarme ¢ und der Oberflachenspannung2 6 in
Abhingigkeit von der Temperatur T, der Teilchenzahl N und
‘der Gestalt des Systems (soweit diese durch das Volumen V ,
den Oberflidcheninhaltw und die totale Kriimmung L festgelegt
ist). | |
Die Ausgangsgleichungen sind

2 -3

(9) wWeT, NVY = 5 Vo il N) , \
BN g U T R, ro(66)
U o= E v
(e5) o TNy B LAY .
sowie
T S .
(18) w = w(3,%) = t'{ N Y P & 3(3)}
| o = (I wT (3 e—E—f— 1

(17) N = NGz = [E‘f{i‘]zm i P I e 0;)}‘
20Neben (65) gibt es andere mdgliche Definitionen fiir &: so

sollte die ‘experimentell beobachtete Oberflichenspannung
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In (18) ist mit Hilfe von (17) zu eliminieren. Aus der so
erhaltenen Funktion w(tN)und ihren Ableitungen Ji und ,ic
ergeben sich nach (66) die gesuchten GréRen U, c, und 6 ,

Die Eliminierung von % aus (17,18) ist dann ausfihrbar,
wenn die Integrale 3,(3,.) explizit berechnet worden sind.
Dies ist jedoch nur getrennt fiir die verschiedenen Statis-
tiken und i,a, nur fiir Teilbereiche von § méglich: im Anhang
1 werden die entsprechenden Reihenentwicklungen der Integra-

~le 1,(3,1) abgeleitet und ihre Konvergenz-Eigenschaften ausfihr-
lich untersucht,

Flr den klassischen Grenzfall der Boltzmann-Maxwell-Sta-
tistik (t=0) sind die Integrale 1,(3) fiir alle Werte von §
geschlossen ldsbar., Im Abschnitt a) dieses Kapitels berech-
nen wir fir diesen Fall U,c, und 6 . '

Fir die Quantenstatistiken (Permi-~Dirac-Statistik, t=-1;
Bose-Einstein-Statistik, L =+{.) wurden®' in den Jahren 1926
1929 Reihenentwicklungen fir die Integrale 1, und I, angege-
ben, welche in den Volumen-abhingigen Termen von N(3 T) und
®(3.,7) auftreten, Fiir die Beriicksichtigung der Oberflichenef-
fekte sind auch 1, 3, und J§, zu entwickeln und die Konvergenz
aller Reihen zu untersuchen, da in (17) und (18) jeweils die

. Glieder dreier verschiedener Reihen miteinander konkurrieren,

Im Spezialfall starker Entartung fir die Fermi-Statis-
tik werden die Grodpen U, ¢, und 6 in Abschnitt b) dieses Ka-
‘pitels berechnet, Es ist hier nicht sinnvoll, diese Grofen
fiir ein stark entartetes Bose-System zu berechnen: in einem
solchen System 1st das unterste Niveau sehr stark besetzt -
es gilt ja kein Pauli-Prinzip - ; der genaue Betrag des Ei-
genwertes des untersten Niveaus bestimmt entscheidend die

e e S A S T T AN S - i ain e M T TV AN N ks WA e e T A Ak i 3w A AR AES e e e

der Atomkerne mit der GréBe &= M, verglichen werden, da
bei Kernvibrationen neben der Teilchenzahl nicht das Volu-
men und die Temperatur, sondern die Dichte im Kerninnern
welche i,w. vom chemischen PotentialM allein abhiangt, und
die Entropie (der Kern als abgeschlossenes System) Konstan-
ten der Bewegungsind.

27E,Ferni,Z.Phys.36,902ff. ,(1926) ;~

A.Sommerfeld,Z,Phys.47,1ff,,(1928) ;-
R.H.Fowler,Statistical Thermodynamics,Cambr.Univ,Press,(1929),
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Zustandssumme, hingt aber in nicht iliberschaubarer Weise von
der genauen lokalen Gestalt des vorgegebenen Hohlraumes ab.
Er 148t sich - auch nicht angenéhertaaé' aug der fir asymp-
totisch grofle Eigenwerte gliltigen Ndherungsformel (der mitt-
leren quasiklassischen, nur von Integralen liber die Oberfli-
che des Hohlraumes abhingigenZustandsdichte, von der wir in
dieser Arbeit ausgehen) bestimmen, wie dies E.Schrédinger23
getan hat, um die Einstein-Kondensation zu erlButern.

Fiir (w=4 , t=-1), entsprechend mittlerer Entartung
eines Fermionensvstems,werden in Abschnitt ¢) die Grdfen U,
g und ¢, angegeben.,

Fiir den Spezialfall schwacher Entartung lassen sich die
Integrale 1.(3) fiir dié Bose-Statistik formal auf solche fiir
die Fermi-Statistik zurilickfihren, Daher werden im Abschnitt
d) dieses Kapitels W, ¢,. und & fiir beide Statistiken gemein-
sam berechnet, ‘ '

D Y S - s D P WD A S B D S ek T et WA D B R Gy s M D oS Wwd MW wms  m amn e Nem mm e

221n der Akustik kann leicht demonstriert werden, dafll der
niedrigste Eigenwert umso héher ist, je unsymmetrischer
der Hohlraum ist."Sehr unregelmidBig geformte Hohlr&dume
haben keine Eigenschwingungen"(im Hdrbereich!).

/]

" 23g,schrédinger’ |, Seite 77 .
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‘a) Boltzmann-Maxwell-Statistik.

Gehorchen die Teilchen des rdumlich begrenzten idea-
len Gases der Bdtzmann-Maxwell~Statistik, d.h. sind ver-
schiedene Teilchen mit gleichen Eigenschaften unterscheid-
bar, so ist in (A.11a) =0 zu setzen. Die Integrale‘ L3)
sind dann linear in 3 ,

(A.12) T (3) = %'G#?ﬁ!' 3 falls ¢t= 0 ,

und wir erhalten aus (17)

: . r’S/z o T‘l}l 0 3 4
(67)  N(z3) =3 L {1 - 5@/ +&E }
fiir jeden beliebigen Wert von 3 , Einschrinkend muB  aber

. 4 2om /3 17z ‘
(68) x=t= (550V R T ) 37 1
sowie

e 3/2
-

(69) T v u(L)

gelten, damit die Voraussetzungen der quasiklassischen N&-
herung: grbBe Teilchenzahl sowie das Mitwirken zahlreicher
Eigenniveaus bei der Zustandssumme, erfillt bleiben,

Aus (18) erhalten wir mit (A.12) fir (% 3)

R ERE NORBPES JES J08

Rechnerisch kénnen (67) und (70) wegen (68) als Reihenent-
wicklung nach(ﬁﬂjﬁlaufgefasst werden, Wir eliminiereniin
wet, 1) mit Hilfe von (67) und entwickeln in dritter N&a-
herung nach Potenzen von(vr/t)wz :

(71) i(C(N) = %‘N't ‘{ 4 'Ldl Q' ” __) ( ) }

1/2

Daraus ergibt sich die spezifische Warme

(72) ¢y = ke u =-%4“'h'{ 1+ 55({5n * °(£)} '

v N
und die Oberflichenspannung (mit ©=%"V'" kT)
R /4 T 1/y N e
A D

T 2w w TN 3\

(73)

Tir ideale Boltzmann-Maxwell-Systeme - meist nur als



klassischer Grenzfall idealer Fermi- oder Bose-Systeme
auftretend — ist die quantenmechanische Oberflichenspan-
nung poSitiv und proportional zur Teilchendichte und der
 Wurzel aus der Temperatur, ‘ )
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'b) Fermi-Dirac-Statistik bei starker Entartung.

Fir stark entartete Fermionensysteme sind die Integra-
1e Ju(3,) filr t=~-¢ und 3I»1, d.h, ¥<«<-1 zu entwickeln., Dies
ist im Anhang 1 ,S.Auff., durchgefilhrt, Wir entnehmen (A 79)

M§

: 1 '2 ni~4)-{n+
(4.79) ety = (4 TR b 0 (™

© Damit erhalten wir fir N(«t) und ®i«,T) aus (17,18)

o N (&, T) =‘.%ﬁ-(t-ldl?h‘[4 L T RS NN
(74)

-4/ . - -5
. »v-f-.,'%-rl'(t-lou) f[i +%-€-(r~ul) 1] £O( 4+ (e & Tlerian e)/
‘ : : ' -4/
(742) N (1) = Nyt + T NG+ xi=(ToR)y ,
sowie
3 4 = EC wo(eaat) s ¢ tToat - i)
W loLT) = g (T wy o b2 )+ Olcenan ]
(75) _ 5
" 4(, Aleaay’ in - .Té[,'.;r.(r-lcu)wL ' ’4-‘-1~f'(c-'.u)‘i+0((t-w) /)]
‘ e Ul %, ,
S v . . ‘1/
(758) 2 (xT) = Klx) + G(x)-T> 4. Xi= (T Uy

dabei sind durch (74a,75a) Funktionen Ny, N,, &, und &, einge~
. fithrt worden, die nach (74),(75) ausschlieflich von x=tc iuy™™
abhéngen, _

(74,75) sind die gleichzeitigen Entwicklungen von N(xT)
' bzw. Klx ) nach den beiden unabhéngigen Variablen x und T

fir |
(76), | o= (Tiay Tt <en ,
sowiéb

(76)5 T << 1

Unter diesen beiden Voraussetzungen folght aus (74), daB
(bn®N)~ 51, sowie 127 << T*, also die beiden unabhéngigen Be-

" dingungen

i

)

(77)8 | N .>> 1 ( Qﬁqsi ‘Ll‘lSSESC(&C Nti((evf,iug)

> 1 ( >torke Ew‘a\f{au )
(77) 22 - 3
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von denen wir in diesem Abschnitt ausgegangen sind.

Um &¢5, N) zu erhalten, haben wir ¥ aus (75) mit Hilfe
von (74) zu eliminieren, Dazu 18sen wir zunichst (74) in
dritter Ndherung in %ML#NYWRVi und in zweiter Ndherung int’<<l
auf, indem wir fiir x(y,© den Ansatz ¥Op =iy ldeany voy®) &
Td+dyrey) in (74) einsetzen, alle Terme nach Taylor entwi-
ckelnzg, um dann nach Ordnen der Glieder nach gleichen Y- bzw,
t* -Potenzen durch Koeffizientenvergleich die Grdfien a, b,
¢, d und ¢ zu bestimmen. Das Ergebnis ist

@ =y {(4——wué+ ) T (4 g e (B o500
+ 0( 15"-(4.+t."-v6" + '1'“\8).

Setzen wir dies in (75) ein und entwickeln gleichzeitig nach
y <1 und Theed so erhalten wir als Ergebn1526

+ 0(\{2 + tt*lﬁz + Iq“f‘) I.' ‘a:_: (617"“)"
Die spezifiSChe Warme ergibt sich aus (79) zu
(80) by k= R[4 Foy b e )

~2(3

iy ) ) ]
Gl () Nl T { 1 ¢%w-(£n“r4)”34. - ™

4

Sie ist linear in der Temperatur.‘Die Oberfléchenterme bewir-
ken eine (zu (wy) proportionale) Verringerung von ¢, .

Die Oberfldchenspannung ~
Vo By e By L we - 21
(81) G(T'V'N) - Z‘;‘\/ .‘*wt:N —2"‘.\/ ‘ {(31” %T' * Zﬁ?) H:“—:;Z Y 30:2 )P”}:

LEAY
}

Y= (6 NY

nimmt mit zunehmender Temperatur quadratisch ab.

B o e et o - G S S " S vt W) ik mp T e g WPST S WA U i St T oo —— -— w— —— — o— — —

241n25 sind die ersten Koeffizienten fir einige typlsche Rei~-
henoperatlonen angegeben worden. Doch ist hier und im Fol-2
genden das' Zuriickfithren unserer Ausgangsreihen auf die fiir 5
erforderlichen Normalformen umstdndlicher als de direkte An-

wendung der Taylor-Formel.
25y, Abramowitz,I.A.Stegun ,Handbook of Math.Functons,Dover Publ.
Inc.,New York,S.15,3, 645ff.,(4965)

26 - | »
In (78,79) beschpeiben die 0-Terme die Asymptotik der bei der

Entwicklung zu vernachléssigenden Glieder.
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Exkurs: |
Wir berechnen nun &(T¢, N) , die auf die Teilchendichte
g, im Innern des Systems (statt auf das Volumen) bezogene
Oberfléchenspannungeo. 6y 1st verwandt mit der Kernoberfld-
chenspannung angeregter Atomkerne, wenn der Atomkern als
stark entartetes ideales Fermigas in einem lokalen Potential
der Gestalt W mit harten Winden idealisiert wird, Fir g,
ist dann die experimentell zu bestimmende Séttigungsdichte
einzusetzen, welche erfahrungsgemif vom Atomgewicht (N) na-
hezu unabhirigig ist.
. Die konstante Teilchendichte im Innern des Systems g,
ergibt sich aus (74): :

. EY4 3
Gy V= (T )

y T~>0
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der asymptotischen Teil-

chendichte fiir =0 , siehe®??,

(82) g, (T\V, &) =

‘ ‘ : /2
(83)  olm=o Vi b)) = - (RER)

so zeigt sich, daB an die Stelle der Energie der Fermikante
KF bei endlichen Temperaturen der Ausdruck

(84) 8, (T) = kT i

it
.einzusetzen ist,qu%n der formale Zusammenhang (83) beibe- =¥

halten werden spll.

Aus

: - h-:_ o 2l
(9 _ U(T(V,N)' ={;&'V‘(T-1N)'\/
sind die Variablen T und V durch Ausdriicke in N, T und %
zu substituieren, damit wir ‘

(85) CoatsN= Mo

berechnen konnen. Nach (9) ist
2o, T b

(9) ‘C:‘_L’\;_""‘\J .

Aus (82) erhalten wir zmundchst fir X
' Ay -4 A3

Voo (erts)

i

_A
(86) Loz (T 1d)
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Da in (78) x als Funktion von 4 und T , dh, M, una T
angegeben ist, 1ldft sich nach Einsetzen von (86) und nihe-
rungsweisem Aufl8sen nachV das Volumen als Funktion von N,

g, und T bestimmen. Dies geschieht am zweckmidBigsten, indem
wir (86) sowie den Ansatz

\/‘“3 Ay (LB Gy TR (4 4 Dy)

in (74) einsetzen, alle Terme nach Taylor entwickeln und
schlieBlich nach gleichen y- bzw, T'-Potenzen ordnen. Wir
vernachléssigen diesmal auch die Krimmungsterme sowie die
Quadratisch.von w abhingigen Terme. Koeffizientenvergleich
gleicher y~ und T'-Potenzen liefert

. ) -"
new=2 o A= lergy " Be-TY =TGR D20,

-1

Setzen wir dieses Ergebnis fiir V  zusammen mit (9) in (84)
ein, so erhalten wir '

&) U (T g‘N). =X 3N e (4 + T enen) ™ 4

PR R TEN (b 3 (4 SR
~und daraus
' . 4/3 2/3 i .
.(88)* GK(T,S,N) '-r-};(—g—%% (gutf\i) - Zt\ hT qh(?o'Nv;.
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¢) TPermi-Dirac-Statistik bei mittlerer Entartung.

Fiir den durch(§=fé“'ﬁxu<4\ gekennzeichneten Bereich
“"mittlerer" Entartung berechnen wir nun die innere Energie
W(T,N,V) , die Oberflichenspannung ¢ und die spezifische Wir-
me Cv o

‘Die Integrale L.(3,J) fir 1, t=-4¢ sind im Anhang 1, S.20
_entw1ckelt worden:

(A.95) J () 2%'8'.'(2(%4) + -l-)c(g\), 3=e"‘)3=\ﬁ:£‘.,|d|l(4.

18+4

Die numerischen Werte der Zahlen x(s) bzw,Z {3+ sind im Anhang 1
(S.A 22) in Tabelle & bzw., in (A.39) angegeben, Mit (A.95)
erhalten wir aus (17, 418) mit den Abkiirzungen

(89) x|, F=k, Z(1)= 2200, ()= nlad Suto)

fiir N{yx) den Ausdruck

Nu&»={% [ (- 5208) + 68 ZG0)

(90)

_ +w§%¢4-%AM+ﬂﬁx$M}
sowie

oy tany = L) *f'*"z(ifi”

- P KO (g () ¢ et ;i)lx

Z(5h)
Da x nur von T abhdngt, erhalten wir d(r,N) , indem wir ® aus

(91) mit Hilfe von (90) eliminieren. Beschreiben wir fir die
folgenden Rechnungen die Struktur der Gleichungen (90) und
(91) durch - -~ -

N(a, 2) = 2O ((4enN,00) 4 2Nyt +0027))

! . Yx )

an Z(5%)

(92) ‘\
w L %) %v P ((4‘“u” Yo R +00ah))
Y

mit den durch (9 Q1,92) definierten Polynomenl%, 4 i 4704, 8O
folgt zundchst: - = -

(95) - a(d')() """" 3“.9)2‘:(/1 ((4+M(¥\) 4-\1\()() (Z(sh.)NA(ix)) No(x)> ‘




‘Dieser'AUSdruck
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ist unter den Forderungen

(om) N » 4 (quasiklassische Ndaherung)
und
(94)b o) «< 4 ("mittlere" Entartung)

. abgeleitet worden.Damit folgt aus (90) auch x<«4 ; (90,92)

kdnnen somit rechnerisch als Potenzreihenentwicklung nach

den beiden unabhlngigen GroBen x<¢«4 undid«4 aufgefalt wer-
den, Es ist dann wegen (90):

= (DN g = " 1)

Z(3/2)
ein von » unabhéngiger Eﬂtwicklungsparameter. Wir haben
(93) nach

w“_r_q_

Z0m V

w

-.L
mh

(95)

ey, ko<« i

, b > TG RTY S 2 (0R) fq™) ,
. sowie
| i Bt -
(96)4, x | <<t ) CCVE = (o ny) oV 4

i
zu entwickeln, |Die: Forderungen (96) sind wegen (90) mit

(94) vertriglich. Als Ergebnis der Entwicklung von (93)
nach K und % finden wir:

(97) w (K, x) ='¥¥§;CA -(( 1+ k) + E (o, + agK)
. +)(‘2-<{f ané“' } {f-o.cp'ﬁ;-a*},l()]

mit den Zahlen: , : ,
oy, meORIZEY G e B 26

TN W ¢ AR E RGNS SEECN]

ay i =[5 Z0m - xR ZEDY ,

agi= 2GR () Gy~ el ,

e TR R R Y

NEPCAY AR ERTE IR SLA)

und den in (89) und (95) definierten Abklirzungen.
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Fiir die Oberflichenspannung & folgt aus (97)

(98) & (T4 N) = K STV [(frenai) -2

e Ko o) 260)- (30 (2 -2 (DY)
Fue ({420 (i) *0) - x(3)}

S ARIANERGARICY))|

mit K und ¥ ngch @89,95).

\

Numerisch ergibpt é?ch nach Tabelle 4 (s. Anhang 1 S. A22)
und (A,39): | '

(99, (2(45;‘)((:’,';) ~7(2)) = o0.04,
sowie

10y

. (99)1-,‘ %(1'1)'Z(’”z)'(3'*1(31)“2'“(14!1» = 065
und damit in erstef Naherung:

: X 11 )
(100) & (T,V,N) = £ T en e 000,

Die spezifische Wiarme ¢, ergibt sich aus (97) wegen

zZu:
(101) v = R, = R | fioen) s K ), |
Daraus folgﬁ:
3 ’ c -~ M, Sh My i~ .‘
(102) ¢ =5 720m(5%) - R T ~\/-{({s-xa4§ + Zag K

y ok -({.‘iaz-’:,a,’\ tLa,. K)
F ( { 36-(oq—a(‘,)+w‘%(“€ “&\m

mit den in (9’7)a definierten Zahlen a, , x=4235% 56 %,
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d) Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik bei
schwacher Entartung.

| Im limes sehr schwacher Entartung liefern beide Quan-
tenstatistiken die gleichen Ergebnisse wie ihr gemeinsamer
klassischer Grenzfall, die Boltzmannstatistik, fiir die wir
W, ¢, und & im Abschnitt a) berechnet haben,

- Fir zunehménde, jedoch immer noch schwache Entartung,
fiir den Bereich

N >> 1 ,  (quasiklassische Naherung)
(10%) - |
¢ < 1  (schwache Entartung)

lassen sich fiir beide Quantenstatistiken gleichzeitig die
Grdfen U, ¢, und & berechnen, o

Die Integrale 1.(3,.) mit }:=e™ und L=+1 filr Bosonen und
L=-4 f{ir Fermionen sind im Anhang 1 berechnet worden. Wir
entnehmen ( A,97, A.7o4, A.11a )

@ -4 Vid
- (o) 30 = (A 3T (R o

Der erste Summand ist identisch gleich (3 0), dem Integral
3. (3) fiir Boltzmann-Systeme, In zweiter Ndherung in 3<¢cd
entnehmen wir (1o#4):

(105) L ) = T (e ey
Setzen wifldies in ( 17, 18 ) ein, so erhalten wir:

(106) N (350 = e A3+ 6B 3

mit den réchéﬁt;Zhnischen Abkilirzungen

?
A

(167) xe=yE | e (0 e e (eE@aYT ) A (48 e X
i B:= (4

sowie _ i
(108) &1(x}3;;u) =cC3 o+ 4D

mit den Abklirzungen

(109) x;=\f—f‘? ,' c =3 %xs)’&) ,L-.:zw.t,-("sz.\rz-xs\'t C';==(4. _nzcj N % xl) :

:D\=<d.»ﬁ“l(;’-‘+§(xl)
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Um *(t;Nyzu erhalten, ist 3 aus (108) mit Hilfe von (106) zu
eliminieren., Wegen (103) kdnnen wir (“106) leicht nach 3 auf-
18sen:

(140) g (’.‘. - bB \3) 1 3 (}(UA ) \3'.: Nfi-. o 'I{X'S'N N

Dabei haben wir anstatt von (103) nun die beiden unabhingigen
Entwicklungsparameter

{ X << 4

(111) y << 4

- gur Verfiligung, die mit (103) wegen (106) vertriglich sind.
Flir 3<¢t folgt aus (406)&% 4¢ 1 wegen a=(x)" und Ax1 also
WN-x*=:4 <<4 ynd wegen N4 also x<ct, Nur in diesem Falle
ist pewdhrleistet, daBl die Oberflédchen- und Krimmungsterme
als kleine Korrekturen des Volumterms betrachtet werden und

"somit gestaltabhBngige Terme hdherer Ndherungen vernachlids-
sigt werden k&nnen., ,

_ In die phy51kalischen GrdBen umgeschrieben lauten die
Bedingungen {111):

S ' 2.
| (h.t)?'_ir > '3;’, 4 (m ,
(1’]2) 1 ( ¢ )4/1.

(\’{ T) -\-./.——--— .\ T 2; o

Sie beschreibe anschaulich die beiden Bedingungen fir die
Gliltigkeit der quasiklassischen Ndherung bei schwacher Ent-
artung fir ein bheﬂmodynamisches System: hohe Temperatur und

geringe Dichte.
Wir berechnen nun &(t, N). Einsetzen von § aus (110) in

(108) ergibt: |
v. I ¢ -D
(113) w =c-»8-l_% v h (R -y B

Setzen wir in diese Gleichung die in (107, 109) definierten
Gréfen ein und entwickeln nach %<4 und y<¢i jentsprechend (111),

so erhalten wir:

R w, N; Q) =3

]

=]

N-A

A
f"""l
-

e
?‘

p
(‘h
3

A
S
e

"

|

(114) L “v'-‘* (4,+mz~m+ (G- 3)}

und somit fir die innere Bnergie W(T N(V)
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U = 3NRT [(4e8
gy, LNV = S NRT [ (e e it 2 )

L Y
“%'%(nﬁr) Uw“hfaﬁﬁﬁﬂi‘ﬁ]

mit

. ’T:' '1’2. ,”.5

NEENE- IS .

(118) xi= V& = (rE L) -V

L +t Fermionen-

und L=§ fir %Systeme .

-4 Bosonen- N

Fir die spezifische Warme ¢, folgt aus (114)

(117) ¢, = kg, =k & . x
o ENC [ v LR e o
1«5 (ﬁf"l‘)qut)]
mit (116), Die spezifische Wdrme ist also nicht von der
Kriimmung abhangig.
Fir die Oberfléchenspannung folgt aus (11%)

2 -4y .
t .
w €,

(118) &

N
3y

=%TVN— & v{(i,ruw)—(,v A1) (i:_) (4 L';l): s(f'é%]

mit ¥ gemdB (1186).

Der erstp Term in ( 114, 117, 118 ) ist jeweils der
fir die Boltztannétatistik bekannte Ausdruck (s.Abschnitt a)),
Fir Fermionen ystéme ist die innere Energie und die Oberfla-
chenspannung ,rbﬂéy, die spezifische Wiarme kleiner als fiir
Boltzmannsysteﬁé. Fir Bosonensysteme verhdlt es sich umge-
kehrt, |
Diese Abweichungeh lassen sich qualitativ erliutern:
Fiir alle drei Statistiken ist die Energieniveaudichte, der
Triger der gestaltabhingigen Korrekturen, gleich (s. (3)); —
verschieden, wenn auch &hnlich, sind die Besetzunggzahl-
dichten als Funktion der Bigenwertenergie X\ , V()T Xs.(5)).
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Fir ein System vorgegebener leilchenzahl N und Temperatur T
hat bei schwacher Entartung fiir Fermistatistik die Beset-

" .zungszahldichte als Funktior der Einteilchenenergie A einen
flacheren Verlauf als diejer ige fir Maxwell-Boltzmann-Systeme,
Sie beginnt beil kleinen M tiifer als diese. Fiir Bose-Einstein-
Statistik pilt das Umgekehrt:, Einen qualitativen Uberblick
gibt Zeichnung 1,

Die quantenmechanisch bedlngte Oberfldchenspannung ist

‘aber nach W,.J.Swiatecki” (s. auzh 8 9) eine Folge der ‘Tatsa-

~ che, daB die hther energetische: Wellenfunktionen %Jx) star-
kere Krimmungen besitzen und dakvr in der Oberfléichenrandzo-

" ne trotz der fiir .alle Wellenfunktlonen zu fordernden Randbe-

dingung ¢ )=0 einen groferen Beitr'g liefern, als diejenigen
zZu Eipenwerten niedrigerer Energie, Wie aus Zeichnung 1 zu
ersehen,ist di ses‘Mischungsverhaltnis héher- zu niederener-
"getischer Well nfu%ktionen trotz gleicher Temperatur und Ent-
artung flir Ferm onqh‘gréﬁer als fiir Boltzonen, und fir diese
wiederum grdfer-als—fiir Bosonen, In gleicher Weise sollten
sich die Oberflichenspannungen verhalten, Und gerade das ist

die Aussage der Gleichung (118),



| Zeidmung 1.

Mittlere Besetzungszahldichte fiir ein System der Teilchen-
zahl N' und der Temperatur T bei schwacher Entartung (37ct)
Bose;—Einstein—Sta'tistik: t=+d , Boltzmann-Maxwell-Statistik:
t=0 | Fermi-Dirac-Statistik: v=-41, Vereinfachende Annahme
fir die Zeichnung: konstante mittlere Eigenwertdichte £l)) =tk
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Fir ein qutem.von N miteinander nicht weéhselwirken~
den Teilchen oder Zusténden, deren Wellenfunktionen g, (%) der
Randbedingung y,:=0 flir¥e W gehorchen sollen, (W) sei dabei
die Oberflédche eines geschlossenen Hohlraumes {f beliebiger
Gestalt), ist von verschiedenen Autoren eine halbklassische
EigénWertdichteformel angegeben worden, Diese hiéngt nur 1i-
nesr {Uber die Integrale vonV ,Wund L iber W (Volumen, Ober-
fldcheninhalt und tctale Krimmung von Y )von der Gestalt i)
des Hohlraumes ab. Wihrend von H. Weyl mathematisch bewiesen:.
werden konnte, daff der flihrende Volumterm im Gebiet groBer
Eigenwerte alle folpenden Terme iiberwiegt, konnte fiir den
Oberflichenterm eine gleichartige Vermutung bisher nur nu-
merisch begriindet werden. ‘

Von dieser halbklassischen Eigenwertdichteformel aus-
gehend, werden die thermodynamischen Relationen des idealen
Gases aufgebaut und einige Gréflen, innere Energie, spezifi-
sche Wdrme und vor allem die Oberflichenspannung fiir die
‘Grenzfiélle starker, ein Gebiet mittlerer und schwacher Ent-
artung explizit berechnet, und zwar sowohl filr Fermi-Dirac-
als auch Bose—Einstein—Statistik, als auch fir ihren klassi-
schen Grenzfali, die Boltzmann-Maxwell-Statistik. (s.Diagramm
Ausgenommen wird nur der Spezialfall der Einsteinkondensation,
weil hier die (nur im Gebiet grofler Eigenwerte gliltige)halb-
klassische Eigenwertdichteformel nicht angewendet werden darf.

Die in dieser Arbeit untersuchten quantenmechanisch be-
dingten Oberflicheneffekte idealer Quantengase sind experi-
mentell bisher wénig untersucht worden;fir Molekiilgase sind
sie verschwindend klein, Die experimentell beobachtete Ober-~
flachenspannung stabiler Afomkerne wird von dem Modell, das
den Kern als i eayés, entartetes Fermigas der Temperatur T

beschreibt, im wes%ntlichen richtig wiedergegeben. Mit dem
in Kap. 3b) ab eleiteten Ausdruck fir die Oberfléchenspan-
nung stark entarteter idealer Fermigase endlicher Temperatur
kann eine Voraussage itber die Oberfléchenspannung angeregter

Atomkerne gemacht ‘werden.
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',Anhang 1T . Die Intéﬁra] Tu(3) .
Elgenschaften vervandte Integrale
und Reihenentwicklungen

In diesem Anhang leiten wir eine Reihe von Rigen-
schaften der Integrale

’(4) - Ju(3) = gdx-xﬁ Vs %)

’ ab, die'wir in dieser Arbeit bendtiren., Es ist

» -1 H Bose~Einstein
(2) V(SX) (3 x -t) mittm{()} fﬁr{Boltzmann»Maxwal?}~gmso
-4 (Fermi- Dirac

und’}ngp(MﬂhWﬂi xhi= £/t = @ ART), msel positiv und manz- bazw,
halbzahlig oder gleich Null.

Flir Bosonen - ist t=+1 0¢V¥¢w und daraus 0¢ 3¢ 4 5

fiir Boltzonen ist ¢= 0, 0¢v ¢o uynd daraus 0¢ 3¢ oo ,

fir TFermionen ist vs-4, 0¢v<¢ 4. und daraus 0¢ 3¢

- Damit ist der "physikalische Bereich" fiir g anpppmben, flir

den allein die folgenden Formeln gelfen sollen,

- —m et - o — —— — — wo~ a— o a
e e

Verweise im Anhang beziehen sich ausschlieBlich auf Glei-
chungen des Anhangs selbst. Im Hauptteil der Arbeit wer-
denbdiese Gleichungen mit vorgesetztem A zitiert,
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1. Zusammenhang_der_Jull) mit den_Integralen k().

o g o e gy e o e e e o o e
P Y AV T A i iand o i L, o oAl O e e T ]

- HMETHIISTIOTOTT IO ARSI NS -

In der Literatur wird mit Ku3) das Integral
' : %
3 KalB) 5= fdoeox® g4 v¥e™) | c=td
. 5 , .

bezeichnet. Es 18Rt sich auf A, (3) zuriickfithren, Es seil
t=t4; I>0 aber fest. Fir 3 =0 bzw, fiir (=0 ist das Integral
trivial, .
Zundchst ist (1-v3e™ )= T.eX §-1 folglich
' »
(4) KD = § dex™ g (300

]

- Partielle Integration ergibt

' we -yt - R W
ln) = Loyt g o] - [ty 2
’ gy 0 nei
Der K] nmmnr-Ausdruck 18Rt sich entwickeln in

4 n+d RN TS LA o Lt
Wi '[‘? Loy (A-v3e )l = a‘f‘aﬂ‘a YD) -y - tog(A-1Te “)u-:: 0,
. wed yt . . “
und ist also gleich Null wepen -f"f:‘..-“l eLound "(iu:# ) * 603(4..”):0)
da ¥ in dem oben angegebenen physikalischen Bereich liegen

soll. Damit haben wir

(5) Kal®) = - 27,00 5 =t
Wir leiten nun K,(3) nach ¥ ab und erhalten die Relation

: \ . d¥ull) 4 '

(8 Kab=pe? =-oi ). |

7Zusammen mit (5) ergibt sich die Rekursionsformel
) ' TS SR

(7) T, (3) = 242 < 1.0%),

da hier =41 ist. Mit

- | 1 7:" -—
(8) N vV = —1—1-6 Y
haben wir noch die nicht rekurrierbaren Ableitungen

xl__-,,

(9) 1= (Teort ~ SRR
e Lt a0 (e
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Dié Integrale Vg(a, W) sind definiert als

., A . 1 ,
(10) Velawy o= o des (e ) wend,
ol v Y -

Es seie :=1/I)mit dem phyvsikalischen Wertebereich Ti=0,¢d 74,54,

=4}y *‘»GM 70 =0, y-,2-0) SOWie s 2g4d = 0 42,3, 4, Mit der Substi-
tution »:=VvZ geht (10) dann iiber in

. SEPA v3(~eu%3,¢)=%.jls+i(g,) |
bz W, ' ' _
- (11a) 1.03) = (“’,_1)!'%~\/w(*€og‘s,c) R

=l R g e e R e e B e e R e e R

Fiir den Fall L=0 erhalten wir aus (1) und (2)
A bl 1 had -
- . B L )
2.03) =3[ dwxne™ = 1w Ay oy ,
Letzteres ist die Integraldefinition der [ -Funktion, folglich |
(12) 3.3 = 13 -(—b—"-—‘=—)\_

¥ A

L]

: ]
oder ausgeschrieben fiir n=0,4,2,3 U
L:D‘\\: .. A 2 3 Y

%-ws]l \CHE L TR S

Ferner ist ’J."(‘s)_g-,-% und I, (R = T .
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I R B

(Permi-Statistik mit_starker Entartung).

WM m oy e TN DN N v my s m e are s ms e men o

SEeRTmRAI TS s

Anstelle von Iu(3) berechnen wir Vela-t) =t (2} mit =% und
wi= - g T 5 (8. Abschnitt 2), Ea iat also

00 .
Z, ’ = i' "q' p-"lel} w4 _
(13) | Vg(éd) 3l gol?: (e , 9=-4,0,4 4,2, X0 \wime

zu l8sen, Wir beschridnken uns Aufiel>e Dann liept das M
" ximum F(to) des Intepranden ff(%) links von iy 2, <14\
oder=-7 ist sorar g, =0, '

&l -
i TMir ¢=0

. Wir schlieBen uns in der Methode an A, SOMMERT™RID? an,
rslga],gran also das Inteerral (1%) anf in zwei Teilintrrrale, | =
7487 . Aus dem Interral £ wird mit Hilfe der Tdenthitit
(e¥44) = 1-(e™+ 07" der’ﬁHmzpt‘mrm‘mm/(gn) harausgezoren, der
‘sopar allein ibrip bleibt, falls «=- e . '

L3 a

. - o |
(8 gl Ve () =1 g - G e ‘gﬂlt-a& (")

o lall
‘Bubstituieren wir im % ~-Inteprral yi=A-2A und im S‘:—Integ;ral
19-.-_--.1+z/.,u, so erhalten wir '

. 4
1 4 — s 3 1At -4
| SVl m - 55 = Sni*'{“*%)""%’ feet,a
(15) ey (g (e
: A

-‘::H'}'B »

Das Intepral B ist asymptotisch klein fiir « <<-4, Wir behan-
deln es im folp‘éndevn Abschnitt 4a)., Das Intesral A wird dann
in 4b) berechnet., Die Erpebnisse schlieflich sind in 4c¢) zu-
sammeneer fafllt und .f‘ijrot<<-1'vereinfacht (Ndherung in 47141 ),

i b o s Srv v P T A a S Ty L S S A Ty NP UL WS b4 S S Sy TS m e eam ee

“BA, Sommerfeld, Z.Phys. 47, 15 (1928).
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Im panzen Integrationsbereich ist («i-y »»4 auf Grund der
Voraugsetzung a<<-12 , Wir entwickeln den Nenner in eine
Reihe -nach Potenzen von e

) o 0 NPTV I L Y
(460) B(ot,g) = Z (t')v' ( (’Hba)g- e v J’é

- 1ohy

+

. v=Q A
Mit 2:=4-4) folgh n
T E TN T I L8 b v R
B (ag) = 2.9 ¢ oo t2Y e A,
vIe

und nach der Substitution yw=?Wiivi) schlieBlich
<©Q
o NN
p e

| | N |
| K O oot ¢
(16) Bldig) = 2 ks JQJ,Q (v — % Yo

_ ‘ Tdls (V1)
Tn dieser Form 1ift sich das Integral B behandeln. ZunHchst
geben wir zwei einfache Abschitzunpen:

i

1, Majoranten-Abschétzungm,
Im panzen Integrationshereich ist(A+3f eine Majorante
AT (4+.\;Qg fiir e ¢« 2 , also auch B2 % B(g) Nach (16) ist

o0 IFTNEVILIN d . 2 '“‘J
- 'Idlﬁ'(z""é,"\"l-ll‘("*ﬂ))"’?
1 4

v
° Jodlr { v) (3) )

B(&(Z)z 'f_: )

T

und wegen

o0
-t v
P(V«&d) = v ! =1 SOOL%'G 4 1&
folgt . : :
e~ & c-—m!-v ( 4SOty +2 A avt ”)1)) .
- R, =Y W e PMEAZ L Al G AR AT
B(a2) =5 %}_ou Gy LA H R ;
. : ) O( -1t , ) . , ) . .
(17) B(ol‘ 3) é B(dl‘) = (- P FU\" g:-—,,o,-ud.‘.“ ol d

2, Ndherung nach AiSOMMERFELD
Der Integrand von B in (16) ist fiir y»1dl schr klein

auf Grund des Paktors e™# ., Fiir y<iu ist der Summand y /v 0)

fiir alle v klein gegen 2 ; vernachlissigt man ihn {liberhaupt,
so wird A

: = - P _ -
(18) Bl ) ? Z,g'le’ "t '\%D‘“‘V‘G v = .O CEPZIR
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%3, Berechnung von B. -

Substituieren wir in (ﬂmﬂ)%m%+1ﬁﬂd_ﬂﬂSChlieBendeMquk,

so erhalten wir o

ad Hu dvesy S ,
Bl s) } ) et -Sﬁg-e"féw .
H v 7 otellval) '
Das Integral ist%aber die Integraldefinition der Whittaker-

Funktionb, f lgl?ch

_ ' lgrn  ~(ArSR) &y ~ 114 372) .
(19) B(ak) = PARRRTY A RRALL \/\f; (2o watlv )

vl ")~.,...‘
Mit der bekannten’ Reihenentwicklung der Whittaker-Funktion
fiir grosses Argument erhalten wir qch]ieﬁlich '

S 2 (__..louu 4 —%"*r( 2
D AP N, S U . -
CL-O) B (d\ g) 10,\ \{F—DL" (vt 1) {”i +Z . Zh*hl. 'N\h«(w'ﬂh M g/‘ +}A /“ )}

(18) ist also in der Tat die erste Naherung von B(ggr In
zwelter Ndherung w1rd

(21)  Blag e 2> ¢ "V (1+g/quan)

(18) ist daher“(nur) in erster Niherunpg korrekf.
Speziell fiir ¢=(0,4) ist das Produkt in (20) gleich Null,
falls ky(2)damit bricht din k-Reihe ab und es bleibt

' -t & ~ 1Y
- € _,V e o .4-__._ o
Blay0) = o 20" gy = (1)
. P RV A LAY
Bloa) =2 82 0 Govr (A b D)
‘ *veo ) 25Tl Cvad)

=B (ROa RACIHN

Die Funktionen @Kx) gind in (46) definiert.,

e ot S i S T e S e S A YO oA A (A WA A B T M NS W TS Sk M bl ot e e S

bI H. Ryshik 1.5, Gradstein, "Summen—, Produkt- und Integral-
Tafeln", VEB,Deutscher Verlag d. |
: Wiss.,Berlln,(1957). 17,324, 7. 327
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Es ist FA(«,0)=0. Das einfache Integral Ae,4) herschnen
wir in (53) . Hier beschrinken wir uns auf eei 4 .2
Die (2.te,1.te,0.te) Ableitung des 7 Sl

FA

ahlers des Inte-
granden fiir ¢=(%,4,-1) haben bei y=4 einen Pol (wie A/yg £UT %-s0),

Diese (,nicht jedoch hdhere) Ableitungen sing noch integrier-

bar. Der Z#dhler selbst ist antisymmetrisch bezﬂglichjj. Die

Taylor-Entwicklung

o o
(22) fly) = (4+L‘Qg— (4- %)g = Z'é{“f(fwo - ;:f"*.‘cucg\,( Benchte ol= gi(aqt) ;
enthdlt nur ungerade Potenzen von y und ist divergent fir y=-,

Der Nenner des Integranden hat fﬁrg:o den Wert 2 und
fiir y=4 mitluw4 den Wert e™ . Br verringert den Beitrag
des Poles des Z#hlers um den Faktor e~ | pag Maximum des
Integranden ist in der Nahe von 4=0 2zU suchen; eine Ausnahme
bildet der Fall ¢=-4 , jedoch ist selbst dafiir der Beitrag
des Intervalles [({-¢, <) mit t«ea] zum Integral klein regenVe/id] .

Die Inteprale <]4’31333’]{;3z’]°) benttigen wir in
(3.ter; 2.ter; 1.ter) Niherung. Daher ist fiir o= (35;45; -1%)
das Integral R hochstens in (3.ter; 3.ter; 41.ter) Niherung
zu berechnen,(, falls in (15) die herausgezogenen Terme nicht
asymptotisch grifer sind). '

Die Methode von A,SOMMERFELID : " Entwicklung des Zihlers
des Integranden bei =0 und Vertauschung VOFnE und.f " liefert
nach den obenm fenannten eine bestenfalls semikonvergente Reihe;
deren korrekter Berechnung und Untersuchung sind die folgenden

Abschnitte gewidmet.

1, Entwicklung des Zihlers foly). "

Die Reihenentwicklung (22) fir f¢(4) ist absolut konver-
gent fir iyl¢4 (, sowie fir y=4, falls g=%,1) jedoch in [ 0,4]
(fiir y= 4 ) nicht gleichmilBig konvergent.

Die~Koeffizienten &(¢) lassen sich mit ¢ =(2u-4,/7 ; w=04,1}

a A
“umformen weren () =l (pica b)'«)?«-}j‘

2"“'4.;\' i ‘," . _
(25) Cy (W) ‘:m ‘_LO('LV‘ ’l. 2/\!\‘ .
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Eine andere Form erhalten wir mit derp Abkiivzung [al:=0(a).q
durch Umformen des Proluktes, benchtend, daf (ZMQ; b= A5 5 (Fuad)

(w0 02%) und 4i= 401 =4,
-y [Iv-wirl, (1 | I w-av.2]
¢y W)= 2 &) ) mi Wy o Zu_ttf_._f LM\ a3l -In- Zyy‘{ 7
vyt [avewit b Tw-a1t -2.'"“ 1 f2u Yy ~7]' .

Flir V*O und\,\ 01,2 vprmnfac‘nt aich dieser Ausdruck zu

(1“) ¢ (b\l) - 2:2\/ ) f2v \Mn W y-lnt 4)! Jouw-431
in . :*0“ - (2"#’1“, . (2\,_\,,3( 21V-H [w- 41\‘ ‘Zt\n-'\ﬂ )
| ' | -.“ (Yvtad!

Colt) = 2 : C (o) = -4
Y w2l ! ’ g
(25) C A =g 27 (40! |
' I E TN (iv—«)r ) Co )
Col2) = -z 271 Gy -3y ‘
A Stz.vu)! (2v-2)1! / (pl) x5

n

1) V 40

Hi
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Einschub 1 vGrundintemrale und zugeehtiripe Tunktionen,

2 oY
SmmEEmE I

Dieser Einschub ist eine fiir unsg zweckmidRige Zusammen-
stellung bekanntef Formeln, :

@

1, Die Gamma—FunktiOn'F(xM P
M(vin) sel definiert iiber dns Buler rhe waoﬁral

(26) T {veA) = v ! o (‘ i opt e
Die Punktionqlplelchunp
(27) : L XeolX~4}:
liefert wegen.oim4‘ L nl~ AT

 sowie fiir halbzahlige‘y wepen(wu'~ Vi und (27) w0,
_&n+4 ' : 1 19
(28) ( W=V 275 (2ma)] /i ; (‘ 2n) “ CP /2w

Z
Aus (26)erhalt man durch die Substitution g:- kg
1 i1
(29) . AT vity :
fo e =0T TR s wyeq, aeo.

2, Die Zeta-Funktionen
Die 'S ~Funktion qei definiert durch

(30) (x) i= %; v“”
_ =) >
und die Z~FunktioﬁLdurch
(31) J(x)=2 0" v"
V=g .
Es gilt '
(32) 700 =(1-2"""y. 3 (0.
| Integraldarstellungen sind
k !

(53) . ZCM = m § (e -1) j h;)-'l) Q.‘?O}?

o A S R T S
(34) Z(R) =gt iw (et ST

Fir negatlve Argumentwerte 1dBt sich { berechnen aus
(35) T4-0) =2 @M P e 30 X950 ,

. ot (s SO Tttt Nt T D Lt et B i i M Sy S MMl e S St W W S ettt owe s e

€1, w. Grobner N. Hofreiter Integraltafel ,Bd.II,S. 59 6l ;
W1en,bpr1nger Verlag (4964)

2, . .
duit 2" ist der zu" 3" gehdrige griechische Grofbuchstabe
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Funktionswerte auf der positiven reellen Achse:

Fir geradzahlige Argrumpnte K= 2y, e 4230 ist
7o - :'.'\' o paM 1“ 12 .
(.36) L (2v) TR 1) ‘f);-/'- :

mit den bekamnten Bernoulli-Znhlen® B
, Im Limes groBer positiver reeller Argumentwerte werden
beide Funktionen gleich Eins:

‘. (58> K (w+4) ::‘i_ ( A+ S("‘\) ) AN

*-1 %9

Flir endlich grofle n gilt

}

“und ebenso fiir /Z(u). Dabei geht im Limes w- s 3o von oben,

Z1lw) dagegen von unten gegen Eins,

T hat fir Xx»o0 einen einzigen Pol (bei 2=1 ), Die Z-
Funktion jedoch ist auf der panzen positiven reellen Achse
beschrénkt und sehr langsam verinderlich, Dazu einise numerisschg

Werte: : ‘
Ix= 0 , 0§ 1. 1.5 7 &9

PRI, RS H N | Foe e e ¥

le\ -~0.5 —AHpD.., ©d F2.6142... AN ' : vm..s

z (Y + 0'5 + 0'606“‘ D’éqg\n 0,?6‘—;‘!\ 0:8220” 5-‘)’5’&.., 013{15’\”
mit Zw=-J0=) 2=l 2= 1= T

(39)

3, Der Eulersche Di1c>gax:‘it}-1musF L, (x)
Jyist der Spezialfall m=2 der " p-Logarithmen™

0

(10) Lpor= Z v
v=l

also ‘ o

(1) L, 3= (TXV‘V'z :

Der Dilogarithmus hat die Integraldarstellung

5
(42) L, ) = _gookf‘-@%(r\—-t) [+

S 3 SR T Y

Seine Ableitungen lauten
- . wa W A e ,
(43) I‘ () = -4 fald=3) £l =500 valea

o+
‘Im Intervall- 1¢ x ¢+1 ist {,{x) eine schwach ver#nderliche

monoton wachqende Funktion, ebens f und Y in ~4¢ %< 0.

- - -
—_..—_._—.-...-———.-..—.—-——-—..—-.-.-—_.—-.—.—-..u— - e e

€Die Betripd der Bernoulli-Zahlen B kénnen iber (%33) und
(3:) bpreg;}net \werden. Ferner iqtn?“ﬂﬂ 1 Baul y Bruaa=0 flir w0,

Bo:d, B,‘“"1/ "/‘



"'A"”m

Fir €50, 18]<¢q igt

. - . -t 1 ’
- (an) L (-1 6) i '/‘1[—1‘);@'»«5 £
Einige numerische Werte} v ’
B N X-T) B 4
(45) Loy~ 6,822, WNTIN 0 oo aagey,
"[z.(“v) 0673, 48, 840, 4 s 4150 _
-\I;;‘("". + 0,195, 10,1 8B, 0.5 & 4?2-?\ ::

- mit Z,bn=~“M7} Lal0) =00 () = Whey - 02 ETHERY TN AVN Y
. . ) {RY A
) o) = 4 LV -4y e = w2y B0y o B

4, Die Funktionen F L) .

Ealx) ist definiert als das Negative des (ni1)-Ingarithmus

 fiir das Awﬁmmw& Y= - e X . - N
; ,

: oy ~-X PR RAALS 7 ¢ a4
- (46) FH':;&T ‘L,m(“e R N T
es gilt | - |
(47 fulid = 53 W' g/ (4 02 ) X0
Spezlalfille sind : w
: _ } -V
(48) Bl = fu (4 o) o - 26y
Az ~&l=e™y = - ZEe™yt
- sowie Y=t
(49)  Ram= Z{psd) o
5. Das Grundintegral &, ():={dx-x"(1+e*)t  mit a>c.

Im ganzen Integrationsbereich 04X g0 istlé“< 4 und daher

ist die Fn+wickluny .
: e V¥ Xzard

0
= v
(dre™ )t = 2 e )

gleichmdReg konvevgent Finsetzen in den Integranden und Ver-
tauschung von £ und [ ergibt o
.0 AR wklu
G (0) = ZOHV' S;_M' W e x{urt) ‘

Die ‘Substitution #:=x-a , binomische Entwicklung #on(zwu“
und anschliefiende Substitution bi=2.(14v) liefert

T n s - . o-. . " — o Y — W~ -l N~ wve  wwe  mew e s e

A Erdélyi,W.Mapnus,F,Oberhettineer ,F.G,Tricomi ,Higher trans-
eondental functions;Bateman Manuqcrlpf Project; Gal Inst.of
Tachn, ,Mc.Graw-H1i11,(1955);

h.Miinster,Handbuch der Physik,Bd.III/2,ed.S.Flﬁgge,Sprin~



A2 -

_ ‘:y_t}: v ol v A v g (v{ G fpen O@: N
. . C‘;,“;.\ (0&) = ‘\;Z"‘ e e '/:'zrfqa‘ '\/’v‘)' &/#4’ ! &d’i}. L R & v
=@

Das Integral ist gerade das Ruler-Integral fiir 28 Nach ver-
tauschung der Summen, Umsummiering v+t~ v und wasen (45)
erhalten wir ' '

+

) |
| ' ' - wer ot .
(50) - Gl = 22%0« A R

— v - e
-
——— vt 2t T et A T St S e ST S (o g S A 2 Y o S P

ar-Verlag Berlin (1959). ,
’g?ﬁélgngger?Verh.éﬁchs.Akad.W}SS-;Mﬂth-PhV5°KlaSS- 80,

312-325, (1928).
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2, Das Integral H(«,g).
. In
H(d ) = w& Fo - (@™ g) ™t <-4
setzen wir fir fsy) die Reihenantwicklung (22) ej_h; da diese
im Intervall[0,47 nicht gleichmiBig korivei'.'g,ent ist, ziehen wir
nur die ersten w Glieder der Summe vor das Tntegral und erhal-

ten mit g=C2n-al/z | =04, 25 Boly) = i g, ?
- 3

‘ " &
(5']) H(OL, V\) a%ﬁ{h%idg .v,f' M, (e‘\t\»&_\_w-\ -f-m(f’(,ldl'm)
mit | | ‘

1 -1 w
(52)  R(dwmpm) foh;; ROguju) (e 4™ Rigun whes £.55) -2y |

Das Integral W schétzen wir im Abschnitt % ab. Die iibrigen in
(51) auftretenden Intégrnle lassen sich durch die Sibstitution
Yizly zurtickfihren auf die im Einschub (Ziffer 4 uni 5) anpgeme-

benen Integraldarstellunren fiir Z(x) und G,(a):

BT Aoy -t -(em i - ‘
g"*"ﬁ e T = f et lf\fre") ! ){Wx (44 «Wuuu

1ol ]

s

S

s o 2

o ' - .'m«s .
(53) Suo‘xawae'(d#ve"“‘)‘:: Lol AN AT il )

Setzen wir dies in (51 )‘ ein, verwenden den in (50) fiir Gl 11
erhaltenen Ausdruck, summieren aber in der ont wtnhendpn Doppel-
t

vrl M REV NN

summe um nach fallenden Potenzen in il , d.h. Z a.u = Z o
F MED =[# i
mit (L3 als Trunkation, so folet das Ereebnis Ve,
‘ at .
(54) R(d4wn) ZC.,(M) {(Lvaadt ’Z,('Lvn) toll (2vary

- !
'-2‘:\\"‘ AR > oy el
Ve [)A/"S (ZV+4?¢)‘ )

k +'a:2(a vim)
und mit C¢,w) aus (23) und §=(ru-0/y *

(55) ACw) = SN 72w 2 -;‘[o(g*/&).
(

oms 2,
*24“;-‘/“&) (140} Z[ 2 eio ¢-¢€) -"/unw)[
=f My =
+ R (_d\\r\, w) . 2l

die FunktionenZidund #utin wurden in (31) bzw. (46) angegeben,
und es ist g:=fw-Ylz . Damit ist der Ausdruck(ﬁ Rr) fir alle iy 4

exakt berechnet.



- A 14 -

TiUr tal>>4 kdnnen wir Bliau;w) abschitzen:
Mit g:(lu.-f)fz. fOlP‘t aus (55)

(56) Rl m) L. ;%‘, + Dew®)y & Ofe " +@(«n§jm):
.

denn nach (46) ist E,aw) =0 und Zty=1"f47 (+.(39)). Ferner
ist 0(e™) /00w™) = B  fiir 14l » % und endliches v .

3. Abéchﬁtﬁunm deé Integrals
wir'sqhétéen nun flir grote den Wert des Restinteprals
(52)  Ra3;w) = M ROy m) (e, 4
mit
(57) R (y35wa):

nach oben ab,

Der Faktor (e*'®+ 4)* des Intepranden in (52) ist riir alle
%e[fmdl positiv, Daher 1#Rt sich R4, g3 wm) auch dann  :ch oben
abschétzen, wenn wir nur fiir Rbhgjwﬂ eine Majorante suchen. '

Zundchet folgt aus (57)

% ‘r',' :“ P RVE Y
(AJ,. \ — (,Lu "t - ] ~ o\
4) $ &, m 08y

H

(58)  Rlo,g;wm) = 0 ;.

YA

. . g )
(59) R4, 53wy =2 - LD, g2
g,

I

1
4 .

-

Flr s=-f hat R{4;-fiw) bel y=4 einen Pol wie (-¢ , Eeo ),

Die Reihenentwicklung
o

: . °
(22) g ty) 1= (43 P O Ctgyy
ist konvergent flir 0&£4y <44 , Der Konvprgenzradluq hn1r1wf e 4,
Fiir ¢=3, 2 ist f(y) auch noch fiir y=1 konvorgent(, Jedoch
nicht mehr gleichméBig). Aus (57) folgt wepen (22)

o«

(60) R(%‘g3\Mj = 2 Cyle) « €y+}

vawal

Tved

’

Nach (25) haben alle ¢,(§) fiir v »4 und gepebenes g gleiches
Vorzeichen, Wegen 5q>%r* mit by 05 arz0 und 0ty 4, kann dle Summe

o — o — T e np o mam b kN aat gy s e e wwa e

gsieheb, S.No.4.440.
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in (_60) in der Weise majorisinrrt werden, dafll alle w —-Exponelnten
durch den niedrigsten auftretenden, niimlich (Zw+3) ersetzt
werden, Wégen (22) fir y=4 erhalten wir als resuchte Majorante
Ruafigiw) filr Rly, giwiden Ausdruck B (4,8, w) 5t

(61) | Riygw| & [RUGgwils™

wobei mit R(4,8;w) der durch (59) definierte endliche Ausdruck
remeint ist, Den Fall ¢=-% werden wir gesondert untersuchen,

mit

"3 R, O 3
=t wu)_s ‘;‘g) \N\)\ ) Su %

Zuntichet priifen wir (61) fiirfe=%., *2;)in der Ndhe von y=4,
0b Ruet) ® R, Dazu entwickeln wir Fiy s wyan der stelle y=1,
‘Mit der Substitution disy-a, scojsiccd, wird aus (57) nech Ordnen
der Glieder mit gledichen Potenzen in ¢

i _ad = kR {rsy. 3~k ¢ 2wid ,fﬂ R e g-ly
(62) RCesjm = -0 p 2 {0 PR (" )§ 2 (302
= Qg + ﬁq'i + Rliz 4—.'\\‘\\ .'— (-»é)g .
Fiir Rmb(z, g;w) erhalten wir
' 2wvar 3
‘ .3 wA h o luvard . \ . K3 .
(63) Rumftsind = (P-gouie)- > 71k ) = Ry Ry & R B

Wir vergleichen (62) und (63) gliedweise nach Potenzen in & .
Die Koeffizienten von £° stimmen iiberein: '
R, = R‘“‘qo .

Also ist (61) fir y=4 bestitigt. Die Koeffizienten von ¢* lauten

(64) ,R; = € 23“1 — Co{g) *(2v+4)

o )

WA
v

= (2wme) - (5=
- (65) Ruwey 4 (w8}~ (2 2 C(8))

Tiir ¢=3/2 verschwindet (-£)¥ fiir ¢»0 in (62) mit h&harer
Potenz in ¢ als R.¢ . In erster Niherung haben wir daher anstell
von (61) fiir g=3*r

1 ’ .
(6'1)3,2 .‘RO*‘ Ra'i‘ ¢ 1R, + Rm%i'&\

su priifen, s ist R = R(pw =2°-3 & Flaoml.
Mit (25) kann R(43;w) flir jedes W berechnet werden, Fiir grofie
W raht R, asymptotisch gegen (-@) , Tinire Werte =ind in
Tabelle 1 angegeben. Wegen Ro<¢0 is% (61)y,, bestitigt, falls RMiE‘erf‘
ist. Aus (64% and (65) ergibt sich, (3(Ruaps-R)/Hwm = 20 R4 3w, L

1 B > - :
(66), L (Rugy, = Ry) =m0 Rl + [(IE3) + Z 16l v .

Dieser Ausdruck ist positiv. Fiir wm=04234s5¢sind die numerischen
Werte in Tabelle 1 angegeben. . ‘
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Fm:‘ $=1%2 verschwindet R, ¢ fiir s»0 von hnhnrpr Pm-nrw in ¢
als ¢-£)"*, In erster Niherung haben wir dnher rmvhxl]g von (A1)

’(6’1) ‘l':?f IRyl , oder penauer: [Rq +Rye —TF | is +R %‘é]
zu nrufen Bs ist nun Re= (Vi-1) - ‘Cv(a) Mit (25) kann Ry = R(4,4;w)
fiir jedes wi berechnet werden, Fiir m"oﬂe w geht R, \C’Vm'pi‘othch
gegen (+0) . Einife numerische Werte sind in Tabelle 2 angegeben,
Wepen Ro>0 muR V=% kleiner sein als 2Ru , damit (M da, F£ilt,

" Wepen e (-0) ist dies fiir repebenes WA immer erfillbar.

Der Ausdruck fir R“‘“di lautet (3CRW.M - Rp)/ 9w = 2:Rp),

(66, £ (Rumgg = Ra) = we Ry +[(R05 -1 4 f RGO

Obwohl R, negrativ ist, 148t sich fiir geniigend kleines E(wn <0
~auch (6’!),, b erfullen € s.0. Tobelle 2),

Fir g=%,% kiinnen wir nun das Restinteeral (52) ab ~hitzen,
indem wir im Integrandan R(ﬁ,g,w} durch die Majorante ¥ AIgIM,{,‘Ma
ersetzen: A . |

' Lrard -1
(67) ’Jl(oc.g.;m) & Rldgrwy g‘o&é. Y e, 1)
und mit (53) | K
‘ ~( L)
R (a,gjw) & RA W) "1l (w2 Quey) - G (1) ,
| Z‘:-\':__; l\Mw}«/.{

R4S ) Y - ‘7"“*‘) F ta
Kﬁﬁﬁ%"{(z"‘”&)" 2 (2uas) presre RIS YSIE F )g‘

Wums(dl 8 "‘”:;,

PR )

(68) R, 3wl & FECES { Z (2w Z“"‘W%’M ozt - *;(;,u

g 2EY

Wegen (37) und (46) wird fiir erofie m und ja der' Ausdruck in der 4
Klammer sleich {4 O(Ialm~€"‘} Der davorstehende Faktor wird fiir '}
festesldt aber unendlich, fallswi-o , Die Entwicklung des Inte-
prales R ist daher (mindestens) semikonvergent, Zu jedem
vorpepebenenidl gibt es ein gréftes wi , sodall der Restterm noch
sicher geniigend klein ist.

Tn (51) hatten wir das IntegralBlag) entwickelt in m Summander
und das Restglied Rid,g;wm ) Das Restglied R ist in (68) durch R, ‘4
abgeschitzt. Da fiir gepebenes (41574 72\@5 flir w00 {iber alle
Grenzen wichst, wir aber B{a,¢) durch die ersten wa Summanden von
(51) approximieren wollen, ist zu fordern, daB&,, mindestens

kleiner ist als der wi-te Summand in (51),

| R oy (85w | &) A6 w0 |
oder mit (68) und (54) wegen Z(zwi)>4und ohne dle zweite Summe,

' s )
weleche fiir miw4a, ~ e "/ 1) ist,
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Iabelle 1.
3‘3/2- Cun (372.) RG“RU&}‘M) wAr Ry [o],5.066) %(R\M«" Ra) Vol win |
wm= 0| +3,0000 | =0,1715 00,0000 { 40,181 | +0,181 1
1] =0.1250 |~ 0.,0465 |-0.0465 | 0,181 | 0,134 2,7
2| -0.02%4 | .0.0231 |-0.0462 | 0.204 | 0.158 | 6.8
3] -0.,0088 [-0.0143% |-0,0429 0,109 0,156 11,0
41 -0,0044 |~ 0,0099 |-0.,0%306 0,194 0,154 15.7 |
5| -0.0026 [-0.0073 |-0,0365 | 0.191 | 0.154 20,9
61 00,0016 |~0.,0057 |-0,03472 0,180 0,155 274
Tobelle 2. g 0.01
8=t Cenl®z) [RozRUG W Ra - Pwug Py flelocn]  IRRAVE] Rok Run,i 8]
M= 0 1,000 0,417% 0,647 71,8007 71,6 A WS
1 0.125 0.288 1.022 ’ 2 466 6.8
2 0,055 0.23%3% 1.297 ! 2,932 | 13,4 0. 144 0.217
3 0,034 0,199 1.535 | 3,3%0 | 20,5
4| o0.022 0,177 1,73% i 2,684 29,8
5 0,016 0,161 1,809 I 4,006 39,6
6 0,012 0..1%49 1.065 L t.204 1.571.] 04,060 1. . 0.126]
Tavelle 3.
S == Cun (" 4/'2.) Rez R(‘?-'ii“q Tl }
WA = O 1.000 1,707 1.9
-1 0.625 2,532 3.5
2 0.492 2,814 6.0
3| 0.419 | 3.233_| 8.0
nl 10.0
5 12.0
6 | 14,0
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'\V\Ml 3 j\ﬁ)\ll_'—(‘ZU' -t'f,r)—!“ pa (' (")‘ C2 U+
\ou”'“”" K "w«-)-a
Yot d

und daraus R |
X4 i
(69) ‘o“ 2\// ((1? WA -}wﬁVATN} = lo(w;u(glw)‘

Con T
Numerische Werte filr Il (sawdl .filr mi=04..6 und §=} ,% sind in den
Tabellen 1 und 2 angegeben, Damit ist die Stérke der Semikonver- ‘

genz von Fl(et.'g;m) nach obenrabgeschitzt,

Wir berechnen nun. W («g;w) fiir §= -%

Das Deflnltion integral fiir 2 (siehe (52)) spalten wir auf
in So“;g 54*‘5 + 5 A‘g . Da (22) fiir0gs, <4 konvergent ist,
konnen wir im Prsten Term Interration und Summation vertauschen

und erhalten nach der oub."}ﬁtltﬂblon gimy-4 0
. o0 T - Wl

; e . tvid , taly -4 4 Arg -4 ""i i
(70) ?R(d”;;' = ;;M SOJ,AA..V.\J(& (e ')+ S}s R(#12,- 7, wy (e )

a0 .
. o Qe T B+l .
R(d'.% I‘M) - ‘(———ZVV\-L S Ch_ ‘J‘ 2”1'“&\-\4\3 2&*2{%4—4) . |
, - ;».'1 . " 2 ) (Zwat3)l |
0 HAZ L et Uil -
_ Criva! (ke 2med) | S: I Aty LB (18r4-£.)
k1 M= ' (7h+2m+4-/4')f .

-1

) ' A 1
+ S ds- R(M’S,"%‘:‘W&) _(el&\(d !)+ 4) . ‘

Die zweite Summe wird nach Pofonzen von (4 geordnet,

~hst ,
1) R jm) = oDl S gt 7 (st - LERrZue)l
B T ket _ (Zwar 3!

OO
2R ua g -

) |
§ Bl 570,61 0 (n) o (etzasa)!

M ;
tald Ref (- C2uat )] 7t (2hs2ums dp)

° -4
+ SA&- R (s, ”’z. ) (VL )T

Im verbliebenen Integral substituieren wir §:=-z und setzen fiir

R (1%, um\den in (57) angegebenen Ausdruck ein, den wir an der Stelle
£ =0 entwickeln und nach Gliedern mlt gleichen § ~Exponenten

/A_

ordnen
o pode Qg -

(72) R(4-8 "W)W“) = Z_“ K/". 8)& * ()Z;ftwu) er)'\ } )g = 8

pora
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mit o m

= o Sy vt
(73) K 6, V:chv( b (7))
und

(74) eﬂ v = ‘L-) -
getzen wir nun (72)-(74) in das Integral i- "71) ein und ent-
Wt (4-8) 4)"1 VAL A ‘

+ wegen e 4 fiir alle 8¢ (080
in elne Reihe, so erhalten wir

. A wie Lt S g (e (a-ty Sl ” ! pos
(75) ‘.\g‘:i-i R(A"SJ 'i’W\)'(Q +4) =z (- 'mi:{—l‘wf(ﬂ-\}?;{m"“ . Z K,“, ) M é“"——~

wickeln den Faktor (e

v

xy .

"x

EETVEY M wed (! (\.u~cvm\“

¢ {Z ¢ 7 (" A ™ }

~ (V) £, °
L e 1l (v (Su ol (vu))
. . v 4) ;- “' (V\Q'i‘) v

Durch (71) und (73)-(75%) ist der in- (70) anpegebene Rnatterm
berechnet.

, Das genaue Konvergenzvorhrﬂtpn dieser Tdsunp ®R(=,-3i™ifw)
fiir R(s4-};m) ist verwickelt; es wird bestimmt von der Wahl der
GréRen o, w und fw . Wir geben eine kurze bersicht:

Der Ausdruck in (75) wird fir asymptotisch grofie j« und
endliches m proportional zu

0(4 Lt ) ) ,(0(4) Y O(4) + 0(\,{\.\;';;)) .

oy
Die beiden grofen Summen in (71) werden wegenZ (2kvam + ~1 gleich

2 + )! S T Y7 CF Y -
_L_,‘.M.A__S__— ' C + O (e ,'cu 1) 5

hu?.w\w w4
mithin n
(76) " fowm Rty =g w) = —%ib%ﬁjm ¢ ,( 7 +O(|au' T )-(0)+001,

‘Die Wahl von fw ist freigestellt, falls nur 0<s,< 1.
Wir denken uns fw so bestimmt, daB R(z-%;w,s.) bezliglich der Wanl

von fw minimal wird. Dieses so bestimmte s,=ilaw) hdangt von m

und il ab. Mir asymptotisch grofie i« und vorgegebenes m vermuten
wir nach (76), daR & (d>-=, w=0ist, Flir festes « dagegen wird zwar
fiir fw—>0 der Wert des Ausdruckes (75) immer kleiner, doch wird

gleichzeitig die Konvergenz der ¢, -abhidngipgen Relhe in (71)
immer schlechter, Daher wird sich i.a. ein von Null verschiedener

b

Wert FUr fuuw (WO ergeben.
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" Die Stidrke der Semikonvergenz von A/ 4 w), (siehe (54)),
18Rt sich am einfachsten beschreiben dureh eine "Semikonver-
renz-Bedinerung" fliir « und w , in der wir fordern, daf der
Restterm R(« -3jw) kleiner sein s0ll, als ‘er wi -te Summand
von R(<, -§;m), Fiir 14124 erhalten wir aus (54) und (76)

. -4). 1) !
Mit (25) ergihtvsich
(77} ot | Z"Vl(qw+5)'(‘(wt+?;)«' =t bl

Numerische Werte FUL Tolimtan | fﬁr‘u=mxg“@ sind in Tabelle 3 anre-
reben., (77) ist nur als Ndherung fﬁrlmvvi.zu betrachten, da
wir von'(76) éuspenanpen sind; eine genaue Bestimmung der
Semikonverrenz-Bedinpung hat von dem exakten, noch von £u
baw. Suu (e w) abhiAnpiren komplizierten Ausdruck ((71),(73)-
(75)) fiir R(x,-1jwm) nuszugehen, doch ist (77) ~in "ail ihrer
komplizierten Struktur,

Fiirg=4,0 sind die Inteprale R(<&g) exnkt 1¢ har; es
treten hier keine Restterme auf,
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¢) Zusammenfassungs

Das - Ergebnis der Berechnung von V (e, ) filir mco,\dr»i
L=-1 1is% durch die Gleichungen (15), (ao) (55) sowie die Ab-
schatzungen (68,69,75, 77) gegeben., Die ersten Glieder lauten

W |

(78) 8! : _ %}T ( 4- + |,,(|1 S (g""i\ ) + 0 ( lol(g*d”! ))
.folglich wegen (14a)

fntd)/2 ) N
(79) . : j (e-u) = L:(\R!??F ’ ( 1+ |dl ) ( t) ) + 0 (Idlmi‘ s ) .

Fir n=3 und n=41 ist l.(3) exakt losbar: aus (15), (Po)
(53) sowie (50) folgt

(795 I = MU (4w 2 (- AT

(79)4 S, ) = .%}' (1 + ,ﬂ CEOay) |
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5, Jul3) fir (c=-1, 3=4) ,(L=414, 34(1)

a) Fermi-Statistik bei mittlerer Entartung: t=-4,324 ,

‘Fiir 34, entsprechend «=0 , (denn e “:=3 ) lautet das
Integral Ve (=, ) , (siehe (10)),

o0

(81) - Ve (0, 0) = & So(n- 25 et- 0"t

Fir t=%1 sind dies gerade die Grundintegrale (33%,34) mit

speziell m=é4f'und kRi= e+ d , Also folgt fiir Fermionen

[t

(82) Vg (0,-4) = Z(g+4)

und, fiir Bosonen

W

S("g:)

3 =4 fiir Bosonen entspricht jedoch nic-t mittlerer Entartung,
sondern dem Grenzfall vollstindiger Einsteinkondens btion (s,

85) Ve (o,+1)

"S. A1), Diesen Fall behandeln wir in dieser Arbeit richt,

Die numerischen Werte fiir Z(g+4)und 3(¢) fiir ¢=-;,01 4%
sind in (39) angegeben,

Fir Fermionén.(¢.=—4) entwickeln wir nun ng) an der

Stelle «=0 :

. Vea.
(84) Vi (o, -1) = Vo (0,-4) & x-(%:%ﬁu2l=o - .
Mit (10) folgt

. o0
(85) -V‘S("(i -1) = %’.'S"[%‘Zg’(’“ e (4 +o{-(4+e'!)-1+«'?-").

0
Der erste Term ergibt wegen (82) Z(g+14) . Den zweiten Term,
den wir mit %(g) bezeichnen,
(86) | wig)y + = i-gj- Soqrery (e

¢) g ) 1 ) 1+e
schitzen wir zunichst nach oben und unten ab., Der Faktor
(4 +e"¥)"" steigt monoton an vom Wert‘% fiir 2=0 bis zum Wert
{4 flir e=e ; ersetzen wir ihn einmal durch % $ zum anderen
durch 4 , so haben wir »(g) eingeschlossen zwischen die

Schranken:

(87) cZ2(g44) £ () &€ Z(g+d)

NIt
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Wir berechnen nun einen numerischen Néherungswert fiir
Uig). Dazu formen wir wig) aus (8E) um in

-1

o
(88)- Cwlg) = %!~ {dt-ﬁg'e'z'(4.+e"z) )

”.entwidkeln.den Faktor (4+e %)% in eine Reihe naéh Potenzen
von F =4d-e"® '

v 2 : - ad
(1+ e Y = (1-(q-e))" DAL
V=0 2

i
={e
~~
S
1
o
-0
—
t
~
"
s

und setzen diese\ﬁeihe in (88) ain: Es ist

l

o -/
(90) ®nlg i, 3 Z_L";—ﬂl Z(* Yo § da. gl @ PHHe
Q

¥sqQ )

denn (89) ist wegen os@si fiir relow) gleichmiaBig konvergent,
Intepration und Summation in (90) sind daher verbtauschbar,
'Wepen (26) ist

‘ 8 ~(man)r 3" ¥ - 1\
(91) -S"J&:.z‘. u()"“ SM X e =(/"‘+1) S'
. und damit folgt aus (90) das Ermebnis:
. - 2
(92) %l g) 2: b 4~ ) Gy ™ 2 4 S B ()
, : © - vEe v ¥ vse ¥ .

In der folgenden Tabelle 4 haben wir fir m= 23&1, $-3,0,%,
4,1 die Zahlen BV(Q), sowie '&(g) und zum Vergleich $.2¢(¢41) und
2(g ). angegeben,

~Labelle 4
g {h By B, B, B, B,
3/2 |4 | 0.8236 |0,5337 |0.3161 [0.1790 |0,0987
1 51 0.7500 [0.458% j0.2604 |0.1427 [0,0766(
1/2 12| 0.6472 [0.3652 [0.1970 |o.1044 |o0.,054 |
0 11 0.5000 {0,2499 [0,1249 |0,0625 |0,031 |
- -1/2 10 ] 0.2045 |0.1248 |0.079 |0.0280 |0.,014 )
3 w37y | %18 | Z(s4)
3/2 |4 | 0,434 |0.73%8 |0,869
17 130,411 |0,672 |0,822
1/2 |2 0,382 [6.592 |0.765
0O |1 0,346 [0,492 |0.69%
-1/2 {0 { 0.%3% |0.380 |o.606
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.Die. in Tabelle & fﬁx“x(g)angegebenen Werte sind die Teil-

summen
5

®o () = T2 Bug)

v=0

Da 4in (89) alle Summanden der Reihenentwicklung positiv
sind, sowle wegen | '

T A

93wty = lw ()

- 00 !

“stellen die endlichen Teilsummen %,,(3) nicht nur eine Nihe-
rung, sondern dariiberhinaus eine neue Abschiatzung von w($)
nach unten dar, :

(om) () £ N

1

die, wie die Tabelle 4 ausweist, wesentlich schirfer ist als
%chfi)f T

Fir Ju{«) erhalten wir durch Einsetzen von (85,86) in
(11a)

(95) T () =5t [ 2034y ¢ @y 4 0] |

2e+4
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|
b) Die Intepgrale Veld,t) fiir schwache Entartung und t=zt4

1. Termistatistik
Tir (L=-4, 2»0) entaprechend Termirtntistik mit "~rhwa-

cher" Entartung kann im Interral w3 b .o '

. ©2 . P :
(06) \/S(eoo"_ 1) = %' . (!’ o ‘3,1)'4 5‘,'(’«4%-!:%-9:(" {+e~14¢1)-5

1] &

e‘(‘“” )—l

der Nenner (4+ in eine peom trisch: Reihe entwickelt

werden:

2. o paaa) g o
\/g(d)O' *'1) = 13.'2_.,(’7”'6 M . So(?;-tg~ e-l(y )
: o4 .

i)

Mit den Substitubionen mi=wdi4) und vi=(ps) folpt:
[ ]

‘ 2 var - (331)
\\/g("lﬂ)!“‘i) =4§v'2:|—(’)*' ey 'Sdt('u-ug-e"

und daraus wegen (26), (40) bzw. (46)

0

—d A\ -1
(a7) Velaro -4) = = 2 (-e") + v s
. v =y
| = = Ly (=)
= K
Wepen (49) geht (07) flir &=+0 in Vg (0,-4) =Z{g#1) Tiher, . (82))
Fiir proBe positive & ,«»% ern~lten wir aus ( in
dritter Ngherung in y=e™®
. 3+l _ i1
eu-(%) - e

(98) Ve lu-1) =e" - ()
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2. Bose-Statistik
Fiir (L= 41, 4>0) kann der Nenner des Tntegrals

” »
(99) Vg(d?(). -4-1) = ‘.é gd ( r-h%_d)
ebenfalls entwickelt werden, Mit Hilfe der F-kursionsfor-
mel filr x:=e“'® >4 |
- -1 -4
(’]OO)' ('){“'-'1)'l ___()(+4) + 2. (x*-4)

18Rt sichk-1"*darstellen als

, o0 '
(101) -1y = EOZ/A- (xzp+ 4)'4‘

Setzen wir dies in (99) ein ind vergleichen mit (96),
hohen wir die\@ ~Tnterrale fiir Bosonen zuriickge fithrt auf
solche filir Permionen:

(103) Vi(a, +2) = 2 2 g'\/‘3(7_'"‘-oz, ~4) > 0,

Fo

Zusammen mit (07) ist also Vg(nil 44) berechnet.
Flir grofe «>4 ist es sinnvoll,. den aus (102) ~it (97)
- erhaltenen Ausdrueck

: _z < ~1ga0)
(102) Vg(a,+1) = - El'lﬂg Z:G APV , 4>0,

auszuschreiben und nach Potenzen von e™® zu ordnen., Das Er-
rabnis lauted:

A RPN T
(1ou) Vg(gy +4) = 2 ()" ()
Q' = ‘f‘ud (e‘d)

Aus (97), ( 02)1und (1o4) folgt daher eine Relation, die
Lo mit f () verkniipft:

: N M
(105) Igw-(e*). = -p 2 »,Igu(— ) , x>0, m<d,

vz 0



Anhang 2 !

Lebenslauf

Am 11.,1,1935 wurde ich, Eberhard Rainer Herwart Hilf,
. als viertes der fiinf Kinder des o,Professors der forstli-
chen Arbeitswissenschaft Dr, Hubert-Hugo Hilf und seiner
Ehefrau Charlotte, geb. Blisgen, in Eberswalde/Mark Branden-—
 burg geboren. Im Herbst 1941 wurde ich eingeschult. Nach
‘ dreijdhriger Volksschulzelt bestand ich die Aufnahmepriifung
fiir das Gymnasium in Eberswalde, 1945 fliichteten wir in den
Westen und fanden in Reinbek bei Hamburg eine neue Heimat.
Dort legte ich Ostern 1954, nach 9 Schuljahren an der Sach-
senwaldoberschule Reinbek, die Reifepriifung ab und begann
- im gleichen Jahr mit dem Studium der Physik und Geophysik
an der Universitit Hamburg. Mehrere Semester studierte ich
an der Universitdt Miinchen, der Technischen Universitidt Ber-
1in und der Universitdt Frankfurt., Hier bestand ich im Juli
1963 die Diplompriifung.
Am 10,7.1965 habe ich Sigrid Hilf, geb. Gehrels, aus
Warstade N, E., geheiratst.
Seit Marz 1964 bin ich im Institut fir theoretische
Physik der Universitidt Frankfurt/M, mit der Verwaltung ei-
ner Assistentenstelle beauftragt. ‘ ,

tlod Uity
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