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Einleitung

Kompakte Riemannsche Fldchen vom Geschlecht ¢ > 1 haben hochstens
84(g—1) viele Automorphismen. Die Flachen, deren Automorphismengruppe
diese maximale GroBe erreicht sind die Hurwitz- Kurven (kompakte Riemann-
sche Fliachen sind glatte projektive Kurven iiber C und wenn im Folgenden
von Kurven die Rede sein wird, sind stets kompakte Riemannsche Flachen
gemeint); die zugehorigen Automorphismengruppen nennt man entsprechend
Hurwitz-Gruppen. Diese Kurven werden durch torsionsfreie Normalteiler N in
der Dreiecksgruppe A(2,3,7) uniformisiert, d.h. N ist ihre universelle Uber-
lagerungsgruppe und die Kurven sind isomorph zu N\, wenn $ die obere
Halbebene bezeichnet. Die Automorphismengruppen sind dann isomorph zu
A(2,3,7)/N.

Eine erste interessante unendliche Familie von Hurwitz-Gruppen wurde
von Macbeath gefunden [M69]. Diese Gruppen sind alle isomorph zu PSLyF,
mit

(i) a=7,
(i) ¢=p==+1mod?7,
(iii) ¢ =p? p= +2 oder +£3 mod 7

fiir eine Primzahl p und es gibt keine anderen Werte ¢, fiir die PSLy[F, eine
Hurwitz-Gruppe ist. Falls ¢ vom Typ (i) oder (iii) ist, hat man nur eine
zugehorige Riemannsche Fliche. Im Fall (ii) erhélt man drei nicht-isomorphe
Kurven mit der gleichen Automorphismengruppe. In einer Arbeit von Streit
[St00] wird gezeigt, dass diese drei Kurven einen Orbit unter der Operation
der absoluten Galoisgruppe bilden.

Quasiplatonische Kurven sind in gewisser Weise eine Verallgemeinerung
der Hurwitz-Kurven. Im Modulraum bilden die Hurwitz-Kurven die absolu-
ten Maxima bzgl. der Grofle der Automorphismengruppe, die quasiplatoni-
schen Kurven die lokalen Maxima. Vom Standpunkt der Uniformisierung aus
gesehen ersetzt man die Gruppe A(2,3,7) durch eine beliebige andere Drei-
ecksgruppe. Inwiefern lassen sich obige Resultate {iber Galoiskonjugiertheit
bei den Hurwitz-Kurven auf quasiplatonische Kurven mit einer Automor-
phismengruppe isomorph zu PSLyF, {ibertragen?
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iv Einleitung

Betrachtet man den Spurkérper E einer Dreiecksgruppe, so hat man eine
Operation von Gal (£/Q) auf den Primidealen der Korpererweiterung. Gibt
es einen Zusammenhang zwischen dieser Operation und der oben erwidhnten
Galoisoperation auf den Kurven? Schmidt und Smith [SS] betrachten Kurven,
die durch Hauptkongruenzuntergruppen von Heckegruppen zu einem Prim-
ideal in einem Kreisteilungskorper uniformisiert werden. Diese Kurven bilden
nicht nur einen Galoisorbit, die Operation der Galoisgruppe auf den Kurven
stimmt auch mit der Operation auf den Primidealen {iberein. Kann man eine
dhnliche Korrespondenz bei Hurwitz-Kurven bzw. quasiplatonischen Kurven
wiederfinden?

Die Elemente mit Norm 1 in einer Ordnung einer Quaternionenalgebra,
definiert iiber einem algebraischen Zahlkorper F', bilden eine arithmetische
Gruppe. Erfiillt die Quaternionenalgebra ein gewisses Verzweigungsverhal-
ten, dann erhilt man sogar eine arithmetische Fuchssche Gruppe. In [D] zeigt
Dzambié¢, dass der Quotient einer solchen Gruppe nach einer Hauptkongru-
enzuntergruppe isomorph ist zu PSLy[F,, wobei [F, der Restklassenkorper der
Erweiterung F'/Q bzgl. einem Primideal iiber der Charakteristik von F, ist.
Uber F = Q(cos(27/7)) kann man eine Quaternionenalgebra definieren, aus
der man die arithmetische Fuchssche Gruppe A(2,3,7) erhélt. In [D] wird
auBlerdem gezeigt, dass man dann als Quotient nach den Hauptkongruenzun-
tergruppen gerade die Gruppen von Macbeath erhélt. Offen bleibt die Frage,
ob bzw. warum die Galoiskonjugation auf den Kurven und den Idealen {iber-
einstimmt und ob eine Verallgemeinerung auf andere, unter Umsténden sogar
nicht-arithmetische, Dreiecksgruppen moglich ist.

In dieser Arbeit versuchen wir diese Fragen so weit wie moglich zu beant-
worten.

Der erste Teil der Arbeit befasst sich mit quasiplatonischen Riemann-
schen Flichen, die PSLylF, als Automorphismengruppe besitzen, und deren
Verhalten unter der Galoisoperation. In den ersten vier Abschnitten werden
zunéchst die dazu benotigten Werkzeuge vorgestellt.

In Abschnitt 1.1 werden die wichtigsten Fakten zusammengestellt, die wir
iiber PSLyIF, bendtigen.

Abschnitt 1.2 widmet sich der Frage, wann zwei Elemente gg,g; aus
PSL,F, die ganze Gruppe erzeugen. Ist dies mdoglich, dann erhalten wir eine
Projektion einer Dreiecksgruppe A(mg, my, mao) auf PSLoF, mit m; = ord g,
wobei go = (gog1)™". Die Resultate sind entweder bei [M69] oder [F] bewie-
sen. Ahnliche Ergebnisse findet man auch in [S].

In 1.3 betrachten wir den Spurkérper einer solchen Dreiecksgruppe, also
die Korpererweiterung, die durch Adjungieren der Spuren von Elementen
aus A an Q entsteht. Spurkorper zu Fuchsschen oder Kleinschen Gruppen
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werden ausfiihrlich in [MR] behandelt.

In Abschnitt 1.4 werden die Projektionen A — PSLyF, mit unterschiedli-
chen Kernen gezihlt, indem wir die Kerne durch die verschiedenen Spurtupel
von go, g1, §oo beschreiben, wobei hier die Spuren eines Tripels in SLyF, mit
90919 = 1 betrachtet werden, d.h. die Vorzeichen spielen hier eine Rolle.
Genauer: Andert man bei einer geraden Anzahl der tr g; das Vorzeichen, so
erhélt man eine isomorphe Kurve; &ndert man man das Vorzeichen bei einer
ungeraden Anzahl, so erhélt man eine nicht isomorphe Kurve. Die Vorzeichen
spielen keine Rolle mehr, wenn eines der g; Spur 0 hat. Diese Resultate findet
man in [F].

In 1.5 geben wir eine Bedingung dafiir an, dass verschiedene Kerne K
in A auch zu verschiedenen Kurven K\U fithren. Dabei werden Resultate in
[GW] iiber den Konjugator zweier Dreiecksgruppen benutzt.

In Abschnitt 1.6 wird der Zusammenhang zwischen den Multiplikatoren
und den Spuren eines Automorphismus beschrieben. Spielt das Vorzeichen
bei den Spuren keine Rolle, dann kann man die verschiedenen Kerne/Kurven
auch durch ein Tripel von Multiplikatoren beschreiben. Es zeigt sich, dass
eine sorgfiiltige Analyse eines Beweises in [M73] zusammen mit den Eigen-
schaften von PSLyF, aus dem ersten Abschnitt zu einer Verallgemeinerung
des in [St00] zentralen Lemmas fiihrt, so dass wir in 1.7 die Methoden von
Streit zur Beschreibung der Galoisoperation auf unseren Kurven mit Hilfe der
Multiplikatoren verwenden konnen. Spielt jedoch das Vorzeichen im Spurtu-
pel eine Rolle, dann hat man zu einem Multiplikatortripel zwei verschiedene
Kurven. Man kann die Galoisoperation in diesem Fall also nicht iiber das
Verhalten der Multiplikatoren beschreiben.

Im zweiten Teil der Arbeit geht es um den Zusammenhang zwischen den
Primidealen p im Spurkoérper iiber der Primzahl p und den verschiedenen
Kurven in einer Galois-Bahn. Wir kénnen ndmlich die Kerne aus dem ersten
Teil als Schnitt der Dreiecksgruppe mit einer Hauptkongruenzuntergruppe
zu dem Ideal p beschreiben. Es zeigt sich auflerdem, dass die Galoisoperation
auf den Kurven mit der Operation auf den Primidealen kompatibel ist. Die
ersten drei Abschnitte dienen wieder einer Ubersicht iiber die verwendeten
Methoden.

In den Abschnitten 2.1 bzw. 2.2 werden die fiir uns wichtigen Fakten iiber
Quaternionenalgebren bzw. Ordnungen in Quaternionenalgebren zusammen-
gestellt. Mit Hilfe der allgemeinen Theorie iiber maximale Ordnungen in zen-
tralen einfachen Algebren erhalten wir ein Reslutat, das die Rolle des Satzes
aus [D] iibernimmt.

In Abschnitt 2.3 ordnen wir einer Fuchsschen Gruppe eine Quaternionen-
algebra tiber dem Spurkérper zu. Hier folgen wir der Darstellung in [MR].
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In 2.4 werden Projektionen A — PSLyF, iiber Quaternionenalgebren
beschrieben. Der Kern einer solchen Projektion erweist sich als Schnitt der
Dreiecksgruppe mit einer Hauptkongruenzuntergruppe zu einem Primideal
p.

Im letzten Abschnitt wird die Korrespondenz zwischen der Galoisope-
ration auf den Primidealen und der Operation auf der Familie der entste-
henden Kurven erklért: Fiir jedes Primideal p erhédlt man eine Projektion
A — PSLoIF, iiber die Quaternionenalgebra von A. Das Spurtripel in PSL,[F,
ist dabei gerade das Spurtripel aus A modulo p. Andert man p, so erhélt man
ein anderes Spurtripel in PSLyIF,, also auch einen anderen Kern.

Lassen sich die verschiedenen Kerne iiber die Tripel der Multiplikatoren
beschreiben, dann ist die Galoisoperation auf diesen Tripeln, also die Galois-
operation auf den Kurven, vertrédglich mit der Operation, die die Primideale
p | char F, permutiert.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Wolfart fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und die Unterstiitzung wéihrend der vergangenen drei Jahre.
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Kapitel 1

Kerne und Kurven

1.1 PSLy(F,)

Sei p prim und ¢ = p/. Wir betrachten SL, bzw. PSL, iiber dem endlichen
Koérper mit ¢ Elementen F,.

Definition 1.1.1. Sei g € SLy(F,) und x,(X) := X? —tr(g)X + 1 das
charakteristische Polynom von g. Wir nennen g
parabolisch <> X, hat eine doppelte Nullstelle in [Fy,
hyperbolisch <> x, hat zwei verschiedene Nullstellen in [Fy,
elliptisch & x4 hat keine Nullstellen in F,.

Lemma 1.1.2. Fir allet € F}, gibt es eine Zerlegung t = a + al ae FZQ,
und diese ist eindeutig bis auf die Reithenfolge der Summanden.

Beweis. Seit € Fy. Die Gleichung t = a+a~tist Aquivalent zu a® —ta+1 = 0.
D.h. wir erhalten eine solche Zerlegung durch die Nullstellen des Polynoms
X?% —tX +1. Da die Nullstellen durch das Polynom eindeutig bestimmt sind,
ist auch die Zerlegung von ¢ eindeutig. ]

Korollar 1.1.3. 1 # g € SLy(F,) ist genau dann parabolisch, wenn trg =
+2.

Beweis. Sei trg = a + a~'. Dann sind a und ¢! die beiden Nullstellen von
Xg- Nach Voraussetzung hat y, eine doppelte Nullstelle, also a = a™* bzw.
a = £1 und somit trg = +2. Umgekehrt hat X? F2X + 1 = (X F 1)? eine
doppelte Nullstelle. O

Bemerkung. Uber gebrochen-lineare Transformationen lisst sich eine Opera-
tion von PSLy(F,) auf PY(F,) = F, U {cc} definieren, ndmlich

a b x._am—i—b
c d Ccx+d
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a,b,c,d € F,, ad —bc =1, z € PY(F,).

Diese Operation ist zweifach transitiv und ein Element 1 # g € SLy(F,)
ist genau dann parabolisch/hyperbolisch/elliptisch, wenn das zughérige Ele-
ment g € PSLy(F,) genau einen/genau zwei/keinen Fixpunkt in P!(F,) be-
sitzt. Des weiteren hat man folgende Normalformen:

Lemma 1.1.4. Sei 1 # g € SLy(F,). Dann gilt:

10

01 >,furemb€]Fq.

e [st g parabolisch, dann ist g konjugiert zu + (

e [st g hyperbolisch, dann ist g konjugiert zu ( 8 a(’)l ), a#0,+£1.

91 ), mat
o)

o QR

e Ist g elliptisch, dann ist g idiber Fp konjugiert zu (
a b :
aGIqu\]Fq.Istg:<c d),dannzstbc#o.

Satz 1.1.5. Ist p # 2, dann zerfallen die parabolischen Elemente aus SLy(IF,)
mit Spur 2 in drei Konjugationsklassen, namlich die der Finheitsmatrix und
den beiden Klassen, die reprdsentiert werden durch

11 1 a
(on) e (a),

wobei a ein Nichtquadrat in Fy ist. Entsprechend fiir parabolische Elemente
mit Spur —2.

Ist p = 2, dann zerfallen die parabolischen Elemente in zwei Konjugati-
onsklassen, ndmlich die der Finheitsmatrix auf der einen und allen anderen
Matrizen mat Spur 0 auf der anderen Seite.

Die Besonderheit fiir p = 2 liegt daran, dass die multiplikative Gruppe von
Fyr eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung ist. Daher ist jedes Element
ein Quadrat und besitzt genau eine Wurzel in Fy;.

Beweis. Sei 1l # g parabolisch mit Spur 2. Dann ist g konjugiert zu ( (1) f ) ’

x # 0. Weiteres Konjugieren ergibt
a b 1 z d -b\ (l—acx d*x
c d 0 1 —c a N —cx® l+acx |-

1 x\ . ) ) a’x
01 ist also nur zu oberen Dreiecksmatrizen der Form
O

konjugiert.
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Satz 1.1.6. Zwei nicht-parabolische Elemente in SLy(F,) sind genau dann
kongugiert in SLy(IF,), wenn sie die gleiche Spur haben.

Beweis. Sind g, h € SLy(FF,) konjugiert, dann haben sie auch die gleiche Spur.
Seien g, h hyperbolisch mit tr (¢) = a+a~! = tr (h). g und h sind konju-

giert zu
a 0 ode a0
0 a! ' 0 a )’

und diese beiden Matrizen sind durch ( ! ) konjugiert.

0
-1 0
Sei g = < i Z ) elliptisch mit tr (¢) = a+d =: t. Da bc # 0 kénnen wir

konjugieren mit:
¢ —a a b cloa - 0 —c
0 ¢! c d 0 ¢ /) \et ¢t )

Es geniigt also zu zeigen, dass Matrizen der Form ( 091 —tc ) fiir beliebige

¢ € [F;, miteinander konjugiert sind. Wir konjugieren:

T y 0 —C w _y

zw ctot -z x

_ ((Cwaz—tyz —oa® —tho+ (1))

= clw? +c2? — tzw —C_lyw “err+trw |

Setzt man = w™!, y = 0 = 2 so erhélt man

0 —cx?
cla™? ot '
Ist p = 2, so durchlauft —ca?, = € [, ganz [y und wir sind fertig. Ist
p # 2, so muss man sich noch {iberlegen, wie man in der Gegendiagonalen

ein Nichtquadrat als Faktor von —c bzw. ¢! bekommt: Wir betrachten das
charakteristische Polynom

Xg(X) = (X— %)2 _ w

Im Bildraum x,(IF,) gibt es ein Nichtquadrat. Denn ist —(t —2)(t+2)/4 € F;
ein Quadrat, dann gibt es ein Quadrat o? € [y, so dass die Summe der
beiden Elemente ein Nichtquadrat ist, und daher ist x(« + §) kein Quadrat.
Ist —(t —2)(t + 2)/4 kein Quadrat, dann ist x,(%) kein Quadrat.
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Wir setzen also y = ¢ und wihlen = so, dass x,(x) kein Quadrat ist.
Schliellich bestimmt man z,w so, dass w + z¢(z —t) = 0 und 2w —yz =1
erfiillt sind. Da g als elliptisch vorausgesetzt wurde, kann man die Gleichun-
gen tatséchlich 16sen. O]

Korollar 1.1.7. Sei £1 # g € SLy(F,). Die Anzahl der zu g konjugierten

Elemente betrdgt:
(p,2)(¢* —1)/2, falls g parabolisch ist,

qlg+1), falls g hyperbolisch ist,

q(qg —1), falls g elliptisch ist.
Beweis. Sei g parabolisch und 0.B.d.A. tr (g) = 2. Wir zéhlen alle Elemente
mit Spur 2, also alle 5 E " mit 2a — a* —bc = 1 bzw. —bc = (a —1)%

Wir haben die Wahlmoglichkeiten
(a=1und bc =0) oder (a# 1 und bce€ Fy).

Das ergibt
L-(1+2(g-1))+(g—-1)-(¢g—1)=¢
Elemente mit Spur 2. Davon miissen wir 1 fiir die Identitédt abziehen und im
Fall p # 2 noch durch 2 teilen.
Jetzt sei g nicht parabolisch, d.h. tr(g) := t # £2. Wir zdhlen alle Ele-

mente mit Spur ¢, also t—ba ) mit at — a?> — bc = 1 bzw. —bc =
a® —ta+1=y,(a).
Ist g hyperbolisch, dann seien x, 7! mit ¢ = x+2~! die beiden Nullstellen

von x4. Wir haben dann die Wahlmdglichkeiten
(a =,  und bc = 0) oder (a# x,z~" und bc € F7).

Das ergibt
2-(1+2(¢—-1)+ (-2 (¢—1)=4q(g+1)
Elemente mit Spur ¢.
Ist g elliptisch, dann ist x,(a) # O fiir alle @ € F,. Wir kénnen also a € F,
und b € F} beliebig wihlen. Dann ist ¢ iiber die Determinante bestimmt und
wir haben ¢(q — 1) Elemente mit Spur t. ]

Korollar 1.1.8 (vgl. [M73]). Sei £1 # g € SLy(F,) und g sei das zugehorige
Element aus PSLy(F,). Dann ist die Anzahl der Elemente im Normalisator
von (g) in PSLy(F,) gleich:
(pf,2)q(p—1)/2, falls g parabolisch ist,
(p,2)(qg—1), falls g hyperbolisch ist,
(».2) (¢ +1), falls g elliptisch ist.
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Beweis. Die Anzahl der Elemente im Normalisator von (g) ist gleich dem
Produkt der Anzahl von Elementen in (g), zu denen g konjugiert ist mit der
Anzahl von Elementen, die g unter Konjugation fix lassen.

Sei g parabolisch und 0.B.d.A. konjugiert zu ( (1) 1 ) Dann ist g kon-

jugiert zu (p — 1)/2 vielen Elementen g*, wenn keine Quadratwurzel zu F,
adjungiert wurde, also wenn 2 1 f und p # 2. Hingegen ist g konjugiert
zu (p — 1) vielen Elementen ¢*, wenn eine Quadratwurzel zu F, adjungiert
wurde, also wenn 2 | f oder p = 2.

PSLy(FF,) operiert durch Konjugation auf sich. Die Lénge der Bahnen
unter dieser Operation haben wir in Korollar 1.1.7 berechnet. Die Gruppen-
ordnung betrégt

[PSLy(Fy)| = (p,2)(q — L)g(q +1)/2.

Damit erhalten wir fiir die Ordnung des Stabilisators von g
|Stab g| = ¢.

Fiir die Ordnung des Normalisators folgt daraus obige Formel.
Ist g hyperbolisch/elliptisch, dann ist g nur zu den beiden g-Potenzen g
und g~! konjugiert. Fiir die Ordnung des Stabilisators folgt

Stab g| = (p,2)(¢ F 1)/2,
und damit die Formeln fiir die Ordnung des Normalisators. ]

Satz 1.1.9. Sei £1 # g € SLy(F,) und g das entsprechende Element aus
PSLy(F,) mit n = ordg. Dann gilt:
g ist parabolisch & p=n.
g ist hyperbolisch < ¢ =1 mod 2n bzw. mod n, falls p = 2.
g ist elliptisch < q=—1mod 2n bzw. mod n, falls p = 2.

1 b

01 ),b;«éO, und damit

Beweis. Sei g parabolisch. g ist konjugiert zu + (

ord(g) = charF, = p.

0

Sei g hyperbolisch, d.h. konjugiert zu < @ ol ) Ist n = 1(2), dann sei

0
a = (, 0.B.d.A. eine primitive n-te Einheitswurzel und ¢, € F,, d.h. (I = (,,
also ¢ = 1(n). Da (2,n) = 1, gilt sogar ¢ = 1 (2n), sofern p # 2. Ist n = 0(2),
p # 2, dann ist a = (5, eine primitive 2n-te Einheitswurzel, und wie oben
folgt ¢ = 1(2n). Im Fall p = 2 ist a eine primitive n-te Einheitswurzel.
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Sei schlieBlich g elliptisch. In SLy(IF2) ist g hyperbolisch, d.h. dort ist g
a 0

0 ot

heitswurzel) o € Fp \ F,, also mit a? # . Andererseits liegt die Spur in
F,, dh. (a+a™)?=a%+ a9 =a+a . Mit Lemma 1.1.2 folgt daraus
a? = a1, also ¢ = —1 mod n (bzw. 2n). O

konjugiert zu einer Matrix mit einer n-ten (bzw. 2n-ten Ein-

1.2 Erzeugende von PSLy(F,)

Sei p prim und ¢ eine p-Potenz. In G := PSLy(F,) wollen wir nun solche Tripel
von Elementen (go, g1, goo) Mit gog19oo = 1 betrachten, die ganz G erzeugen.
Ist m; = ord (g;), dann kann man eine Abbildung der Dreiecksgruppe

A = A(mg,m1, Moo) = (Y0, 71, Voo | Y00 =11 = VY™ = Y0V1Vo0 = 1)

auf G mit torsionsfreiem Kern durch v; — g¢; definieren.

Unter welchen Bedingungen ganz G erzeugt wird, und wie viele verschie-
dene torsionsfreie Kerne es bei Projektionen von A auf GG gibt, ist Gegenstand
der Arbeiten [M69] und [F]. Wir wollen die fiir uns relevanten Ergebnisse hier
noch einmal zusammenstellen.

Definition 1.2.1. Ein SLy(FF,)-Tripel ist ein geordnetes Tripel (go, g1, goo)
von Elementen g, g1, 9o € SLa(F,), das die Bedingung ¢og1 g = 1 erfiillt.

Ein Spurtripel ist ein Tripel von Elementen aus F,. (Tatséchlich gibt es zu
jedem Tripel (7o, 71, 7o) € Iy ein SLy(IFy)-Tripel, dessen Elemente die Spuren
To, T1, Teo besitzen. [M69], Theorem 1)

Ein Ordnungstripel ist ein Tripel bestehend aus drei natiirlichen Zahlen
(mo, My, msy), die die Ordnungen von go, g1, goo aus dem SLo(F,)-Tripel in
PSLy(F,) angeben.

Definition 1.2.2. Ein SLy(F,)-Tripel (go, g1, 9sc) heifit singuldr, wenn die
dem zugehorigen Spurtripel (7g, 71, 7o) Zugeordnete quadratische Form

Qrorr 7o (T,4,2) 1= % + 4 + 2° + Toyz + 1wz + Ty

singuldr ist. Damit ist in diesem Zusammenhang eine quadratische Form
gemeint, bei der die Matrix der zugehorigen Bilinearform Rang 1 hat, bzw.
eine Form, die sich zerlegen lasst als

QToleyToo (x7 y’ Z) = (:E + Uy + UZ) (ZB + U_ly + u_lz)7

mit «,v im algebraischen Abschluss von .
Ein Ordnungstripel heifit singulir, wenn ein singuléres SLo(F,)-Tripel mit
den entsprechenden Ordnungen existiert.
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Fiir die singulédren Tripel gilt:

Satz 1.2.3 (|M69], Theorem 2). Ein SLy(F,)-Tripel ist genau dann singuldr,
wenn es in PSLy(F,) eine Untergruppe erzeugt, die konjugiert ist zu einer
Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen oder iiber F 2 konjugiert ist zu einer

¢ 0
0 ¢!

Eine weitere Sorte von Untergruppen in PSLy(F,) sind die endlichen Drei-
ecksgruppen, also Untergruppen die isomorph zu A(mg, my, M) sind mit

Untergruppe von ( ), ¢ eine (q + 1)te Einheitswurzel in F e

mo my Moo

M.a.W. Untergruppen isomorph zu:

(2,2,n) Diedergruppe des n-Ecks
(2, 3 ,3) = Ay = PSLyF; Tetraedergruppe
(2,3,4) =85, Oktaedergruppe
(2,3,5) = As = PSL,F, = PSLyF5  Ikosaedergruppe

Es gﬂt

Satz 1.2.4 ([M69], 8.). Ein SLo(F,)-Tripel, das eine endliche Dreiecksgruppe
erzeugt, besitzt ein Ordnungstripel aus der Liste

(2,2,n) n €N, (2,3,3),(3,3,3), (3,4 4),(2 3,4),(2,5,5)

Ordnungstripel dieser Form nennen wir Ausnahmetripel.

In [Di], Abschnitt 260, werden alle Untergruppen von PSLy(IF,) klassifi-
ziert. Die einzigen Untergruppen, die nicht zu singuléren und/oder Ausnah-
metripeln gehoren, sind Untergruppen konjugiert zu PSLy(k) oder PGLy(k)
mit k£ < F,. Daraus folgt

Satz 1.2.5 ([M69], Theorem 4). Ein PSLy(F,)-Tripel, das weder ein Ausnah-
metripel noch singuldr ist, erzeugt eine projektive Untergruppe von PSLay(F,);
genauer:

Ist das Spurtripel (19,71, Teo) nicht singuldr und gehort nicht zu einem
Ausnahmetripel, dann sind die von SLo(FF,)-Tripeln mit Spuren 1o, Ty, Too €7~
zeugten Untergruppen in PSLy(FF,) isomorph zu

PSLy(k) oder PGLy(ko),

wobei k der Korper F, (1, 1, Too) und ko < k ein Unterkérper mit |k : ko| > 2
15t.
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Definition 1.2.6. Wir wollen ein Ordnungstripel (mq, my, my) p-zuldssig
nennen, wenn die m; teilerfremd zu oder gleich p sind und wenn (mg, my, M)
nicht singuldr und kein Ausnahmetripel ist.

Der Korper k = F, (7, 71, Too) lésst sich noch etwas genauer bestimmen.
Es gilt

Satz 1.2.7 ([F], Korollar 2.4). Sei (go, g1, goo) €in SLo(F,)-Tripel mit p-
zuldssigem Ordnungstripel (mg, my1, My ). Dann ist der zugehorige Spurkérper
gleich

Fy(10,T1,T0) = F

mit f = kgv(f07f17foo); wobes

pf

]-7 falls m; =p
f; = ¢ f; ist minimal mit p/* = £1mod 2m,, falls m; # p # 2
fi ist minimal mit p/i = +1mod m;, falls m; #p =2

Bemerkung. Wahlt man fiir ¢ = p/ ein p-zuléissiges SLy-Tripel so, dass fiir
die Spuren F, (79, 71, 7o) = F,, gilt, dann erzeugt das Tripel in PSL, entweder
PSLy(FF,) oder PGLy(F /).

Wir wollen jetzt noch zwischen Tupeln, die PSLy(FF,) bzw. PGLy(F s)
erzeugen, unterscheiden. Es ist

PSLy(F,) = SLa(F,)/ + B2 < PGLy(F,) = GLa(F,) /F; - Ea.

Konnen wir aus ¢ die Wurzel ziehen, dann finden wir auch PGLy(F 5) in
PSLy(FF,) wieder: Zu einem beliebigen g € GLy(F 5) mit detg = 6 # 0

ist \/3_1g der zugehorige Repréasentant in PGLy; mit Determinante 1, d.h.
g lasst sich als Element einer PSL,y auffassen, wenn man aus § die Wurzel
ziehen kann.

An der Determinante kann man auch ablesen, dass das Produkt von
g, h € PGLy(F ) \ PSLy(F ) in PSLy(F /) liegt, denn das Produkt zweier
Nichtquadrate ist wieder ein Quadrat.

Die Spur von g, aufgefasst als Element in PSLy(F,), ist \/(_571tr g =
V0~ ttr2g, liegt also in F 4, wenn g € PSLy(F 5), und ist die Wurzel ei-
nes Nichtquadrats in F 5 oder 0, wenn g € PGLy(F ) \ PSLy(F ).

Sei nun k = F, der Spurkdrper des p-zuldssigen Tripels go, g1, 900 €
PSLy(F,) und k sei quadratische Erweiterung eines Unterkorpers kg < k.
Wenn g¢o, g1, goo nicht PSLy(k) sondern PGLy(kg) erzeugen, dann miissen al-
so genau zwei der Erzeugenden aus PGLy(kg) und das dritte Element aus
PSLs (ko) sein. Das motiviert die folgende
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Definition 1.2.8. Ein Spurtripel (79, 71, 7o) heiflt irregulir, wenn der Kérper
k = F,(10, 71, Teo) quadratische Erweiterung eines Unterkorpers ky ist, und
wenn ein Element des Tripels in kg liegt, wohingegen die anderen beiden
Elemente des Tripels Wurzeln in k£ von Nichtquadraten aus kg oder 0 sind.

Ist g € PGLy(F ) \ PSLy(F s), dann hat g gerade Ordnung, denn an-
dernfalls wire (g) eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung, d.h. es gébe
ein ¢’ € (g) mit ¢ = g und det g = (det ¢')* wire ein Quadrat in F_g. Das
zeigt die eine Richtung von

Satz 1.2.9 ([F], Satz 3.2). Sei p # 2 und das Ordnungstripel (mg, my, M)
zu dem SLo-Tripel (go, g1, goo) mit Spurtripel (1o, T1, Too) Sei p-zuldssig. Au-
Berdem sei k = Fp(10, 71, 7o) = Fpr, [ gerade und ko der Unterkorper F sz,

Die von (go, g1, goo) erzeugte Untergruppe ist isomorph zu PGLa (ko) genau
dann, wenn 0.B.d.A. mg, my gerade sind, T, € kg ist und entweder

o mg=2undm ¢ ky oder

® Mg, My, Mo 7# 2 und 19,71 ¢ ko
gilt.

Auflerdem folgt:

Satz 1.2.10 ([M69], Theorem 5). Ein SLy(IF,)-Tripel, das nicht singuldr,
kein Ausnahmetripel und nicht irreguldr ist, erzeugt in PSLo(FF,) eine Gruppe
isomorph zu PSLo(k), wobei k der von den Spuren iber F, erzeugte Korper
15t.

1.3 Spurkorper

Wir interessieren uns fiir Abbildungen von einer (Fuchsschen) Dreiecksgruppe
A = A(mg, my, mo) nach PSLy(F,) und wollen uns nun dem Spurkérper von
A zuwenden.

Definition 1.3.1. Sei I' < PSLy(R) eine nicht-elementare Untergruppe,
dann nennen wir

Q(trI') = Q(+try [y €T)

den Spurkorper von I'.

Bemerkung. Q(trI') ist zwar invariant unter Konjugation in PSLy(R), im all-
gemeinen ist Q(trI') jedoch keine Invariante der Kommensurabilitdtsklasse
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in PSLy(R). Méchte man den Spurkorper als Invariante der Kommensurabi-
litatsklasse von I' definieren, so muss man zu

Q(trI'®), mit T® =(4* |y €T)

iibergehen (siehe [MR], Theorem 3.3.4).

Ist T endlich erzeugt, so lasst sich der Spurkorper aus den Spuren der
Erzeugenden bestimmen. Es gilt ndmlich:

Lemma 1.3.2 ([MR], 3.5.1). Sei I' = (71,...,7) und v € I'. Dann ist tr~y
enthalten in

ZH{tr (viy-vi,) | r>1und 1 <idy < -+ < <n}
Korollar 1.3.3. Fiir I' = (y9,v1) ist der Spurkorper

Q(trI') = Q(tr 7, tr 1, tr Yov1)-

)
Fiir den Spurkérper einer Dreiecksgruppe A = A(mg, mq, M) gilt somit
Q(tr A) = Q(cos ;- cos ;2-, cos 7).

Der invariante Spurkorper lédsst sich auch aus den Spuren der Erzeugenden
bestimmen (siche [MR], 3.5.7) und fiir A gilt:

Q(tr A®) = Q(cos 72n_7:)’ CoS er—’Tl, CoS 73—7;, COS 77— COS - COS ).

00

Wir wollen nun noch das Zerfallungsverhalten von Primidealen in diesen
Zahlkorpern genauer untersuchen.

1.3.1 Kreisteilungskoérper

Dazu bezeichne ( im folgenden immer eine primitive Einheitswurzel. Das
Zerfillungsverhalten von Primzahlen in Q(¢) wird ausfiihrlich behandelt in
[Wa] oder [N]. Die fiir uns wichtigsten Fakten sind.

Satz 1.3.4 ([N], (10.2)). Der Ring der ganzen Zahlen in Q(C) ist Z[(].

Lemma 1.3.5 ([N], (10.1)). Sei n = p™, p prim und A\ = 1 — (. Dann ist
das Hauptideal (X\) in Z[C] ein Primideal vom Tragheitsgrad 1, und es gilt

PZ[C] = ()Y, wobei d = p(p™) = |Q(() : Q.
Die Basis 1,(, ..., (%1 der Erweiterung hat die Diskriminante

d(1,¢, ... ,Cd_l) = 4p°, mit s =p" ' (mp —m — 1).
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Satz 1.3.6 ([N], (10.3)). Sein = [[,p" die Primzerlegung von n und fir
jedes p sei f, die kleinste natiirliche Zahl, so dass

p’* = 1 mod n/p".
Dann zerlegt sich p in Q(C) als
p=(p1--p)?"",
wobei die p; verschiedene Primideale von gleichem Trigheitsgrad f, sind.

Der Beweis dieses Satzes liefert aulerdem, dass die n-ten Einheitswurzeln
mod p verschieden sind, sofern p | p und p 1 n.
Schlielich hat man noch die folgenden Spezialfille:

Satz 1.3.7 (|N], (10.4)). Fir eine Primzahl im n-ten Kreisteilungskorper
qilt:

e p ist verzweigt < p | n; ausgenommen p =2 = (4,n).

e p ist vollzerlegt < p = 1 mod n. (Die 2 ist somit nie vollzerlegt im
n-ten Kreisteilungskorper.)

Fiir den reellen Teil eines Kreisteilungskorpers ist die Situation &hnlich:

Satz 1.3.8 ([Wa], Prop. 2.16). Der Ring der ganzen Zahlen in Q(¢ + ¢™1)
ist Z[¢C + ¢ 1.

Satz 1.3.9 ([Wal, Prop. 2.15). Sei n # 2 mod 4. Dann gelten:

o Istn=p™, dann ist Q()/Q(C + ¢ 1) verzweigt in der einzigen Prim-
stelle von Q(C) tber p und unverzweigt tiber allen anderen Primstellen.

e Istn keine Primpotenz, dann ist Q(¢)/Q(¢+¢ ™) unverzweigt, d.h. alle
Primstellen von Q(¢ + (') sind unverzweigt.

Satz 1.3.7 nimmt bei Q(¢) NR die folgende Gestalt an:
Satz 1.3.10. Fliir eine Primzahl p in Q(C + ¢71) gilt:
e p ist verzweigt < p | n; ausgenommen p =2 = (4,n).

e p ist vollzerlegt < p = £1 mod n.



12 Kerne und Kurven

Beweis. o Ist p verzweigt in Q(¢ + ¢~1), dann auch in Q(¢) und es folgt
p | n mit Satz 1.3.7.

Gilt andererseits p | n so betrachten wir zwei Fille: Ist n eine Primzahl-
potenz, also n = p™, so findet eine Verzweigung nur iiber p statt und
zwar nach Satz 1.3.5 mit Verzweigungsindex p(n) = |Q(¢) : Q|. Der
Verzweigungsindex in Q(¢ + ¢71)/Q ist damit ¢(n)/2 > 1. Ist n keine
Primzahlpotenz, dann ist p in Q(¢)/Q verzweigt, aber nach Satz 1.3.9
findet keine Verzweigung in Q(¢)/Q(¢+¢ 1) statt, d.h. die Verzweigung
muss schon in Q(¢ + ¢7')/Q stattgefunden haben.

e p ist vollzerlegt, wenn entweder
p vollzerlegt in Q(¢() < p=1lmodn

oder

p vollzerlegt in Q(¢ + ¢~1)und der ®

Trigheitsgrad von Q(¢)/Q(¢ + ¢71) ist 2 p=—1modn

gilt. Zu zeigen bleibt (x).

Sei zunéchst der Trigheitsgrad von Q(¢)/Q(¢+¢ 1) gleich 2. Der Rest-
klassenkérper von Q(¢ + ¢71) ist Fp, d.h. (P + (P = ¢+ ¢! modulo
p. Die Zerlegung von a € F) als a = a + a~! ist eindeutig bis auf
Reihenfolge, da o, a~! die Nullstellen des Polynoms X? —aX + 1 sind.
Es folgt ¢ = (P oder ( = (7P modulo p. Da der Restklassenkorper von
Q(¢) isomorph zu F 2 ist, ist ( # ¢(? und es bleibt nur ( = ("7 bzw.
("1 =(?, also p = —1 mod n.

Ist andererseits p = —1 mod n, so ist p> = 1 mod n und 2 ist minimal
bzgl. dieser Eigenschaft, d.h. nach Satz 1.3.6 ist der Trégheitsgrad von
Q(¢)/Q gleich 2. Des weiteren folgt aus p = —1 (n), dass modulo p gilt:
(CHCHP =C+(P =1+ dh (+( ! € F, und der Triigheitsgrad
von Q(¢ + ¢71)/Q ist folglich 1. O

Korollar 1.3.11. Sei n,, := (,, + C,;.l, dann gilt:
p ist vollzerlegt in Q(ny,,...,7mn,) © p==xlmodn, firl <i<k.

Beweis. ,,= folgt aus obigem Satz, da p insbesondere vollzerlegt in jedem
Zwischenkorper Q(n,,) ist.

,<="“: Da p { n;, ist p unverzweigt in Q({y,,..n, ), also erst recht im Zwi-
schenkorper Q(n,, ..., My, ). Wie im Beweis oben folgt (n,,)? = n,,, d.h.
Nn; € F, und der Trégheitsgrad ist somit gleich 1. O]
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Allgemeiner gilt

Satz 1.3.12. p sei kein Teiler von n. Der Trigheitsgrad von p in Q(C,+¢; 1)
ist das minimale f mit
p/ =41 modn

Beweis. Der Restklassenkorper ist Z[(, + ¢, ']/p = F,(¢, + ¢, ') und der
Trigheitsgrad ist f = |F,(¢, + ¢, ') /Fpl, d.h. f ist minimal mit 2P =z fiir
alle 2 € Fy(C,+¢;1). M.a.W. f ist minimal mit (¢, +¢; ") = ¢, +¢; ' mod p
bzw. mit 7' = ¢, oder ¢?' = (1. O

1.3.2 Spurkorper einer Dreiecksgruppe
Wir wollen nun die Ergebnisse auf den Spurkorper
E = Q(cos =, €OS 1, cOS K)
einer Dreiecksgruppe mit Signatur (mg, m1, my ) anwenden. Dabei erweist es
sich als niitzlich, zunéchst den Korper

)

Moo

F :=Q(cos %, cos 3771, cos
zu betrachten. Zunéchst einmal gilt fiir Galois-Erweiterungen L, L' > K

|L/K]-|L'/K]
ILNL/K]

ILL'/K| =

AuBerdem ist p(m)p(n) = ¢((m,n))e([m,n]) und es gelten
Q(Gm) NQG) = Q¢mmy)  und  Q(m) N Q1) = Q1em.m))

und

Daraus lésst sich mit einer Fallunterscheidung der Grad der Erweiterung
berechnen:

Lemma 1.3.13 ([F], 4.1). Seien mg, my, ms natirliche Zahlen > 2. Dann
it

©([mo, m1, Mso
ey - Elmamms)
mat
8, wenn alle (m;,my;) <2, +# 7,
l=q 4, wenn genau ein Paar (i,j), i # j existiert, mit (m;, m;) > 2,

[\)

, Sonst.
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Ist mg = 2 und my, ms > 2, dann hat man

([ma, moc])

n=|F/Q ==

I 4, wenn (M, My) < 2,
] 2, wenn (my,ms) > 2.

Den Grad fir E/Q erhdlt man, indem man m; durch 2m; ersetzt.
Sei Rg bzw. Ry der Ring der ganzen Zahlen in F bzw. F'. Dann gilt

Satz 1.3.14. Seip ein Primideal in R bzw. Ry tber p und F, sei der Kéorper
aus 1.2.7. Firp # 2 ist F, = Rg/p, firp=2 ist F, = Rp/p.

Beweis. Fiir (mgmime.,p) = 1 folgt das mit 1.3.12. Ist m; = p, dann ist p
vollverzweigt in Q(Com,; + Cg_nii), d.h. p hat hier Tragheitsgrad 1. ]

1.4 Kerne zahlen

Wir wollen nun abzéhlen, wie viele Epimorphismen von A(myg, m;, m«,) nach
PSLy(F,) mit unterschiedlichen Kernen fiir ein reguléres p-zuléssiges Ord-
nungstripel existieren. Wir folgen hier weitestgehend der Darstellung in [F].

Definition 1.4.1. Seien g, g1 € PSLy(F,), wobei F, der algebraische Ab-
schluss von F,, sei. Dann nennen wir (go, g1) eine (mg, my, moo)-Présentation
von PSLy(F,), wenn (go, g1) = PSLy(F,) und mg, my, ms die Ordnungen von
90, 91, gog1 sind.

Zwei solche (mg, my, my)-Préisentationen heilen wesentlich verschieden,
wenn es keinen Automorphismus von PSLy(F,) gibt, der die Erzeugenden
aufeinander abbildet und simultan konjugiert, falls doch.

Bemerkung. Sei A := AutPSLy(F,). Dann gilt [Su] (8.8)
PGLy(F,) 9 A und A/PGLy(F,) = Gal(F, /F,).

Dabei ldsst sich jedes Element von A als Hintereinanderausfiihrung einer
Konjugation in PGLy(F,) und der Anwendung eines Galoisautomorphismus
von F, auf die Eintrdge der Matrix schreiben.

Die wesentlich verschiedenen (mg, mq, ms)-Priasentationen entsprechen
den torsionsfreien Normalteilern N in einer Dreiecksgruppe A(mg, mq, moo)
mit PSLy(F,) als Quotienten, denn es gilt
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Lemma 1.4.2 ([F], 3.1). Seien ¢,v : A(mg,my, me) — PSLy(F,) Epi-
morphismen, die die Ordnungen auf den ; erhalten, d.h. (¢(70), v(71)) und
(V(v0),¥ (1)) sind (mg, my, My )-Prasentationen. Dann ist ker o = ker ¢ ge-
nau dann, wenn p(Yo) — ¥(%), ¢(11) — ¥(11) einen Automorphismus von
PSLy(F,) induziert.

Wir wollen nun iiber die (mqg, m, m )-Prisentationen die verschiedenen
torsionsfreien Normalteiler in A(myg, mq, M) mit Faktorgruppe PSLy(F,)
zéhlen. Dabei hilft einem das folgende

Lemma 1.4.3 ([F], 3.4). (§o. 91, Go0) und (ho, h1,hss) seien nichtsingulire
SLy(F,)-Tripel, g;, hi bezeichne die zu §;, h; gehorigen Elemente in PSLy(F,)
und (go, g1) und (ho, h1) seien (mg, my, moo)-Prasentationen von PSLy(F,).
Dann gibt es ein x € PSLyF, mit

rgox ' =hy und zgx'=Mh

genau dann, wenn die Spurtripel identisch sind oder sich genau zwei Spuren
um den Faktor —1 unterscheiden.

Bemerkung. Eine Konjugation mit einem Element z € PSLy(F,) wie im
Lemma beschrieben induziert einen Automorphismus von PSLy(F,). Da es
sich dabei um einen Automorphismus handelt, der die Spuren erhélt, muss
es sogar eine Konjugation in PGLy(F,) < PSLy(F,2) gewesen sein.

In [, treffe man eine Auswahl F}*® von Représentanten fiir +a, a € F,
so dass fiir alle a € F, genau ein Element o’ € FP* existiert, das o’ = a oder
a' = —a erfiillt. Fiir ein beliebiges a € F, bezeichne a”* den Représentanten
aus FPe°. Einer (mq, m1, mo)-Préisentation (go, g1) mit Spurtripel (79, 71, Too)

konnen wir nun den Wert

Tpos Tpos JPos

1

7_6)05’ 7_lpOS’ 7_(1):)0057 0 00 c (FEOS)B X IF3
To 71 Too

os
T

zuordnen, wobei wir hier fiir 7; = 0 den Wert i — durch 0 ersetzen.

Ist m; = 2 fiir ein 4, dann ist der 4. Eintrag glleich 0 fur alle (mg, my, Mmoo )-
Préasentationen und es geniigt das Spurtripel in (IFEOS)3 zu betrachten. Ist
hingegen m; # 2 fiir alle ¢, dann nimmt der 4. Eintrag fiir unterschiedliche
(mo, m1, M )-Prisentationen Werte aus 1 an.

Wir fithren eine Aquivalenzrelation auf (FP°*)? x Fs ein, und zwar

(7—07 T15 Toos 6) ~ <7A—07 7:17 7A—OO7 é)
pos pos pos
= do € Gal(F,/F,) mit o(7;)’* = 7, und o (1)P"0 (11)"0 (7o) =é.
o (T0T17T0)




16 Kerne und Kurven

Da sich jeder Automorphismus von PSLy(F,) als Komposition einer Kon-
jugation mit einem Element aus Gal(F,/F,) beschreiben lésst, folgt

Korollar 1.4.4. Zwei (mg, m1, mo)-Prasentationen von PSLy(F,) sind ge-
naw dann simultan konjugiert, wenn ihre Tupel in (]Fgos)3 x [F3 dquivalent
sind.

Wir wollen nun untersuchen, was fiir Tupel zu gegebenem Ordnungstri-
pel (mg, my, ms) tiberhaupt auftreten konnen: Ist m; = 2, dann ist die Spur
0 und das liefert genau einen Wert in FP®. Bei einem parabolischen Ele-
ment ist die Spur +2, was ebenfalls einen Wert in FL** ergibt. Die Spur eines
nicht-parabolischen Elements der Ordnung m; ist +(¢; + ¢ '), wobei (; eine
primitive 2m-te oder, bei ungerader Ordnung moglicherweise, m-te Einheits-
wurzel ist. Daraus ergeben sich @ viele verschiedene Werte in FL*°. Setzt
man ¢, := ¢ fiir Ordnungen nicht-parabolischer Elemente und ¢,(p) = 2,
so erhélt man unter Beriicksichtigung des Vorzeichens in der 4. Koordinate
insgesamt

©p(mo)pp(m1)p(Moo)
4
viele verschiedene Tupel zum Ordnungstripel (mg, m1, my).

Wir miissen nun noch die dquivalenten Tupel miteinander identifizieren.
Dazu betrachten wir zunéchst die Frage, wann ein o € Gal (F,/F,) das Tu-
pel (70,71, Too, €) in sich abbildet: Das ist genau dann der Fall, wenn o die

Bedingung

(VZ) % = o (1,)P bzw. 72 = o(7})

7 7 7

und  TyT1Te = 0(T0T1 70 ), falls 7971700 # 0

erfiillt. Die erste Bedingung sagt nichts anderes, als dass o(7;) = £7;, und
die zweite Bedingung, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel gerade ist. Ins-
besondere ist ¢ eine Involution.

Ein Element gerader Ordnung in Gal (F,/F,) existiert nur, wenn f gerade
ist. Dann ist das Element mit Ordnung 2 von der Form

o(x) = .
und ]pr/z ist der Fixkorper von o.

Sei 1; = ¢; + ¢ '. Setzt man o auf F,(p, (1, () fort, dann muss o(¢;) =
+(*! gelten, und ein Vorzeichenwechsel kann nur stattfinden, wenn m; gerade
ist. Sei &; eine andere primitive Einheitswurzel gleicher Ordnung. Dann gibt
es ein k mit (k,m;) =1 und & = ¢F. Folglich ist

& wenn o(G) = ¢

(€)= o0 = (=G = nfe = { g e 7 7,

(2
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und somit o (& + &) = £(& + &) und ein Vorzeichenwechsel findet genau
dann statt, wenn o das Vorzeichen bei 7; wechselt, m.a.W. die Bedingung
(VZ) ist fir alle in Frage kommenden Spuren simultan erfiillt oder fiir keine.

Fazit: Ist (VZ) nicht erfiillt, so operiert Gal (F,/F,) fixpunktfrei auf den
in Frage kommenden Spur-Tupeln und wir erhalten

©p(m0)p(m1)pp(Mmao)
4f

Aquivalenzklassen.
Ist (VZ) erfiillt, dann fixiert genau obiges o alle auftretenden Spur-Tupel
und Gal (F,/F,)/ (o) operiert fixpunktfrei, d.h. wir erhalten

©p(m0)p (1) p(Mao)
2f

Aquivalenzklassen. Wir haben somit gezeigt

Satz 1.4.5 ([F], 3.5"). Ist (mg, m1, M) ein requlires p-zuldssiges Ordnungs-
tripel, dann gibt es
©p(mo)pp(ma)ep(meo)
41+

wesentlich verschiedene (mg, my, M )-Prdsentationen von PSLy(F,), wobei

. { f, falls (VZ) nicht erfiillt ist,

L, falls (VZ) erfiillt ist.

Ist p = 2, dann spielt das Vorzeichen und somit auch die Bedingung (VZ)
keine Rolle mehr. Wir erhalten also

Satz 1.4.6. Es sei (mg,my1, ms) ein 2-zuldssiges requldres Ordnungstripel.
Dann gibt es
pa(1mo)pa2 (1) P2 (meo)
8f

wesentlich verschiedene (mg, my, M )-Prasentationen von PSLy(F,).

Bemerkung. Ist (mg, my, My ) singulér, dann wird nicht bei allen Spurtripeln
ganz PSLy(F,) erzeugt, d.h. man bekommt hier nur eine obere Schranke.
Fiir irreguldre Ordnungstripel erhélt man

©p(m0)p (M) p(Mao)
2f

wesentlich verschiedene (mg, m, Mmoo )-Prisentationen von PGLy(F,) (siehe

[F] 3.5).
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1.5 Verschiedene Kerne und die zugehorigen
Kurven

Im folgenden bezeichne 4 die obere Halbebene der komplexen Zahlen bzw. die
hyperbolische Ebene. Aus den verschiedenen torsionsfreien Kernen K <A, die
man iiber die Projektionen auf PSLy(F,) gewinnt, erhilt man quasiplatoni-
sche Riemannsche Flichen K\l Diese Flachen miissen im allgemeinen nicht
verschieden sein. Gegeben zwei torsionsfreie Normalteiler in einer Fuchsschen
Gruppe K;, Ko <1T', so sind die Riemannschen Flichen K;\i genau dann iso-
morph, wenn es ein o € PSLy(R) gibt, mit K; = aKya™! (siche z.B. [JS]
5.9.3).

Handelt es sich bei I' jedoch um eine maximale Fuchssche Gruppe, dann
gilt fiir den Normalisator in PSLy(R): N(I') = I'. Fiir Normalteiler K in T" gilt
[' < N(K;) und wegen der Maximalitét folgt sogar I' = N(K;). Angenommen
die K; sind iiber a konjugiert in PSLy(R), dann gilt N(K;) = aN(Ky)a™!,
m.a.W. a € N(I') =T, folglich K; = K.

Satz 1.5.1 (vgl. [F] 6.1). Sei (mg, m1, meo) p-zuldssig, requldr und die Drei-
ecksgruppe A = A(mg, my, meo) sei maximal. K; seien die verschiedenen tor-
sionsfreien Kerne mit Quotienten PSLy(F,). Dann sind die Riemannschen
Flichen K;\M alle paarweise nicht-isomorph und es besteht somit eine 1-
1-Zuordnung zwischen diesen Riemannschen Fldchen und den Spur-Tupeln

(TOa T1s Toos 6)'

Wir konnen obigen Satz noch auf eine gewisse Klasse nicht-maximaler
Dreiecksgruppen erweitern. Dabei helfen einem die Resultate aus [GW]. Eine
wichtige Rolle bei den Untersuchungen in dieser Arbeit spielte der Konjuga-
tor einer Untergruppe in einer gréfleren Gruppe.

Definition 1.5.2. Seien K < I' Fuchssche Gruppen. Dann bezeichne
C(IK):={aePSLyR)| aKa™' <TI'} ={a e PSLy(R)| K < a 'T'a}
den Konjugator von K in T.

Gegeben K < T, so lasst Konjugation mit N(K') die Untergruppe K fest
und anschlieBende Konjugation mit N(I') bewegt K nur innerhalb I's; d.h.
wir haben eine Inklusion

N(I)-N(K) c C(T, K).

In der Regel ist C(T', K') keine Gruppe, aber sind I', K beides Dreiecksgrup-
pen, so gilt:
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Satz 1.5.3 ([GW], Theorem 7). Seien A < A zwei Fuchssche Dreiecksgrup-
pen. Dann st
C(A,A) = N(A)N(A).
Sei nun A eine Dreiecksgruppe mit torsionsfreiem Normalteiler K und o €
PSLyR so, dass auch a Ko™t << A, was gleichbedeutend ist mit K <1 o 'Aa.
Setzt man A = N(K), dann gilt A,a " 'Aa < A, also A < aAa™!, m.a.W.

a e C(AA).
Ist A maximal, so ist A = N(K) = N(A) = A, also C(A, A)
erhilt das Resultat aus Satz 1.5.1.

Die Enthaltensrelationen fiir Dreiecksgruppen wurden in [Si] bestimmt
und sind allesamt Zusammensetzungen aus den Relationen in folgender Liste:

= A, und man

(1) A(n,n,n) <3 A(3,3,n)
(i) A(n,n,m) <o A(2,n,2m)
(171) A(2,n,2n) <3 A(2,3,2n)
() A3,n,3n) <, A(2,3,3n)

v) A(2,7,7) <y A(2,3,7)
(vi) A(3,8,8) <10 A(2,3,8)
(vit) A(4,4,5) <g A(2,4,5)

(viii) A(3,3,7) <s A(2,3,7)

Dabei geben die Indizes den Index der Untergruppe in der grofleren Gruppe
an. Ist A nicht-maximal, handelt es sich also um eine Dreiecksgruppe vom
Typ derer, die in obiger Liste auf der linken Seite stehen. Wir betrachten
zunéchst die Fille (iii) und (iv), also K <1 A(2,n,2n) oder A(3,n,3n): An-
genommen K ist auch Normalteiler in A(2,3,2n) bzw. A(2,3,3n), dann ist
A = N(K) = A(2,3,2n) bzw. A(2,3,3n), d.h.
C(A,A) = N(A)N(A) = AA = A,

Folglich kann es keine zu K konjugierten Kerne in A geben.

Ist andererseits K kein Normalteiler in A(2,3,2n) bzw. A(2,3,3n), dann
ist A = N(K) = A und wir haben C(A, A) = A und ebenfalls keine zu K

konjugierten Kerne in A. Somit gilt:

Lemma 1.5.4. Sei A eine Dreiecksgruppe vom Typ (2,n,2n) oder vom Typ
(3,n,3n), n # 2,3, und K1, Ky verschiedene torsionsfreie Normalteiler in A.
Dann sind K1\ und Ky\Y nicht-isomorphe Riemannsche Flichen.
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Ist der Quotient A/K eine einfache Gruppe, dann muss sogar N(K) = A
gelten: Dazu betrachten wir zundchst A = A(2,n,2n) < A(2,3,2n). Aus
Theorem 6 [GW] entnehmen wir, dass es drei verschiedene konjugierte Unter-
gruppen A; = A, Ay, Az vom Typ (2,n,2n) in A(2,3,2n) gibt, deren Schnitt
A1NANA3 = A(n,n,n)<A(2,n,2n) ist. Konjugation in A(2, 3,2n) permu-
tiert die A;, d.h. angenommen K <<A(2,3,2n), dann ist K auch Normalteiler
in A(n,n,n) und wir erhalten den Widerspruch

A(n,n,n)/K <A/K.

Die Situation mit A = A(3,n,3n) < A(2,3,3n) ist &hnlich. Hier hat man
vier verschiedene konjugierte Untergruppen A; = A, Ay, As, Ay vom Typ
(3,m,3n) in A(2, 3,3n) und Konjugation in der grolen Gruppe permutiert die
A;, d.h. 4, ist ein Normalteiler in A(2, 3,3n), also auch in A. Nimmt man
an, dass K <<A(2, 3, 3n) ist, folgt wie oben, dass K <1() A; und die Einfachheit
von A/K impliziert K = A; N Ay N Az N Ay Die Konjugationsoperation
von A(2,3,3n) auf den A; liefert einen Homomorphismus A(2,3,3n) — Sy,
dessen Kern gerade () 4A; ist. Da A(2,3,3n) Elemente von Ordnung 3n > 9
enthilt, ist der Kern aber nicht torsionsfrei, also # K. Wir fassen zusammen

Lemma 1.5.5. Ist A vom Typ (2,n,2n) oder (3,n,3n), n # 2,3, K <A
torsionsfrei und AJK einfach, dann ist AJK somit bereits die volle Auto-
morphismengruppe der Fliche K\4l.

Alle anderen Dreiecksgruppen auf der linken Seite unserer Liste sind
von der Form (n,n,n) oder (n,n,m). Hier kann man nicht mehr sicherstel-
len, dass unterschiedliche Kerne zu unterschiedlichen Riemannschen Flachen
fithren. Man betrachte z.B. den Fall A = A(n,n,n) mit Kern K und Quo-
tient A/K = G = PSLy(F,): Ist K <A = N(K) = A(2,3,2n), dann ist
C(A,A) = A(2,3,2n) und somit gibt es keine anderen zu K konjugierten
Kerne. Die Elemente von A induzieren durch Konjugation Elemente in der
Automorphismengruppe von A/K. Betrachtet man die Fundamentalberei-
che, sieht man, dass es ein § € A gibt, das Y9, 71, Yo € A zyklisch permutiert.

2!

Yo
Yoo

D.h. es gibt ein Element d € Aut (G) = PGL4y(IF,), das go, g1, goo zyklisch
permutiert; die g; haben also alle die gleiche Spur.
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Betrachtet man einen Kern K <1 A, bei dem die 7; auf Elemente unter-
schiedlicher Spur in A/K abgebildet werden, dann ist folglich K < A. In die-
sem Fall ist N(K) = A oder A(3,3,n) und C(N(K),A) = A = A(2,3,2n).
Der Konjugator ldsst K somit nicht fest, sondern konjugiert iiber verschie-
dene K’ # K. Andererseits ist A < A, d.h. auch K ist ein Normalteiler in
A. Es gibt somit verschiedene zueinander konjugierte Kerne in A.

Fir A = A(n,n,m), n # m, kann man dhnlich argumentieren mit A=
A(2,n,2m). Hier ist die Inklusion der Fundamentalbereiche wie folgt:

71

Yo

Yoo

K <1 A impliziert dann tr g1 = tr goo. Fiir Tupel mit paarweise verschie-

denen Spuren muss also K 4 A gelten und wir erhalten wieder zueinander
konjugierte Kerne.

1.6 Multiplikatoren

Um die Galois-Operation auf einer Familie kompakter Riemannscher Flachen
X; zu verstehen, haben sich spezielle Multiplikatoren der Automorphismen-
gruppe der X; als niitzliches Hilfsmittel erwiesen (siehe z.B. [St00], [StWo):
Kann man die X; anhand ihrer Multiplikatoren innerhalb ihrer Familie be-
schreiben, so ldsst sich die Galois-Operation auf den X; an dem Verhalten
der Multiplikatoren unter der Galois-Gruppe nachvollziehen.

Definition 1.6.1. Sei X eine Riemannsche Fliche, « € Aut(X) mit Fix-
punkt z € X und h sei eine Karte um x mit h(x) = ¢ € C. Dann nennen
wir

Mo = Mo = (hah™) (c) #0
den Multiplikator von o im Punkt x.
Lemma 1.6.2. Mit obigen Bezeichnungen gilt:

(1) My ist unhabhingig von der Wahl der Karte.

(11) Der Multiplikator ist invariant unter Konjugation, d.h. fir ¢ € Aut(X)
gilt
m

pap=1p(x) = Maz-
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Bewers. Ein Kartenwechsel, der ¢ in den Nullpunkt verschiebt, &ndert nichts
an der Ableitung, d.h. wir kénnen 0.B.d.A. Karten mit = — 0 betrachten.
Seien h, k also zwei beliebige Karten um x mit h(z) = 0 = k(x). Dann gilt

(kak™)'(0) = ((kh™")(hah™)(hk™"))'(0) = (hah™")'(0).
Das zeigt (i). (ii) folgt ebenfalls durch Anwendung der Kettenregel. O

Sind «, § aus der Fixgruppe Aut(X), von z in Aut(X) und h eine Karte
mit h(z) = 0, dann ist

(haBh™1)'(0) = ((hah™")(hBR™))'(0) = mams,

d.h. mys = memg, m.a.W. Fix,(Aut(X)) — C*, a — m, ist ein Homomor-
phismus. Ist orda = m < oo, dann ist der Multiplikator von « somit eine
m-te Einheitswurzel.

Wir wollen nun die Fixpunkte eines Automorphismus einer quasiplatoni-
schen Riemannschen Fliache genauer betrachten: Sei also A = A(mg, my, meo)
eine Dreiecksgruppe, I' << A ein torsionsfreier Normalteiler von endlichem In-
dex und X = I'\U die Riemannsche Flache. G := A/I' ist dann in der
Automorphismengruppe von X enthalten. Da der Normalisator von I' eine
Dreiecksgruppe ist, ist auch die volle Automorphismengruppe von X vom
Typ Dreiecksgruppe/T".

Sei z € dund z : =Tz € X. Ist 6 € Staba(z), dann ist 'z =6z = I'z,
d.h. 6T" € Stabg(z). Ist andererseits 1 # 0I" € Stabg(x), also I'z = 0" - T'z =
['§z, dann gibt es genau ein v € I’ mit vz = dz, m.a.W. §~ 1y € Staba(2).
Somit ist gezeigt:

Lemma 1.6.3. Unter der Projektion A — G = A/T" werden die Stabilisa-
toren von z € & in A isomorph auf die Stabilisatoren von x =Tz € X in G
abgebildet.

Sind z; die Fixpunkte von +;, dann sind die Punkte mit nicht-trivialem
Stabilisator in U
AzgUAz UAzy

und Staba (dz;) = 6Staba(z;)d~t. Folglich liegen die Punkte in X mit nicht-
trivialem Stabilisator in der Menge

Grg UGz UGry
mit z; :=I'z und

Stabg(gx;) = gStab(;(xi)g_1 =g {9) gt = Z/m;Z,
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mit g; := L.
Wir bestimmen nun die Anzahl der Fixpunkte fiir ein g € G: Hat g einen
Fixpunkt in hz;, mit h € G, so ist das gleichbedeutend mit

(g) < Stabg(hx;) bzw. {(g) < h{g)h ™.

Ist d = ordg, dann ist d ein Teiler von m; und (g) ist konjugiert zu der
Untergruppe mit Ordnung d von (g;). Setze

(g) = 1, (g)ist konjugiert zu der UG mit Ordnung d in (g;),
si\g) = 0, sonst.

Angenommen ¢;(g) = 1. Die Anzahl der Fixpunkte konjugierter Elemente ist

gleich, wir kénnen also 0.B.d.A. g = g; annehmen. Dann gilt:

g fixiert ha; < (g."") = h (g™ ) h!
& heNa((g)

Da auBerdem StabNg((g:ni/d (x;) = (g;), haben wir

))
LE)]

my;

ING({9)) - il = |[Na((9)) : Stabng (g (a:)
verschiedene Fixpunkte von g in der G-Bahn von z;; insgesamt hat g demnach

ING((g))] Zei(g)/mi

viele Fixpunkte.

Auf die gleiche Weise ldsst sich die Anzahl der Fixpunkte einer Automor-
phismengruppe einer Riemannschen Fléche berechnen, wenn wir statt einer
Dreiecksgruppe A eine Fuchssche Gruppe mit Signatur (g;mgq,...,m.;—)
vorliegen haben. Die Formel bleibt die gleiche, nur dass der Index ¢ dann iiber
die Werte 1, ..., r lduft und wurde bewiesen in [M73]. Der Beweis wurde hier
noch einmal wiedergegeben, da wir aus ihm im Fall G = A/T" = PSLy(F,)
weitere Informationen iiber die Multiplikatoren erhalten:

Ist ordg = d und d | m;, dann ist aufgrund der Eigenschaften von
PSL,(F,) bzgl. Konjugation (je zwei nicht-parabolische Elemente gleicher
Spur sind konjugiert und jedes parabolische Element ist konjugiert zu ei-
ner oberen Dreiecksmatrix) (g) konjugiert zu der Untergruppe von (g;) mit
Ordnung d, d.h. g hat Fixpunkte in Gzx;.

Ist g nicht-parabolisch und hx;, h € G, ein Fixpunkt von ¢, dann ist g
zu genau zwei Elementen in (g;) konjugiert, ndmlich (g;" DLk wobei k so
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gewihlt ist, dass die Spur mit der von g iibereinstimmt. Ist g = h(g." i/dykp=1
so gilt

Mgy = T gmildye g,

Fiir den Multiplikator von g; in z; gilt
Mg, w; = Gm, = exXp(2mi/m;).

In allen Fixpunkten von g, die in der G-Bahn von z; liegen, kommen als Mul-

tiplikatoren somit nur die Werte Cjﬁkmi/ “in Frage. Da g und ¢! zueinander

konjugiert sind, treten Cifmi/ ¢ auBerdem gleich haufig als Multiplikatoren
auf.

Wir fassen zusammen:

%

Lemma 1.6.4. Sei I' ein torsionsfreier Normalteiler in der Dreiecksgruppe
A = A(mg,my, Ms) und G = AJT = PSLy(FF,) die Automorphismengruppe
der Riemannschen Fliche X = T'\i. Dann gelten fiir g € G mit ord g = d:

(1) €i(g) =1 < d| m;. g hat dann ‘N(’;(@w viele Fizpunkte in Gz;.

7

+ Nala)l

2m;

(i1) Ist g nicht-parabolisch und €;(g) = 1, dann hat g insgesam

viele Fizpunkte in Gx; mit Multiplikator Cﬂ?i/ “ und ebenso viele mit

Multiplikator Q?Lfmi/d, wobet k nur von der Spur von g abhdngt.

Bemerkung. Fir A = A(2,3,7) bzw. A(2,3,n), n > 6, erhdlt man zusammen
mit Korollar 1.1.8 die Aussage von Lemma 1 bzw. Lemma 1’ aus [St00], ohne
dabei die Eichlersche Spurformel zu benutzen.

Damit ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen Spurtripeln und
Multiplikatoren: Wir identifizieren G = PSLy(F,) mit A/T", wobei v; auf g;
abgebildet wird. Fiir ein nicht-parabolisches g; sei trg; = +(& + & ') mit
einer 2m;-ten primitiven Einheitswurzel §; € F,2. Die Multiplikatoren von g;
in Fixpunkten in G-T'z; sind ¢; und ¢;* fiir ¢; = exp(27i/m;). Wir betrachten
nun eine andere Abbildung von A auf GG, indem wir die v; auf ein anderes G-
Tripel g} abbilden und erhalten somit einen anderen Kern A/T” = G. Dann
ist trg, = £(§ + &) fiir ein r mit (2m;,r) = 1 und die Multiplikatoren
der g/ in G - Iz sind ¢; und ¢;'. g; und ¢/ mit rs = 1 mod 2m; haben
die gleiche Spur, sind also konjugiert, d.h. g; hat die Multiplikatoren (7, (;*
in G- 1"z. In 1.4.4 haben wir die verschiedenen I" mit A/T" & G iiber die
Spurtripel der verschiedenen Bilder der 7; beschrieben. Spielt das Vorzeichen
der Spuren keine Rolle, so konnen wir die Kerne also genauso gut iiber die
Multiplikatoren eines fest gewdhlten Tripels (go, g1, goo) in G beschreiben.
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1.7 Galois-Operation

Wir betrachten nun den Effekt der Galois-Operation auf den Multiplikatoren
wie in [St95] bzw. [St00] beschrieben: X sei eine kompakte Riemannsche
Fléche und Q(X) der C-Vektorraum der holomorphen Differentialformen auf
X. Es ist dim¢ Q(X) = g, wobei g das Geschlecht von X ist. wy,...,w,
sei eine Basis und bzgl. einer Karte z um x € X sei w; = f;dz die lokale
Darstellung. Ist w eine andere Karte um x, so gilt w; = fig—;dw, d.h. man
erhélt eine wohldefinierte Abbildung

0: X =P (C) mit x— (fi(z): - f(2))

von X in den projektiven Raum. Ist X nicht hyperelliptisch, dann ist 6 sogar
eine Einbettung ([FK], I11.10.2), die sogenannte kanonische Einbettung. 0(X)
nennen wir auch das kanonische Modell von X.

Des weiteren kann man eine (Rechts-)Operation von Aut(X) auf Q(X)
definieren, und zwar lokal durch

w* = foad(zoa)

fir a € Aut(X) und w = fdz € Q(X). Daraus erhalten wir eine treue
Darstellung p : Aut(X) — GL,(C) ([FK], V.2.1 Proposition). Aus p erhélt
man einen Homomorphismus p : Aut(X) — PGL,(C), so dass das Diagramm

X =5 X

9l le
ax) 20 g(x)

kommutiert, d.h. die Automorphismengruppe operiert als projektive Gruppe
auf dem kanonischen Modell.

Ist x € X ein Fixpunkt von «, dann ist entsprechend (wy(z) : -+ : wy(x))
ein Fixpunkt von p(«), d.h. (wi(z),...,w,(z)) € C9 ist ein Eigenvektor von
p(a). Wegen

o

wi(z) = fila(z))d(za) = o~ (2) filz)dz = Mas - wil2),

ist der zugehorige Eigenwert gleich dem Multiplikator my, .
Sei I = I(X) das Ideal der Kurve X, d.h. X ist die Nullstellenmenge aller
Polynome in I. Da X arithmetisch ist, kénnen wir uns [ als

I= <p1(x1,...,xg),...,pr(xl,...,xg»,pl-E@[:L‘l,...,xg]
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denken. Wendet man o € Gal (Q/Q) koeffizientenweise auf die p; an, so erhilt
man ein Ideal

17 = (7, 07),
das uns eine Kurve X definiert.

Beschreibt man die w; = f;dz auf dem kanonischen Modell durch ra-
tionale Funktionen, so erhélt man, wieder durch Anwenden von ¢ auf die
Koeffizienten, Differentiale wf = f7dz auf X und a € Aut(X) operiert auf
Q(X7) durch p(a)?, wobei o auf alle Eintrage der Matrix p(«) angewandt
wird. Entsprechend operiert a durch p(a))? auf X7 und wir haben:

Fazit 1.7.1 (siche [St00], Lemma 2). Ist a € Aut(X), mit Multiplikator

Mo, dann ist (wi(x),...,we(x)) ein Eigenvektor von p(a) mit Eigenwert
Moz

Auf der konjugierten Kurve X¢ ist der Punkt x7 := (w{(x) : -+ : wg(x))
ein Firpunkt von a und (w{(z),...,w7(x)) ist Eigenvektor von p(a)” mit

Figenwert o(mg.y), d.h. a hat in x° den Multiplikator o(me,. ).

Die Kurven, die wir betrachten wollen, haben eine einfache Automor-
phismengruppe. Auf einer hyperelliptischen Flache von Geschlecht g > 2
gibt es die hyperelliptische Involution, die mit allen Elementen der Auto-
morphismengruppe kommutiert ([FK] I11.7.9, Corollary 3), d.h. es gibt einen
nicht-trivialen Normalteiler in der Automorphismengruppe einer hyperellip-
tischen Kurve. Wir kénnen also das kanonische Modell und die Folgerungen
fiir die Multiplikatoren verwenden.

Nach Lemma 1.6.4 und Korollar 1.4.4 kénnen wir die torsionsfreien Kerne
A(mg, m1,ms) — PSLy(F,) iiber das Spurtripel in F, und im Fall my = 2
oder p = 2 sogar durch das Tripel der Multiplikatoren von g, g1, goo beschrei-
ben. Daraus ergibt sich fiir die Galois-Konjugation der zugehorigen Kurven:

Satz 1.7.2. Seip # 2, A = A(2,m1,my,) ein p-zuldssiges nicht irrequlires
Ordnungstripel zu einer mazimalen Fuchsschen Gruppe oder einer Gruppe
vom Typ (2,m,2m) und F, sei der zugehorige Spurkirper aus Satz 1.2.7.
K; seien die torsionsfreien Normalteiler in A mit AJ/K; = PSLy(F,) und
X; := K;\U seien die Riemannschen Flichen.

Dann lisst sich die Operation von Gal (Q/Q) auf den X; diber die Opera-
tion von Gal (Q/Q) auf den Multiplikatoren von g; und g, beschreiben.

Wir wollen jetzt noch den Definitionskérper der Kurven bestimmen. Da
wir es mit quasiplatonischen Fldchen zu tun haben, stimmt der Definiti-
onskorper mit dem Modulkorper iiberein (sieche [Wo], Thm. 5). Der Mo-
dulkérper einer kompakten Riemannschen Flache ist der Fixkorper von:

UX)={oceAut(C)| X = X}.
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Das ist der kleinste Kérper K mit der Eigenschaft, dass fiir alle o € Aut (C)
mit 0|k = idg folgt, dass X = X7 (vgl. [Wol, 4.3).

Um die Situation im Detail zu beschreiben fithren wir auflerdem die fol-
gende Notation ein:

Definition 1.7.3. Sei F//K eine Galois-Erweiterung mit der Galoisgruppe
®. p sei ein Primideal im Ring der ganzen Zahlen von F'. Dann heif3t

&, :={oce&|o(p) =p}
die Zerlegungsgruppe von p iiber K. Der Fixkorper
Zy:={x € F|ox=uxfiralle s € &,}

heifit Zerlegungskorper von p iiber K.
AuBlerdem induziert jedes o € &, einen Automorphismus

o: Rrp/p — Rp/p, amodp — ocamodp

auf dem Restklassenkorper. Man erhélt sogar alle Elemente der Galoisgruppe
der Restklassenkorper-Erweiterung als Bilder von Elementen aus &, (siche

[N], Satz (9.4)).

In unserem Fall sei E' der Spurkérper von A und F' der invariante Spurkor-
per, also der Spurkorper der Untergruppe der Quadrate von A. Dann sind
sowohl & = Gal (E/Q) als auch & = Gal (F/Q) Abelsche Gruppen. Die
verschiedenen Primideale p iiber p sind alle konjugiert zueinander, ebenso
wie die Gruppen &,,. Fiir verschiedene p iiber p erhalten wir also die gleiche
Zerlegungsgruppe und wir kénnen somit &, := &, fiir ein p | p setzen. Analog
definieren wir Z, := Z, und entsprechendes fiir &'.

Fiir die Tragheitsgrade der beiden Erweiterungen gilt folgendes

Lemma 1.7.4. Der Trdagheitsgrad von E stimmt mit dem Index f der Erwei-
terung F,/F, dberein. Ist (2,m1, M) ein Ordnungstripel wie in Satz 1.7.2,
dann gilt fir den Tragheitsgrad f; der Erweiterung F/Q, dass f; = f*, wobei
f* definiert ist wie in Satz 1.4.5.

Beweis. Die erste Aussage ist Inhalt von 1.3.14. Wir betrachten jetzt die
Tréagheitsgrade: Sind mq, my, beide ungerade, dann ist £ = F' und die Be-
dingung (VZ) ist nicht erfiillt, also f = f; = f*.

Wir nehmen nun an, m; ware gerade und m., ungerade. Fiir die Korper-
grade folgt dann mit Satz 1.3.13, dass |E/F|=2. Esist also f; = f oder f; = %
o1 sei das durch (o, — —Com, induzierte Element aus &', also F' = Fix (07).
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Wird der Tragheitsgrad echt kleiner, also f; = %, dann war o in der Zer-
legungsgruppe &, m.a.W. 0, induziert ein Element 7, € Gal (F,/F,) mit
g1(m1) = —m und 71(7e) = Too. AuBlerdem hat 7; die Ordnung 2, d.h.
o1 =x "% Daraus folgt 7 € IF, \]pr/z und 7o, € F /2. Nach Satz 1.2.9
ist das Tupel (2, m, my) irregulir, im Widerspruch zur Voraussetzung, d.h.
fi = f. Insbesondere kann die Bedingung (VZ) nicht erfiillt werden.

Es seien nun m; und m., gerade. 01,0, seien wie oben definiert. Wir

betrachten zunéchst die Situation, dass 01,0, € 05;): Dann ist 01 = © —
p!? — & und die Bedingung (VZ) ist erfiillt. Weiter sind 71, 7o € Fg\F, 2,
wir haben also ein nicht irreguldres Tripel. Mit ((,, + C;Lil)pf/2 = Gm, +G)
folgt f; < % Da F = Fix({01,0)), aber o1 und o, das gleiche Bild in
Gal (F,/IF,) haben, gilt sogar f; = % = f*.

Ist o0y € &}, und o0 ¢ ®;,, dann bildet z 2% die Spur 7. nicht auf
—Too, also auf 7, ab. Es folgt, dass das Tripel irregulér war, Widerspruch.

Seien schliefllich 01,0, ¢ ®,. Wire f gerade, dann wiirde z — 2’
die Spuren 7y, 7 fest lassen, also 71,7 € F,/2, Widerspruch. f ist somit
ungerade, (VZ) nicht erfiillt und f = f; = f*. O

T

Satz 1.7.5. Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.7.2 und F', Z,, wie oben gilt:
Der Definitionskorper der Kurven X; ist der Zerleqgungskérper Z, von F.
Des weiteren gilt:

(i) Ist me = p, dann bilden die Kurven X; einen Galois-Orbit.

(11) Sind mi, mo # p und (M, Me) < 2, dann bilden die X; ebenfalls eine
Bahn unter der Galois-Operation.

e((m1,meo))

2 ver-

(111) Sind my,moe # p und (my, me) > 2, dann hat man
schiedene Bahnen der X;.

Beweis. Die Kurven X; kénnen durch die Multiplikator-Paare von ¢; (Fall
(1)) bzw. g1, 9 (Fall (ii), (iii)) beschrieben werden. Der Definitionskorper
ist somit in F' enthalten. Ist (my,my) < 2, dann sind die Erweiterungen
Q(cos 3771) und Q(cos j—l) linear disjunkt. Man kann also die Multiplikatoren
unabhéngig voneinander verdndern. Bei (i) und (ii) operiert Gal (F'/Q) also
transitiv auf den X;.

Elemente ¢ € &, induzieren Elemente ¢ € Gal (F,/F,), d.h. die Spur-
Tupel

(Com, + Com,) vmd - (0(Cam, + Copm,))

sind dquivalent. Alle anderen ¢ € & \ &, éndern die Spuren so, dass sich
die Abbildung nicht zu einem Element aus Gal (F,/FF,) fortsetzen lasst, d.h.
man erhélt nicht-dquivalente Spurtupel. Somit ist &, = U(X).
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Sei k = (my, me) > 2. Wir bestimmen zunéchst die Lange einer Galois-

Bahn. Als Multiplikatoren von g; kommen @ viele Paare in Frage, fiir die

von ¢, hat man @ viele Paare. Lésst man die Multiplikatoren von ¢,

unveradndert, d.h. ¢, — ,ﬁ, dann muss auch ¢ — C,fl gelten. Durchlauft
man alle Multiplikatoren von g.,, dann wird das Paar {(;,(; '} dabei auf
€M) viele andere Paare abgebildet. Mochte man die Multiplikatoren von ¢y

2
unverdndert lassen, dann hat man also nur wg(”k")") viele Moglichkeiten die

Multiplikatoren von g., zu verédndern. Die Lénge einer Bahn ist somit:

pm1)e(moo) _ p(k)e(lm, moo]) _ p([ma, mod])
2¢(k) 2¢(k) 2

auf allen Tupeln. Wir miissen noch dquivalente Tupel iiber die Operation von
&, miteinander identifizieren. Nach Lemma 1.7.4 hat &, die Grofe f*, die

Linge einer Bahn auf den Kurven ist somit W und es gibt @ viele
Bahnen.

Nach Lemma 1.7.4 stimmt (Bahnenlénge) - (Anzahl Bahnen) mit der An-
zahl der Kurven {iberein und der Satz ist bewiesen. O]

Bemerkung. Ist p = 2, dann spielt das Vorzeichen und somit auch die Bedin-
gung (VZ) keine Rolle mehr. Auerdem koénnen wir die verschiedenen Kur-
ven iiber das Tripel der Multiplikator-Paare eines fest gewihlten PSLy(IF,)-
Tripels go, g1, goo beschreiben. Damit liegt der Definitionskorper in . Wie
fiir p # 2 ist U(X) = &, d.h. der Definitionskorper ist der Zerlegungskorper.

Sind alle Ordnungen m; # 2 und p # 2, dann hat man ein 2-1-Beziehung
zwischen Spurtupeln und Multiplikatortupeln. Andert man ein Vorzeichen
bei den Spuren, so erhélt man eine andere Kurve, aber das Multiplikatortupel
bleibt gleich. Die Information aus den Multiplikatoren der g; ist hier also
nicht ausreichend um die Kurven bzw. die Galois-Operation auf den Kurven
zu beschreiben.
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Kapitel 2

Kerne und
Quaternionenalgebren

Wir wollen zu Beginn die fiir uns wichtigsten Fakten {iber Ordnungen in
Quaternionenalgebren bzw. zentralen einfachen Algebren zusammenstellen.
Fiir eine ausfiihrliche Behandlung siehe z.B. [MR], [R], [V].

2.1 Quaternionenalgebren
Eine Quaternionenalgebra A iiber K ist ein K-Vektorraum mit Basis 1,1, 7, k,
der bei Multiplikation die Relationen

i*=a, j>=0b, ij=—ji=k, abeK"

erfiillt, wobei 1 die Rolle des multiplikativen Neutralelements iibernimmt.
Durch Angabe der Daten a, b, K ist A somit bestimmt, und kann durch das
Hilbertsymbol angegeben werden

-

Setzt man i = ( (1) _01 ) und j = ( (1) (1) ), so erhilt man z.B. die Qua-
ternionenalgebra
1,1
My (K) = (7)
Es gelten:

(1) A= (o) = (%) = A

31
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(Denn iiber
'—1, 7 —xi, j —yj, K — ayk

wird ein Isomorphismus definiert.)

(2) Das Zentrum von A = (%2) ist K.

(Sei K der algebraische Abschluss von K. Dann gilt

K®g A= (%) = <1K:1) =~ My(K).

Das Zentrum von My(K) ist K und daher hat A das Zentrum K.)

(3) A ist eine einfache Algebra.

(Sei I ein nichttriviales Ideal in A. Dann ist K ®x I ein nichttriviales

Ideal in My (K), also gleich My(K). I ist also ein 4-dimensionaler K-
Untervektorraum von A.)

(4) (2)+(3) besagt also, dass jede Quaternionenalgebra eine zentrale ein-
fache Algebra der Dimension 4 ist. Es gilt auch die Umkehrung, denn
mit dem Satz von Skolem-Noether folgt: Ist die Charakteristik von K
ungleich 2, dann ist jede 4-dimensionale zentrale einfache K-Algebra
eine Quaternionenalgebra.

(5) Struktursatz von Wedderburn: Jede einfache Algebra A endlicher Di-
mension iiber K ist von der Form A = M,,(D), wobei D eine Divisions-
algebra tiber K ist. n und D sind dabei eindeutig durch A bestimmt.

Fiir eine Quaternionenalgebra hat man also die Moglichkeiten:

A= My(K) oder A=D.

(6) Ist a oder b ein Quadrat in K, so ist (%) = My(K).

(O.b.d.A. st (%) = (52), also 2 = 1 und wegen (i — 1)(i + 1) =

i* — 1 = 0 hat man Nullteiler.)

Mit (1)+(5) folgt jetzt fiir K = R, dass man sogar insgesamt nur zwei
Quaternionenalgebren {iber R hat, ndmlich

1,1 —-1,-1
MQ(R) = (JE) und HZ ( I?& ) y

wobei H die Hamiltonschen Quaternionen bezeichnet.

Entsprechendes gilt iiber den vollstédndigen p-adischen Kérpern: Es gibt
genau eine Divisions-Quaternionenalgebra.
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(7)

(8)

(12)

Jede Quaternionenalgebra iiber K ldsst sich in My(L) einbetten, mit
|L: K|=1,2.

(Setze L := K(y/a). Dann ist L @ A = My(L).)

Als reine Quaternionen bezeichnet man die Elemente des von ¢, j, k
aufgespannten Untervektorraums Ag. Diese Definition ist unabhéngig
von der Wahl der Basis. Man hat fiir z € A also eine eindeutige Zerle-
gung

r=&+& mit & € K und & € A,.
Das Konjugierte zu z ist T = & — & und die (reduzierte) Norm und
Spur sind definiert als

nzr)=z-r=7-r€ K und tr(z)=2+7 € K.

In My(L) entspricht die Norm der Determinante und die Spur der
gewoOhnlichen Spur einer Matrix.

Jedes x € A erfiillt die Polynomgleichung
2* —tr(z)x +n(z) = 0.

Durch T'(z,y) := tr(zy) ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bili-
nearform auf A definiert.

Oft ist es hilfreich von einer (Quaternionen-)Algebra A iiber K zu ihrer
p-adischen Komplettierung iiberzugehen: Ist [/(\'p die Komplettierung
von K an der Stelle p, so setzen wir //1\ = l? IS A. A\p ist dann
entweder isomorph zu der Divisionsalgebra iiber Ky ; in diesem Fall

nennen wir A verzweigt an der Stelle p. Oder es ist A = MQ(K ), und
man sagt A zerfdllt in p.

Die bis auf Isomorphie eindeutige Divisions(quaternionen)algebra A
tiber einem vollstédndigen bewerteten Korper K mit Bewertungsring
R lésst sich genauer angeben:

Zu K gibt es eine eindeutig bestimmte unverzweigte quadratische Er-
weiterung L, wobei L = K(y/u) fiir ein u € R ([MR], 0.7.13). Da es
sich um eine Erweiterung vollstandiger bewerteter Korper handelt, ist
der Tragheitsgrad hier gleich 2. Die Divisionsalgebra ist dann isomorph

zu
(%)
[/{\, )

wobei 7 die Uniformisierende in R ist ([MR], 2.6.3). AuBerdem gilt
Loz A2 My(D).
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2.2 Ordnungen

Sei R ein Integritéitsbereich mit Quotientenkorper K und A eine endlich-
dimensionale K-Algebra. Dann gilt

r € Aist ganz & f(x) = 0 fiir ein normiertes Polynom f € R[X]
< R[z] ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Ist R ein Dedekindring, d.h. ein ganzabgeschlossener Noetherscher Ring,
in dem jedes nichttriviale Primideal maximal ist, und A eine Quaternionen-
algebra, so gilt sogar

r € Aist ganz & tr(z),n(z) € R.

Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so bilden die (iiber Z) ganzen Ele-
mente einen Ring Rg. So ist z.B. Rx = Z[(] fiir einen Kreisteilungskorper
K = Q(¢), mit n-ter Einheitswurzel ¢ und Rgx = Z[2cos %] fir K =
QO NR = Q¢ + (L) = Q2 cos ).

Im Fall einer Quaternionenalgebra ist das i.d.R. nicht so: Z.B. sind

(0} (00
“loo) Y7L o

ganz in A = My(Q), aber z + y nicht. Die Rolle des Rings ganzer Zahlen R
in einem algebraischen Zahlkorper iibernehmen hier die Ordnungen.

Definition 2.2.1. Sei R ein Dedekindring mit Quotiontenkorper K und sei
A eine Quaternionenalgebra iiber K.

e Ein R-Gitter L in einem K-Vektorraum V ist ein endlich erzeugter

R-Modul.
o [ <V ist ein volles R-Gitter, falls zusétzlich K @z L =V gilt.

Ein Ideal in A ist ein volles R-QGitter.

Eine Ordnung O in A ist ein Ideal, das gleichzeitig ein Ring mit 1 ist.
Oder dquivalent dazu: O ist ein Ring ganzer Zahlen in A mit R C O
und K - O = A.

e Eine mazimale Ordnung in A ist eine Ordnung, die maximal bzgl. In-
klusion ist.
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Beispiel 2.2.2. Ist [ ein Ideal in A, dann kann man [ seine Linksordnung
O(I):={a€cA|lal CI}
und seine Rechtsordnung
O,(I)={ac Al laC I}
zuordnen.
Definition 2.2.3. Sei [ ein Ideal in A. Wir nennen /
e beidseitig, falls O)(I) = O,.(1),
e normal, falls O;(I) und O, (I) maximale Ordnungen sind und
e ganz, falls I C Oy(1),0,(1).

Beobachtung 2.2.4. Sei O eine maximale Ordnung. Ist I ein beidseitiges
Ideal in O im herkommlichen Sinn (d.h. ein beidseitiges Ideal in dem Ring
O) mit K -1 = A, dann ist I beidseitig, normal und ganz als Ideal in A.

Ist R ein Dedekindring, so ldsst sich die Idealtheorie auf die Ideale in
A fortsetzen: Jedes beidseitige Ideal in einer maximalen Ordnung lésst sich
eindeutig bis auf Reihenfolge in ein Produkt von Primidealen zerlegen ([R],
(23.6)) und wie in Dedekindringen sind die Primideale maximale Ideale ([R],
(22.3)). Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so gibt es auBlerdem eine 1-1-
Beziehung zwischen den Primidealen in einer maximalen Ordnung und den
Primidealen in R, genauer:

Satz 2.2.5 ([R], (32.1)). Sei R ein Dedekindring, dessen Quotientenkdrper
K # R ein globaler Korper ist. O sei eine mazximale Ordnung in der zentralen
einfachen K-Algebra A. Die Primideale p von R und die Primideale B von
O lassen sich einander ein-eindeutig zuordnen durch:

p=RNP und P|pO.

Im Spezialfall, dass A eine Quaternionenalgebra ist, lisst sich B | pO
prizisieren zu: B = pO, falls A in p zerfillt und P* = pO, falls A in p
verzweigt.

Uber lokalen Korpern ist die Situation wie folgt: Es sei Rein vollstandiger
diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper K und Bewertung

v=1,: K" =7,
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Uniformisierender 7, maximalem Ideal p= 7R und Restklassenkorper k =
R/p >~ F,, wobei ¢ = p/, und A=M +(D) sei eine zentrale einfache K-
Algebra, wobei D eine Divisionsalgebra iiber K ist. Die Bewertung auf K
lasst sich durch Vorschalten der Norm von D {iber K zu einer Bewertung
auf D fortsetzen (vgl. [R] Kap. 12). D sei der zugehorige Bewertungsring mit
Uniformisierender 7wp. Es gilt

Satz 2.2.6 ([R] (17.3),(17.5)). Mit den Bezeichnungen aus dem obigen Ab-
satz gilt:

(i) Sei © = M, (D). Dann ist O eine mazimale R-Ordnung in A und hat
ein eindeutig bestimmtes maximales beidseitiges Ideal B = wpO. Die

Potenzen R
B —TDO m=20,1,2,...,

bilden alle nichttrivialen beidseitigen Ideale von 0.

(ii) Jede mazximale }/%—Ordnung in A ist von der Form uOu~! fiir ein u €
A*, und jeder solche Ring ist eine maximale Ordnung.

(i1i) Fir jede mazimale I%-Ordnung Oin A gilt
radO =P und O/rad O = M,(D/rad D),
wobet rad das Jacobson-Radikal bezeichnet.

Was bedeutet das fiir den konkreten Fall, dass A eine Quaternionenalge-
bra iiber der Komplettierung K eines algebraischen Zahlkérpers K ist?
A ist dann entweder von der Form

A= My(K) oder A=D,

wobei D eine Divisionsalgebra vom Grad 4 iiber K ist.
Ist A = D, so erhélt man die Bewertung auf D {iber die reduzierte Norm
der Quaternionenalgebra, namlich durch

w: D" —7Z mit w(z) = v(n(z)).
Der Bewertungsring ist dann
D:={xeD|w(x)>0}.

Das sind bereits alle ganzen Elemente in D, d.h. D ist die maximale Ordung
in D und das maximale Ideal in D ist

={z e D|w(x)>0}.
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AuBlerdem sind Verzweigungs- und Tragheitsindex der Erweiterung D/ K je-
weils gleich 2 (siehe [R] (14.3)), d.h. [D/F : 5] = 2 und P? = 7D.

Ist A = My(K), dann ist jede maximale Ordnung konjugiert zu My(R)
und die beidseitigen Ideale in MQ(R) sind Potenzen des maximalen Ideals
M, (R).

Wir wollen nun die Quotienten O / ‘ﬁ aus Satz 2.2.6 im Falle von Quater-
nionenalgebren néher bestimmen.

Ist A = My(K), dann ist D = R. Das Radikal eines Rings ldsst sich
berechnen als der Schnitt iiber alle maximalen Linksideale (siche [R] (6 3)).
In R gibt es aber nur ein maximales Ideal, ndmlich 7TR d.h. radR p.

Sei nun A = D, D der Bewertungsring von D. Dann ist O = D und nach
Satz 2.2.6 ist rad D = ‘ﬁ =npD.

Lemma 2.2.7. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

b/ — My (R/7R) = My(F,), wenn A = My(K),

B D/npD = F,p, wenn A= D.
Korollar 2.2.8. Sei O = MQ(R) und T := ker (Mg(ﬁ) — Mg(ﬁ/ﬁ)) Dann
ist T = ‘B

Beweis. Es ist O)T = M2( g) = O/%P. Nach Satz 2.2.6 ist T = 70, also

‘B C ] Auflerdem ist I ein beidseitiges Ideal in (9 also enthalten in ‘}3 Es
folgt I= ‘,]3 O

2.3 Die Quaternionenalgebra zu einer Fuchs-
schen Gruppe

Wir wollen nun einer Fuchsschen Gruppe I' eine Quaternionenalgebra zu-
ordnen, die I' in ihrer Norm-1-Untergruppe enhélt. Diese Konstuktion wird
ausfiihrlich in [MR] duchgefiihrt.

Sei I' < PSLy(C). I' heifit reduzibel, falls alle Elemente einen gemeisamen
Fixpunkt bzgl. der Operation auf C, besitzen, andernfalls irreduzibel.

Lemma 2.3.1 ([MR], 1.2.3). Seien vo,71 € PSLa(C). (y0,71) ist reduzibel
& trly, | = 2.

Beweis. Die Gruppe sei reduzibel und der gemeinsame Fixpunkt sei 0.B.d.A.
00, d.h. alle Matrizen sind trigonalisiert. Aus

(00 (55) = (0 i)



38 Kerne und Quaternionenalgebren

bl =( g 1)

Sei nun die Spur des Kommutators 2. Wir nehmen zunéchst an ~, habe
genau einen Fixpunkt und zwar 0.B.d.A. co.

ot = ()20 (37)( 4 )
_ (1+ac+02 1_* )

d.h. 2 = tr[yp,71] = 2 + ¢, also ¢ = 0 und oo ist ein gemeinsamer Fixpunkt.
Nun habe 7, zwei verschiedene Fixpunkte und zwar 0 und oo.

[ | = A0 [ a b . DN () ‘ d —=b
Yol = 0 X! c d 0 X —c a
B ad — \2bc *
o * ad — \"%bc )’

also 2 = 2ad — be(A? + A72) = 2 — be(A — A71)2. Es folgt be = 0 und 0 oder
oo ist ein gemeinsamer Fixpunkt, oder A = A~! und vy ist die Identitit. [

ersieht man, dass

Schreibt man die Eintrage von 1, 7o, 71, Y071 in die Spalten einer 4 x 4-
Matrix M (7o, 71), so erhdlt man

det M (v9,71) = 2 — tr[v0, 11,

m.a.W., (70,71) ist genau dann irreduzibel, wenn 1, o, 71, 071 iiber C linear
unabhéngig sind.

Satz 2.3.2 ([MR], 3.2.1). Die Untergruppe I' < PSLy(C) enthalte zwei Ele-
mente Yy, 71, so dass (Yo, 71) irreduzibel ist. Dann definiert

endl.

Aol .= Q(tr)[T] = { Z ary

a € Qtrl), v € I‘}

eine Quaternionenalgebra iber Q(trl).

Beweis. Nach dem Lemma ist C - AjI' = My(C). Liegt # im Zentrum von
Apl', dann auch im Zentrum von My(C), z ist also ein Vielfaches der Ein-
heitsmatrix, m.a.W. Agl" ist zentral.
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Zuv; € {1,7,7,%7} ist T'(—, v;) eine Basis im Dualraum, wobei T" die
symmetrische Bilinearform aus 2.1 (10) auf My (C) ist. Sei v} die dazu duale
Basis, d.h. T'(v},v;) = d;;. Sei v € I beliebig und

v = Z&v:‘ mit & € C.

Dann folgt §; = T'(vy,v;) € Q(trI"). Aol ist also in einem Q(trI')-Vektorraum
der Dimension 4 enthalten, ist also selbst ein Q(trI')-Vektorraum der Dimen-
sion 4.

Schliellich sei I # 0 ein beidseitiges Ideal in Ayl', d.h. C - [ ist ein beid-
seitiges Ideal in My (C), also C- I = My(C). I hat somit Dimension > 4 {iber
Q(trl). O

Satz 2.3.3. Sind alle Spuren von I' ganze algebraische Zahlen, so ist

Or' := Ry [I'] = { Z ary

endl.

a € Rory, v € F}

eine Ordnung in A.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass OI ein Ring ganzer Zahlen ist, der Rg, )
enthélt, mit Q(tr ') - OT' = AI'. Offensichtlich sind Q(trI') - OI' = AI" und
Rotrry C OT erfiillt und OI ist ein Ring. Zu zeigen bleibt die Ganzheit.

Ein Element einer Quaternionenalgebra ist genau dann ganz, wenn seine
Spur und Norm algebraische ganze Zahlen sind. Nach der Voraussetzung iiber
die Spuren von I" sind die Spuren aller Elemente aus OI' ganz. Des weiteren
ist n(ay) = a® € Rg(trr). Wir miissen also nur noch die Norm der Summe
zweier Elemente betrachten.

Seien x = Z b VY = 3 ? > € O mit ganzzahliger Determinan-

d
te.

det(z +y) = ad — bc + ad — By +ad + da — by — cf3
eRr

Ausa+d,a+6 € R folgt (a +d)(a+9) = ax + dd + ad + do € R und aus
tr(z-y) € R folgt aoe + dé + by + ¢ € R und schlieBlich

ad +do— by — cf = (aa +dé + ad + do) — (aac+do + by +cfB) € R. O
Fiir den Fall einer Dreiecksgruppe A vom Typ (mg, my, M) ist
tr(A) C Z[2cos -, 2 cos 7=, 2 cos |,
und somit ist OA eine Ordnung in ApA.

Bemerkung. Mochte man der Gruppe I' eine Quaternionenalgebra als Invari-
ante der Kommensurabilitdtsklasse von I' zuordnen, so muss man, wie beim
Spurkérper, AoI'® statt AoI' betrachten ([MR], 3.3.5).
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2.4 Projektionen auf PSLyF,

Wir méchten nun die Projektionen einer Dreiecksgruppe A = A(mg, mq, meoo)
mit ,,schénem® Ordnungstripel auf PSLy(F,), ¢ = p/, aus Satz 1.4.5 iiber die
A zugeordnete Quaternionenalgebra A = AgA beschreiben. Dabei verste-
hen wir unter einem schénen Tripel ein p-zuléssiges, nicht irreguldres Tri-
pel, das zu einer maximalen Fuchsschen Gruppe oder einer Gruppe vom
Typ (2,m,2m) oder (3,m,3m) gehort. E bezeichne wieder den Spurkorper
von A. Wir betrachten zunéchst den Ubergang zu einer Komplettierung
A, = E, ®p A an der Stelle p iiber p. A sci das Urbild von A in SLy(R), O
sei eine maximale Ordnung in A4, die OT" enthélt und @E sei eine maximale
Ordnung in Ay, die O enthélt. Nach 2.2.7 haben wir folgende Situation:

M;(Fy), p ¢ Ram (A),

ACO%@EH)@E/%%{F& p € Ram (A).

Im verzweigten Fall konnen wir die Komplettierung mit der quadratischen
Erweiterung L/E, vom Trigheitsgrad 2 aus 2.1(12) tensorieren und erhalten

A CO— @E — @\L —» @L/SﬁL = Mg(Fq2)7
mit einer maximalen Ordnung @L in L ®g, A\p & Mg(z)

Lemma 2.4.1. Beim Ubergang von @E 2U @L gilt ‘3 = %E C ‘ﬁL.

Beweis. ﬁL ®n, ‘I?K ist ein Ideal in @L, d.h. ‘,]A3L | ﬁL ®n, ‘:f?E O
In @L/‘,%L betrachten wir nun den Unterring (’3E/‘_]A3L Fiir diesen gilt:

Lemma 2.4.2. In @L/‘ﬁ,; ist @E/‘ﬁ,; o @E/‘ﬁE

Beweis. Zwei Elemente in O g sind kongruent modulo ‘B L, falls ihre Differenz
in ‘BLDOE—‘,BE hegt Also OE/‘,BL—OE/‘ZBLHOE—OE/‘BE O

Nach 2.2.8 ist P = ker(Mg(RL) — Mg(RL/ﬁL)) d.h. die Quotientenbil-
dung nach ‘B £ ist nichts anderes, als wenn man die Eintrége in den Matrizen
modulo dem Primideal p; in R; betrachtet. Demnach ist tr (v + ‘BL) =
tr; mod pr. Ist m; teilerfremd zu p, dann ist (o, (bzw. () auch im Rest-
klassenkorper noch eine primitive Einheitswurzel, d.h. das Element im Quo-
tienten hat die gleiche Ordnung wie ~;. Ist eine Ordnung gleich p, 0.B.d.A.
mgy = p, dann sind my, m., verschieden, ungleich p und wegen der p-Zuléssig-
keit auch teilerfremd zu p. Die Ordnungen von 71, Vs bleiben also im Quoti-
enten erhalten. Daraus folgt

1+ ord (0 + P) | ord 7o =
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also bleibt auch die Ordnung von 7, erhalten.

Sei F, der algebraische Abschluss von F,. Nach Voraussetzung haben
wir das Ordnungstripel so gewihlt, dass die in PSLy(F,) erzeugte Gruppe
isomorph zu PSLy(F,) ist. Wére A bei p verzweigt, dann wiirden die ~; al-
so einerseits auf Elemente in My (F,2) abgebildet, die PSLy(F,) erzeugen.
Andererseits sind die v; in OE enthalten, d.h. sie erzeugen in My(F2) ei-
ne Untergruppe, die in OE / ‘BL = [F,2 enthalten ist und wir erhalten einen
Widerspruch. Also gilt:

Lemma 2.4.3. Sei (mg, my, my) ein p-,schones Ordnungstripel. Dann ist
A bei p | p unverzweigt.

Nach Voraussetzung ist also A\ = MQ(E ). In MQ(E\p) ist jede maximale
Ordnung konjugiert zu Ma(Rp ) d h. wir bekommen eine Abbildung A —
PSLy(F,) iiber

konj.
—

AeAc 0 = 8, U My(Rp) — V(R [F) = My(F,)
N D N
A = A = My(E)
wobei 6p eine maximale Ordnung in Ep ist, die O enthilt. Es wird ein Ring-
homomorphismus ¢ : O — My(F,) induziert.  := ker ¢ ist also ein zweisei-
tiges Ideal in O. Ist g € pO, d.h. in MQ(REp) enthélt jeder Eintrag der zu (8
gehorigen Matrix einen Faktor p € p C p, dann ist $(58) = 0 bzw. pO C I.
Daraus folgt K - I = A, d.h. I ist auch ein Ideal von A.
A ist unverzweigt in p, d.h. pO ist ein Primideal in O, also maximal.
Demnach gilt sogar [ = pO.
O* bezeichnet die Elemente mit Norm 1 in O. Die Hauptkongruenzgruppe
von O! bzgl. I ist definiert als

oI —{046(’)1‘04—161}
also
acOYI) & acO'und 0= @(a—1)=¢(@)—1, bzw. $(a) =1
& aist im Kern von O' — SLyF,,.

Uber ¢ bekommen wir schlieSlich einen Gruppenhomomorphismus ¢ :
A — PSLy(F,). Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt, dass die
Ordnungen von g; := ¢(;) mit denen der ~; tibereinstimmen. Es folgt:

Satz 2.4.4. Sei (mg,m1, my) ein p-,schones” Ordnungstripel. Dann ldsst
sich tiber die Quaternionenalgebra A = AgA ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus ¢ : A — PSLy(F,) definieren mit

ker o = ANPO(pO).
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2.5 Galois-Operation

Wir wollen nun betrachten, wie sich ker ¢ verédndert, wenn wir von ¢ = ¢,
zu einer anderen Primstelle p’ {iber p wechseln und ker ¢y betrachten.

Dazu wahlen wir eine Primstelle p fest und identifizieren F, mit Rg/p =
Rg /p. Da Gal (E/Q) transitiv auf den Primidealen iiber p operiert, gibt es
o € Gal(£/Q) mit o : p’ — p. o induziert einen Isomorphismus Ry — Rpg
und somit auch einen Isomorphismus F, = Rg/p = Rg/p’ via

amod p’ — o(a) mod p.

Wir vergleichen die beiden Abbildungen ¢, und ¢y

@p&Mz(Rép)ﬁMg(REp/ﬁ) = MyF,) 3¢

v €O

Oy _on. Mz(REP,) — M2(R§p,/ﬁl) = My(Rg/y) > g;

Fir g; = ¢p(7:) und g; = ¢y (7:) gilt dann
tr g; = tr; mod p

und
trg; = try; mod p’ = otr; mod o(p’) = otry; mod p.

Vertauscht man also geméf o : p’ — p die Primstellen p | p, so erhdlt man
eine Operation auf den Spurtripeln in SLy(F,):

(tryo0, tr 1, tr Yoo) mod p +— (otr 7, otr v, 0tr v ) mod p.

Fiir 0 € & induziert o einen Automorphismus von F,, d.h. (trv;) wird
auf ein dquivalentes Tripel geschickt. Vergleicht man die Verdnderung der
Spurtripel hier mit der Galois-Operation auf den Multiplikatoren, so erhélt
man

Satz 2.5.1. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 1.7.2. Ist dann X =
ker o, \U, dann ist
X7 = ker po(p) \U.
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Beweis. ~; habe die Spur v/ + /G und Multiplikator ¢;. Die Multiplika-
toren von g; = @p(7;) auf X sind dann ¢, und auf X hat g; die Multi-
plikatoren o(¢;) = ¢ und ¢; °. Der durch ~; induzierte Automorphismus g}
auf X7 hat auch Multiplikatoren (iil, somit ist g. konjugiert zu g;, wobei
G = ¢, bzw. 07 1(¢) = (. Fiir die Spuren gilt:

trgi = /G + /G modp

und
trgi = /G ++/G  mod p = o (try,) mod p.
Andererseits gehort zu o) (7;) das Spurtripel
(o r g, 0 My, 0 Hr vs) mod p.
Die Operation auf den Spurtripeln ist also jeweils die gleiche. [

Bemerkung.

e Da F' < FE der Definitionskorper der Kurven X7 ist, spielt eigentlich
nur die Operation von ¢ auf Primidealen in F' eine Rolle: Hat man zwei
Primideale p # p’ mit Rp Np = Rp Np’, dann ist ker p, = ker ¢y

e Zerfallen die Kurven X; aus 1.7.2 in mehrere Bahnen, wie in 1.7.5(iii),
dann beschreiben die ker ¢, nur die Kerne in einer dieser Bahnen.
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