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Zux Theorie allgemeiner Zetafunktionen. II.

Von

Paur Epstemny in StraBburg i/E.

In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung hat Herr Herglotz*®)
das Problem der Inhaltsbestimmung einer von einer analytischen Kurve
umschlossenen Fliche auf die Untersuchung einer Klasse von Funktionen

Z(sm=> @V n_0,4,8,12,..)

N

guriickgefiihrt, die eine nahe Verwandtschaft mit der Riemannschen
Funktion §(s) zeigen. Dies veranlafit mich, in der vorliegenden Arbeit
den Nachweis zu fithren, daf diese Funktionen in sehr engem Zusammen-
hang mit denjenigen Funktionen stehen, die ich in meiner ersten Arbeit**)
als Zetafunktionen zweiter Ordnung bezeichnet habe, so daf simtliche von
Herrn Herglotz gefundenen Eigenschaften der Funktionen Z(s,n) direkt
aus den Eigenschaften jemer abgeleitet werden konnen. Es wird dabei
eine Begriffsbestimmung der Funktionen Z(s, ) mit Hilfe gewisser Diffe-
rentialoperationen zugrunde gelegt, die sich — wie weiterhin gezeigt
wird — in sehr allgemeiner Weise auf Zetafunktionen belichiger Ordnung
tibertragen 1Bt

8§ 1.
Mit einer geringen Modifikation der in meiner ersten Arbeit ge-
gebenen Definition soll unter einer Zetafunktion p' Ordnung mit der

Charakteristik \“,’: Z’ Zpll zunichst die p-fache Reihe
v 2ri Xlmy by,
G919 9 _ . f,_i.___
(1) Z}hl hy "'hp (%-2' 2 ps
my mp P}
@((m+9)

# ,Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen“. Math.
Ann. Bd. 61, S. 551.
**) Math. Ann. Bd. 56, 8. 615.
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verstanden werden. Darin bedeutet

o(z) = > D' a9,

u=1 v=1

eine quadratische Form mit nicht verschwindender Determinante A, deren

reeller Teil positiv ist; g1, 9, - - ) 9p; Muy by, -+, b, sind irgend welche
reellen Zahlen, und die Summationsindizes durchlaufen alle ganzzahligen
Werte von — oo bis + oo; nur wenn alle Zahlen g,, - - -, g, ganze Zahlen
sind, ist diejenige Kombination der Summationsbuchstaben wegzulassen,
bei der der Nenner identisch verschwinden wiirde.

Die obige Reihe konvergiert, sobald der reelle Teil von s grifer
als 1 ist. Um die Zetafunktion fiir alle komplexen Werte von s zu
definieren, benutzen wir die Integraldarstellung

L R Py
x ® F(%—s) Z,i‘ (8)y =fdz‘z2 ﬁ‘g'(z)q,,
0

worin ﬁ‘i‘ (#), die Thetareihe p** Ordnung

@) 2@, =23

bedeutet. Fiir sie besteht die Transformationsformel*)

)z

wobei g die zu @ resiproke Form ist. Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir

4) %_%’r (1;—8) Z(%[ (g ——;/;lz . z];~1& li’ @)y

~nsp(g+m)+2mi X My By,
¢ -

”tp

—0ni Xl g,k
G

® . ell@=-t—
2 VA

@' f
—y

o0

—27”:29.“ Py ?LQ_:"_)_I
NN a] ”[@-
Va —gi e
1

und dies definiert: die Zetafunktion pter Ordnung fiir jeden Wert von s,
sobald nicht gleichzeitig alle Zahlen g und % ganzzahlig sind.

Sind aber alle Zahlen g oder h ganzzahlig, so gentigt es, sie alle
gleich Null anzunehmen, und es bestehen dann die Formeln:

") Wegen des Vorzeichens von VA vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen.
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1) alle g gleich Null:

®w

ezl o= fa oo,

1/«) pA-9)

+__ e

Va dz -z &, l(z)(p,
1

o

2) alle A, gleich Null:

w"?r(%S)zyg§<s>¢=WZ%;Tn+fdz # o)t ),
1
pA—s)

de-z * q(ﬁlgol(z);—l);

1
+ VA ]
3) alle Zahlen g und % gleich Null:

2s
2

R O Y A U [

+—E—/Zz-;~(lj)— ‘ ](;z)———l
VZ 1

Aus diesen Formeln erkennt man den fiir alle Zetafunktionen geltenden
Fundamentalsats:

5 o\ 9 e—2ni§g"h” 0 g 3
2 ps | ¢ 2 P\t —3§, A

®) = r(g)z‘h}(s)q, T (2 )zj_gja )5

Die Zetafunktionen haben folgende allgemeinen Eigenschaften:

1) Solange nicht alle Zahlen % ganze Zahlen sind, sind die Zeta-
funktionen ganze transzendente Funktionen von s.

2) Sind alle Zahlen » ganzzahlig, so wird die Zetafunktion nur fiir
s =1 zur ersten Ordnung unstetig, und es ist

r

27
p\Ss— 1
7 ( 5 )
3) Alle Zetafunktionen verschwinden in den Punkten

k
s———% (k=1,2,3,--).

® oz, + oo+ 65— 1) +

Y
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4) Fir s= 0 verschwinden die Zetafunktionen jeder Charakterlstlk
auBer wenn alle Zahlen g ganze Zahlen sind. In diesem Fall ist
—2mi Dy by
zig‘ 0 =—e ¥
Auf Grund der Bemerkung von Herrn Minkowski, die Herrn Herglotz
zu seiner Arbeit veranlaBt hat, kann man schliefen, daf

lims—1)Z]g gl @), ]
das Volumen des Ellipsoids ¢ (x) <1 darstellt, welches, wie bekannt,
mit wichtigen Sitzen aus der Theorie der quadratischen Formen von
p Variablen in engem Zusammenhang steht.¥)
Es liegt nahe, nun auch Funktionen aufzusuchen, die der Riemann-
schen Funktion £(#) entsprechen, jedoch ist der Fundamentalsatz (5) in

der Form, wie er hier vorliegt, dazu nicht geeignet, denn zu beiden
Seiten stehen zwei verschiedene Zetafunktionen. Definiert man aber neue

g’" (s), durch die Gleichung

Funktionen g

iXg.h g 1 —niZg,h
(M) VA& Do M2|h}<s>q, AR [0S OR
80 1ist zunichst .
® JHIOIREIOn
und der Fundamentalsatz erhilt eine Fassung, die ganz genau dem Satz
iiber die Riemannsche §-Funktion entspricht, daf ndmlich das Produkt

ps
) 8
L HHIO

bei der Vertauschung von s mit 1 — s ungedndert bleibt.

Zur Integraldarstellung dieser neuen Funktionen, die wir hier nicht
im einzelnen ausfithren wollen, wird man an Stelle der bisher benutzten
Thetareihe ebenfalls eine modifizierte Funktion

ni Xy —ni X, h
7 g 1 AN _ 4.l
(9) VA e ﬂ‘h!(z)¢+;17_;e 8,_9‘(2)(;—;@“'(5)0,
gy h

e‘h ‘P—O‘—gl @

und die Transformationsformel lautet

einfihren; es ist dann

of¢] @, = < Folz| (2),

*) Vgl Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 122 u. 8. 198; Journal :ﬁlr Math.
Bd. 129, 8. 254 ff,
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Setzen wir jetzt
s =3 + 1,
go ist die Funktion

10) §%ﬁw2r“ﬁﬂ®—ﬂkm

eine gerade und ganee tramseendente Funlktion von t, fir die man bei
allgemeiner Charakteristik die Darstellung hat:

g}zl(t>qz=~ (‘1“*‘ tz)/e}zl (z)g,oz%_l cos (%Elogz) de

Sind aber alle Zahlen g und % Null, so ist

o205y

(i) f ol 2054 om

1

Daneben besteht die fiir jede Charakteristik giiltige Darstellung

N Ti et 9 -5 Pt
(11) glz, (t)cp=1?/%(z 0 ‘hl(z)‘p)z cos (—2— 1ogz) de,
1

und so ist auch hier der genaueste Anschluf an die Riemannschen Ent-
wicklungen gewonnen.
Alle £-Funktionen besitzen als Funktionen von # die Héhe Null

§ 2.

Der allgemeinen Zetafunktion zweiter Ordnung wird die quadratische
Form

1) 9 = az®+ 2bzy + ¢y’ = a(z —wy) (z—o'y)

mit der Determinante

A=aqc—b
zugrunde gelegt. Dabei sind
b VA . b YA
® om— 2B, g2 0B

die Losungen der quadratischen Gleichung as®+ 2bz+c¢=0

Mathomatische Annalen LXITL 14



210 Pavr EesteIN,
Die Elemente der Charakteristik sehen wir als verdnderlich an und

vy Y

| ferner schreiben wir zur Abkiirzung
t4

bezeichnen sie mit
1

my Uy + Mythy = [mu]
und weiter

3) (my + 0,) — @ (my + vy) = [m + ]

und haben dann als allgemeine Zetafunktion zweiter Ordnung
2m[mu]

(5o = 22 g(m+o)

Eine besondere Eigenschaft dieser Funktionen, die fiir Zetafunktionen
héherer Ordnung nicht allgemein zutrifft, besteht darin, daB sich die
mit der reziproken Form g gebildeten Funktionen auf Funktionen desselben
Arguments s zur Form ¢ zuriickfihren lassen. Es ist nimlich

fy v
qu Uy

4)

©) g = % (ca® — 2bay + ay),
und man sieht leicht, daf

(3)(7, =A'Z|™ 93 91

(6) ' 9 9s | (s)

ist. Aus diesem Grunde lautet der Fundamentolsatz fiir diese Funktionen:

), = o pamar (1—g) Z | T
¢ AT | vy, —

Yy Vg
Uy Uy

() =T (s)Z

Sei nun @ irgend eine Funktion, die von der Form ¢ und den
Variablenpaaren u,, #, und v,, v, abbiingt; wir definieren dann zwei Diffe-
rentialoperationen:

Do = P 4 2mi(o, — wvy)®,

’___.—m_a___
3u2
D(D—oo

®)
801 + 81;,

und stellen zunéchst fest, da diese Operationen vertauschbar sind:
9) DD,® =D, Do.

Wenden wir sie auf die Zetafunktion an, so ergibt sich:

10 u | (5), = 2wi ’[”‘+”]‘”"’[”'“l
a {CREE
. 27i[mul
DZ || ()= —2siVA D %,
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also
11) Dlz Y1 ”2 ’vl 'u2

| @) =-sVA1)z

L (84 1),

Es lassen sich also die Operationen D und D, bei der Zetafunktion
aufeinander zurtickfiihren, und man braucht nur eine, z. B. die Operation
D, beizubehalten. Die n-malige Wiederholung der Operationen liefert
noch nach (11) die allgemeine Formel

Drz| %)),

— (=P DE+2) <s+n—1>(V{)

Man erhilt nun unschwer

; 72 Ailmu]
DD

. €n .
and wird so — wenn man noch s -+ < an Stelle von s setzt — zu einer
Reihe von Funktionen

(12)

’”1 ”2

(s + ),

")1 '”s

(13) Dz

Uy Vg

n?m[mu]
oy g (3’”)¢p=22[m+v] a2z ! =123,
g(m—+v) "2

gefithrt, die wir als abgeleitete Zetafunktionen bezeichnen.

Unter diesen Funktionen sind die von Herrn Herglotz betrachteten
als ganz spezielle Fille enthalten; es liegt ihnen die Form 22 + 4% zu-
grunde und es sind nach Ausfiihrung der Operation D" alle Elemente der
Charakteristik Null zu setzen.

Den Fundamentalsatz fiir die abgeleiteten Zetafunktionen findet man
durch Anwendung der Operation D auf Gleichung (7). Dabei ist zu be-
achten, daB in den beiden dort auftretenden Zetafunktionen die Elemente
der ersten und zweiten Reihe der Charakteristik vertauscht sind; dies hat
zur Folge, daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D,
auf der rechten nach sich zieht. Man erhdlt so:

(14) Z

— 27 [uo]

2T DZ| %2 (5),= a0 (L =) DZ | T 2t (1=s),,
172 -1
A
oder mit Benutzung von (12):
w TS DZ |2 | (9,
— 271 [uv) —
I v (B2 20 a

A
14*
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Setzt man jetzt s+ % an Stelle von s, so ergibt sich der Fundg-
mentalsats der abgeleiteten Zetafunktionen:

vy Vg
Uy Uy

T (—7-’— + s) Z (s, m)y

(15) _ :jm[:v] i 3”-( + 1___3 Z l Uy

o — 1, (1 — s, ),

8§ —=

A

Werden durch die Gleichung (14) die abgeleiteten Zetafunktionen nur
innerhalb der Konvergenzgebiete der jeweiligen Doppelreihen dargestellt,
so kann man aus der Definition mit Hilfe der D-Operation schlieBen, daf
diese Funktionen tiber alle Werte von s fortsetzbar sind. Will man all-
gemein giiltige Integraldarstellungen haben, so geht man von den ent-
sprechenden Darstellungen der urspriinglichen Zetafunktionen zweiter Ord-
nung aus und wendet auf die dort auftretenden Thetareihen die Opera-

tionen D und D, an. Setzt man

(16) D D It ofermetntimitnd — g L (5 ),

my My
so ist

, . AR
Do ”1 o ' (2)y = @mird | 20| (5 m),
und es besteht die Transformationsgleichung
— 27i{uv]
A . € — Uy Y 1
9 ul/,; (z, %) (—- 1) ;ﬁl—(ﬁw i 1 ,v:____ 'Di (E; ”>q’.

Hiermit findet man leicht die tiberall giiltige Integraldarstellung*)

ZtTFT (s+ ) ”‘ ”’ (s,n)q, fdz AtEle | ”’!(z, "),
(___ 1)ne—2nt[uv] —u " z
+ S f a0 Tl ),

1

aus der man nochmals den Fundamentalsatz (15) ablesen kann. Man er-
kennt hieraus auch, daf alle abgeleiteten Zetafunktionen gamze tramszendente
Funktionen von s sind, und es folgt dann weiter, daB die Funktion

z 1’1 % (3’ n) fir s = — —2~, — (%‘- + 1), - (—;5 + 2), -+ » verschwindet.

*) Man sieht ohne weiteres, daB man bei den speziellen von Herrn Herglotz
betrachteten Funktionen mibt einfuchen Thetareihen ausreicht.
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§ 3.

Will man die Entwicklungen des vorigen Paragraphen auf Zetafunk-
tionen von beliebiger Ordnung ausdehnen, so wird man in folgender
Weise vorgehen.

Es sei ® irgend eine Funktion, die vou zwei Reihen von je p Va-
riablen wy, Uy, =+ 1y Uy, Vg, Vg, * -, Uy, SOWie von den Koeffizienten -einer
quadratischen Form ¢(z) = ZZa,,x,2, abhingt. Bs mogen dann zwei
Diﬁ’erentialoperationen definiert werden:

A .,
po=t 2 fm + 5 M o+, Fu, +2mi (80 By vyt o+ E0,) O,
® 2 0

Do = xla” +x2av+ -l—xpav,

worin die Koeffizienten &, -, §,, #,- -, «, in noch niher zu bestimmen-
der Weise von den a,, abhingen. Wir verlangen nun zuniichst, daB die
Operationen D und D, vertauschbar sein sollen, und finden leicht, daB dann
die Koeffizienten die Bedingung

(2) %1x1+§2x2+-~—!-§pxp=0
erfiillen miissen.
Wir wenden jetzt diese Operationen auf die allgemeine Zetafunktion

2m{mu]
@ = 2 2

" g(m+-v)®

1@1 102...

Loty g -
an, wobei
[mu] = myu, + mgug + - -+ + myu,
ist, und finden, wenn zur Abkiirzung

(3) E (my + vy) + Ey(mg +v5) + -+ + ’:'p(mp +v,) = [m + v]

gesetzt wird:
4) DZ| Y| (), =2mi > . >R fmtole ™~
9 (m+ v))

27ti[mu)

Dagegen wird:
= —ps 2 2 Yo (my + o)+ - +?/p(m +7,) it

+

((m—i-v)

und darin ist
Y= Uy @y + Qe %y + - + T,
Wir stellen nun die weitere Forderung auf, daf diese y, den Zahlen
§ proportional sein sollen, d. h. es sollen die Bedingungsgleichungen
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Paur Ersrem.
%% + a« -
1 @ @t toaa, — b
(5) a21.x1 + a22 xﬁ + .. + a’pxp = “58’
Oy %y + ap2xs + -4 @y T, = y’gp
erfillt sein. Dann gilt fiir dze allgemeine Zetafunktion der Satz:
®) Dz

(s)(pz—&'i.pz!j;i(w%),

27w @

80 dﬂ:SB_ Zich also die Operation D, auf die Operation D zuriickfihren lift.
1N

v
w

— 1 dA

%= A 74,
die Koeffizienten der zu @ 7reziproken Form @, so ergibt die Auflssung
des Gleichungssystems (5):

1 . _ .

) ;—x,.= by + @Tyo by + -+ - + ‘7.-,,5,,; (=1,2,---, p),
und wenn man zu (5) und (7) die Bedingung (2) hinzunimmt, so sieht
man, daB durch Einseteung der z, - - -, z, die Form @, dagegen durch Ein-
setoung der &, - - -, &, thre Reziproke sum Verschwinden gebracht wird, also

(8) p(x) =0, () =0.

Solche Systeme der x und & lassen sich allgemein in folgender Weise
ermitteln. s sel
)] L= + CiaZp + -+ Cpe, (1=1,2,.., p)
eine lineare Substitution, durch die die Form ¢ in eine Summe von Qua-
draten tibergefithrt wird, so daB also:

(10) p(@) = 2,7 +2° + -+ 2" =1(2).
Nun ist nach (5)

sind also ¢,, die Elemente des zum System der (c;,) reziproken Systems,
so ist
11 pk=7C,0 + Coi22 + -+ 07, (=12,.--p).

Die Gleichungssysteme (9) und (11) stellen lineare Substitutionen vor,

durch die, mit Erfiillung der Bedingung (2), die Formen ¢ und @ simultan
in eine Summe von Quadraten tbergefihrt werden. Nun verschwindet
die Form f(z) fir solche Werte der 2, -, 2, die durch eine ortho-

gonale Substitution aus den p'** Einheitswurzeln ¢, &, - -, ¢, hervorgehen.



Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen, II. 215

Sind also g, die Elemente einer orthogonalen Substitution, so hat man
in (9) und (11)

(12) Z=Qu& T Gade T+ Qs

gu nehmen, um Werte der z und & mit den gewiinschten Eigenschaften
gu erhalten. Zu jeder Form ¢ gehﬁren also in vollig angebbarer Weise

3 Loy -
Systeme von 2p Zahlen (51, b &) ) die die Bedingungen (2) und (5)

erfilllen, und wir knnen sagen: Die Zahlen der ersten Reihe fiir eine

Form @ sind Zallen der eweiten Reihe fiir die resiproke Form g. Die
GroBe p bleibt unbestimmt, aber eine Vergleichung der Formeln (5) und
(7) zeigt: Wihlt man zu einer Form ¢ die GroBe u, so gehort zur rezi-

proken Form die GroBe -‘1;
Wir definieren nun die abgeleiteten Zetafunktionen, indem wir

e 5),2

Uy Uy

1
—DrZ
(13) @n)" D

CAEIEE

”p (37 n)cpl
Yp
(%=1,2,3,"‘)
sotzen, und erhalten fiir sie unschwer die Reihendarstellung:
,v]n 271i[mu]
14

[m 4 o]" 7"
(S ”)q’ 2 2 -(m+n)
"e g(m+v)
Zur Ableitung des Fundamentalsatzes fiir diese Funktionen haben wir
zunichst durch wiederholte Anwendung der Formel (6):

()

wi\"® ps (ps ps ps 29
-G EE+)E+2) - Ern-y) (+3),
Ubt man nun auf Formel (5) in § 1 wiederholt unsere Operationen
aus, 8o ist nach den obigen Festsetzungen iiber die Zahlen 2 und ¢ klar,
daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D, auf der

rechten nach sich zieht; man erhdlt so mit Riicksicht auf (15):
-
x® *T (13;)
e Bmilesl _RAZD_ g g u
_(7) VA x l'( 2 +")D"Z]—'u
und wenn man jetzt s 4 % an Stelle von s einfiihrt, so folgt der Funda-
mentalsats der abgeleitelen Zetafunktionen®):

1“1'.

(15)

(1 —s+ 27?);,’

*) Die unbestimmt gelassene GroBe u tritt hier, wie in (15), nur scheinbar auf.
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x :T (p—s—;—-@) 4 j; (s, 1),
\n g—2milus] _ P19 _ |
- () ““st!“ rEETAEN 2| sy

Diese Funktionen sind, wie man aus der leicht angebbaren Integral-
darstellung ersieht, sfimtlich ganze transzendente Funktionen von s, und
die n* abgeleitete Zetafunktion besitzt reelle Nullpunkte fir

StraBburg i. E, Februar 1906.
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