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,_ Vorwort .. 

E:iciCel (20] t [21] t [22J t (23] ,(24] t [25] entwickelte 19'1 
ein Verfahren zur quante~echanischen Berechnung zahl
reicher Eigenschaften von zr-Elektronensystemen. Obwohl 
die Theorie halbtheoretisch ist, hat sie einen wesent
lichen Beitrag zum Verständnis solcher Eigenschaften von 
ungesättigten und aromatischen Verbindungen geliefert, 
die dem Grundzustand der Moleküle zugeschrieben werden 
können, so z. B. der Resonanzstabilität und der Rea~ti
vität. Doch ist sie nur in der Lage, die Eigenschaften 
dieser Verbindungen richtig zu beschraiben, die durch 
angeregte Zustil.nde der Moleküle oitbestimmt ver'den, wie 
z. B. die Spektren, wenn man .für das Reso.o.anzintegral 
einen entsprechenden Wert verwendet, der von dem r~ den 
GrWldzustand benu.tzten bedeutend ab .. 'eichell ~a..n.a... Im er
sten Abschnitt der vorliegenden ärbeit wird die Hüc~elt
scbe Theorie der N -Elektronensysteme diskutiert. Einen 
llur annähernd vollst:indigen ~;berblick über die Beiträge 
zu dieser Theorie z~eben, würde den Rahmen cer Aroeit 
überschreiten. Daher wurde sich im ~esentlichen darauf 
Deschri.QJct, die GruDdgedanken und die Nä.b.eru..D.t~en des Ver
fahrens klar darzustellen und ~itisch zu betrachteIl, 
sowie die AnwendungsmöglicbÄeiten zu beschreiben. 

Bartma.un (18] bat 1960 eine Erwei teru..o.g der Hüc1.el '
sc~en Theorie vorgeschlagen, die auch solche Eigenschaf
ten ungesättigter UDQ aromatischer Verbindunsen richtig 
erraSt, die aur der Beteiligung angeregter Zustände be
ruhen, wie BA Beispiel der Spektren gezeigt wurde. la 

zweiten Teil dieser Arb~it wird die HücKel-Rartmann'
scne Theor~i der ~-Elektronensysteme dargestellt und 

die Ergebnisse mit denen der HücKel'schen Theorie Ver
glichen. 

Bartaana selbst hat aie Er~eiterung nur rür gleicb
atoaige .r-&lektro.llensysteae u.Dd unter zahlreichen 
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Ver.nachl::is~dEUD.~en durchgefü!:rt. Dieser Umstand u.nd o..i.e 
we.oigen zu eier 'l'Leorie erst vorliegend.en Arl:le:,. ten[42] , 
(;5J ,[:~3) t [2] ,(3] ,( 19] ,r 47) ,[58] liel.1en es wiinschellS"!er~ 
erscheinen, die HÜcKel-Iiartman.n· sehe Theorie der ." -.in;;~
tronensysteme systematisch und in möglichst allgemeiner 
Fora zu disk~tioren. Im dritten Abscb~tt der Arbeit 
wird daher eine Generalisierung der Eüc_el-Sartmann t

-

sehen rheorie durchbetübrt. ~t Eilte des entwicKelten 
Vertahrens wird auscr.ließend der einfluß der Gberlaf.·fun
gen auf die Ergebnisse untersucht und eine Erweit;rung 
der HÜCkel-Bartmann·schen Theorie auf heteroatomare 
~-Elektronensysteme angegeben. 

4. Einleitiu.o.g. 

Um Informationen über den Zustand eines quautenme
chanischen ~ys~ems zu erhalten, muß die Schrödingerglei
chung 

gelöst we.;:den, in welCher.,1:{ der dem betrachteten System 
zugeordnete Bamiltonoperator ist. Nur für wenig., sehr 
e~acbe Probleme läßt sich diese Gleichung exakt behan
deln. Bei der überwiegenden Anzahl von Untersuchungen 
ist ~ auf Approximationen und Näh~rungsverfahren an
gewiesen. 

Be1 den Approximationen kann eine tlnterscheiduag 
de. Vori::;.ehens vorgenommen w:::rden, eiie darauf be.::ur.:.t, in 

wieweit bei der BehaDdlUDg der Schrödingergleichung (4,1) 
mathematische Vernachlässigungen ia Hamiltonoperator~ 
oder in der Gesamt.ellen1'unktion~VOrgeno~en werden. 
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41. Einteilchennähs~ung. 

Betrachtet man zuerst bei exaktem Hamiltonoperator~ 
die Näherungs funktionen , so können diese durch Funktionen 
darbestellt werden, die von einer kleineren Anzahl von 
ElektroneD.koordinaten /7/ abhängen, als im Hamil tonopera
tor auftreten. Offen bleibt dabei noch, wie die Gesamt
wellenfunktiO~ ia einzelnen aus diesen Teilfunktionen 
zus~engesetzt wird. HauptSäChlich haben bisher Funk
tionen Verwendung gefunden, die nur von den Koordinaten 
eines Elektrons abhängen, sogn. EinelektronenfWlktionen 
{If(171. Die GeSamtwellenfW1ktiOnf ka.D.n da..a.n in der Form 

(1;2 v) Ie.;: .. ,//) '" ~ (-.-I) Pm fJ., s1 (.I) f14 (2) " · ~ (/J) 

bzw. als Deterffiinante dargestellt werden 

rIt('!) "'(2) .. ' ~{/J) 

~~ ("j ~)(2) ." {l5, f7) 

Dabei iat ~ der Peaautationsoperator UDd /7 die Anzahl 
der Elektronen. Yersiehtet .an auf die Antisymmetriefor
derung an die Gesamt.ellenfWlktion f, so läßt sich die-
se als e1n.f'achea Produkt aller Ei..D.elektronenfWlktioJ18n #11') 
aufschrei ben 

Da de. Paul1prinzlp teilweise zu genügen, wird an die 
Orts&J1teile der E1Delektrone~unktionen die lorderung 
gestellt. daß höchStens zwei gleicb sein dürfen UDd ver
schiedene 1UAkt10DeA orthogonal aufeinander seiA sollen. 
Man be.elchnet dies vorgehen als R1DelektroAennäheruag. 
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42. !.iethode der M'..llek11z'.lst_~nde. 

Fact immer l:ann die Behandlung der Schrödinger:.:..,lei
cl",ung (4,1) betl::':,chtlich vereinfa.cht w~I'den, VleLlll auch 
im Bamil tonoperator ff Apl-roximationen zugelassen wer
den. Eine ~öglicbkelt besteht darin, ~ie EleKtronenwech
selwir~~ zu vernachlässigen. Der Hamiltonoperator~ 
nimmt dann die Form einez' Summe von gleichen E~nelektro
nenoperatoren B an. Damit 1st die Schrödingerbleicc~ 
separierbar geworcen. Man geht weiter so vor, daß die 
Gleic!lUD.~~ Eelös:; wird UDd die einzelnen Ener iezust~e 
ents~rechend dem Pauliprinzip cit Elekvronen besetzt ~er
den. ~ie Gesamtenergie ergibt sich in ~~eser Form der 
Näherung als Summe der Einzelenergien und die Gesamt~el
lenfunktion als Determioaote oder unter Verzicht auf die 
explizite Berücksichtigung der Antisymmetrieford~rung 
als einfaches Frodukt aller EinelektronenfUDKtionen. Die 
Elektronenwect:sel1fir~ung läßt sich bei diesem Vorgehen 
insofern nOC!l teiL .. 'eise ber.ic.lcsichtigen, indem man 1m 
Einelek:ronenoperator ein durch eiie Wec!1selwirkWlg der 
Elektronen modifiziertes 2JinteilcfLenpotential verwendet. 

Betrac!ttet man in "ieser Näherung i1.tom.e, so sind 
aie Einelektronenfunktionen um das Zentrum des jeweili
ßen At~ms aefiniert. Solche Einelek~ronenfunktionen wer
den als Atomfunktionen bezeichnet ( angels.: atomic or
bital, AO ). 

Bei Molekülen i t dagegen zu erwarten, daß die &1.0.
elektronenr~tionen nicht mehr ausscnlie&lich um die 
A~ome zentriert sind, sondern daß auch FunKtionen vor
liegen, die der Tatsache der c~effiischen VercinlFUDg von 
Atomen zu einem MolekÜl Rechnung tragen. Solche Funk~~
onen nennt man :oleküleinelektronenfunktionen ( angels.: 
~olecular oroital, MO ). In diesem Fall • gehören • die 
Elek:ronen nicht Dlehr den einzel~,ell At .sent sond,~rn ~em 
Iolerll als ganzem oderreileA davon. Man .~richt dem
entSprechend von MolekülzustäDden UA4 bezeichnet die.e 
Darstellungs.eise als Metbode der MolekülzuatäDde (angels.: 
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molecular orbital mct~od, UO-met~od). 
Eine weitere MÖc,lichReit der Al,proximt:t~on im Hrutil

tonoperator H besteht darin, ü.ie T,':ir.t>.ung besonder-s stc:.rJi. 
lo~lisierter Elektronen auf die anderen durch ein ef
feKtives Poten;;ial zu ersetzen. Dies K8...O.n z. B. da~~urch 

geschehen, daß ser-r ~ernnahe ~lektronen weggelassen wer
den und die KernladungszeIll des entsprechenden Ato .. um 
die Anzahl dieser~lektronen vermindert wird. Man kann 
dieses Verfahren noch weiter treiDen und nur die äucer
sten Elektronen, die Valenzelektronen, von jedem At0m 
berücksichtigen, die sich in einem sogn. effektiven Po
tential befi.nden, das ent'tfe,~er aus der statistischen 
Theorie erhalten, oder, analytisch angesetzt, an expe
rimentell zug~Dglichen Größen des betrachteten Sys~ems 
vustiert wird. Bei MolekÜlen mit ~-Elektronen ist es 
üOlich, diese im effektiven Potential aller AtomrümFte 
und 6 -Elektronen befindlich aufzufassen. 



A. Die HUciCel'sche Theorie der 
// -Elektronensysteme. 

51. Di.e Büc~el fsche Theorie. 

511. Gru..odgedanken und Näht:!runsen• 

1929 verwendete Bloch(41die i.ethode der lAolekülzu
stände als erster zur u.ntersuc~ung des Ve:"b.altens von 

Elektronen in. deA periodischen F:raftfelde.t'n von ;':ristal

len. HÜckel[20] .. [21]t[221,[2~]diS.lmtierte da..rw. 1931 im 

Rahmen aes Bloch' sehen Verfahrens die EigenschafteiL TOll 

unges:::'ttigteA Wld aromatischen Veroindun[en. ~egen ihr3r 

Bedeutung für di.e ore;:a.nische Chemie/sowie um das VerstäLa

nis der nachi'olgenden ltberlegUll.t;en zu erleichtiern, soll 
die BUc,;,,,el' sehe Theorie der i{ -Elektronensys teme hier so
weit wie not7'lendi(; dargestellt werden. 

Das RücKel' sChe Verfahren betrachtet ein terausge
griffenes ?T -Elekt.l'on des Moleküls wechselwirr.;:ungsfrei 

in einem ef'fekt1ven Potentialfeld Li • Es we: den also 

die well.:.n.fu.n.lttionen !t. U.Dd die Eigenwerte C;. als LösWl

gen einer EiAtellchenschröaingergleichung 

gesucht t IIli.t dem Hamiltonoperator 

".. 

I.n dieser ra.herung ergibt s:.i. .. h die GesUltenert;ie C der 
/( -i!:lelttroIl6n als Swune der Eil1elektrOl1ellenergiel7 C; 

.enn die •• Zuatä.ndet mit de. energetisch tiefsten begi.D

DeM, e.ntap.reCbell4 de. Paulii-'rinzip besetzt .erden. Da

bei De4eu'th n;. 4.1. Be.etzWlgszahl u.Dd kan.n die Werte 0,1 
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oder 2 un.n.~!.:..fucn. Die GesaLt·,; .. cll~ll_t- .!U.ticn lii.:.. t sic!~ ::"h

rerse:.ts &.15 1}et~,:·:...iu::..nte t.zw. :lLI.tl;:;r Vc.;.~zic:.t a.uf' c.:-e 

lultisym.:o::.ei,;,I°iefora."-l1JIlb als ei.ufa.cl~e.s Prod.ukt aller Wel
le.nf~tioL.en cJ,- in der Form 

_ /1-

p=I!~' 
I 

darstellen. 

51~1. Das Potential. 

Das effektive k\uleKülfeld tl kann in :tfäher:ulg als 
Summe von z'.vei Anteilen j/ LInd j/ I gesc1-;rieben werden 

wobei die Unterscneidung de~ beiden Potentiale, in denaa 
sich ein heraus~egriffenes 'l'-Elek~ron befindet, d20ach 

getroffen wird, ob das Potential von den AtcmtrQm~fen 
UD4 dem C -Elektronenßerüst herrü .rt ()Y) oder von den 
übrigen /1 -Elektronen erzeugt wird (j/'). 

Besteht das Molek~il aus /v' Atomen, so .k.a.nD. j/ näbe
rungsweise als auf die einzelnen Atome verteilt gedacbt 
werden und man arhält 

wobei sich J/~ auf du Atoa A bezieht. Mall ~ ~ als 
das effektiTe Po;;ential des Ät~ .. >- interpretieren, in 
welch.m sich ein q--Ilektrun befindet, wobei die übri an 
Atuae UDd ~-lle&troDen unendlich weit entternt siDd)so
Wie der ValeAZz~stan4 des entspreChenden Atoms k~DSt11ch 
aufrecnterhalten UDd der lintluß der 6-BindungsäDderung 

Ternaer~ä8s1S' w1r4. 
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bescbrär.iJzt ') 6.aß jede,,s der N-[l,,'Uome e:Ln. q-Dlekt.rön lie

fert, soerh:,:lt man .:a.!i.herungsl \1eise 
/v' 

r l 
:=< Z- r;1 

;;'-:=,4 

Darsiell. auf. Q,as Atom ~ bezieneme P',ail yj des effek .... 
tiven Abschir:m:yotentials Vi ka..nn als ein Feld al1.fgefaf$t 
werden, welehes die Übrigen 7T -l;}lektr-Qne.u a:m Atom ;X er
z~1l~e:a .. l4Ilt Hilfe einfacher 'i.Jbe.t'~egunge.tt läßt si.ch die 
~ '''Ci''· ~ .. t -t..'"",! J/I ~~ • .N0 Jt~ ,.' .... l'h urQ.we tll.eses ;t~O, eIlvl.Q.OI.S y" nur J.w:" u,l.e unml,1';v6.'· var~ 

UmgebtUlg " eines Atoms :A sowie .für tt grof$e Elltf'e~n.u.nge.tL ~t 

Vom Molekül abschätzen. 
Befindet sieh das heratlsgegl'3,.ffene ;r ... ·Elekt.ron. in 

u.m.nittelbarer 'Umge'bung des At·om.$ ~ • so folgt auf Grilnd 
der Intel.'p.retati.o.a des effektiven. A.bscb,1.rmpotentlals 'I:1Ild 

ut:ell' Be:clicksiehtigll.llg der e lektrostia.t1sctM3A 11. GS"f;ofihlng 

der T-Elektronell untereinander * daß das Potential in 
diesem. Gebiet sehr klel.n S61.11 muß. Es seh.ein:t dah,er in 
gutel! liäherU:Ilg gerechtfertigt!) für das am einzelnen. At:om
zentrum '" wirksame effekt i ve Potential 0. 

i.a diesem Fall das des A:tomrwnpfes und der ~-El$kt.t"on.i!:Hl 
2'i+etzen[4] .. 

('1-') 1/:) = ~ 
Hä.lt sicb das her8.usgegrit"fe4& E -Elektro.li dagegen 

in tJ g~ßer En:ttel."n.w:lg' tt vom Molekül auf $ so (i,arf maa 
mit Sicherheit annehlteti.'t daß sieh di& \ibriigell. r.Elek
tronen. so ül;H~r das Malekül verteilen, daß sie dieei;n..... 
zelnen Pote,ntiale im 'Wesent11ehen gleichmäßig abschir
men. B$sehränkt man sieh auf gleichatomige Systeme. so 
heißt das,. daß 4i& Vertei.lung der- übrigen 7i:" -Elektronen 
auf die ei,nz·el.nen. Atome des Moleküls näberungsweise gleich 
sein muß. DfU's,us folgt ,fitr das Absehil.'l'llpotent;i.al t0. t 
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und man. erhält t:ir das am einzelnen. AtomzentrUll. Ä wirk
same effektive Potential t.{~ in diesem Fall 

Diese '::;ZO"ebrdsse decken sieb. mit den rür das Äthylen von 
RuchC'S1WJd für das .Beuol von v. Draan.ell und Ketelaar[12] 
angegebenen. Für heteroatomare Systeme lassen sich aus
sageA rür die Größe des effektiven Abschirmpotentiala nur 
mit HiLfe der von PreuB[~~lbereits in allgemeiner Form 
durchgeführten Selr-conslstent-field Rechnungen gewin-

nen u.od allld .Dicht :lehr so ein.t'ach a.ngebbar. 
Die Präzislerung der verwendeten Begriffe • unmit

telbare Umgebu..og n und 11 grof;$e Entfer'nung ft) sowie die 

Bestimmung des effektiven Potentials r:lr den Jbergangs
bereich erweist sich als sehr schwieriGe :.ies8 Fragen 
lassen sich n.ur durch eine en~sprechende Modellrechnung 
mit einiger Sicherheit klären bzwe mit Hilfe der BOP Rech
nung, bei der Po::'entiale dieser Art erhalten werden. 

5112. IIO-LCAO lraheru..og. 

Die exakte Behandlung der Schrödingergleichung 

mit de. Hamiltonoperator 
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ist nur fJr Probleme mö:lich, deren effektive Potentiale 
von sehr einfacher Form sin.d. Dies i~~t bei _~ol, .. külen 

nicht der Fall unJ man ist d&.cr (;~uf ·,~'eitere Häheruncen 

a.ng;:;r.iesen. 
Betrachtet man ungesättigte und. ,.!·u:n.c.;~iF·che Verb::"n

dun.:->en, so müssen wegen der freien BeweLlich!;::ei t der 
.;r--~lektronen im :,:olekül bzw. Teilen davon eie -::e1len

fun!:tionen P dieser Elektronen Molekülfunktionen sein, 

die sich über die entsprechenden Teile erstrecken. Eine 

Möglichkeit, diese Funktion~ ap~roximieren, besteht k 
darin, sie als Linearkombinationen VG:l AtomfWlktionen ~" 
darzus'.;ellen, die am Atom :x ~entriert sind und zum I:.ner

giezust8.1ld k behören ( angels.: linear combination of 
atomic oroitals, LCAO ) 

Führt man noch die AbkÜrzung 

'X,ir 
l 

AI 

:rZ-
"'=.-( 

ein, so l:.;..et ::ich der A.nsatz (5,12) etwas v~reiafachen 
u.ad man erhält 

Dieser l'ä.!lerung liegen sehr einfache JberleLungen 
zu Jrunde. ~~ beschränkt sich dazu auf an den eiuzeInen 

Atoaen A wirksame effektive Potentiale, die in unmit
telbarer UmgebUDg der AtOlle sehr stark. negativ sind, mit 
dem Abstand Tom Zentrum aber rasch ansteigen und scbon 

in ~tfernungen von der Größenordnung des halben Biu

dungsabstaades kl~in sind. Diese Beding~en dlrften er
füllt sein, wenn man nur die • unmittelbare Umgebung • 
der Atome betra~htet. Dann darf man in guter Näherung an
nerunen, daß das Verhalten eines freien Elektron..q ia ef

fektiTen Molekülteld ~ in d~e.er • unaittelaaren Umge
bUDg • de. Atoas A 18 Wesentlichen durch das 



~ u~ 
pOGer.~ial t/A b6;:~'ti~:un: ':'1.:...rd. Dies T1oteJ1-jial V' r t,-o.:.:.:..nte 

c·.u'c:: '::,as er "::'ekti va Pote:J.tial ~ api rox:i.mt.:lrt "·~ruer.:. 

das als das ?otential interpJ.'etiert ~·;u.rd(), in 'lelctem 

si~c ein ;r:31ektron befindet, währenj ,Jie '1brigen Atome 

und ~-~lekcronen une:~lich weit entfernt cinJ und der 

Valenzzus t .. ,nd des entst:rechenden Atoms k·in.s ~lich auf-
/: 

rec::t:;''':L'h~lten wird. 1"'1e i?iE;enfunktionen ~ ,Uld die Bit,.;cn-
... I: , . n be' , I- S hr"d' v;ert.e L. ;:"l.eses ,:~ystems rec:Ul€:n. S..!.c, , aus Jer C 0 l.n-

ger:..leicrnJl\;: 

Unt~r den angegebenen EinsChrän.Ku.ngen darf r[!an daber er

warten, daS sich die EinE:leL~trone.nmo1ekijlfunktionen ~. 
aer trdien I:lektronen in gutt::r Nilllerung .::..1s *Linearl::umbi
nationen der Eine1ektronenatomf~;tionen ~ d~rs~ellen 
lasaen[41· 

In der Hüc~eltschen :heorie der ~-~lek~ronensyste

lila besc!:ränkt man ~ich darau.f, ,t!9 ;~;olekl1fu.n.Ktionen 

nur ':..u-ch die Linear~omcinationen je einer i. ',jomfU!1Ation 

pro Zen~rum darzus~ellen. Dadurch v~reinfacht sich der 

A.aaatz (5,12) zu [4] , (20] • 

-(J7 41) ~. 
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5113. Die Atomi'u.n.I::tio!J.en. 

In der RücKel' schen Theo.l'ie i,c;t oishe.r im Allte!:;ci

nen ~eine eXflizite l~abe und Benutzung der Atomfunk
tionen erfolgt. Man hat sich vi~lbehr da~it begnügt, s~e 

als dem f.z-'!!yp zugehörig zu betrachten, wOtJe1 das Koordi
natensystem. so ausgerichtet sein soll, daf.:i die 2 -Ac_',se 
se:-..krecht auf der ;'1iolekülebene steht. Auf die Verw€.ndung 

dieser Fullt,tionen als Atomfun.r .. tio~en wird .:nan schon durch 

einfache ttoerlegungen cef~~rt. Beschränkt ~ sich ~ie

derum auf die " Ull.-:J1ttelbare O:!l(..,ebung; " der atome, so 
wird dus Verhalten der ~Elektronen durch d1e Schrödin
gergleichung 

beschrl.eben., ~araus bereci".llen S~ch die zugehöriE.en 3igen
!UDlttionen '1"). \l..Qd Eigenwerte tC • Iflan dar! nun erwarten, 

daß die Eicenfu.w-;.tionfM! t]. zum energetisch tiefsten .. 
freien Zustand L die geei~"netste AtomfunKtion zur Bil

dung der Linear~ombination (5 .. 16) ist. Betrachtet ~an 
tri' 

z. B. ein Kohlenstoffatom im tet.agonalen Valenzzustand, 

so ist dies die E,..o~ -Eigenfunktion. Da im Fall der c:}o-fun.:
tionen die .. wasseretoffä.hnlichen • Ei~:entu.o.ktionen 

der SchrödiAgerglei('hu..ng (5,15) mit den entsprechenden 

SlaterfUDktionen[441identisch Siad, kann man weiterh~ 
41e Ladung des effektiven Potentials ~ nach den Slater'

sehen Regeln[441berechnen. Dabei betrachtet man die Ele~
tranen, die sich in d -Biooungen befinden, als de. Zu
stand augehörig, aus dem aiese Bindungen aufbeb8ut sind. 

])a aber über die Abschirmzahlen von Elektronen in Bin

dungen keine Informationen vorliegen.. erhält man nur 

näherungsweiee gültige Ergebnisse. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse in der Hückel-Hart
aano'schen ~heorie. Bartmann(1a]spricht von höheren ~to
aaren EigentUJ'lktionen, Ruch [351 dagegen nur von höheren 

Atoafu.o.ktionen UDd lediglich Preu.8[33] verwelJÄet eXIilizit 
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Slaterf~tionell. DaDei KO::lTIlen neben den d}~-FUnktio':L;n 
in allen P:;:lleLl. L.at1rlich nur sülche böbere .htom.L:nlc~i.-

11 
onen i.o. frage, aie dieselben SYllmIetrieeiGenscrlaften wie 
diese :J.o..Je.o. un.d ... c.c.,;;r_it; l.hr t.;:cmoinier~~. In der ':.io.x:· 

vorliecenden J..rbei t ;Jel.'~en f1r ei.nige :tberle_ ungen G-auss
:CWlktionenp~chenl:;2J31S Atcmi'u.nktionen benutzt[?32], aIl 

anderer Stelle ~edoeh .. wasserstotfähnliche It atomfULk
tior.en vc..:-,:endet[7;;1. 

5114. Varia~ionsv~rfabren. 

ir kommen zurück auf die Behandlung der S~hr(~din-
8erc;;leichu.ng 

# fJ31' = C!:. d. 
/ )VI 

und fÜhren für die Wellenfunktiot1Y~ den Nähe;UObsansatz 

eill. Wir erbal ten dann 

Aus dieser Gleieh~ sind die Energiewe;te und die zu
gehörl~en Linearkombinationen zu besti~en. Von deA in 
aer Quantenchemie Anwendu.c.g .fiDdeneen lfi.b.;:;.;:-u.agsaLBii!;zen 

erweist 8icb hier das VariatioDSvarfahren am GeeiEnets
ten. 

~gilt, daa der mit einer beliebl.Een Ve;'gleich!-il.D.K
tlon pf gebildete sogn. Hayleif..h 'sebe'~uotient J? ,,) 
ZWIl Operator /I 
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unter Be.:iingungen, die fott> den Eamiltonopera:tor el:füll i; 

sind, stets größer edel' gleich ('lern klein:o:c'ten. Ii.:igenwert 
d;)r Scr..rödingergleiehung (5.1) 1st 

rv 

Unter Vergleichsf'lJ.llktione.n. /J versteht man dabei solche 
Funktionen, die den. Randbedingungen genügen und ausrei
chend oft differenzierbar sind. Betrachtet man. die Ver-- . 

gleichsfu.nktionen. I als_normiert., $0 bedeu:t~ (5.18)_ 
daß der E.t'Wa.rtu.ngs~7ert /I der EnergiEL, mit" bereCfmet t 

zu mi.I:1.imisieren ist .. iäa.a sprJ..ch:t deshalb V{.).Q. Energü~va--ri.a:tion~ uIU'i die Frage ist, tJ in. geschickter Weise so 
zu wählen, daß der Ausdruck (5.18) .aeh..r .nahe an ~ liegt. 
lleistens .te.o.nt :man den allgemeinen Verlauf der exakten 

. "...... 

Lösung, sodaS unter den zulässigen I Funk:tionen. scholt 
eine Auswahl getrorfen werden. kann. Es läßt sieh bewei

sen, daß die exakte ttbereillStilllmung der Werte in GIsi .... 
t':_ 

chung (5,19) nur dann erreicht wird, wenn tß die Eigen-

funktionen zum Eigenwert C; darstellen. 
BezügliCh der höheren Eigenwerte gilt in der Regel, 

a.ber nieb:t streng, daf~, wenn. vo..!. 'einem orthonormie.r-ten 
Satz von Vergleiebsfunktionen 1/ ausgegangen wird, für 
die mit diesen FUll.ktionen. gebildatell Ausdrucke)!" (5.18) 

die folgenden Uagleiehungen zu erwarten sind 

",.... 

Ein Ansatz I f'ür die Variation (5,21) läßt sich 
auf verschiedene Weise aufbauen. Ganz allgemein kann --~ fIl al.s FuDktioll VOB f'reien Parametern e I ~ I .,. ( tj 



... 23 -
.,.- .-.-

~ctzE:n, sodal~ auer. 11 (fZ?) eine FunY.tion di~ser ~. 
v.'ird. Diese zunäe.t1.st u.nbe~ti:·~':"Jten Pnre.meter wercen dar..n 

durch die Forderung .festf;€:le~t, dal~ ;;- (i'") I!l1nimal ~ein 
c011. 1,ies liefert I Gleic!~tmE:er:. 

deo 
I 

zur Bestim.llUllg deI' 4· und damit auct der tie:fst~n Ener
G~en. Eine sehr häufig verwendete Form v~n Variations
funktionen stellen die lineareu Ansätze 

(.5; 11) 

~a=, für die ~as Variationsverfatren von Ritz(~+]in aer 

;,:athe:r.etik eingeführt wu.rd~ 

Wendet man eie Extrem!orderung (5,22) auf d~e Glei
chung (5,16) an und betrachtet die Linearkombinations
Koeffizienten C~ialS freie Parameter im Sinne der ;~er

gievariation, so erhält man ein System von Ai-Gleichun
gen 

~ 

( S;~3) 
t'-;.. L fI"}l - t:! If",'p 1 :::: (J 

/'.;: -:f~JI /,.{/ 
zur Beetimcung der Energiewerte ~'und der zugencri6en 
Li.nearkombiJlationskoet.f1zienten 1';>.;/. Dabei s1.od die fol

genden Abk~zungen verwendet woraen t 

/.t;~ :# / Y;. ~ t/r 

;/')."u :::: / ~ /I ~ t?'r 

wo bei It}l~ allgemein als Oberlap;.u.ngs- U.Dd ~p alB Ener
gieintegral bezeichnet werden. DieBe sogn. Säkularrlei
chungen (5.2') besitzen nur dann eine nichttriTiale Lö
sUAg, weDA die DeteruUD8Dte des Gleichungssystems ver
sChwiDdet. Diese Sikulardetarmin8Dte bat die Form 



',,/. 
- c.~ -

....... 
#"-1 - .E 1~1 
I/z" - f/I.z f .. , 

(S;2!) 

""""" Dies ist ·:üne Gleichtsg Iv. Grades in E and besitzt aa-
her IV .RulIstelIen L;. t die wegen der E.er:Jetizität . ..2es 

f;am1lto.D.ok'erators h' reell sind. F~ir die Wurzeln E) der 

·eteri'1nante (5,26) gilt i~0r 

wouei C;. elie exai.~ten Eigenwerte der SchrCidi.llgeri,leic;:.lllg 

sind. Die LCsUZlfen von ~,16) ll'.it den t;,aus (5,23), wenn 
dort nac~einandcr die ~. eiDf"esetzt .;erden, ~,iDd ortho

gonal. :!!',s erweist sich nun als zweckmäJ"ig, die :Jberlap

pu..ogs!DB.trix Ofl und die Energiematr1x ~ einzuf'üt...ren, de

ren Elemente die I.ntegrale /'1;.# u..a.d )1/-,,* sind. Dami t nimmt 
die Säkulardetermi.Dl1.D.te (5,26) die eln.fache Gestalt an 

5115. Bloch-Hückel'sche Näh~rungen. 

Zur Vere1A.tachung der Säk~lardeter~inaAten (5,26) 
macht lD8.A Ton f'olgenden lIäberungen Gebrauch, die von 
BloCh[.1 eiAgeti1hrt u.Dd anschl1eßend von Hückel[20! bei 



1'" ?Jerdea a,la no,t'lllieL't ar4ge.nr~m
~:U~l,~'l;~l)bE:Sl.~~ef§,"rtitle /t ":~ ~e,ehen. 
,I\,lj~\"":;'.,,,,, ·rul ia.tom ze~l:t,t>ieJ:t 

..... VG.t!'~ctJltl$siGuag aller ~bel*-

;1ll!u,ll;1ei1at:e~1~l!'~::IIEI~ ~# wcu!dea n:u.r eoles,;,"a ba
&Ct"Ull.l=.,j;.,I,";QI~.L~~·~1 bel denen die ~u~ BereC&I'l.UD@it VSx,';,l,ral!,-

A~!o~r~lu~~o~en ~ ~A ba~acbbt~ 

Jktcman fJaLlt!'ie~tsind* .... :ea;t"ü01tsieht1~;~~ von 

~?\ 
#,..;\t 

" 1 
Dlese li!äha~el1 lasi1t:an sieb ~echt;tertin;an" wann 

wiede~um auf d~e u~ttelba~e Umbebung der Ato-
me l\6U:;C!!i~ä~i:it. i)8.1l!a sieh ~lich das effektive PQ-

",hL:""''''.'' das Po \;;ential. I/,. ap;p~o:::ird.eren 

tS;f) 

,4a& sAlenQmmeA wavltlen k~~ daß es in de.t' Näbe der 
~el'l1e stll~k nesstlv 1st wad m!.t waobse:ndem Abstand vom 
ßeJ~=~~um SeJ~I1E~:t::t ,~u1_t", nemeAtsprecbe31u, darf man. el':\var
;ant tel auoh die. LtomfWlktlone.n ~ des GJi1iu.ml~us,t;sAdes 

C,l''1') nu~ in f1e~ mähe des De .... 
t~.t:en4u A:~o_ :,\ W$sutlleh von Null verseh1edan sittd 
UDl mi~ demAbs~an4 vom Ze~trQm sohnell ver~ehlis$ig

....... ,..""'''"' welt4&;Q.. Dies. fühR auf die eben e1qefiibrten 
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512. Die Theorie fUr gleic.t1.atomige Systeme .. 

F'tir gleiche.tomige Systeme las;;:;en si)C!:l eir"ige all

gemeine Aussagenüoer die ~ei'giewerte ~. und die zuSe
hörigen ll.101ekÜlfunktiollen Pt' gewinnen, wenn 11$.n e.tu:l.immt, 
daß die Integrale ~,. u..nd. AS,,.I untereinand.er jeweils 

gleich sind 

(0J~) 

(J;J2) 

~-i == ~2 = 

/~z = ~-f -

Diese Gleichungen. könn.en nur näherungsw'eise stimmen, da 
das Einelektronenpotetltial in AI noch eine Funktion der 

Position des jeweils betrachteten Atoms im. tftolekül ist .. 
So dürfte die A.nzahl der Nachb2.r.tl eines C -Atoms den 
We.t"t von /rj.,. und ~).I beeinflussen.. Unter Ver1.'lendung 

der Näherungen (5,31) ubd (5,32) sowie der Approximation 

(5,29) und (5,30) .nehmen die fJberlappungsmatrix m und 
die Energiematrix ~ die Form an 

Darin ist P eine Matrix mit den El$menten 

(6;3S) {; ) 

) 

I;;; / dm&161~d~/;l 

k'~#~~~ff~ 

Diese Matrix ~ hängt nur von der Struktur des betrach
teten Systems ab. Sie wurde deshalb von Ham und Rueden
berg 06] als topologi,sche llIatrix und von Rartmann [18] 
ala Str\l1tturmatrix bezeichnet. Die Eigenwerte d dieser 
tQPologisehen Matrix bestimmen sieh aus der Determina.D.teA 
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( 0'31) It-dt 
Un~er Verwenaung der Gl~~chung (5,35) und (5,~) ni~t 

die Säkularueterminante (5,28) üle Form an 

( J;J7) f~ 0' + (~-f)t I =() 

oder nach Umforauag 

(J;38) '(+ =0 

Vergleicht man Clie DetermiDBJlten (5t~) lUld (5,38) mit

ei.Da.Dder, so e;'hält man die folgende Beziehung 

(S;J9) .J ==_ 
0,' t 

.'\.00 

UDd durch Auflösen nach cf;. 

'V 
Nach dieser Gleichung 1~ t a.ie E!.nert,ie~. eine F'Unktioll 

der Eigenwerte 6/ der S ;;rul>.turmatrlx 6> 

»er Zusammenhang (5,41) wurde von Hartmann.fts1 [ls cha

rakteristische Punktion bezeichnet. 

La VariatioDSvertabren wird die durch Gleichung (5,16) 
vermittelte Basistransformatio.ll so be~tlmmt, daß sie die 

OberlaJ;puogamatrix KIl .l.n die N -cU.mensionele Rinheits

matrix überfÜhrt UDd die Enerblewatrix ~ diagonalisiert. 

la~t maA die KoetflzienteDC~'1n der Gleichung (5,1&) 
zu el..o.er TransforaatioDSJI&trix C ZI:tS8JIl1I8D, so beii;t das 



(~';f2) 

(S; L;3) 

ru..t 
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er 5!Z {,~ :=: ~ 

{vi ~ ( __ ~ 

Setzt ':l8.L. in aie Gleichu..ag (5,42) Wld (5,.:.t}) für die LID

&rizen "filZ u.o.d.l die BeziebWlt~en (5,3~) und (5,~) eiD) 
so erhhlt man 

(~~.5j er#, c- -= 6' 
{j;fIJ ~ ('-/'EC + ~ erc :#~ 

Aus c.iesen GleichUll6en folgt \lntdr Beacl1tu.nit von (5,44) 
direkt, dB.l;. t" ... iejeuige ~t~~re Matrix ist, eiie die 

Strukturmatrix ~ diagonalisiert 

WODei sich die ~iabonalmatrix t1' Wlter Verw-wllou.ng von 
(5,40) tHI& (5,'11) zu 

bestilmat. 
Die durch Gleichung (5,16) definierten Molekl1r~

tionen, deren LinearkomOinatiOD.SkOerrizientent';V'Sich 
nU8 itleic!.lUDg (5,47) berechnen, wurden erstmals von 
Hückel[201zur Be8chrei~ des Verhalte.ns VOD ~-Elek
troDen Ln ungeSättigten und aromatischen Verbindungen 
verwendet und werden tiaher a18 Hückel'sche ~olekülru.o.k
tiooeo ( angela. Bückel molecular orbital, BMO ) bezeich
I18t(45]. Ihre charakteristische Eigensch~t be~teht darin, 
claa sie auf' Gru.a4 der BeziehUDg (5.47) 1a Wesentlichen 
alleiR durch clie St~ur des untersuchten Systems 
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vB S :; ilu.mt le rden. [36]. 

513. Die Theorie !iir heteroatomare Systeme. 

Bei der .Behandlung ~'1eter08.tomarer SysteCl8 1st es 

nicht mehr gestattet, die Integrale n):>. und ~)/ weiteJ.·
hin untere~DAnder gleichzusetzen. Das Proolem besteht 

vielmehr gerade darin, ~iese Integrale fär Heteroatoae 
abzuändern. Es existieren hierfür eine ganze Reihe von 
Vorsehli4',ell, von denen aber nur einer disltUtiert werden 
soll. Die .neisten der ver-~endeten A.pl-raximationen si.oa 
theoretisch wenig fundiert, aber zu gröberen Diskussi
onen brauc11bar, wie an Beispielen. gezeigt wurde. 

I~ Rahmen der BücKel'schen Theorie haoen Wh.land 
UDj. Pauling[4.jals erste hetero&Gom.ere it-:U.~ktrone.usy
steme beh[:Jldelt. Sie mac.":;ten f:.ir die Integrale ~') und 

11,,)., die f.ns:itze 

t9.!// 
Dabei hat n,.~ die Bedeut 'ng 

. , 
~ Qem die oberen vorgestellten Indize~s die Atoaarten 
unterscheiden, zu deren Bezeichnung die chem. Symbole 

verwendet werden. ( z. B. I C • Kohlenstoff, JJ • Stickstofr t 

usw. ). »1. Autoren sind dann weiter so vorgegangeA, dat. 

ai. den Proportio.l18.11 tätstaktor #h empirisch aus experi
aente11 zug~;licben Eigenschatten der betrachteten Sy-
at •• beat1 ... .Il, während si. den Proportio.a.alitätstaktor 

H4 A' gleich 1 setze.u. I'ür '" siJMl di. W.rte 2 baw. 1/4 
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vor'::es(~hlagen wordeu:t je naah.d.elil ob es siet!. um ein 8tick

stoffatom handelt bzw. um ein KOhlenstoffatom., dem ein 
Stickstof.fatom. benact!bart ist. nie in. der I,iteratur an
ger;ebenenl!lerte r:Ir Rh scll':ankell in weiten. -G.re.nzen"z .. 

B. verwenden Fukui et 13.1. [14] die Werte 1 bzw .. 0 ,. 

52. A!lwendungsgebiete der Hiickel·sehen Theorie .. 

521. ResonPAzenergie. 

Die Energie zu.r Tre.rulU!1g eines beliebigen Moleidls 

mit lokalisierten Bindungen. in se~e Atomaren Bestand
teile lä.ßt sieh in guter lf"aherung als Summe VOll E:nergie
beträ.gen E;.i. darstellen. 

die jeder Ein.dung $wischen zwei Atomen zugeordnet werdoa 
können und in allen MolekÜlen ungefähr den gleichen Wert 
haben" Man bezeiehnet d.iese Energie beträge E,.,.' deshalb 
allgemein. HIs mittlere Bindu.ngsen.ergie.n. »ie Aussage 
(5,52) entsprieb:t dem \'J'esen der kott'alenten Bindu.ng, der 

eindAutig Elektronenpaare zugeordnet werden, die ihre 
Spins abgesättigt haben. Bie en.thälu da.rüber b.inaus die 
Annahme. daß die Weehselwirkungen -zwisehen den ~i.ndungen 

vern.aehlässlgbar klein sind u.nd eine Änderun.g der Elek
tronenkonfiguration oder des Atcmabstandes in e.i.4er B1ll.
dung keinen nennenswerten Einfluß auf die übrigen aus
Übt, was natürlich nur nänerungsweise zutre~fen kann. 

Bei ungesättigten und. a.rometischen Verbindungen. gilt 
die Aussage (5.52) nicht mehr u.nd. ist durch folgende Be
ziehun3~ zu ersetzen 
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Der zuzügliche Ener~iegewinn ~ wird Resonanzenergie Ge
nannt. Die Gesamtenersie solcber Systeme ist also tiefer. 
als sie sich nach einem additiven Schema ergibt. 

])ie Berechnung der Reso.nanzenerg1e ist in der Me
thode der Molekülzustände ~t einigen Schwierigkeiten 
verbuDden t da der Begriff eier lokalisierten Valenz in 

dieser ~ethode nicht vorkommt. Der Grund liegt darin, 
daß man von vornherein mit nicntloKalisierten Mole~Jl
funktionen rechnet. Es ist daher bisher üblich gewesen, 
den Energiegewinn auf eine Struktur mit lokalisierten 
Bin.::lwagen zu beziehen, wooel die DopJ.;elbiDdu..ogen als un

gestörte ÄthylenbinOaDgen betracbtet wurden. Die auf die
se Weise bewonnene Energiedifferenz ist als • Resonanz
enerE:':ie • bezeichnet worden. Wie Hartma.on[1a] zeigte. ~st 
diese • Resonanzenerg1e • nicht ohne weiteres mit dem 
entspreChenden Ausdruck in der Methode der Valenzstruk
turen zu Tergleichen, denn zwischen den EnerFien der Va
leustruktur auf die in der Valenzstruktur~ethode die 
Resonansenergie entsprechend der Definition (5,5~) bezo
gen wird UDd derjenigen der MO-~ethode besteht eine ])if
t.reu, die der Zahl der KoAjugationsstellen ,l.roI--Ortio
Aal ist. Um diesen Betrag ist die sogn. " Resonanzener
Sie • der MO-~ethode zu korrigieren, wenn in ueiden Ver
tahren der 3nergiegewinn durch Resonanz auf d.ie ~:.leicbe 

'aleD&str~tar be.oben s81A soll. Die Korrektur rührt 
daher, dau eille Reihe lokalisierter DoppelbiMungen in 

eine. MOlekül nicht als eiDe Suam. UAgestörte~ Äthylen-
bi-"" f 1.<.(M/1 i v • .IMolUAse..D au setabt werden &euss. - Da d ese ::.or~ .... tur 
biSher in der Literatur noch nicht ausreichend d.iskutiert 
worden ist UD4 man sicn noch ött~r auf • ResoBanaener
gieA • zu beziehen haben wird. die nach der altea Deti
D1tioA in der IIO-Lfetbode bestiJmrrt worden alM, werdeA 
41ese,wie bisher schon geschehen, in .ln.tÜhrU.Dgsstricbe 
paetzt. 
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Um einen Eindruck von der l.eistungstä:igkeit der 
HücKsl'schen J7heorie zu geben und zu sJlä1:ieren Ver" leich
zwecken, soll trotz der obigen Kritik die n Resonanzener
gie 11 eiller A.a.zahl kondensierter Kohlenwasser;;:totfe mit
geteilt und zusätzlich aie experimentell bestimmten Wer
te angegeben werden. 

[al 

TABELLE c 1 

11 Resonanzenergie • 
rI:m• ber. 

Verb1.Ddu.r:ag Lall [-ce H", J 
[al 

1 Beuol 3.5.9 2.00 [221 
2 Baphtbal1n 61.0 '.68 (221 , J..o.thracen 8'.5 5.32 ~l 4- Phen.anthren 91.' 5.45 L48 
5 'tetrace.n 110.0 6.<)q. [11 
6 Chrysen 116.5 7.20 [1 

Die Werte wurden berechnet nach Formel (5,53) unter 
VerweDduag der Verbrennu.ngsenergien EH nach nages[26] 
( Bensol t Baphthalin ) UDd raagnus et al.[28J ( AAthra
cen, Phen.anthreA, Tetracen, Chryson ) sowie der ~itt
loren B1Dduagsenergien8~)/nach Klages(26]teilwei-
se korrigiert TOn Whel (51J ~ 

Wie man sich leicht überzeugt, läßt sich eine gute 
UbereiDstlmmuag der gemessenen und berechneten 11 aeso
na.uze.aergien • erreicheA t weJ1.D. man für das Integral (.'f! ~ 
du Wert - 16,2 kcal verwe.Ddet. Da die Integrale CC1' VOll 
dell AtoaabstäDden abhängig sind, die in verschiedenen 
UAgesättigten UDd aromatischen Molekülen stark unterschied
lich sein kÖ.one.o., ist der hier angegebene CC~ Wert nur 
für koDdeD81erte IOhlea.asserstotre verwenduar UDd be
sitzt t~ andore Gruppen lediglich orientierenden Cha
rakter. 



522. Real~ivität. 

r.~a!l k~ einer:~ei ts vers!.lchen, aus en .. 'rgc-::;isC:le.a 3e

tra:.;."l:;~en:iie Re:ü;:tionen von unges:it :;igten und ;::.rO:..1<1-

tis~hen Sy~temen zu disKutieren. 
Die elektrophile Substitution an ~-~lektronensy

stemen I~ßt sich danach behandeln, wenn man aie Hypothe
se zu Gruode legt, daß der reaktionsbestimme.ode Schritt 
die Bildung einer Zwischenveruindung ist, die uurch An
haf'tUDg e1.J:les Kations X + an das Ausga.ngssystem beschrie
ben werden kann. In diesem Fall nW~lleh werden zwei 
7t -Elektronen zu einer d -Bindung mit.X verbraucht und 

die Resonanzenergie wird geringer. Die Aktivierungsener
gien rür diese Substitution sollten daher durch die Eller
giedirrerenzen von Ausgaogs- und Zwiscbenverbindung im 

Wesentlichen best~t sein. Die Erfahrung bestätigt die
se Vermutung in bester Weise. Au! äanliche Art lassen 
sich auch nukleophile und radikalische Substitutionsre
aktionen diskutieren. (5o],[4,J. 

Bei den AdditioDS- UDd SpaltUDgsreaktionen ist so 
vorgegangen worden, daß die Resonansenergiedifferenz 
zwischen Ausga.o.gs- und RndverbiDdWlg bestimmt wurde. Legt 

man die A..n.na.bJD.e zu G.ru.ode, daß die Umwandlungsgeschwi.D.
digkeiten zwischen einmal gebildeten Isomeren groB ist, 
so darf JaIUl erwarten, daß 1m Wesentlichen nur dasJenige 
mit der geringsten EDergieditterenz zur AU8gangsverbLD
dUDg gebildet wird. Ferner sollte in ähnlichen Re akt ions
reihen der B114UDgSgrad proportioDal dieser Resonanseaar
giedifferenzen sein. Die Untersuchungen bestätigen diese 
Annabae wiederu. auscezeiChDet.[17] 

Beben der energetischen Betrachtungsweise ist auch 
Ter8ucllt worden, we1terhiA einen ZuaammenhaDg zwischeA 
der berechneten Dicht8T8rteilUDg der ~-Elektronen 1a 
Mole~~l UD4 den reakt10nskinetischen ErtahruDgen herzu-

stellen. Als theoretiscbe GröB~siDd 1A 41e8em Zua .... D

ha.ac die Laduapd1chte p~ u.rad die B1.ndu.agsordAlI.Dg I'~,.I' 
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von Bedeutung. Sie werden definiert durch die Gleichun
gen 

(454) l~yJ 

(0;5'5) L:tlj 
POlgende Hypothesen sind autgestellt und stehen, 80-

welt mit der Erfahrung vergllchen werden kann, mit den 
Ergebnissen der energetischen Betrachtungsweise in gutem 
ti uklaDg. 
1.) Für Additionsraaktionen 1st die Bindungsordnung maß

ge band u.Dd zwar in der Weise, daß bevorzugt an den 
Bindungen mit der höchsten Ordnung die Bindungen er
tOlgen[111· 

2.) Für den ersten Schritt einer Aadition eines elektro
positiven ( elektrophilen ) oder elektronegat1ven 
( DUkleophilen ) Addenden 1st die Lad~sdichte maß-

tFlf'klro 
gebend und zwar so, daß sich die ~l.Qphile Kompo-
nente bevorzugt an Stellen großer Ladungsdichte, die 
andere an Stellen geringer Dlchte addiert[21j,[49j. 

Bach diesen Byphothesen können auch Substitutionsreakti
onen behandelt werden. wenn man wieder d1e Bildung einer 
Zwiachenverblndung durch Addition 8D n1mmt, wie vorherge
heDA beschrieben. 

Als .. eiteren Versuch, den Ort von Reaktionen an 110-

lekillu SU bestimmen, k.a.D.n das Vert'ahren des Au.8enelek
trou ( angels.: trontier electr-on >[13) genannt werden. 
Dl •• e BatrachtUD8 geht von der Annabme aus, daß bei Reak
tionen von aromatlschen und ungesättigten Verbindungen 
JIl1.t 1rgeD4 e1..D.em Heagenten, in den ersteren be.oDders dle 
lUelttronen d1e gröBte Rolle spielen. welche cüe energe
tisch höchsten ZustäDde besetzen. Ba lassen sich wieder 
4rei Postulate aU~8tellen. 
1.) Bei elektrophilen Reaktionen sind diejeLigen Posi

tioneA 1a Molekül besonders dafür geeignet, die eiJl 
Mar 1mga der LadUDCSvsrteiluag der Blektronen aurwei
.en, lntlche den höcha'ten IiIIolek:ülenergietera de. G.l"U.D4-
auat&D4e. be.et.en. 



Erratum. 

Zwischen Seite 34 und Seite '5 ist folgender Text 
einzufügen: 
2.) Im :ralle n:ukleophiler Realt'trionen sind es die Stelle.Il. 

im Molekül. die sieh durch ein r~mum der Diehtever
teilung des iliefs1ien unbesetzten Zustandes au.szeich

nen. 
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}.} Bei radikalem !?:.eagent vifdrden die !'osit':'onen. beßoJl
ders angegriffen, welche ein Ma.ximUID. der Dichtevc,r
teilung von besetztem höchsten und unbesetztem tief
sten Zustand aufweisen. 

Ilfit d.i.esen Post;ul~en lassen. sich erGt:8.unlicherweise bei 

einer großen Anzahl von Reaktionen die entsprechenden Po
sitionen vorhersagen [1:;]. [141. 

523. Spektren .• 

Systeme ~ in welchen die enerf;etisehen Zustände in 
der Reihenfolge wachsender F,ner:~ie~ mit dem tiefsten be

ginnend, entsprechend dem PauliprinZip besetzt sind. be
finden sich im Gru.nd.zustand. Bisher vro.rden nur die :eigen ... 
scharten von MoleKÜlen in ihrem Grundzustand betrachtet. 
Systeme in denen dageGen einer oder mehrerer Zustände hö
herer Energie besetzt sind, während Zustände tieferer 
Energie teilweise unbesetzt bleiben, befi!lden sich im an
geregten Zustand. Prinzipiell kann ein ~Jberg;a.n.g zwischen 
uen einzelnen Zuständen unter Absorption oder Emission 
von Strahlung vor sich gehen. 

1ul di.eser Stelle soll sich auf 1Jbergänge zwischen 
Zuständen besep~änkt werden. die durch Anregung von 
iZ -E1ek:~ronen entstehen.. Scheibe et al. [391.ff'o]; [.y.(J fan .... 
den· filr G.iese sogn.. ;Z-~l'~!.tbergänge bei vielen ungesä.t
tigten und aromßtischen Verbindungen Elek~ronenbanden!ol
gen, dia sich in. Rydbergse~ ohne Rydbe.r·gkorrektur ein
ordnen lassen. d. h. U wasserstoffähnlich n sind. Dabei 
ist der Grundterm kein Glied dieser Rydbergserie. Im 

Grundzustand spiegelt sich vielmehr die Wir~ung der ~e
sonanz des gesamten gekop~elten n--Elektronensystems wi
der. Dagegen ist bei Tialen Molekülen bereits im 1. en
geregten Zustand und ebenso in bestimmten höheren Zustän
den die Wirkung der Resonanz versChwunden. Der Abstand 
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der ents:trechenden Terme von der Ionisieri.Ul;.sf:;renze i::-t 

vrie beim AI-Atom 3.4, 1.54, 0.89, ••• [ev]!, Rectlnet .·an 
also von aer Ionisierungsgrenze aus, so liegt tier 1. an
gereete ZustC'.Jl.d r;;r die verschiedensten Molekel.n, e oe.l1-
so wie f:ir mp....o.che Atome .. überraschenderweise in gleicr,er 

Höhe. 
In der folgenden Tabelle sind wieder .tür eine 1:,11-

zahl Kondensierter Kohlenwasserstoffe die • g:emessenen • 
1. Anrer,UBgsenergien und die nach der BückeI'sehen Theo
rie berechn.eten Werte zusammengestellt. Da die verwe.ade
te Ri.nelektroncntheorie nur den SchwerJlunkt von S1JlfU-

1.t- und Triplet Zustand liefert .. ist hier als • gemes
.ene • 1. A.nregUDg8ene~·gie das arithmetische Mittel von 
beiden verwendet worden. Teilweise geht man,auch von der 
Annahme aus, daß der Ei.D..fluß des Triplet Zustandes auf 

diesen Schwe~Junkt in homolOGen Reihen ledigliCh in einer 
gleichmäpigen Verschiebung besteht und zieht die leich
ter zu bestlmaende Energie des Singulet Zustandes allein 

zum Ve~leich heran. 

1 
2 , 
5 
G 

Verbi.D.dung 

Benzol 
Haphtba11.n 
Anthracen 
Phenanthren 
Tetracen 
Chrysell 

1. Anregungsenerf;ie 

1m tr~#~l 
2.000 ~24 1.2.~6 24 
0.828 24 
1.210 24-
0.590 f,1 
1.oq.O 1 

,.:au. siebt, dalJ sich eine gute Ubereinst1mmWlg der 
ge.assenen und oereebneten Werte erGibt, wenn man für 

du I.nte~.ral "c~ den Wert -5~t9 kcal verwendet. Verbleicht 
-.rl cliese.ll Wert mit dem rür dieselben Vez'biJ:wu.ogen zur 
r1chtigen BesChreioung dar ResonanseAel~ie zu ver"eaden 

TOB -16,2 kcal , so s~a:lt ~ einen deutlichen Unter-

8chied fe.t. Es 1st ein Yangel der BückeI'schen fheorie, 
4&8 sie rür die Darstelluag zweier B1genaCb&tten e~ 
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llnG. derselben VE:U.'binG:.i..m.g z.wei Parar:.$ter verwellden ':tuß, 

die sich.. fast u.m . . ;i('!li. Faktor 4 unte.r-sc'eidell. Ein weit 

stärkerer :;;Iinvlat;i.d gegen. die f2l.eorie in il'.xer bisheriben 

F0rm best;eht aber darin, daf~ sie ~:licht in der :.rase ist, 

den ;f1r a?le MoleE'Jle konstanten Absta..'ld des 1. angereg

ten Zustandes von der Ionisationsgrenze, 1m folgenden 
ale " Scheibe'sches Phänomen .. bezeichnet, richtig; zu 
beschreiben. Der Grund hier.fUr maß' im Wesentlichen d.a-. . &I? 0 

rin liegen., daß die verschieden t\~olek'Jlzustände in der 

Wtickel 'sehen Theorie sich nur dur.:::h. ihre ·t;l"aD.Sversale 
Form unterscheiden; wällrend die radiale Form immer gleich 

blei bt (11 bond-patb. en tation ") [151-



B. Die BÜc.t<:el-Hartma.DJl f sene Ttleorie der r -Ele .. ~tronensysteme. 

61. Die Hartmann'sche Erweiterung der 
BücKel'schen Theorie. 

611. Grundgedanken und Käherungen. 

Hartmann[1~lhat 1960 eine Erweiterung der Bückel'
schen Theorie[20J, [21] ,[221, [23 ], (24) ,(25] diskutiert. 
Er konnte zeigen, daß das Verfahren in seiner neuen Fas
su.og in der Lage ist, das" Scheibe'ache Phäc.ol:Jen "[39J, 
[40j,[41]richtig zu erfassen. Ruch[35]wies anschließend 
darauf hin, daß es im Rahmen dieser r.~ethode auch möglich 
ist, das buftreten der Rydbergserien ohne Rydbergkorrek
tur in den Spektren der ~-Elektronensysteme zu beschrei
ben. 

Das Hückel·sche ~aherungsverfahren betrachtet ein 
herausgegriffenes ~-Elektron des ~oleküls wechselwir
kungsfrei in einem effektiven Potentialteld~ • Es wer
den also die Lesungen der 3inteilchenschrödingergleichung 

gesucht, mit dem Hamiltonoperator 

D1e WellenrunktiOD8n~' zu den verschiedenen energeti
schen Zuständen~' werden dazu als L1nearkollbi.aationen 
VOD. Atollfu.o.ktioJl8n Y..l.kangesetzt { J40-LCAO Ib.herung(5112] J. 

- IJ# ~ A k 
(:f/2) 4 #I' Z ~c!" ~ t'"." Y',. 

K, Z. "":11-1" 

Die Gleichung nim:nt anter VerwenQw:ag der Abkürzung 
A- AI k I( 

X - c!:- CI ,."t:: ~,. 
".. . .., 
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die einfache Form an 

Hf k 
= C'" tl/_. X. C- /'f/. / 

~~2 

In der flückel' seLen ~heo.ri€l besc!:u:-änkte ma.tl sich, da..re.:Ltf', ..... 
die r!::olek:l1.fUnktio.:';.s,n~, D.tl.r' tl~eh die Li.n.earkombinatl.on. 

je einer .? .. tomfunktion ~ pro Zentrum anzunähern .. 
IV 

= L ~/ Y";>. 
?.=~ 

Die Eartman..fl'sche Ert'1eiterung be:::itet:t .nun im ;;lesentlichen 
darin, da.E: sie von. dieser Ifahoru,ng keinen Gebr;;l.ueh ma.eht, 

sondern direkt den .tulsatz (5,12) bzw~{5,14) verwendet. 

Dadurch wird den. l'äolekülfunktionen ~. dle I!iögliehl'teit ge .... 
geben, au.eh ihr Radial:p.rofi.l zu ändern und damit der Tat; .... 
saC;J,€I ReCYillu.ng zu. trasen,daß sieb. die größte Auf'en:thalts

wa1:u:scl!einlichkeit VOll 31ektrcHlen mit wachsen.d.er En.ergie 
deI' von ihnen besetz.ten Zustände nach außen verse.hiebt. 

612. Das Varia:tionsverfa.n.ren und die 
Ubermatrizenformulierung. 

Die energetisch besten J.rinearltombinajg-Qnel'l (5,12) 
und die zugehörigen besten Energiewerte~ bestimmt man 
aus der Forderung 

JE//I; ~
/tf#; tlff 

Die Variation der Energie Z nach den Koeffizienten Cl.k 
führt unter Vernendung von Gleichung (5.1) und (S,14) ~/f/;L 
auf das Säkularproblem 
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------------.... ... k 

ff"U &/~J . . ~ 

b-/~.1 ; 22- . - , 

k t. ) 

.' 
,kAi .J'.'f 

Je1er Block lJJt bzw. ~ Itk entSi-ricLt eine~:l('oJ.::ten 006-

L'an Index:paar ~. u.nd ist selbst '.'I:!.cder eine l.:atri:::, ;;e

I'en Elaoent6 dU.rell die unteren Indiz'3es ij '..Ult~.rs~hiedon 

werden. 

D" .•. . YX'1' - iL' 
16 OJr~a~r~~en ~v ~na C1 

'rransfor;nation b~r.;ti.::l.'~.t 

l' --
Dabei h ... ben ~iie }bermatriz6n nt und ~ 
bz"oT #1(/(1 die Jurch ~ie Be.z.lehnn'-en • ).p t --w 

/Y)./{ ~/(k 

:sr /~k 11 Y' ~~r 
defiDiert werden und in der ;~lt;;e!ldell ';:eise angeordnet 
81.od. 

--------------------~~~K~ 

'6Ol 1.f m1l .... # 

ort 2.( m22 • , I 

11 ~ 

11 , 

I 
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---------------------->~k' 

ff "''' t "1.2 . . . 

12-1 '1 22 
I' .. • 

· , 

· . 
v j( 

Die '.rransforrJatiooshatrix t hali die Llemente C')./, die 

in b1e::'c!;er WeiFe angeordnet sind, wie vcrhercel;eod be

schrieben. 

c" tJ . . , 
~ 
'). {l Cl. 

• . 
· .. 

"""'" ~ 
Durch die Variation der Energie C>nac~ cen konstanten C 
bestimmt man die Tra.nsforr-:.ationsmatrizen C . Dies fÜhrt 

d1 
auf )t' S" "kula.rpro bleme der Form 

(4~/) 

/# 4~~ 
mit deD zu~ehörigen Säkulardetarminanten 
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62. Das qurtmanntscbe Verfahren. 

621. Bloch-HUci:.el-Ha.rtI!i:~ t sehe N:iherang;en 
rür gleichatomige Systeme. 

Für gleichatomige Systeme lassen sich .~eder einige 
allge~eine Aussagen über die Ener iewerte~,UDd ale &u
~ehörigen r~lekÜleinelektronenfunktionen ~~'gewinnen, 
wenn man, wie schon in der Hüc1.el'sche.o. l'heorie, die rol
senden, in ihrer Bedeutung ents~rechend erweiterten N[be-
ru.Jl5en einrührt [18]. Ic 
1.) Verwend~ normierter AtomfunKtionen ~ und Vernach

lässigung aller aberlap~ungen. 

2.) BerücÄsichtigung von liurnachbarllecbselwirku.ngen. 

Irk' 
11 ).>. 1 /dt.,p::: ;X 

kA I 

/1" ~,I , #/d~dcJ!5d, A 

tJ , /4P' VI'/? ~ h?~ 
Gleicüsetzung aller zu ~leica~ }ndexpaaren kk' 
hörigen Integrale #}.~und #,,').1 untereinander • 

.;f '" I k.f / 
~, :: ~2 $I ,. "'. 

ge-
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622. Die charakteristische Furu:tion. 

Unter vert'!endun~ di eser 1'läher'l.Ilgen nehmen ,:.;.ie über
la:pI_ungsmatrix fiötk und eiie Enert;iematrix 1- .klr die Form 

Damit .eroen die 
N 

L 

~ ~.f'I-t 

'" //.(M/ t' " ~A.K" 
S'ikularrro Dleme 

( t; 2) ":6.,-
~., ~~JI '{I" .fA/ 

t;ir Jedes Indexpaar kk formal gleich dem S~kult?rproblem 

~;a 4~~ '~I /A/ 
das ~ Hüc~el'schen Kaherungsvertanren zu lösen war. In 

Analo[.ie Z2'/(dort[5121bestimI:1en sich die Transtormations
matrIzen (, 1 deren i3:lemente die Linearkombinatio.nskoetfl
zle.a.ten t,;).j ai.Dd, aus den Gleichu.ogen 

(S;2.rd) ?:::. ClI/J/?l. (d.., 10., ,., I dN ) 

c ~ 1st 48.D&ch diejenige unitäre MatrIx, d1e die Struk
turmatrix 0' 1.a. die DlagoAalma.,;rix '1 übertiihrt UD4 da
IIl1tt TOD. k u.aabhä..ag1g. 
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( "21) 
In ~er nückel'sehen Theorie und in der HartffiaDn'schen 

Erweiterung des Vert~rens berechnen sich demnach tür 
gleiche ~olekÜle gleiche Transformationsmatrizen~. Da
raus folgt sofort, daß auch die LaC!ungsdicbten ?,. (5,54) 
u.Dd die Bindu..ogsordnungen A~ (5,55) f:ir ein U.Qd diesel
be Verbindung in baiden Verfahren gleich Sind[47J. Damit 
ist aber auch die Selbstkonsistenz der Hartmann'sehen Er

weiterung rür die Fälle naChgewiesen, tür ~ie sie in der 
ein.fac.:en HUcKel'sehen T~leorie bewiesen lst[101l471. Es 
läßt sich auf Grund der Beziehung (6,26)nun sofort die 

>f1d(1 
Transformation der Matrix~· angeben. Unter Verwenoung 
der Gleichung (6,2') erhält man 

{ (21-) 

mit 

wobei sich die 
· ..... k~/ 

Eigenwerte tt:, aus 
. I 

2;.1(/( 

der Gleichung 

berechDen. Daraus folgt für die Elemente der übermatri
zen i6t I wad 11 

( "29) 

(e,JC) 
Wie maA den Gleichu.ogen So,29) u.o4 (o,~O) entniJllllt, sind 
die Jlatrixeleaente/y ~;." u.o4 #~~1'nur für J • 1 von Rull 
yerach1eAeA ••• iter~ siAd alle Matrixel.menta unter
eiaaDder je.eil. gleich UDd unterSCheiden sich nur durch 
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die Eisenwerte 6/ 

Dies hat zur Folge, dar: das Säkularproblem (6.2) iJl 

N Pro bleme der Form . 1 

W1 - 1/ Id/ .-- 11 "'l'd ~ 7 
(t;.J2) ~ a/(t;' L 11 (J,,' ) - ~ 1'1 ~.JJ == t? 

.Ir' .:: 43, U' 1 /J7 

zerfällt mit den zugeherigen S~~larceterminanten 

(" 33) 

Dabei tl.aben die Uberlap1-U.D.gSmatrix ~ t/( 6,c) u.od ci.ie pner-
. l! tI ). 11" A'A"j vA' Ai- J g~emat;rix t.J (0.(') d~e Elemente .) bzw./7 (C<:') 

Dies ist eine Gleichung m. Grades in und besitzt daher 
-1"" 

m Nullstellen ~, , die wegen öer Herrr.etizi~t,.,ä.eS Hamil-
to.aoperacors 11 reell si:04. Für die Wurzeln~: der leter
minante (6,31) gilt immer 

( t;.33J 

WObei~'die exakten Eigenwerte der Schrödingergleic~ang 
(5,1) sind. Die Lösu.ogen (5.12~ mit den CI/(" aus (6.3(1>. 
wenn dort nacheinunder die~reingesetzt werden, siDd or-;.e 
thogonal. _.,.1 

Die WUrzeln ~4'des zu i gehöri.en Problems seien 
nach steigeDder Größe geordnet u.o4 in tiieser Reihenfol.[,e 

Z:"-durch den I.odex r nwqaeriert. c..~' ist bei ~onstan.teD1 r 
ei.o.e Fu..r:a.ktion von <fot , 

-;: 
Die Gesa.at::eit dieser AI Werte E (~.;) wird das r • .Band 

genannt. Die aus des A/'A" dimensionalen Ges~mtsä~lar
problem hervorgehenden E1nelektronenterme lassen sich al
so sinnvoll iD. Bänder zusaame.a.tassen. ...nn JlIBl1 für .184 •• 
Ba.ad. die Charakteristische l'unktion (G,~) bat, ltaaIl .... 
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be:'" . f;.IlL.t!:..iS aer :2iGan\'rertc de, der S"t!'uhüu:"T:lr.~tri:~ 0' 50-

for-t c.ie ::n 'l'Cicr. der2er-:.!e ;1.11Eeoen, ,:.::.9 den ve.::sc..:t.iede

nen :ierten in <. ede:n. ~d e!.":tsl~·reci:.<:-.n. Lie c ·Fs2.1:t'~1-,:"'sti

SC:.en ?u.D.LtL.nen s·.:;l::h-;,: pi.nd Lwc1'1 (6,31) !:>zw. (6,34) von 

der !öl eziellen Art des 'Iole~,ns unz.bh·:nSi~"> tas Ea!:ld zu 
r .. 1 wird das Valenzband genannt [18J. 

Hart::lann [18J ist -.. !eiter so vCI'segf:.!lSen, daß er im. 

Ansatz (5,12) oe ben den 2p-Ato:nf'l.ln.l\.tionen reJ.räsentati v 
f"r alle .. höheL'en .. Funktionen die ~p-Ato!llfu.nktionen. be

rJ.c ... sicr:t!.gte. Die i.n dem Ver-fc:,hren auftretenden I.nte
grale wurden am tthylen justiert. Unter Ber",t:;Ksichti 'u.ng 

der 2rgebnisse von S:;h'tidtke[421zur Wahl dieser I.ntegra-

1e erhält man die in Ab~ilcaw!, 1 d~rgestellte charakte

z'is tische P'un.Ktion ( nartca.Dll[18 J, l..bb. 12 ). Ihr V1esent
lieber üntersc..'üed Gegen'iber der cl'laraK:teriFtisehen P'u.nlt

tion wie sie die Rüc.;.,el'scne Theorie ergibt (5,70) be

steht ~arin, daß die obere H~ilfte im G-ez;.::nsatz zur unte

»an auf einen se~r kleinen Bereich der 3ner6iesk~la zu
sa:nmensc!'.rumpft. Aus dem Verlauf dieser chara4te.t·i~, ti

schen ~~~on folgt das Scheibe'sche Phänomen nun zwang

los. Erwähnenswert ist in diesem Zusammerulang, daß 
SchC'.idtke[42]dieses Abk:.n1cÄen des oberen 'feils der cha

rakt;ri::tisehen In..mlctiion oereits dtu:ch Streckung des 

Grundgebietes ( angels.: scaling ) in der einfa.chen H-l

ekel'scilen rbeorie erzielen kOJlllte. 

Zur rrüfung der Ergebnisse wurde.n von aartmann[te1 

die Acene und verwandte aromatische Kohlenwas~ersto!re 
so".üe von Hohl.neicher und Scheibe[19]die Polyene ver

wene.t. Uan ist dabei so vorgegangen, dan man die 1041-
sationsenergi. gegen den Eieeawert d des je~eils hÖCh
sten besetzten Zustandes UDd die Energiedifterena zwi
schen 1. angeregten Zuat;~ UDd Ion1~atioA8grenze gegen 
den Eigenwert 0 des jeweilS tiefsten unbesetzten ZustaD

des der e~elnen MolekÜle autgetragen hat. Man erhält 
sc. einen Kurvenzug, den man als eXI-erimentelle cnarkte
ristische Funktion bezeichnen kann und der r~~ die Acene 
in Abbildu.og 2 ( HartmaJUl (jal, Abb. 14 Ca) ) u.a4 für die 
(a) B1De Prüt~ der Angaben mit Hil!e der L1teraturs1tat • 

•• 1gt., daß d.r 1. ansengte ZJst8.ACl d •• Btu'lzo1s 1;1.
rer 11.~t als TOll BaJ:1;JaaJmC18 • Abb. 'Mo anppbea. 
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Polyerle iJ:l Aboildun;::; :3 ( EO.hlneicher und Sc:.heibe [19] , 
l"bb, 2 ) dars.esL;ellt let. Dabei einet die Er'(;:ebnisse deI' 

letzteren Arbeit i.nsofeI'll :mit Vorsicht zu betrachten., als 

das 1I.lt-arnieren (ler mndu,ngsabst;:inde in den Polyenenbei 
der B;;::rech.nullg der Eice.nwerte 6, auEe!: acI:t gelasf;en 'i.mr
da .. In ,Q,er Literatur wird d.a.gegell gelZade darf .. uf hingewie .... 
sen. daß die Spektren. {liessr Ve.t-bindullgsklasse hur lUlter 
Beriicl\:s.tcütigung dieses Alte.:;::nierens d,es ;Si.lldungs~Lbsta.n

des ric~:J,tig; ged..eutet werden kö.rmen[46] 11 

Wie nan sich leicht überzeugt" stimmen die e:s:perimen

teIlen cha.rakteristisch.an Fun.lttionell in il:u:'em Verlauf im 

Wesentlichen n~t dem der theoretischen Kurve überein. Le
diglich der Sr..;rung an d-er Stelle d:= 0 wird von. der TheQ

rie noch n..icht erfaßt. Hiera.uf' ist in. der Literatur be

reits hingewIesen worden [1S] • .[35]u.ndes herrscht cLie über ... 
einstimmende Aui'fassung, da.!~\ es sich Q.abei um eil1. PhäuQ

men Karldelt. das erst n~t ein.er Mehrelektronentheorie er
fal~t werden kann. Es ist sO\'iJohl auf da.s vernaChlässigte 

Coulombintegral I~ [18 J. wie auch auf die KonfiguratiQ,ns

weCh.selr.nrkung[:3S]als den \'1esentlichen. Grund hingewiesen 
worden.., ».iese i.st allgemein groß, wenn ene:r+getische Zu
st;ände 3~bnlich liegen. SiewEirde deshalb in dieser#. tifo

delI VOr allem bei den Enersiezuständel'l wesentlich '\:ver
dent die zu kleinen Ei8enlillerten der Btruktur:m.a.trix gehö
.:c'en, wäh,rend di.e zu groi~en li:igenwerten B;ehö:t'igen Zustän .... 

de auf' Grund ihres s;roßen energetischen Abstandes llJ.U." 

wenig ua'l.,ro.ll betroft'en 1;vex.'den. Offensichtlich setzt (;.1e

seI.' Effekt bei ket'!;ent'ortaigen jf -Elek'bronensys.t;emen sc:hon 

früh ein u.rui bedingt das Abknicken der cl:;arGlkt\::iI'i·stisehen 

Funktion für Eige.uw.erte -1J..j-~ d~ 0 zu xdederell Ene;t<gie\rer
tent vJäh.rend dieser Effe1\:t bei. Acenen rdcht in ciieser a:tts .... 
geprägten li'ö.t>m beobachtet wird. 



I'). J>ie Ger~e2..~k.ll,isi':~1:u~: :~'~i·:;~~el-I{art},:1~~r:~~·~" s:cl~ten. 
Theorie der ;z- -I;;lsJ:;:troE.l.ensystei'rl;h 

71 .. Das Generalisierte Ver-fahr-en .. 

Wie SChOll ei11,~ngs e;rI.V'~iilult, ist es "RJt5.nsellensvler1;, 
die HUc.!::el-Hartmann • sehe l~heo;rie der 'l'l-Eleltt;ronensYf;Jteme 
sys tel"::;atisc.h und l!löglieh:=it a.llf,f;ei;i\ein ~u disltutieren.. Als 

C~J:·t'U:linage .hierfiir wird till !'ol.wenden Abschnitt eine Gen.e ... 
ralisierungdes bishe.l'igen Vex.'f'al:u:·ens du~}.gef'ii.hrt unter 
der Voraussetzu.ng, daf$ sich die Energie ~ 3eiter.E,in als 
ol" .. araletex.'ifrt;ische FunJ:~tion 

.!:i ...... ~.l~ ""11e '" 1:- ,:.,.j., 
"",<.:I,,,, 1.-:" ,,"" , .... tl.<:..,." kk I 

Eitie sehr allgemeine .Porm, eie ~ßatl"izen &Z und 

! /ck I' 1:::18 linec<.re Funktionen z"veier t von den Indizes kk: t 
unabh,&lus;iger i'fiat,rizen zu schreiben, ist del:' folgende An-
satz 

(~4) ?Jtl k/(' 
'= 11:: 1 

t ..J mkA'o'1 

/rk f 

Äklr'.p h kk'r/ 
(1;2) ; = ~ 

. Iln 

Die in diese!.!. Gleichung~en ~,Lu:f''I:;retende Matrix r i geht un
ter Beschränkung auf gleiehs,tomige Systeme sowie der Ver
naclrlässigung aller ~tbel'la];~'I:u.ngell u.o.d der An.ne.hme von l\iur

nacb,ba.rwec,ß~lselwirku.ng in d.ie Strukturmai;rix r übe:v .• Des
halb 'firn tür die l\1:atrix 0' I dis BezeichnJ:1ng, verallgemei ... 
nerte Struk:"liurm~ttrix eingefiillrt. Ih.!-e Eigenwerte 6 i be

stimmen sich auS der l>eterminanten 

I 0' I - d' -E' I "'- tJ 

Im. Variationsvert<'::Men wird die durch Gleichung (5.18) 
vermittelte Basistransgormation der Atomfunktionen mit 
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festen ~ar~en von k so bestimmt, daß sie die ida~rix 

in aie !V-dimensionale ßinheitsillntrix t' überfüt~t 
die il.atrix g, /d< ai:1bonalisiert. Dasheit.t 

mit 

(~sa.) 

-A-
Dabei bestimmen sich die Eigenwerte c!.-e,.' der Energiema-
trix g. Kir aus der Säkulardeterminanten 

(~') I f.fA - Z"w./rk I "'(} 
Setzt ~an oie aurcb die Gleichung (7,1) ~k(7t2) gege-
bene Zerlec~ der :tberlapi-Wlgsma.tri:x 'Ififl und der Ener-
giematri:x ~ * ein und formt gleichzeitig um, so erhält 
man 

Der Vergleich ~it der Säkulardet~rminanten (7t~) lier~Z 
dell folgenden zu.samme~ang zwischen den Ei.ßnwerten t! ~. 
der &a.ergiematr1:x 1 u..od aen Eigenwerten d: der V:r
allgemeiAerten Strukturmatr1x r I 

I #,ßI< _g~ h:,kA 
} !:Ir _ aa -( /Jn 

C",,' n kk _ -~ . ~~ 
E-c; ~/( 

(~8) 

Die AuflösUDg nach den Eigen\Verten ttO ",. ergi bt 

(~/) 
/1 I( j ;kA= 

nl1 + 0,,· /7) 
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Ha.-.:~.1 ~en Gleich:mg..:-n (7 .. t) UD.d (7 ,5) ertL~_lt man Ja -it 

scbließlich 

~.., I Ir/( I' 
/1 .-ej' -= O~:t' 

/t.L 1/ itk J ~ h 4-1< /7'1 ~ /71'J~ -+ 0"" ct 
~Y' ".: /1.,,)( .J / kA <-:t-

I' / I'JI? -+ 0 -t:. 177 

Die Oberla.f.pungsmatrix OIZ kAund die Energiematrix 

't kk sind nach Gleichung (?,1) und (7,2) linear \..Lurch 

lift Einbeltsmatrix -! und d.ie Verallge:r.ein13rte S;;;ruktur

matrix ~I ausgedrückt. Die Autlös~g dieser oe iden Be
ziehungen nach ~K~ ~/l}erert daher diese als lineare 

Aus~rücke 1.n lr.Il und 1- A' 

('" 11) 

äabei hat die Diago.oalmatrix cf) k die Elemc;:n.te 

(,",~.r) 

80wie 

J. 
wobei die DiagoDalaatrix ~ die folgenden 31emente beslt;zt 
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t;:,k ~ 
Ein Vergleich der Matrizen ~ u.o.d ~ f'1hrt auf' den fol-
genden Zusammenhang 

~ist eine Diagonalmatrix, deren Elemente sich zu 

ergeben. 

Die Gleichung (7,14) läßt sich durch den f~satz be-
friedigen 

. .'" 
~.Ic:::r 7/.4 ?>,tZ 

(~2t') (, a c;U 

~ Iri 
wooei 2t eine UDJ.täre Ilatrix UJJiJ.o!J eine Diagonalma-
trix ist ~t den Elementen 

ß :f 
:::::: (/'tY' 11 ~h ) I A-A" 

, /t,/1 -r 0-<:' /77 
.f 

i~t der Sv oestimmten 'l'ra.n.s!(.rmationsma.:;rix C folgt aus 

den Gleichu.agen (~16) WId (7,18) unter Verwe.D4u.ag der 

UDitär1tät Ton~ die Beziehung 

Ir !L 1st also diejenige Matrix, die die Strultturmatrix 

auf' DlagoDalfora bri.Dgt. Wie Gleicbu.ag (7,21) ze1gt, 1st 

s1e unabhängig von k 



Diese Gleichung ist eine direkte Folge der DaL'stel
lung der Matrizen iJIt kK und Y. /(A in Form einer luearen 

Funktion zweier vom Index k unabhängiger Matrize~. D~ , 
AnSatz ~e,tattet u.om1ttelbar, auch die Matrizen 0tYl 'k 
u.od I' l< zu transformieren • 

. "f- J'k' 1<' C /(rJZ,'< GV 

(.'" J t f kK ' c- K' " 1- / Ic~ I 
llr' ~ ,,4-' 

wobei die J4atrizen m und tr durch die Gleic·:u.ngen 

(7,1) und (7,2) bestimmt werdeu. TUt den. Beziehungen (7,20), 
(7,22) und (7,23) erhält man daraus weiter 

/ 

(~21) llZ 'k/c I., ,JJ /(fZ,/) ~ 1 (/1q;1r ~ ~ m ;~ Jz ) 
(i$21) ;'M I 

'" JllcrlJJA 1 (#n~A~ . .tI51r1r1r) 
;/d' I klr I 

Jür ciie Inemente der Jlatrizen Otl u.od ff ergibt sich 

unter Verwendung der Gleichungen (7,19) und (7,21) sehlieb

lieb 
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'" J/( unterscl,eiden sich nur d'..lrc:l die Eir;enwerte C-r 

Dies .tat wied~r zur Folge, daß das S:lkula.r;,roblem. (6,2) 

in 1 Problem der Form 

Daoei haben Cl1e. Oberlap~u.a.gsmatr1x röt/' ;.4') und die 

Ene;!fi~u;:a.tL·iX ! 11 <t3,,) die Ele:nente/l'K 'k <t3<,) bzw. 

hI/. (~.). Die Lösuagen der zu i gehörigen SÖ.kularde

termina.o.ten ordnet can nach wachsender Grö[;.e und unter

scheidet sie durch Gen Index r • Die Gesamtheit aller 
Lösungen läßt sich dann in Form der chhr81~eris:;ischen 

Funktion 

(1;32) 

angeben. Die Koefr1zienten~lder im Hinblick auf die 
Energie beslen LinearkoJl.binationen (5.14) der ;"1olekül- __ 

f'anktion :x~. zu den Mole.ICÜleinelektroneneisenf'.lJlktionen I~' 
oesti~en sich aus den Gleichungen (7,30), .enn man dort 

~'f"' 
nacheinallder die C.,e; einsetzt. 
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72. Störungsrecl~ung zum Generalisierten 
Verfahre ..... 

7211. Einleitung. 

Das Generalisierte Verfahren läßt sich nur formulie-
I 

ren UJlte.l' der Voraussetzung, daß sich die Matrizen Ifil «I< 
und 1- kk.' durch die Ansätze 

= /'l kk' ~ AAJy,1 
nn t:' ..,t. /J7 f} 

- /7",,:~ ~ -t h JA- ~r / 
darstellen lassen. Diese Bedingungen schränKen dei Verwend
barkeit aes Verfahrens weitgenend ~in, da es meis~ens nur 
schwer möglich ist, die Zusammenhänge (7,1) and (7,2) phy

sikalisch zu rechtfertigen. Es besteht daher das Bedürf
nis, zum Geueralisierten Vurfa.l1ren ei.ne l~äherun~sme tnode 

zu entwic .... eln. 
:.qie aus dem voz:hergeudooe.o Absc.i:ulitt fvl~t, muß eine 

im F.abm3n des Ge.neralis.1.drten Verfahrens ver·:lena. oare 
H~ilierWlgsme ;bode d::.e rrausfor.iIlc.. tionan 

(~~) (:.1 k t: m kl( C'" I( = ~ 

tl-rr) C" f f kI< CI( -::::r .zk 
k f" 1<1<' k' I 

(~2~1 c Oll c: - m/~;' -
C"f:r M' C-", f/kA ' (~25) ":: 

diabonal lassen, da es anderenfalls ~cnc m0g1ich ~stt 
das Verfahren allgemein uurcnzuf\L'lren. Dies lä!.lt sich 
erreichen, wenn >:.aJl eine Ifäheru..ogsrecbnu.ng e1..D.fübrt, die 

a Wesentlichen der ~ö~:s;:-=lcbnun.g 1. Ordnung entspricht. 
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7212. A llt'erneine Steran. srecl:nullb. 

Zu ...:.ntersuchen sei die S~hröv.ing'..;L'g:.leicbullg~ 

(~.33J 

in der sicb der Hamiltonoperator in folgender Form dar
stellen läßt 

(~34) 

wooei das Problem O. Näherung 

//l"'j 
bereits Eelöst U.Dd der Störparameter /7 klein gegenüber 
dem Operator #~t:) 1st. 

:,:arJ ~ __ twicL.eltja.ru.. ::iie Eit;en.funktionen ~ des ge
stört~n Problems !lac~; de:. ~i.;~.o.f·lll.k.tio.:Jen Y,;C) des a.nge

stärten Pro blems 

(if.3l) 

ulld :Jacht die AllSätze 

Das heißt, ~n entwic~elt die Grö~en ~;~, ~ and ~~~ 
.Dach eille. Parameter L • Setzt ,_aD Gleichung (?~6) in 
(7t~') ein und beacbtet die Be~lebungen (7,~) und (?,~5)t 

80 erhält man u.nt~r VC!i""We~u.o.t; der A.ns::tze (? t~7) t (7.}8) 

UD4 (7,'9) 
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~::.ultipliziert !llB.n aus und ordnet nach :Potenzen des ?ara

rnetGL'S ~ , so erhält I!J8.l1: 

O. N"a,3erung, 
c 

Ber.icKs1cht1gu.ng alle.::: Glieder der Ordm:a.ng L 

daraus folgt 

1. ffäherunt;, 

Berücksichtigung aller Glieder der ordnung L" ..( 

fiir k • n ergibt sich aaraus 

Das :ei.l)tl 

Die Störenergie 1. Kaherung ist gleich dem Integral 

und man erbält r\~ die Gesa~tenergie in dieser ~äberuDg 

Ja folgenden wird e1AS Störungsrechnune; zu. Genera
lisienen Ter.tahren formuliert, die es gestat tat. auch 

solch. Probl ••• Däherunga •• is8 mttsuertassen, deren 
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:- I<k I a: k/(l 

ab~rla~J.-ung;s; ratrizen 05t und I:.nergiema:;rizGn.~ • :ich 
in der ferm sc!: .. eioen Jassen 

( 14-7) lfii 11/ - Ii ;,J'r: + m IrF (rl -I "':1''' HA ) 

(~~r FJ.4 1 

~ //;;'.)! -f- AM' (11'1 T ,1/0'/ Ü) 
. i·· '. t' hfl'1 kK I d /,I.YJiAk 't:Jt" d 17 wo oe Q.J.e ,.:a r~zen (j un 0 ., orungen er ~ er-

allgemeinerten Strukturmatrix r I dal's~el) en, die klein 

im Sinne der Stcrungsrecbnung gegenüber dieser sind. 

Unter Verwendung der Beziehungen (7,1) und (7,2) er

bijlt man aus den Ans~tzen (7,47) und (7,/~) die Gloichun
gen 

-kA I 
Oll 
-kAI 

.1 
CI!' .m kiff f-I?J Ai' I ~rIK.f / 

., f k;< I r h A-A-' ,1/ 0'/ MI 

In Analogie zur allgemeinen StöruQbsreehnung betrach
tet man nun das Generalisierte Verf~en mit den Ans~tzen 
(7,1) UDd (7,2) als UDgeEtärtes Problem und dasjenige ait 
den 1-DS~tzen (7.49) und (7,50) als gestörtes. Im Pahmen 
des 1s vcrher~eLenden Abscbnitt entwicKelten For~alismu
ses des Generalisierten Verfahrens l~t't ~iChJ.der ?intlu.8 
der Störungen 1n m,u'Nrl/r/r I undn k~ ~d' I A' auf die 

Gesamtenergie dann näherungsw9ise untersUcben, indem man 
das gestörte Problea ~t äen Transtormationsmatrizen 

des ~estcrten/.lcrmuliert und von. J~ Stömt~zen 
/hkA' (~t-H,{'/KK/Ck/ UDCl h kk ~ "'r/ C" ' ledig-

lich die J)1agonalgl!&der beriicksichtigt. R1erzu e1"11:!ist 
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und hat die Elemente 
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und oan erh~ilt in analoger Weise 

und deren Elemente gegeben ~ind üurch 

Aus den Gleichungen .(7,54) und (7,58) erhält man unter 
BeachtUAg der BezieLungen. (7,19), ('7,21) und (7,57) 
schließlich 

Aufgrund dieser GleichUOGen folgt nun sofort, daß wieder 
.n~ die Dias;o:mlmatrizen l5fj{..b und ,. ~~. der Ubermatrizen 
m l bzw. ,- I VOll :Uull verschieden sind. Diese Diaz;onal
blöeke haben gleichzeitig unter sich alle die;(selbe Form, 
wobei sie sich nun aber durch die Eigenwerte c!/~ sowie 
!YJ /I(/(I ·d # J 11t4' . d .. 1 -cOI (" 1") 

0..,' un 0<, Ullterschel. an. Das Saku arpro em 0,.:0; 

nimmt damit die Gestalt an 

mit der Srurulardeterminanten 

(1;/~) 
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Die Gesamtheit der Lösungen dieser Deter:dnante lci.ht sich 
wieder als charakteristische Funktion darstellen 

7214. Die Eigenvektorstörung. 

Nach der Behandlu.o.g der ~nergiestöru.ng erGibt sieh 
nun noch 1ie Aufgabe, die z~ ~estörten Problem f,ehöri;en 
Transtar .. at1onsmatrizen e zu bestill1l!len. Ein sinnvolles 
Verfahren besteht darin, sie in Analogie zu dsn ~atrizen 
Li(, die sich aus den Gleicbungen(t;'2) ergeben, aus den 

folf,"eDden Bez1ehu.Jl€en zu errechnen 

wobei %1< eine Diagonalmatrix ist. 



'/3. ;'c s Generalisierte Ycrr::::':!ren f~ir 
f'leichato:u.ige K"-Elekt,;,'onensysteme. 

751. Einleitung. 

Im Abschnitt 71. der vorliegtluden Aroeit wurde die 

Bückel-Bartmann' scLe Tt~eorie der r-r.lektronensysteme ge
neralisiert. Voraussetzung dafür war, dal~ sicb die Joer
lai-i.UJlgSl:latrix ~"fK~LOd Enert.:.;iematrix ! kA 'in der FOI'm 

darstellen liel.en 

1.0. dieser: lLbsctl.Ditt soll nun ~ezeigt \'!ercien, unter 

welchen Einschränkungen und ApJ:roxir.la~;ionen es [;lö~:lich 

ist, ~ie Gleichungen (7,1) und (7,2) zu erfül~en und das 
Genera.lisierte Verf~.hren anzuwenden. Dabei werden I1UX 

gleichatoaige ~-ßlektronensysteme betrachtet. 
Die Untersuchungen sind in zwei SCh~tte unt~rteilt. 

Im ersten wird die ,:öglich,,;.eit uisKutiert, die iJa ... rizen 
4ft' Ji. ,u'-~ und tr rolßenderm~en zu zerlegen 

= 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Ansätzen (7,1) 

u.ad (7,2) iIl Wesentlichen lediglich dadUrch,. uaß aie von 
den Indizes k und k' abhingige ~trix Jr/~ an Stelle der 

Verallbemeinerten Strukturmstrix .r' st;eht. Es 11, leicht 
zu zeigen, daJ.;i sich jeue Uberlap1-'l.D.gsmatrix m wie 1.n 

Gleichung (7,68) gefordert, schreiben lätt. Dazu betracb-
u k tet .-n die Atoaf~ioAen T als normiert, welcnas 

ke1De B1naehränkuDg da~tellt ~ ia folgenden i .. er ~or
.r kk' 

ausgesetat werden 8011. Gibt mBll der Konstanten m 
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dann beispiels·.·.'cise den 'Vert 

(~7C) m 4f kk I =,/ 

./</(i 
und wählt t1r die Mat~ix Jr' die Form 

~~I 
tJ -f.t:l 
1</(1 

..52-1 Ci 
I<*.' k/(I 

( ;, '-I) OIJi I .. ~.,. ~2 
/(Ir ' 

~~ 

. " 

so sieht ;~an, daß die Gleichung (7,68) da:rl.t erfüllt ~ird. 
Um zu zeigen, daß sich auch die Dnergiematrix ! A4 I in 

der ansegebenen Weise (7,69) darstellen läbt, ninmt man 
in '~eiterrührung der Voraussetzung, daß ein gleichatomi
ses ;r-:neküI'onensystem vorliegt, an, daß 

(~7Z) ... 
gilt. 

Gleichung (7,72) kann nur näherune.swelse sti~nen, 
da das Einelektronenpot~ntial in;.t noch eine Funktion 
der Position des jeweils betrachteten Atoms i~ i~lekül 
ist. So dürfte die Anzahl der Nachc:.rn eines C-Atomes 
Wert von A:t' beei.utluasen. 

Ferner macht man von einer AbSchätzung Gebrauch, 
. A~I ,..,.;f,k/ 

von dur Proportionalität vonA'~ UDd ~~ ausgeht 

(~7.J) -
~' 

AlJlJ 

den 

die 
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Diese :r;:.3rWlr; '/urde ursi_rünglich r:ir den Fall k • k' .. 2 

anget>en[81 ,fY;.71und steht in enge:". Zu.sammen.l-;~I.ng l~i t einer 

ähnlichen Ar~roximation[;o] 

wobei ~ie Beziehung (7t7~) jedoch allgemeiner ist. Unter 
Var:;endung d(;)r näherung ~?,72) und der Abschä;;zULG (7,7~) 

ItL~t sich die JJatrlX! RA' , r;rie r:1atl l(~.ic.ht !)r~.ifenl W' 
1.0. der For!l1 (7,69) darstell en, wobei die '.r:a.rix (f' ge-

geben/wird d!.lrch ;lie Gleicbung (7,71) und die V.ollstante 
h --- Alt den ~lert 

annimmt. 

Im zweiten Schritt ist nun zu untersuchen, untc~r 

welc!}en Bedin~u.nGen die ,!o.trizen 1f"""1 von dell Indizes 

k und k' UD: bhän!;ig warCen und sich als Vielfa;,,:~·es der 

Verallge~einerten Struktur~atrix~' carstellen lassen • 

.F~r diesen .?all ~ehen die GleichuD,f"en (7,68) und (7,&9) 

d8..:i..D 111 die Bezier.ungen (7,1) '.lnd (7,2) :ib·~r. 

&Lne ~öblic~eit hier~ür bes~eht darin, nur aie ryber

lappUDg zwischen nii-.;!hs ~en Nachbr~.L·n zu berücltsichtigen. 

~elches in der lormulierung des Generalisierten Verfah

rens gleichzeitig die BerückSichtigung vvn Jilurnachbar

wecbsel\viriru.n::;~1nschlie::t. 'Dies ist b,::reits ausfiihrlich 

diskutiert worden{2.l[3]. 

Will 1'1&.0 gagegen die nberlap: un~;8n 7.wisc~en allen 

Nacbbarn oerücltslchtigen, so ka~ diese POrddI'1mg nur er

.füllt ~rden, :Ie.an alle ~b~rlap!un€en unebhfinr ig vom 2er

giezustand k , zu dem ~ie ver~endeten AtoTfunkt1oncn ge

hc;ren, eine einheitliche Ft.l.r1Kti,'n des Abstandes R der 
.f/n~ . ... 1 ,-

Zentren~. I.n der Abb. 4 sind dl.e 0ber ap'plIlgen .a.ur 

2p~/2p,,- -. ~PrI3PT - und 5Pr /5t>.,..-Slaterf'.Uuetionen in 
Abbängigxeit ~. Abstand R graphisch dargestellt[2~J. Da
lIei wurde ror die Berechnung der 2p -Funktionen d.ie ef

fektive KerAlaaUDgSZabl des ~ohlenstotr8tomes 1. 
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tetragonalen Valenzzustand verwendet, die sieh nach den 
Slater'scben E:eg:eln zu 3.25 [e:t. E.] ergibt, während in den 
anderen. Fällen eine solehe von. 1 [at. E.] ben.utzt wurde. 
Aus dieser graphisChen. Darstellung entnimmt man, dai~ Ober
lappungen. rar kplllkpzr-Slaterfun.ktionen als FUllktion des 
Abstandes R starke Abweiehungen von der €eforderten Form 
zeigen, Es ist deshalb prinzipiell nicht möglich, das Ge
neralisierte Verf'e.l1rell unter Ei.nbeziehung aller Atomfunk
tionen und Berücksichtigung aller tiberlappungen mit die
Ben Funktion.en zu formulieren. 

Aus diesem Grunde wird das Verfahren auf zwei fi Grenz
fälle TI spezialisiert, rl;rovon der erste im. folgenden Ab
scP~tt beschrieben wird und die Deutung des Seheibe'schen 
Phänomens zum Inhalt; hat, das besagt t daß tier 1. a.ngereg
te ßt'lolekü.l~usta.nd zah.lr0icher l{ -Elekt.ronensysteme, den 
gleichen Abstand von der Ionisationsgrenze hat. Im Ab
schnitt [73;J wird dann versucht, das Generalisierte Ver
fahren zur Deutung des wasserstof;fähnlichen Te.r·m.sehemas 
der höheren Molekülzustända von ä:-Elektronensystemen zu 
forlllu 1 je;rsn" 

7,2. Die Formulierung des Generalisierten 
Verfahrens zur Deutung des Scheibetschen 

Phä..l1omens .. 

Um den für zahl~eiche ~-Elektronensys~eme Gleichen 
.l.i..bstaaa. des 1 .. angeregten J'.lolekülzustandes von der .Ioni
sationsgrenze richtig zu beschreib:::n, genüe;t es bereits 
neben den 2p -Atom.:tunktionen repräsentativ f:ir alle Ir hö
heren n Funktionen die 3p -Atomfunktionen bei der Erwei
terung des Hüekel'schen Verfa~rens zu berücksiohtigenL18

r
]. 

Wie die Betrachtung der Abbildung 4 am Beispiel der be
sChrieben.en Slateri'unktionen meigt, Ullte.rsc~eide.n. sieh 

die Uberl.sppu.ngen. von 2p.q- / 2P'lr -und 3P:r 13Pr -Funktionen 
für gleiehen Abstand R der Zentren nicht sehr voneinander. 
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Dies legt den Gedanken nahe, die GberlaI-,t:UD.ß als Funktion 
des Abstandes R in beiden Füllen durch dieselbe Funktion 
von. zu approximieren. Exa.!:t erfüllt ist diese Beziehung 
unter best~ten Voraussetzungen, wenn man zur Darstel
lu.og der Atom.fu.nktion l/ nicht Slater.tunktionen sondern 
die ia folgenden beschriebenen GauBfunktionenpäreben ver
wendet[32], man vergleiehe dazu Anhang[A1J. Diese Gauß-
funktionenpärchen werden definiert dureh die Glei-
chung 

(:ry 71) 

WObei~,. bzw. 1c- GaußtUD.k:tionen sind von der Form 
_v (_ .... C! 

( 
"'Y+ -o<'.-u r -I( ) 

(7,;:) t.-.. ~ .. ) L ~ 
undVeiD Norm1erungs!~or ist, der sieh nach der Glei
chung bestimmt 

- '?(J(c rtf' + 1. 
( 1M) ~;a [~(A' - ..t' ) J 

Wählt man nun eine Anordnung dieser Gaußf'\l.D.ktionenp:r
eben, wie sie in Abbiidung 5 dargestellt ist, wobei auch 
gleichzeitig alle auf'tretenden Größen erklärt sind, 80 

erhält man rür die Gberla~pung die Ausdrücke ( vergl.:[A11) 
- '1 t><C /(1. 

.+" ,. L 

->tV .2 (~ (Ct~ ot,tJ I) ; 
0(0 '" 1 cl. ot. 2--1:J.;A (?'4- T;&}'L - oltt~ (.,..()+ 74) ] 

11 r (~- L-2~ 74'( 4- L- ~?d 
:x'4~ /(.1. , ~ - ;;<.;. ~ 

Geht man weiter so vor, 4a~ man diese GaußtUDXtionen~är-

, 

cheß bei konst8Jlte.a."1 0( lediglich durCb geeignete Wahl des -Paraaeten I("u den su approxim.1ereDden A toatUDktionen der 
betretteDClen lIDerg1ezutiD4e anpaßt, so wird die 
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~?berla.!pu.nc eine in allen diesen fi..illen !'l.eicl1e i~.Lnj.:tion 

des Zentrenabstandes R 

Das kieißt, daß es im Rahmen der bisher schon einr:efiihr
ten Beschränkungen und Approxioationen unter Ve~7endung 
der Gauefunktionenpärchen (7,76) möglichst, die Bezie
hungen (7,1) und (7,2) zu erfüllen und das Generalisier
te Verfahren an zuwenden. In. diesem Zusammenhang sei kurz 
4arauf hingewiesen, daß die Gaußfunktionen (7,77) einen 
im Raum übervollständigen Satz von Funktionen da~stellent 
durch Festlegu..og der Parameter~ in einen vollständi
gen übergehen und mit den durch Abbildung 5 an die Orts-....... 
vektoren A?~ gestellten Bedingungen nur noch einen un-
vollständigen bilden. 

Offen ist nun noch tiie Frage der Justiel:ung der Pa-
....). 

raUleter ~ u.nd ~ der vorg:!cblae;t::nen Fwlktionen. Eine 
)löglichkei t besteht darin, I(.k so zu bestimmen, daß die 
Zentren der Gaußfunktionenpärcben mit den 5rö~ten Elek
troneD<iicbten der entsprechenden SlaterfunktiOhen zusam
men.tallen. Die Konstante 0(. wäre dann etl/7a so z~ justie
ren, daß die mit ~ieser und den verschiedenen ~-:-erten 
berechbeten Oberlappungen als FunKtion des ZentrenabstaD
des R, die mit den entsprechenden Slaterfunktionen berech
neten JRÖglichst gut approx.imieren. Dauai darf angeaommen 
werden, daß sich eille mit kleinen Fehlern behaftete Wahl 
der Parameter ~~ u.od t,( nicbt sehr auf die BestillJllUDg 
der Lage der MolekÜlzustän4e auswirkt. EmpfiDdlicher ge
gen diese Fehler wird dagegen die Berechnung des Radial
anteils der Moleküleigenfunktionen sein. 

U. ein Bild vom UDSefähren Verlauf der bier zu erwar
tenden cnarakteristischen Funktion zu geben. werden die 
von Billäel et al.[2]benutzten Werte für liia ED.ergleinte
grale Terwandet. Dies ist statthaft, weil man trotz der 
'estleguag der Atomfunktionen wegen der mangolden T-ennt
nis der Potentiale noch gewisse Freiheiten in der Wahl 
dieser Integrale bat. Man erhält damit die in Abbilduag 6 
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darbestellte c:,ar8lCt~I'L-; Ji,sc.;'::Je :'WJ.ktioJ:J.. ( .dingel et <11. 
[2J, .:-.bo. , ). Das l.uftreten der Pole fühl:'en d.i..eselben 
AutorenC,Jdarauf zurtick, daß in aer MO-LCAO .-:!ethode .:..it 
Nachbarüberlappung und liurll.B-cht>~r."echsehvirku.ng die Ver
nachlässi~ungen in der überlaplUDgSmatrix und der Ener
gieaacrix nicht auf eine bemeins~e Basistransfcrmation 
zurückzuführen sind und deshalo der Betrab der Jberl~p
pungsmatrix Null werden kann, ~~rend der der ~8rbie
matrix uncleich Null bleibt. Wie es sich nun zeigt, ~rit~ 
dasselbe bei den tier eingeführten Ifähel:tl.Ilben (7,73) und 

(7,76) ein .. 

733. Die Formulierung des Generalisierten 
Verfahrens zur Deutung der was~er
stoftähnlichen Anordnunt; der höhe
ren ~olekülzustände aller ~-EleK-

tronensysi;eme. 

RUCh[35]:iat am Beispiel des ÄthylellS durch, .itbe
rüc~sichtißung aller mit der 2Pr-FunKtion kombinierenden 
hpheren Atomfunktionen in der Hartmannfschen Erweiterung 
der Bückel tsGhen Theorie zu zeigen ve'x'sucht, aaE sieb für 

höhere ~ole~jlzustände ein dem Wasserstorratom ~liches 
Termschema er6ibt. Unter der ~hme, daß jedes gröhere 
~-EleKtronensys~em zur Berechnung des ~ergieintegrals 
~,M zwiscten zwei benachbarten Atomen eUS J:thylensyste
men zusammeugeaetzt gedacht werden kann, wurde ße:olGert 
daß die f:ir das ;':thylen erhaltenen ct.~,rakteristischen 
Fu.nt~tionan auch für den Fall gröl.:erer if" -Elektronensy
steme gültig bleiuen. Die daraus in Bezug auf das Term
schema der höheren ~lekülzust~Jl.d.e dieser Systeme bbge
leiteten Ert.ebnisse sind insofern unbe1'riedißend. als 
eine unbeLründete Auswahl de;:- .?:nergiewerte aua der Ge

samtheit der durch die charakteri~tischen JUDktionen UD4 
die Eig~n .. rte der betreffenden Strukturmatrix gegebenen, 
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getro:'fen "':rd. 

r.uf die T'r!:l(;,ß c.er Berecho~: d..::s !.::.o.~r:~ieintetSrf,ls 

zwisc:-:en zi'1ei benac! bf'.L'~en 1.tomen. ,~:rö~erer If""-:,aektror.en

systeme nach der Ruch'schen Vorschrift seIl hier nicht 

n~er eiA~';ebanben werden. Obwohl sie für die Bestimnu.og 
de.: 1<.:nergie,cusdruckS bei Verwenduns von. 2p -Fun1:..tlonen 

sicherlich eine gute A;~roxim~ti0n d~r8tellt, scheint sie 

bei Ver·1<;;;ndun..:, höherer Atomfunktionen in ihrer :locellvor

stellung ll.D.terectltfertict. t"Jo die Grenze zwischen. diesen 

beicen Fi:llen liegt .. Kann erst entsc±:1e;.:en werc.en .. wenn 

eine entsprechenae ~o~ellrechnung vorließt[51111. 
Ein w~i t stärJ:terer Einwand bezie~~t sich auf die Ver

nachllissüUD.f, sämtlicher überlappu.ngen in den Ruch 'schen 
überlegun/Sen. ;'1e man beisyiels'.~·eise der b",;:'eits beschrie

benen Aboildung 4 unter ZUErundele~ung eines mit~leren 

C-C Abste:lldes von 2.5 (at. E.) entnillmt, beträgt die "ber

lappWlg zweier benachbarter :;Pr-slat~rfunkt.J.onen ueL'eits 

0.75. Der entsprucr;ende Wert ste~Et für 5~-F'wl.Ktionen 
auf 0.84 und .nimmt für höhere Ato::.funk.tionon w€:it·~r ~u. 

Hieraus 1!lU1::. gefolbert wercien, daß el.ne V<1rnachlässibUDg 
der berlap:t-un(-; bei der Behandlu.ng eier bi.::ber.;=D t.:olekiilzu

stäncie des J:thylens unter Keinen Umständen zulissig ist. 

Etwas schwieriger ist 0 ie Lage bei ßröberen« -ltlektro

nensystemen zu belrteilen. i;ie die Abbilä\l.tJ.ß 4 zeigt, be

trägt die UberlapPUO€ von 5~5~-Slaterfunktionen im Ab

stand. von 5.0 ( st. ~. h welches ungefä:,r eier E.ntfer.DD.Dg 

zweier übernächster C-atome entspr~chtt immer noch 0.5. 
~. A.&nn ~ab.;:r sageD, da1$ die Ve~'nachlässigUllg der b€:r

ls}pUD€; auch bei der Behandlung htherer ::olekül~ustä.nde 
nicht zu großer T-Elekt;'onensysteme eine schleChte Nä.t..e
rung ist. 

Die Vernachl.:::slgUllg s:imtlicher Uberlaf'pungeD 1st 

offensichtlich der Extremfall einer Aplroximation, der 
für die Behandlucg des GruDd- und 1. angeregten Zustan

des ia Rahmen der Bartma.n.n'schen ~eiterung eier Hüc~el'

seben ~heorie eine vertretbare Käherung darstellt. Der 

aDd.ere Rxtreafall dazu wäre der, für alle Uberlapl-WlgeD. 

glelcher AtoafUAktioAen uu.abhäDgig vom Abstand ihrer 
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Zentre.tJ. 1 zu se;:;ze.n .. Dies sollte, vifie:'-ie duri.:;;.hgef:i.hx,'ten 
. . ..QP'd'4??P/2 . . 
JbariL@::~1:1t=*50:J2:i ai1'l Beispiel der Sla:terftlnt;-!Üonen gezeigt 

,';aben~ .rar, die Behandli.1llts der höheren ;;tolekiilzustiLnde des 
,Äthylens sowie a:nderer J:lic.nt zu große!' ;P--üllektrone.nsy

ateme eine gute l~ällerullg sein. 
Das Generalisierte Verfahren wirrl .nun zur De:utul.1.g 

dea tt iilaS2eI.'~toffähnliehe.n U Tersschem.as der höheren l~!o

lekülzttst~:i,..rlde des }trlylens sowie ähnlicher r -Elektronen ... 
system.e formuliert .. Als .Q,tol'ß;fnnktionen v;ero:su dazu statt 
Sla:ter;fun~; i.io;nen die Eigen.funktionen des Coulombpcrten:"", 

tials 'benutzt .. Dies scheint i.nsoiern gerecht;ferti€;t, als 
sieb. <1.1e Eigerl.funi.;;.t:Loxten sehr {.toher Molekül~ustä.l1de si
cher in g;uter Näherung dUL'ch letztere be s ehre i be!"l lassen .. 
Gx.>\..;tlldlage der folgenden LiberleGunger.t bilden nun. zwei Al?

p~oximatiQnen: Es wird augenommen~ 
a) d.a.$ die verv,rendeten A:l:io:mf'unktionell an gleiahen Zen,... 

'tren weitgehend Ol."thQgollal f3ind und 

b) daß fUr die tl'herla};i1JUng zwischen gleichen Atomfu.r:Lk
tionen unabhängig vom AbstandR ihrer Zentren 1 g~ ... 
setzt werden darf. 

Aui'grund dieser lläherung; m:uß die fiberlaI)pu.n,~ zwisch.en 
verschiedenen. Atomtu.nlttionen für alle Abst indeS R iht-ex' 
Zentren ver.uacnlässigbal"> klein sein. Unter Deachtung der 

ApPJ?onma.tion b) vereilltacht sie11 damit der /~,~d;t'<Uek (7,28) 
fiir die Elemente der Üt)iarlappun~smatrix 0It !tu. 

1A4-
Im Rah:men dieser Näherung;en dartw-eitel?hin das Integral 1"'/ w l 

als tUlabhängig vom Abst'Sl'ld R :der Zentren der A:t·omfunkti-
c'U~ent zwischen denen es gebil.det wird, betravhtet '1rJerden", 

/AA ::: //1 ~A 
(7;13) #p)';, /7 

/ /tlfl 
liagegen dürften. die Integrale // Vj) I tür alle Abstände l 
del"Zentren vernachlässigbar klein sein und können des .... 
halb Q gesetzt werden 
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Mit Hilfe der Abschätzung (7,82), (7,83) und (7,84) nimmt 
die Säkulardete~inante (7,31) dann ~ie einfache Form an 

/ / / n7m ---/7) 
/r -L 

""':k 
Da.l.'aus bestimmen sich die EieenW3.l'te tE. der ?iolelt"lilzu-
stände zu 

(~tft CI) 

(),II d) 

u. die die genaue Lage der ~olekülterme ~~eDen 
zu können, muß ma.Q ITenntnisse über das ill die Berech.o.ung 
des 3nerbieintegrals~/k~eingehende Potential besitzen. 
Das ist aber, wie bereits auSgeführt[5111J nur teilweise 
der lall. Sicherlich wird einem :lektron in einem sehr 
hohen Zust<::nd das t!8san:te ,~o18kül als eine PllllAttladu..ng 
erscheinen und es ist dann gerechtfertibt, als Poten~ial 
ein Coulombreld mit der Ladung 1 zu verwenden. Damit e.l'
hält I:&a..D. rar diese Zustände ein TermsclieJllB., das inden
tisch ist mit de~ des Wasserstoftatoas. ~s stellt sich 
nun die Frage, bis zu welchen MolekülzustäDden hinab diea 
Vorgehen erlaubt iat. Wie eill Vergleich von Theorie UD4 
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sollte es 

üinun:ter möglich 8e:Lu. Dieses ßrgebnissI'scl'1e.:Lnt im ersten 

liiIom.ant sehr überraschend .• \f~ie eine Betra(~h.t·~1.tl.g der Abbil
dung <7 dazu aber zeigt ~ liegt die maxilll.ale;"\.ufent:l:mlts

,'C';::ülrs(;~h.ei.nliehltei t eines Elektrons ~ das sich in einem Zu

stand befindet, cLessen Eigenl'unkt;ion eine an einem O-Atom 
des l~.thylens zen.':;rierte 2p -\~rasserstof:reig;:",.tlf'u.tlktio.l1 ist, .,,-
bereits a:ußerhaJ.b ~es I\llQlekülgerlistes .. Das heißt, die :mit 
einer solc:b.en Funktion berechnete n Elekt1.'onen~'V"ol1:e ft 

hüllt das Äthylenmolektil schon. vOllstälV'lig ein. Wie dle 

.. Jtbbildung 7 gleichfalls zeigt, liegen die VerhältIl.isse 
beim Benzolmolekill sehl:' ähnlich,,. Die fUr da.s It:nyl~n g''11-

iägen Aussagen sind in ctiesem. .Fall zwar .noch niellt gut 

für eine 2P.r- aber sieher .fiir eine .,:p11 .... ~Vasserstorfeige:rt ... 
funktion erfüllt, 

An dieser Stelle sei bereits eine kurze Be:mer~ng 
'Über das Termsc11ema der höheren. ~;!clekUlzustän.de lletero

atomarer 7{ -Elektronensysteme eil1geiloeh ten,. Au.fgrund der 
bisherigen. "i.lbeX"legun.gell ist eS oM.e weiteres einleuchtend, 

daß sich der Einflu.ß eines Heter-oa'tioms auf das für die Be .... 
. . d -r:; •• t 1 /1/4'1< • t" .. 1.. ' rechnung er .ü)1'M;rgl.el.ll· egt'a. e /T zWl.schea J;,t;oueren. At;om.,.. 

.funktionen. zu verwendende Pot~ential v/agen der fast gleich

mäßig abschi.rmenden tfirkttng der im Gl.'undzustand verblei
ben.en r -:~ae.ktro!1en nur tmbedeute.nd '"ende:!!l eines Kohlen
sto.ffatoms tl.ntersen.eidet" Deshalb muß das Tenschema hö
herer Molekül.2iustä.wie heteroato:ma:cer T-Elektl."onens;)l'steme 
mit dem gleiehato~geI.' ;;r -'IDlektl."one.usysteme iden:tiseh. sein .. 

Ferner hilden die obigeJlOberleg~en in s€n.vissar 

Weise ein$ Reehti:enigung der Approximation b*), indem 

gezeigt v/erden kotlllte, daß die Eigenfunktionen zu den Mo

lekillzust;ände.ll in t~t;d ten G·renzen Eige.afu.nktionen zu einem 
OQ-ulomb)'tD.tential mit der Ladung 1 sind. 

Wie man aus den Ergebnissen ersieht, ist esr~cht 
m.öglioh, m1t dieser Formulierung: des Gelleralisierten Ver ... 
fal'u':'ens: die Lage d~s Grundzusta.ndtl;s und des 1. til.n.gereg".. 
teu Zustandes der 7j"'-:.Elek-t,:t"onensysteme richtig zue~.fasseA. 

ni.es ka..n.ta aufg;t::'l.:tD.d de.r eingeführten Approximationen auch 
niebt erw&r't;et \verde.n. 
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8. Ein halbtheoretisches Verfahren zur Behandlung 
neteroatomarer ~-Elektronensysteme im Rah

men der Büchel-Hartmanotschen Theorie 

Im folgenden Absch.nitt wird ein Verfahren zur ~ialb
theoretischen Berechnung der Lage des Gru.ad- u.o.d 1. ange

regten Zustandes für heteroatom~re ~-Elektronensysteme 
angegeben. Bezüßlich der Deutung des wasserstoffähnlichen 
Termschemas der höheren Sner~iezuständ8 solcher Moleküle 
sei auf die Beller'kwlg im Abschnitt ?}3. verwiesen. 

Grundlage der Untersuchungen oildet die von Hartmann 
[1SJfür gleichatomige ~-Elektronensysteme unter Berück
sichtigung von Nurnachbarwechselwirkung und Vernachläs
sigUDg aller überla1~ungen formulierte Grweiter~~,r 
BücKel 'schen Theorie .. Für das Enerbieintegr'al H"", an 
einern Heteroatolll j, wird uann der Ansatz eingeführt t 

während für die Berechnung aller anderen Integrale das 
Beteroatom durch ein Kohlenstoffatoul ersetzt gedacht wird, 
welches teilweise dem Vorgehen im JIückel'schen Verfahren 
ähnelt[49J. Es ist versu~bt worden, Jie Beziehung (8,1) 
zu recbtfertigen. Dies belingt wieder unter Verwendung 
der bereits im AbsChllitt[?}2ju.DdU-1jbesChriebellen und ver
wenaeten GaubfUAktionenpärchen. Geht ~ abermals so vor, 
daß man diese GauEtUAKtionenpärchen bei teste.~ nur durch 
den Parameter 1C den Eigenfunktionen zu den verschiede
nen Potentialen UDd Eoergiezuständen anpaßt, so scheint 
der Ansatz (8,1) in .~iten Grenzen but erfüllt, wie ein 
Beispiel zeigt. Bierfür wurde der Fall betraChtet, daß 0<. 
den Wert 0.06 hat UDd ein m1t~lerea Atoaabstaod von 2,5 
[at. 1.1 vorliegt, was etwa den zu untersucheDden Verhält
nissen entspriCht. Bei einer Variation des Parameters 
zwiscnen 0.0 u.a4 10.0{at. B.1 betrug die maxiJlale Abwei
chllllS de. Pa.rametera p TOa LU. ttelwert clan.D. unter ~. Die 
BrgebDisse .io4 ~ der Abbildung 8 graphisch dargestellt. 
Ba sei i..D diese. Zus_nb8ng gleict_zeitig darauf hJ.Dge-
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~tiesenl) d.aß eiD.e 1l!iögliehlceit; besteht;; deRl Parameter 
auf diesem '!Jage theoretisch zu bestinlmen, ,uell,n,ms,,:,,! die 

zu vel't":rendenden. Poterdd.ale a.ls bekru::w.t voratlssetzt" Um. 

zu brauch.baren Resultaten zu gelangen, mülU;e man damJ. aber 
die Gaußf'unktiollenpäre.nen. aus f'Jehr als zwei lPunktionen 
2iusal'l'UneUlsetzen, welches die obi@;ell Ergebn.isse unter be
stimmten Vorausset:t;U'.tlge.n uJlge~lndert liI~t, d,och zu einem 
ung;leieh gröieren. Reel:ui':naufwalld :fUhrt als .hier. 

Die einzige Abli.nde:x.'un\!,,;, die die Hartma-.I:Ul t sehe .E'lZ"ti\fiSi ... 

'terunE!; der Hiiekel-fsQku~n TJ:100rie für gleicha:t;olnige il-Elek
tronensYfl:teme d.uren die Eirtt'l.iru:,'u.ng des iLnsa:tzes (8,1) für 
heteroatomare 7{ .... :fillektrone.u.systeme erfährt, bestellt tlari.n, 
daß nunmehr statt () die Parametex:' ~ Elemente der Haup"b ..... 
diagonalen der St-;rukturmatrix r sind" 

Es bleibt lli,Ul nur nOQh die Aufgabe, dieses Vorgehen 
an Beispielen zu prüfen. Rierfür w~den die folgenden drei 
symmetrischen. PolYillethinfa.,rbstof'fe gewählt. 

+ 
....-

.t,tl ~}-[('/I = tA'-j tll t:D 'I )1-5" I 
t~ t;#.s-

t 

+ 

L 
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Die experimentell bestimmten Anregungsenergien vom Grund
in den 1. angeregten Singuletzustaud dieser Farbstoffe 
sind oekan..o.t u..nd in. der Tabelle :; zusammengestellt .. 

TABELLE: :; 

I 11 111 

,. max. Lit. AE .A :ma.x. Lit. ÄE Ä max • Lit. 
rm.J"7 [eV1 [m.;l-tJ [eT1 [m..-«l 

423,0 [6] 2.94 449.5 (7J 2.76 
5~7,5 f~l 2.2:5 583.5 L 71 2.13 
65{).0 1.91 682.0 [71 1.82 
758.0 [6J 1.61 
870 r27 : 1.43 591.0 C?j 
995 [27] 1.25 705.0 r7 

813.0 L7] 
930 [27J~ 

( Lösu.ngsmittel: :Methanol ) 

* Die OrigiDalliteratur ( Brooker, L. G. S. ) war in 
diesen Fällen nicht zugänglich. 

..QE 
(sV] 

2.10 
1.76 
1.52 
1.33 

Wie man sieht. können für Jeden der drei symmetri
sohen Polymethinfarbstofte zwei völlig äquivalente Strich-
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for:Jeln a) und b) ant.egeüeu wö.I'cien.. Davon ist heine aer 
beiden jeweiliGeu St~~~tlrformeln allein in der Labe, die 
B1JlQ~sverhältnisse in. diesen o~·::.;.rl,)sto.rfm.oler..il~!J. ricLtig 
zu be8CP~eiben und sie dürfen deshalb nur als " Grenz
stru.kcu.ren " betraChtet we.re.en. In Analogie zu den cl.l.'o
matischen Verbindungen, wo ganz ähnliche Verhältnisse 
vorliegen, müssen die sY:llJJ1etrischer;. Polymethinfar'bstoffe 
daher als ketten!örmige ~-Elektronensysteme betrachtet 
we~~en, deren Abschluß die Stickstoffatome bilden. Die 
Behandlung dieser Polynethinfarbstoffe im Rahmen der auf 
heteroatomare ~-Elek~ronensys~eme erweiterten Hüekel
liartriantl' sehen Theorie erbi bt dann AI Energiezustä..n.d.e, die 
mit ( N + 1 ) Elektronen, dem Pauli}rinzip entsprechend 
mit dem tiefsten beginueM, besetzt werden müssen. Dabei 
liefert jedes C-Atom eines dieser EleKtronen, während die 
beiden St1ckstoffatome zus~amen dr~i beisteuern. Wie all
ge::..ein :':'blich, wurde ~ie :t:nergiedifieloenz zwischen dem 
höch~ten bese~zten- und dem tiefsten unbes~tzten Zustand 
dann mit der ersten AlA.I·egilllgSenergie identifiziert. 

Zur Bestimmung der e~.erimentellen eharakteris~ischen 
Fu.a.k:tion der l:lymmetrisehen Polymethlnfarbstoffe geht man 
von der Annabme aus, daß das Scheibe'sehe Phänomen auch 
für diese Verbindungsklasse €ilt und daß das Abknicken 
der Kurve zu tieferen Energiewerten für Elgenwe.tte -/J..:'-~d 11: tJ 
wie es bei Polyenen beobachtet Wird. ein Charakteristi-
ku.a langkettiger r -Elektronensys :.eme ist. Ferner dart 
man erwarten. daß wegen der weitgehenden Aoaloßie von Ace
nen UDd symmetrischen PolymethLntarbstotfen in bezug aut 
ihre tr -Uektrone.D.S7steme t die Steigung der charakteristi
schen Punh~ion im Bereich positiver Eibeuwerte in beiden 
Fällen gleich ist. Mit den gemessenen 1. Anregungsenergien 
UDd den berechneten Eigenwerten d [A2]läßt sich für die 
symmetriSChen Polymethinfarbstotfe eine experimentelle 
charkteristiscbe Funktion konstruieren, die die obiben 
Bedingungen ertüllt, wenn man zur Berücksichti~ der 
Stickstoffato ... owie de. Binflusses der EDdgruppe auf das 
~-BlektroAeJlS7Ste. der 'arbstotte die Ln der folgenden 
'!'abelle entbalte.D8A I- -Werte Terwe.Ddet. 
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TAB:SLL~ : 4 

Farbstoff ~ 

I 0.69 
11 0.61 

111 0.90 

Die so erhaltene eX}erimentelle charakteristische 
Punktion ist in Abbildung 9 dargestellt. Das auffallenste 
Kennzeichen dieser Ku.rve besteht iJ1 ihrer energetisch ho
hen Lage im Bereich positiver Eigenwerte 6 gegenüoer der 
der Aeene und ~olyenet die zum Vergleich mit angegeben 
sind ( gestrichelte Linien ). Erklärlich wird dieses Ver
halten, wenn man bedenkt, daß sich in den Polymethinfa.,t'b
stoffen pro " atomic orbital ft mehr q--Elektronen befin
den, als in den anderen Verbindungen, was eine l*lchtere 
Iooisierbarkeit bedingen sollte. 
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A1. Der 1 ufbau der GaußfunktioIlenl::'rchen und 
die auf'tret;nden Inter:rale. 

Seit der EinfÜhrung der Gaußfunktionen 

als Ei.nelektro.nellfu.n.ktionen in quantenchemiscbe Berech
nu.a.gen durch Boys[S.1ist trotz ihrer gro.ben Vorzüge Le(;en
über anderen FunktionstYI,en von ihnen in quantentheore
tischen Untersuchungen bisher nun wenig Gebrauch cenacht 
worden. Die Vorzüge liegen darin, daß die benötigten In.

terrale weitgehend geschlossen lösbar sind, auch dann, 
wenn mehrere Zent;ren vorliegen, und auf die AusdrUcke 
führen [5]: 

(1?{3) 
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mit 

Preuß[32J verwendete dann erstm.als zur naJ.:stel1ung der 
Einelektronenfunktionen vom p~Typ so~~. GeußfunktiOllen
pärchen. 

(/?{ 7) 

die aus zwei Ge.ußfu.nktionen(L.1, 1) au.fgebaut sind, in ein.er 

An.ordnung, wie sie die Abbildung 5 skizziert. Dabei sin.d 
gleichzeitig alle auftretenden Größen erklärt. Für diese 
Gaußfunktionenpärchen ( A1,7 ) berechnen sich die ent
sprechenden Integrale zu : 
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Un'ter der Voraussetzung ( A1,10) erhält ~üan fern.er: 

I~~ (~J::;. . 0( .' 
(.4'~ L-2-Y('?4'd)(/ _ /-.r2ot.?4 70) 

(f7{./2) [(1-10< (/(2~ (74 ~~)J('/ -.L ~~7t!r.; 

+(~-1c1:( R 1;:(7'4 r'1&)2)(4'_L-2of
7t; ~)~JJ~li) 

(.~ y"l. 
GM(,t) = 

(,,/ __ t'-2ol7d 7J ) ( A' _ / .-r2r;<. ?'J /:j) 

(/71 13) IF/ i ( J< ~-J. (?4 -1-/4) /.1 (4- 1,1-2«'7'1;' 

,L.P /1 (R2i-(~ -T.5)j.l(!- f&t7}~~6t) 
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r;i...o. in \ie.r' 4ücL.el t sche.c.- Gewie in ",e.1: Hlic.i...el

Bartmann • sehen Theorie der ~ -Elektronensysteoe C!uftrtJ
tendes Problem ist die Bestimm~~ der EiGenwerte d der 
.t.latrix 

if·- d Jf -() 

Diese eiGenwerte Cl berechnen sich aus der zur Gleic t4llg 

( A2,1 ) GehöriGen ch€.rakteris tischen Deterrr.in~. nten 

(/12,2) f ö-dt I JIj(} 

und sind für zahlreiche ~atrizen or bereits LeGammelt 

WOl:dell[9.1. l.n <.ten fo16t:ndell ;labellen siud die Jligenwe.l:te 

für diejenil!,en ilaat.Lizen r t die in dieser Arbe:' t auf

treten, zusWDL~.::&ge6tellt. no.bei ist uie .i~ordL.ll..ll{; r.o lJe
wählt, daß die Saml:l.lUJl{; nach Beda.rf c.hne SchwieribA.ei ten 

~rgänzt werden kann. 

Alle Rechnungen wurden von Frau I. Funke, j~x Flanck 
Institut tür PhysiX und Astrophysik, München, auf 
~.r Rechenuasch~e G ~ durchgefÜhrt, wofür an die
ser Stelle ~edankt sei. 



"" 2-

3 

N 

.... &2 -

.9 4 

A 
/f 

0 
-

;{ 

" " " 

N 
I 

0 
" 

" "-
" "-

'" " " 
14 i 4 , 

4 1 
Es -erwies sich als ~usl?e;i..ehend" di$ Eigenwe.rte d 

für die Parameter 1-.! zu. ta.oellieren, da sich die Eig.en
werte d fti.r die Peu"a!I~ei;erwe.rte -.-f da:Nlus auf' Grund del" 

ein;f'achen Bezieh'Ul'lg 

Beispiel: 
N • 11 1:f == 11 
g"' 0,,52 3 =-0.52 

hÖch.ste El..ge.o;wertie 

6 • 1.9502 
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N 4 

t1 \ 
g ö 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

! 

-1.6180 -1.5913 -1.5662 -1.5427 -1,,5207 -1.5000 -1.4$06 -1.4624 -1. 11454 -1,4293 

O. 
- .6180 - .5466 - .4770 - .4095 - .3440 - .2808 - .2198 - .1612 - .1050 - .0512 

.6180 ,6913 .7662 ,8427 .9207 1,0000 1.0806 1.1624 1.2454 1.3293 
1.6180 1.6466 1.6770 1.7095 1.7440 1.7808 1,8198 1.8612 1.9050 1,,9512 

-1,4142 

1. 
- .0000 

1.4142 
2,,0000 

_l....-... _____ L-..------ L..... '-- i..------



N 5 

(f 

I 

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 i 

• -1.7321 -1.7161 -1.7014 -1.6879 -1.6755 -1 .. 6640 -1.6534 -1.6436 -1.6344 -1.6259 
-1.0000 - .9512 - .9050 - .8612 - .8198 - .7808 - .7440 - .7095 - .6770 - .6466 

o. I .0000 .0666 .1329 .1987 .2635 .3272 .3894 .4498 .5082 05644 
1.0000 1.0512 1.1050 1.1612 1.2198 1 .. 2808 1.3440 1.4095 1.4770 1.5466 
1.7321 1.7495 1.7685 1.7893 1.8120 1.8368 1.8640 1.8938 1.9262 1.9616 

-1.6180 
- .6180 

1. .6180 
1.6180 

I 2.0000 
_._~_._-~ ... ~ ..... ,.~ .... .. ..... _ . ... 



• N 5 
(f 1 

,. 0 1 2 3 It 5 6 7 8 9 

-1.6640 -1.6629 -1.6618 -1.6607 -1.6597 -1.6586 -1.6575 -1.6565 -1.6555 -1.654. 
- .7808 - .7770 - .7732 - .7695 - .7658 - .7621 - .7585 - .7548 - .7512 - .7476 

0.5 .3272 .3335 .3397 .3460 .3522 .3585 .3647 .3709 .3770 .3832 
1.2808 1.2870 1.2932 1.2995 1.3058 1.3121 1.3185 1.3248 1.3312 1.3376 
1.8368 1.8395 1.8421 1.8448 1.8474 1.8501 1.8529 1.8556 1.8584 1.8612 

-1.653. -1.652" -1.651" -1. 6504 -1.6"94 -1.6484 -1.6474 -1.6464 -1.6455 -1.6lt45 
- .7 .... 0 - .7405 - .7369 - .733" - .7300 - .7265 - .7230 - .7196 - .7162 - .7128 

0.6 .3894 .3955 .4016 .4077 .,.138 .4198 .4258 .4319 .4379 .4438 
1.3440 1.3505 1.3569 1.363" 1.3700 1.3765 1 .. 3830 1.3896 1.3962 1.4028 
1.8640 1.8669 1.8698 1.8727 1.8756 1.8786 1.8816 1.8846 1.8876 1.8907 

-1.6436 -1.6"'26 -1.6lt17 -1.6408 -1.6398 -1.6389 -1.6380 -1.6371 -1.6362 -1.6353 
- .7095 - .7061 - .7028 - .6995 - .6963 - .6930 - .6898 - .6866 - .6834 - .6802 i 

0.7 .4lt98 .lt557 .lt616 .4675 .4734 .4793 .4851 .4909 .4967 .5025 
1.lt095 1.4161 1.'1228 1.4295 1.4363 1.4430 1.4498 1.4566 1.4635 1.4702 
1. 8938 1.8969 1.9000 1.9032 1.9064 1.9096 1.9129 1.9162 1.9195 1.9229 



N 6 

er 

« 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1.8019 -1.7917 -1.7825 -1.7741 -1.7664 -1.7594 -1.7530 -1.7471 -1.7417 -1.7367 
-1.2470 -1.2133 -1.1819 -1.1528 -1.1258 -1.1007 -1.0775 -1.0559 -1.0359 -1.0173 
- .4450 - .3915 - .3395 - .2894 - .2413 - .1953 - .1516 - .1103 - .0712 - .0345 

O. .1t450 .5000 .5561 .6129 .6701 .7275 .7844 .8406 .8955 .9488 
1.2470 1.2832 1.3220 1.3634 1.4077 1.4548 1.5047 1.5574 1,,6129 1.6711 
1.8019 1.8133 1.8259 1.8399 1.8557 1.8733 1.8931 1.9153 1.9404 1.9685 

-1.7321 
-1.0000 
- .0000 

1. 1.0000 
1.7321 
2.0000 

. _._------' -_ .. _-_ ... . .. ......... _-~,~ ~. 



N 7 
, 

r1 

I 0 1 2 3 ,. 5 6 7 8 9 

. -1.8418 -1 .. 8408 -1.8346 -1.8291 -1.82"'0 -1.8195 -1.8153 -1.8115 -1.8081 -1.8049 
-1.4142 -1.3903 -1.3684 -1.3483 -1.'300 -1.31'1 -1,,2916 -1.2834 -1.2703 -1,,2582 
- .7654 - .7237 - ,,68-\2 - .6lt69 - .6119 - .5790 - ,,5483 - .5196 - .4929 - .4681 

o. .0000 .0499 .0995 .1483 .1961 .2424 .2871 .3299 .3705 .4089 

.7654 .8090 .85lt6 .9018 .9504 1.0000 1.0502 1.1006 1.1506 1.1996 
1.lt142 1.4"03 1."689 1.5000 1.5;39 1.5707 1.6105 1.65;5 1.6997 1.7492 
1.8478 1.8555 1.86lt; 1.87"'2 1.88~5 1.8985 1.91;4 1.9305 1.9504 1.9734 

-1.8019 
-1.2"70 
- .4<\50 

1. .4lt50 
1.2470 
1.8019 
2.0000 

'---- ---_._ .. _-~ .. _--_ ..... _-- _ .... _-
~--- ------



N 7 

t1 

, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1.8195 -1.8191 -1.8186 -1.8182 -1.8178 -1.8174 -1.8170 -1.8165 -1 .. 8161 -1.8157 
-1.3131 -1.'5115 -1.3099 -1.3083 -1.3067 -1.3052 -1.3037 -1.3021 -1.3006 -1.2991 
- .5790 - .5758 - .5727 - .5696 - .5664 - .5634 - .5603 - .5573 - .5542 - .5512 

0.5 .2424 .2470 .2515 .2560 .2605 .2650 .2695 .2739 .2783 .2827 
1.0000 1.0050 1.0100 1 .. 0150 1.0200 1.0251 1.0301 1.0351 1.0402 1.0452 
1.5707 1.57"'5 1.578'" 1.5823 1.5862 1.5902 1.59"2 1.5982 1.6023 1.6064 
1.8985 1.8999 1.9013 1.9027 1.9042 1.9057 1.9072 1.9087 1.9102 1.9118 

-1.8153 -1.81-\9 -1.81"6 -1.8142 -1.8138 -1.8134 -1.8130 -1.8126 -1.8123 -1.8119 
-1.2976 -1.2961 -1.2947 -1.2932 -1.2918 -1.290% -1.2889 -1.2875 -1.2861 -1.2848 
- .5-\83 - .5453 - .5424 - .5391t - .5366 - .5337 - .5308 - .5280 - .5252 - .5221t 

0.6 .2871 • 2915 .2958 .3001 .30 •• .3087 .31:;0 .:5172 .3215 .3257 
1.0502 1.0553 1.0603 1.065\ 1.0704 1.0754 1.0805 1.0855 1.0906 1.0956 
1.6105 1.610\7 1.6189 1.6231 1.6273 1.6316 1.6359 1.6403 1.64\7 1.6491 
1.913' 1.9150 1.9166 1.9183 1.9199 1.9216 1.9234 1.9251 1.9269 1.9287 

-1.8115 -1.8112 -1.8108 -1.8105 -1.S101 -1.8098 -1.S094 -1.8091 -1.S087 -1.80S4 
-1.283" -1.2820 -1.2807 -1.2793 -1.2780 -1.2767 -1.2754 -1.2741 -1.2728 -1.2715 
- .5196 - .5168 - .51\1 - .511\ - .5087 - .5060 - .5034 - .5007 - .4981 - .4955 

0.7 .)299 .))ltO .3382 .'342'3 .3\6\ .3505 .3545 .3586 .'626 .3666 i 

1.1006 1.1056 1.1107 1.1157 1.1207 1.1257 1.1307 1.1'357 1.1\07 1.1456 
1.65'5 1.65S0 1.6625 1.6670 1.6716 1.6762 1.6809 1.6855 1.6902 1.6950 
1.9'305 1.9321t 1.93"'3 1.9362 1.9)Sl 1.9401 1.91t21 1.9441 1.9462 1.9483 

._-
~--- .... 



N 8 

11' 

« 0 1 2 ., lt 5 6 7 8 9 

-1.879'" -1.871t5 -1.8702 -1.866" -1.8628 -1.8597 -1.8568 -1.85"3 -1.8519 -1.8497 
-1.5"21 -1. 511t6 -1.4988 -1.%8%5 -1.%716 -1.4598 -1.4490 -1.43.91 -1.4301 -1.4218 
-1.0000 - .9678 - .9377 - .9099 - .8840 - .8601 - .8"80 - .8176 - .7988 - .7811t 
- • .,\7' - • .,01t7 - .26.,5 - .2238 - .1858 - .10\98 - .1158 - .• 08"8 - .0539 - .0260 o. 

.""7' .'908 .0\.,50 .4795 .5238 .5676 .610. .6519 .6918 .7297 
1.0000 1.0.,0\,. 1.0711 1.1098 1.1505 1.1928 1.2366 1.2812 1.3261 1.3707 
1.5"21 1.551\ 1.5729 1.5966 1.62"0 1.6522 1.684% 1.7199 1.7589 1.S015 
1.8790\ 1.881t9 1.8913 1.8985 1.9069 1.9167 1.9282 1.9418 1.9579 1.9771 

-1.81t78 
-1 .... 142 
- .765% 

1. 
- .0000 

.765" 
1 ... 1\2 
1.8"'78 
2.0000 

--_._~,_.,--~,_ .. _-L...-- -'-- - --------------~~ ~--------- I...--_._-~~~ ---



1f 9 

t1' 

I 0 1 2 , 
" 5 6 7 8 9 

-1.9021 -1.8985 -1.895. -1.8926 -1.8901 -1.8878 -1.8858 -1.88.0 -1.8823 -1.8808 
-1.6180 -1.6050 -1.59" -1.5827 -1.57" -1.5647 -1.5569 -1.5499 -1.5434 -1.5375 
-1.1756 -1.1505 -1.127. -1.1062 -1.0868 -1.0691 -1.0528 -1.0379 -1.021t2 -1.0116 
- .6180 - .5827 - .5.90 - .5173 - .1t875 - .1t596 - .ltj36 - .4091t - .3871 - • j66lt 

o. .0000 .0'99 .0795 .1183 .1560 .1924 .2272 .2601 .2912 .3202 
.6180 .6550 .69'32 .7'24 .772' .8124 .8522 .8913 .9292 .9656 

1.1756 1.2028 1.2'2' 1.2641 1.2981 1.3;41 1.3720 1.4111t 1.1t517 1.4922 
1.6180 1.6:527 1.6"'91 1.6676 1.6884 1.7119 1.7'8; 1.7680 1.801; 1.838' 
1.9021 1.9062 1.9109 1.916lt 1.9228 1.9;0,," 1.9:594 1.950' 1.96:;6 1.9799 

-1.8794 
-1.5'21 
-1.0000 
- .'47' 

1. . ,-\7:, 
1.0000 
1.5'21 
1.8794 
2.0000 I 

"_.~ ~._-~._~~_._, .. _---_.- _._~- -_ .. __ . __ . __ .. ~ 
-~_._._- ~ .. _-_.~---~._.-



N 9 

tT , 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1,8878 -1.8876 -1.8874 -1.8872 -1.8870 -1.8868 -1.8866 -1.8864 -1.8862 -1.8860 
-1.5647 -1.5639 -1.5631 -1.5623 -1.5615 -1.5607 -1.5600 -1,,5592 -1.5584 -1.5577 
-1.0691 -1.0674 -1.0657 -1.0640 -1.0624 -1.0607 -1.0591 -1.0575 -1.0559 -1.0543 
- .4596 - .4569 - .4542 - .4516 - .4489 - .4463 - 04437 - .4412 - .4386 - .4361 

0.5 .1924 ,1960 .1995 .2030 .2065 .2100 .2135 .2169 .2203 .2238 
.8124 .8164 .8204 .8244 .8284 .8323 .8363 .8403 .8443 .8482 

1.3341 1.3378 1.3416 1.3453 103491 1.3529 1.3567 19 3605 1.3643 1.3681 
1.7119 1.7144 1.7169 1.7195 1.7221 1.7247 1.'7274 1.7301 1.732~ 1.7355 
1.9304 1.9312 1.9321 1.9329 1.9338 1.9347 1.9356 1.9365 1.9375 1.9384 

-1.8858 -1.8856 -1.8854 -1.8852 -1.8851 -1.8849 -1.8847 -1.8845 -1.8843 -1.8842 
-1.5569 -1.5562 -1.5555 -1.5547 -1.5540 -1. 5533 ' -1.5526 -1.5519 -1.5512 -1.5505 
-1,0528 -1.0512 -1.0497 -1.0482 -1.0467 -1.0452' -1.0437 -1.0422 -1.0407 -1.0393 
- .4336 - .4311 - .4286 - .4261 - .4237 - .4213 - .4189 - .4165 - .4141 - .4118 

0.6 .2272 .2305 .2339 .2372 .2406 .2439 .2472 .2504 .2537 .2569 
.8522 .8561 .8601 .8640 .8680 .8719 .8758 .8797 , .8836 .8874 

1.3720 1.3759 1.3798 1.3837 1.3876 1. 3915 1.3955 1.3994 1.4034 1.4074 
1.7383 1.7411 ,1.7440 1.7469 1.7498 1.7527 1.7557 1.7587 1.7618 1.:].649 
1.9394 1.9404 1.9414 1.9425 1.9435 1.9446, 1.9457 1.9468 1.9480 1.9492 i 

-1,8840 -1.8838 -1.8836 -1.8835 -1.8833 -1.8831 -1.8830 -1~8828 -1.8826 -1.8825 I 
-1.5499 -1.5492 -1.5485 -1.5479 -1.5472 -1.5466 ' -1.5459 -1.5453 -1.5447 ":'1.5440 
-1,0379 -1.036. -1.0350 -1.0336 -1.0322 -1.0309 -1.0295 -1.0281 -1.0268 -1.0255 
- .4094 - .4071 - ,4048 - .4026 - .4003 - .3980 - .3958 - .3936 - .3914 - .3892 

0.7 .2601 .2633 .2665 .2696 9 2728 .2759 .2790 .28~1 .285'1 .2881 

.8913 .8952 .8990 .9028 .9067 .9105 .9142 .9180 .9218 .9255 
1.lt111t 1.1t154 1.4194 1.4234 1.4274 1.4314 1.4355 1.4395 1.4436 1.4476 
1.7680 1.7712 1.7744 1.7776 1.7809 1.7842 1.7875 1.7909 1.7943 1.7978 
1.9503 1.9516 1.9528 1.9541 1.9553 1.9567 1.9580 1.9594 1.9608 1.9622~ 

- ._. ~_.-



H 
i 

10 

(J' 

I 0 1 2 , 4 5 6 7 8 9 

! -1.9190 -1.916' -1.9139 -1.9118 -1.9100 -1.9083 -1.9068 -1.9055 -1.90lt' -1.9031 
-1.6825 -1.6725 -1.6636 -1.6557 -1.6486 -1.6422 -1.6364 -1.6311 -1.6264 -1.6220 
-1.)097 -1.2899 -1.2719 -1.2556 -1.2"08 -1.2273 -1.2150 -1.20'8 -1.19'5 -1.1842 
- .8'08 - .8017 - .7741t - .7490 - .7254 - .7037 - .6836 - .6651 - .6481 - 0 6324 
- .2846 - .2494 - .2158 - .1824 - .1511 - .1215 - .0936 - .0676 - .043:5 - .0208 

O. 
.28"6 .'206 .'569 .'9'2 .4291 .4642 .4982 .5:508 .5618 .5909 

, .8'08 .8618 .8945 .9286 .96:59 1.0000 1.0,65 1.0728 1.1084 1.1428 
1.'097 1.))15 1.'554 1.'815 1.4100 1.4407 1.47,6 1.508:5 1.54"5 1.5814 
1.6825 1.69'8 1.7067 1.7213 1.7'80 1.7571 1.7790 1.8041 1.8:527 1.865' 
1.9190 1.9221 1.9257 1.9299 1.9'49 1.9409 1.9482 1.9571 1.9682 1.9822 

-1.9021 
, 

-1.6180 
-1.1756 
- .6180 

1. 
- .0000 

.6180 
1.1756 
1.6180 
1.9021 
1.0000 

--_._--~_ .... -_ .. _- ~ 



)I 11 

(f 

I 0 1 2 , /t 5 6 7 8 9 

-1.9'19 -1.9298 -1.9280 -1.926" -1.92"'9 -1.92;7 -1.9225 -1.9215 -1.9206 -1.9198 
-1.7'21 -1.72.2 -1.717; -1.711a -1.7057 -1.7008 -1.696" -1.692. -1.6888 -1.6855 

. -1 •• 1,.2 -1.;98" -1.;8-\2 -1.;714 -1.;598 -1.;49; -1.;;99 -1.;;1; -1.'2;4 -1.'16; 
-1.0000 - .9759 - .9537 - .9'3' - .911t5 - .8973 - .8816 - .8672 - .8540 - .8419 

. - .5176 - .... 872 - ."581 - .;407 - ./tO.9 - .;808 - .;58. - .3;77 - .;185 - .;009 
o. .0000 • 033' .0662 .098 • .1295 .1594 .1878 .21,.6 .2;97 .26;0 

.517' .5119' .5819 .6150 .6480\ .6815 .7140 .7.55 .7756 .8041 
1.0000 1.0259 1.05;7 1.08;2 1.11\2 t.1\65 1.1796 1.21;1 1.2"6' 1.2787 
1 •• 1.2 1 •• '18 1 •• 51' 1 .... 7;0 1.\969 1.52;2 1.5518 1.5825 1.6150 1.6"187 
1.7'21 1.7\10 1.7512 1.7629 1.7765 1.7922 1.8105 1.8;19 1.8568 1.8857 
1.9:H9 1.9'.' 1.9371 1.9.0. 1.9 •• 4 1.9"'92 1.9551 1.9625 1.9719 1.98.1 

-1.9190 
-1.6825 
-1.3097 
- .8;08 
- .28.6 

1. .28.6 
.8308 

1.;097 
1.6825 
1.9190 
2.0000 

~--_.- ---
L ___ ----,--- ~-~-_. __ ._._" .. _._-",._-"- L..-_,~ __ .. _.,._._." __ .... __ 
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(f 

I 0 1 2 ; lt 5 6 7 8 9 

-1 .. 9237 -1.9236 -1.9234 -1.92;; -1.9232 -1.9231 -1.9230 -1.9229 -1.9228 -1.9227 
-1.7008 -1.7004 -1.6999 -1. 6995 -1.6990 -1.6986 -1.6981 -1.6977 -1.6973 -1.6968 
-1.3493 -1.3484 -1. 3474 -1. 3464 -1.3454 -1.3445 -1.3436 -1. 3426 -1. 3417 -1.3408 
- .8973 - .A957 - .8941 - .8925 - .890<) - .8893 - .8877 - .8862 - .8846 - .88:H 
- .3808 - .3785 - .3762 - .3739 - .3717 - .3694 - .3672 - .3650 - .;628 - .;606 

0.5 .1594 .1623 .1652 .1681 .1710 .1738 .1767 .1795 .1823 .1851 
.6815 .6848 .6881 .6913 .6946 .6979 .7011 .7043 .7076 .7108 

1.1lt65 1.1lt98 1.1531 1.1564 1.1597 1.1630 1.1663 1.1696 1.1730 1.1763 
1.5232 1.5259 1.5287 1.5315 1. 5343 1.5372 1.5400 1.5429 1.5459 1.5488 
1.7922 1.7939 1.7957 1.7974 1.7992 1.8010 1.8029 1.8047 1.8066 1.8086 
1.9lt92 1.9497 1. 9502 1.9508 1. 9514 1.9520 1.9526 1.9532 1.9538 1.9544 

-1.92~5 -1.922lt -1.9223 -1.9222 -1.9221 -1.9220 -1.9219 -1.9218 -1.9217 -1.9216 
-1.696" -1.6960 -1.6956 -1.6952 -1.69lt8 -1.69/14 -1.6940 -1.6936 -1.6932 -1.6928 
-1.3399 -1.3390 -1.;381 -1.3372 -1.7763 -1.3355 -1.3346 -1.3338 -1.3329 -1.3321 
- .8816 - .8801 - .8786 - .8771 - .8757 - .8742 - .8728 - .8714 - .8700 - .8686 
- .3584 - .3563 - .3541 - .3520 - .3499 - .3479 - .3458 - .3437 - .3417 - .3397 

0.6 .1878 .1906 .193; .1960 .1987 .2014 .2041 .2068 .2094 .2120 
.71ltO .7172 .720lt .7236 .7267 .7299 .7330 .7362 .7393 .7424 

1.1796 1.1830 1.1863 1.1897 1.1930 1.1964 1.1997 1.2031 1.2064 1.2098 
1.5518 1.5547 1.5577 1.5608 1.5638 1.5669 1.5700 1.5731 1.5762 1.5793 
1.8105 1.8125 1.8146 1.8166 1.8187 1.8208 1.8230 1.8252 1.8274 1.8296 
1.9551 1.95:;7 1.9564 1.9571 1.9578 1.9586 1.9593 1.9601 1.9609 1.9617 

---' --- ------- ----- -



N 11 

tT 

" 0 1 2 , 
'" 5 6 7 8 9 

-1.9215 -1.921'" -1.9213 -1.9212 -1.9211 -1.9210. -1.9210 -1.9209 -1.9208 -1.9207 
-1.692'" -1.6921 -1.6917 -1.6913 -1.6910 -1.6906 -1.6902 -1.6899 -1.6895 -1.6892 
-1.3313 -1.3305 -1.3296 -1. 3288 -1.3280 -1. 3273 -1.3265 -1.3257 -1.3249 -1.3242 
- .8672 - .8658 - .8645 - .8631 - .8618 - .8605 - .8591 - .8578 - .8566 - .8553 
- .3377 - .3357 - .33'7 - .3318 - .3298 - .3279 - .3260 - .3241 - .3223 - .3204 

0.7 .21 /,6 .2172 .2198 .2223 .2249 .2274 .2299 .2323 .2348 .2373 
.7"'55 .7486 .7516 .7547 .7577 .7608 .7638 .7668 .7697 .7727 

1.2131 1.2165 1.2198 1.2231 1.2265 1.2298 1.2331 1.2364 1.2397 1.2430 
1.5825 1.5857 1.5889 1. 5921 1.5953 1.5986 1.6018 1.6051 1.6084 1.6117 
1.8319 1.8342 1.8366 1.8390 1.8414 1 .. 8439 1.8464 1.8489 1.8515 1.8541 
1.Q625 1.9633 1.96-42 1.9651 1.9660 1.9669 1.9679 1.9688 1.9698 1.9709 

"~~-~._--_._._._--_ ... _._---~"-



N 12 

rt 

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1.9419 -1.9402 -1.9388 -1.9376 -1.9365 -1.9355 -1.9346 -1.9338 -1.9331 -1.9324 
-1.7709 -1.7647 -1.7592 -1.7544 -1.7501 -1.7463 -1.7429 -1.7398 -1.7369 -1.7344 
-1.'-l)70 -1.'-842 -1.4728 -1.4626 -1.4535 -1.4452 -1.4378 -1.4310 -1.4249 -1.4193 
-1.1361 -1.1162 -1.0980 -1.0814 -1.0663 -1.0525 -1.0400 -1.0286 -1.0182 -1.0087 
- .. 7092 - .6831 - .6585 - .6356 - .6143 - .5947 - .5765 - .5599 - .5446 - .5305 
- .2411 - .2111 - .1820 - .1540 - .1274 - .1022 - .0786 - .0566 - .0362 - .017% 

O. .2411 .2716 .3024 .3330 .3631 .3923 .4204 .4471 .4723 ,,4958 
.7092 .7368 .7657 .7956 .8261 .8569 .8875 .9175 .9lt65 .9741 

1.1361 1.1579 1.1815 1.2070 1.2342 1.2630 1.2929 1.3236 1.3545 1.3850 
1.4970 1.511 1, 1.5275 1.5lt55 1.5658 1.5883 1.6133 1.6lt06 1.6699 1.7007 
1,,7709 1.7780 1.7863 1.7958 1.8070 1.8201 1.8356 1.8539 1.8757 1.9015 
1.9419 1.9438 1.9460 1.9487 1.9519 1.9558 1 0 9607 1.9669 1.9750 1.9856 

-1.9319 
-1.7321 
-1.'-llt2 
-1.0000 
- .5176 
- .0000 

1. .5176 
1.0000 
1.4142 
1.7321 
1.9319 
2.0000 
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N 13 

0-

« 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1.94<l9 -1.9485 -1.9474 -1.9464 -1.9455 -1.9448 -1.9441 -1.9434 -1.9429 -1.9424 
-1.8019 -1.7969 -1.7925 -1.7887 -1.7852 -1.7822 -1.7795 -1.7770 -1.7748 -1.7728 
-1.5637 -1.5532 -1.5'*39 -1.5357 -1.5283 -1.5217 -1.5157 -1.5104 -1.5055 -1.5011 
-1.2470 -1.2303 -1.2153 -1.2017 -1.1894 -1.1783 -1.1682 -1.1590 -1.1507 -1.1431 
- .8678 - .8454 - .8246 - .8054 - .7878 - .7716 - .7568 - .7433 - .7309 - .7196 
- .4450 - .4184 - .3929 - .3688 - .3462 - .3250 - .3054 - .2873 - .2706 - .2552 

O. .0000 .0285 .0567 .0842 .1107 .1361 .1601 .1826 .2036 .2231 

.,,450 .4726 .5009 .5294 .5579 .5860 ,,6132 .6394 .6642 .6875 

.8678 .8917 .9172 .9439 .9716 1.0000 1.0286 1.0570 1.0846 1.1111 
1.2"70 1.2653 1.2855 1.3075 1.3313 1. 3569 1.3840 1. 4122 1.4409 1.4694 
1.56;7 1.5755 1.5889 1.6041 1.6213 1.6408 1.6626 1.6869 1. 7135 1.7418 
1.8019 1.8077 1.8144 1.8223 1.8316 1.8426 1.8558 1.8717 1.8909 1.9141 
1.9"99 1.951,. 1.9532 1.9554 1.9580 1.9612 1 .. 9653 1.9706 1.9775 1.9869 

-1.9419 
-1.7709 
-1."970 
-1.061 
- .7092 
- .2411 

1. • 21ft ! 

.7092 
1. 1361 
1.4<)70 
1. 7709 
t.()4t9 
2.0000 

o.......-~~_~ 



N 13 

t1 

g 0 1 2 :5 4 5 6 7 8 9 

-1.9448 -1.9447 -1.9446 -1.9445 -1.9445 -1.. 9444 -1.9443 -1.9443 -1.9442 -1.9441 
-1.7822 -1. 7819 -1.7816 -1.7813 -1.7811 -1.7808 -1.7805 -1.7802 -1.7800 -1.7797 
-1 .. 5217 -1.5211 -1.5205 -1. 5198 -1.5192 -1.5186 -1.5181 -1.5175 -1.5169 -1.5163 
-1.1783 -1 .. 1772 -1.1762 -1.1751 -1.1741 -1.1731 -1.1721 -1.1711 -1.1701 -1.1691 
- .7716 - .7701 - .7686 - .7670 - .7655 - .7641 - .7626 - .7611 - .7597 - .7582 
- .3250 - .3230 - .3210 - .3190 - .3170 - .:U50 - .3131 - .3112 - .3092 - .3073 

0.5 .1361 .1)86 .1410 .1434 .1459 .1483 .1507 .1530 .1554 .1578 
.5A60 .58A7 .5915 .5942 .5970 .5997 .6024 .6051 .6078 ,,6105 

1.0000 1.0029 1 .. 0057 1.0086 1.0114 1.0143 1.0172 1.0200 1.0229 1.0258 
1.3569 1.3596 1.3622 1.3649 1.3676 1.3703 1.3730 1.3758 1.3785 1.3813 
1.6408 1.6428 1.6449 1.6471 1.6492 1.6514 1.6536 1.6558 1.6581 1.6603 
1.8426 1.8438 1.8451 1.8463 1.8476 1.8489 1.8502 1.8516 1.8530 1.8544 
1.9612 1.9616 1.9620 1.9623 1.9627 1.9631 1.9635 1.9640 1.9644 1.9648 

-1.9441 -1. 9440 -1.9439 -1.94')Q -1.94')8 -1.94')7 -1.9437 -1.9436 -1.9435 -1.9435 
-1.7795 -1.7792 -1.7789 -1.7787 -1.7784 -1.7782 -1.7780 -1.7777 -1.7775 -1.7772 
-1.5157 -1.5152 -1.5146 -1.5141 -1.5135 -1.5130 -1.5125 -1.5119 -1.5114 -1.5109 
-1.1682 -1.1672 -1.166') -1.1653 -1.1644 -1.1635 -1.1626 -1.1617 -1.1608 -1.1599 
- .7568 - .7554 - .7540 - .7526 - .7513 - .7499 - .7486 - .7472 - .7459 - .7446 
- .J054 - .J035 - .3017 - .2998 - .2980 - .2962 - .291t4 - .2926 - .2908 - .2890 

0.6 .1601 .1624 .1647 .1670 .1693 .1715 .1738 .1760 .1782 .1804 
.6132 .6159 .61A6 .6~12 .6238 .6265 .6291 .6317 .6343 .6368 

1.0286 1.0315 1.0343 1.0372 1.0400 1.0429 1.0457 1.0485 1.0514 1.0542 
1.1840 1.3868 1.3896 1.1924 1.3952 1.3980 1.4008 1.4037 1 .. 4065 1.4093 
1.6626 1.6649 1.6673 1.6697 1.6721 1.67 /i5 1.6769 1.6794 1.6819 1.6844 
1.85=)8 1. A573 1.8588 1.A60') 1.8618 1.8634 1.8650 1.8666 1.8683 1.8700 
1.Q653 1.9658 1.C}662 1.9667 1.9672 1.9677 1.9683 1.9688 1.9694 1.9700 

-"------------ ---



'l 13 

0-

ll, 0 1 2 '} 4 5 6 7 8 9 

-1.9434 -1.9434 -1.9433 -1.9433 -1.9432 -1.9431 -1.9431 -1.9430 -1.9430 -1. 9429 
-1.7770 -1.7768 -1.7765 -1.7763 -1.7716 -1.7759 -1.7756 -1.775'1 -1.7752 -1.7750 
-1. 5104 -1.5099 -1.5094 -1.5089 -1.5084 -1.5079 -1.5074 -1.5069 -1.5064 -1.5060 
-1.15<l0 -1.11)81 -1.1573 -1.1564 -1.1556 -1.1547 -1.1539 -1.1531 -1.1523 -1.1515 
- .7lt31 - .7420 - .7407 - .7395 - .7382 - .7370 - .7357 - .7345 - .7333 - .7321 
- .:.!H73 - .:.!856 - .2838 - .2821 - .2804 - .2788 - .2771 - .2754 - .2738 - .2722 

0.7 .1R26 .lR'.8 .1870 .1891 .1912 .1933 .1954 .1975 .1996 .2016 
.6394 .6419 .6445 .6470 .6495 .6S20 .6545 .6569 .6594 .6618 

1.0570 1.0598 1.0626 1.065 Jl 1.0682 1.0709 1.0737 1.0764 1 0 0792 1.0819 
1.4122 1.4150 1.4179 1.4208 1.4236 1.4265 1.4294 1 .. 4323 1.4351 1.4380 
1.6869 1.6895 1.6921 18 6947 1.6973 1.7000 1.7026 1.7053 1.7080 1.7107 
1.A7l7 1.8735 1.8753 1.8771 1.8790 1.8809 1.8828 1.8848 1.8868 1.8888 
1.9706 1.9712 1.9718 1.9724 1.9731 1.9738 1.97'.5 1.9752 1.9759 1.9767 

------,,--_.- ~---_._--- _._._ ...• _~-_ .. _~, ._." 



N 14 
I 

0-

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 
-1.9563 -1.9552 -1.9543 -1.9535 -1.9528 -1.9522 -1.9516 -1.9511 -1.9506 -1.9502 
-1.8271 -1.8230 -1.8194 -1.8163 -1.8135 -1.8110 -1.8088 -1 .. 8068 -1.8050 -1.8034 
-1.6180 -1.6094 -1.6018 -1.5950 -1.5890 -1.5836 -1.5788 -1.5744 -1.5705 -1.5669 
-1.3183 -1.3243 -1.3118 -1.3005 -1.2904 -1.2812 -1.2730 -1.2655 -1.2588 -1.2526 
-1.0000 - .9808 - .9632 - .9470 - .9323 - .9189 - .9067 - .8956 - .8855 - .. 8762 I 
- .6180 - .5945 - .5724 - .5517 - .5324 - .5146 - .4982 - .4831 - .4693 - .. 4566 i 

- .2091 - .1830 - .1576 - .1332 - .1100 - .0882 - .0677 - .0487 - .0311 - .0149 
o. 

.2091 .2356 .2622 .2887 .3145 .3395 .3634 .3860 .4071 .4268 
~6180 .6427 .6684 .6947 .7213 .7479 .7741 .7994 .8236 .8465 

1.0000 1.0208 1.0432 1.0670 1.0920 1.1181 1.1447 1.1713 1.1976 1.2230 
1.3383 1 .. 3538 1.3711 1.3901 1. Jt 111 1.4339 1.4583 1.4842 1.5108 1.5376 
1.6iRO 1.6279 1.63<}! 1.6520 1.6667 1.6836 1.7029 1.7246 1.7487 1.7748 
1.8271 1.8318 1.8374 1.8439 1.8517 1.8611 1.8724 1.8863 1.9033 1.9242 
1.9563 1.9575 1.9590 1.9608 1.9630 1.9657 1.9691 1 .. 9736 1.9797 1.9880 

-1.9499 
-1.8019 
-1.5637 
-1.2470 
- .8678 
- .4450 
- .0000 

1. 
.4450 
.8678 

1.2470 
1.5617 
1.801<) 
1,.<)"99 
2.0000 --



N 15 

0-

g 0 1 2 :3 4 5 6 7 8 9 

-1.0616 -1.9607 -1.9599 -1.9593 -1.9587 -1.9582 -1.9577 -1.9573 -1.9569 -1.9566 
-1.8478 -1.844 1{ -1.8414 -1.8388 -J.8365 -1.8345 -1.8327 -1.8311 -1.8296 -1.8283 
-1.6629 -1.6557 -1. 6 1.J:9 ,{ -1.6438 -1.6388 -1.6344 -1.6304 -1.6269 .-1.6236 -1.6207 
-1.41h2 -1.1,1:024 -1.3919 -1.3825 -1.3740 -1,,3665 -1.3597 -1.3535 -1.3479 -1.3429 
-1.1111 -1.0946 -1.0796 -1.0660 -1.0536 -1.0424 -1.0322 -1.0230 -1.01 11:6 -1 0 0070 
- .7654 - .7 1147 - .7255 - .7076 - .6912 - .6761 - .6623 - .6497 - 06382 - .6277 
- .3902 . - .3666 - .3439 - .3225 - .3023 - .2835 - .2661 - .2500 - .2351 - .2215 

o. ,,0000 .0249 .0496 .0736 .0967 .1187 .1395 0 1589 01770 .1937 
Q3902 .l~146 • 439 LI: .lt6 1J: 1:l: .4892 05134 .5368 .5592 05802 .5998 
07654 .7873 .8105 .83 l16 .8593 .8843 .9092 .9335 .9570 .9792 

1.1111 1.1292 1.1489 1.1701 1.1927 1.2165 1.2411· 1.2661 1.2910 1.3153 
1.4142 1.4275- 1.4423 1. 11589 1. 1073 1. 1-1:977 1.5198 1.51.1-35 1.5682 1.5934

1 

1 0 6629 106712 1.6807 106917 1.7044 1.7191 1.7361 1.7556 1.7776 1.8017 
1.8478 1.8517 1.8564 1.8619 1.8685 1.8765 1.8864 1.8984 1.9136 109326. 
1;9616 1.9626 1.9638 1.9653 1.9671 1 0 9694 1.9723 1.9762 1.9815 1.9890 

-1.9563 
-1.8271 
-1.6180 
-1.3383 
-1.0000 
- 0 6180 
- 0 2091 

O. .,2091 
.6180 

1.0000' 
1.3383 
i.hlnO 
1.8271 
1. 0563 
:.:. nooo 



N 15 

0-

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1.9582 -1.9581 -1.9581 -1 0 9580 -1.9580 -1.9579 -1.9579 -1.9578 -1.9578 -1.9578 
-1.8345 -1.83 1(5 -1.8341 -1.8339 -1.8338 -1.8336 -1.8334 -1. 8332 -1.8331 -1.8329 
-1,,6344 -1.6340 -1.6336 -1.G331 -1.6327 -1.6323 -1.6320 -1.6316 -1.6312 -1.6308 
-1.3665 -1.3658 -1.3651 -1.361t4 -1.3637 -1.3630 -1.3623 -1. 3616 -1.3610 -1.3603 
-1.0424 -1.0413 -1.0403 -1.0392 -1.Q382 -1.0372 -1. 0362 -1.0352 -1.031!2 -1.0332 
- .6761 - J>7 l17 - .6733 - .6719 - .6705 - .6691 - .6677 - .6664 - .6650 - .6637 
- .2835 - .2817 - .2799 - .2781 - .2764 - .2746 - .2729 - .2712 - .2694 - .2677 

0 0 5 .1187 .1208 .1230 .1251 .1272 .1293 0 1313 .133 1.1: .1354 .1375 

.. 5134 .5158 .5182 .5206 .5229 .5253 .5276 .5299 .5322 .53 1.1:6 

.8843 .8868 .8893 .8918 .8911] .8968 .8993 .9018 .901.1:2 .9067 
1.2165 1.~189 1. ~.;213 1.2238 1. 2263 1.2287 1~2312 1.2337 1.2361 1.2386 
1. 11977 1.4998 1.5019 1.501.1:1 1.5063 1.5085 1.5107 1.5130 1.5152 1.5175 
1 0 7191 1.7207 1.7223 1.7240 1.7256 1. 7273 1.7290 1.7308 1.7325 1.7]1.1:3 
1.8765 1.8773 1.8783 1.8792 1.8801 1.8811 1.8821 1.8831 1 0 8841 1.8852 
1.96911 1.9697 1 0 9699 1.9702 1.9705 1.9708 1.9711 1.9714 1 0 9717 1.9720 

-1.Q577 -1.9577 -1.9576 -1.9576 -1.9575 -1.9575 -1.9575 -1.9574 -1.9574 -1 0 9573 
-1.8327 -1.8325 -1.83211 -1. 832~2 -1.8320 -1.8319 -1.8317 -1 0 8316 -1.8314 -1.8312 
-1.6304 -1.6300 -1.G2()7 -.1.6293 -1.6289 -1.6286 -1.6282 -1.6279 -1.6275 -1.6272 
-1.3597 -1.35ClO -1.3584 -1.3578 -1. 3571 -1.3565 -1.3559 -1.3553 -1.35 1.1:7 -1.3541 
-1. 032~; -1.0313 -1.0303 -1.02911 -1.0284 -1.0275 -1.0266 -1.0257 -1.0248 -1.0239' 
- .6623 - .6610 - .6597 - .65811: - .6572 - .6559 - .6546 - .6534 - .6522 - .6509 
- .2661 - .2644 - .2627 - ~2611 - .2595 - ,2578 - ,2562 - .2547 - ,2531 - .2515 

0,6 .1395 ,1415 .1435 .1455 ,1474 ,1494 .1513 .1532 .1551 .1570 

.5368 .53Q1 .5414 .5437 .5459 05482 .5504 .5526 .5548 .5570 

.9092 .0117 .9141 .9166 .9190 .9215 .9239 .9263 .9287 .9311 
1,2411 1. 21~36 1. ~Z461 1.2486 1.2511 1.2536 1.2561 1.2586 1.2611 1.2636 
1,5198 1.5221 1.5244 1.5267 1.5291 1.5314 1.5338 1.5362 1.5386 1.5410 
1.7361 1.7379 1.7398 1.7417 1,7'136 1.7455 1.7475 1.7495 1,7515 1.7535 
1. 8863 1,8874 1.8885 1,8896 1,8908 1,8920 1.8932 1,8945 1.8958 1.8971 
1.9723 1.9727 1.9730 1.97311 1.9738 1.9741 1.9745 1.9749 1.9753 1.9758 



N 15 
0-

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

-1 0 9573 -10'9573 -1 0 9572 -1.9572 -1. 9572 -1,,9571 -1.9571 -1.9570 -1. 9570 -1.9570 

-1;8311 -1.8309 -1.8308 -l Q 8306 -1.8305 -1.8303 -1.8302 -1.8300 -1(18299 -1.8298 

-1.6269 -1.6265 -1.6262 -1.6258 -1. 6255 -1.6252 -1.6249 -1.621 .. 6 -1.6242 -1.6239 

-1.3535 -1.3529 -1.3524 -1.3518 -1.3512 -1.3507 -1.3501 -1.3496 -1.3490 -1.3485 

-1.0230 -1.0221 -1.0213 -1.0201'1 -1.0196 -1.0187 -1.0179 -1.0170 -1.0162 -1.0154 

- .6497 - .6485 - .6473 _ .61162 - .6450 - .6438 - .6427 - ,,6416 - .6404 - .6393 

- .2500 - .2484 - .2469 - .24511 - .2439 - .24211 - .2409 - .2395 - .2380 - .2366 

0.7 .1589 .1608 .1626 .161:1:5 .1663 .1681 .1699 .1717 .1735 .1752 

05592 .5613 .5635 .5656 05677 .5699 05720 .5740 .5761 .5782 
09335 .9359 .9383 .9407 .9430 .9454 .9477 Q9501 ,,9524 .9547 

10 2661 1.2687 1.2712 1.2737 1.2762 1.2786 1. 2811 1.2836 1.2861 1.2886 
1.5435 1.5459 1 .. 5483 1.5508 1.5533 1,,5557 1.5582 1.5607 1.5632 1.5657 
1.7556 1.7577 1.7598 1.7619 1.7641 1.7663 1. 7685 1.7707 1.7730 1,,7752 
1.8984 1.8998 1.9012 1. 9026 1.9041 1.9056 1.9071 1.9087 1.9103 1.9119 
1.9762 1.9767 1.9771 1.9776 1.9781 109786 1.9792 1.9797 1.9803 1.9809 
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