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Zur anindlqpg der Mtmgedebre. 

Von 

& 80~omwmis in Frsngfilrt a M. 

Die folgenden Betrmhtungen behmdsin dae Problem der Veorglei&- 
b b i t  m seiner einf- Form, Von der Hemndehung der Wohl- 
ordn~gatheorie wird daher abgmehen; in der Tat darf man die Forderung 
staiien, die Theorie der Varglei&barkeit aneh ohne sie ahbauen. 

Dies aoll im folgenden &ehen. Die Theorie der Vergleichbarkeit 
soll also aaae~BBlioh auf die drei fiir nie unatbehrli&en -fe 

Hange, 
geatfik werden, und es frsgt 8ich, weide von di- BepSen gdfeatdea 
fundamentslen Beziehungen dazu n8kig uud hhrekhd sind. 

Ich erinnere m i n W  an d a  bebnten Tatbestsuid. Das Problem 
kntipft an die auf Cantor zniaekgehende Vierteilung an. Ist M, Teihenge 
einer Menge llZ und N. Teilmenge einer Menge N, so giit QB vier Mg- 
lidduiten, die h d e r  logisch aaaschlieBen, und die ge@tige Bmiehang 
von bl und N d a p f e n .  Sie lautan: 

a) Es gibt ein MI N und ein X, N M. 
b) Ea gibt ein M, N N, aber kein N, M. 
C) Es gibt kein & - X, aber ein Nl .Y M. 
d) Es gibt bin H, - N and kein X, X. 

S S n m r X n n d N d ~ M ~ a o i s t d e r  Falls) iW&Ni& saa 
gea&ioaaen, und den drei abrigen entspden die drei &6hb&hu.upi, 
,,eleialiu, ,,~rö&m", a i a e i u .  M M aad N 
so ieasan sieh die dr;U Falle a), b), e) diesen 8r6BanMehunga amehm, 
und ea E& sieh die Mtnng der ihnen enbpchden h~~ 

nmikwerta Dagegen gilt dar lid d) fnr umadiicthe M a p t  ab 
pblemataeth, und der Tttecnie der Ver@i&b&eit fehlt somit Air be- 
liebige dcheMe&mdieanrndtaga  Umsie ~ m r ~ w i i r e  
earst;~migen,eeogl ,derF8Ud)WrunendiideManganniemals~iet  

- 36' 
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Dies ist in aiigemeinen Rahmen der Oantorschen h d l e g u u g  das 
bisherige aewlfat 

1. Zu den Bmdlageri gehören zunächst die foigenden Axiome der 
-. 

A ) h M - N d N - P f a M - P .  
B) jrst M - N t &  MI Tdmmge vuon M, so gi6t es eiw 

Teelmenge N, oorr N, sodaß M, N N .  &t. 
Um nichC auazuhsen, d r e  hinzuzagen, die drei Begriife 

dipivalma, e d k b  Menge, udPe7re .Menge 
mathemaihhe Objekte sind, abo dem Satz vom W i d e r s p d  gehorchen. 
D. h.: 

1. E'nr je zwei Mengen lli und N besteht von den beiden Beziehungen 
M - N  und M & & - N  

notwendig eine und nur eine. 
2. Fiir jede Menge X ist eine and nar eine dtw beiden Beziehungen 
at;: 

Es gibt ein MI - X oder Es gibt kein Mt - M. 
Im ersten Fall heißt M  tmed%k, im zweiten e>uazkk Menge. Im Zermdo- 
sohen Sprachgebmneh*) wiirde man dies, ~loviel ich sehen kann, folgan- 
demneßen auszudriicken haben: 1. Ftir je zwei Mengen soll es dehit 
sein, ob sie 5quivalent sind oder niaht; und 2. Ftir jede Menge soli es 
d e t  sein, ob sie endlieh ist oder aber nnendiich. 

Geht man in dieser Weise vor, so ergibt sich das bisher wohl nicht 
bemerkte Resaltrtt, dsß CUdEjl dOe M der d i c h  M* o7wre ein 

Aaba vapeiit kpiidd e o e r h  kam. ohne ein solches leasen sieh 
die grundlegenden Tstsmhen, dsß aus 

&=ß, ß - y  aueh a - y  
folgt usw. nicht erhäitea in erster Linie mäßte sich W& %eigen laseen: 

C) W X r u r & N ,  sowie N d P  Ymgq dt% dtw F& d) öe&&, 
zoas*kursdeur& 

M d N  und N d P  
~ ~ z M a , w w ß ~ a ~ 8 a u 5 ~ v u o n  

M d P  
s$o&er# wrdm ka»apla 

Abr gerade diss sst wm3gZiea Lee man je&& die Fodemng, daß 
&W Folgemq atets gezogen weidan kam, aacionutbh engrande, so 
lassen sieh die fibrigen Ut ionen,  die fllr die ,Blei&, GxÖBer, 
Kleb&' gelteq auch fiir die Memg~beziehangen leicht --eisen. 

9 T# die Unbm&nng%n a b  die fhnaisßcm dee M-, Ilasth. drin, 
6s. 8. H S .  



Diese T a t a d e  legt es nahe, m pxfifen, was man fiir die aZ@m&w 
Theorie der Vergleichbarkeit erreicht, wem man ihr ebenhb noch dss 
ebea gemmte Briom C) (Axiom der VergZeidhrW) zugrunde legt. Dae 
Ergebnis ist foigendes: Ee M t  sich erweisen 

1 . d C k s a e s t e h e n d e r ~ G i . o  
2. ~ ~ ~ ~ a l a x ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
3. W fih. e k  ed8kheMengeNwnd ehwwmdWeMengeX~w 

dse M r g  2Cl b N statt hat (m >n),*) 
4. im Fd M b N  U& M c N  d2e &i& M - N  

scAhs88n &tq 
Dagegen dnrfte eich ohne neue axiomatiaohe Hilfsmittel noch nie& er- 
hiirten lassan, da& den E"&m M a N  and i l fd~d ieH~niva le .m  X-N 
entsprechen maß. Ein hierzu hZnr&des Axiom enthält 5 8. 

Der Weg der hierzu fährt, ist folgender. Ich Hnapfe daran an, daß 
sowohl bei Cantor, wie bei Dedegind die aüg- Theorie eo aufgebaut 
wird, da6 man zwGi~hst eine Scheidung zwiechen endliehen und unend- 
lichen Mangen vermeidet. So iat es im wesentlichen auch bei Z e r m e l ~ ~ ) ,  
und dem will ißh mich auch hier anschließen. W& eoerdim al$o die F& 
M a N  und MdNmädbPt5-&ktscWh, ~~~ 
Dana bleibt dooh die fundamentale Tateache bestehen, da% die drei Mög- 
lichkeiten 

1) a) oder d), 2) b), 3) C) 

einauder logisch ausachlieBen, so&& fPlr 5wei Mengen M und N &eder 
b) & C) & aber einer der beiden E"&e a) und d) re;alieieit; sein muB 
Soli non festgeeetzt werden, daS diesen drei Möglidkeiten, &o den Be- 
ziehungen 

1) M a N r e s p . M d N ,  2) I l lbN,  3) X o N  
die EsZiehungen 

Gileiah, Größer, Xieiner 
zugeordnet werden sollen, so m d  dazu das 33estehen der fundamencalm 
M ß e d t i o n e n  sowie der fibrigen oben genmtan Tatsachen 2), 3), 4) 
mdgewieeen warden; nnd dies g.alingt aaf Brand des Brioma C. 

2. I& beginne mit der Betmhtung der endlichen Mengen. Die fiir 
sie oben behauptete Tataaohe kann folgendmaßan a n s p p o d ~ ~ ~  werden: 
Wann man nur die me d), b), C) dt, und ihnen die drei ~ & u n g e n  
,,Gleichd\ ,,GlröBer", fleiner" zuordnet, BO Irsnn ohue nene axiomatide An- 
nahmen &&# gegeigt werden, da8 die beztiglichen (3rusd-b erffillt sind. 

*) Diese beiden &ral&as e f f l h  eiah alkding~ awh auf die 88tae dbea 
legong pnd 2-g der Mealgßn. 

W )  absah. bpn. 56, 8. B6lE 



Um dies au zeigen, wden wir daa aligemeine Probbm, nm das es 
sich hier handeit, !+mn&ht in folgende Form sehn: 

Zwischen zwei Mengen M und N d e n  nur folgende Beziehungen 
mogliah sein: 

M b N ,  M O N ,  M d N ,  
ao isb zu untsnmohen, welche Sahliisae aw den Kombinationen 

iiberhaupt p g e n  warden kiinnen. 
W& &he~ 8 u o z ä c h s t d e n s r s t e r r F d M d N w d N d P i ~ ~ & ;  

d C 9 0 d & w , & a c c s % m < Z i e F o * n g M d P & M d h n .  
Ausführlieher lauten unsere Voraaasetzangen 

(1, kein & .U X, kein N, N M, 
und 

kein N, N P,  kein P, N N, 
nnd hieraus mute 

(14 kein MI N P,  kein P, N M 
gefolgert W& M- D& diea direkt geht, ist angesiehta der rein 

Natur der Vora-hgen (I) l w h  unmöglich. Es könnte 
&W nur so geIingen, daß man zeigt, daß weder der F& M b  P lroch 
such der Fall .Mo P mit den Voraussetzungen (I) verkiigiich i& Nehmen 
wir 5. B. an, es sei Wr X und P der Fall Y b  P miieiert, sodaß dae 
VerhUtnis von M und P dureh 

(1) M ' N ~ ? ;  kein P ' N M  
chandhrisiert ist, SO wäre ZU zeia9n, daß dies mit den Voranssefrnmgem @J 
einem Widerspmh begründet. Um hiaraber znr Klarheit zu kommen, 
wollen wir wieder unternahen, was eich aus der Ananhme (1) in Ver- 
bindung mit den Bdationen (I) riberhaupt folgern Iaßt. Wir haben h u  

der beidan Beziehungen 
.(I a) &?-P 
und 
(lb) kein P'- M 
mit jadar der vier In (I) enthaltenen Mehungen zu kombinieren. Da ist 
nuiaahet khur, da6 die Kombination i r g e n d k  dieser vier Beziehungen mit 
,,kein P'NM" ein= 80hlnß wiedepnun nicht pdattet. Ea bleiben slao 
par a& die vier Komb'ionen 

M'wP M.'- P M'- P X w P  
" k e i n a ~ ~ '  l r e i n ~ , ~ ~ '  k e d n ~ , ~ ~ '  kein P , N N  

zu erörtern. Von ihnsn ge969tten nur die mte, drih und viarte eisen 



S*hlnß. Die dritte liefert unmitteibar, da0 kein Nl &, wae einen 
Widempmoh nioht mthglt,*) Die vierte liefert ein W e h e s  knltat.  Let 
G d i o h  Y: diejenige Teilmenge von M', sodas WN P, ist, so folgt 

kein M,' N, 
wae ebenfalls keinen Widerspruch enthiilt. Die erste endlieh mixen wir 
in die Forrn 

X'-P,  M' nioht N N 
d folgern dara-9 daß P *ich$ - N iet. Aber au& dies scjhIieBt keinen 
Widerspmch mit den Voran88etP;ungen (I) ein. Es könnte nar in dem Fail 
einen Widerepmoh bedingen, dm6 man die gquivalenz zweier Mengen M 
und N im Fall d) suwkfioglioh vorausseh, also als Axiom siifstallen 
wtirde.*Y) ]Damit ist die obige Behauptung erwiesen. 

3. Wir gehan zur allgemeinen Theorie l;arilek und dtw jetat 
die W, C) t&h&w Tastsacire als Axiutn an; aetaen alao voraus, da6 aw 
dm ReMmen (I) stets d& l h k h n g  (Ia) foEgt, also die Beziehung 

kein M'- P, kein P'N X. 
Wir kntipfen ferner daran an, da6 die drei Mögliohkeiten 

1) a oder d, 2) b, 3) e 
einandw logisoh W & e n ,  sodaß e&oBaer b) oder c) o& aber ainer 
der beiden P ä e  a) nnd d) &ert sein muß. Dann ist wieder zu zeigen, 
daß wenn diesen drei MöglieUceiten die drei Bezkhnngea ,G1eiabu, ,WBerU, 
,Kieinefl zugeordnet werden sollen, und mar in der Form 

rn-n, m>n, m<n,  
die ihnen entaprwhden fundamentalen Beziehungen ei.fnllt #ein. 

3 Man bewhte hier and im folgenden, daS aiah weitere Folgermgsoi aberhaupt 
nioht gehen leesen. Am 

W - P ,  kein&-P, k&NS-M' 
folgt niohte neuee mehr. 

03 Wi können himm dss Wni$p Redtat entnehmen, dd die bnnebmq 
ans M d X folge die HqmValenz MN N, W h d  ist, um die Rebthen Qa) 
ane (l) *Wh. Aber diea ist dnrohans trivid. Dem in diesem &U foigert man 
leiahf, &@XdN&tdL~Nglciencasrägiet ,  d.88bo a a i r i t f ~ N s a o h M d N  
fdgt. Ee ist &dich sowohl df b N wie &wh df o X snegeaohbeen Wlrie s. B. 
X b N r ~ ,  eo w h  

M' N, kein NI - M 
ond wagen M-N Mgb elnerseite X'-Hund andarerseih kein I l l ; rudf ,  was 
ainen widmpmh ätmkdib. Da abar auch Ms N mumcu Vormwhng 
a-oaeen ist, ao kam nur PdNrichtig seiu. 

gert&& die ReMonen (I) in d% Fonn sa eetzem 
M N N  aad N - P ;  

ans üinm folgt iffa~~POnmitWbsr, und hierm wieamu aZä P. 



=-.F und n-9 
in a b  F& 

"t-P 

f*. Dazu ist nachzuweisen, M aus den Vorawsetznngen 

(Ii) für M d N besteht die Beziehung X a N  oder M d N ,  
(IZa) fiir N und P besteht die Beziehung Na P oder N d  P 

auch eine der beiden Relationen M a P oder M d  P m foigern i& Dies 
kann folgendermaßen geschehen. 

Die Voraussetzungen @) und (11s) spdton sich in die vier Fälle 

Im letztem Fali folgern wir M d  P auf Ghwid unserer a x i o d c h e n  
Vorsnssetimng. Im ernten Fall ist die Folgerung M a P evident; der Voa- 
stbdigkeit halber setze i& den Beweis nochmals hierher. Die Reh- 
tionen 1) lauten an*lid 

und 

Ist nan M,' die Teilmenge von MI, die auf Grnnd der Äquidenz 
M,- N der Menge N' entaprioht, so hat man 

W - W  und N t - P ;  also jg;-p, 
m d  e b w o  Wild gezeigt, da6 es eine Menge 2';- M gibt. D. h. es ist 
M a  P. 

Der %weite und dritte Fall W e n  das Neue dar. Wir fnhren den 
Beweie fiir den zweiten. Er enthält die Voramtzungen 

(n? M1 N, X* - H, 
@'.I kein N'-P; kein P'wN;  
ane ihnen iat w folgern, deß Ms P oder N d  P iet. Wir beweisen dss 
lebh, dw die W o n  

kein X"- P, kein P" M. 
Der Beweis geht indirekt vor eiob. Gabe as n"am1ioh eine Teiknenge Mt', 
riiadaß Y"-P wiire, so folgt aas iV%-X die Exihm eimx Menge N,", 
Uar die M" ist, und daher au& die blation 

Ny'- P 
M Ci- Pa). J&enso beweist msar die IfnmtigEW Bmea 



Menge P" mit der Beziehung P"- M. Damit ist auch der Bdi 2) er- 
ledigt and ebenso erledigt sich der FihU 3). 

IiäJbdkbr W e i s e a ä / 3 t ~ a k a p d e v o R e l a ~  

die l3mihq m > p folgern. Bs genügt, dies ftir den Fall d-en, 
daß &8a X und N die Beziehung X d  N besteht, d. h. 

@J -kein M,-N und 'kein N,-~dl.  

Zn ihr kommt die n > p entsprechende Relation 

PS) X, - P, kein P. - N 
und es ist zu folgern, dsß 

P b >  H'- P, kein P'-= 
ZunWut beweisen wir, daß es kein P'- M gibt. mbe e41 nämlioh 

eine Menge P'- H, 50 sei wiederum X,' die Teilmenge von X„ ftir die 
N,'- P' ist, daan folgt weiter 3;- M im Gtege~mtz EU 0. Man hat 
nun noch zu zeigen, daii es ein M'- P gibt. W h  dies nicht der Fall, 
so bestände auf Gnuid des Voretehenden zwischen M und P jetzt die 
Beeiehang 

kein .MD- P, kein Pr-X, 
und hieraua folgte in Verbindung mit 0 nunmehr auch 

kein X, N P, k& P, N N 
im Widerspruch zu (Iiia). Damit ist der Beweis geliefert+ 

Analog wird ans m - n und n < p weiter m < p gefolgert. Man 
ihrzeugt sich so, daß unser an die Spitze gestelItes Axiom C eine zentrale 
Bedeutung fnr die Theorie der Vergleichbmkeit besitzt. 

4 Ich leite 8anächet noch eine Folgerung ab, deren Kennfah ich 
Herrn B. Hahn vardsnlre. Maa kcwur @ m W  j& raoclr wdwekn, daß 
d e r F ~ d ) 6 e i ~ M e n g e n ~ i c h t u o ~ ~ h  

Der Beweis kann wie folgt gedahrt werden. Wir nehmen an, da% 
fnr lCll und U die Beziehung .Md N besteht, also 

(1) kein Ml.vX, kein N1-bl, 
und haben rn zeigen, daß es keine Teilmenge M'-.iK gibt mbe es 
nbE& eiue s01ohe Menge X'- X, so könnte msn f*, daß aaoh 
M' d W sein maßte. Denn wegen M'- M hat mrui t z n d h l k  

(2) kein N,-W, 
und ebenao leicrht folgt, daß 
(3) H a i n  dEL;'- N 
iat. J e a e S ~ i s t ~ a h a n a h T ~ ~ v o n B Z , u n d ~ ~ j a ,  
aaßk;eki.&~NiiJt. G)emPiß(l)rmd(2),(3) b a b e n ~ *  ~~ 



d foigem nun gern@ w e r  a x i u c h e n  Annahme C) auch 

(4) X d M .  
Das ist aber ein Widempmch, Denn da lliZ' Teilmenge von M ist, so 
gibt es aneh eine zu W äquivalente Teilmenge von H, dbiich M' seibst. 

5. Wir k b e n  von diesem Resultat zn einer dige.meineren Ekage- 
steliung iiberg&en und nntersnchen, weleice PäZe a), b), G), d) durch be- 
dhnte A n d m m  i&~  Ent38idd~it oder U m  einer der &&b 
Mengen H u d  N aslsgsehbsm werden. 

Eine unmittelbare Folgernng ist die folgende. 
Man kam d8e eben gefundene fieguitst auch ao famulieren, daß die 

B&&ung M d  N ausgeschlossen ist, wenn man nur W&, da,6 eMle der 
beiden Mengen H nnd N wer&& ist. Ist es I, B. M, so folgern wir 
genau wie eben, daß M' nicht -M sein kann, a b  iü nicht unendlich. 

Ferner kam map bekamtJi& zeigen, daß die Beziehung M a N aus- 
@Omen ist, wenn man & der beiden Mengen, z. B. N, als d Z e l i  
voranssebt.*) Denn mit den Voraaasetzungen 

(1) X . - N ,  Nx-M 
steht die Annahme 
(2) kein 27'-N 
in der Tat in widersprueb. Ildrui bat nkdich sofort 

N,' - N, 
wenn N; die Tailmenge von X, Mi, die der Teilmenge Mt von M ent- 
spricht 

6. Hieraus ziehen wir noch eine letsfe Folgening. Isf M &W wp- 

~ d N & e i o d C O c J l c s M ~ s o k a n r w d e a F & B b N v ~ .  
sehy  Qemaiß dem Vorstehenden haben wir nur zu zeigen, da6 aaah die 
Beziehung 116e B, also 
(1) k & & - ~ x ,  Ns-X 
auqp&hmn iet, d. h. daß eie mit waren Vorausae-~p 

Bt'-.+X, kein N ' N N  
im Widerapraoh steht 

Hiarw bedarfen wir des Eh*, da6 eine T6ilmqp einer end- 
lichen Menge eberiEslIs eine endiiohe Menge ist Dann maß ans 

kein M'-iki die Folge- keind!f"-M' 
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abgeleitet werden. W"m GmIich 
M"- W, 

so hätte man , 
M - i K L + . B 4 = W +  M i + q ,  

wenn die KompIemenbenge von M' und M '  die von M" iet. Set& 
maa nun 

M''+ M,- M,, 
so iat M, eine eigentliche TeiLnenge von M, und es folgte weiter 

-&-J M'+ M,, aleo M** X, 
wae nnmöglich ist, 

Hieraus ergibt sich die zu beweisende Behauptung unmitteibar. Aas 
den Voraussetwmgen (1) entnehmen wir &mE& m&ht eine W t i o n  

N;-w 
und hieraus in Verbindung mit N, - M und M'- M weiter 

Nl 
und da N eine endliche Menge ist, m widempricht dies der eben pogenen 
Folgerung. 

tfbriga gehen in diesen %weis, was aasdrZLeklich erwäbt werden 
mnß, such die Siitze über die Zerkgwg und Pereha&rg der Mengen ab 
aUgemaiue Vorn- ein.) 

7. Wir kommen zu einer letzten grundlegenden Frqpbüung. Es 
frag& eich endlieh noch, ob und wie man aas den vomtehenden Rad- 
taten entnehmen kann, dsß den Relstionen 

M a N  und M d N  
a d  wirklieb die Hquivalenz 

M - N  
entepricht, ob sie alrro fiir diesen Wuß such h k -  eind. Dem Vor- 
stehenden gemM dWen wir ane auf den Faii bes-eq, da6 dieMengen M 
mnd N beide endlieh oder beide unendlich sind. Dann ergibt eich zwnkbst 
eiernlieh unrnittdbar~), dsß W die E"de Ma N resp. Md X fiir 

M - N  
t W t l ~ ~ b a ~  kOnnen. Die Fää M b N und M C N l s ~ b  G&& sagFPrZuc 

lieher 
M, X, kein Nl - M 

Md 
(4 gaia * - X ,  X, .Y M. 

' )Vonderennodtmel igeo :dna l~g lanbe* .beehen~~  
-)Ichfahtedieanarhv~keBtmhalberu~ 



Wären diese E";ine mit M - N verkägli&, so folgte aus ihnen sofort 

@? - M, keh  NI N N 
und 

Hem MI-H, NI N N. 
Bind nun M und N beide endlieh, so Liefern die Ealationen M1 - M und 
NI- N den Widerspruch; sind eie beide unendliah, so wird er durch 
kein Nl N N und kein & N M bedingt. Diese Fälle sind also in der 
Tat ausgeachloasen. 

Wir hgm weiter, ob die Umkehrbarkeit des eben gefundenen Tab 
bestandes ohne weitere Voraussetzangen, aIs die bisher benutzten, bewiesen 
werden kann. Dies scheint aber d g L i &  zu sem. Daß ans M a  N die 
Äquivlalma M -  N zu folgern ist, bildet ja den Benute-en Satz, in 
dessen Beweis steb Hilfamittel eingehen, die aber die bi8her benutzten 
hinausgehen und die man daher als neue axiomatische Tatsachen anza- 
sehen hat 1.jbensowenig licann ans M d  N die Äquivalenz M- N gefolgert 
warden, auch nicht miWs in* Beweises. Denn wenn man zu der 
vomwtmrng 

kein M, - N, kein NI - Af 
noch die Annnhme 

M nieht -X 
@gt, so hat man lauter negative Vomwtzungen, die einen weiteren 
schlns nicht ge9tatten. 

8. Die vorstehende Be-tang hat mithin foigendes Rasnltat er- 
g e h  Sie hat nur die Widerspruohslosigkeit der sämtlichen axiomatis&en 
Bestsetzungen dargelegt und damit den Beweis geliefert, da6 es gestaäet 
ist, denFallen Y a N u n d  M d N d i e  BeeiehnngM-Nentapmhen 5u 

lassan. Man kann tibrigens der a s i o m a ~ e n  Annahme, die hiemn hin- 
reiohend ist, einen etwas geringeren Inhalt geben, dimlich den folgenden: 

D) A2.k Mengeqawe M,N, die hdsrBesieiizktrgMaNre.sg.MdN 
&&n, RQaen dm gleic7re» (Axiom der G-M 

, oder J%dbeaw, 
odar auch, was dwdbe ist, 
D? Mn& nur &B (3mtot-h 

4, b), 01, d) ab- 
I)aß diw in beiden FäUen nur die Beziahung H- N sein kann, iet 

daan bereits eine Folge dsr vombhenden Entwiakllangaa 
Wird noch die Aquivate111; von M and X? sleo die Mögliebkeit ein- 

&ht@ Ztl01dnrrng d d  M e  N 8a~gedraekf, üü - db vOr&&de 
U n k o h u n g  awb so ahesagterisiieit werden, &aß sie die Gesetze da,&& 
die die Kombinationen der Baf gnradaegendsn Beziehungen 

XaN, M b N ,  MeN, MdN, M e N  
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beherrsohen; d zwar auf der bw der Axiome A, B, C, D* wozu 
fiir einzelne Folgerungen noch die aber die Spaltung und Verainigung 
von Mangen tretsa G m  mabhihqig von dem Zweek, der diesen Arbeit 
in der Einleitnng gestellt wurde, bildet die U n b c h u n g  dieser Be- 
uehungen au& an sich ein Problem, degsen Erledigung eine mengen- 
theoretische Notwendigkeit ist 

Damit glaube ich ftk die hgriindung der Verg1eichbarkeit einen e3s 
mentwen Weg aufgeoleigt zu haben, bei dem man sieher ist, alle mathe- 
matischen Tatsachen sxiomatischer Natur, die man voraussetzt, zu k e n w .  
Insbesondere erfülIen diese Voran888tz;ungen die F o r d q ,  die Peano und 
Frege mit Recht erhoben haben, und die &&.in zielt, daß diese Voraa% 
setmngen sich ausschließlich an die Symbole kaapfen, die man für die 
gegenseitigen Beziehungen der mathematischen Objekte, von denen man 
hmddt, eingeiührt hst. 

Freilioh könnte man zunächst meinen, daß den vorstehenden Dar- 
legnngen soheinbm etwas paradoxes anhaRet. Es liegti darin, daß man in 
g 3 die Beziehungen X a  N und M d  N mitehander kombiniert, obwohl 
sieh &M@ich ergibt, da6 die eine nur für unendliche, die andere nur 
fÜl: endliche Mengen zntri5?t. Dies ksnn jedoch der Bjkhtgkeit der Argu- 
meotation keimen Eintrag tan. Es apriaht nur eine gewisse Eigenart der 
Voram&ungen ans, auf denen sie naht, W c h  die, daß ihre logische 
Harmonie sogar in einem Fall bestehen bleiben wiirde, der sich später 
ab ni&t redhierbar erwebt. Dss ist nichts, wihs ihre Harmonie in F- 
stellen kO1mte. Im GegateiI: es spricht nur Wr die große Allgemeinheit 
und Trsgweite der obigen Voranssetzungen, und damit der hndisgen, 
die hier der Thwrie der Vergleichbarkeit q p m d e g w  worden sind. 




