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Zur Grundlegung der Mengenlehre.
Von -
A. Somoenerres in Frankfor a. M.

Die folgenden Betrachtungen behandeln das Problem der Vergleich-
barkeit in seiner einfachsten Form. Von der Heranzichung der Wohl-
ordnungstheorie wird daher abgesehen; in der Tat darf man die Forderung
stellen, die Theorie der Vergleichbarkeit anch ohne sie aufzubanen.

Dies soll im folgenden geschehen. Die Theorie der Vergleichbarkeit
goll also ansschlieBlich auf die drei fiir sie unenthehrlichen Stammbegriffe

‘ Menge, Telmenge, Aguivalens
gestiitzt werden, und es fragt sich, welche von diesen Begriffen geltenden
fandamentalen Beziehungen dazn nbtig und hinreichend sind.

Ich erinnere zunfichst an den bekannten Tatbestand. Das Problem
kniipft an die suf Cantor zuréickgehende Vierteilung an. Ist M, Teilmonge
ciner Menge M und N, Teilmenge ciner Menge N, so gibt es vier Mog-
lichkeiten, die einander logisch ausschlieBen, und die gegenseitige Bezichung
von M upd N erschopfen. Sie lauten:

" a) Es gibt ein M, ~ N und ein N, ~ M.
b) Es gibt ein M, ~ N, aber kein N, ~~ M.
¢) Es gibt kein M, ~ N, aber ein N, ~ M,
d) Es gibt kein M, ~ N und kein N, ~ M.

Sind non M und N endliche Mengen, so ist der Fall 8) fatsichlich auns-
geschlossen, und den drei ibrigen entsprochen die drei Gro8enbezichungen,
»Oleich%,  GroBer”, ,Kleiner”. Sind dagegen M und N unendliche Mengen,

g0 lassen sich die drei Fille a), b), o) diesen GroSenbezichungen zureiben,

und es a8t sich die Geltung der ihnen entsprechenden fomdamentalen

Gesotze nachweisen, Dagegen gilt der Fall d) fir mmendliche Mengen als

problematisch, und der Theorie der Vergleichbarkeit fehlt somit fir be-

Lobige unendliche Mengen die Grundlage. Um sie sicher zu stellon wire

erst zn zeigen, daB der Fall d) fir unendliche Mengen niemals realisiert ist.
. - 36*
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Dies ist im allgemeinen Rahmen der Cantorschen Grundlegung das
blshenge Resultat.
1 Zu den Grundlagen gehdren zuniichst die folgenden Axiome der

A)Aw M~ N und N~ P folgt M~ P,
B)IstM~Nu»dM’1TeilfmmgevonM so gibt es eine
Teillmenge N, von N, sodaf M, ~ N, st
Um nichts anszulassen, wire hinzuzuftigen, da8 die drei Begriffe
Agquivalens, endliche Menge, unendliche Menge
mathematische Objekte sind, also dem Satz vom Widerspruch gehorchen.
D. h:
1. Fiir je zwei Mengen M und N besteht von den beiden Beziehungen
M~N und M nicht ~N
notwendig eine und nur eine.

2. Fiir jode Menge MM ist eine und nur eine der beiden Beziehungen

erfiills:

Es gibt ein M, ~ M oder Es gibt kein M, ~ M.
Im ersten Fall heiBt M unendliche, im zweiten endliche Menge. Im Zermelo-
schen Sprachgebrauch¥) wiirde man dies, soviel ich sehen kann, folgen-
dermaBen auvszndriicken haben: 1. Fiir je zwei Mengen soll es definit
sein, ob sie #quivalent sind oder nicht; und 2. Fir jede Menge soll es
definit sein, ob sie endlich ist oder aber unendlich.

Geht man in dieser Weise vor, so ergibt sich das bisher wohl nicht
bemerkte Resultat, daB auch die Theorie der endlichen Mengen ohne ein
neues Axiom mcht begriindet werden kanm. Ohne ein solches lassen sich
die grundlegenden Tatsachen, daf aus

#=p, B=y such a=y
folgt usw. nicht erhirten. In erster Linie miiBte sich nimlich zeigen lassen:
C) Sind M und N, sowie N und P Mengen, fir die der Fall &) besteht,
was ich kure durch
» MaN wd N4P
ausdriicken will, so muf daraus das Besicher von
: M4 P
gefolgert werden kinmen.

Aber gerade dies st unmdglich. Legt man jedoch die Forderung, daB
diese Folgerung stets gezogen werden kann, axiomstisch zugrunde, so
lassen sich die tbrigen Relationen, die fir die Begriffe ,Gleick, GroBer,
Kleiner” gelten, auch fir die Mengenbozichungen leicht erweisen.

s, *) Vgl die Untersuchungen ber die Grundlsgen der Mengeniehre, Math, Ann, -
65. 3, 268.
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Diese Tateache legt es nahe, zu priifen, was man fir die allgemeine
Theorie der Vergleichbarkeit erreicht, wenn man ibr ebenfalls noch das
eben genannte Axiom C) (Axiom der Verylewhbaﬂmt) zugrande logt. Das
Ergebnis ist folgendes: Es liBt sich erweisen

1. das Bestehen der fundamentalen Gripenvelationen,

2. dap der Fall M A N bei unendlichen Mengen ausgeschlossew ist,

3. dapB fir eime mdhcheMmgeNundememmdhcheMmgean

die Bezichung M'b N statt hat (wm>n),*)

4. dap im Fall Mb N und Mc N die Aguivalens M~ N ausge-

schlossen ist.¥)
Dagegen dirfte sich ohne neue axiomatische Hilfsmittel noch nichi er-
hirten lassen, daB den Fillen M a N und M d N die Aquivalenz M ~ N
entsprechen muBl. Bin hierzu hinreichendes Axiom enthiilt § 8.

Der Weg der hierzu fithrt, ist folgender. Ich knfipfe daran an, da8
sowohl bei Cantor, wie bei Dedekind die allgemeine Theorie so aufgebant
wird, daB man zoniichst eine Scheidung zwischen endlicher und unend-
lichen Mengen vermeidet. So ist es im wesentlichen auch bei Zermelo®®),
und dem will ich mich auch hier anschlieBen. Wir werden also die Fiille
Ma N und M AN zunichst nicht scheiden, sondern susammen behandeln.
Dann bleibt doch die fandamentale Tatsache bestehen, daB die drei Mdg-

lichkeiten

1) a)oderd), 2) b), 3) c)
einander logisch ausschlieflen, sodaB fir zwei Mengen M und N endweder
b) oder ¢) oder aber einer der beiden Fille a) und d) realisiert sein muf
Soll nun festgesetzt werden, daB diesen drei Moglichkeiten, also den Be-
ziehungen ,
1) MaNrespp MdN, 2) MbN, 3) McN
die Bezichungen

Gleich, @roBer, Kleiner

zugeordnet werden sollen, so muf dazu das Bestehen der fundamentalen
GroBenrelationen sowie der iibrigen oben genannien Tatsachen 2), 3), 4)
nachgewiesen werden; und dies gelingt auf Grund des Axioms C.

2. Ich beginne mit der Betrachtung der endlichen Mengen. Die fir
sie oben behauptete Tatsache kann folgendermaBen ausgesprochen werden:
Wenn man nur die Fille d), b), ¢) zuliBt, und ihnen die drei Bezichungen
,yOleieh, GroBer”, 4Kleiner* zuordnet, so kann ohne neue axiomatische An-
nahmen wicht gezeigt werden, da8 die besfiglichen Grundgeseize erfallt sind.

% Diese beiden Schliisse stitzen sich allerdings anch auf die Sitze uber Zex
legung wnd Zussmmensotzung der Mengen.
) Math. Ann. 65, S, 2614
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Um dies zu zeigen, wollen wir das allgemeine Problem, um das es
sich hier handelt, zunéchst in folgende Form setzen:
Zwischen zwei Mengen M und N sollen nur folgende Beziehungen
moglich sein:
MbN, MeN, MAN,
8o ist zu untersuchen, welche Schlisse aus den Kombinationen
. MiN M¥bN  MeN
NaP' NdP' Nap ™™
tiberhaupt gezogen werden kinnen.
Wir zichen zundchst den ersten Foll M AN und NA P in Betrachi;
und schen 24, ob aus thm die Folgerung M d P abgeleitet werden kann.
Ausfibrlicher lauten unsere Voraussetzungen
o kein M, ~ N, kein N, ~ M,
und
kein N; ~ P, kein P,~ N,
und hieraus miiBte ‘
(1a) kein M; ~ P, kein P,~M
gefolgert werden konnen. DaB dies direkt geht, ist angesichts der rein
negativen Natur der Voraussetzungen (I) logisch unméglich. Es kénnte
also nur so gelingen, da8 man zeigh, daB weder der Fall #'b P noch
anch der Fall M ¢ P mit den Voraussetzangen (I) verhriiglich ist. Nehmen
wir z. B. an, es sei fir M und P der Fall M b P realisiert, sodaB das
Verhdlinis von M und P durch
) M~ P; kein PP M
charakterisiert ist, so wire zu zeigen, daB dies mit den Voraussetzungen (T)
einen Widerspruch begriindet. Um hieriiber zur Klarheit zu kommen,
wollen wir wieder untersuchen, was sich aus der Annahwe (1) in Ver-
bindung mit den Relationen (I) dberhaupt folgern 1385, Wir haben daza
Jjede der beiden Beziehungen

(1a) M~ P
und
(h) kein P'v M

mit jeder der vier in (I) enthaltenen Bezichungen zu kombinieren. Da ist
zuniichst klar, daf die Kombination irgendeiner dieser vier Bezichungen mit
ke P'oo M9 cinen SchluB wiederum nicht gestattet. Es bleiben also
pur noch die vier Kombinationen

M~P M~ P M~P M~P

" kein Mo N’ kein Ny~M' kein Ny~ P’ kein P N

zn_erﬁrterh. Von ihnen gestatten nur die erste, dritte und vierte einen
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SchinB. Die dritte liefort unmittelbar, daB kein N, ~ M’ ist, was einen
‘Widerspruch nicht enthilt*) Die vierte liefert ein dhnliches Resultat. Ist
nimlich M," diejenige Teilmenge von M’, sodaB M,"~ P, ist, so folgt
kein M,"~ N,

was ebenfalls keinen Widerspruch enthilt. Die erste endlich setzen wir
in die Form

M'~P, M nicht ~N
und folgern darans, daB P nicht ~ N ist. Aber auch dies schlieBt keinen
‘Widerspruch mit den Voraussetzungen (I) ein. Es konnte nor in dem Fall
einen Widerspruch bedingen, da8 man die Aquivalenz zweior Mengen M
und N im Fall d) ausdriicklich vorsussetzen, also als Axiom aunfstellen
wiirde.¥¥) Damit ist die obige Bebaupinng erwiesen.

8. Wir gehen zur aligemeinen Theorie zurfick und snehmen jefet
die in C) enthaliene Tatsache als Axiom on; setzen also voraus, daB aus
den Relationen (L) siels die Bezichung (1) folgt, elso die Beziehung

kein M'~ P, kein P'~ M.
Wir kniipfen ferner daran an, daB die drei Moglichkeiten
1) aoderd, 2) b, 3)e
einander logisch ansschlieBen, sodaB enfweder b) oder c) oder aber einer
der beiden Fille a) und d) realisiert sein muB. Dann ist wieder zu zeigen,
daB wenn diesen drei Mdglichkeiten die drei Beziehungen ,Gleich¥, ,GroBer,
pKleiner” zugeordnet werden sollen, und zwar in der Form
m=3, m>n MY,
die ihmen entsprechenden fundamentalen Beziehungen erfiillt sind.

*) Man beachte hier und:mfolgenden, daB sich weitere I"olgemngen ﬁberhanpf.

nicht ziehen lassen. Aus
M ~P, kein Ny~P, kein Ny~ M
folgt nichts neaes mehr.

** Wir kbnnen hieraus das beiliufige Resultat entnehmen, daB die Annahme,
aus M d N folge die Aquivalenz M~ N, hinreichend ist, um die Belationen (Ia)
ans (I) absuleiten. Aber dies ist durchaus frivial. Demn in diesem Fall folgert man
leicht, dap M A N mit M~ N gleichwerlig ist, dab also aus M~ N auch Md N
folgt. Ns ist nfimlich sowohl M b N wie auch McNausgeschloasen. ‘Wire s. B.
M b N realisiert, so wire

NN, kein Ny~ M
und wegen M~ N folgte cinerseits M’ ~ M und andererseits kein M, ~ M, was
einen Widerspruch darstellt. Da aber auch M a N gemiS unserer Voraunsseizong
ausgeachloseen ist, 80 kann nur M d N richtig sein.

Dies gestatiet dic Relationen (I) in dip Form zu setzen

Mc~oN und New P
ans ihnen folgt M~ P unmittelbar, und hierans wiederom M d P.
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Wir beginnen mit dem Nachweis, dafi aus
' Mm=1 wmd n=p
in allen Fillen
m=p
folgt. Dazu ist pachzuweisen, da aus den Voraussetzungen
() far M und N besteht die Beziehung M a N oder M d N,
~ (a) fir N und P besteht die Bezichung Na P oder Nd P
anch eine der beiden Relationen M a P oder M d P zu folgern ist. Dies
kann folgendermaBen geschehen,
Die Voraussetzungen (II) und (IIa) spalten sich in die vier Fille
MaN MaN MaN MaN
1 y 2 3 4 .
) war® P yar’ P wap' Y mar
Im letzten Fall folgern wir M d P auf Grund unserer axiomatischen
Vorsussetzung. Im ersten Fall ist die Folgerung M a P evident; der Voll-
stindigkeit balber seize ich den Beweis nochmals hierher. Die Rela-
tionen 1) lauten aunsfilbrlich

M,~N, Ny~M
N'~P, P'~A.
Ist nun M, die Teilmenge von M, die auf Grund der Aquivalenz
M, ~ N der Menge N’ entspricht, so hat man
M/~N ud N'~P; also M/~ P,
und ebenso wird gezeigt, daB es eine Menge Py'~ M gibt. D. h. es ist
MaP.

Der zweite und dritte Fall stellen das Neuwe dar. Wir fihren den
Beweis fiir den zweiten. Er enthili die Voraussetzungen

) ¥,~N, N~

I'a) : kein N’~ P; kein P'~ N;

aus ihnen ist zu folgern, daB Ma P oder M d P ist. Wir beweisen das
letzte, algo die Relation

arn) kein M"~ P, kein P~ M.

Der Beweis geht indirekt vor sich. Gabe es n#imlich eine Teilmenge M,
godaB M" ~ P wire, so folgt ans N, ~ M die Existenz einer Menge N,",
fiir die N,"~ M" ist, und daher auch die Relation

N~ P o
im Gegensaiz zm (II'a). Ebenso beweist man die Unmoglichkeit einer

und
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Menge P” mit der Bezichung P”~ M. Damit ist auch der Fall 2) er-
ledigt und ebenso erledigt sich der Fall 3).
In dlmlicher Weise lipt sich aus den Relationen
m=un und n>p

die Begichung m > 9 folgern. Es geniigt, dies fiir den Fall durchzufihren,
.daB zwischen M und N die Bezichung M d N besteht, d. h.

f111)) _kein M~ N und “kein N,~ M.

Zu ibr kommt die % > p entsprechende Relation

a) Ny~ P, kein .P,~.N

und es ist zu folgern, daB

(IIb) ‘v P, kein P~ M.

Zunichst beweisen wn-, da.B es kein P'~ M gibt. Gibé es nimlich
eine Menge P'~ M, so sei wiederum N;' die Teilmenge von X, fir die
Ny~ P’ ist, dann folgt weiter Ny ~ M im Gegensatz zu (IIT). Man hat-
nun noch zu zeigen, daB es ein M ~ P gibt. Wire dies nicht der Fall,
80 bestinde auf Grund des Vorstehemden zwischen M und P jelzt die
Beziehung

. kein M’~ P, kein P'~ M,
“und hieraus folgte in Verbindung mit (III) nunmehr anch
kein Ny~ P, kein P~ N
im Widerspruch zu (Illa). Damit ist der Beweis geliefert.

Analog wird aus m=n und n<)p weiter m <p gefolgert. Man
iberzeugt sich so, def unser an die Spitze gestellies Axiom C eine zentrale
Bedeutung fir die Theorie der Vergleichbarkeit besitat.

4. Ich leite zunfichst noch eine Folgerang ab, deren Kenntnis ich
Herrn H. Hahn verdanke. Man ka/mznamhohjetztmchmchwem daf
der Fall d) bei unendlichen Mengen nicht vorkommen kann.

Der Beweis kann wie folgh gefihrt werden. Wir nehmen an, daB
fir M wnd N die Bezichung M d N besteht, also :
(1) kein M,~ N, kein Ny~ M,
und haben zu zeigen, daB es keine Teilmenge M’'~ M gibt. Gibe es
nimlich eine solche Menge M’~ M, so konnte man folgern, da8 auch
M’ 4 N sein mafte. Denn wegen M~ M hat man unmittelbar

@ kein N, ~ M,
und ebenso leicht folgt, daB
3 kein M~ N

ist. Jedes M,” ist nimlich auch Teilmenge von M, und wir wissean ja,
daB kein M, ~ N ist. Glema8 (1) und (2), (3) haben wir also die Relationen
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MAN wd M4AN
nnd folgern nun gemdB unserer axiomatischen Avmahme C) auch
{4) ' M d M.
Das ist aber ein Widerspruch. Denn da M’ Teilmenge von M ist, so
gibt es auch eine zu M’ Aquivalente Teilmenge von M, nimlich M’ selbst.

5. Wir komnen von dlesem Resultat zu eciner aligemeineren Frage-
stellung iibergehen und untersuchen, welche Fille a), b), c), d) durch be-
stimmte Annahmen sber Endlichkeit oder Unmdhc.hkmt einer der beiden
Mengen M und N ausgeschlossen werden.

Eine unmittelbare Folgerung ist die folgende.

Man kann das eben gefundene Resultat auch so formulieren, daB die
Beziehong M d N auvsgeschlossen ist, wenn man nor weiB, daB eine der
beiden Mengen M und N unendlich ist. Ist es z. B. M, so folgern wir
genau wie eben, daf M’ nicht ~ M sein kann, also M nicht unendlich.

Ferner kann man bekanntlich zeigen, daB die Beziehung M a N aus-
geschlossen ist, wenn man eine der beiden Mengen, z B. N, als mdlu:h
voraussetzt.¥) Denn mit den Voraussetzungen

steht die Annahme

@) kein N'~w N

in der Tat in Widerspruch. Man hat nfimlich sofort
N/~ N,

wenn N, die Teilmenge von N ist, die der Teilmenge M, von M ent-
spricht.

6. Hieraus zichen wir noch eine letzte Folgerung. Jsf M eine um-
endliche und N eine endliche Menge, so kann nur der Fall M b N realisiert
sein¥¥) GemiB dem Vorstehenden haben wir nur zu zeigen, daB anch die
Bezichung M ¢ N, also
@ U kein M~ N, N~ M

ausgeschlossen ist, d. h. da sie mit unseren Voraussetzangen
M~ M, kein N~ N
im Widerspruch steht.
. Hierzu bedtirfen wir des Hilfesatzes, daB eine Tailmenge einer end-
lichen Menge ebenfalls eine endliche Menge ist. Dazn muB aus

kein M'~ M die Folgerong kein M"~ M’

* DaB es so ist, wenn msn beide Mengen als endlich annimmt, warde schon
in § 1 erwiilmt und benatzt.
. *) Aof dis Beweisbarkeit diesor Talsache wurde ich ebenfalls yon Hermn Habn
" : .

-
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abgeleitet werden.  Wiire namhch
" M,
- M=M‘+~M1=M"+M1’+M,

wenn M, die Ko@lmm&rmmge von M’ und M, die von M” ist. Setst
man nun

so0 hitte man

M+ M=~ M.s ’
so ist' M, eine eigeniliche Teilmenge von M, und es folgte weiter
My~ M+ M, sl My~ X,
was unmdglich ist. ‘

Hieraus ergibt sich die zu beweisende Behauptung unmittelbar, Aus
den Voraussetzungen (1) entnehmen wir niimlich zunichst eine Relation
N~

und hieraus in Verbindung mit N,~ M und M’'~ M weiter

» N, ~ N,
und da N eine endliche Menge ist, so w1derspncht dies der eben gezogenen
Folgerung,

Ubrigens gohen in diesen Beweis, was ausdriicklich erwihnt werden
wull, auch die Siize diber die Zerlegung und Vereinigung der Mengen als
allgemeine Voraussetzungen ein.*)

7. Wir kommen zu einer letzten grundlegenden Fragestellung. Es
fragt sich endlich noch, ob und wie man aus den vorstehenden Resul-
taten entnehmen kann, daB den Relationen

MaN ud MAN

auch wirklich die Aquivalenz

M~N
entspricht, ob sie also fir dlesen SchluB auch hinreichend sind. Dem Vor-
stehenden gemaB diirfen wir uns aunf den Fall beschriinken, da die Mengen M
und N beide endlich oder beide unendlich sind. Dann ergibt sich zuniichst
ziemlich unmlttelbar**), daB nur die Fille M a N resp. M d N fir

M~N
statthaben konnen. Die Falle # b N und M ¢ N lauten nimlich ausfihr-
licher

® M,~N, kein Ny~M
und
(0) kein ,MlNN, N;.N.M..

‘)Vondaenndckmaﬁguhﬂnghubeinhabsehenmdﬁrfm.
*) Ich fihre dies nux der Vollstindigkeit halber an.
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Wiren diese Falle mit M ~ N vertriiglich, so folgte aus ihnen sofort
" . M~ M, kein Ny~ N

(©) kein M, ~ M, Ny~ N.

Sind nun M und N beide endlich, so liefern die Relationen M, ~ M und
N,~ N den Widerspruch; sind sie beide umendlich, so wird er durch
kein Ny~ N und kein M, ~ M bedingt. Diese Fille sind also in der
Tat ausgeschlossen.

Wir fragen weiter, ob die Umkehrbarkeit des eben gefundenen Tat-
bestandes ohne weitere Voranssetzungen, als die bisher benutzien, bewiesen
werden kann., Dies scheint aber unméglich zu sein. DaB aus Ma N die
Aquivalenz M ~ N zu folgern ist, bildet ja den Bernsteinschen Satz, in
dessen Beweis stets Hilfumittel eingehen, die iiber die bisher benutzten
hinausgehen nnd die man daher als neue sxiomatische Tatsachen anzu-
sehen hat. Ebensowenig kann aus M d N die Aquivalenz M~ N gefolgert
werden, auch nicht mittels indirekten Beweises. Denn wenn man zu der

Voraussetzung
kein M,~ N, kein N,~ M
noch die Annahme
M nieht ~ N

figt, so hat man lauter negative Voraussetzungen, die einen weiteren
SchluB nicht gestatten.

8. Die vorstehende Betrachtung hat mithin folgendes Resultat er-
geben. Sie hat nur die Widerspruchslosigkeit der simtlichen axiomatischen
Festsetzungen dargelegt und damit den Beweis geliefert, daB es gestafict
ist, den Fallen M a N und M d N die Bezichung M ~ N entsprechen zu
lassen. Man kann tibrigens der aziomatischen Annahme, die hierzu hin-
reichend ist, einen etwas geringeren Inhalt geben, némlich den folgenden:

D) Alle Mengenpaare M, N, die in der Bezichung M o N resp. Md N
stehen, haben dmglewhmiqmalemaharakter (Axiom der Gleichartigkeit
oder Einheitlichkeit),

oder auch, was dasselbe ist,

D’)Dw.lmvdmmaktarngt»urmdmmtorwhm&
sichungen a), b), c), d) ab.

*  DaB dies in beiden Fillen nur die Bezichung M ~ N sein kann, ist
dann bereits eine Folge der vorstehenden Entwicklungen.

Wird noch die Aquivalenz von M und N, also die Moglichkeit ein~ -
eindeutiger Znordnung durch M e N ausgedriickt, so kann die vorstehende
Untersuchung auch so charakterisiert werden, daB sie die Glesetze darlegt,

die die Kombinationen der fiinf grondlegenden Bezichungen v
‘ MaN, MbN, McN, MAN, MeN
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- beherrschen; und zwar auf der Grundlage der Axiome 4, B, C, D, wozn
fiir einzelne Folgerungen noch die #iber die Spaltung und Vereinigung
von Mengen treten. (ianz unabhingig von dem Zweck, der dieser Arbeit
in der Einleitung gestellt wurde, bildet die Untersuchung dieser Be-
ziehungen auch an sich ein Problem, dessen Erledigung eine mengen-
theoretische Notwendigkeit ist. .

Damit glaube ich fiir die Begrimdung der Vergleichbarkeit einen ee-
mentoren Weg aufgezeigt za haben, bei dem man sicher ist, alle mathe-
matischen Tatsachen axiomatischer Natur, die man voranssetst, zu kennen.
Insbesondere erfilllen diese Voraussetzungen die Forderung, die Peano nnd
Frege mit Recht erhoben haben, und die dahin zelt, dal diese Voraums-
setzungen sich ausschlieflich an die Symbole kniipfen, die man fir die
gegenseitigen Bezichungen der mathematischen Objekte, von denen man
handelt, eingefiihrt hat.

Freilich konnte man zunfchst meinen, da8 den voxstehenden Dar-
legungen scheinbar etwas paradoxes anhaftet. Es liegt darin, daB man in
§ 8 die Beziehungen M a N und M d N miteinander kombiniert, obwohl
sich nachtriglich ergibt, daB die eine nur fiir unendliche, die andere nur
fiir endliche Mengen zutrifft. Dies kann jedoch der Richtigkeit der Argu-
mentation keinen Eintrag tun. Es spricht nur eine gewisse Bigenart der
< Voraussetzungen aus, auf denen sie ruht, nimlich die, daB ihre logische
Harmonie sogar in einem Fall bestehen bleiben wiirde, der sich spiter
als nicht realisierbar erweist. Das ist nichts, was ihre Harmonie in Frage
stellen konnte. Im Gegenteil: es spricht nur fiir die grofe Allgemeinheit
und Tragweite dor obigen Voraussetzungen, und damit der Grundlagen,
die hier der Theorie der Vergleichbarkeit zugrundegelegt worden sind.





