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E disse: «Il temporal fuoco e l’eterno
Veduto hai, figlio; e sei venuto in parte
Dov’io per me pit oltre non discerno.

Tratto t’ho qui con ingegno e con arte:
Lo tuo piacere omai prendi per duce;
Fuor sei dell’erte vie, fuor sei dell’arte.»
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Einleitung

Es ist ohne Schwierigkeiten moglich, zwei gegeniiberliegende Seiten eines Blattes zu einer Rohre
zu verkleben. Ist das Material dehnbar genug, so konnen die entstandenen Randkreise wie in
Abbildung 1 miteinander verklebt werden. Wir haben einen Torus erhalten. Zwei aufeinander
senkrecht stehende Translationen erzeugen eine Pflasterung der euklidischen Ebene mit Kopien
des Rechtecks. Zu unseren Uberlegungen hitten wir jedes beliebige Rechteck verwenden kinnen.
Wir hétten sogar das Sechseck aus Abbildung 2 benutzen kénnen; der einzige Unterschied wére
gewesen, dafs die zur Pflasterung benétigten Translationen nicht aufeinander senkrecht gestanden
hétten.

In der vorliegenden Arbeit werden hyperbolische Mannigfaltigkeiten der Dimension gréfier-
gleich zwei betrachtet; das sind Quotientenrdume H"/T', wobei I eine diskrete, frei operierende
Untergruppe der Isometrien des hyperbolischen Raumes H™ ist. Eine nicht-kompakte hyperboli-
sche n-Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen lafst sich zerlegen in einen zusammenhéngenden
kompakten Teil und endlich viele Spitzen. Der kompakte Teil ist ein strenger Deformationsretrakt
der Mannigfaltigkeit. Die Spitzen werden von Horobéllen iiberlagert. Eine Spitze ist homéomorph
zu A X [1,00), wobei A eine kompakte euklidische (n — 1)-Mannigfaltigkeit ist. Diese Zerlegung ist
nicht eindeutig: Man kann fiir ¢ > 1 die Menge A x [1,¢] zum kompakten Teil hinzunehmen und
A X [e,00) als Spitze wahlen. Die Spitze ist aber durch ihr Volumen eindeutig bestimmt. Somit ist
durch eine Zuordnung von Volumina zu den Spitzen diese Zerlegung eindeutig bestimmt.

Ein Beispiel fiir eine nicht-kompakte hyperbolische Flache mit endlichem Flachenmaf ist ein
punktierter Torus (vergl. Seite 94). In Abbildung 3 ist die Zerlegung in den kompakten Teil und
die Spitze dargestellt. Es ist A = S*.

Zu einer Wahl von Volumina fiir die Spitzen haben Epstein und Penner in [EP88] die euklidi-
sche Zerlegung einer nicht-kompakten hyperbolischen n-Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen
konstruiert. Sie besteht aus endlich vielen hyperbolischen idealen n-dimensionalen Polyedern, die
bis auf Isometrie bestimmt sind, sowie Isometrien, die die (n — 1)-dimensionalen Seiten der Poly-
eder paaren. Andert man alle Volumina der Spitzen um einen gemeinsamen Faktor, so bleibt die

Zerlegung gleich.
&

P

Abbildung 1. Abbildung 2.
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Abbildung 3.

Ein ideales Polyeder ist im projektiven Modell D™ die konvexe Hiille endlich vieler Punkte
aus 0D™. In der euklidischen Metrik von D™ ist das Polyeder ein kompaktes euklidisch-konvexes
Polyeder, und daher kommt der Name euklidische Zerlegung. Topologisch gesehen ist ein ideales
Polyeder ein kompakter n-Ball, von dem endlich viele Punkte aus dem Rand entfernt wurden.

Beginnt man mit einem Polyeder der euklidischen Zerlegung und klebt sukzessive Kopien der
Polyeder an, so entsteht eine Pflasterung von D". Es ist der gleiche Vorgang wie beim eingangs
erwahnten Torus, jedoch kann die Zerlegung aus mehreren Polyedern bestehen. Die Isometrien, die
ein Polyeder auf eine seiner Kopien abbilden, bilden eine diskrete, frei operierende Untergruppe
I' der Isometrien von D™. Unsere Mannigfaltigkeit ist dargestellt als D™/T. T ist dabei bis auf
Konjugation eindeutig, denn eine andere Positionierung des Polyeders beim Beginn der Pflasterung
entspricht einer Konjugation von I'.

Ordnet man allen Spitzen das gleiche Volumen zu, so heifst die euklidische Zerlegung kanonisch.
Zwei Mannigfaltigkeiten sind genau dann isometrisch, wenn ihre kanonischen Zerlegungen identisch
sind. In Dimensionen n > 3 sind nach dem Satz von Mostow zwei Mannigfaltigkeiten genau dann
homotopiedquivalent, wenn ihre kanonischen Zerlegungen iibereinstimmen.

Da eine Isometrie der Mannigfaltigkeit die kanonische Zerlegung invariant 14t, kann die endliche
Gruppe der Tsometrien der Mannigfaltigkeit (mit einigen Uberlegungen) algorithmisch berechnet
werden.

Da das Komplement eines Knotens den (nicht orientierten) Knoten eindeutig bestimmt, sind
zwei hyperbolische Knoten genau dann gleich, wenn die kanonischen Zerlegungen ihrer Aufien-
rdume iibereinstimmen. Zudem 13ft sich aus der kanonischen Zerlegung die Symmetriegruppe des
hyperbolischen Knotens ermitteln , da die Symmetriegruppe isomorph zur Gruppe der Isometrien
des hyperbolischen Aufienraumes ist (siche Th. 10.5.3 und Th. 10.6.2 von [Kaw96]).

1993 fand J. Weeks einen Algorithmus, der in den meisten Fillen zu einer vorgegebenen Zer-
legung der Mannigfaltigkeit in ideale Simplexe die kanonische Zerlegung berechnet. Mit dem von
ihm entwickelten Computerprogramm SnapPea fand die bis dahin nur theoretisch untersuchte
kanonische Zerlegung viele praktische Anwendungen.

Ich habe im ersten Kapitel meiner Arbeit die verschiedenen Modelle des hyperbolischen Raumes
dargestellt. Ein Schwerpunkt liegt auf dem Lorentz-Modell, das, obwohl es eine elegante Verbindung
zwischen den anderen Modellen ist, in den meisten Geometriebiichern nicht erwdhnt wird. Ein
groRer Teil der Darstellung folgt [Rat94]. Ubungsaufgaben aus [Rat94] und meine Ergéinzungen
sind vollstindig bewiesen.

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen fiir Quotientenrdume wie H"/T" beschrieben. Be-
weise sind nur gegeben, falls sie gleichzeitig kurz sind und dem Verstindnis dienen, oder falls die
hier bendtigten Aussagen in [Rat94] nicht bewiesen sind.

Im dritten Kapitel werden Horobélle und die sie berandenden Horosphéren untersucht. In eini-
gen Artikeln ist erwédhnt, wie Horosphéren im Lorentz-Modell aussehen, doch fand ich dazu keinen
Beweis in der Literatur. Im ersten Teil des dritten Kapitels habe ich deshalb mit Beweisen beschrie-
ben, wie Horosphéren im Lorentz-Modell und im projektiven Modell aussehen. Es folgt ein kurzer
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Abschnitt {iber die euklidische Struktur von Horosphéiren. Der dritte Teil des dritten Kapitels be-
handelt den vorzeichenbehafteten Abstand zu einer Horosphére. Die meisten Sitze sind in [SW95b]
bewiesen, doch ist die Darstellung dort nicht konsistent. Es erschien mir zudem natiirlicher, bei
den Beweisen das obere Halbraum-Modell einzubeziehen, auch wenn die Beweise nicht so kurz wie
in [SW95b] geworden sind.

Im vierten Kapitel wird die Konstruktion der euklidischen Zerlegung erklért. Die Darstellung
entspricht [EP88]. Wo immer es moglich war, habe ich die Beweise aus [EP88| vereinfacht und
verallgemeinert. Es ist in [EP88] nicht erwdhnt, daf die Zerlegung aus nur endlich vielen Polyedern
besteht; diese kleine Liicke ist mit Lemma 4.4.3 geschlossen.

In Abschnitt 4.5 erkldre ich, wie aus der kanonischen Zerlegung die endliche Gruppe der Iso-
metrien der Mannigfaltigkeit berechnet werden kann. Diese Berechnung ist fiir das Komplement
des Achterknotens ausfiihrlich dargestellt. Dieses Verfahren wird von SnapPea angewendet, doch
ist bis auf eine kurze Erwdhnung in [HW92] keine Darstellung in der Literatur gegeben. Am Ende
des Abschnitts 4.5 habe ich eine vereinfachte Berechnung der Isometriegruppe untersucht, die von
SnapPea angewendet wird. Ich konnte die Giiltigkeit der vereinfachten Berechnung nicht nachwei-
sen und habe die aufgetretenen Schwierigkeiten beschrieben. Die Vereinfachung ist deshalb nur als
Vermutung 4.5.4 aufgeschrieben.

Abschnitt 4.6 behandelt das Problem, ob eine Zerlegung der Mannigfaltigkeit in ideale Simplexe
existiert.

In Abschnitt 4.7 ist ein {iberraschendes Ergebnis beschrieben, dafs ich bei meinen Untersuchun-
gen gefunden habe. Es behandelt die Frage, wie die uniformen Horobdlle, die bei der Konstruktion
der euklidischen Zerlegung benutzt wurden, die Zerlegung schneiden.

Kapitel 5 beschreibt eine Zerlegung der Mannigfaltigkeit, die dual zur euklidischen Zerlegung
ist. Das dazu notwendige Konzept der anwachsenden Horoballe wurde bereits in [EP88] erwahnt,
jedoch wurde die Dualitdt nur fiir einen Spezialfall bewiesen. Ich konnte in Satz 5.2.8 zeigen, daf
die duale Zerlegung auch fiir n-Mannigfaltigkeiten mit mehr als einer Spitze anwendbar ist, und
daf sich die von dualen Zellen aufgespannten Rdume orthogonal schneiden.

Es stellte sich heraus, daft die dualen Zerlegungen der Mannigfaltigkeit auch duale Zerlegungen
auf den Spitzen-Schnitten induzieren; bei einem Knotenkomplement ist dies ein Torus. In der
euklidischen Struktur der Spitzen-Schnitte schneiden sich die von dualen Zellen aufgespannten
Raume euklidisch-orthogonal. In Satz 5.4.2 konnte ich nachweisen, daff in der dualen Zerlegung
des Spitzen-Schnitts einer n-Mannigfaltigkeit mit einer Spitze spezielle Symmetrien auftreten. Die
Relevanz von Satz 5.4.2 fiir eine Vermutung von Sakuma und Weeks ist beschrieben. Am Ende des
fiinften Kapitels habe ich Kollabierretrakte betrachtet.

Im sechsten Kapitel wird der Algorithmus von J. Weeks beschrieben. Die Erweiterung von
Proposition 3.1 aus [Wee93] fiir alle Dimensionen n > 2 habe ich in Satz 6.3.1 bewiesen. Alles
andere in den Abschnitten 6.3 bis 6.5 ist bereits in [Wee93] und [SW95b] bewiesen worden. Ich
habe mich um eine versténdliche Darstellung aller Schritte bemiiht und auf einige Ungenauigkeiten
hingewiesen, die in den beiden zitierten Arbeiten auftraten. Den Abschlufs bilden einige Beispiele
fiir kanonische Zerlegungen.

Danken mochte ich allen Zuhorern, denen ich meine Ergebnisse vortragen durfte. Ihre Fragen und
Anmerkungen halfen mir, meine Gedanken weiter zu strukturieren und zu prézisieren.






Kapitel 1

Der hyperbolische Raum

1.1 Lorentz-Produkt

In diesem Abschnitt betrachten wir symmetrische Bilinearformen auf dem R-Vektorraum R™. Ein
Vektor z besitzt als Element des kartesischen Produktes R die Komponentendarstellung z =
(z1,-..,2n), die von einer Darstellung beziiglich einer Basis deutlich zu unterscheiden ist. Als
Standardbasis des R™ bezeichnen wir fiir ¢ = 1,...,n die Vektoren e;, die in der i-ten Komponente
eine 1 und sonst nur Nullen besitzen. Es ist somit

= (T1,-.-,Tn) =T1€1 + -+ Tpen.
Ein grundlegender Satz fiir das erste Kapitel ist:

Satz 1.1.1 (Sylvester) Zu einer symmetrischen Bilinearform { , ) dber einem r-dimensionalen
R-Vektorraum V gibt es eine Basis {v1,...,v,} von V, beziglich der gilt

<Uz';vi):1a i=17"'7p5

.<Uiavi):_]-a Z:p+173p+qa
o (vj,v;)) =0, i=p+qg+1,...,m
o (v;,v5) =0, h,j=1,...,r und i # j.

Die Zahlen p und q sind dabei unabhingig von der gewdhlten Basis. Sie geben die maximale Di-
mension aller Untervektorraume des R™ an, auf denen die Bilinearform positiv bzw. negativ definit
1st.

Bemerkung: Man sagt, daf der obige Vektorraum den Typ (p,q,7 — (p+¢q)) hat und dak die Basis
{v1,...,v.} eine Orthogonalbasis ist. Eine symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum X
heifit positiv (bzw. negativ) definit, falls (x,z) > 0 (bzw. (z,z) < 0) fiir alle z aus X ungleich dem
Nullvektor ist.

Fiir Vektoren z und y aus R™, n > 2, definieren wir:
TOoY=21Y1 +X2Y2 + -+ Tp_1Yn-1 — Lnln- (1.1.1)

Diese Verkniipfung ist eine symmetrische Bilinearform, die Lorentz-Produkt genannt wird. Einige
Autoren legen auch
Toy=—T1y1 +T2Y2 + -+ Tp_1Yn—1 + Tn¥Yn (1.1.2)
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T2

z1

Abbildung 1.1. Der Lichtkegel L? im R3.

fest. In [Rat94] wird in §3.1 die zweite und ab §4.5 die erste Festlegung gewahlt. Wir werden nur
die Festlegung in Gleichung (1.1.1) benutzen.
Die Verkniipfung
T-Yy=21Y1 + -+ TpYn (1.1.3)

ist das euklidische Skalarprodukt im R™. Die euklidische Norm eines Vektors x aus R™ ist definiert
als
2] = (z - z)2.

Den R" mit der euklidischen Norm und der daraus resultierenden Metrik dg(z,y) = |z — y| be-
zeichnet man als den euklidischen Raum E™.
Entsprechend ist die Lorentz-Norm definiert als

2] = (z o).
Die Lorentz-Norm eines Vektors x aus R™ ist eine positive reelle Zahl oder Null oder positiv
imagindr, d.h. ein positiv reelles Vielfaches der imagindren Einheit ¢ € C. Im letzten Fall definieren

wir als den Modulus von z
ot = 121
)
Der Vektor x heifit
e raumartig, falls ||z|| eine positive reelle Zahl ist,
e lichtartig, falls ||z|| gleich Null ist,
o zeitartig, falls ||z|| positiv imaginér ist.

Ein zeitartiger Vektor, dessen letzte Komponente positiv (bzw. negativ) ist, heifit positiv zeitar-
tig (bzw. negativ zeitartig). Die Menge aller zeitartigen Vektoren zerfillt in zwei Zusammenhangs-
komponenten. Die positiv zeitartigen Vektoren bilden die eine Komponente, die negativ zeitartigen
Vektoren die andere Komponente. Die Menge aller lichtartigen Vektoren bezeichnet man als Licht-
kegel L™~1 oder kurz als L (s. Abb. 1.1). R* — L™~ ! hat drei Zusammenhangskomponenten: die
raumartigen, die positiv zeitartigen und die negativ zeitartigen Vektoren. Die Menge aller licht-
artigen Vektoren, deren n-te Koordinate positiv (bzw. negativ) ist, bezeichnen wir mit LT (bzw.
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L~). Die Menge der positiv zeitartigen Vektoren bezeichnen wir als L+ Die Vereinigung von Lt
und allen positiv (bzw. negativ) zeitartigen Vektoren nennen wir schlieflich LT (bzw. L™).

Satz 1.1.2 Fir Vektoren x und y aus Lt gilt
zoy <z lyll < 0.
Die Gleichheit in der linken Ungleichung gilt genau dann, wenn z und y linear abhingig sind.

Beweis: Die rechte Ungleichung ist trivial. Wir beweisen die linke Ungleichung. Sind z und y
Vektoren aus Lt mit der Komponentendarstellung

T = (.Z'l,...,.fb'n), Y= (y17"'7yn)7

und bezeichnen
T=(x1, - Tn_1) und ¥ = (y1,---,Yn_1),

SO ist
rox = E-E—m%,
yoy = §-Y—ya,
Toy = T-J—Tnyn

Es gibt eine das euklidische Skalarprodukt erhaltende Abbildung ¢ von R*~! nach R*~ !, die T
auf ein Vielfaches von e; abbildet, da die das euklidische Skalarprodukt erhaltenden Abbildungen
transitiv auf den 1-dimensionalen Untervektorriumen des R"~! operieren. Sei also ¢(Z) = re;.
Bezeichne

7= 0(F) = (21, 2n1)-

Da z und y in Lt liegen, ist

T 2 [T] = |r| und yn > 7] = 2] > |2 ]

Es folgt
(zoz)(yoy) (6(@) - (@) — 23)(¢(¥) - 9(7) — v3)
= (P -2)z-z2-y,)
= (@ -r")yn—7-%)
< (@ =) (yn = )
< (@, =) yn — 20) + (2120 — TYn)?
= (rz1 —Tnyn)
= (@) 9(7) — Tnyn)?
= (E Y- mnyn)
= (zoy)™
Nun ist

zoy=rz —Tnyn < 0und [z ly[| <O,

somit folgt
zoy < [l llyll-
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Gilt die Gleichheit im obigen Beweisgang, so ist

2
21

=7z-zZund 212, — ry, = 0.

Aus 22 = 7.7 folgt Z = z1e;. Die Gleichheit im obigen Beweisgang impliziert somit

Da ¢ injektiv ist, folgt daraus

und schlieflich sind z und y linear abhingig, da

Yn
Yy ="—u.
Tn
Umgekehrt gilt fiir linear abhéngige Vektoren die Gleichheit. &

1.2 Lorentz-Transformationen

Wie beim euklidischen Skalarprodukt die orthogonalen Abbildungen eine grofe Bedeutung besit-
zen, so spielen auch beim Lorentz-Produkt die Abbildungen, die die Bilinearform erhalten, eine
wesentliche Rolle. Es ist bekannt, daf eine Abbildung ¢ : R® — R” genau dann das euklidische
Skalarprodukt erhélt, wenn sie eine lineare Abbildung ist, die beziiglich der Standardbasis des
R” durch eine Matrix A beschrieben wird, fiir die AA? die Einheitsmatrix ist. Solch eine Abbil-
dung (und die sie beschreibende Matrix) heifst orthogonal. Die orthogonalen Matrizen bilden eine
Gruppe, die mit O(n) bezeichnet wird.

Definition: Eine Abbildung ¢ : R® — R™ heiftt Lorentz- Transformation, falls
d(x)od(y) =xo0y fiir alle z und y aus R™.

Man kann leicht zeigen, dafs eine Lorentz-Transformation linear ist. Eine n x n Matrix A heifit
Lorentz-Matriz, wenn sie beziiglich der Standardbasis des R™ eine lineare Abbildung beschreibt,
die eine Lorentz-Transformation ist. Diese lineare Abbildung wollen wir auch mit A bezeichnen.
Die Menge aller Lorentz-Matrizen wird mit O(n — 1,1) bezeichnet. Es gilt:

Satz 1.2.1 Fiir eine n X n Matrixz A sind dquivalent:
(1) A ist eine Lorentz-Matriz.

(2) A erfiillt die Gleichung AJA? = J, wobei

(3) A erfiillt die Gleichung A'tJA = J.
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Es folgt aus Satz 1.2.1, dafs eine Lorentz-Transformation eine bijektive Abbildung ist. Beziig-
lich der Hintereinanderausfiihrung bilden die Lorentz-Transformationen eine Gruppe. Somit ist
die Menge O(n — 1,1) beziiglich der {iblichen Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die natiirlich
isomorph zu den Lorentz-Transformationen ist.

Da eine Lorentz-Transformation stetig ist, vertauscht sie die beiden Zusammenhangskompo-
nenten der zeitartigen Vektoren, oder sie fiihrt jede Komponente in sich iiber. Im ersten Fall
nennt man die Lorentz-Transformation und die zugehorige Lorentz-Matrix negativ, im zweiten Fall
positiv. Man sieht leicht, daR eine Lorentz-Transformation genau dann positiv ist, wenn sie Lt
invariant 14ft. Die Matrix J aus Satz 1.2.1 ist negativ. Die positiven Lorentz-Matrizen bilden eine
Untergruppe von O(n — 1, 1), die mit PO(n — 1,1) bezeichnet wird und den Index 2 hat.

Definition: Zwei Vektoren z und y aus R™ heifsen Lorentz-orthogonal, falls zoy = 0. Das lorentzsche
orthogonale Komplement eines Untervektorraumes V' des R” ist die Menge

VE={zeR'zoy=0 VyeV}.
Entsprechend ist das euklidische orthogonale Komplement
Vi={zeR'|z-y=0 VyeV}

Lemma 1.2.2 Bezeichnet J die Lorentz- Transformation aus Satz 1.2.1, so gilt fiir einen Unter-
vektorraum V des R"

vE=[JWV)
Beweis: Wegen zoy = z - J(y) folgt:

VE = {z€Rzoy=0 VyeV}
{zeRz-J(y)=0 VyeV}
= {zeR'z-2=0 VzeJ(V)}
= [T

Korollar 1.2.3 Fir einen Untervektorraum V des R™ ist
DimV’ = n — DimV.

Beweis: Es ist DimV = DimJ (V') und bekanntlich DimV+ = n — DimV. Mit Lemma 1.2.2 folgt
dann die Behauptung. &

Lemma 1.2.4 Fir eine Lorentz-Transformation ¢ und einen Untervektorraum V des R™ ist

(V) = [p(V)]".

Beweis:

=
<

$
[l

{zeR"Fz e R" : z2=¢(z), zoy=0Vy € V}
{zeR"FAz € R" : z = ¢(z), ¢p(x) o Pp(y) =0Vy € V'}
{zeR"zo¢p(y) =0 Vy €V}, da ¢ surjektiv
[p(")]"
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Definition: Ein Untervektorraum V des R™ heifst
o raumartig, falls aufler dem Nullvektor nur raumartige Vektoren in V' enthalten sind,
e zeitartig, falls V einen zeitartigen Vektor enthlt,

e lichtartig andernfalls.

Bemerkung: Man beachte, daff eine Lorentz-Transformation einen raumartigen (licht-, zeitarti-
gen) Untervektorraum des R" in einen raumartigen (licht-, zeitartigen) Untervektorraum tiberfiihrt.

Wir wollen nun betrachten, welche Typen (p, g,r) fiir einen Untervektorraum V' des R™ beziiglich
des Lorentz-Produktes in Frage kommen. Nach Satz 1.1.1ist p <n—1und ¢ < 1. Zudem ist r < 1,
da ein r—dimensionaler Untervektorraum 7', auf dem zox = 0 fiir alle z aus T ist, mit einem (nach
Satz 1.1.1 existierenden) Untervektorraum der Dimension (n — 1), auf dem das Lorentz-Produkt
positiv definit ist, nur den Nullvektor gemeinsam hat. Der Typ (p,1,1) kann nicht auftreten, da
ein zeitartiger Vektor und ein lichtartiger Vektor nach Satz 1.1.2 nicht Lorentz-orthogonal sein
kénnen. Aus diesen Betrachtungen ergibt sich das folgende Lemma:

Lemma 1.2.5 FEin Untervektorraum des R" ist genaw dann raumartig, wenn er vom Typ (p,0,0)
ist. Er ist genau dann zeitartig, wenn er vom Typ (p,1,0) ist, und er ist genau dann lichtartig,
wenn er vom Typ (p,0,1) ist.

Lemma 1.2.6 Fiir einen zeitartigen (raumartigen) Untervektorraum V des R™ ist VL raumartig
(zeitartig).

Beweis: Hat V' den Typ (p,1,0) beziiglich einer Orthogonalbasis ws,. .., wpt1, so kann diese zu
einer Orthogonalbasis wy, ..., w, des R" erginzt werden. Da insgesamt (n — 1) Einsen und eine
Minus-Eins auftreten, ist

wiow; =1fliri=p+2,...,n.

Fiir i = p+2,...,n liegt w; in V. Da V¥ nach Korollar 1.2.3 die Dimension (n — p — 1) hat, ist
VL = (U)p+2, e ,wn),
und V' ist somit raumartig. Die ander Behauptung wird analog bewiesen. &

Da eine Lorentz-Transformation bijektiv ist, operiert O(n — 1,1) auf den m-dimensionalen
Untervektorrdumen des R™ fiir jede Dimension m. Die Operation ist jedoch gemé&f der obigen
Bemerkung nicht transitiv. Es gilt aber:

Satz 1.2.7 Fir jede Dimension m operiert PO(n—1,1) transitiv jeweils auf den m-dimensionalen
zeitartigen, den lichtartigen und den raumartigen Untervektorrdaumen des R™.

Beweis: Wir fithren zuerst den Nachweis fiir raumartige Untervektorrdume. Seien also V' und V'
m-dimensionale raumartige Untervektorrdume von R” mit Orthogonalbasen

(wi,...,wp) und (wi,...,w.),

so daf}

wiow; =wiow, =1 firi=1,...,m.
VL und V'L sind nach Lemma 1.2.6 zeitartig. Sie besitzen Orthogonalbasen

(W1, -+ wn) und (W, 4 q,.-.,w;,)
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mit

wiow; = wiow;=1 firi=m+1,...,n—1und

wpow, = w,ow, =—L

Die lineare Fortsetzung der Abbildung (w; — w}) fiir ¢ = 1,...,n erhilt das Lorentz-Produkt.
Sind ohne Einschrinkung w, und w], positiv lichtartig, so ist dies sogar eine positive Lorentz-
Transformation, die V' auf V' abbildet.

Fiir zeitartige Untervektorrdume V' und V' verlauft der Beweis analog.

Seien nun V und V' lichtartige Untervektorrdume des R"® der Dimension m > 1. Nach Lemma
1.2.5 hat V eine Orthogonalbasis {wy, ..., wy,}, fir die

wi;ow; =1firi=1,...,m—1und wy ow, =0

gilt. Zudem sei ohne Einschriankung w,, positiv lichtartig. Nach Lemma 1.2.6 gibt es einen zeit-

artigen Vektor x aus {wi, ..., wmn—1)*. Ohne Einschriinkung sei z positiv zeitartig, und nach Satz
1.1.2 kann man sogar wm, o z = —1 annehmen. Die Vektoren

Wiy -y Wine1, Wi, T
kénnen zu einer Orthogonalbasis {wy, ..., Wn, T, Wni2,...,w,} des R™ beziiglich des Lorentz-
Produktes ergénzt werden. Da

(w1, -, W1, W, T)
einen zeitartigen Vektor enthalt, ist nach Lemma 1.2.6 w; ow; = 1 fiir ¢ = m + 2,...,n. Analog
bildet man fiir V' eine Basis

{wy, .. wn, _q,wl,ww e, w

Die lineare Abbildung, die durch (w; — w}) firi =1,...,m,m +2,...,n und (z — ') bestimmt

ist, erhélt das Lorentz-Produkt und fiihrt den positiv lichtartigen Vektor z in den positiv lichtar-
tigen Vektor z' iiber, ist also ein Element von PO(n — 1,1). Diese Abbildung fithrt V in V' iiber.
&

Korollar 1.2.8 PO(n — 1,1) operiert transitiv auf L.

Beweis: Nach Satz 1.2.7 reicht es zu zeigen, daf es zu a > 0 eine positive Lorentz-Transformation
A gibt, so daf

Alen—1 +en) = alen—1 +en).

Dies erfiillt die folgende Lorentz-Matrix, die an den nicht beschrifteten Stellen aufserhalb der Dia-
gonalen nur Nullen enthélt.

1
A= 1
ata”?! a—a”!
2 1 2 1
a—a” ata”
2 2
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Abbildung 1.2. Das zweischalige Hyperboloid im R?

1.3 Lorentz-Modell des hyperbolischen Raumes

In Analogie zur euklidischen Sphire betrachten wir die Menge aller z aus R**!, die die Lorentz-
Norm i besitzen. Diese Vektoren sind durch die Gleichung

o+t al -z, =1 (1.3.4)

bestimmt. Dies beschreibt ein zweiblattriges Hyperboloid, wobei das eine Blatt durch z,4; > 0
und das andere Blatt durch z,+1 < 0 bestimmt ist (siche Abb. 1.2). Als Lorentz-Modell H™ des
n-dimensionalen hyperbolischen Raumes wird die Menge aller positiv zeitartigen Vektoren des
Hyperboloids, d.h. das Blatt mit z,4; > 0, bezeichnet.

Lemma 1.3.1 Fir verschiedene Punkte x und y aus H" ist x oy < —1, und (z — y) ist ein
roumartiger Vektor.

Beweis: Da Vektoren aus H™ die gleiche Lorentz-Norm besitzen, sind linear abhingige Vektoren
aus H™ entweder gleich, oder sie unterscheiden sich durch den Skalar —1. Da aber die (n + 1)-te
Komponente von Vektoren aus H" positiv ist, sind Vektoren aus H" genau dann linear abhingig,
wenn sie gleich sind. Fiir verschiedene Vektoren x und y aus H™ ist somit nach Satz 1.1.2

zoy < |z [lyl| = —1.
Des weiteren ist
(z—y)o(z—y) = zox—2z0y+yoy
= —2-2zo0y
> 0.
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Nach Lemma 1.3.1 gibt es fiir Vektoren z und y aus H" eine eindeutig bestimmte nicht negative,
reelle Zahl n mit coshn = —x o y; dabei ist

e’ +e *

2
z2n

(2n)!

coshz =

n=0

(1.3.5)

der Kosinus hyperbolicus. Aufgrund dieser Beobachtung 1aft sich eine Metrik auf H™ erkliren.
Definition: Die Metrik dg auf H™ ist definiert durch

coshdp (z,y) = —z 0 y. (1.3.6)

Es bleibt nachzuweisen, daf dy die Axiome einer Metrik erfiillt. Es ist dg (z,y) = 0 genau dann,
wenn x oy = —1 ist. Nach Lemma 1.3.1 tritt dies genau dann ein, wenn = = y ist. Da das Lorentz-
Produkt symmetrisch ist, folgt dg(x,y) = du(y,z). Der Nachweis der Dreicksungleichung kann
[Rat94] entnommen werden.

Der folgende Satz ist die Grundlage der Eleganz des Lorentz-Modells, in dem viele Betrachtun-
gen auf linearer Algebra beruhen. Dabei bezeichnet eine Isometrie eine surjektive, abstandserhal-
tende Abbildung.

Satz 1.3.2 Die Einschrinkung einer positiven Lorentz- Transformation des R*1 quf H™ ist ei-
ne Isometrie des H™. Umgekehrt ist jede Isometrie des H™ die Einschrinkung einer eindeutig
bestimmten positiven Lorentz- Transformation. &

Jede Lorentz-Transformation fithrt das Hyperboloid aus Gleichung (1.3.4) bijektiv in sich {iber,
und genau die positiven Lorentz-Transformationen fithren das Blatt H™ in sich iiber.

Korollar 1.3.3 Die Gruppe der Isometrien von H™ ist isomorph zu PO(n,1). &
Die Isometrien von H", die e, festhalten, lassen sich leicht angeben.

Lemma 1.8.4 Die positiven Lorentz-Matrizen, die ent1 festhalten, sind genaw die (n+1) % (n+1)-
Matrizen der Gestalt

, (1.3.7)

wobei B' eine orthogonale (n X n)-Matriz ist.

Beweis: Sei A eine positive Lorentz-Matrix, die e, 41 festhilt. Wegen A(e;) o A(ent1) =€;0ept1
muf fiir 1 <4 <n die (n+ 1)-te Komponente von A(e;) gleich Null sein. Die Matrix A erfiillt nach
Satz 1.2.1 die Gleichung AJA? = J, also

0 1 0] 0 0 1 0] o

A : : (A"t N - :

0 0 1/ 0 0 0 110

0 ... 0]1 0 -~~~ 0-1 0 ... 0]1 0 0] -1

Somit ist A’(A’)¢ die Einheitsmatrix, und folglich ist A’ eine orthogonale Matrix.
Die Umkehrung, daf eine Matrix der Gestalt von (1.3.7) eine positive Lorentz-Matrix ist, die
en+1 festhilt, ist unmittelbar einsichtig. &
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Definition: Eine hyperbolische m-Ebene von H™ ist der Durchschnitt von H™ mit einem (m + 1)-
dimensionalen zeitartigen Untervektorraum des R™t!.

Korollar 1.3.5 Fir jede Dimension m operiert die Gruppe der Isometrien von H™ transitiv auf
den hyperbolischen m-Ebenen.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen 1.2.7 und 1.3.2. [ ]

Eine besondere Stellung nehmen die hyperbolischen 1-Ebenen ein. Sie sind nidmlich die ,Geraden‘
im H™.

Definition: Eine hyperbolische Gerade im H" ist das Bild einer Abbildung A : R — H™, die lokal
abstandserhaltend ist.

Bemerkung: ) ist als Abbildung zwischen metrischen Réumen stetig.
Satz 1.3.6 Die hyperbolischen Geraden sind genau die hyperbolischen 1-Ebenen im H™.

Wir zeigen hier nur, daf in H™ eine hyperbolische 1-Ebene eine hyperbolische Gerade ist. Nach
Korollar 1.3.5 ist jede 1-Ebene isometrisch zu H'. Die Abbildung

A:R — H', A(t) = (sinht)e; + (cosht)ey
ist eine Isometrie, denn
coshdg (A(t),A(r)) = —(A(t) o A(r))
—(sinh ¢)(sinh ) + (cosh t)(coshr)

(sinh t)(sinh(—7)) + (cosht)(cosh(—r))
= cosh(t —7r).

Folglich ist dg(A\(t), A(r)) = |t — r|.

Hyperbolische Lingenmessung
Definition: Die lorentzsche Abstandsfunktion dy, ist auf H™ definiert als
dr(z,y) = |lz -yl

Nach Lemma 1.3.1 ist dr(x,y) > 0, und dr(z,y) = 0 ist dquivalent zu x = y. Des weiteren ist
dr(z,y) = dr(y,x). Eine Metrik ist dj, aber nicht, da die Dreiecksungleichung nicht erfiillt wird.
Die drei Vektoren x = e; + \/ienﬂ, Yy =eéenpy1 und z = —eg + \/§en+1 liegen in H™. Es ist

dr(z,2) = |2el]| = 2,

dr(z,y) = He1 +(V2- 1)en+1H =/1-(V2-1)2=1/-2+2V2
dr(y,z) = Hel +(1- ﬁ)enHH =1/—242V2.
dp(z,2) =2>2\/ =2+ 2V2 = dy(z,y) + du(y, 2)

ist ein Beispiel fiir die Ungiiltigkeit der Dreicksungleichung gebracht.
Wie wir bald sehen werden, hat der Lorentz-Abstand trotzdem eine Bedeutung, da sich dy und
dp im Kleinen“ nicht sehr unterscheiden.

und

Mit
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Definition: Eine Kurve in einem topologischen Raum X ist ein stetige Abbildung v : [a,b] = X,
wobei a < b ist, und [a, b] ein abgeschlossenes Intervall aus R ist.

Auf der Menge H™ kann man zum einen die von der hyperbolischen Metrik induzierte Topologie
betrachten, die wir dg-Topologie nennen. Zum anderen kann man aber auch die Unterraumtopo-
logie beziiglich des R**! betrachten, die wir dg-Topologie nennen. Diese Topologien sind jedoch
gleich. Der erste Schritt im Nachweis dieser Behauptung ist das folgende Lemma.

Lemma 1.3.7 Firz undy aus H" ist

dE(a":y) Z dL(a"ay) und

V=2 + 2coshdg(z,y) = d(z,y) > du(z,y).

Beweis: Mit x = (z1,...,Zps1) und ¥ = (y1,---,Yny1) aus H ist

dy(z,y) = |z—y|?
= |z -y’ + 2(@nt1 — Ynt1)*

Da 2(zpy1 — Yng1)? > 0, folgt die Abschiitzung dg(z,y) > di(z,y). Weiter gilt

di(z,y) = (z—y)o(z—y)
]| = 22 0y + [|y||*
= —2+4+2coshdg(z,y)

2
—242 (1 + M) nach Gleichung (1.3.5)

\Y%

= dy(z,y).
*

Fiir z aus H™ und € > 0 bezeichne U (z) (bzw. UZ(z)) die e-Umgebung von z in der dz-Topologie
(bzw. dp-Topologie). Nach Lemma 1.3.7 ist UZ (z) C UH (z). Eine in der d;-Topologie offene Menge
ist somit auch in der dg-Topologie offen.
Umgekehrt ist UX (z) in der dg-Topologie von H™ offen, da
UH(z) = {ye R cosh(—yoz)<e}
F71(0,¢)),
wobei
£(y) = cosh(—y o z)
eine stetige Funktion von dem Unterraum H™ C R"*! nach R{ ist. Hiermit ist die Ubereinstim-
mung der dg-Topologie mit der dg-Topologie gezeigt, was wir in einem Lemma festhalten.

Lemma 1.3.8 Die dg-Topologie und die dg-Topologie stimmen auf H™ tiberein.

Ist v : [a,b] = H™ eine Kurve und P = {#o,...,tn} eine Partition von [a,b], so definiert man
die lorentzsche Linge zu P von v als

tr(vy, P) = Z Iy (:) =~ (i)l
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und die hyperbolische Linge zu P von -~y als

m

br (7, P) =) du (v(t:), y(ti-1))-

i=1

Die Kurve « heiflt Lorentz-rektifizierbar, wenn es eine reelle Zahl £, () gibt, so daf es zu jedem
€ > 0 eine Partition P. gibt, so dafs fiir jede Verfeinerung ) von P. gilt:

[lr(y) —o(v, Q)| < e.

Existiert £1,(7y), so ist die Zahl eindeutig, da es zu zwei Partitionen von [a, b] immer eine gemeinsame
Verfeinerung gibt. £1,(7) heifit dann die lorentzsche Linge von +.

Entsprechend heiflt v rektifizierbar in H™, wenn es eine reelle Zahl £g () gibt, so daf es zu
jedem g > 0 eine Partition P: gibt, so daf fiir jede Verfeinerung @ von P. gilt:

[ (7) = Lu (7,Q)] <e.

Auch hier ist £y (y) eindeutig, wenn  rektifizierbar in H™ ist. £g () wird als hyperbolische Lange
von 7y bezeichnet.

Satz 1.3.9 Sei«y : [a,b] = H" eine Kurve. Dann ist v genau dann rektifizierbar in H™, wenn vy
Lorentz-rektifizierbar ist; des weiteren ist dann die lorentzsche Lange von vy gleich der hyperbolischen
Linge von ~. &

Die Grundidee des Beweises ist die Ungleichung

/=24 2coshdy (z,y) = dp(x,y) > du(z,y)

aus Lemma 1.3.7 zusammen mit der Beobachtung, daf fiir s > 0 nach der Regel von de I’Hopital
gilt:

. V—2+2coshs . sinh s
lim—— = lim——
5—0 s s—0 /—2 4+ 2 cosh s

. —1 + cosh? s
= lim

5—0 \| 2(=1+ cosh s)
. 1+ coshs
= limy\/——F—
s—0 2

Satz 1.3.10 Ist v : [a,b] — H™ eine Kurve, fiir die vy : [a,b] = R**! (1 : H® — R" bezeichnet
dabei die Inklusion) stetig differenzierbar ist, so ist die hyperbolische Linge von v gegeben durch

b
tu(y) = / I ()] dt.
&

Der Tangentialraum an H™ am Punkt ~(¢) ist positiv definit: Dies ist klar fiir v(t) = e,41. Da eine
positive Lorentz-Transformation Tangentialrdume in Tangentialrdume {iberfiihrt, gilt die Aussage
fiir alle y(¢) aus H™. Man kann somit Satz 1.3.10 als Definition wahlen, wenn man von H™ als
Riemannscher Mannigfaltigkeit ausgehen mdchte.
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Wir wollen eine zweite Begriindung geben, daf +'(¢t) raumartig ist. Wir unterscheiden dabei

nicht zwischen ¢y und . Besitzt v die Komponentendarstellung v = (1, ..., Vn+1), SO ist
d d 2 2
7o) = — (HB+- + 70 — 1 ()

= 2y(t) o v'(9).
Die Lorentz-Norm von «(t) ist 4 fiir alle ¢ aus [a, b]. Somit ist y(t) o v'(¢) = 0 fiir alle ¢ aus [a, b].
Da ~(t) zeitartig ist, mufs 4'(¢) raumartig sein.
Mit der Notation

de = (dzy,...,dz, 1) und ||dz|| = (da? + - - + da? — dz? ;)3

Awmafwwm

Das Differential ||dz|| wird hyperbolisches Bogenelement genannt.

ist

Hyperbolisches Volumen
Definition: Das hyperbolische Volumenelement von H™ ist

dxq---dz,
(14 (@ 4+ +a3))2

Bezeichnet p : H* — R” die Projektion

p(mla"'amn-l—l) = (‘rla---axn)a

wobei R” mit R" x {0} identifiziert wird, und ist X C H™ eine Borel-Menge des R"*!, so ist nach

der Definition
dzq---dz,

V= | T

Eine Motivation zu unserer Definition ist in §3.4 von [Rat94] zu finden. Man beachte aber, daf die
dort angegebene hyperbolische Koordinatenparametrisierung eingeschrinkt auf ]R(J{ x [0,7]"72 x
[0, 27] surjektiv und eingeschréinkt auf R* x (0,7)"~2 x (0, 27) injektiv ist. Die dort angegebenen
Bereiche sind néamlich nicht richtig.

1.4 Projektives Modell

Zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir R* mit R™ x {0}. Die offene Einheitsscheibe im
R™ ist definiert als die Menge
D" ={z e R" : |z| < 1}.

Sei 7 : D™ — R**! die Translation 7(x) = x +e,41. Die Abbildung s von D™ nach H™ ist definiert
als Translation um e,; gefolgt von der vom Ursprung ausgehenden radialen Projektion nach H™
(s. Abb. 1.3). Die explizite Darstellung von p ist

T+ ent1
)= —" _|
M) = o emnll

Die Abbildung p ist bijektiv. Die inverse Abbildung ist



18 KAPITEL 1. DER HYPERBOLISCHE RAUM

€2

€1

-1 0 1

Abbildung 1.3. Die Abbildung x von D' nach H*.

- x T
K 1(371,---,$n+1):< —, .. = )

Tn+1 T Tn+1
Wir definieren eine Metrik dp auf D™ durch

wodurch p eine Isometrie von (D", dp) nach (H",dy) wird. Der metrische Raum (D", dp) heifst
projektives Modell des hyperbolischen Raumes.

Bemerkung: Gegebenenfalls werden wir D™ auch als
{(x1,-..,2p,1) € R |(zy,...,2,)] < 1}
auffassen. Die Abbildung p : D™ — H™ ist dann die vom Ursprung ausgehende radiale Projektion.

Definition: Eine Teilmenge P von D™ heit hyperbolische m-Ebene von D™, wenn p(P) eine
hyperbolische m-Ebene von H™ ist.

Satz 1.4.1 FEine Teilmenge P von D™ ist genau dann eine hyperbolische m-Ebene von D™, wenn
P der nicht-leere Schnitt von D™ mit einer m-Ebene des R™ ist. &

Der Beweis ist klar. Siehe auch Abbildung 1.4.

Die Isometrien im projektiven Modell, die den Nullpunkt festhalten, lassen sich direkt angeben.
Da der Ursprung durch p auf e,y; abgebildet wird, bestétigt man mit Lemma 1.3.4 unmittelbar
die folgende Charakterisierung:

Lemma 1.4.2 FEine Abbildung von D™ nach D", die den Nullpunkt festhdalt, ist genau dann eine
Isometrie von D™, wenn sie die FEinschrankung einer orthogonalen Abbildung des R™ ist. &

Fortsetzung von Isometrien auf 0D"

Aus Abschnitt 1.6 148t sich erschlieffen, dafl sich eine Isometrie von D™ auf D™ fortsetzen 1afit.
Wir wollen dies aber direkt nachweisen.

Definition: Der Rand von H™ ist die Menge aller 1-dimensionalen lichtartigen Untervektorraume
von R**!, und er wird mit OH™ bezeichnet. Der Rand von D™ ist die Menge

oD™ = {z € R" : |z| =1}.

Die Elemente des Randes von D™ werden ideale Punkte genannt.
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Abbildung 1.4. 1-Ebenen im zweidimensionalen projektiven Modell

Die Abbildung f : 0D™ — 0H", die den Vektor (z1,...,z,) auf den von (x1,...,%,,1) erzeug-
ten Untervektorraum abbildet, ist eine Bijektion. Es ist ndmlich

|(.CL'1, .e ,.CL'n)| =1& ||($1, ooy Ty, 1)” =0.
Eine positive Lorentz-Transformation A induziert eine Bijektion A auf &H™ durch

A(V) = A(V) fir V € OH™.

Satz 1.4.3 Sei A eine positive Lorentz-Transformation. Die zu A gehirige Isometrie a = ulAp
von D™ besitzt eine (in der euklidischen Topologie) stetige Fortsetzung & auf D™, und es ist

6‘|6Dn =f'Af.

Beweis: Bezeichne r die Abbildung, die auf R**'\R"” x {0} definiert ist durch

r(wl,...,mnﬂ):(xl . 1).

) ) b
Tn41 Tnt1

7 bezeichne die Translation & +— = + e, ;. Die Einschrinkung von 7~ 17 auf H™ stimmt mit p~!

iiberein. Die Abbildung 7='rA7 : D™ — D™ ist stetig. Sie stimmt mit & = =" Ay auf D" iiberein.
Sie stimmt auf /D™ mit f~1Af iiberein. Somit ist 7~1r AT die gesuchte Fortsetzung von a auf D™.

[ )

Bemerkung: Fiir n > 2 gibt es Homdomorphismen & : D® — D", die sich nicht stetig auf D"
fortsetzen lassen. Ein Beispiel fiir n = 2 ist die Abbildung in Polarkoordinaten:

k(r, @) = (r,go-l— 1 )

1—r
Da D™ =~ D? x (0,1)"2, erhilt man leicht héherdimensionale Beispiele.

Satz 1.4.4 Firn > 2 gilt: Hat die nach Satz 1.4.3 existierende Fortsetzung & einer Isometrie «
von D™ (n + 1) Fizpunkte auf 0D™, die in R™ aoffin unabhangig sind, so ist o die Identitdt.

Beweis: Sei & die Fortsetzung von a = u~ ' Ay fiir eine positive Lorentz-Transformation A. Seien
Ti,...,Th+1 affin unabhingige Fixpunkte von & in 0D™. Wir haben oben eine Abbildung f :
OD™ — OH™ angegeben. Fiir ¢ = 1,...,n + 1 sei t; ein Vektor aus f(7T;), der ungleich dem
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Nullvektor ist. Aus &(T;) = T; folgt A(f(T3)) = f(T;), und somit ist A(¢;) = Git; fir 8; > 0,
i=1,...,n+ 1. Wegen
tiot; = A(ti)o A(t;)
= Bifi(tiot;)
und t; ot; < 0 filir ¢ # j nach Satz 1.1.2, ist
BiB; =1fiiri,j=1,...,n+1und i # j. (1.4.8)
Dan > 2, gilt
/BlﬂQ = 1,,82,33 =1 und ,31ﬁ3 =1.
Folglich ist
(B1B2)(B1Bs) = 1,
und somit ist 32 = 1. Da 3; > 0 ist 3; = 1, und schlieflich ist nach Gleichung (1.4.8)

gi=1firi=1,...,n+ 1.

Da die t; eine Basis bilden, ist 4 = id auf ganz R**!, und folglich auch a = id auf D". &

1.5 Mobius-Transformationen

In diesem Abschnitt betrachten wir den R™ mit der euklidischen Norm und benutzen dafiir die
iibliche Bezeichnung E™.
Ist a ein Vektor aus E™ mit der Norm 1, und ist ¢ eine reelle Zahl, so ist eine Hyperebene
definiert durch
P(a,t) ={z € E"a-z =t}.

Die Spiegelung p von E™ an P(a,t) ist definiert durch
plz)=z+2(t—-a-2x)a.

Ist b ein Punkt aus E™ und r eine positive reelle Zahl, so ist die Sphéire um b vom Radius r die
Menge
S,ry={xz € E™|z—-b=r}.

Die Inversion o von E™\{b} in der Sphére S(b,r) ist definiert als

o(z) = b+ (ﬁ)Z(m—b).

o(z) liegt auf der Geraden durch b und z, und zusétzlich gilt
lo(z) —b| |z — b = r?.

Bezeichne E™ = E™ U {oc} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von E™. Ist P(a,t) eine Hyper-
ebene, so heift P(a,t) = P(a,t) U {oo} erweiterte Hyperebene. Die Inversion ¢ von E™ in der
Sphéare S(b,r) ist definiert als die Fortsetzung der urspriinglichen Abbildung o durch o(b) = oo
und o(00) = b. Die Spiegelung p von E™ an der erweiterten Hyperebene P(a,t) ist definiert als die
Fortsetzung der Spiegelung p an P(a,t) durch p(co) = oc.

Eine Sphire ¥ von E™ ist entweder eine euklidische Sphire S (b,r) oder eine erweiterte Ebene
P(a,t). Dabei ist P(a,t) topologisch eine Sphire.
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Abbildung 1.5. Die stereographische Projektion ¢ von B? nach H?

Definition: Eine Mobius-Transformation von E™ ist ein endliches Kompositum von Spiegelungen
bzw. Inversionen an Sphéren von E™.

Bemerkung: Man bestiitigt leicht p?> = id und o2 = id, und folglich bilden die M&bius-Transfor-
mationen eine Gruppe.

Definition: Zwei Sphiren im E” heifien orthogonal, wenn sie einen nicht-leeren Schnitt haben,
und in jedem Schnittpunkt die Normalengeraden euklidisch-orthogonal sind.

Bemerkung: Fiir jeden Punkt z aus P(a,t) — {oo} ist a ein Normalenvektor an z. Fiir z aus
S(b,r) ist (z —b) ein Normalenvektor am Punkt z. Die Sphiren P(ay,t,) und P(as,t,) sind genau
dann orthogonal, wenn a; und as orthogonal sind. Die Sphiiren P(a, t) und S(b,r) sind genau dann
orthogonal, wenn b in P(a,t) liegt.

1.6 Das konforme Kugel-Modell

Die offene Einheitskugel im R™ ist
B" ={x e R":|z| <1}

Man beachte, dafs B™ und D™ als Mengen iibereinstimmen. Entsprechen definieren wir
OB™ = {z € R"| |z| = 1}.

Zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir R” mit R™ x {0}. Die stereographische Pro-
jektion ¢ von B™ nach H" ist dadurch definiert, daf der Punkt z aus B™ auf den Schnittpunkt
von H™ mit der Geraden durch —e, 1 und z abgebildet wird (s. Abb. 1.5). Es gibt somit ein s aus
R, so dafs

() =z + s(z + ent1)-
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Die Bedingung ||¢(z)||* = —1 fiihrt auf

2

1+ |z|
s = 5 -
1 — x|
Es ist folglich
2z 2z, 1+ |z|?
x) = e ,
() <l—|:1:|2 R 1 S I [

eine bijektive Abbildung mit der inversen Abbildung

C_l — ( Y1 Yn >
]-'{'yn+17 ,1+yn+1

Die Poincaré-Metrik dg auf B™ ist definiert als

dp (.’L’, y) = dH(C(m): C(y))

Der metrische Raum (B™, dg) heiflt konformes Kugel-Modell des hyperbolischen Raumes.  ist eine
Isometrie von (B™,dg) nach (H™,dg). Die Abbildung p~1( ist eine Isometrie von (B™,dg) nach
(D™, dp), und sie hat die explizite Darstellung

2
-1
po () = ——=.
1+ |z

Definition: Eine Teilmenge P von B™ heiflt hyperbolische m-Ebene von B™, wenn ((P) eine
hyperbolische m-Ebene von H" ist.

Satz 1.6.1 Eine Teilmenge P von B™ ist genau dann eine hyperbolische m-Ebene von B™, wenn
P der Schnitt von B™ mit einer auf OB™ senkrecht stehenden Sphdre von E™ ist. &

Mit der expliziten Darstellung von ¢ kann man den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.6.2 Fir die Metrik dg auf B™ gilt

2z — y|2 ‘
(1= = [y

coshdp(z,y) =1+

Mit elementarer Differential- und Integralrechnung kann man die folgenden Sitze beweisen.
Satz 1.6.3 Das hyperbolische Bogenlingenelement im konformen Modell B™ ist
2 |dz|

1—faf*

Satz 1.6.4 Das hyperbolische Volumenelement im konformen Modell B™ ist

2"dx - - - dxy,
1 |z*)n
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Um die Isometrien im konformen Modell beschreiben zu kénnen, benotigen wir die folgende Defi-
nition.

Definition: Eine Mobius-Transformation des E’", die B"™ invariant lafst, heifst Mébius- Transfor-
mation der offenen Einheitskugel.

Man kann zeigen, daff die Spiegelung von E™ in der Sphire ¥ genau dann B" invariant l&ft, wenn
OB™ und X orthogonal sind. Man kann zudem zeigen, daf eine M&bius-Transformation der offenen
Einheitskugel das Kompositum von Spiegelungen an Sphéren von Em ist, die orthogonal zu 0 B™
sind. Die Gruppe aller M6bius-Transformationen bezeichnen wir mit M(B™).

Satz 1.6.5 Die Finschrinkung einer Mdébius- Transformation der offenen Einheitskugel auf B™ ist
eine Isometrie des konformen Modells B™. Eine Isometrie des konformen Modells ist die Ein-
schrankung einer eindeutigen Mobius-Transformation der offenen FEinheitskugel. &

Das konforme Modell erhielt seinen Namen durch die Beobachtung, daft der hyperbolische Win-
kel zwischen sich schneidenden hyperbolischen Geraden gleich dem euklidischen Winkeln zwischen
den Tangenten ist. Da wir aber bisher noch keine Winkel im hyperbolischen Raum definiert ha-
ben, fassen wir hyperbolische Winkel im folgenden als euklidische Winkel der Tangentialriume im
konformen Modell auf.

1.7 Das obere Halbraum-Modell

Als oberen Halbraum U™ des E™ bezeichnen wir die Menge aller Elemente von Em, deren n-te
Komponente positiv ist, sowie den Punkt co. Mit 8U™ bezeichnen wir E*~1, und fiir U™ U 8U"™
schreiben wir U™. Die Mébius-Transformation 77 = op, wobei o die Spiegelung von E™ in der
Sphire S(en,v/2) und p die Spiegelung an E™~' ist, bestimmt eine Bijektion zwischen U” und B".
Dabei wird E"~! auf 8B" abgebildet. Die Abbildung 7 hat die explizite Darstellung

2 é .. ;
(T1y.. ., Tn) = g($1,---,$n_1,—$n—1+§), dabei 1st5:$f+---+xi+2xn+1.

Die Metrik dy auf U™, die durch

dy(z,y) = dp(n(z),n(y))

definiert ist, heifst Poincaré-Metrik auf U™. Der metrische Raum (U™, dy) heifst oberes Halbraum-

Modell des hyperbolischen Raumes.

Satz 1.7.1 Fir die Metrik dy auf U™ gilt
coshdy(z,y) =1+ M

2ZnYn

Korollar 1.7.2 Fir s > 0 und t > 0 ist dy(se,,te,) = |Ins/t|.

Beweis: Nach Satz 1.7.1 ist

(s —1)?
2st

_1fs,t

o2\t s/’

Somit ist dy(sen,te,) = [Ins/t|. &

coshdy(sen,ten,) = 1+
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Eine Teilmenge P von U™ heift hyperbolische m-Ebene von U™, wenn 7(P) eine hyperbolische
m-Ebene von B" ist.

Satz 1.7.3 Eine Teilmenge P von U™ ist genau dann eine hyperbolische m-Ebene des U™, wenn
P der Schnitt von U™ mit entweder einer zu E™' orthogonalen m-Ebene des E™ oder einer zu
E™1 orthogonalen m-Sphdire des E™ ist. &

Satz 1.7.4 Das hyperbolische Bogenlingenelement im oberen Halbraum-Modell U™ ist

|dz|
Ty
[ ]
Satz 1.7.5 Das hyperbolische Volumenelement im oberen Halbraum-Modell U™ ist
dzy ---dz,
(@n)™
[ ]

1.8 Typen von Isometrien

Wir wollen nun die positiven Lorentz-Transformationen beziiglich ihrer Eigenvektoren in LT un-
tersuchen.

Definition: Eine positive Lorentz-Transformation A heifst
e elliptisch, falls A eine zeitartigen Eigenvektor besitzt,
e parabolisch, falls A genau einen lichtartigen Eigenvektor besitzt, aber A nicht elliptisch ist,

e hyperbolisch, falls A genau zwei linear unabhéngige lichtartige Eigenvektoren besitzt, aber A
nicht elliptisch ist.

Mit linearer Algebra l4ft sich induktiv zeigen, daf eine positive Lorentz-Transformation A einen
lichtartigen oder einen zeitartigen Eigenvektor besitzt. Sind w;,ws,ws drei linear unabhingige
lichtartige Eigenvektoren mit den Eigenwerten oy, as,as, so ist fir i # j : A(w;) o A(w;) =
w; ow; <0, also a;a; = 1 fiir ¢ # j. Somit ist jeder dieser Eigenwerte gleich 1, und mit (w; + wy)
existiert ein zeitartiger Eigenvektor. Folglich ist eine positive Lorentz-Transformation entweder
elliptisch oder parabolisch oder hyperbolisch. Man kann zudem zeigen, daf der Eigenwert zu dem
lichtartigen Eigenvektor einer parabolischen Lorentz-Transformation gleich 1 ist.

¢ bezeichne die Isometrie von B™ nach H™ aus Abschnitt 1.6. Eine M&bius-Transformation ~y
von B™ heift elliptisch (bzw. parabolisch, hyperbolisch), wenn die Lorentz-Transformation (y¢~!
elliptisch (bzw. parabolisch, hyperbolisch) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ~ einen Fixpunkt
in B™ besitzt, bzw. v keinen Fixpunkt in B™ aber genau einen Fixpunkt in 0B™ besitzt, bzw. v
keinen Fixpunkt in B™ aber genau zwei Fixpunkte in 0B™ besitzt.

Entsprechend sind elliptische, parabolische und hyperbolische Isometrien in den anderen Modell
definiert.

Wir wollen nun in U™ die Isometrien parabolischer und hyperbolischer Art beschreiben. Fiir
eine Isometrie f von E"~! heift die Abbildung f : U™ — U™,

f(xla"'axn) = (f(xla---amn—l)awn)a und f(OO) = 00,
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die Poincaré-Erweiterung von f. Die Poincaré-Erweiterung setzt die auf OU™ bestimmte Abbildung
f fort. Man kann den Begriff der Poincaré-Erweiterung sogar fiir alle Mobius-Transformationen
von E™"~! definieren, und die entstehenden Abbildungen sind genau die Mobius-Transformationen
M(U™) von U™ (siehe z.B. §4.4 in [Rat94]). Wir bendtigen den Begriff allerdings nur fiir Isometrien
von E™"~! und in diesem Fall erkenn man durch Satz 1.7.1, daf die Poincaré-Erweiterung eine
Isometrie von U™ ist.

Im oberen Halbraum-Modell ist eine Isometrie vom hyperbolischen Typ konjugiert in M (U™)
zu einer Abbildung der Form ¢ (z) = p.h(x). Dabei ist py : £ — kx eine Streckung um den Faktor
k> 1, und es ist h die Poincaré-Erweiterung einer Isometrie h von E" 1, die den Ursprung festlift.
Die Fixpunkte von v sind 0 und oco. Die Isometrie ¢ wirkt auf der e,,-Achse als Translation in der
hyperbolischen Metrik.

Im oberen Halbraum-Modell ist eine parabolische Isometrie konjugiert zur Poincaré-Erweite-
rung einer fixpunktfreien Isometrie von E™"~!. Der eindeutige Fixpunkt ist oo.






Kapitel 2

Operationen diskreter Untergruppen
von [(X)

2.1 Diskrete Untergruppen

Fiir spezielle (sogenannte endlich-kompakte) metrische Riaume wollen wir nun der Gruppe der
Isometrien von X, genannt I(X), die Struktur einer topologischen Gruppe geben. Unser Haupt-
interesse wird in der Charakterisierung der diskreten Untergruppen von I(X) liegen. Im weiteren
Fortgang werden uns dann nur die Félle X = E™ und X = H" interessieren.

Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heifit endlich-kompakt, wenn fiir alle @ aus X und r > 0
die Mengen

C(a,r) ={z € X|d(a,z) <r}

kompakt sind.

Bemerkung: E™ und H" sind endlich-kompakt. Beim Nachweis fiir H™ beachte man, dafs I(H™)
transitiv auf H™ operiert, jede Isometrie ein Hom6omorphismus ist, und

C(ent1,7) = {x € H"|zpy1 < coshr}
fiir jedes r > 0 kompakt ist.

Die Menge C(X,X) aller stetigen Selbstabbildungen von X wird durch die kompakt-offene
Topologie ein topologischer Raum. Eine Subbasis bilden dabei die Mengen

{f e C(X, X)|f(K) C U},

wobei K C X kompakt und U C Y offen ist. Die Menge I(X) erhilt als Teilmenge von C(X, X)
die Unterraumtopologie. Man kann zeigen, daft eine Folge {v;} C C(X, X) genau dann konvergiert,
wenn sie auf jedem Kompaktum von X gleichmafig konvergiert (siehe z.B. Abschnitt XII.7 von
[Dug70]). Eine direkte Folgerung aus dieser Charakterisierung der Konvergenz ist der folgende
Satz.

Satz 2.1.1 Eine Folge {¢;} von Isometrien eines metrischen Raumes X konvergiert in I(X) gegen
die Isometrie ¢ genau dann, wenn {¢;(x)} gegen ¢(x) fir jeden Punkt x € X konvergiert. &

27
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Definition: Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die gleichzeitig die Struktur eines topo-
logischen Raumes besitzt. Zudem soll gelten, daf die Multiplikation G x G — G, (g, h) — gh, sowie
die Inversenbildung G — G, g — g~ !, stetige Abbildungen sind.

Satz 2.1.2 Ist X ein endlich-kompakter metrischer Raum, so ist I(X) eine topologische Gruppe.
&

Ein Isomorphismus zwischen topologischen Gruppen ist ein Gruppenisomorphismus, der zudem ein
Homdomorphismus ist.

Auf der Menge aller invertierbaren reellen (n x n)-Matrizen, genannt GL(n, R), kann man eine
Metrik erkldren, indem man die Matrix A = (a;;) als Teilmenge des E™* betrachtet. Als Norm von
A definiert man

2
n
A= lagl”
ij=1
Die Metrik auf GL(n,R) ist definiert durch
d(A,B) =|A-B|.

Es folgt unmittelbar, daf GL(n,R) mit der {iblichen Matrizenmultiplikation eine topologische
Gruppe ist, und da PO(n, 1) eine Untergruppe von GL(n + 1, R) ist, erhdlt PO(n,1) die Struktur
einer topologischen Gruppe.

Satz 2.1.3 Die Einschrinkungsabbildung p : PO(n,1) — I(H™) ist ein Isomorphismus zwischen
topologischen Gruppen.

Beweis: Nach Satz 1.3.2 ist p ein Isomorphismus. Wir werden nun zeigen, dafl p ein Hom&omor-
phismus ist. Nehmen wir dazu an, daf 4; - A in PO(n, 1) konvergiert. Dann konvergiert fiir jedes
x aus H™ A;z — Az. Nach Satz 2.1.1 konvergiert A; — A in I(H™).

Sei nun umgekehrt 4; — A in I(H™). Dann ist

{en+1} U {e; + V2eniilj =1,...,n}
eine Basis von R**!, die in H™ enthalten ist. Nach Voraussetzung ist A;e, 11 — Ae,,1 und
Aze; + \/§Aien+1 — Ae; + \/§Aen+1,
und somit A;e; — Ae; fir j =1,...,n + 1. Deshalb konvergiert A; - A in PO(n, 1). s

Bemerkung: I(H") ist nach dem obigen ein metrisierbarer Raum. Auf dhnlichem Wege kann
man zeigen, daff auch I(E™) metrisierbar ist. Die Abbildung ® : E™ x O(n) — I(E"), die durch
®(a, A) = a + A definiert ist, ist ndmlich ein Homdomorphismus. Da die Determinantenabbildung
stetig ist, kann man aufierdem leicht zeigen, dak O(n) kompakt ist.

Wie iiblich bezeichnen wir eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes X als diskret (in X ),
wenn in der Unterraumtopologie von Y beziiglich X jeder Punkt aus Y eine offene Menge von YV
ist.

In einem metrischen Raum X ist eine Teilmenge A genau dann diskret, wenn jede in A kon-
vergente Folge von einem Index an konstant ist.

Eine diskrete Teilmenge mufl nicht abgeschlossen sein. Ein Beispiel ist

{n"'meN} CR.

Man kann aber leicht zeigen:
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Lemma 2.1.4 Wenn G eine topologische Gruppe mit einer metrisierbaren Topologie ist, so ist
jede diskrete Untergruppe von G abgeschlossen in G. &

Etwas aufwendiger ist der Beweis des nichsten Satzes.

Satz 2.1.5 Ist X ein endlich-kompakter metrischer Raum, so ist eine Untergruppe I' von I(X)
genau dann diskret, wenn gilt

e jede Stabilisatoruntergruppe von I ist endlich, und

e jeder I'-Orbit ist eine abgeschlossene diskrete Teilmenge von X.

&

Die folgenden beiden Sitze sind in [Rat94] nur als Ubungsaufgaben gestellt, und deshalb sind hier
die vollstdndigen Beweise gegeben.

Satz 2.1.6 Fine diskrete Untergruppe I' von Isometrien eines endlich-kompakten metrischen Rau-
mes X ist abzdhlbar.

Beweis: Sei I eine diskrete Untergruppe von I(X). Fir z aus X ist

Iz = | J(Tzn C(x,i).

i€EN

Nach Satz 2.1.5 ist Tz N C(x,4) der Schnitt zweier abgeschlossener Mengen, somit abgeschlossen.
Da C(z,i) kompakt ist, ist Tz N C(x,4) diskret und kompakt, und folglich eine endliche Menge.
Demnach ist I'x abzdhlbar. Zum Nachweis der Abz&hlbarkeit von I' sei bemerkt, dafs fiir v;,v; € T
mit v;(z) = v;() gilt: v, 'y; € T';, und daB jede Stabilisatoruntergruppe gemif Satz 2.1.5 endlich
ist. [ ]

Satz 2.1.7 Fir X = R" oder H" ist eine Untergruppe von I(X) genau dann diskret, wenn jeder
[-Orbit eine diskrete Teilmenge von X ist.

Beweis: Im Hinblick auf Satz 2.1.5 ist nur nachzuweisen, daf fiir eine Untergruppe I" von I(X), fiir
die jeder I'-Orbit diskret ist, jeder I'-Orbit abgeschlossen ist und daf jede Stabilisatoruntergruppe
endlich ist.

Angenommen, I'z ist nicht abgeschlossen. Es existieren dann ein y aus X — I'z und eine Folge
{vi} aus T, so daf

vi(e) # 7;(z) fiir i # j und lim d(v;(z),y) = 0.
Es ist folglich

lim d(v;(z),Vit1(z)) =0, und somit lim d(z,7; '7viy1(z)) = 0.
71— 00 71— 00

Es ist {7; 'vi+1(z)} eine Folge von Punkten, die z nicht enthilt, die jedoch gegen z konvergiert.
Dies widersprache aber der Diskretheit von 'z, also muf 'z abgeschlossen sein.

Nun weisen wir nach, daf jede Stabilisatoruntergruppe I'; eine diskrete Untergruppe von I(X)
ist. Nach Lemma 2.1.4 ist dann I';, abgeschlossen in I(X). Fiir X = E™ oder H" ist die Stabilisa-
toruntergruppe eines Punktes beziiglich I(X) kompakt, ndmlich konjugiert zu O(n) (fir X = H"
vergl. Lemma 1.3.4). Somit folgt aus der Diskretheit von T', unmittelbar die Endlichkeit von T',.
Die Diskretheit miissen wir nun beweisen.

Es ist bekannt dafs eine Abbildung ¢ : E™ — E™ genau dann eine Isometrie ist, wenn sie die
Form ¢(x) = a + Az hat, wobei A eine orthogonale Matrix und a = ¢(0) ist. Folglich ist eine
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Isometrie von E™ durch das Bild von (n+ 1) Punkten in allgemeiner Lage bestimmt. Eine dhnliche
Aussage gilt fiir H": Jede positive Lorentz-Transformation A ist durch (n + 1) Punkte des H"
festgelegt, die als Vektoren des R**! linear unabhiingig sind.

Sei nun {¢;} eine Folge aus I';, die gegen ¢ aus I', konvergiert. Nach Satz 2.1.1 konvergiert
dann fiir jedes y aus X die Folge {¢;(y)} gegen ¢(y). Da nach Voraussetzung jeder I'-Orbit diskret
ist, existiert ein jo(y), so daf ¢;(y) = #(y) fur alle j > jo(y). Nach der obigen Betrachtung
gibt es (n + 1) Punkte y1,...,Yn+1, so dal ¢ durch ¢(y1),...,d(Yns1) festgelegt ist. Setzt man
J' = max;—1,... n+1 Jo(yi), so ist ¢; = ¢ fur alle j > j'. Somit ist jede in I'; konvergente Folge von
einem Index an konstant. Folglich ist T, diskret, da I(X) metrisch ist. &

2.2 Raumformen

Eine Untergruppe I' der Gruppe der Isometrien von X operiert in natiirlicher Weise auf X. Der
Orbit-Raum der Operation von I' auf X ist definiert als die Menge der I'-Orbits

X/T ={Tz:z€ X}.
Diese Menge erhilt die Quotientenraumtopologie. Die Quotientenabbildung bezeichnen wir mit
m: X - X/T.
Fiir Teilmengen A und B von X ist wie tiblich der Abstand von A zu B definiert als
dist(A4, B) = inf{d(z,y) : z € A und y € B}.
Die Abstandsfunktion im Orbit-Raum
dr : X/T x X)T - RS

ist definiert durch
dr (Tz,Ty) = dist(Cz, T'y).

Satz 2.2.1 Ist X ein endlich-kompakter metrischer Raum und T eine diskrete Untergruppe von
I(X), so ist dr eine Metrik auf X/T.

Satz 2.2.2 Fir einen endlich-kompakten metrischen Raum X wund eine diskrete Untergruppe I’
von I(X) stimmen auf X/T' die metrische Topologie, die durch dr gegeben ist, und die Quotien-
tenraumtopologie uberein. &

Satz 2.2.3 Ist X ein endlich-kompakter Roum und I' eine diskrete, fz“ei operierende Untergruppe
der Isometrie von X, so ist die Quotientenabbildung X — X /T eine Uberlagerung und eine lokale
Isometrie. )

Definition: Sei X = H" (bzw. E™) und T eine diskrete, frei operierende Untergruppe der Isome-
trien von X. Der Orbitraum X/T" heifit hyperbolische Raumform (bzw. euklidische Raumform).

Eine hyperbolische (bzw. euklidische) Raumform bezeichnen wir auch als hyperbolische (bzw. eu-
klidische) Mannigfaltigkeit.

Satz 2.2.4 Sei X = E™ oder H". Zwei Raumformen X /T und X/ sind genau dann isometrisch,
wenn I' und Q in der Gruppe der Isometrien von X konjugiert sind. &

Satz 2.2.5 Sei X = E™ oder H". Die Gruppe der Isometrien der Raumform X/T' ist isomorph
zu N(I') /T, wobei N(T') der Normalisator von T' in der Gruppe der Isometrie von X ist. &
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Fundamentalbereiche

Definition: Eine Teilmenge R eines metrischen Raumes X heifst Fundamentalregion fir eine Grup-
pe I' von Isometrien von X, wenn gilt:

e die Menge R ist offen in X,

o die Elemente von {gR : g € I'} sind paarweise disjunkt und
i X = UgEF gﬁ

Definition: Eine Teilmenge D eines metrischen Raumes X heifit Fundamentalbereich fiir eine
Gruppe I' von Isometrien von X, wenn D eine zusammenhingende Fundamentalregion fiir T ist.

Definition: Eine Fundamentalregion R einer Gruppe I von Isometrien von X = R" oder H™ heifst
echt, wenn OR = R — R das Volumen 0 hat.

Satz 2.2.6 Sei X = H™ oder E™. Sei T’ eine diskrete Untergruppe der Isometrien von X. Dann
besitzt T' einen konvexen Fundamentalbereich. &

Man kann als konvexen Fundamentalbereich z.B. einen Dirichlet-Bereich wihlen (siehe z.B. Th.
6.5.15 in [Rat94]). Satz 2.2.6 sichert die Existenz echter Fundamentalregionen.

Definition: Sei I eine diskrete, frei operierende Untergruppe der Isometrien von X = R" oder H™.
Man ordnet einer Teilmenge ¥ C X/T ein Volumen zu, falls 771 (Y") eine in X mefRbare Menge ist:

Vol(Y) = Vol(P N7~ (Y)),
wobei P eine echte Fundamentalregion fiir I ist.

Wir miissen nun nachweisen, daf das Volumen wohldefiniert ist. Sei dazu @) eine weitere echte
Fundamentalregion von I'. Es ist
Vol(PNa~'(Y)) = Vol(PNna~'(Y)n U 9Q)
ger
= Z Vol(PN 7~ (Y) N gQ)
gel’
= Z Vol(g'Pn7a~(Y)NQ), dazn~(Y) I'-invariant ist
gel’

= Vol((U g_lP)ﬂﬂ_l(Y)ﬁQ)

g€er
= Vol(z 1Y) N Q).

Lemma 2.2.7 Eine euklidische Mannigfaltigkeit E™ /T besitzt genau dann ein endliches Volumen,
wenn sie kompakt ist.

Beweis: Nach Satz 2.2.6 existiert in E™ ein konvexer Fundamentalbereich P beziiglich I'. In E"
besitzt eine konvexe Menge mit nicht-leerem Inneren genau dann ein endliches Volumen, wenn sie
beschrinkt ist. Somit ist P genau dann kompakt, wenn E™ /T ein endliches Volumen besitzt.

Die Uberlagerung E® — E™/T bildet P surjektiv nach E™/T ab. Besitzt E"/T ein endliches
Volumen, so ist E™/I" das stetige Bilde einer kompakten Menge, also ist E™/I" kompakt.

Ist P nicht kompakt, so gibt es ein € > 0 und eine Folge von (paarweise verschiedenen) Punkten
in P, deren e-Umgebung injektiv nach E™ /T abgebildet wird. Dann kann E™ /T nicht kompakt sein.
&

Bemerkung: In H" gibt es konvexe Mengen mit endlichem Volumen, die nicht beschrinkt sind.
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2.3 Diskrete Untergruppen von M(B")

Definition: Eine diskrete Untergruppe I' der M&bius-Transformationen M(B"™) von B™ heifit ele-
mentar, wenn es in B™ einen endlichen I'-Orbit gibt.

Wenn eine elementare Gruppe I' aufier der Identitdt keine elliptischen Isometrien enthilt, so kénnen
nur zwei Fille auftreten:

e I enthélt nur parabolische Isometrien, die alle den selben Fixpunkt besitzen, oder
e I' wird von einer Isometrie hyperbolischer Art erzeugt.

Elementare Gruppen werden in Kapitel 5.5 von [Rat94] dargestellt. Es ist eine wichtige Beob-
achtung fiir die folgenden Betrachtungen, dafs Raumformen zu elementaren Gruppen unendliches
Volumen besitzen. Dazu betrachte man I' im oberen Halbraum-Modell, wobei durch Konjugation
angenommen werden kann, dafs co ein Fixpunkt ist. Im parabolischen Fall ist dann T die Poincaré-
Erweiterung einer auf E" ! frei operierenden, diskreten Untergruppe von euklidischen Isometrien.
Ist F' ein Fundamentalbereich dieser Operation, so ist F' x (0, 00) ein Fundamentalbereich von T'.

Im hyperbolischen Fall bringen wir die Fixgerade auf die e,,-Achse von U™. T wird erzeugt von
einer Isometrie kA, wobei £ > 1 ist, und A die Poincaré-Erweiterung einer euklidischen Isometrie
ist, die den Ursprung festhilt. Die Punkte aus U™, deren euklidische Abstinde vom Ursprung
zwischen 1 und k liegen, bilden einen Fundamentalbereich mit unendlichem Volumen.

Die Grenzmenge

Die Darstellung folgt Abschnitt 12.1 von [Rat94].

Definition: Ein Punkt a aus S"~! (=0B") heifit Grenzpunkt der diskreten Untergruppe I' von
M(B™), wenn es einen Punkt 2 aus B™ und eine Folge {~;} von Elementen aus I gibt, so daf {;z}
in der euklidischen Metrik von B™ gegen a konvergiert. Die Grenzmenge von T ist die Menge L(T)
aller Grenzpunkte von I'.

Satz 2.3.1 Sei T eine nicht-elementare diskrete Untergruppe von M(B™). Dann enthdlt jede nicht-
leere, T-invariante, abgeschlossene Teilmenge von S™~! die Grenzmenge L(T). [ )

Satz 2.3.2 Sei ' eine diskrete Untergruppe von M(B™), die eine Isometrie parabolischer Art
enthdlt. Bezeichne F die Menge aller Fizpunkte von parabolischen Elementen aus I'. Dann ist

L) =F. &

Satz 2.3.83 Besitzt B"/T ein endliches Volumen, so ist L(T') = S» 1. &



Kapitel 3

Horospharen

3.1 Horosphéaren in H" und D"

Definition: Fiir n > 2 ist eine Horosphdre im B™ der Schnitt von B™ mit einer euklidischen
Sphire aus B, die tangential zu B" ist. Der Tangentialpunkt heifit Basispunkt der Horosphére.
Eine Horosphire ist der Rand eines abgeschlossenen n-Balls, der Horoball heifst. Der Basispunkt
eines Horoballs ist der Basispunkt der berandenden Horosphére.

Die Horosphéren in U™, H™ und D™ sind durch die Isometrien zwischen den Modellen definiert.

Eine Horosphére im B2 ist in Abbildung 3.1 zu sehen. Man beachte, daf8 in der Definition in
[Rat94] die berandende Horosphire nicht zum Horoball gehdrt. Unsere Definition wird sich in den
Beweisen aber als geeigneter erweisen.

Horosphiren in H™

Eine euklidische Sphéire im R™ mit Mittelpunkt a und Radius ¢ bezeichnen wir mit Sg(a,q). Als
Vorbetrachtung fiir den nichsten Satz stellen wir fest, dafy zu einer Horosphére ¥ von B™ mit
Basispunkt x aus 0B™ ein eindeutiges t > 0 existiert, so daff

t 1
S =8p(—z,——)nB"
E<1+tx’1+t)

Zudem 1&Rt sich jeder Vektor w € LT C R**! eindeutig als Summe
W =TV + Trepy1

darstellen, wobei der Vektor v in R” x {0} liegt und r > 0 ist. Da ||w|| = 0, ist |v| = 1, oder anders
ausgedriickt: v € B™.

Abbildung 3.1. Eine Horosphire im B2

33
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Mit ¢ ist im folgenden die Isometrie von B™ nach H™ aus Abschnitt 1.6 bezeichnet.
Satz 3.1.1 Fir die Horosphire ¥ = Sg <1+tx, 1+t) N B™ gilt
() ={y e R yo (tr + te,y1) = =1} N H™.
Definition: Fiir w aus LT sei
={yeR"jyow=—-1}nH"

Die Horosphiiren in H™ sind nach Satz 3.1.1 genau die Mengen h,, fiir w € LT. Wir sagen, daf die
Horosphire h,, durch w reprisentiert wird.

Beweis von Satz 3.1.1: Sei y = (y1,-..,Yn+1) € Mezyte,,, fiir ein z aus B™ und ein ¢t > 0. Wir
miissen nachweisen, dafy
t 1
d -1 —z) =—.
B (C ), 1+t$> 1+t
Da Yy € htw+t€n+15 ist
n
Y+ Yl —yi =—1, Ypp1 >0 und thiyi — tyny1 = —1. (3.1.1)

i=1
Somit ist wie behauptet

2

‘C_l(y)—Lw _ i( Yi _ xi>2
141 = 1+yntr 1+t
= = yitz; 2 "L,
- 1+yn+1 2 ; (1 + gt )( +t)+(1+t)2;$"
—14+y2, —1 + tyni1 2
= Trpen)? T Fpm)+0 T o G
_ (=14 ynt1)(1 +1) = 2(=1 + tynt1) + t*
(14 Ynt1)(1 + 1) (1+1)?

_ (1 + yn-i—l)(l — t) t?
At yar)A+8) (A +1)?2
_ 1
(14127

Sei nun umgekehrt z aus B™ mit dg (2, i) = 5. Wir miissen zeigen, daf
¢(2) o (tz + tepy1) = —1.

Es ist

_ 2 s t?
B 1+t (1+1)
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Unter der Voraussetzung dg (2, %Hx) = %th ist deshalb

2z -z =(1+1)|2> +t—1. (3.1.2)

Schliefslich ist

1
((2) o (tr +teptr) = e (2z1,...,2zn,1 + |z|2) o (tx +teny1)
— |z
1 - 2
= 3 Z2zitwi — (142"t
1— 2] \‘
1 2
= 3 (2tz x— (1+ |2 )t)
1— 2|
1
= oF Q+8) ] +t—1—(1+ |z|2)t) nach (3.1.2)
— |z
1 2
= z|" =1
e D
= -1

&

Korollar 3.1.2 Sei Q ein Horoball in B™, der von der Horosphdre ¥ berandet wird. Die Isometrie
¢ von B™ nach H™ bildet nach Satz 3.1.1 ¥ auf eine Horosphire h,, fir ein w aus LT ab. Der
Horoball wird dann durch { auf die Menge

{reR" M zow>—-1}NH"
abgebildet.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.1.1 und der Beobachtung, daff ein Horoball durch
Horosphéren ausgefiillt wird. &

Korollar 3.1.3 Hat die Horosphire aus B™ den euklidischen Radius r, so ist die (n+1)-te Kom-
ponente des zugeordneten Vektors aus L gleich % - 1.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.1.1. &
Lemma 3.1.4 Fiir w aus LT und eine positive Lorentz- Transformation A gilt

A(hw) = ha(w)-
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von h,,. &
Korollar 3.1.5 In H" operieren die Isometrien transitiv auf den Horosphdren.

Beweis: Die Isometrien von H™ werden durch positive Lorentz-Transformationen induziert, die
nach Korollar 1.2.8 transitiv auf L™ operieren. Mit Lemma 3.1.4 folgt die Behauptung. )
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Horosphéiren in D"

) sei die in Abschnitt 1.6 beschriebene Isometrie von B™ nach D™.
_ _ 2
A=p¢:B" D" A\2) = ———2
1+ |2

Satz 3.1.6 Fir z aus OB™ ist

Sp (1 L ={yeD": P =1-21-y- 22}
(e (i)

1+t "1+t

Beweis: Sei z aus Sg(5e, I%Lt) Dies ist dquivalent zu
2tz - 1-1
2> = L, und somit (3.1.3)
1+1¢
2(1+tz-x)
1 _— 3.14
+12) o (3.1.4
Es ist
25 .
1-Az)-z = 1- 27'7:2
1+ 2|
1 .
o D2z b (3.1.4)
1+tz-2
l1—z-2
_ , 3.1.5
1+tz-z ( )
Somit ist wie behauptet
42|
2
NI = — 3
(1+2]%)
1+8H)(1—-t+2tz-
- UH+HA=t+22-2) b (3.1.3) und (3.1.4)
(1+tz-x)?
. (I+tz-a)? —?(1—z- )
N (1+tz-x)2
L\ 2
= 1-
(1 +tz - x)
= 1-t*(1—X(2)-z) nach (3.1.5).
Sei nun umgekehrt y aus D™ mit |y|* = tz(l -x)?. Es ist

A Hy) =

i
14+4/1-y|
Day-z <1, ist \/1—|y|* = t(1 —y - z). Es folgt

)| = (llj-tt((ll—_;l--g)ﬁ und (3.1.6)
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Es ist nachzuweisen, daB A\~*(y) € Sp(52, 113), dh.

A+t ) =202 y) -+ 1t
Dies ist mit (3.1.6), (3.1.7) und der Substitution von y -  durch a dquivalent zu

1—12(1 — a)? 2t
1+1¢ - = 1-—+4.
2l rprr s il e
Dies bestatigt man durch Ausmultiplizieren. &

Man kann aus Satz 3.1.6 folgern, daf die Horosphiren in D™ Ellipsen sind. Man betrachte
dazu die Situation fiir x = e; und verallgemeinere die Beobachtung fiir alle  aus D", da die
orthogonalen Abbildungen transitiv auf 9D™ operieren.

3.2 Horospharen mit euklidischer Struktur

Wir betrachten in U™ die Horosphére
he ={(z1,...,2,) €U xp =c}, ¢>0.
h. ist eine euklidische Hyperebene, die parallel zu U™ ist. Wir definieren auf h. eine Metrik d’
durch
dl((wla R 7$nflac)7 (y17 s 7ynflac)) = dE((-’IJl, R 7'7:”*1)7 (y17 s 7yn71))-

Beziiglich d’ hat h, eine euklidische Struktur. Die Metrik d' ist nicht die von U™ induzierte Metrik.
Ist ¢ = 1, so ist d' die geodatische Metrik auf h;, denn nach Satz 1.7.4 ist das Bogenléngenelement,
von U™ eingeschrénkt auf hy gleich |d(z1,...,Zn—1)|. Der Abstand d'(z,y) zweier Punkte z und y
aus h, ist somit die Lange der hyperbolisch-kiirzesten Kurve, die z und y verbindet und vollsténdig
in hy verlduft (s. Abb. 3.2).

Mit Hilfe von Korollar 3.1.5 wollen wir allen Horosphéren in U” eine euklidische Metrik geben.

Ist h eine Horosphire in U™, so wihle eine Isometrie v von U™, die h in hy iiberfiihrt. Definiere
auf h die euklidische Metrik d’ durch

d'(z,y) = d'(v(z),~(y)) fiir z und y aus h.

Wir miissen uns iiberlegen, daff d’' auf h wohldefiniert ist. Ist 5 eine weitere Isometrie, die h in hq
iberfiihrt, so mufs gelten

d'(v(2),7(y)) = d'(n(x),n(y)) fiir alle z und y aus h,
oder anders ausgedriickt
d'(u,z) = d' (7 y(u), 7 v(2)) fiir alle  und z aus h;.

Die Isometrie p~1v lift hy invariant. Sie ist somit die Poincaré-Erweiterung einer euklidischen
Isometrie von OU™. Folglich induziert n~'+v auf h; eine Isometrie beziiglich d'. Dies war zu zeigen.

il y hy

ou?

Abbildung 3.2. Die euklidische Metrik auf einer Horosphére.
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Lemma 3.2.1 Sind h und h Horosphiren in U™, und ist v eine Isometrie von U™, die h in h
iberfihrt, so induziert v eine Isometrie beziiglich d' von h nach h.

Beweis: Sei 7 eine Isometrie von A nach hy. d' ist auf A und h so definiert, dak 7y eine Isometrie
von h nach h; induziert, und 7 eine Isometrie von h nach h; induziert. Somit induziert y = n~1(ny)
eine Isometrie von h nach h.

3.3 Vorzeichenbehaftete Abstiande zu Horospharen

Sei ¥ eine Horosphére im B™, die Rand des Horoballs € ist, und sei p ein Punkt aus B™. Man
definiert den vorzeichenbehafteten Abstand von p zu ¥ als

d(p,X) = 6$1r€1fEdB(p, x).

Dabei setzt man € = 1, falls p nicht in  liegt, bzw. ¢ = —1, falls p in  liegt.

Ist W eine nicht-leere Teilmenge von B™, so ist der vorzeichenbehaftete Abstand d(W,¥) von
W zu einer Horosphire ¥ definiert als das Infimum der vorzeichenbehafteten Abstéinde der Punkte
aus W zu X.

Fiir Horosphéren ¥ und ¥’ mit verschiedenen Basispunkten ist d(2, ¥') = d(¥', ). Wir kénnen
dann von einem vorzeichenbehafteten Abstand zwischen den Horosphéren sprechen (siehe Abb.
3.3).

Haben jedoch die beiden Horosphiren den gleichen Basispunkt, so ist d(2,X') = —d(X', ¥). Wir
koénnen in diesem Fall nur von einem minimalen Abstand beziiglich der Metrik von B™ sprechen.
Ist dann ¥ ungleich ¥, so ist der Abstand grofer als 0. Wir sagen, dafs X' um den Abstand d
naher am Basispunkt von X liegt, wenn beide Horosphéren den gleichen Basispunkt besitzen, der
Abstand zwischen beiden gleich d ist, und ¥’ in dem von ¥ berandeten Horoball enthalten ist.

Vorbemerkung: Im folgenden werden wir im U™ solche Horosphéren betrachten, die dadurch ge-
kennzeichnet sind, daf sie die Menge aller Punkte sind, deren n-te Koordinate jeweils eine Konstant
ist. Diese Horosphéren sind also euklidische Hyperebenen parallel zu QU™. Eine solche Horosphére
h, die durch die n-te Koordinate ¢ bestimmt ist, wird durch die Isometrie n von U™ nach B™ auf
die Horosphére im B™ mit Basispunkt e, und euklidischem Radius #t abgebildet. (Dies rechnet
man leicht nach). Nach Satz 3.1.1 entspricht h somit dem lichtartigen Vektor (te, + tep41).

Sind v und w Vektoren aus LT, so besitzen die Horosphéren h, und h,, in U™ betrachtet genau
dann den gleichen Basispunkt, wenn v und w linear abhingig sind.

Lemma 3.3.1 In U™ ist der vorzeichenbehaftete Abstand des Punktes (r1,...,7y) von der Horo-
sphare, die durch {(z1,...,z,) € U|z, =t} gegeben ist, gleich In(t/ry).

Beweis: Dies ist eine einfache Folgerung aus Satz 1.7.1 und Korollar 1.7.2. Die euklidisch-ortho-

gonale Projektion von (rq,...,r,) auf die Horosphére ergibt den kiirzesten Abstand. &
X> <ZI EE{ZI
d>0 d<0

Abbildung 3.3. Der vorzeichenbehaftete Abstand zwischen Horosphéiren
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Abbildung 3.4.

Lemma 3.3.2 Fiir x aus H" und v aus Lt gilt fiir den vorzeichenbehafteten Abstand d zwischen
x und der Horosphdre h,
zov=—el.

Beweis: Die Aussage des Satzes ist invariant beziiglich Lorentz-Transformationen in R**! bzw.
Isometrien in U™. Somit kdnnen wir als Basispunkt von h, in U™ den Punkt oo wahlen, d.h.
v =t'ey + t'epyq fiir ein ¢’ > 0. Den Punkt z bringen wir durch die Poincaré-Erweiterung einer
Translation des R*~! auf die e,-Achse und durch eine Isometrie hyperbolischer Art auf den Punkt
en- Dabei ging v tiber in te, + tep41 fiir ein ¢ > 0. Nach Lemma 3.3.1 hat der Punkt e,, von der
Horosphére {(z1,...,2,) € U™z, =t} den vorzeichenbehafteten Abstand d = Int. Da der Punkt
en in U™ dem Punkt e, in H™ entspricht, folgt

Tov = ept1 o (te, +tent1)
—t

= —ed.

&

Lemma 3.3.3 Fiir v aus LT und o > 0 ist der Abstand zwischen den Horosphédren h, und hg,
gleich |In a.

Beweis: Ohne Einschrinkung nehmen wir an, daf v = e, + en41 ist (vergl. Korollar 3.1.5). Im
oberen Halbraum-Modell werden die Horosphéren h, (bzw. hy,) durch euklidische Hyperebenen
dargestellt, deren Basispunkt oo ist. Sie sind dadurch bestimmt, daf ihre Punkte den Wert 1 (bzw.
a) als n-te Koordinate besitzen. Aus Lemma 3.3.1 folgt unmittelbar, daf der minimale Abstand
zwischen den beiden Horosphéren gleich |In | ist. &

Lemma 3.3.4 Fiir linear unabhdngige Vektoren v und w aus Lt gilt fiir den vorzeichenbehafteten
Abstand zwischen den Horosphdren hy, und hy,

d(hy, hy) =In (—%v o w> .

Beweis: Wir benutzen das obere Halbraum-Modell. Ohne Einschrénkung konnen wir annehmen,
dafl h, in U™ den Basispunkt oo besitzt, und h,, in U™ den Ursprung als Basispunkt besitzt, d.h.
1 1

v =te, + tepyr und w = _2_7"6" + ﬂenﬂ

fiir gewisse ¢ und r grofler Null.

Aus Abbildung 3.4 ist ersichtlich, an welchen Punkten der minimale Abstand zwischen den
Horosphéren angenommen wird. Mit Lemma 3.3.1 folgt, daf d(hy, hy) = In(¢/2r) ist.

Da v ow = —t/r ist, folgt wie behauptet d(hy, hy) = In(—(v o w)/2). &
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1 1

Y 1

Abbildung 3.5.

Korollar 3.3.5 Die zu linear unabhdngigen Vektoren v und w aus Lt gehérenden Horosphdren h,
und hy, sind genau dann disjunkt, wenn vow < —2 ist. Insbesondere gilt fir disjunkte Horosphdren
hy und hy,, daoff der euklidische Abstand zwischen v und w gréfler als 2 ist.

Beweis: Genau dann ist In(—3v o w) > 0, wenn v ow < —2 ist. Es folgt

dp(v,w) = (v—w) (v—w)
> (v-w)o(v—w)
= —2vow.
Somit ist gemdf Lemma 3.3.4 fiir disjunkte Horosphéren dg (v, w) > 2. &

Lemma 3.3.6 Sei T eine Hyperebene in H™. Es gibt einen eindeutigen n-dimensionalen zeit-
artigen Untervektorraum W des R, so daff T = W N H™. Ein Vektor m aus WL der Norm
1 ist bis auf den Faktor —1 bestimmt. Sei v ein Vektor aus L™, der nicht in W liegt. Dann ist
der Normalenvektor m eindeutig dadurch bestimmt, daf er in R*t! beziiglich W in einem anderen
Halbraum als v liegen soll.

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den vorzeichenbehafteten Abstand d zwischen der Horo-
sphdre h, und der Hyperebene T

movz—ed.

Beweis: Wir benutzen das obere Halbraum-Modell U™. Die Voraussetzung, dafy v nicht in W liegt,
ist dquivalent dazu, daf der Basispunkt der Horosphire kein idealer Punkt der Hyperebene ist. Wir
bringen den Basispunkt der Horosphire auf oo und gleichzeitig die Hyperbene auf die Hemisphére
vom Radius 1 um den Ursprung. Die Horosphére ist bestimmt durch z, = t fiir ein ¢ > 0. Aus
Abbildung 3.5 und Lemma 3.3.1 geht hervor, daf die Horosphére und die Hyperebene den vorzei-
chenbehafteten Abstand d = Int besitzen. Wir kénnen also ohne Einschrénkung v = te,, + tep41
und m = ee, annehmen, wobei 2 = 1 ist. Da aber m und v in verschiedenen Halbriumen liegen
sollen, und m o m > 0 ist, muf
gep o (ten +tept1) <0

sein, d.h. e = —1 sein. Es ist somit wie behauptet

mov = —t

= —ed.

[ )

Definition: In H™ seien gegeben: eine Hyperebene E, ein von E berandeter Halbraum E’', eine
Horosphére h, deren Basispunkt ein idealer Eckpunkt von E ist und ein Punkt u aus h (s. Abb.
3.6). Bezeichne d die Lange des kiirzesten Weges von v nach E N h in der eukidischen Metrik von
h. Dann ist der vorzeichenbehaftete Abstand von u zu E innerhalb h beziiglich E' definiert als ed;
dabei ist € = —1, falls w in E’ liegt, andernfalls ist ¢ = 1.
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u
h d>0

El

Abbildung 3.6.

Lemma 3.3.7 In H" seien gegeben: eine Hyperebene E, ein von E berandeter Halbroum E',
eine Horosphdre h, deren Basispunkt ein idealer Eckpunkt von E ist und ein Punkt u aus h.
Sei T der n-dimensionale zeitartige Untervektorraum des R*H1, so daff E = T N H™. Sei m der
Einheitsnormalenvektor zu T, der micht im gleichen Halbraum wie E' liegt. Dann gilt fir den
vorzeichenbehaftete Abstand d von u zu E innerhalb h beziiglich E'

d=mou.

Beweis: Wir benutzen das obere Halbraum-Modell U™. Zuerst bringen wir den Basispunkt der
Horosphére nach oco. Die Hyperebene besitzt somit oo als idealen Punkt, ist also von der Gestalt
E; x (0,00) fiir einen affinen (n — 2)-dimensionalen Teilraum F; des R*~!. Durch die Poincaré-
Erweiterung einer Isometrie des R*~! kann man E; x (0,00) auf Ey x (0,00) bringen, wobei E»
durch z; = 0 beschrieben ist. Durch eine geeignete Isometrie (x — k), & > 0, die Ey x (0,00) in
sich tiberfiihrt, kann die Horosphéare auf die Menge {z € U"|z, = 1} gebracht werden. Der Punkt
uw wurde inzwischen auf (gi,...,¢n—1,1) gebracht. Betrachtet man nun die Poincaré-Erweiterung
der Translation
T(wla s an—l) = (33'1,1'2 —q2,--.,Tp-1 — qn—l)a

so kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf die Hyperebene E gleich {z € U"|z; = 0} ist,
die Horosphire h = {x € U™|z, = 1} ist, und der vorgegebene Punkt u gleich (g,0,...,0,1) fiir
ein ¢ € R ist. Die raumartigen Einheitsnormalenvektoren zu T in R**! sind e; und —e;. In H”
ist u dargestellt als

1,1
0,...,0,=¢%, = +1).
(4,0, ,,Qq,2q+)

Durch Spiegelung an E konnen wir annehmen, dafé

E' ={(z1,...,2z,) € U"|z1 > 0}.

Somit ist der nach aufien weisende Einheitsnormalenvektor gleich —e;.
Da nach Satz 1.7.4 das Bogenldngenelement eingeschrinkt auf die Horosphére h gleich |dz| ist,

ist der kiirzeste Weg von u nach E innerhalb von h die euklidische Strecke von u nach (0,...,0,1).
Sie hat die Lange |q| (vergl. Abschnitt 3.2).
Es ist
1,15,
mou = =—ejo(q,0,...,0,=¢°,=¢" +1)
2 2

Ist ¢ > 0, so liegt u in E'. Wegen —q < 0 ist m o u dann der vorzeichenbehaftete Abstand d.
Ist ¢ < 0, so liegt w nicht in E'. Wegen m o u = —g¢, ist auch in diesem Fall m o u = d.
Ist ¢ = 0, so liegt u in E. Dann ist der vorzeichenbehaftete Abstand gleich 0, ebenso wie m o u.
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Zu Beginn von Abschnitt 3.3 haben wir die Bezeichnung eingefiihrt, daff eine Horosphire ¥’
um den Abstand d niher am Basispunkt einer Horosphire X liegt. Wir sagen in dieser Situation
ebenfalls, daff der von ¥’ berandete Horoball um den Abstand d ndher am Basispunkt des von X
berandeten Horoballs liegt.

Satz 3.3.8 Sei Q die Poincaré-Erweiterung einer diskreten Gruppe A von euklidischen Isometrien.
Sei b ein Horoball mit Basispunkt oo, und der Horoball b' liege beziiglich b um den Abstand d ndher
am Basispunkt.

Dann hat b/ genau dann ein endliches Volumen in U™ /), wenn E"~1 /A ein endliches Volu-
men besitzt. Besitzt b/Q) ein endliches Volumen in U™/, so ist

Vol(b' /) = e =™ Vol(b/).

Beweis: Sei K eine echte Fundamentalregion von A in E™ ! (vergl. Satz 2.2.6). Dann ist K x (0, 00)
eine echte Fundamentalregion von  in U™. Fiir ein ¢ > 0 ist

b= {(xl,...,xn) S Un|$n > C}.

Nach Satz 1.7.5 ist

Voly» (K X [¢,00)) = / M
K x[c,00] (zn)

_ /m@ (/del---da:n_l) diy,

= /dml---dxn_l/ Ldalcn
K c ($n)n
clfn

= ’n,—]_VOlEn_l(K)‘

Somit besitzt b/ genau dann ein endliches Volumen in U™ /€2, wenn E™ ! /A ein endliches Volumen
besitzt.
Der Horoball o' ist gleich der Menge {z € U"|z, > ce?}. Nach der obigen Rechnung ist

Vol(b' /) = %Volm_l(f(). Der Quotient Vol(b'/Q)/Vol(b/) ist wie behauptet e?1—"). &



Kapitel 4

Die euklidische Zerlegung

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir zu einer nicht-kompakten hyperbolischen n-Mannigfaltigkeit D" /T’
mit endlichem Volumen eine Zerlegung von D™ konstruieren, auf der T frei operiert. Diese Zerlegung
hingt von der Wahl uniformer Horobélle ab, was man auch durch die Wahl von Volumina fiir
die Spitzen ausdriicken kann. Sind alle Volumina gleich gew&hlt, so wird die Zerlegung eindeutig
bestimmt sein. Sie heifst dann kanonisch.

Man beachte aber, daff die Isometrien in I' keine euklidischen Isometrien sind, da kein Ele-
ment aus I' den Ursprung festhélt. Deshalb erhdlt D™/T" nicht die Struktur einer euklidischen
Mannigfaltigkeit.

Es gibt im allgemeinen sehr viele Moglichkeiten, D™/T" durch das Verkleben idealer Polyeder
darzustellen. Den Begriff ,euklidische Zerlegung® wollen wir aber nur fiir solche Zerlegungen ver-
wenden, die durch die in diesem Kapitel beschriebene Konstruktion entstanden sind.

4.2 Uniforme Horoballe

Wir betrachten ab jetzt nur den hyperbolischen Raum mit einer Dimension gréfergleich zwei. T’
sei eine diskrete, frei operierende Untergruppe von M(B™). Durch die Isometrien y : D™ — H",
¢:B™ - H™ n: U™ — B"™ aus Kapitel 1 fassen wir I' gegebenenfalls als Untergruppe der
Isometrien von H™, D™ oder U™ auf.

Mit F' bezeichnen wir die Menge aller Fixpunkte von parabolischen Elementen aus I'. Ist z
parabolischer Fixpunkt von « aus T, so ist fiir 3 aus I die Fixpunktmenge von 3y3~! gleich {3z}.
Somit operiert I' auf F'. Ist  parabolischer Fixpunkt einer Isometrie von I, so ist der Stabilisator T,
eine elementare Gruppe. Man beachte dabei, daff die Untergruppe einer diskreten Gruppe ebenfalls
diskret ist. Gemaft den Betrachtungen in Abschnitt 2.3 enthilt I',, nur parabolische Isometrien, die
alle z als Fixpunkt besitzen. Diese Beobachtung wird an sehr vielen Stellen benutzt werden. Man
beachte, dafs I, Horosphédren mit Basispunkt = invariant 1aft.

Wir ordnen nun einem Reprisentanten x eines I'-Orbits von F' einen Horoball b, zu. Ist y ein
anderes Element dieses Orbits, und ist Sz = y fiir ein 3 aus I, so ordnen wir y den Horoball b, zu,
der als (h, definiert ist. Die Frage nach der Wohldefiniertheit wird dadurch beantwortet, dafs fiir
eine zweite Isometrie £ aus I’ mit £z = y, die Isometrie 3~ den parabolischen Fixpunkt y festhalt.
Folglich 1Rt £3~! jede Horosphére mit Basispunkt y invariant. Insbesondere ist £3~1(8b;) = (Bb,,
also &b, = (Bb,.

43



44 KAPITEL 4. DIE EUKLIDISCHE ZERLEGUNG

Man erhilt auf diese Weise eine Menge S von Horobéllen,
S = {b;|z ist Fixpunkt einer parabolischen Isometrie v € I'}.

Diese Menge ist [-invariant. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn diese Horobille paarweise dis-
junkt sind. Wir nennen S in diesem Fall eine Menge von uniformen Horobdllen. In [EP88] wird
nur verlangt, daf uniforme Horobille zu einem I'-Orbit disjunkt sind, d.h. fiir einen Horoball b
aus S und «y aus T’ mit vdb N b # @ folgt vb = b. Unsere Definition wird jedoch im weiteren Fort-
gang als natiirlicher erscheinen, zumal im Beweis von Lemma 3.2 aus [EP88| uniforme Horoballe
entsprechend unserer Definition benutzt werden.

Wir zeigen nun, daff unter gewissen Voraussetzungen uniforme Horobélle fiir I' existieren.

Die Spezialfille n =2 und n =3

Ist dem Leser der Begriff des Margulisbereichs bekannt, wie er etwa in Kapitel 12.5 von [Rat94]
dargestellt wird, so kann er mit der folgenden Argumentation die Existenz uniformer Horobélle in
den Dimensionen 2 und 3 leicht einsehen. Wir machen dazu die folgenden Betrachtungen im oberen
Halbraum-Modell und setzen hier nur voraus, daf I" eine diskrete, frei operierende Untergruppe
der Isometrien von U™ ist, die parabolische Isometrien enthilt. Wir setzen ein endliches Volumen
von U™ /T nicht voraus.

Ist x ein parabolischer Fixpunkt, so enthilt I';,, der Stabilisator von z, ein Element, das kon-
jugiert zur Poincaré-Erweiterung einer Translation von E*~! ist. Um dies einzusehen, bringen wir
z durch eine Isometrie 7 nach co. Da 7 im allgemeinen nicht in T' liegt, bezeichnen wir mit T die
Gruppe nI'n~". Der Stabilisator ', ist dann die Poincaré-Erweiterung einer diskreten, frei operie-
renden Untergruppe der Isometrien von E™~!. Die entscheidende Beobachtung ist, daf fiir n = 2
nur Translationen und n = 3 nur Translationen und Gleitspiegelungen auftreten kénnen. Somit
enthilt T, die Poincaré-Erweiterung einer Translation von E*~!. Der Margulisbereich V(T'w, )
enthilt dann einen Horoball ¥'. Da V(Ta,r) = nV(Ty,r) ist, liegt der Horoball b = p~'b' in
V(Ty, 7).

Ist v aus T, so ist V(I'y,,7) =7V (I'y,7), und folglich liegt der Horoball b im Margulisbereich
vV (T'z,r). Da die Margulisbereiche zu verschiedenen parabolischen Fixpunkten disjunkt sind, er-
hélt man eine Menge von uniformen Horosphéren.

Der allgemeine Fall n > 2

Wir miissen nun auf einen Satz verweisen, der zuerst in [Thu79] auftrat. Ein Beweis dieses Satzes
ist in aller Ausfiihrlichkeit in [Rat94] dargestellt.

Satz 4.2.1 Besitzt die nicht-kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit B™ /T ein endliches Volu-
men, so gibt es nur endlich viele T'-Orbits [x1],...,[x,] parabolischer Fizpunkte. Man kann Ho-
robdlle by,...,b. so wihlen, daf§ ihre T'-Translate eine Menge von uniformen Horobdllen bilden.

Zusatzlich ist .

(B" — U Tb;)/T
i=1
eine kompakte, zusammenhdngende Menge.

Aus Satz 4.2.1 folgt, daf T' co-kompakt ist. Es scheint eine schwierig zu beantwortende Frage
zu sein, ob auch B™ ohne die offenen uniformen Horobélle und ihre Basispunkte ein einfach zu-
sammenhingender Raum ist. Man beachte, daff wir unter den schwécheren Voraussetzungen in der
Vorbetrachtung fiir die Dimensionen zwei und drei nicht gezeigt haben, dafs es nur endlich viele
I'-Orbits parabolischer Fixpunkte gibt.
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Eine Zusammenhangskomponente von (|J;_, ['b;)/T" wird Spitze genannt. Ihr Urbild in B"
ist ein I-Orbit der uniformen Horobélle. Die berandenden Horosphéren der uniformen Horobél-
le werden durch die Quotientenabbildung in die Menge der Spitzen abgebildet. Eine Zusammen-
hangskomponente wird Spitzen-Schnitt genannt. Ein Spitzen-Schnitt ist eine Randkomponente von
(B" — Ui, Thi)/T.

Sei z ein parabolischer Fixpunkt und b ein zugehdriger uniformer Horoball. Bezeichne I', den
Stabilisator von z in I'. Betrachten wir b in U™ mit Basispunkt oc. Die elementare Gruppe I'; indu-
ziert auf OU™ (=E™!) eine diskrete, frei operierende Untergruppe der Isometrie von E™~!. Somit
ist die Spitze b/T', hombomorph zu A X [c, 00), wobei A eine euklidische (n — 1)-Mannigfaltigkeit
ist. Der Spitzen-Schnitt ist homdomorph zu A.

Die Teilmenge b/T';, von B" /T besitzt ein endliches Volumen. Aus dem Beweis von Satz 3.3.8
folgt, dafs A ein endliches euklidisches Volumen besitzt. Zudem sehen wir, daft der uniforme Horo-
ball b zum Basispunkt  durch sein Volumen in B™/T" eindeutig bestimmt ist. Es gibt viele Mog-
lichkeiten, einen uniformen Horoball zu wiahlen, z.B. indem man einen uniformen Horoball (und
seine I'-Translate) schrumpft; jedoch besitzen verschiedene Wahlen fiir b verschiedene Volumina
in B"/T. Die uniformen Horobélle sind somit durch die Zuordnung von Volumina zu den Spitzen
eindeutig bestimmt. Dabei gibt es natiirlich nicht zu jeder beliebigen Zuordnung entsprechende
uniforme Horoballe.

4.3 Konstruktion und Beschreibung von C

Sei T' eine diskrete, frei operierende Untergruppe von M(B"), n > 2, so daf B™/T' endliches
Volumen besitzt und nicht kompakt ist. Sei S eine Menge uniformer Horobélle zur Menge F' der
parabolischen Fixpunkte von Elementen aus I'. Die berandenden Horosphiren konnen gemafy Satz
3.1.1 durch Punkte in L repriisentiert werden. Diese Reprisentantenmenge nennen wir B.

Sei h eine berandende Horosphére eines Horoballs aus S. Der Basispunkt von h ist der para-
bolische Fixpunkt  einer Isometrie v aus I'. A werde in Lt durch v représentiert. Indem wir
durch (¢! als Isometrie von H™ auffassen (s. Abschnitt 1.6), kénnen wir I' als Untergruppe von
I(H™) auffassen. Es ist (v) der eindeutige lichtartige Untervektorraum von R"*1  der durch die
parabolische Isometrie (y(~! festgehalten wird.

Mit C bezeichnen wir die abgeschlossene euklidisch-konvexe Hiille von B in R*t!, d.h. den
Durchschnitt aller abgeschlossenen, euklidisch-konvexen Mengen, die B enthalten.

Ist § # T C R**1, 5o ist die Dimension von T die Dimension des kleinsten affinen Teilraums
von R**!, der T enthilt. Es ist dann T' C p+ W, fiir einen Punkt p aus R**! und einen eindeutig
bestimmten Untervektorraum W kleinster Dimension.

Lemma 4.3.1 C hat die Dimension n + 1.

Beweis: Da I nicht elementar ist, ist die Dimension von C' gréfer als Null, und wir bezeichnen sie
mit (s + 1). Wir zeigen nun, daf es eine I'-invariante hyperbolische Ebene der Dimension s oder
(n — s — 1) gibt. Nach den Sétzen 2.3.3 und 2.3.1 folgt dann s = n.

Sei also C C p+ W, wobei W ein Untervektorraum minimaler Dimension und p ein Punkt
aus R*t! ist. Es ist yC C vyp + yW fiir alle v aus I'. Da vC = C und die Dimensionen von
AW und W iibereinstimmen, folgt YW = W fiir alle v aus I'. Ware W lichtartig, so bildeten alle
lichtartigen Vektoren in W einen 1-dimensionalen Untervektorraum, der somit fiir alle v aus I' auf
sich abgebildet wiirde. Dann wére aber I' elementar, was aber dem endlichen Volumen von H"/T'
widerspréiche (vergl. Abschnitt 2.3).

Somit ist W entweder zeit- oder raumartig. Folglich ist entweder W N H™ eine s-dimensionale
oder W' N H™ eine (n — s — 1)-dimensionale hyperbolische Ebene, die I'-invariant ist. &
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Da es nur endlich viele I'-Orbits in B gibt, zeigt das folgende Lemma, daff B als Teilmenge von
Rt diskret und abgeschlossen ist, obwohl die Menge F' dicht in dB™ liegt (vergl. Sitze 2.3.2 und
2.3.3).

Lemma 4.3.2 Ist x aus LT ein parabolischer Fizpunkt, so ist der Orbit 'z eine diskrete, abge-
schlossene Teilmenge von R*t1.

Beweis: Ist z ein parabolischer Fixpunkt, so gibt es unter den uniformen Horosphéren eine, die in
B durch ein skalares Vielfaches ax von x représentiert wird. Da nach Lemma 3.1.4 vhaz = haya,
und diese Horosphéren entweder disjunkt oder identisch sind, ist nach Korollar 3.3.5 der euklidische
Abstand zwischen ayx und az grofer als 2, oder die beiden Punkte sind identisch. Folglich besitzen
unterschiedliche Punkte aus I'z einen euklidischen Abstand, der grofer als 2/« ist. Somit ist ['z
eine diskrete, abgeschlossene Teilmenge von R, &

Lemma 4.3.3 Fiir einen Punkt x aus L ist der Ursprung genau dann kein Héaufungspunkt des
Orbits Tx, wenn x ein parabolischer Fizpunkt ist.

Beweis: Ist z ein parabolischer Fixpunkt, so ist nach Lemma 4.3.2 der Ursprung kein Haufungs-
punkt.

Zum Beweis der anderen Implikation nehmen wir nun an, dafs der Ursprung kein Hiufungspunkt
des Orbits von z aus LT ist. Bezeichne K das Komplement des Inneren der Spitzen in H™/T.
Bezeichne 7 : H™ — H"/T die Uberlagerung. Da K kompakt ist, gibt es ein 7 > 0, so daR zwei
beliebige Punkte aus K einen Abstand kleiner als r besitzen. Ist zg ein Punkt aus H", der durch
m nach K abgebildet wird, so liegt K im Bild der »~-Umgebung von 2y unter der Abbildung .

Gemif Korollar 3.1.3 gibt es nun ein ¢ > 0, so daf jede Horosphére, deren zugeordneter Vektor
aus LT eine (n + 1)-te Koordinate grofer als ¢ besitzt, disjunkt zur r-Umgebung von zq ist. Gemif
der Annahme, daft der Ursprung kein Haufungspunkt von T’z ist, gibt es ein a > 0, so daf jeder
Punkt aus I'(az) eine (n + 1)-te Koordinate grofer als ¢ besitzt. Dann ist die Horosphire hqy
disjunkt zu I' K. Somit ist der von h,, berandete Horoball in der Vereinigungsmenge aller uniformen
Horobille enthalten. Dies ist nur moglich, wenn dieser Horoball ganz in einem der uniformen
Horobille enthalten ist, und deshalb muf ax ein parabolischer Fixpunkt sein. )

Lemma 4.3.4 LT NC ist die Menge aller Punkte der Form oz, wobei o > 1 und z aus B ist.

Beweis: Wir werden im ersten Schritt zeigen, daR es fiir einen Punkt z aus L, der nicht die
oben beschriebene Form besitzt, eine euklidische Hyperebene in R**! gibt, so dak = und B in
verschiedenen Raumbhilften liegen. Insbesondere liegt dann z nicht in C.

Die Tangentialhyperebene T an den Lichtkegel am Punkt z ist (z)”. Ist 2 nicht von der Form
az, a > 1,z € B, so gibt es ein 8 > 1, so daft Sz ebenfalls nicht von dieser Form ist. Die Menge
aller Punkte aus T', deren (n+1)-te Koordinate mit der von Sz iibereinstimmt, bildet einen (n—1)-
dimensionalen affinen Raum A. Man rotiere nun 7' um A um einen so kleinen Winkel §, dafl die
Strecke vom Ursprung zu z im Inneren der einen Raumhélfte liegt, alle Punkte aus B aber in der
anderen Hilfte liegen (vergl. Abb. 4.1). Dies ist mdoglich, da B diskret in LT liegt, und es somit
eine Umgebung der Strecke vom Ursprung zu Sz gibt, die keine Punkt aus B enthilt.

Nun zeigen wir im zweiten Schritt die Umkehrung, daf namlich fiir &« > 1 und 2z aus B der
Punkt az in C enthalten ist. Fiir z aus B bezeichne g(z) die vom Ursprung ausgehende Halbgerade,
die z enthilt. Da die Menge F' der parabolischen Fixpunkte in 0D" dicht liegt, gibt es zu z aus
B eine Folge von Halbgeraden g(z1), g(22), ... mit z; # z, so daf§ der euklidische Winkel zwischen
9(z;) und g(z) gegen 0 konvergiert. Die Strecke von z; nach z ist nach Definition in C' enthalten,
und da B diskret ist, kommen diese Strecken dem Punkt az beliebig nahe (siehe Abb. 4.2). Da C'
abgeschlossen ist, ist az in C enthalten. &
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g(z1)  g(z2) g(z3)

z3

az
z2

21

Abbildung 4.1. Rotation der Tangentialebene Abbildung 4.2.

Lemma 4.3.5 Ein vom Ursprung ausgehender Strahl, der im Inneren von LT liegt, trifft 0C in
genau einem Punkt und trifft danach nur innere Punkte von C'.

Beweis: Fiir einen Punkt z aus dem Inneren von LT bezeichnen wir mit [z,00) die Menge
{az|a > 1}; entsprechend ist (z,00) erkldrt. Den vom Ursprung ausgehenden Strahl, der durch
x geht, bezeichnen wir mit (0, z). Die radiale Projektion von x nach D™ ist r(0,z) N D™; diesen
Punkt nennen wir z;.

Da die Menge F' der parabolischen Fixpunkte von T" eine dichte Teilmenge von 0D" ist, gibt
es ein ideales n-Simplex mit Ecken in F', das z; in seinem Inneren enthilt. Den Eckpunkten des
Simplexes sind Punkte 21, ..., 2,41 aus B zugeordnet, die in R**! ein euklidisches n-Simplex o
aufspannen.

Da o in C liegt, ist r(0,2) NC nicht leer. Es ist 7(0, z) NC eine konvexe, abgeschlossene Menge.
Den ersten Punkt aus C, den man vom Ursprung aus auf r(0,z) erreicht, nennen wir x¢. Er liegt
in 8C. Wir miissen nun zeigen, dafl (zg,00) im Inneren von C liegt.

Da B eine diskrete Teilmenge von L7 ist, kann man das Simplex aus D™ so wihlen, daff die
Punkte z1,...,2n41, %0 affin unabhingig sind. Aus Lemma 4.3.4 folgt, daf [z1,00),...,[2nt1,00)
in C enthalten sind. Somit ist die konvexe Hiille von z¢ U U:’;rll [2i,00) in C enthalten. Sie enthélt
eine offene Umgebung von (g, o) in R**! d.h. (29, 00) ist im Inneren von C enthalten. &

Definition: Fiir eine (n + 1)-dimensionale konvexe Teilmenge @ des R™™! heifit eine euklidische
Hyperebene W Stiitzebene an Q am Punkt p, wenn @) ganz in einem der durch W bestimmten
euklidischen Halbraume liegt, und p in W NQ liegt. Eine Stiitzebene an ) am Punkt p bezeichnen
wir auch als Stitzebene an Q).

Lemma 4.3.6 Fir eine Stiitzebene W an C' gibt es entweder ein z aus B, so dafl
W= (2)* und C C {zx e """ |z 02 <0},
oder es gibt einen Vektor w aus H™ und ¢ < 0, so daff

W={zeR|zow=c}und CC{z e R |zow < c}.
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Beweis: C liegt in der konvexen Menge L*, da der Ursprung kein Hiufungspunkt von T ist. Fiir
eine Stiitzebene W an C' am Punkt p gibt es w € R*™! und c € R, so dafl

W={zeR""|zow=c}.

Betrachten wir zuerst den Fall ¢ = 0. Da W N Lt nicht leer ist, muf w entweder raum- oder
lichtartig sein. Ist w lichtartig, so ist

WNnCcwnLt c (w).

Nach Lemma 4.3.4 gibt es ein a > 0 und ein z aus B, so dafl w = az.

Ist dagegen w raumartig, so lige C' ganz in einem der durch W bestimmten Halbriume. Der
Schnitt dieses Halbraums mit D™ wére ein hyperbolischer Halbraum, dessen ideale Punkte alle
parabolischen Fixpunkte von I' enthielten. Da die parabolischen Fixpunkte aber dicht liegen, fiihrt
die Annahme, daf w raumartig ist, zu einem Widerspruch.

Der Fall ¢ = 0 impliziert somit W = (z)F fiir ein z aus B. Zudem ist C C {z € R"!|zoz < 0}.

Von nun an sei ¢ # 0, und wir nehmen ohne Einschriinkung ¢ < 0 an. Liegt p in Lt (bzw. L),
so ist fiir & > 1 nach Lemma 4.3.4 (bzw. Lemma 4.3.5) auch ap in C enthalten. Da apow < pow,
liegt C im Halbraum {z € R"*! |z ow < c}.

Wir werden nun beweisen, daft w weder raum- noch lichtartig sein kann.

Fiir einen raumartigen Vektor w lige C in {x € R""!|z o w < 0}. Da dies, wie oben gezeigt,
unmoglich ist, kann w nicht raumartig sein.

Nehmen wir nun an, dal w lichtartig ist. Da p o w < 0, kann w nicht in L~ liegen (vergl. Satz
1.1.2). Zudem kann w nicht ein skalares Vielfaches eines Elementes z aus B sein, da zow < ¢ < 0.
Somit gibt es gemé&fi Lemma 4.3.3 eine Folge (vy;) aus I, so daff lim;_, o, v;(w) = 0. Es ist

7 H(p) o w = p o y;(w).

Der linke Ausdruck ist fiir alle j kleinergleich ¢, denn C' ist I'-invariant. Der rechte Ausdruck
konvergiert fiir j — oo gegen 0. Da dies ein Widerspruch ist, war die Annahme, daff w lichtartig
ist, falsch.

Folglich kann w nur zeitartig sein. Da p o w < 0, mufl w positiv zeitartig sein. Durch Multi-
plikation mit einem positiven Skalar kénnen wir wie behauptet w aus H™ und ¢ < 0 erreichen.

[ )

Lemma 4.3.7 Die Abbildung von der Menge der raumartigen Stiitzebenen an C in die Menge H™,
die gemdf Lemma 4.3.6 jeder Stiitzebene ihren Normalenvektor w zuordnet, ist bijektiv.

Beweis: Zum Beweis der Injektivitit gehen wir von zwei Stiitzebenen
Wi={zeR" M zow=c},c1 <c2<0,weH"
aus. Da nach Lemma 4.3.6 die Menge C fiir i = 1,2 in den Halbriumen
{z e R |z ow < ¢}

enthalten ist, und jede Stiitzebene die Menge C beriihrt, folgt ¢; = c2, also W1 = Ws.
Zum Beweis der Surjektivitit definieren wir fiir w aus H™ die Ebenenschar

E(¢)={reR"zow=c}, c<0.
C liegt dann in {z € R""!|z o w < 0}, da LT in diesem Halbraum liegt. Die Menge

{c < 0|E(c)N B # 0}
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ist somit nicht leer. Wir werden zeigen, daf sie ihr Supremum ¢y annimmt. Dann ist E(cg) eine
Stiitzebene an C, deren Normalenvektor w ist.
Sei A eine positive Lorentz-Transformation, die w auf e,; abbildet. Fiir jedes € > 0 ist die
Menge
{reR"™ e <zoen <O}N (LT U{0})

kompakt. Thr Urbild unter A,
{reR"™ e <zow<0}N(LTU{0}),

ist somit auch kompakt. Da B diskret und abgeschlossen ist, ist der Schnitt von B und dieser
Menge eine endliche Menge {z1,..., 2, }. Es ist ¢g das Supremum von {z; ow, ..., 2. o w}. &

Lemma 4.3.8 Fir eine raumartige Stitzebene W an C ist W N C' die konvexe Hiille von endlich
vielen Punkten aus B.

Beweis: Nach Lemma 4.3.6 gibt es w aus H™ und ¢ < 0, so dafs
W={zeR|zow=c}.

Fiir ¢ > 0 sei _
Re)={zeR" M c—e<zow<c}NLt.

Aus dem Beweis von Lemma 4.3.7 folgt, daf es ein g9 > 0 gibt, so daf
R(eo)NB=WNB.

Die Menge .
V={zeR" zow<c—eg}nLt

ist abgeschlossen und konvex. Es ist VN B = B — (W N B). Bezeichne o die konvexe Hiille der
endlich vielen Punkte von W N B. Wir bilden nun die abgeschlossene konvexe Hiille H von V und
o.Da C in H liegt, und HNW = ¢ ist, liegt C N W in o. Nach Definition liegt auch ¢ in CNW,
alsoist CNW =o. [ ]

Lemma 4.3.9 Zu jedem Punkt zo € 0C nL+ 9ibt es eine Stitzebene, die (n+1) affin unabhdangige
Punkte aus B enthdlt.

Beweis: Sei W eine Stiitzebene an C' am Punkt z aus 8C N L*. Liegen nicht (n + 1) affin
unabhingige Punkte aus B in W, so werden wir sukzessive W verdndern, bis wir eine Stiitzebene
erhalten, die solche Punkte enthilt.

Wir nehmen fiir das Folgende an, da W N B in einem (n — 1)-dimensionalen affinen Teilraum
A liegt. Man wiahle sich eine Rotationsrichtung von W um die Achse A. Mit S bezeichnen wir
nun die Menge aller Rotationswinkel o, so daf fiir eine (euklidische) Rotation um a, die W in W,
iberfithrt, WNB = W,NB ist. Da C nicht in dem (n—1)-dimensionalen Teilraum A enthalten sein
kann, gibt es einen Winkel «q, 0 < ag < 7, der nicht in S liegt. Somit gibt es ein 8 aus dem Intervall
(0,7), so dafs entweder S = [0, ) oder S = [0, 3] ist. Wir {iberlegen uns nun, daf der zweite Fall
nicht eintreten kann. Es gébe dann ndmlich eine Nullfolge €; mit paarweise verschiedenen Gliedern,
so daf fiir die Rotation um den Winkel § + ¢; gilt, dal (W4, N B) — (W N B) mindestens einen
Punkt z; enthdlt. Da W, N W5 = A fiir unterschiedliche Rotationswinkel aus (0, 7) ist, sind die
Punkte x; paarweise verschieden.

In einer Zwischeniiberlegung zeigen wir, daff es ein § > 0 gibt, so daf alle Wg4., mit &; < §
raumartig sind. Dies folgt daraus, daf die Rotation eine stetige Abbildung vom Intervall (0, 7) nach
R+ ist, und somit die (lorentzschen) Normalenvektoren der Wa, ., gegen den Normalenvektor
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von Wg konvergieren. Da dieser aber zeitartig ist, sind ab einem Index 4y an die Normalenvektoren
der Wy, auch zeitartig.

Damit kénnen wir folgern, daf die z; dem Kompaktum Wz N L beliebig nahe kommen. Da
aber B eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge des R**! ist, erhalten wir einen Widerspruch.

Wir haben gezeigt, dafi nur der erste Fall eintreten kann, und folglich ist Wy eine Stiitzebene
an 2, so dafl der von Wz N B aufgespannte affine Teilraum eine grofiere Dimension besitzt als der
von W N B aufgespannte affine Teilraum. Man erhélt durch diese Uberlegungen nach endlich vielen
Schritten eine Stiitzebene W, die (n + 1) affin unabhingige Punkte aus B enthalt. [

Lemma 4.3.10 Die Menge der Seiten von 0C' ist in L+ lokal-endlich.

Beweis: Wir werden mehrfach zu Teilfolgen iibergehen, ohne die Indizierung einer Folge zu &n-
dern. Sei K eine kompakte Teilmenge des Innern des Lichtkegels und Fi, Fy,... eine Folge von
n-dimensionalen Seiten von JC, die jeweils K treffen. Wir werden durch einen direkten Beweis
zeigen, daf die Elemente dieser Folge nicht paarweise verschieden sein kénnen.

Fiir alle ¢ aus N wihlen wir z; aus 1%', N K, unter der einzigen Bedingung, dafl ndmlich z; = z;,
falls F; = F;. Die Seite F; spannt einen n-dimensionalen affinen Teilraum A; des R**! auf. Es gibt
einen eindeutigen Vektor p; aus R**!, so daf§

Ai=z;+(p)", pi-2; <Ound p; - p; = 1.

Da die euklidische Einheitssphiire im R™*! kompakt ist, kann man zu einer konvergenten Teilfolge

der (p;) tibergehen, lim; ,., p; = p. Da zudem K kompakt ist, konvergiert fiir eine nochmalige

Teilfolge auch (z;). Da OC abgeschlossen ist, und K in L+ liegt, ist T = lim;_, oo ; enthalten in

dC N L*. A bezeichne nun den affinen Raum (Z + (p)1), und A; den affinen Raum (z; + (p;)*).
Wir zeigen nun, daff A eine Stiitzebene an C' am Punkt 7 ist. Fiir alle 4 ist

Ai = {yeR"(y—x;)-pi=0}
= {yeR"|y -p;i ==z p}.

Sei nun
Af ={y e Ry - p; < i pi}-

Da z; - p; < 0, liegt der Ursprung in keinem der A;L, und deshalb liegt C in jedem der Aj (und
nicht in den jeweils anderen Halbriumen).
Sei
At ={yeR™"|y.-p<7-p}

Dann ist B enthalten in AT, denn wiire z-p > Z - p fiir ein z aus B, so gibe es wegen T = lim;_, o, T;
und p = lim;_,, p; ein ig, so dafs z-p; > x; - p; fiir alle i > 4. Es ist aber B C A;“ fiir alle 4. Dieser
Widerspruch zeigt, daft A eine Stiitzebene an C ist.

(A; N L") ist eine Folge von Ellipsoiden (Bilder einer euklidischen S™ unter einer positiven
Lorentz-Transformation), die sich immer mehr dem Ellipsoid AN Lt n&hern. Folglich gibt es einen
Index ig, so daR A;N L+ C Us(AN L) fiir alle i > ig ist. Da die §-Umgebung Us(AN L") kompakt
ist, enthélt diese Menge nur endlich viele Punkte aus B. Da fiir jedes i das Ellipsoid 4; N L+
ebenfalls nur endlich viele Punkte aus B enthilt, und zudem

UR FiNLY C (U2 A)NL*
= UM A;NLYUTs(ANLT)
ist, liegen in U2, F; N Lt nur endlich viele Punkte aus B. Ab einem Index an miissen die F;

somit identisch sein. In der urspriinglichen Folge der F; konnen also nicht alle Elemente paarweise
verschieden gewesen sein. Somit gibt es nur endlich viele F;, die K treffen. &
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Definition: Sei D™ als Teilmenge von R" x {1} aufgefafit (vergl. Bemerkung S. 18). Die radiale
Projektion von 8C nach D" wird als euklidische Zerlegung von D™ beziiglich T bezeichnet. Sind
die bei der Konstruktion von C' benutzten uniformen Horoballe derart gew#hlt, daf sie in B™ /T’
alle das gleiche Volumen besitzen, so heifit die Zerlegung kanonisch.

Bemerkung: Betrachten wir die Situation von zwei verschiedenen Zuordnungen von Volumina zu
den Spitzen. Sei 0 < 8 < 1. Die zweite Zuordnung gehe aus der ersten hervor, indem jedes Volumen
der ersten Zuordnung mit § multipliziert wird. Durch die erste Zuordnung entstehe die Reprisen-
tantenmenge B in LT, durch die zweite Zuordnung entstehe Bs. Aus Satz 3.3.8 und Lemma 3.3.3
folgt, dak B> aus By hervorgeht, indem jedes Element aus By mit dem Skalar "~y/3~! multipliziert
wird. B; und Bs bestimmen somit identische euklidische Zerlegungen von D". Insbesondere ist die
kanonische Zerlegung wohldefiniert.

In Lemma 4.4.2 werden wir zeigen, dafs I" frei auf der euklidischen Zerlegung von D" ope-
riert. Somit wird eine Zerlegung von D™ /T induziert, die wir ebenfalls als euklidische Zerlegung
bezeichnen.

Lemma 4.3.11 FEine euklidische Zerlegung von D™ ist lokal-endlich.

Beweis: Sei p : 8C — D" die Projektion des Randes der konvexen Hiille C' auf D", gegeben durch

T Ty
P(T1, .oy Ty Tp1) = yeens ,1).
Tn41 Tnt1

Sei K C D" eine kompakte Menge. Da p(B) eine dichte Teilmenge von D™ ist, gibt es vy,..., vy
aus B, so daf K in der konvexen Hiille der Punkte p(v1),...,p(vr) aus 0D™ liegt. Es ist

K' ={zeR""|F3a>0:az € K}U{0}

eine abgeschlossene Menge. Es gilt:

p N (K) = K'nocC
= K'ndCn{zeR" |z <71},
wobei r das Maximum der (n + 1)-ten Komponenten von vy, ..., vy ist. Somit ist p~*(K) abge-
schlossen und beschrinkt, also kompakt, und trifft nach Lemma 4.3.10 nur endlich viele Seiten von
C. Deshalb trifft K nur endlich viele Seiten der Zerlegung von D™. &

4.4 Operationen auf der euklidischen Zerlegung

Im folgenden bezeichnen wir ein i-dimensionales ideales konvexes Polyeder auch als i-dimensionale
Zelle.

Lemma 4.4.1 Sei o ein konvezes ideales Polyeder in B™, das die konvexe Hiille seiner endlich
vielen idealen Ecken ist. Wird o durch eine nicht-elliptische Isometrie auf sich abgebildet, so ist
diese Isometrie hyperbolisch und o ihre Fizgerade.

Beweis: Eine Isometrie 7 von B, die ¢ auf sich abbildet, permutiert die Ecken. Eine Potenz n’
von 7 induziert folglich die Identitdt auf den Ecken. Hat die von o aufgespannte hyperbolische
Ebene E eine Dimension gréfer als 1, so ist nach Satz 1.4.4 die Einschrinkung von ' auf E die
Identitdt. Da nur elliptische Isometrien eine endliche Ordnung haben kénnen, wére dann auch 75
die Identitdt auf E. Wir haben aber in der Voraussetzung elliptische Isometrien ausgeschlossen.
Somit kann F nur die Dimension 1 besitzen, ist also eine Gerade. Da eine parabolische Isometrie
keine Geraden festhilt, mufl 5 hyperbolisch sein, und ¢ ist ihre Fixgerade. &
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Lemma 4.4.2 T operiert fir 1 < i < n frei auf den i-dimensionalen Zellen einer euklidischen
Zerlegung von D™.

Beweis: In H™ induziert eine Isometrie v aus I' eine Bijektion von B, da v die Elemente eines
I'-Orbits von B nur permutiert. Die konvexe Hiille von B wird deshalb von « bijektiv auf sich
abgebildet. Als lineare Abbildung mufs v eine Seiten von C bijektiv linear auf eine Seite von C
abbilden. Somit operiert I' auf der euklidischen Zerlegung. Diese Operation ist nach Lemma 4.4.1
sogar frei, da die idealen Ecken der Zellen der Zerlegung parabolische Fixpunkte sind, und man wie
iiblich schliefsen kann, daff eine parabolische und eine hyperbolische Isometrie in einer diskreten
Gruppe keinen gemeinsamen Fixpunkt haben kénnen. &

Lemma 4.4.3 Bei der Operation von I auf einer euklidischen Zerlegung von D™ gibt es nur
endliche viele I'-Orbits von i-dimensionalen Zellen, 1 < i < n.

Beweis: Bezeichne K das Komplement des Inneren der Spitzen in D" /T'. Bezeichne 7 : D"
D™ /T die Uberlagerung. Wie im Anfang des Beweises von Lemma 4.3.3 beschrieben, gibt es eine
kompakte Menge U = U,(z) in D", so dak K C w(U). Da die Zerlegung von D™ nach Lemma
4.3.11 lokal endlich ist, kann U nur endlich viele Zellen treffen.

Wir beobachten, daff eine Zelle ¢ nicht ganz in einem Horoball enthalten sein kann, da sie
mindestens zwei ideale Ecken besitzt. Thr Bild 7(c) ist somit nicht ganz in der Menge der Spitzen
enthalten, d.h. 7(o) N K # . Somit ist o T-dquivalent zu einer Zelle, die U trifft. &

Bemerkung: Lemma 4.4.3 ist in der Dimension n = 2 unmittelbar einsichtig, da ein ideales k-Eck
die Fliche (k — 2)7 besitzt. Wenn die Fliche D?/T ein endliches FlichenmaR besitzt, kann es nur
endlich viele ideale Polygone in der Zerlegung geben, die paarweise nicht I'-dquivalent sind. Doch
schon in der Dimension n = 3 gibt es ideale Simplexe mit beliebig kleinem Volumen, so daf dieses
Argument nicht greift.

Operation von N(I') auf der kanonischen Zerlegung

Betrachten wir I' als Untergruppe der Isometrien von D™, so bezeichnen wir mit N(I') den Nor-
malisator von I' in der Gruppe der Isometrie von D™. Entsprechend ist N(T") erkldrt, wenn wir T
als Untergruppe der Isometrien von z.B. H™ ansehen.

Lemma 4.4.4 Der Normalisator N(T') von T operiert fir 1 < i <mn frei auf den i-dimensionalen
Zellen der kanonischen Zerlegung von D™.

Beweis: Die kanonische Zerlegung sei aus der Konstruktion mit Hilfe von B C L' hervorgegangen.
n aus N(T') induziert eine Bijektion der parabolischen Fixpunkte von T', denn ist z aus 0D"
Fixpunkt der parabolischen Isometrie v aus T, so ist 5(z) Fixpunkt der parabolischen Isometrie
nyn~! € T. Ist b ein uniformer Horoball mit Basispunkt z, so ist 7(b) ein uniformer Horoball zum
parabolischen Fixpunkt 7(z). Da 7 eine Isometrie auf D™ /T induziert, sind die Volumina von b und
n(b) in D™ /T gleich. Da nach Satz 3.3.8 zu einem vorgegebenen Volumen hochstens ein Horoball
mit Basispunkt 7j(z) existiert, ist 1(b) der uniforme Horoball zum Basispunkt n(z).

Somit permutiert 1 die Menge B, und folglich wird die abgeschlossene konvexe Hiille von B
durch 7 auf sich abgebildet. Der Beweis kann nun wie der Beweis von Lemma 4.4.2 weitergefiihrt
werden. &
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4.5 Berechnung der Isometriegruppe von D" /T

Seien o1, ...,0, Reprisentanten der I'-Orbits von n-Zellen der euklidischen Zerlegung. Ist 1 eine
Seite von o, so gibt es (aufer ) unter den (n — 1)-dimensionalen Seiten von o4, ..., 0 genau eine
Seite ', die I-dquivalent zu 7 ist. Es gibt somit ein 7, aus I', so daf§ v, (n) = n'. Ist n > 3,
50 ist 7y, durch die Abbildung auf den idealen Ecken von 7 bis auf eine Spiegelung an der von
n aufgespnnten Hyperebene festgelegt. Folglich bestimmen dann o4, ...,0 und die Kenntnis, wie
sich die Abbildungen ~,,, auf den Ecken verhalten, die Mannigfaltigkeit D" /T

In der Dimension n = 2 ist dies nicht richtig, da die Isometrie ~,,y nur bis auf eine Translation
entlang der Kante 1’ und der Spiegelung an 7’ bestimmt ist.

Von nun an setzen wir voraus, daf die euklidische Zerlegung kanonisch ist. Ein Element 7 des
Normalisators N(I') bildet den Orbit I'o; auf einen anderen Orbit I'o,(;) ab, fiir i = 1,...,k und
eine Permutation 7. Die Isometrie 7 induziert eine ,kombinatorische Abbildung”* von o; auf o, ;)
fiiri =1,...,k, die durch die Abbildung der idealen Ecken bestimmt ist.

Definition: Ein kombinatorischer Automorphismus p von I'-Reprisentantenzellen o1, ...,0y der
kanonischen Zerlegung von D™ n > 2, ist ein (k + 1)-Tupel

p= (Waplap%---;pk)

bestehend aus einer Permutation 7 der Zahlen 1, ..., k und Abbildungen p;, die die Eckenmenge von
o; bijektiv auf die Eckenmenge von o ;) abbilden. Die Abbildungen p; miissen zwei Bedingungen
erfiillen:

¢ Fiir jedes ¢ gibt es einen pl-Homdomorphismus p; von o; nach o (;), so dak p; die Einschrén-
kung von p; auf die Eckenmenge ist. p; soll zudem die Seiten von o; auf Seiten von o (;
abbilden.

e Sei fy, eine Paarung von (n — 1)-Seiten der Représentanten o1, ...,0%. Die zu n (bzw. n')
gehérenden n-Zellen heifien o; (bzw. o;). Nach der ersten Bedingung sind ¢ = p;(n) und
¢" = pj(n') (n—1)-Seiten von o,(;y und o, (;). Die zweite Bedingung ist nun, daf ¢ und ¢’ in
der kanonischen Zerlegung durch eine Isometrie f¢c gepaart werden, wobei fiir alle Ecken e
von 7 gelten soll, daf

feerpi(e) = pj fouy (€)-

Ein kombinatorischer Automorphismus heifit strikt, wenn man fiir alle Abbildungen g;, 1 <1 <k,
Einschrédnkungen von Isometrien von D™ wihlen kann.

Bei einem kombinatorischen Automorphismus kénnen gy, . .., pr derart gewéhlt werden, dafs sie
vertriglich mit den Seitenpaarungen sind. Man muft dabei die p; sukzessive auf den r-Geriisten,
0 < r <, definieren. p bestimmt deshalb eine Autohoméomorphismus von D™/T". Durch sukzes-
sives Anwenden des Alexander-Tricks kann man zeigen, daff dieser Autohoméomorphismus bis auf
Isotopie in D™ /T eindeutig ist.

Die Menge der kombinatorischen Automorphismen bildet beziiglich der Hintereinanderausfiih-
rung eine Gruppe.

Beispiel: Der Achterknoten ist der in Abbildung 4.3 dargestellte Knoten mit vier Uberkreuzungen.
Die kanonische Zerlegung des Komplements des Achterknotens in der 3-Sphére erhilt man durch
das Verkleben von zwei reguldren idealen 3-Simplexen o und o' (siehe Abb. 4.4). Wir werden in
Abschnitt 6.6 genauer darauf eingehen.
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Die Seite, die durch die Ecken 1, 2,4 aufgespannt wird, heiffe A. Dies driicken wir durch A =
(1,2,4) aus. Die Beschreibung der Seiten ist

A:<17234>7 B:<27334>7 C:<13374)’ D:<17233>7
Al = <4/72/, 1/>’ B = <2/7 1/,3/)7 O = <3/’ 1/,4/>’ D' = <2/73/74/>‘

Beim Verkleben von A mit A’ werden die idealen Ecken abgebildet durch 1 — 2/,2 +— 1,4 — 4/,
was wir kiirzer darstellen als (1,2,4) — (2',1',4"), wobei auf die Reihenfolge der Ecken in den
Klammern zu achten ist. Die anderen Verklebevorschriften sind:

Brs B':(2,3,4) — (1',2,3"), Cw— C':(1,3,4) — (1',4",3"), D D':(1,2,3) s (2',3',4").

Betrachten wir nun einen kombinatorischen Automorphismus p, der o auf ¢ und o' auf ¢’ abbil-
det. Dann ist p; durch eine Permutation der Zahlen 1,2,3,4 und p2 durch eine Permutation von
1',2',3',4" beschrieben. Probieren wir nun

_(1234) (234
Pr=\9341) "= \yg1o)

Die Seite (1,2,4) geht dabei in (p1(1), p1(2), p1(4)) iiber, also A in D. Die A zugeordnete Seite
A" geht in (p2(2'), p2(1"), p2(4")) iiber, das ist D’'. Wichtig ist dabei, daf die Zuordnung der Ecken
erhalten bleibt: (p1(1), p1(2), p1(4)) = {p2(2'), p2(1'), p2(4')), also (2, 3,1) — (3',4',2'). Dies ist die
obige Zuordnung von D zu D'.

Es konnen zwei Hindernisse auftreten: Zum einen kann es vorkommen, daf die Seiten (u,v,w)
und {z,y, z) identifiziert werden, jedoch nicht (p;(u), p1(v), p1(w)) und {p=(x), p2(y), p2(z)). Und
selbst wenn diese Seiten identifiziert werden, so kann doch die Reihenfolge der Ecken falsch sein,
was wir in unserem Beispiel an p; (C') und p(C") erkennen. Dies sind zwar die Seiten (2,4,1) und
(4',2',1"), also A und A’, jedoch wird beim Verkleben z.B. nicht 2 auf 4’ geklebt. Der Kandidat p
ist somit kein kombinatorischer Automorphismus.

Ein kombinatorischer Automorphismus p bildet entweder ¢ auf ¢ und o' auf ¢’ ab, oder er
vertauscht o und ¢'. Man iiberlegt sich leicht, daf es hdchstens zweimal 4! kombinatorische Auto-
morphismen geben kann, und in der Tat sind 8 dieser 48 Kandidaten vertraglich mit der Seiten-
identifikation. Sie bilden eine Diedergruppe, die von

(1234 _(reyay o (1234) (1234
M= \2413) " \3aay T \reye )T 1234
erzeugt wird. Wer dies nachpriifen mochte, der wird bald bemerken, daf ein Computer fiir diese
Rechnungen geeignet ist.

Lemma 4.5.1 Fir n > 2 ist die Gruppe der Isometrien einer nicht-kompakten hyperbolischen
n-Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen endlich.

Beweis: Nach Lemma 4.4.4 operiert N(I") auf der kanonischen Zerlegung von D" /T". Jedes Element
aus N(I') induziert einen strikten kombinatorischen Automorphismus der kanonischen Zerlegung
der hyperbolischen Mannigfaltigkeit. Unterscheiden sich zwei Isometrien aus N(I') nur durch die
Komposition mit einem Element aus I', so induzieren sie auf I'-Représentanten der n-Zellen der
kanonischen Zerlegung den gleichen strikten kombinatorischen Automorphismus. Es gibt somit eine
injektive Abbildung von N(T")/T in die Gruppe der strikten kombinatorischen Automorphismen
von I'-Reprisentanten von n-Zellen der kanonischen Zerlegung. Da es aber insgesamt nur endlich
viele kombinatorische Automorphismen zu einer Zerlegung gibt, ist N(I')/T" endlich. &
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AP\

Abbildung 4.3. Abbildung 4.4. Abbildung 4.5.

Jedes Element aus N(T') induziert einen strikten kombinatorischen Automorphismus. Doch
wird jeder strikte kombinatorische Automorphismus von einem Element von N(I') erzeugt? Die
Antwort lautet ’ja’ fiir n > 3.

Lemma 4.5.2 Sei n > 3. Jeder strikte kombinatorische Automorphismus der n-dimensionalen
Reprasentantenzellen der kanonischen Zerlegung von D™ beziiglich T' wird von einer Isometrie aus
N(T) induziert.

Beweis: Sei w = (m,w1,...,w;) ein strikter kombinatorischer Automorphismus zu I'-Représen-
tanten o1,...,0, von n-Zellen der kanonischen Zerlegung von D™. Die @; sind Einschrankun-
gen eindeutiger Isometrien, die wir ebenfalls mit &; bezeichnen. Sei f,,  eine Seitenpaarung von
(n —1)-Seiten n C o; und ' C 0;, n # n', jedoch moglicherweise ¢ = j. Dann ist die Abbildung
g =@ fay@;" eine Isometrie, die £ = &;(n) auf £ = &;(n') abbildet (s. Abb. 4.5).

g und die Paarungsabbildung f¢¢ stimmen auf den Ecken von £ iiberein. Man erinnere sich nun,
daff wir n > 2 vorausgesetzt haben. Somit sind g und f¢¢ bis auf eine Spiegelung identisch. Folglich
induzieren die mit den Seitenidentifikationen vertréglichen Isometrien &1, ..., & eine Autohomdo-
morphismus ¢ von D"/T'. Sei ¢ eine Liftung von ¢ nach D™. zﬁ 148t die kanonische Zerlegung
invariant.

Bezeichne ¢ : D* — D" /T die Uberlagerung. Die Einschrinkung von &; auf das Innere &; von
o; ist eine Hochhebung der Einschridnkung von ¢ auf ¢(&;). Es gibt somit ein +; aus T', so daf @;
und ;¢ auf §; iibereinstimmen. Aus Stetigkeitsgriinden stimmen @; und ;¢ auf o; iiberein. Da
w; und 7; Isometrien von D" sind, ist die Einschrdnkung von ¥ auf ¢; eine Isometrie in D™. Somit
ist fiir alle v aus I' die Einschrinkung von ¢ auf v(o;) eine Isometrie.

Wir haben bis jetzt gezeigt, daR die Einschrinkung von ¢ auf jede n-Zelle der kanonischen
Zerlegung von D™ eine Isometrie ist.

Seien o und ¢’ n-Zellen der kanonischen Zerlegung mit einer gemeinsamen (n — 1)-Seite 7. Die
Einschriankung von ¢ auf ¢ (bzw. ¢') stimmt mit einer eindeutigen Isometrie f (bzw. f') von D™
{iberein. Die Isometrie f’'f~! hilt die von n aufgespannte Hyperebene (n) punktweise fest. Somit
ist f'f~! entweder die Identitiit oder die Spiegelung an (n). Da 1) aber injektiv ist, muff f'f ' die
Identitét sein. Somit stimmen f und ¢ auf o U ¢’ iiberein.

Fiir das Folgende wollen wir ¢ fest wéhlen. Die kanonische Zerlegung ist stark zusammenhé&n-
gend, d.h. zu jeder n-Zelle ( der Zerlegung gibt es eine Folge von n-Zellen

o="{C0,C,---,C(n-1,Cn =,

so daf ¢;—1 und (; eine gemeinsame (n — 1)-Seite besitzen, i = 1,...,n. Man kann mit der obigen
Uberlegung sukzessive zeigen, daf 1 und f auf 0 U(; U...U (, iibereinstimmen. Somit stimmen
v und f auf ganz D™ iiberein. &
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Satz 4.5.3 Sei n > 3. Fir eine nicht-kompakte hyperbolische n-Mannigfaltigkeit mit endlichem
Volumen ist die Gruppe der strikten kombinatorischen Automorphismen der kanonischen Zerlegung
isomorph zur Gruppe der Isometrien von M.

Beweis: Im Beweis von Lemma 4.5.1 haben wir gezeigt, daf es eine natiirliche Injektion von
N(T)/T in die Gruppe der strikten kombinatorischen Automorphismen der kanonischen Zerlegung
gibt. Lemma 4.5.2 besagt, daff dieser Homomorphismus surjektiv ist. Mit Satz 2.2.5 folgt die
Behauptung. s

Durch ein Resultat aus [Riv94] ist in Dimensionen n > 3 ein konvexes ideales Polyeder mit
endlich vielen Ecken durch seinen kombinatorischen Typ und die Kenntnis der Kanteninnenwinkel
in allen i-dimensionalen Seiten, 3 < 7 < n, bis auf Isometrie bestimmt. Dabei entspricht der kombi-
natorische Typ des Polyeders der Kenntnis, welche Ecken des Polyeders welche Seiten aufspannen.
Dies war ein lange ungelostes Problem. In der Dimension n = 2 gibt es z.B. ideale Vierecke, die
nicht isometrisch sind.

Man kann mit Rivins Ergebnis leicht entscheiden, ob ein kombinatorischer Automorphismus
strikt ist, indem man na&mlich alle entsprechenden Innenwinkel vergleicht. Kennt man die kanoni-
sche Zerlegung einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, so kann man in endlich
vielen Schritten die Gruppe der Isometrien berechnen.

Im Rest dieses Unterabschnitts untersuchen wir die folgende Vereinfachung bei der Berechnung
der Gruppe der Isometrien, die vom Computerprogramm SnapPea benutzt wird. Ein Beweis der
Vermutung ist mir aber nicht bekannt.

Vermutung 4.5.4 Jeder kombinatorische Automorphismus einer kanonischen Zerlegung ist strikt.

Sei A\ ein kombinatorischer Automorphismus zu einer kanonischen Zerlegung von M = D"/T.
Wie wir nach der Definition eines kombinatorischen Automorphismus bemerkt haben, bestimmt
X einen Autohomdomorphismus X' von M. Sei A eine Hochhebung von A nach D™. Dies ist ein
Autohomoéomorphismus von D™, der die kanonische Zerlegung respektiert. Bezeichne F' die Menge
der parabolischen Fixpunkte von T, d.h. die idealen Ecken der Zerlegung. Dann ist ) eine Bijektion®
auf D™ U F. Der Satz von Mostow besagt, daf A’ homotop zu einer Isometrie 3 von M ist. Sei
H : M x I - M die Homotopie. Eine geeignete Hochhebung H nach D™ ist eine Homotopie von
X zu einer Isometrie 3 von D™.

Vermutung 4.5.5 B und X stimmen auf F' iberein.

Sei o ein ideales konvexes n-dimensionales Polyeder der euklidischen Zerlegung, das die konvexe
Hiille seiner Ecken P, ..., P, aus 9D™ ist. Aus B(P;) = A(F;), i =1,...,r, folgt B(c) = A(0), d.h.
der kombinatorische Automorphismus A ist strikt. Somit folgt aus Vermutung 4.5.5 die Vermutung
4.5.4.

Vermutung 4.5.6 Man kann X' derart wéhlen, dafs sich A stetig auf D™ fortsetzen lafit. Zudem
laft sich bei geeigneter Wahl von H die Homotopie H stetig auf D™ x I fortsetzen. Dabei ist H(x,I)
eine konstante Abbildung fir x aus OD™.

Vermutung 4.5.7 M habe k Spitzen. Fir 1 <i < k lassen sich Spitzen s; und s} so wihlen, daf8
H(si xI)Cs;.

IICl;l konnte nicht nachweisen, daf§ X auf D" U F beziiglich der Unterraumtopologie von R™ stetig ist. Aber selbst
wenn A auf D™ U F stetig sein sollte, so folgt aus F' = dD™ noch nicht, daf sich A stetig auf D™ fortsetzen liefie.
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Sowohl Vermutung 4.5.6 als auch Vermutung 4.5.7 implizieren Vermutung 4.5.5. Wir werden nun
einen Hinweis geben, daff Vermutung 4.5.6 richtig sein konnte (siehe z.B. §11.6 in [Rat94]). Sei M
eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen und f ein differenzierbarer
Autohomdomorphismus von M. Dann lift sich eine Hochhebung f von f nach D™ stetig auf D"
fortsetzen. Zudem existiert eine Homotopie H von D", die eine Homotopie zwischen f und einer
Isometrie von M induziert, so daR sich H stetig auf D™ x I fortsetzen liRt. Fiir 2 aus D™ ist die
Abbildung H(z,I) konstant.

4.6 Ideale Triangulationen
Das Problem

Man ist oft an einer Zerlegung einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit M in ideale Simplexe in-
teressiert, da ideale Simplexe leicht zu parametrisieren sind. Eine solche Zerlegung wird ideale
Triangulation genannt, obwohl Punkte aus dem Rand eines idealen Simplexes durch die Quotien-
tenabbildung nach M identifiziert werden koénnen. In einigen Artikeln und Biichern ist behauptet
worden, dafs aus einer euklidische Zerlegung unmittelbar eine Zerlegung in ideale Simplexe ersicht-
lich ist (siehe z.B. Theorem E.5.9 von [BP92]). Dies ist jedoch nicht offensichtlich; zumindest hat
noch niemand einen Beweis fiir diese Behauptung gegeben. Trotzdem gibt es fiir einige Spezial-
fille Losungen. Wir werden nun einige Methoden darstellen, wie eine euklidische Zerlegung unter
gewissen Bedingungen zu einer idealen Triangulation fiihren kann. Dabei werden wir bis auf den
letzten Unterabschnitt nur die Dimension n = 3 betrachten.

Triangulation der Rinder der 3-Zellen

Fiir eine zweidimensionale Seite 7 einer 3-Zelle der euklidischen Zerlegung wihle man eine beliebige
simpliziale Unterteilung, ohne neue Ecken einzufiihren. Es gibt genau eine andere Seite 7' der
Polyeder, die mit 7 durch eine Isometrie identifiziert wird. Somit induziert eine Zerlegung von 7
auch eine Zerlegung von 7.

Man erhalt so sukzessive eine Triangulation der Rander der 3-Zellen, da fiir zwei 2-dimensionale
Seiten o2 und o2 einer Zelle o2 gilt, daR die induzierte Triangulation auf o N o2 iibereinstimmt,
da diese Schnittmenge hochstens eine Kante sein kann. In Dimensionen n > 4 hitte man hier
ein zusétzliches Problem, da ndmlich die Triangulationen der Seiten auf den Schnittmengen im
allgemeinen nicht tibereinstimmen. Aber auch in der Dimension n = 3 bekommen wir nun ein
Problem, denn die von einigen Autoren angfiihrten Triangulationen der Zellen, die durch die Tri-
angulationen der Rénder bestimmt sein sollen, miissen nicht immer existieren. Ein Beispiel ist die
in Abbildung 4.6 gezeigte Triangulation des Randes von o2 x [0,1]. Man erkennt sehr leicht, daf
es keine Triangulation von o2 x [0, 1] gibt, die diese Triangulation des Randes induziert.

]

Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.7.

Abbildung 4.9. Abbildung 4.10.

Ein Spezialfall, in dem diese Vorgehensweise zum Erfolg fiihrt, ist die Existenz einer Ecke in
jeder der 3-Zellen, die nur mit Seiten inzident ist, die Dreiecke sind. Dann liefert namlich eine Kegel-
bildung beziiglich dieser Ecke eine Triangulation der gesamten Zelle. Genau dies ist die Grundidee
von [WYY96].

In den nichsten beiden Unterabschnitten betrachten wir Moglichkeiten, wie sich die Trian-
gulationen der Rénder der 3-Zellen unter gewissen Einschrinkungen auf die 3-Zellen fortsetzen
lassen.

Entartete Simplexe zulassen

Wir mo6chten die zwei Prismen aus Abbildung 4.7 miteinander verkleben. Die Identifikation, die
durch (z — 2') fiir z = 1,2, 3 bestimmt ist, 1Rt sich im R® ausfiihren. Dieses Verkleben ist aber
nicht mit den Zerlegungen vertréglich.

Betrachten wir nun die Deformation des linken 3-Simplexes aus Abbildung 4.8, bei der die
eingezeichnete Hohe auf einen Punkt zusammengezogen wird. Es ist ersichtlich, dafi das rechte
Simplex entartet genannt wird, da seine Eckpunkt in einer Ebene liegen. Diesem entarteten Simplex
& werden noch immer vier Randseiten zugesprochen, obwohl die oberen drei Seiten und die untere
Dreiecksseite die gleiche Punktmenge bilden.

Kleben wir nun dieses entartete Simplex mit seiner Unterseite auf die Unterseite des linken
Prismas aus Abbildung 4.7 und die 3 Dreiecke der oberen Seite von ¢ auf die untere Seite des
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e

Abbildung 4.11. Abbildung 4.12.

rechten Prismas, so haben wir die Prismen vertriglich beziiglich der Triangulationen verklebt.

Die Bilder in Abbildung 4.9 legen nahe, wie die Prismen in Abbildung 4.10 durch das Einfiigen
eines entarteten Simplexes vertriglich verklebt werden kénnen, wobei z auf ' geht fiir z = 1,2, 3,4.

Ist nun eine 3-Mannigfaltigkeit durch das Verkleben konvexer Polyedern gegeben, so trianguliere
man jedes Polyeder in beliebiger Weise, allerdings ohne neue Ecken einzufiihren. Dies ist mdglich,
man vergleiche [RS72] Proposition 2.9. Das Verkleben wird im allgemeinen nicht vertréglich mit
den Triangulationen der zweidimensionalen Seiten sein, jedoch zeigt Satz 4.6.1 in Verbindung mit
den obigen Betrachtungen {iber das Einfiigen entarteter Simplexe, daff wir immer eine entartete
Triangulation erhalten kénnen.

Wir beschrinken uns im folgenden nicht nur auf solche k-Ecke, die im projektiven Modell
ein ideales hyperbolisches k-Eck beschreiben, sondern betrachten beliebige konvexe euklidische
Polygone. Man bestéatigt sofort, daf zwei Dreiecke aus der Triangulation eines konvexen Polygons,
die eine gemeinsame Kante besitzen, ein konvexes Viereck bilden. Wir kénnen somit definieren:

Definition: Eine elementare Transformation einer Triangulation eines euklidischen konvexen Po-
lygons ist die Ersetzung von zwei Dreiecken o; und o9 mit einer gemeinsamen Kante durch zwei
Dreiecke ¢} und o}, so dal o1 Uos = o1 U o} gilt, und zudem o1 N o2 und of N o} verschieden
Diagonalen dieses Vierecks sind (vergl. Abb. 4.11).

Man beachte die Ahnlichkeit einer elementaren Transformation mit einem (2,2)-Prozef aus Ab-
schnitt 6.5.

Satz 4.6.1 Je zwei Triangulationen eines euklidischen konveren Polygons gehen durch eine Folge
von elementaren Transformationen ineinander iber.

Beweis: Wir werden den Satz durch Induktion nach der Anzahl der Ecken des Polygons beweisen.
Mit T} und T, bezeichnen wir die beiden gegebenen Triangulationen. Ist das Polygon ein Dreieck,
so ist T; = T». Wir nehmen zum Induktionsschlufs an, daf das Polygon mindestens 4 Ecken besitzt.

In T; gibt es ein Dreieck o, das zwei Kanten enthilt, die im Rand des Polygons liegen.? Die
gemeinsame Ecke dieser beiden Kanten nennen wir e. Die Dreiecke aus T5, die e als Ecke besitzen,
bilden einen Ficher wie in Abbildung 4.12.

Bilden r Dreiecke diesen Fécher, so kann man durch (r — 1) elementare Transformationen Ty so
verindern, daf$ in der entstehenden Triangulation Ty das Dreieck o liegt. Die erste Transformation
ist in Abbildung 4.12 als gestrichelte Linie angedeutet. Entfernt man nun ¢ von dem Polygon, so
kann man induktiv die von T3 und T4 bestimmten Zerlegungen durch elementare Transformationen
ineinander {iiberfiihren. &

2Man beweist induktiv, da® ein Polygon mit mindestens 4 Ecken sogar zwei Dreiecke besitzt, die jeweils zwei im
Rand liegende Kanten besitzen. Fiir unsere Belange reicht die Existenz eines solchen Dreiecks.
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Wenn die Geometrie nicht zahlt

Sieht man von der geometrischen Struktur ab, so kann man die Triangulation des Randes einer Zelle
immer auf die ganze Zelle fortsetzen. Man kann nimlich durch eine ambiente Isotopie im R* eine
Zelle so verdndern, daft ihre Eckpunkte in allgemeiner Lage sind. Man kann sich die Isotopie z.B.
so vorstellen, daft die Kanten, die im Inneren von 2-dimensionalen Seiten liegen, ein bifichen ,nach
aulen“ gezogen werden. Dabei wird auf den Rand der Zelle nach der Isotopie die Triangulation
des Randes der Zelle vor der Isotopie iibertragen. Nun sind alle 2-dimensionalen Seiten der Zelle
Dreiecke, und somit ergibt die Kegelbildung beziiglich einer beliebigen Ecke eine Triangulation der
Zelle.

Veridndern der Volumina der Spitzen

Wir betrachten nun euklidische Zerlegungen beliebiger Dimension n. Die zu einer euklidischen
Zerlegung gehorende Reprasentantenmenge B C LT besitzt endlich viele I-Orbits Tz, ..., T'z,.
Wiéhlt man o; > 1, 1 < ¢ < p, so entsprechen o 21,...,a,%, uniformen Horosphéren zu kleineren
(oder gleichen) Volumina der Spitzen.

Fiir p > 2 konnte man durch ein Allgemeine-Lage-Argument vermuten, daf$ eine geeignete Wahl
der «; zu einer euklidischen Zerlegung fiihrt, die aus idealen Simplexen besteht. Dies ist aber nicht
richtig.

Gegenbeispiele sind solche Mannigfaltigkeiten, fiir die eine eukidische Zerlegung existiert, so daf§
es fiir jeden I'-Orbit I'z; eine n-dimensionale Seite o; in dC gibt, die nur Ecken in T'z; besitzt. Ist
nun a4, . .., o, eine Wahl von Skalaren, und ist (bei geeigneter Numerierung) aq ihr Minimum, so
fithrt 1,0/04,...,ap/0q zur gleichen Zerlegung wie a4, ..., ap. Bezeichne C' die abgeschlossene
konvexe Hiille zu I'z1,T'(a2/01)22, . .., T'(ap/a1)zp. Man erkennt, daf eine Stiitzebene an C, die o1
enthélt, auch eine Stiitzebene an C” ist, die o; enthalt.

Die Existenz solcher Gegenbeispiele in der Dimension n = 3 wurde mir von M. Sakuma mitge-
teilt. Sie treten z.B. bei Komplementen von hyperbolischen Verschlingungen auf.

In [HW92] sind einige hyperbolische Knotenkomplemente aufgefiihrt, deren kanonische Zerle-
gungen nicht nur aus idealen Simplexen bestehen.
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Abbildung 4.13. Abbildung 4.14. Abbildung 4.15.

4.7 Der Schnitt eines Horoballs mit der euklidischen Zerle-
gung

Es ist prinzipiell moéglich, daft ein Horoball X, der bei der Konstruktion einer euklidischen Zerlegung
benutzt wurde, eine Seite der euklidischen Zerlegung trifft, die den Basispunkt von X nicht als
idealen Eckpunkt enthélt (vergl. Abbildungen 4.13 und 4.14).

Unser Hauptergebnis wird sein, daf wir unabhingig von I' und sogar unabhingig von der
Dimension n eine Konstante d finden werden, so dafs ein um d ndher am Basispunkt liegender
Horoball nur Seiten trifft, die z als idealen Eckpunkt enthalten (s. Abb. 4.15).

Fiir einen Vektor v aus Lt definieren wir

Ww) = {zeR"|zov=-1}
Wtw) = {zeR"zov> -1}
W (v) = {zeR"|zov< —1}.

Fiir z aus R"*! und eine Teilmenge M von R"*! setzen wir
e+ M={x+mme M}
Lemma 4.7.1 Firv aus L ist
(v+ILN)NH" =WT*(20)n H".

Beweis: Wir werden (v + (LT U L7)) N H™ = W+(2v) N H" beweisen. Dies ist hinreichend, da
v + L~ das Innere von Lt nicht trifft, also erst recht nicht H™ trifft.

z€ W+ (LTULT)NH"
(z—v)o(z—v)<0Azox=—-1Axzpt1 >0
—1-2z0v<0Azox=—-1AZp41 >0
zo(20) > -1Azox==-1Azpy1 >0
zo(2v) > -1Az € H"

to o

&

Lemma 4.7.2 Ist 29 aus B, so ist W (2z9) N H" eine Teilmenge von C, der abgeschlossenen
konvezen Hiille von B.
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Beweis: Fiir einen Vektor z aus R**! definieren wir (z); = {az|a > 0}. Man sieht leicht, daf
fiir Vektoren a,b und ¢ aus R**! die abgeschlossene konvexe Hiille von b + (a); und c die Menge
¢+ {a)y enthilt.

Nach Lemma 4.3.4 ist fiir jedes z aus B die Menge z + (z)+ in C enthalten. Da zp in C liegt,
ist zg + (z)4 fiir jedes z aus B in C enthalten. Da die vom Ursprung ausgehenden Halbgeraden
durch Punkte aus B dicht in LT liegen, und C abgeschlossen ist, liegt zo + Lt in C. Da C konvex
ist, liegt 2o + L1 in C. Mit Lemma 4.7.1 folgt, daf W (229)t N H™ in C liegt. &

Satz 4.7.3 Sei eine euklidische Zerlegung von D™ gegeben, die zu einer nicht-kompakten hyperbo-
lischen Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen gehért. Die Zerlegung sei aus einer Menge S von
uniformen Horobdllen hervorgegangen. Sei ¥ ein Horoball aus S, sein Basispunkt heiffe Z. Sei ¥’
der Horoball, der beziiglich ¥ um den Abstand In2 ndher am Basispunkt liegt. Dann trifft ¥' nur
solche Zellen der euklidischen Zerlegung, die Z als idealen Eckpunkt besitzen.

Beweis: Seien z bzw. 2’ die Reprisentanten der berandenden Horosphiren von ¥ bzw. ¥/ in Lt.
Nach Lemma 3.3.3 ist 2’ = 2z.

Wir fassen D™ als Teilmenge von R™ x {1} auf (vergl. Bemerkung S. 18). Die vom Ursprung
ausgehende radiale Projektion von D™ nach H" bildet ¥’ auf W*(22) N H™ ab. Sei x ein Punkt
aus Y'. Die vom Ursprung ausgehende Halbgerade durch z trifft 8C und W+ (2z) N H" in jeweils
genau einem Punkt, sagen wir 21 und x,. Nach Lemma 4.7.2 ist x5 in C enthalten. Da x; in 0C
enthalten ist, liegt x; auf der euklidischen Strecke vom Ursprung nach z2. Somit ist z; in dem
Halbraum von W (2z) enthalten, der auch den Ursprung enthilt, und das ist W+ (2z).

Nach Korollar 3.3.5 ist u o z < —2 fiir ein von z verschiedenes Elemente u aus B. Deshalb
liegen alle Elemente von B — {2z} im Inneren von W~ (z/2). Insbesondere liegt B — {z} somit im
Inneren von W~ (22). Da z; (wie oben bemerkt) in W+ (2z) liegt, kann x; nicht in der konvexen
Hiille von endlich vielen Punkten aus B — {z} liegen. Das bedeutet, daf z nur in solchen Seiten
der kanonischen Zerlegung von D" liegen kann, die Z als ideale Ecke besitzen. )



Kapitel 5

Die duale Zerlegung

5.1 Einleitung

In Kapitel 4 haben wir zu einer Wahl von uniformen Horobéllen die euklidische Zerlegung einer hy-
perbolischen Mannigfaltigkeit konstruiert. In diesem Kapitel werden wir den Prozeft untersuchen,
der in [EP88| durch das ,gleichméfiige Anwachsen“ der uniformen Horobélle beschrieben wurde.
Ein &hnlicher Vorgang ist in der euklidischen Ebene wohlbekannt (vergl. Abschnitt 5.5 in [PS85]).
Zu endlich vielen Punkten P, ..., P, der euklidischen Ebene entsteht die Voronoi-Zerlegung, indem
man Kreise um die P; gleichméfig anwachsen 1afst. An Berithrungsstellen hort dieses Anwachsen
auf. Die Zerlegung besteht aus Bereichen Vi, ..., V,, wobei V; die Punkte enthilt, die von P; héch-
stens so weit entfernt sind wie von Pi,..., P;_1, Piy1,...,P. (s. Abb. 5.1). Dieses Konzept werden
wir auf die uniformen Horobélle iibertragen. Wir werden zeigen, daff die entstehende Zerlegung
dual zur euklidischen Zerlegung ist.

Wir werden in Abschnitt 5.4 zeigen, daft dadurch duale Zerlegungen auf den Spitzen-Schnitten
induziert werden. Satz 5.4.2 wird zeigen, daft viele duale Zellen isometrisch sind. Hier konnte ein
neuer Ansatzpunkt zur Entscheidung der Frage liegen, ob die in [SW95a] angegebene Zerlegung
fiir (fast alle) zwei-Briicken-Knoten die kanonische Zerlegung ist.

In Abschnitt 5.5 werden wir sehen, daf das (n — 1)-Geriist der dualen Zerlegung ein Kollabier-
retrakt der hyperbolischen Mannigfaltigkeit ist.

. P2

Abbildung 5.1. Voronoi-Zerlegung in der euklidischen Ebene

63
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5.2 Struktur der Voronoi-Bereiche

Wir gehen von einer fest gewihlten nicht-kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit H™/T" mit
endlichem Volumen aus. Zudem wihlen wir zu den Spitzen eine Menge S uniformer Horosphi-
ren, deren Représentantenmenge in Lt wir mit B = {z; };en bezeichnen. Wir wollen dabei nicht
an einer bestimmten Numerierung festhalten, sondern eine Teilmenge {z;,,...,2;,} von B als
{#1,...,2m} bezeichnen diirfen, falls dies nicht zu Verwechslungen fiihrt. Mit C bezeichnen wir die
abgeschlossene konvexe Hiille von B in R"*!. Kapitel 4 entsprechend bestimmt B eine euklidische
Zerlegung von D™, also auch eine euklidische Zerlegung von H™. Im folgenden werden wir den vor-
zeichenbehafteten Abstand zwischen einem Punkt und einer Horosphére entsprechend Abschnitt
3.3 verwenden, aber den Zusatz ,yorzeichenbehaftet weglassen.

Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir den Punkt in A", der einem Punkt z in D™
entspricht, ebenfalls mit .

Definition: Fiir 29 aus B ist der Voronoi-Bereich zur Horosphire h,, die Menge aller Punkte aus
H™, die von jeder der Horosphéren h,, z € B —{z}, mindestens so weit entfernt sind, wie von h,.
Fiir zo aus B nennen wir den Voronoi-Bereich zur Horosphire h,, auch kurz den Voronoi-Bereich
2U 29.

Bemerkung: In der Bemerkung von Seite 51 haben wir erwéhnt, daff die euklidische Zerlegung
bereits durch die Verhaltnisse der den Spitzen zugeordneten Volumina bestimmt ist. Das gleiche gilt
fiir die Voronoi-Zerlegung. Die Multiplikation aller Element von By mit 0 < 8 < 1 in der zitierten
Bemerkung entspricht dem Schrumpfen aller Horosphéren um den Abstand (In 3)/(1 — n).

Lemma 5.2.1 Seien u und v linear unabhéingige Vektoren aus LT. Die Punkte aus H™, die von
h,, mindestens so weit entfernt sind, wie von h,,, bilden den hyperbolischen Halbraum

{z € R" |z o (u—v) <O}NH™
Die Punkte aus H™, die von h, und h, gleich weit entfernt sind, bilden die Hyperebene
{z e R |z o(u—v)=0}NH".

Beweis: Gemiaft Lemma, 3.3.2 ist der Abstand eines Punktes x aus H™ von der Horosphére h,,
bzw. h, gleich In(—z o u) bzw. In(—z o v). Genau dann ist der Punkt z von h,, mindestens so weit
entfernt, wie von h,, wenn In(—zou) > In(—z o) ist. Dies ist dquivalent zu z o (u —v) < 0. Genau
dann ist z von h, und h, gleich weit entfernt, wenn z o (u —v) = 0 ist.

Nach Satz 1.1.2 ist (u — v) raumartig, also (u — v)~ N H™ eine hyperbolische Hyperebene. &

Korollar 5.2.2 Ist 29 aus B, so lift sich der Voronoi-Bereich Vi zur Horosphdre h,, darstellen
als
Vo = ﬂ {z € H"|z o (2 — 29) < 0}.
z€EB—{20}

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 5.2.1. &

Lemma 5.2.3 Seien 21,...,2z, Punkte aus B. Genau dann ist die Schnittmenge der Voronoi-
Bereiche V(21),...,V(zr) nicht leer, wenn das von zi,...,2z, in R"1 aufgespannte Polyeder in
einer Seite von OC enthalten ist. Ein Punkt w aus H™ liegt genau dann in (\,_, V(2;), wenn fir
die gemdaf der Lemmata 4.3.6 und 4.3.7 dem Vektor w zugeordnete raumartige Stitzebene W (w)
an C gilt, daff z1,...,2. in W(w) N B enthalten sind. Es existiert ein € > 0, so daff Uc(w) nur
diejenigen Voronoi-Bereiche trifft, die zu Punkten aus W {(w) N B gehoren.
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Beweis: Genau dann liegt w aus H™ in (;_, V(2;), wenn ein ¢ < 0 existiert, so daf

woz; = g¢q firi=1,...,r, und

woz < q firze€ B—{z,...,2-}

(vergl. Lemma 5.2.1, d(w,h;;) = In(—q),7 = 1,...,r). Dies ist genau dann der Fall, wenn B
im Halbraum R = {z € R""'|w oz < ¢} enthalten ist, und 21,..., 2, in der Hyperebene E =
{z € R""!|w o z = g} liegen. Dies ist dquivalent dazu, daf C in R liegt, und 21,..., 2, in E liegen.
Dies ist gleichbedeutend damit, daf E eine Stiitzebene an C' ist, die 21, ..., 2, enthilt. Da F den
Normalenvektor w besitzt, ist £ = W(w).

Liegt w in (;_, V'(2;), so enthdlt nach dem obigen die Menge W (w) N B die Punkte z1, ..., 2.
Durch geeignetes Umnumerieren der Elemente von B — {z1,...,2,} sei

Ww)NB={z1,...,25}, s >r.
Es existiert g9 > 0, so dafé

woz; = ¢ firi=1,...,s, und

woz; < q—egg firi>s+1

(betrachte die Menge V in Lemma 4.3.8). Somit ist
d(z,hy) >1In(eg —q) fiiri > s+ 1.

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dal U.(z) fir ¢ = (In(eg — q) — In(—q))/2 disjunkt zu den
Voronoi-Bereichen zu Punkten aus B — {z1,...,2,} ist. &

Definition: Sei o eine Zelle der euklidischen Zerlegung von D™ oder ein parabolischer Fixpunkt
von I'. Die in OC liegende konvexe Hiille endlich vieler Punkte 21, .. ., 2, aus B wird auf ¢ projiziert.
Das zu o duale Element * ist der Durchschnitt der Voronoi-Bereiche V (z1), ...,V (z,).

Korollar 5.2.4 Die Voronoi-Bereiche bilden eine lokal-endliche Uberdeckung von H™.

Beweis: Sei w aus H" und W(w) die zugeordnete raumartige Stiitzebene an C. W(w) N B ist
eine endliche, nicht-leere Teilmenge von B. Mit Lemma 5.2.3 folgt, daf U.(w) nur endlich viele
Voronoi-Bereiche (aber mindestens einen Voronoi-Bereich) trifft. &

Definition: Die Menge aller Voronoi-Bereiche zu Horosphéren h,, z aus B, bezeichnen wir als
Voronoi-Zerlegung von H™.

Lemma 5.2.5 Ist zo aus B, so laf$t sich das Innere des Voronoi-Bereiches Vo zur Horosphdre h,
darstellen als

Vo = ﬂ {r € H"|z o (2 — 2z0) < 0}.
z€B—{z0}

Beweis: Man beachte, daft die Schnittmenge offener Mengen nicht offen sein mufi. Bezeichne

M = ﬂ {x € H"|z o (2 — 29) < 0}.
2€B—{z0}

Ein Punkt = aus M liegt nach Lemma 5.2.1 in keinem der Voronoi-Bereiche V;,¢ > 0. Nach Korollar
5.2.4 gibt es dann eine Umgebung U, (), die keinen der Voronoi-Bereiche V;,4 > 0, trifft, d. h. die
in H™ offene Umgebung U.(z) liegt in M. Somit ist M in Vo enthalten.

Da aber fiir 2 # 29 ein Punkt aus (2 — z)X N H™ bereits in {x € H"|z o (z — 29) < 0} keine
Umgebung besitzt, die in H™ offen ist, liegt auch 170 in M. &
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€nt1

€n

Abbildung 5.2.

Lemma 5.2.6 Sei V' der Voronoi-Bereich in D™ zur Horosphire h mit dem Basispunkt P. Fiir
den Abschluf V von V' als Teilmenge des euklidischen Raumes R™ gilt

V noD™ = {P}.

Beweis: Sei p aus Lt der Repriisentant der Horosphire h. Die Projektion von L* nach D™ bildet
p auf P ab. Wire Q ein von P verschiedener Punkt aus V N D™, so wire die Gerade g von P
nach Q in V enthalten, da V konvex ist. Dann wire auch g in V enthalten, da V als Schnittmenge
abgeschlossener Halbriume abgeschlossen ist, also V N D™ = V N D" ist.

Sei z ein Punkt aus g. Wir fassen x als Punkt aus H™ auf. Seinen Abstand zu h bezeichnen wir
mit 7,. Aus Lemma 5.2.3 folgt, dafs

H,={ye R |yor=—e"}

eine Stiitzebene an C' am Punkt p ist.

Sei nun ¢ ein Punkt aus L, der auf @ projiziert wird. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann auch
die Hyperebene H, die parallel zu {(¢g)* ist und den Punkt p enthélt, eine Stiitzebene an C' am
Punkt p. Dies sieht man am leichtesten ein, wenn man p und ¢ durch eine Lorentz-Transformation
in den Untervektorraum (e;, e,,41) abbildet. In Abbildung 5.2 ist das Verhalten von H,N{e1,e,41)
dargestellt, wobei z = (sinht)e; + (cosht)ept1, t = +00.

Da aber nach Lemma 4.3.6 (p)¥ die einzige lichtartige Stiitzebene an C' am Punkt p ist, war
die Annahme der Existenz eines von P verschiedenen Punktes Q aus V N dD" falsch. &

Lemma 5.2.7 FEin Voronoi-Bereich ist ein n-dimensionales konvexes Polyeder. Seine Seiten sind
kompakt.

Beweis: Sei V, der Voronoi-Bereich zur Horosphére h,, und z ein Punkt aus dem Rand von V4.
Nach Korollar 5.2.2 und Lemma, 5.2.5 ist x in

U (z —2)t N H"
z€B—{z0}

enthalten. Also liegt z aufer in V5 noch in mindestens einem anderen Voronoi-Bereich. Nach
Korollar 5.2.4 gibt es eine Umgebung U(x) und eine endliche Teilmenge {2, 21,...,24} von B,
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g > 1, so daf fiir einen Punkt y aus U(z) gilt
d(y,hz;) <d(y,h;;) firi=0,1,...,gund j > g+ 1.

Somit ist

g
Uz) Vo =U(x) N ({z € " |z 0 (2; — 20) < 0}.
i=1

Die Menge der Halbriume {z € R"!|z o (2; — z9) < 0}, deren Schnitt V; bildet, ist in dVj
lokal-endlich. Somit ist Vj ein Polyeder.

Die Dimension von V; ist n, da der von der Horosphére h,, berandete offene Horoball in V,
enthalten ist.

Die Seiten von V; sind die nicht-leeren Schnittmengen

ﬂ {z € Rz 0 (2 — 29) = 0},
z€A

wobei A eine nicht-leere Teilmenge von B ist. Nach der obigen Betrachtung kann der Schnitt nur
fiir endliches A nicht-leer sein. Insbesondere sind die Seiten von Vj abgeschlossen. Wir miissen nun
noch nachweisen, dafs sie beschriankt sind. Wir nehmen an, daf eine unbeschrinkte Seite 7 von Vj
existiert. Der Abschluf 7 von 7 als Teilmenge des euklidischen Raumes D™ trifft dann D™. Nach
Lemma 5.2.6 kann hochstens der Basispunkt der Horosphére h,, in 7N D" liegen. Ist y aus 7, so
liegt die Halbgerade zwischen y und diesem Basispunkt in der konvexen Menge 7. Die Halbgerade
trifft allerdings den von h,, berandeten Horoball, also das Innere von Vj. Da eine Seite aber nicht
das Innere treffen kann, war die Annahme, daff 7 unbeschrankt ist, falsch. &

Bereits zu Beginn von Abschnitt 4.4 haben wir den Begriff ,,Zelle“ eingefiihrt. Wir wollen diesen
Begriff nun erweitern.

Definition: Ein konvexes Polyeder in X = R™ oder H", das die konvexe Hiille seiner endlich
vielen Eckpunkte ist, bezeichnen wir als Zelle. Ist X = H™, so lassen wir auch ideale Ecken zu.
Eine k-dimensionale Zelle o spannt eine k-dimensionale Ebene auf, die wir mit (o) bezeichnen.
Zwei Zellen o1 und oy heiflen quasiorthogonal, wenn {(o1) und (o2) sich in genau einem Punkt
schneiden und dort (euklidisch bzw. hyperbolisch) orthogonal sind. Ist o5 ein Punkt, so bedeutet
die Eigenschaft quasiorthogonal nur, daf os in (o1) enthalten ist.

Bemerkung: Quasiorthogonale Zellen kénnen disjunkt sein.

Satz 5.2.8 Fir Zellen n und o einer euklidischen Zerlegung von H™ beziiglich T gilt:
o Genau dann ist n C o, wenn o* C n*.

e Ist o eine k-dimensionale Zelle, 1 < k < n, so ist o* eine kompakte (n — k)-dimensionale
Zelle.

o Die Zellen o und o* sind hyperbolisch quasiorthogonal.

Beweis: Der Zelle o seien die Vektoren zi,..., 2, aus B zugeordnet.Da die Dimension von o
mindestens 1 ist, ist m grofergleich 2.

Zum Beweis der ersten Behauptung bemerken wir, daf$ bei geeigneter Numerierung n die idealen
Ecken {z1,...,2;}, j < m, besitzt. Ein Punkt aus H", der von allen Horosphéren h,,,...,h,, den
gleichen Abstand besitzt, hat insbesondere von den Horosphére h,,...,h., den gleichen Abstand,
was die erste Behauptung beweist.
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Wir weisen nun die zweite Behauptung nach. ¢* ist der Durchschnitt abgeschlossener Mengen,
folglich ist o* abgeschlossen. Wir werden nun zeigen, daf ¢* in einer Seite des Voronoi-Bereiches
Vi zur Horosphére h,, enthalten ist. Mit Lemma 5.2.7 folgt dann, daf ¢* kompakt ist. Schlieftlich
werden wir zeigen, daff die Dimension von ¢* gleich (n — k) ist.

Die Menge T' der Punkte aus H", die von h,,, ..., h., gleich weit entfernt sind, ist nach Lemma
5.2.1

m
T = ﬂ(z@- —a)fnH
=2

= (2a—21,...,2m —21)L NH".

o* ist in T enthalten. Aus dem Beweis von Lemma 5.2.7 folgt, da® Vi N ({zo — z;)* N H™) eine
Seite von V; ist, die o* enthilt.

Wir berechnen nun die Dimension von T'. Dabei beachte man, daff (za3 — 21,...,2; — 21) €in
echter Untervektorraum von (z1,...,2,) ist, denn gemifi der obigen Darstellung von T ist der
Untervektorraum (ze — 21, ..., 2, — 21) raumartig.

DimT = Dim((z2 — 21,...,2m — 21)%) = 1
= (n+1-—Dim{z —21,...,2m —21)) — 1
= n—Dim(zs — 21,-.-,2m — 21)
= n— (Dim(z1,...,2m) — 1)
= n — Dim(o).

Wir miissen nun noch zeigen, daff ¢* ein nicht-leeres Inneres in T besitzt. Da o einer Seite
¢ von OC entspricht, gibt es eine raumartige Stiitzebene W(w) an dC, so dall W(w) N 9C = 4.
Nach Lemma 5.2.3 gibt es eine e-Umgebung U, (w) dieses Punktes w aus H™, die nur diejenigen
Voronoi-Bereiche trifft, die zu den Ecken 21, ..., 2z, von ¢ gehéren. Die Menge U, (w) NT ist dann
in o* enthalten, also ist das Innere von ¢* in T nicht leer.

Wir beweisen nun die dritte Behauptung. Man erinnere sich, dafs m > 2 ist. Der Untervektor-
raum (21, ..., 2m,) ist zeitartig; seine Dimension sei mit r bezeichnet.

Nach dem obigen Beweis der zweiten Behauptung ist der von ¢* in H" aufgespannte Raum
gleich (20 — 21,...,2m — 21)* N H™. Da ¢ in H" den Raum (z1,...,2m,) N H™ aufspannt, miissen
wir zeigen, daR sich (22 — 21,...,2m —21)Y NH™ und (z1,...,2,) N H" orthogonal in einem Punkt
schneiden.

Es gibt eine positive Lorentz-Transformation A, die {(z1,...,2,) auf Uy = (e1,...,€r—1,€n41)
abbildet und dabei (z2—21,...,2m—21) in {e1, ..., er_1) Uberfiihrt. Da A orthogonale Komplemente
erhilt, wird (2o — 21,...,2m — 21)% auf Uy = (e, ...,ent1) abgebildet. In B™ werden die Ebenen
Uiy N H™ und Uy N H™ dargestellt als (e1,...,e,—1) N B™ und (e, ..., en) N B™. Sie schneiden sich
wie behauptet orthogonal in einem Punkt, und zwar dem Ursprung. &

Bemerkung: Das duale Element ¢* werden wir auch duale Zelle nennen.

5.3 Operationen auf der Voronoi-Zerlegung

Satz 5.3.1 T" operiert auf der Menge der Voronoi-Bereiche. I' operiert fir 0 <i <mn —1 frei auf
der Menge der i-dimensionalen dualen Zellen. Bei beiden Operationen gibt es nur endlich viele
Orbits.
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Beweis: Aus der Definition des Voronoi-Bereiches folgt unter Benutzung der Uniformitéit der
Horosphéaren unmittelbar, dafs I' auf den Voronoi-Bereichen operiert.

Sei o eine Zelle der euklidischen Zerlegung. Sie entspreche der konvexen Hiille von z1, ..., 2y,
in §C. Dann entspricht (o) der konvexen Hiille von 7y(21),...,7(zm) in C. Nach Definition ist

ot = ﬂ V(hz;) und (y(0))* = m V(h'y(z,'))- (5.3.1)

Die Injektivitdt von «y impliziert

ﬂ YV (hs)) = 7(_ﬂ V (hs,))- (5.3.2)

Wie oben bemerkt, ist V(h,.,)) = 7(V(h,)). Aus den Gleichungen (5.3.1) und (5.3.2) folgt
somit (y(0))* = v(6*). Da T gemaf Lemma 4.4.2 frei auf der euklidischen Zerlegung operiert, folgt
aus (y(0))* = v(o*), daf T frei auf den dualen Zellen operiert. &

Die Voronoi-Zerlegung von H™ induziert nach Satz 5.3.1 eine Zerlegung von H"/T', die wir
ebenfalls als Voronoi-Zerlegung bezeichnen. Wir bezeichnen die Voronoi-Zerlegungen von H™ und
H™/T als kanonisch, wenn die uniformen Horosphéren zu einer euklidischen Zerlegung gehéren,
die kanonisch ist.

Satz 5.3.2 Sei die Voronoi-Zerlegung von H™ kanonisch. Der Normalisator N (T') von T in I(H™)
operiert auf der Menge der Voronoi-Bereiche. N(T) operiert fir 0 < i < n — 1 frei auf den i-
dimensionalen dualen Zellen.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 5.3.1. Geméff Lemma 4.4.4 operiert
N(T) frei auf der kanonischen Zerlegung von H™. &

5.4 Duale Zerlegungen auf den Spitzen-Schnitten

Wir betrachten in diesem Abschnitt die von einer euklidischen Zerlegung von H™/T' induzierte
Zerlegung auf den Spitzen-Schnitten. Indem wir alle uniformen Horobélle um den Abstand In 2
schrumpfen, kénnen wir nach Satz 4.7.3 annehmen, dafs die Horoballe nur solche Zellen der eukli-
dischen Zerlegung treffen, die den jeweiligen Basispunkt als idealen Eckpunkt besitzen.

Wir betrachten die Situation nun im U™ und bringen den Basispunkt einer der uniformen
Horosphéren nach oo. Diese Horosphére h identifizieren wir auf natiirliche Weise mit R*~! (vergl.
Abschnitt 3.2). Der Schnitt von h mit der euklidischen Zerlegung ist eine Zerlegung Z; von h in
kompakte euklidische konvexe Polyeder. Der Stabilisator I's, enthélt nur Isometrie parabolischen
Typs. Er ist also die Poincaré-Erweiterung einer diskreten, frei operierenden Untergruppe des R* 1,
die wir ebenfalls mit I'o, bezeichnen. Gemift Lemma 4.4.2 operiert ', frei auf der Zerlegung Z;.

Sei n* eine (n — 1)-dimensionale Seite aus dem Rand des Voronoi-Bereiches V' (h). Mit F' be-
zeichnen wir die von n* aufgespannte Hyperebene. Es gibt endlich viele Halbraume FE;, so dafé

.
n"=Fn()Ei.
i=1
Bezeichne 0F; die FE; berandende Hyperebene. Durch hyperbolische Rotation von 0 E; um E;NF
bringe man JE; auf eine Hyperebene, die co enthilt. E; geht dabei in einen Halbraum E} iiber.
Es ist E;NF = E; N F. Wir konnen also ohne Einschrinkung annehmen, daf die E; euklidische
Hyperebenen sind, die orthogonal zu U™ sind.
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Die orthogonale Projektion von n* = FN(,_, E; auf h ist hN(,_, E;. Dies ist ein euklidisches
konvexes Polyeder 7j. Es ist kompakt, da n* nach Satz 5.2.8 kompakt ist. Man sieht leicht, daff die
Seiten von n* auf die Seiten von 7} abgebildet werden.

Die orthogonale Projektion bildet 9V (h) somit auf eine Zerlegung Z> von h ab, die aus kom-
pakten euklidischen konvexen Polyedern besteht. Da I' frei auf der Voronoi-Zerlegung operiert,
operiert insbesondere I', frei auf den Seiten von 0V (h). Da ', nur Poincaré-Erweiterungen von
euklidischen Isometrien enthélt, operiert ', frei auf Zs.

Definition: Eine k-dimensionale Zelle ) aus Z; ist der Schnitt von h mit einer (k+1)-dimensionalen
Zelle i der euklidischen Zerlegung von U™, wobei 7' den Punkt oo enthilt. Die orthogonale Pro-
jektion der dualen (n— k—1)-dimensionalen Zelle (n')* auf h ist (nach dem obigen) eine (n—1—k)-
dimensionale Zelle n*. Sie heiflt die zu n duale Zelle. Die Menge der dualen Zellen bezeichnen wir
mit Zz.

Bemerkung: Die Zerlegung Z; bezeichnen wir auch mit Z, die Zerlegung Zs bezeichnen wir
auch mit Z*. Da ', auf den Zerlegungen Z; und Z, operiert, induzieren diese Zerlegungen duale
Zerlegungen des Spitzen-Schnitts h/T .

Man beachte, daf T' und T'y, verschiedene Operationen auf 0V (h) induzieren koénnen. Ein
Beispiel ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Spitze. Sei ¢ eine 1-Zelle ihrer kanonischen Zerlegung.
Die idealen Endpunkte von ¢ heifen P und ). Es existiert ein v aus ', so dal v(P) = Q. Fiir
x € V(hp) NV (hg) ist v(x) € 0V (hg), jedoch ¥(Q) # Q.

Satz 5.4.1 Seien n und o Zellen aus der Zerlegung Z1 von h. Dann gilt:
e Genau dann ist n C o, wenn o* C n*.

e Ist o eine k-dimensionale Zelle, 0 < k <n—1, so ist * eine (n — 1 — k)-dimensionale Zelle.

Die Zellen o und o* sind euklidisch quasiorthogonal.

T operiert frei auf Zs, und fir v aus T ist (v(0))* = v(c™).

Ist die euklidische Zerlegung kanonisch, so operiert [N(T)|oo frei auf Z, und fir v aus
[N(T)]oo ist (v())* = y(c™).

Beweis: Bis auf die Aussage iiber die Quasiorthogonalitét folgen alle Aussagen aus den obigen
Betrachtungen und den Sitzen 5.2.8, 5.3.1 und 5.3.2.

Wir zeigen, daf o und o* quasiorthogonal sind (vergl. Abb. 5.3). Bezeichne h die Horosphére,
auf der wir die Zerlegungen Z; und Z, betrachten. Bezeichne p die (k + 1)-dimensionale Zelle
der euklidischen Zerlegung von U™, so dafs 4 N h = o. u enthilt co. Die orthogonale Projektion
von p* auf h ist o*. Die von p* aufgespannte (n — k — 1)-dimensionale hyperbolische Ebene (u*)
ist eine euklidische Hemisphéare, die orthogonal auf QU™ steht. Nach Satz 5.2.8 schneiden sich (u)
und {(p*) orthogonal in einem Punkt, den wir z nennen. Bezeichne T die (n — k — 1)-dimensionale
Tangentialebene an (u*) am Punkt z. Da das obere Halbraum-Modell konform ist, sind T und die
Ebene (u) euklidisch orthogonal.

Die orthogonale Projektion o* von p* auf h ist in der orthogonalen Projektion 7" von T auf h
enthalten. T" ist euklidisch orthogonal zu (u) N h. Da T' der von ¢* aufgespannte Raum ist, und
(u) N h der von o aufgespannte Raum ist, sind o und ¢* euklidisch quasiorthogonal. &

Bemerkung: Betrachtet man gleichzeitig die dualen Zerlegungen auf mehreren Spitzen, so kann
man die fiinfte Aussage von Satz 5.4.1 auf Elemente aus N(T') erweitern. Den zu den Spitzen-
Schnitten gehoérenden Horospharen gebe man entsprechend Abschnitt 3.2 euklidische Metriken. Ein
Element 7 aus N(I') induziert auf der Horosphére eine euklidische Isometrie, die o* auf (n(o))*
abbildet.
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ou3

Abbildung 5.3. Die dualen Zerlegungen auf einer Horosphére.

Wir gehen fiir das Folgende von einer n-Mannigfaltigkeit mit genau einer Spitze aus, d.h. T’
operiere transitiv auf den parabolischen Fixpunkten. Eine euklidische Zerlegung ist dann kanonisch.

Sei M ein 3-Mannigfaltigkeit mit einer Spitze und die kanonische Zerlegung eine ideale Triangu-
lation. Da dann T transitiv auf den parabolischen Fixpunkten, den Ecken der Zerlegung, operiert,
bestimmt der T-Orbit eines idealen 3-Simplexes der Zerlegung von U® genau vier [',-Orbits von
euklidischen Dreiecken in Z. Diese Dreiecke gehen paarweise durch euklidische Ahnlichkeitsabbil-
dungen ineinander iiber.

Etwas einfacher wird die Situation, wenn wir betrachten, welchen Beitrag eine Kante der ka-
nonischen Zerlegung von U? zur Zerlegung Z der Horosphire liefert: Es sind zwei I'oo-Orbits von
Punkten. Nehmen wir an, daff der Spitzen-Schnitt ein Torus ist. Die Spitze ist homéomorph zu
einem Volltorus, dessen Seele entfernt wurde. Die Kante der kanonischen Zerlegung verlauft in der
Mannigfaltigkeit wie in Abbildung 5.4 skizziert: Sie ,startet bei der unendlich fernen Seele, 1duft
im Volltorus bis zu einem Schnittpunkt ¢ mit dem Torus, lduft im kompakten Teil der Mannig-
faltigkeit bis zu einem Schnittpunkt b mit dem Torus, um schliefllich innerhalb des Volltorus in
Richtung der Seele fortzulaufen. Es wird sich in Satz 5.4.2 herausstellen, daf die zu a und b dua-
len 2-Zellen isometrisch sind. Diese Isometrie wird nicht von einer Isometrie des Torus induziert,
sondern nur von einer euklidischen Isometrie der universellen Uberlagerung des Torus, namlich der
Horosphire.

Wir werden fiir den folgenden Satz die Einschrankungen lockern und auch kanonische Zerlegun-
gen zulassen, die keine idealen Triangulationen sind. Die durch eine n-Zelle von U™ bestimmten
(n — 1)-Zellen in Z sind dann im allgemeinen nicht vom gleichen kombinatorischen Typ. Aber
selbst wenn die Zerlegung Z eine Triangulation ist, muf die kanonische Zerlegung keine ideale
Triangulation sein.
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Abbildung 5.4.

Satz 5.4.2 Sei M eine hyperbolische n-Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen und genau einer
Spitze, n > 2. Sei o eine k-dimensionale Zelle der kanonischen Zerlegung von U™, die Zahl ihrer
Ecken seir. Der I'-Orbit von o bestimmt r T - Orbits von (k—1)-dimensionalen Zellen in Z. Seien
o1 und oy solche (k — 1)-dimensionalen Zellen aus verschiedenen T -Orbits. Dann gibt es eine
euklidische Isometrie f, die o7 in o3 dberfihrt. Ist M orientierbar, so kann f orientierungsindernd
gewdhlt werden.

Beweis: Vergleiche Abbildung 5.5. Durch eine Isometrie aus I' bringen wir diejenige Ecke von o
nach oo, so daft 0 N h = ;1. Es gibt eine ideale Ecke P von ¢ und eine Isometrie v aus T', so daf§
o2 = (o) N h. P ist ungleich oo, da o1 und o2 zu verschiedenen I',-Orbits gehdren sollen.

Sei hp die uniforme Horosphire zum Basispunkt P. Sei E die Hyperebene, die aus Punkten
besteht, die von hp und h gleich weit entfernt sind. o* liegt in E. Bezeichne ¢ die Spiegelung an
E. Esist 1(h) = hp und /2 = id.

Da 7. die Horosphére h invariant 14ft, ist 7. die Poincaré-Erweiterung einer Isometrie f von
R, v, = f. Ist v orientierungserhaltend, so ist f orientierungsindernd.

Bezeichne p die orthogonale Projektion von U™ auf h. Fiir einen Punkt x aus o* ist

py@) = pfi)
f

Il
=

Il

4

=
~—~ T~

8
~— N —

Wegen (o) = (7(0))", ist f(o]) = 03. L

Bemerkung: Ist £ > 1, so ist der Zusatz ,orientierungsindernd“ iiberfliissig, da es eine orientie-
rungsandernde euklidische Isometrie gibt, die die (n — k)-Zelle o} invariant 14ft. M ist genau dann
orientierbar, wenn I' nur orientierungserhaltende Isometrien enthélt.

Satz 5.4.2 1aft sich auf Mannigfaltigkeiten mit mehreren Spitzen erweitern. Dazu wihle man
aus jedem I'-Orbit der uniformen Horosphiren einen Reprisentanten und gebe ihm entsprechend
Abschnitt 3.2 die euklidische Metrik des R*~!. Damit erhalten alle I'-Orbits von Horosphéren
euklidische Metriken.

Wir nehmen nun an, daff im Beweis von Satz 5.4.2 die Horosphéren hp und h nicht I'-aquivalent
sind. Bezeichne ¢; die orthogonale Projektion von U™ auf hp, d.h. fir x aus U™ ist ¢;(z) der
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Abbildung 5.5.

Schnittpunkt von hp mit der Geraden durch z und P. Entsprechend bezeichne ¢, die orthogonale
Projektion auf h.
Fiir die Spiegelung ¢ an E gilt

vq1 () = qo(x) fiir alle z € E.

Somit bildet ¢ die Zelle ¢;(c*) der dualen Zerlegung von hp euklidisch isometrisch auf die Zelle
g2(c*) der dualen Zerlegung von h ab.

Der Achterknoten
Duale Zerlegung

Wir wollen die Konzepte dieses Abschnitts am Komplement des Achterknotens anwenden. In Ab-
schnitt 4.5 haben wir eine Zerlegung dieser hyperbolischen Mannigfaltigkeit in zwei regulére ideale
Simplexe angegeben. Dafs dies die kanonische Zerlegung ist, werden wir erst in Abschnitt 6.6 nach-
weisen konnen.

Die Spitze der Mannigfaltigkeit ist homdomorph zu (S x S1) X [1, 00). Der Schnitt des reguléren
idealen 3-Simplexes mit der Horosphére zu einer Ecke ist ein reguldres euklidisches Dreieck. Bringen
wir den Basispunkt dieser Horosphire h in U3 nach oo, so bestimmt die kanonische Zerlegung von
U? ein Zerlegung von h in regulire euklidische Dreiecke. Insbesondere miissen diese Dreiecke alle
die gleichen Kantenldngen besitzen, damit sie zusammenpassen. Wir wollen die Zerlegung der
Horosphére genauer untersuchen.

Aus Abbildung 5.6 146t sich die Kombinatorik der Zerlegung der Horosphire erkennen. Gleich
bezeichnete Kanten werden entsprechend ihrer Orientierung verklebt. Abbildung 5.7 ist ein Aus-
schnitt der Zerlegung der Horosphére. Man erkennt in Abbildung 5.7, dafl I, auf der Horosphére
eine diskrete, frei operierende Gruppe von euklidischen Isometrien induziert, die von zwei Trans-
lationen & und & erzeugt wird.
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Abbildung 5.6. Zwei regulére ideale Simplexe

¢ K 0 o o
,y* 6*
ol € ) o NA n L 08 Q@
B* ¢*
C K 0 Y a*
Abbildung 5.7. Der Spitzen-Schnitt ist ein Torus. Abbildung 5.8.

Die Lange der Hohe in einem der gleichseitigen Dreiecke sei gleich 1 gesetzt. Die Linge der
Kanten ist dann @ = 2/4/3. Wihlt man ein kartesisches Koordinatensystem, bei dem die z-Achse
parallel zu « liegt, so ist bei geeigneter Orientierung der Achsen

& (@y) = (2—5,y+1) und & (0,9) > (@ +4a,y).

Wir wollen nun die duale Zerlegung berechnen. Man kann sich zwar leicht {iberlegen, dafs der
duale Punkt zu jedem der reguldren Dreiecke der jeweilige Mittelpunkt des Dreiecks ist, jedoch
wollen wir untersuchen, inwieweit die Sitze 5.4.1 und 5.4.2 die duale Zerlegung bestimmen. Man
beachte, daft eine Zerlegung, die den beiden Sitzen geniigt, durch eine Translation in eine Zerlegung
iberfiihrt wird, die ebenfalls den beiden Sétzen geniigt. Wir kdnnen die duale Zerlegung also
hochstens bis auf Translation bestimmen.

Bezeichne Z die durch die kanonische Zerlegung bestimmte Zerlegung der Horosphére in regu-
lare Dreiecke. Mit Z* wollen wir eine Zerlegung bezeichnen, die drei Bedingungen erfiillt. Erstens
soll jeder i-Zelle o von Z, 0 < i < 2, eine (2 — i)-Zelle o* zugeordnet sein. Zweitens sollen fiir alle
Zellen o aus Z die Zellen ¢ und o* quasiorthogonal sein. Drittens soll fiir v aus ', = (&1, &2) und
fiir eine Zelle o aus Z gelten, dafs (v(0))* = v(o*).

Ein Beispiel fiir eine Zerlegung Z* ist die durch die Voronoi-Zerlegung induzierte Zerlegung.
Wir werden herausfinden, daf es noch andere Zerlegungen gibt, die den drei Bedingungen geniigen.

Geméf Satz 5.4.1 ist die durch die Voronoi-Zerlegung induzierte Zerlegung invariant beziiglich
Elementen aus [N(T')]e. Diese zusétzliche Bedingung werden wir in der folgenden Betrachtung
nicht fordern. Bei der Untersuchung von [N (T')]s im nichsten Unterabschnitt wird sich heraus-
stellen, daft diese Gruppe transitiv auf den reguldren Dreiecken operiert, und somit alle dualen
Sechsecke isometrisch sind.



5.4. DUALE ZERLEGUNGEN AUF DEN SPITZEN-SCHNITTEN 75
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Abbildung 5.9. Duale Zellen in der Fortsetzung der Pflasterung aus Abb. 5.7.

Wir beginnen nun mit der Bestimmung von Z*. Es gibt vier I'-Orbits von Ecken in Z. Die
dualen 2-Zellen miissen Sechsecke sein, da in Z von jeder Ecke sechs Kanten ausgehen. Da alle
Innenwinkel der Dreiecke 60° betragen, muff jeder Innenwinkel der Sechsecke gleich 180° — 60°,
also 120°, sein.

Betrachten wir in Abbildung 5.9 das duale Sechseck mit den Seiten a*, v*, 8*, a*, (* und &*
(dabei haben wir & ' (a*) ebenfalls mit a* bezeichnet). Eine Seite und ihre Linge wollen wir gleich
bezeichnen. Die beiden mit a* bezeichneten Seiten gehen durch die Translation &; ineinander {iber.
Da die Translationsachse von &; senkrecht auf o* steht, hat das Sechseck die Gestalt von Abbildung
5.8.

Die Translationslinge a von & betrigt 2/v/3. Es folgt, daf die Seiten v*, 8*, ¢* und * alle
die gleiche Linge a/(2 cos 30°), also 2/3, besitzen. Betrachtet man die anderen dualen Sechsecke,
so folgt analog

Die Zerlegung Z* mufs auch noch invariant beziiglich &; sein. In Abbildung 5.9 mufl somit durch
&5 der Punkt A in den Punkt B iibergefiihrt werden, und der Abstand zwischen A und B mufs 4a
betragen. Dies ist genau dann erfiillt, wenn fiir
di=a*+8+ X+ und dy =" + p* +n* +
gilt, dafs

d1 = d2 und (544)
(4a)® = di + d5 — 2d;ds cos 120°. (5.4.5)

Ist (5.4.3) erfiillt, so reduzieren sich (5.4.4) und (5.4.5) auf
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8
aF+ N+ = 3 (5.4.6)

Bei der durch die Voronoi-Zerlegung induzierten dualen Zerlegung ist
2

a*=6"=\"=/= 3

Es gibt somit neben der durch die Voronoi-Zerlegung induzierten dualen Zerlegung noch viele
andere Zerlegungen, die den Bedingungen der Dualitdt und Satz 5.4.1 geniigen. Z.B. kann man in
Abbildung 5.9 die Strecke +* ein wenig verkiirzen, damit A durch & in B {ibergeht.

Wir wollen nun betrachten, welche zusétzlichen Einschrinkungen an eine duale Zerlegung durch
Satz 5.4.2 gemacht werden. Es gibt vier I-Orbits von idealen Dreiecken in der kanonischen Zer-
legung, da die acht Seiten der beiden reguldren idealen Tetraeder paarweise identifiziert werden.
Jede Seite bestimmt drei I'o,-Orbits von Kanten in der Zerlegung Z der Horosphire. Die Seite mit
den idealen Ecken 1, 2 und 4 bestimmt z.B. die Kanten «, x und 6. Satz 5.4.2 besagt, daf fiir die
Langen der dualen Kanten gilt:

ot = k* = 0*
L*:u*:é.*

Mit Gleichung (5.4.3) folgt, daf alle dualen Kanten die Lange 2/3 besitzen miissen. Somit ist durch
die Sitze 5.4.1 und 5.4.2 eine duale Zerlegung (in diesem Beispiel) bis auf Translation eindeutig
bestimmt.

Isometriegruppe

Wir haben in Abschnitt 4.5 die Gruppe der Isometrien von U3 /T bestimmt. Sie ist isomorph zu
N(I)/T. Es ist

N(T)/T ~ [N()]oo /T & [N(T)]oo/Toos
wobei die erste Isomorphie daraus folgt, daff I" transitiv auf den parabolischen Fixpunkten operiert.
Wie weiter oben bemerkt, wird I', von zwei Translationen, & und &», erzeugt.

Wir kénnen den Stabilisator [N (I")]s direkt angeben; wir miissen dazu nur verstehen, welche
euklidischen Isometrien durch 71,75 und wi,ws von Seite 54 induziert werden. In Abbildung 4.4
wird durch 7; die Ecke 1 auf die Ecke 2 abgebildet. In Abbildung 5.6 ist zu sehen, daf dabei das
Dreieck mit den Kanten &, A, p auf das Dreieck mit den Kanten 6, 7, ¢ abgebildet wird. Es ist

1234\  [1234)\ (1234
2413/ \1243)\2314)’

und somit erkennt man erkennt man, daf (eine Realisierung von) 7; eine Rotation gefolgt von
einer Spiegelung ist. Es geht dabei & iiber in n=!, g = 6~' und A — ¢~ !. 7y und ™ bewirken
in Abbildung 5.7 eine euklidische Isometrie 7. Sie ist durch die Abbildung der Kanten eindeutig
(bis auf Komposition mit Elementen aus ') bestimmt. Wahlt man als Koordinatenursprung den
Mittelpunkt des Dreiecks mit den Kanten k, A, u, so 1dt sich 7 darstellen als

1 1 1 1
T:(z,y) > (§$+ 5ﬁy+a’§\/§$_ §y> .

Bezeichne N(I's) den Normalisator von I', in der Gruppe der Isometrien der euklidischen
Ebene. 7 liegt in N(T), da 7 durch eine Isometrie von U2 /T induziert wird. Man kann dies aber
auch direkt nachrechnen; es ist

167 =7 €T und 7&77 ! = 6] € T
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w; und wy bestimmen eine euklidische Isometrie w. w; bildet die Ecke 1 auf die Ecke 1’ ab. In
Abbildung 5.6 sieht man, dafs dadurch das Dreieck mit den Kanten k, A, p auf das Dreieck mit den
Kanten 8, A\,  abgebildet wird. Dabei geht  in §~! iiber, 4 — 7~ und A = A~!. In Abbildung
5.7 erkennen wir, daff w die Punktspiegelung am Mittelpunkt der Kante A ist.

w, 7 und ', erzeugen [N(I')]s, und es ist [N(I')]/T's eine Diedergruppe mit 8 Elementen.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen N(T's) und [N(T')] untersuchen. [N (T')]eo ist
eine echte Untergruppe von N (I'y,), denn N (I'y,) enthélt alle Translationen der euklidischen Ebene,
wohingegen alle Elemente aus [N(T')]o die Zerlegung Z respektieren.

Es gibt aber Isometrien in N ('), die zwar die Zerlegung Z erhalten, jedoch trotzdem nicht in
[N(T)]oo liegen. Ich habe solch ein Element gefunden, es ist die Spiegelung p an der Geraden, die
senkrecht auf die Kante A steht und durch den Mittelpunkt von A geht. Sie fithrt das Dreieck mit
den Kanten A, k, p in sich tiber, ist jedoch nicht die Identitdt. Somit liegt p nicht in [N ()], da
diese Gruppe einfach transitiv auf den gleichseitigen Dreiecken operiert. Es ist offensichtlich, daf p
die Zerlegung erhalt. Wahlt man sich ein Koordinatensystem, bei dem die Spiegelungsgerade von
p die y-Achse ist, und X\ auf der z-Achse liegt, so ist (bei geeigneter Orientierung der Achsen)

& (zy) = (T —a,y)
52 a?,y)—>($+2a,y+4)
p o (z,y) = (—z,9).

—~

Man bestatigt
plip~! =& € Too und plop™" = &267* € T

Ausblick auf Anwendungen

Sakuma und Weeks haben in [SW95a] eine topologische Zerlegung der Komplemente von (fast
allen) zwei-Briicken-Knoten angegeben. Die Zerlegung besteht aus Tetraedern ohne ihre Ecken. In
Abschnitt I1.4 ihrer Arbeit haben sie die induzierte kombinatorische Zerlegung des Spitzen-Schnitts
betrachtet. In den darauffolgenden Abschnitten haben sie untersucht, wie die Tetraeder als ideale
Simplexe zu realisieren sind, damit das Verkleben eine hyperbolische Mannigfaltigkeit ergibt. Die
Autoren erhalten eine Gleichung (Th. I1.5.5), deren Ldsungen mit positivem Imaginérteil eine
hyperbolische Struktur der Mannigfaltigkeit bestimmen. Die Vermutung von Sakuma und Weeks
ist, daf eine Losung dieser Gleichung die kanonische Zerlegung ergibt. Bei den Knoten 4; und 5,
gibt es filir die jeweiligen Gleichungen nur eine Losung mit positivem Imaginérteil. Bei anderen
zwei-Briicken-Knoten konnen allerdings mehrere Losungen mit positivemn Imaginérteil existieren.

Sakuma und Weeks haben in Abschnitt I1.3 von [SW95a] die kombinatorische Automorphis-
mengruppe der von ihnen angegebenen Zerlegung bestimmt. Ist eine Realisierung die kanonische
Zerlegung, so wire damit die Isometriegruppe der Mannigfaltigkeit bekannt.! Man konnte so die
zusitzliche Information der Invarianz der dualen Zerlegung beziiglich [N(T')]o ausnutzen. Bei zwei-
Briicken-Verschlingungen mit zwei Komponenten sind die Bemerkungen zu den Sétzen 5.4.1 und
5.4.2 heranzuziehen.

Die Existenz einer dualen Zerlegung des Spitzen-Schnitts, die den Sétzen 5.4.1 und 5.4.2 geniigt,
ist eine notwendige Bedingung, daf eine Zerlegung die kanonische ist. Ich vermute, daf es nur zu
einer Losung mit positivem Imaginidrteil eine den S&tzen 5.4.1 und 5.4.2 entsprechende duale
Zerlegung gibt. Dies wire ein Weg, den Kandidaten fiir die kanonische Zerlegung zu identifizieren.

1Es wird dabei bendtigt, daf Vermutung 4.5.4 wahr ist.
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5.5 Kollabierretrakte

Sei M eine nicht-kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen, die Anzahl
der Spitzen sei k. Zu M gehort eine kompakte Mannigfaltigkeit M', so dak das Innere von M’
hom6omorph zu M ist. Es gibt zwei dquivalente Beschreibungen fiir M’:

Eine Moglichkeit ist das Ergénzen jeder Spitze E; x [1,00), 1 < i < k, zu der kompakten Menge
E; x [1,00]. Dabei ist [1,00] die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von [1, cc).

Bei der anderen Beschreibung enfernt man die (offene) Spitze E; X (¢;,00) flir ein ¢; > 1,
1<i<k.

Die beiden Moglichkeiten ergeben homdéomorphe Mannigfaltigkeiten. Mit M’ werden wir ab
nun die Mannigfaltigkeit bezeichnen, die durch das Entfernen der Spitzen entsteht. Die Urbilder
der entfernten Spitzen bestimmen in B™ eine Menge S’ uniformer Horobélle. Die Menge dieser
Horobélle ohne ihre berandenden Horosphiren bezeichnen wir mit &', Die Einschrinkung der
Operation von T' auf B" — & bestimmt eine natiirliche Inklusion von M’ nach M (vergl. Satz
4.2.1). Man kann leicht sehen, dafy die Abbildung, die jedem Punkt aus B™ den am nichsten
liegenden Punkt in B™ — 8! zuordnet, wohldefiniert, stetig und vertriiglich mit der Uberlagerung
U™ — U™/T ist. Die Abbildung induziert eine strenge Deformationsretraktion von M nach M.
Dies entspricht der Retraktion von E; X [¢;,00) auf E; x {¢;}, 1 <1i < k.

Wir miissen nun aus technischen Griinden eine Voraussetzung an S’ machen. Dazu bezeichne S
die Menge der uniformen Horobille, die bei der Konstruktion der euklidischen Zerlegung benutzt
wurde. Ein Horoball b’ aus S’ soll nur solche Zellen der euklidischen Zerlegung treffen, die den
Basispunkt von b' als idealen Eckpunkt besitzen. Nach Satz 4.7.3 geniigt es, wenn b’ um mindestens
den Abstand In2 kleiner als der entsprechende Horoball aus S ist. Man beachte, dal M’ erst
durch S’ genau bestimmt ist. Jedoch ergeben verschiedene Mdoglichkeiten fiir S’ homéomorphe
Mannigfaltigkeiten.

Satz 5.5.1 Das (n — 1)-Geriist der Voronoi-Zerlegung von M ist ein Kollabierretrakt von M'.

Beweis: Kurz gesagt ist der Kollabiervorgang das ,gleichméfige Anwachsen* der Bilder der uni-
formen Horobille aus S’ in M'. Da aber mit ,Kollabieren“ das sukzessive ,Eindriicken von Zellen
gemeint ist, miissen wir M " erst geeignet unterteilen. Genauer gesagt werden wir die Voronoi-
Zerlegung von U™ — S’ unterteilen und das Kollabieren I'-invariant machen.

Sei z ein parabolischer Fixpunkt von I' in U™. Zu z gehort in S bzw. S’ ein Horoball b bzw.
b'. Bezeichne V' den Voronoi-Bereich zu b. Wir beschreiben im ersten Schritt eine I'-invariante
Zerlegung von V — I’

Ohne Einschrankung sei der Basispunkt z von b’ gleich co. Die Horosphire h' = 9b' 1afit sich
durch z,, = c¢ fiir ein ¢ > 0 beschreiben. Wir haben in Abschnitt 5.4 gezeigt, dafs die orthogonale
Projektion den Rand von V homodmorph auf A’ abbildet. Dadurch entstand die duale Zerlegung
auf h'.

Wir bilden die zweite baryzentrische Unterteilung der dualen Zerlegung von h'. Wir kénnen die
Unterteilung sukzessive derart aufbauen, dafs in I'-dquivalenten Seiten auch I'-dquivalente Unter-
teilungspunkte benutzt werden. Durch orthogonale Projektion bestimmt die Zerlegung von b’ eine
baryzentrische Unterteilung von 9V. Ist u eine dieser Zellen der Zerlegung von 9V, so bilden wir

/1: {(Ul,...,Un_l,T')|(U1,...,Un) €U, vp <r< C};

dies ist eine Zelle in U™ — S’ (siehe Abb. 5.10).

T’ operiert fiir 1 <4 < n — 1 frei auf den i-dimensionalen Seiten der Voronoi-Zerlegung von
U™, somit wird p injektiv nach M’ abgebildet. Es wird sogar die gesamte Zelle ji injektiv nach M’
abgebildet, denn Punkte aus dem Inneren von V' werden nur durch den Stabilisator I', identifiziert,
der nur Poincaré-Erweiterungen von euklidischen Isometrien von OU™ enthalt.
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i Abbildung 5.11. Umgebungen von Punkten
Abbildung 5.10. Kollabieren von V —b' auf V. eines speziellen Kollabierretraktes
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Fiir jeden T'-Orbit parabolischer Fixpunkte in U™ wahlen wir einen Reprasentanten und fiithren
die obige Zerlegung durch. Dabei benutzen wir eventuell schon vorhandene baryzentrische Unter-
teilungspunkte, so daft wir eine I'-invariante Zerlegung von U™ — 5" erhalten. Es ist aus Abbildung
5.10 ersichtlich, da® die Zellzerlegung von (V — §) T-invariant auf 8V kollabiert werden kann. &

Bemerkung: Das Kollabieren im Beweis von Lemma 5.5.1 ist nicht die Retraktion auf den am
nichsten liegenden Punkt im (n — 2)-Geriist der Voronoi-Zerlegung von U™.

Satz 5.5.2 In der Dimension n = 3 ist das 2-Gerist der Voronoi-Zerlegung von M genau dann
ein spezieller Kollabierretrakt, wenn die euklidische Zerlegung eine ideale Triangulation ist.

Beweis: Wir beweisen, dafs die Punkte im 2-Geriist der Voronoi-Zerlegung von U™ Umgebungen
besitzen, die homdomorph zu Umgebungen aus Abbildung 5.11 sind. Da die Uberlagerungsab-
bildung von U™ nach U™ /T lokal homdomorph ist, haben die Punkte im 2-Geriist der Voronoi-
Zerlegung von M die gleichen Umgebungen.

Wir werden die Voronoi-Zerlegung von U™ mit VZ(U™) abkiirzen.

Als erstes bemerken wir, daf in VZ(U™) das 2-Geriist ohne das 1-Geriist in offene Scheiben zer-
fallt. Die Punkte aus dem Inneren von 2-Zellen von VZ(U™) besitzen insbesondere eine Umgebung,
die der linken Umgebung von Abbildung 5.11 entspricht.

Aus der Dualitét folgt, dak genau dann an einer Kante von VZ(U™) genau drei 2-Zellen von
VZ(U™) liegen, wenn jede 2-dimensionale Seite der euklidischen Zerlegung genau drei Kanten
besitzt. Dies ist das mittlere Bild von Abbildung 5.11.

Aus der Dualitét folgt, daf die Umgebungen der Ecken von VZ(U™) genau dann die Struktur
der rechten Umgebung von Abbildung 5.11 besitzen, wenn jede 3-Zelle der euklidischen Zerlegung
ein ideales Simplex ist. [ ]

Fiir Dimensionen n > 4 ist ebenfalls der Begriff des speziellen Kollabierretraktes erklirt. Die Um-
gebungen der Punkte eines speziellen Kollabierretraktes miissen Dualitdten zu Simplexen geniigen.
Es gilt, dak das (n—1)-Geriist der Voronoi-Zerlegung genau dann ein spezieller Kollabierretrakt ist,
wenn die euklidische Zerlegung eine ideale Triangulation ist. Wir haben in Satz 5.5.2 die Dualitaten
fiir die Dimension n = 3 in die iiblichen Umgebungen aus Abbildung 5.11 iibersetzt.

Man findet weiteres iiber spezielle Kollabierretrakte in [HAMS93] und in Abschnitt E.5-iii von
[BP92].






Kapitel 6

Der Algorithmus

6.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der Algorithmus von [Wee93] und [SW95b] beschrieben. Der Algorithmus
wurde fiir die Dimension 3 von J. Weeks als Computerprogramm SnapPea implementiert. Gegeben
sei eine ideale Triangulation einer nicht-kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit mit endlichem
Volumen, d.h. eine Zerlegung in ideale Simplexe. Der Algorithmus versucht, die zu einer vorge-
gebenen Wahl von Spitzen-Volumina gehorende euklidische Zerlegung zu finden. Der Algorithmus
gibt nach endlich vielen Schritten die entsprechende euklidische Zerlegung aus, oder er bricht nach
endlich vielen Schritten ab. Der Algorithmus bricht nur in Dimensionen n > 3 ab. Die Ursachen
dafiir sind in den Lemmata 6.5.1 und 6.5.2 beschrieben. Bricht der Algorithmus ab, so kann viel-
leicht der Algorithmus die euklidische Zerlegung fiir eine andere ideale Triangulation als Eingabe
berechnen. Eine Zusammenfassung des Algorithmus ist am Ende von Abschnitt 6.5 gegeben.

6.2 Konstruktion von C’

Sei in D™ eine endliche Menge idealer n-Simplexe und Verklebe-Isometrien zwischen den (n — 1)-
dimensionalen Seiten gegeben. Die n-Simplexe seien nicht entartet, d.h. die (n + 1) Ecken eines
idealen n-Simplexes seien affin unabhingig in D™ C R"™. Wir setzen voraus, daf durch das Verkle-
ben eine Mannigfaltigkeit entsteht. Wir gehen zudem davon aus, daff man (paarweise disjunkte)
Horosphiren zu den idealen Eckpunkten wihlen kann, die durch das Verkleben auf die Rander
der Spitzen abgebildet werden. Sukzessives Verkleben von Kopien der idealen Simplexe ergibt eine
ideale Triangulation T des hyperbolischen Raumes. Die Menge der Isometrien, die ein Simplex auf
eine seiner Kopien abbilden, bildet eine diskrete, frei operierende Untergruppe I' der Isometrien von
D™. D™ /T ist eine nicht-kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen. Dies
besagt der Satz von Poincaré, dessen beste Darstellung meiner Meinung nach in [EP94] gegeben
ist. Das Verkleben von Polyedern ist auch in Abschnitt 3.2 von [Thu97] dargestellt.

Die Volumina der gewahlten Spitzen lassen sich leicht angeben: Eine Spitze gehort zu einem
I'-Orbit der idealen Ecken der Simplexe. Man muff somit nur die endlich vielen Volumina addieren,
die zu den Schnitten der gew&hlten Horobélle mit Reprisentanten der n-Simplexe gehdren.

Die I'-Translate der Horosphéren bilden eine Menge uniformer Horosphéren (s. Kapitel 4). Die
Menge ihrer Représentanten in L™ bezeichnen wir mit B. Hat eine Horosphire den Basispunkt
P in D™, so sei der Reprisentant in Lt mit P bezeichnet. Die Projektion des Randes der ab-
geschlossenen konvexen Hiille von B nach D" ist die euklidische Zerlegung, die zu den gewahlten
Volumina der Spitzen gehort.
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Da bereits die Berechnung von B sehr schwierig erscheint, da man dazu I' genau kennen
muf, gehen wir einen anderen Weg. Hat ein Simplex o in D" die idealen Ecken P, ..., Pyy1,
die durch P,..., Py, in LY représentiert werden, so bilden wir im R"*! das n-Simplex &, das
von Py, ... ,13”+1 aufgespannt wird. Machen wir dies fiir alle Simplexe der idealen Triangulation
von D", so erhalten wir einen in Lt liegenden Simplizialkomplex, den wir 8C’ nennen. Sei

C'={tz|t > 1,z € 8C"}.

Mit T bezeichnen wir auch die diskrete, frei operierende Untergruppe der Isometrien von H", die
der oben erwihnten Untergruppe I' der Isometrien von D™ entspricht. C' ist [-invariant. C' ist in
der abgeschlossenen konvexen Hiille C' von B enthalten.

Das ,,Hochheben“ der n-Simplexe ist einer der Griinde, weshalb wir voraussetzen miissen, daf die

Zerlegung von M aus idealen n-Simplexen besteht. Wiren P, ..., Py, die idealen Ecken eines be-
liebigen konvexen Polyeders, so ldgen P, ..., Py, im allgemeinen nicht in einem n-dimensionalen

affinen Raum.

Lemma 6.2.1 Die Menge der Seiten von C' in L* ist lokal-endlich. C' ist eine abgeschlossene
Teilmenge des R*+1.

Beweis: Bezeichne p die radiale Projektion von Lt nach D",

p(E1,. ., &ny1) = (T1/ Ty, - Tn/Tnt1, 1),

Sei K eine kompakte Teilmenge von L+. Dann ist p(K) kompakt. Da die Zerlegung von D™ lokal-
endlich ist, trifft p(K) nur endlich viele Seiten. Folglich trifft auch p(K N C') nur endlich viele
Seiten. Deshalb trifft K nur endlich viele Seiten von 8C".

Sei nun (z,) eine Folge von Punkten aus C’, die gegen z aus R"*! konvergiert. Wir miissen
zeigen, daf ¢ in C' liegt. Wir betrachten zuerst den Fall, daf z in L+ liegt. Da die Menge der Seiten
lokal-endlich ist, ist die Menge dC" N L+ abgeschlossen in L. Deshalb ist {tz|t > 1, z € 9C'NL*}
abgeschlossen in L+. Somit liegt z in C'.

Sei nun z aus L*. Wie oben erwihnt, bezeichnen wir mit C' die abgeschlossene konvexe Hiille
von B. C enthdlt C'. Geméf Lemma 4.3.4 ist C N LT = C' N L*. Da C abgeschlossen ist, liegt =
in C, also liegt x auch in C" N LY. &

Wir haben somit gezeigt, dafs C’ genau dann die abgeschlossene konvexe Hiille von B ist, wenn C’
konvex ist.

Definition: Sei ¢ ein (n — 1)-Simplex aus dC'. ¢ ist die gemeinsame Seite von genau zwei
n-Simplexen 67 und &2 aus OC'. & heit hillenkonkav (hillenplanar, hillenkonvex), wenn der
an ¢ anliegende Winkel in C’, begrenzt durch ; und 64, grofer als m (gleich m, kleinergleich )
ist.

Ist C' konvex, so kdnnen mehrere n-Simplexe in einer n-dimensionalen Seite von dC' liegen.
Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn hiillenplanare (n — 1)-Simplexe in dC' existieren. Ist C’
konvex, so ist folglich die entsprechende ideale Triangulation von D™ eine Verfeinerung der eukli-
dischen Zerlegung. Man erhélt die euklidische Zerlegung, indem man n-Simplexe mit gemeinsamen
hiillenplanaren Seiten vereinigt, wobei ideale konvexe Polyeder entstehen.

Der Rest dieses Kapitels behandelt das Erkennen hiillenkonkaver, hiillenplanarer und hiillen-
konvexer Simplexe, und schliefilich die Elimination hiillenkonkaver Simplexe.
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6.3 Wann ist C’ konvex?

Sei fi ein n-Simplex aus OC" und & eine (n — 1)-dimensionale Seite von fi. [i spannt einen n-
dimensionalen affinen Raum F auf. Es gibt einen eindeutigen Vektor p aus R**!, so daf

F={zeR"|zop=-1}.

¢ spannt einen (n — 1)-dimensionalen Raum E auf. E zerlegt F' in zwei Halbraume. Derjenige
Halbraum von F, der ji enthilt, heife F. F' enthélt nicht den Ursprung, da sonst das ji entspre-
chende Simplex p in der Zerlegung T von D™ in einer Hyperebene lige, also entartet wire.

Der affine Raum @), der von E und dem Ursprung aufgespannt wird, ist ein n-dimensionaler
Vektorraum. Er ist zeitartig, da & zeitartige Vektoren enthilt. Somit ist Q¥ raumartig. Es gibt
genau zwei Vektoren in Q% mit der Lorentz-Norm 1. Derjenige Vektor, der beziiglich Q¥ nicht im
gleichen Halbraum wie [ liegt, heifse m.

Definition: Mit der obigen Notation ist die Schrigung S(fi, ) von i beziiglich & definiert als pom.

Fiir eine Isometrie v aus I ist S(v(&),v(6)) = S(i1,0), da eine positive Lorentz-Transformation
Normalenvektoren in Normalenvektoren iiberfiihrt. Somit ist die Schrigung bei I'-Reprisentanten
der Zerlegung T' von D™ wohldefiniert.

Satz 6.3.1 Sei o ein (n — 1)-Simplex aus 0C', das die gemeinsame Seite der n-Simplexe 61 und
09 aus OC' ist. Genau dann ist &

e hiillenplanar, wenn S(61,0) + S(62,6) =0,
o hiillenkonvez, wenn S(61,0) + S(02,6) <0,
o hillenkonkav, wenn S(61,6) + S(62,5) > 0.

Beweis: Wir haben am Anfang von Abschnitt 6.3 E, F, F, Q, p und m eingefiihrt. Bezogen auf
(64,0) nennen wir sie nun E;, Fj;, F;, Q;, p; und m; fiir i = 1,2. Wenn wir im folgenden Aussagen
iiber p;, a;, usw. machen, so sind damit Aussagen iiber p1, p2, a1, a2, usw. gemeint.

Fy und F; liegen beziiglich Q” in verschiedenen Halbraumen, weil die Projektion von 8C’ nach
D™ injektiv ist. Somit ist m; = —my. Es ist (p; — ps) enthalten in QF, denn fiir z aus E ist
xopr =—-1=2xo0pe,alsoxzo(p, —p2) =0.

Im ersten Schritt {iberlegen wir uns, wie wir den Winkel zwischen 6; und &2 in C’ auf eine
zweite Art beschreiben kénnen. Es ist nicht die gesamte Menge C' fiir die Beschreibung des Winkels
notwendig. Der Winkel zwischen 61 und 6, in C” ist gleich dem Winkel zwischen Fy und F, ,weg
vom Ursprung®, wobei damit der Winkel von

G={tz|t>1,z € F, UF,}

an E gemeint ist. Dieser Winkel ist genau dann kleinergleich 7, wenn G konvex ist. Der Winkel ist
genau dann gleich 7, wenn G ein Halbraum ist, also F} = F3 ist. Auch wenn sich der euklidische
Winkel von G an E bei positiven Lorentz-Transformationen durchaus &ndern kann, so ist die
Konvexitit von G invariant beziiglich positiver Lorentz-Transformationen. Dies werden wir im
folgenden Beweisgang benutzen.

Wir beweisen zuerst die Charakterisierung der Hiillenplanaritit von . Es ist

S(61,6) +8(62,6) = piromi+promy
= (Pl—Pz)Oml-
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Abbildung 6.1. Der affine Raum FE ist Abbildung 6.2. Der Schnitt von V' mit
raumartig. Fi und F.

Da (p1 — p2) in QL enthalten ist, existiert ein a aus R, so daf (p1 — p2) = am;. Somit ist

S(61,6) + S(62,6) = amiomy

= o.

Deshalb ist S(61,6) + S(62,6) = 0 dquivalent zu p; = ps, also F; = F.

Wir beweisen nun die Charakterisierung der Hiillenkonvexitit von . Daraus folgt unmittelbar
die Charakterisierung der Hiillenkonkavitéit, denn ¢ ist entweder hiillenkonkav oder hiillenkonvex.

Wir wollen nun den affinen Raum E auf eine Normalform bringen. Unser Ansatz entspricht der
Beweisidee von J. Weeks von Proposition 3.1 in [Wee93] fiir die Dimension n = 2, jedoch miissen
wir fiir n > 3 mehrere Falle betrachten. In der Dimension n = 2 hat F die Dimension 1 und ist
raumartig, da E die euklidische Gerade im R? ist, die durch zwei Punkte 4 und v aus Lt geht,
und nach Satz 1.1.2 (u — v) raumartig ist. In den Dimensionen n > 3 kann aber E raum-, licht-
oder zeitartig sein.

Da @ zeitartig ist, konnen wir durch eine positive Lorentz-Transformation erreichen, daft Q) =
{ea,...,ent1) ist. Da die lineare Abbildung, die durch

eg—~—erund e; e fliri=2,...,n

bestimmt ist, eine positive Lorentz-Transformation ist, konnen wir ohne Einschrankung m; = —e;
und my = e; annehmen.

1. Fall: E ist raumartig.

Es gibt eine positive Lorentz-Transformation, die e; festhilt und den zu E gehorigen Vektor-
raum W auf {es,...,e,) bringt. Im folgenden kénnen wir also W = {es,...,e,) annehmen (siche
Abb. 6.1 fiir n = 3). Bezeichne V den auf E lorentzsch- und euklidisch-orthogonalen Vektorraum
{(e1,ent1).- Da 6 im Inneren von LV liegt, ist der Schnittpunkt zo von V mit E ein positives
Vielfaches von e, 1. Sei g; =V N F;. Wir haben die Situation von Abbildung 6.2.

Da p; insbesondere beziiglich E Lorentz-orthogonal ist, liegt p; in V. Zudem kénnen wir aus
p; oxg = —1 < 0 folgern, daf

pi = a;e1 + Piept1 mit §; > 0.
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Abbildung 6.3. Der affine Raum FE ist Abbildung 6.4. Der Schnitt von V' mit
zeitartig. F und F.

Da (p1 — p2) in Q¥ = {e;) enthalten ist, folgt 51 = Ba.

Wir fiihren nun die Vektoren p, = aer — Bieny1 €in. Der Vektor p; steht euklidisch senkrecht
auf g;, da p; - & = p; o z fiir alle x aus R"! ist.

Man sieht in Abbildung 6.2 leicht, daft an zo der Winkel ,weg vom Ursprung“ genau dann
konvex ist, wenn die e;-Komponente von p; grofiergleich der e;-Komponente von p, ist, also wenn
gilt

Pyoer 2 Pyoer.

Wegen
my = —e1,my = e und p; oer = p;oeq,

ist dies dquivalent zu —p; o my > ps 0 Mo, also
promy +proms <0.

2. Fall: F ist zeitartig.

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daf (es, ..., e,+1) der zu E gehorige Vektorraum
ist (sieche Abb. 6.3 fiir n = 3). Wie im ersten Fall fiihren wir den auf E lorentzsch- und euklidisch-
orthogonalen Vektorraum V ein; in diesem Fall ist er gleich (ey,es2). Der Schnittpunkt g von E
mit V ist ein skalares Vielfaches von e;. Da die lineare Abbildung, die durch

ex — —eg und e; — e; flir 7 # 2

bestimmt ist, eine positive Lorentz-Transformation ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen,
daf§ z( ein positives Vielfaches von ey ist. Wir haben also die Situation von Abbildung 6.4, da fiir
pi = azey+ Bies gilt, dak 3; < 0, da p;ozo < 0. Zudem ist 81 = Ba, da (p1 —p2) € QF = (e1). BEs ist
p; euklidisch senkrecht auf g;, da auf V' das Lorentzprodukt mit dem euklidischen Skalarprodukt
iibereinstimmt. Man sieht in Abbildung 6.4 leicht, daff der Winkel bei xg ,weg vom Ursprung"
genau dann konvex ist, wenn a3 > ao ist. Wegen my = —e; und mo = ey, ist dies dquivalent zu
—p1 ©m1 > pa 0 ma, also
promy +proma < 0.
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Abbildung 6.5. Kantenzug in V'

3. Fall: E ist lichtartig.

Ist S(61,6) + S(62,6) = 0, so haben wir bereits bewiesen, daf ¢ hiillenplanar ist. Dann ist &
insbesondere hiillenkonvex. Wir nehmen nun S(61,6) + S(62,6) # 0 an, d.h. der Winkel zwischen
61 und 63 ,weg vom Ursprung® ist ungleich 7. Sei R eine Ecke von &. Sei € > 0 und R, aus
U.(R) N L*. Die Simplexe 6., 65 und 65 gehen durch Ersetzen von R durch R. aus &, 61 und
62 hervor; sie sind nicht entartet, falls € klein genug ist. Da die Menge der zeit- und raumartigen
Vektoren in R**! dicht ist, kénnen wir zudem R. derart wihlen, daR der von 6. aufgespannte
affine Raum nicht lichtartig ist.

Ist € klein genug, so ist der Winkel zwischen 61 und 62 ,weg vom Ursprung“ genau dann kleiner
(grofer) als 7, wenn der Winkel zwischen 6§ und 65 kleiner (grofier) als 7 ist.

Man erinnere sich, daff wir S(61,6) + S(62,6) # 0 vorausgesetzt habe. Aus Stetigkeitsgriinden
ist S(01,6) + S(62,0) genau dann positiv (negativ), wenn S(65,0.) + S(65,0.) positiv (negativ)
ist. Somit haben wir den Fall, daff E lichtartig ist, zuriickgefiithrt auf die Fille, daf E raum- oder
zeitartig ist. &

Lemma 6.3.2 Sind alle (n — 1)-Simplexe aus 0C" hiillenkonvez, so ist C' konvez.

Beweis: Sei C' nicht konvex. Wir zeigen, daf dann ein hiillenkonkaves (n — 1)-Simplex in 8C"
existiert. Nehmen wir also an, daf fiir a und b aus C’ die euklidische Strecke ab nicht in C’
enthalten ist. Da C' nach Lemma 6.2.1 abgeschlossen ist, existiert ein € > 0, so daf fiir alle z aus
der e-Umgebung von a und alle y aus der e-Umgebung von b die Strecke Zy nicht in C” enthalten
ist.

Durch ein Allgemeine-Lage-Argument kann man x und y so wihlen, daf eine 2-dimensionale
Ebene V existiert, die Ty enthilt, die disjunkt zum (n — 2)-Gertist von dC' ist, die jedes (n — 1)-
Simplex aus AC’ in hochstens einem Punkt trifft, und die jedes n-Simplex aus OC' in hochstens
einer Strecke trifft. Abbildung 6.5 skizziert die Situation. V N 9C" ist ein Kantenzug, der Ecken
enthilt, die zu hiillenkonkaven (n — 1)-Simplexen gehoren. )

6.4 Berechnung der Schragung

Sei i ein n-Simplex der idealen Triangulation 7" von D™. Die idealen Ecken seien von 0 bis n
numeriert. Durch die Wahl von Horosphéren zu den idealen Eckpunkten wurden Vektoren in L™

bestimmt, die wir entsprechend wvg, . .., v, benennen. Das 7 entsprechende n-Simplex 7 in 8C" ist
die konvexe Hiille von vy, ..., v,.

Die der i-ten Ecke von 5 gegeniiberliegende (n — 1)-Seite von 1 heife 5. Zu n¢ gehort in 0C'
die konvexe Hiille 74* von {vo,...,v,} — {v;}.

Wir wollen nun die Schrigung von 7 beziiglich 5’ berechnen. Dazu bilden wir entsprechend
Abschnitt 6.3 die folgenden Begriffe:

Da 7 nach Voraussetzung nicht entartet ist, ist der von 7 in R**! aufgespannte affine Raum F
n-dimensional. Es gibt einen eindeutigen Vektor p aus R**1, so daf

F={zeR"|zop=—1}.
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Abbildung 6.6. Der Umkreisradius in der euklidischen Metrik von h;

Das (n—1)-Simplex #* und der Ursprung spannen einen n-dimensionalen Untervektorraum ; von
R**+! auf. m; sei der Vektor aus QF, der die Lorentznorm 1 besitzt und beziiglich @; nicht im
gleichen Halbraum wie v; liegt.

Zur i-ten Ecke von 1 gehort die Horosphére h;. Der Horosphdrenschnitt zur i-ten Ecke in 7 ist
definiert als n N h;.

Sei nun f eine Isometrie von D™ nach U™, die die i-te Ecke von 1 nach oo abbildet und 7’
auf die Hemisphire vom Radius 1 um den Ursprung bringt. f ist bis auf die Komposition mit
der Poincaré-Erweiterung einer euklidischen Isometrie eindeutig bestimmt. f hat die Horosphére
h; auf eine zu QU™ parallele euklidische Hyperebene abgebildet. Der Horosphérenschnitt zur i-ten
Ecke in 7 ist zu einem euklidischen kompakten konvexen Polyeder geworden (s. Abb. 6.6). Seinen
Umkreisradius in der euklidischen Metrik von h; bezeichnen wir als R;.

Lemma 6.4.1 Bezeichne in der obigen Situation d; den vorzeichenbehafteten Abstand zwischen
der von n* aufgespannten Hyperebene und der Horosphire h; gemafl Abschnitt 3.3. Dann gilt

R; = e %,
Beweis: Es gibt ein ¢ > 0, so daf§
hi = {(z1,...,25) € Uzp = c}.

Wire ¢ = 1, so folgte R = 1, da die von 1’ aufgespannte Hyperebene E; eine Hemisphire vom
Radius 1 ist. In der durch Abschnitt 3.2 bestimmten euklidischen Metrik von h; hat der Horosphé-
renschnitt den Umkreisradius R; = 1/c. Der vorzeichenbehaftete Abstand d; zwischen E; und h;
ist Inc (vergl. Lemma 3.3.1). Somit ist wie behauptet R; = 1/e%. &

Bemerkung: Man beachte, daf§ in [SW95b] und in Abschnitt 3.3 der vorliegenden Arbeit der Be-
griff ;yorzeichenbehafteter Abstand einer Hyperebene zu einer Horosphére* verschieden definiert
ist. Die beiden Definitionen unterscheiden sich um den Faktor (—1). Jedoch ist der in [SW95b] und
in dieser Arbeit benutzte Begriff ,yorzeichenbehafteter Abstand eines Punktes von einer Horosphé-
re* gleich definiert. Ich hielt es fiir notwendig, die Definition des ersten Begriffs zu &ndern. Einer
der Griinde ist die Beobachtung, dafs bei der hier benutzten Definition der vorzeichenbehaftete
Abstand einer Hyperebene E von einer Horosphére h das Infimum der vorzeichenbehafteten Ab-
stdnde der Punkte aus E zu h ist. In Lemma 3.3.6 wurde bewiesen, daft dieses Infimum existiert,
falls der Basispunkt von A kein idealer Punkt von E ist.
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Abbildung 6.7. Positioniertes Dreiecke in D?

Lemma 6.4.2 Die Mengen {mq,...,my} und {—Rovo,...,—Ryv,} sind duale Basen von R**1.

Beweis: Als erstes bemerken wir, da {vg,...,v,} eine Basis von R**! ist, da ihre affine Hiille
n-dimensional ist und den Ursprung nicht enthélt.
Ist i # j, so liegt nach Definition von m; der Vektor v; in (m;)¥, also ist v; om; = 0. Ist i = j,
so ist nach Lemma 3.3.6 m; o v; = —e®, wobei d; der vorzeichenbehaftete Abstand der von 7’
aufgespannten Hyperebene zu h; ist. Gem&fi Lemma 6.4.1 ist deshalb m; ov; = —R; L. Folglich ist
fiir beliebige i und j
m; o (—R;v;) = ;.

Insbesondere bilden my, . .., m, eine Basis von R**1, &

Lemma 6.4.3 Beziiglich der Basis {mq,...,mp} von R**1 hat der Normalenvektor p zu 7 die
Komponenten (Ry,...,Ry,).

Beweis: Sei p = E?:o a;m;. Zum einen ist p o v; = —1 fiir j = 0,...,n nach Definition von p.
Andererseits ist nach Lemma 6.4.2 fiir j =0,...,n

n
pov; = Zai(mi o v;)

Somit ist aj = Rj, also p = Y. o Rim. )

Lemma 6.4.4 S’e;’ 0<4,j<nundi#j. Firn > 3 bezeichne 0;; den hyperbolischen Winkel
zwischen n* und 7 in . Firn =2 sei 0;; = 0. Dann ist

m; om; = — cosb;;.

Beweis: Fiir n > 3 ist m; om; = — cos §;;. Dies folgt unmittelbar daraus, wie der Winkel zwischen
Hyperebenen definiert ist. Man vergleiche dazu in [Rat94] die Abschnitte *The Space-Like Angle
...7 auf S. 71 und 'Dihedral Angles’ auf S. 255.

Ist n = 2, so treffen sich die Geraden 5 und n’ fiir i # j in einer Ecke des idealen Dreiecks . Wir
werden zeigen, daf dies m;om; = 0 impliziert. Dazu bringen wir das Dreieck in D? auf die Position
wie in Abbildung 6.7. Der zu 5’ in H? gehérige Untervektorraum des R? ist (—e; + e3, e + €3);
zu 1 gehdrt (—eq + e3, €1 + e3). Man bestiitigt leicht, daR m; = —e1 + e + e3 und m; = —e, die
jeweils nach aufsen weisenden Normalenvektoren sind. Es ist m; om; = —1. &
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Satz 6.4.5 Sein ein n-Simplex der idealen Triangulation T von D™. Die Ecken von 1 seien von
0 bis n numeriert. Die der i-ten Ecke gegeniiberliegende (n — 1)-dimensionale Seite von n heifie n'.
Istn >3 und i # j, so sei 0;; der hyperbolische Winkel zwischen ' und 1’ in n. Ist n = 2, so sei
0;; =0 fir i # j. Der euklidischen Umkreisradius des Horosphdrenschnitts zur i-ten Ecke sei mit
R; bezeichnet. Die Schriagungen S(n,n') lassen sich berechnen durch

S(n,n°%) 1 —cosfpy —cosbye ... —cosbon Ry
S(n,n') —cosbg 1 —cosbis ... —cosbip Ry
Sn,m?) | = | —cosfayy —cosby 1 ... —coSbyy, R
S(n,n™) —coslpg —cosbpy —cosbnpy ... 1 R,

Beweis: Nach Definition ist S(n,n%) = p o m;. Setzt man die Darstellung von p gemif Lemma
6.4.3 ein, so folgt

St,n') = (Zijj o m;

Es ist m; o m; = 1. Mit der Darstellung von m; o m; fiir ¢ # j geméf Lemma 6.4.4 ist der Satz
bewiesen. &

Geometrische Interpretation der Schrigung
Der folgende Satz ist in [SW95b] bewiesen. Hier ist ein leicht verédnderter Beweis gegeben.

Satz 6.4.6 Sei 1 ein ideales n-Simplex der Triangulation T von D™. Bezeichne E; die von ni
aufgespannte Hyperebene. E‘; sei der von E; berandete Halbraum, der n enthdlt. Die den idealen
Ecken zugeordneten Horosphdren heiffen hg, ..., hy, (s. Abb. 6.8).

Es mdoge ein Punkt ) aus D" existieren, der von allen Horosphédren hg, ..., h, den gleichen
vorzeichenbehafteten Abstand besitzt. Fir j # i sei (Q; die orthogonale Projektion von @ auf die
Jj-te Horosphdre h;. Sei d; der vorzeichenbehaftete Abstand von Q; zu E; innerhalb h; beziiglich

Dann ist die Schrigung von n beziiglich n* gleich d;.

Beweis: Wir fitlhren den Beweis in H". Den @ (bzw. @;) entsprechenden Vektor in H™ bezeichnen
wir mit ¢ (bzw. g;). Die Horosphéren hq, ..., h,, seien durch vy, ..., v, in LT reprisentiert.

Der vorzeichenbehaftete Abstand d; von Q; zu E; innerhalb h; beziiglich E’, ist nach Lemma
3.3.7 gleich m; o g;. Man beachte dabei, daf die Definition von m; beinhaltet, dafs m; der beziiglich
7 nach auflen weisende Normalenvektor ist.

Wir werden nun zeigen, daff m; o g; = m; o p ist. Dann wird auch der Satz bewiesen sein, da
m; o g; der vorzeichenbehaftete Abstand d; ist, und m; o p die Schrigung von 7 beziiglich 7® ist.

Da @; in D™ die orthogonale Projektion von @) auf h; ist, liegt @); auf der Geraden durch @
und den Basispunkt von h;. In H™ bedeutet dies, dafi g; in dem zweidimensionalen zeitartigen
Untervektorraum des R"*! liegt, der von v; und ¢ aufgespannt wird. Es gibt somit @ und 3 aus
R, so dafs

q; = aq + Bv;. (6.4.1)
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Abbildung 6.8.

Da @ nach Voraussetzung von hy, ..., h, den gleichen Abstand besitzt, ist nach Lemma 3.3.2 fiir
k=0,...,n der Wert von q o v}, konstant. Somit ist g ein skalares Vielfaches des Normalenvektors
p zu 1j. Setzen wir dies in (6.4.1) ein, so folgt ¢; = yp + Pu; fiir gewisse o' und 3 aus R. Somit ist

gjov; = d(pov;)+pB(vjouvy)
_al,
da nach Definition powv; = —1 ist, und v; lichtartig ist. Andererseits ist g; ov; = —1, denn g¢; liegt
auf der Horosphére h;. Deshalb ist o' = 1. Da j # 1, ist v; o m; = 0. Folglich ist
giom; = o' (pom;)+B(v; om;)
= pom;
= Smn").

Bemerkung: Aus Satz 6.4.6 folgt, daff alle Abstinde d; fiir j # ¢ gleich sind.

Nicht bei jeder Zerlegung ist Satz 6.4.6 anwendbar. Ist die vorgelegte Zerlegung aber die euklidische,
so ist die Existenz eines Punktes, der von den Horosphéren zu den Ecken eines idealen n-Simplexes
gleich weit entfernt ist, gesichert: Es ist der duale Punkt zum n-Simplex.

6.5 Verandern der Zerlegung

Fiir eine Teilmenge A von R™ und einen Punkt z aus R” bezeichnen wir wie iiblich mit A * z den
Kegel iiber A mit Spitze z.
Axz = U [y, z].
y€A
Ist g eine hyperbolische Gerade in D™ und z ein Punkt aus D", so ist g *x = ein ideales Dreieck,
falls x kein idealer Eckpunkt von g ist.

Definition: Sei ¢ ein (n — 1)-Simplex aus 8C’, das die gemeinsame Seite der n-Simplexe 1 und
62 aus OC" ist. Es gibt P und Q aus B, so dak 61 = 6 * P und 63 = 6 x Q. P und Q sind in B
liegende Reprasentanten von idealen Punkten P und @ aus 0D". ¢ heiflt vollstandig hillenkonkav,
wenn & hiillenkonkayv ist, und in D™ die Gerade von P nach @ im Inneren von oy U g2 liegt.
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Q
P ;
—_ Q —_
Abbildung 6.9. Zwei inzidente Abbildung 6.10. Die Kante PQ)  Abbildung 6.11. Die Kante PQ
Dreiecke in D? liegt innerhalb. liegt auRerhalb.

Bemerkung: Genau dann ist ¢ vollstindig hiillenkonkav, wenn alle I'-Translate von ¢ vollsténdig
hiillenkonkav sind. Wir konnen den Begriff ,yollstindig hiillenkonkav* somit auf I'-Reprasentanten
anwenden.

Lemma 6.5.1 In der Dimension n = 2 ist jede hiillenkonkave Kante vollstindig hillenkonkav. In
Dimensionen n > 3 ist das hiillenkonkave (n — 1) Simplex 6 genau dann vollstindig hillenkonkav,
wenn fir die durch & bestimmten n-Simpleze 61 = G * P und 65 = 6 % Q gilt: Fir jedes (n — 2)-
Teilsimplex n von o ist die Summe des hyperbolischen Winkels zwischen o und n* P in o1 und des
hyperbolischen Winkels zwischen o und n * Q in o2 kleiner als .

Beweis: Die von ¢ aufgespannte Hyperebene zerlegt D™ in zwei Halbriume. P und () miissen in
verschiedenen Halbriumen liegen, da der Schnitt von o1 = ¢ * P und o2 = o * () sonst mehr als o
ware.

In der Dimension n = 2 liegt die Gerade von P nach @ im Inneren von o x PU o * @ (s. Abb.
6.9). In Dimensionen n > 3 ist ¢ eine echte Teilmenge der von o aufgespannten Hyperebene, und
es kénnen hiillenkonkave Simplexe existieren, die nicht vollsténdig hiillenkonkav sind (vergl. Abb.
6.10 und 6.11).

Die Menge o x PUo * @ ist genau dann konvex, wenn PQ und o nicht disjunkt sind. Das Innere
der Strecke PQ liegt genau dann im Inneren von o; U oy, wenn PQ und das Innere von o nicht
disjunkt sind. Die Strecke P(Q trifft genau dann das Innere von o, wenn fiir jedes (n — 2)-Simplex
n von ¢ der Winkel zwischen 7 * P und 7 x QQ in o1 U o2 kleiner als 7 ist. Solch ein Winkel ist
die Summe des Winkels zwischen 7 * P und ¢ in o; und des Winkels zwischen 7 % () und o in
02. Man beachte, daff die Aussage des Lemmas richtig bleibt, wenn man ,hyperbolischen Winkel*
durch ,euklidischen Winkel“ ersetzt. &

(2,n)-Prozesse

Sei o ein vollstandig hiillenkonkaves (n — 1)-Simplex. Sind die anliegenden n-Simplexe o * P und
o * ) nicht T'-dquivalent, so ersetzen wir o x PUo * @ durch die n n-Simplexe n* P x (), wobei 7 ein
(n — 2)-Teilsimplex von o ist. Entsprechend ersetzen wir alle I-Translate von o * P U ¢ * ). Eine
dquivalente Beschreibung dieser Ersetzung ist das Ankleben aller I'-Translate des (n+ 1)-Simplexes
6% Px(Q an 8C" und anschlieRende Projektion des neuen dC" nach D™. Diesen Ersetzungsvorgang
bezeichnen wir als (2,n)-Prozef.

Ein (2,2)-Prozeff stimmt mit der elementaren Transformation in Abbildung 4.11 {iberein.

Lemma 6.5.2 Fir die Dimension n = 2 oder 3 sei 6 ein (n—1)-Simplex aus 0C". Sind die beiden
anliegenden n-Simplexe aus OC' T-dquivalent, so ist & hiillenkonvex. &
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Lemma 6.5.2 ist als Corollary 3.3 und Corollary 5.3 in [Wee93] bewiesen. Es ist unbekannt, ob
in Dimensionen n > 4 die Elimination eines vollstandig hiillenkonkaven (n — 1)-Simplexes daran
scheitern kann, daf die anliegenden n-Simplexe I'-dquivalent sind.

Endlichkeit des Algorithmus

Sind mehrere vollstandig hiillenkonkave (n — 1)-Simplexe vorhanden, so ist nicht vorgeschrieben,
an welchem dieser Simplexe ein (2,n)-Prozef auszufiihren ist. Der folgende Satz gibt eine genaue
Beschreibung der Moglichkeiten bei der sukzessiven Elimination von vollstdndig hiillenkonkaven
(n — 1)-Simplexen.

Satz 6.5.3 Nach endlich vielen (2,n)-Prozessen erreicht man eine Situation, in der vollstindig
hiillenkonkave (n — 1)-Simplexe nicht mehr existieren. Es gibt nur endlich viele verschiedene Mog-
lichkeiten, durch (2,n)-Prozesse in eine Situation zu gelangen, in der vollstindig hillenkonkave
(n — 1)-Simplexe nicht mehr existieren.

Wir werden Satz 6.5.3 erst nach Lemma 6.5.4 beweisen.

Sei o ein vollstindig hiillenkonkaves (n — 1)-Simplex der Zerlegung von D™. Die anliegenden
n-Simplexe sind ¢ * P und o * Q fiir gewisse P und @ aus 0D™. P und Q seien die P und @
entsprechenden Punkte in B. Die Gerade von P nach @ liegt im Inneren von 0 * PUo *x Q. Da &
hiillenkonkav ist, liegen nur die Endpunkte der euklidischen Strecke von P nach Q in C".

Definition: Eine euklidische Strecke, die zwei verschiedene Elemente aus B verbindet, zusammen
mit allen ihren I-Translaten, bezeichnen wir als Kantenklasse. Gilt fiir eine (und damit jede) Strecke
aus einer Kantenklasse, dafs nur ihre Ecken in C’ liegen, so heifst die Kantenklasse wvollstindig
auferhalb von C' liegend.

Bemerkung: Es ist in Lemma 4.3 von [Wee93|, das dem Lemma 6.5.4 hier entspricht, eine Un-
genauigkeit, da dort das Wort outside nicht erkldrt wird. Es kdnnten n&mlich unendlich viele
Kantenklassen existieren, deren Elemente nicht vollstindig in C’ liegen, jedoch mehr als nur die
Ecken mit C' gemeinsam haben.

Lemma 6.5.4 FEs gibt nur endlich viele Kantenklassen, die vollstindig auferhalb von C' liegen.

Beweis: Sei 29 aus B und bezeichne I',; den Stabilisator von zg in I'. Wir werden zeigen, daf es
nur endlich viele I', -Orbits von Strecken gibt, die 2o als Ecke besitzen. Da es nur endlich viele
I'-Orbits in B gibt, ist das Lemma dann bewiesen.

Da es nur endlich viele I'-Orbits von n-Simplexen aus dem Rand von C' gibt, und jedes Simplex
kompakt ist, existiert das Infimum r der Quadrate der Normen aller Punkte aus 8C'. Man beachte,
dafs r eine negative Zahl ist. Die Menge

H={zeR"zoz<r}

ist in C' enthalten, da eine Strecke, die einen Punkt aus H mit dem Ursprung verbindet, den Rand
von C' trifft.

Fir z aus B — {2} liege die Strecke [zg, 2] vollstdndig auferhalb von C'. Insbesondere ist der
Mittelpunkt m = (2o + 2)/2 nicht in C' enthalten. m liegt somit nicht in H, also ist mom > r,
d.h. (29 0 2)/2 > r. Nach Lemma 3.3.4 haben die zu 2y und z gehdrigen Horosphéren h,, und h,
einen Abstand, der kleiner als In(—r) > 0 ist. Bezeichne h’ die Horosphére, die von h,, um den
Abstand In(—r) weiter vom Basispunkt entfernt ist. Die Horosphére h, trifft h'.

Wir betrachten nun die Situation in U™ und bringen den Basispunkt von h,, nach oo. b’ ist eine
zu h,, parallele euklidische Hyperebene. Hat h' die n-te Komponente identisch gleich ¢, so besitzt
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eine Horosphére, die A’ trifft, einen euklidischen Radius grofergleich ¢/2. Der euklidische Abstand
zwischen den Basispunkten zweier disjunkter Horosphéren, die beide h' treffen, ist grofergleich ¢.
Ist A x (0,00) ein euklidisch-konvexer Fundamentalbereich beziiglich I's,, so ist A kompakt. Es
kann folglich nur endlich viele Horosphiren mit Basispunkten in A x {0} geben, die h' treffen. &

Beweis von Satz 6.5.3: Sei 6 ein vollstéindig hiillenkonkaves (n — 1)-Simplex aus 0C’, & * P und
0 * Q seien die anliegenden n-Simplexe. Die euklidische Strecke [P Q] von P nach Q ist dann in
einer Kantenklasse enthalten, die vollstindig auerhalb von C’ liegt.

Fiihrt man an § (und an allen I'-Translaten) einen (2, n)-Prozef aus, so wird in der entstehenden
Hiille C"" die Strecke [P, Q] enthalten sein. Nach diesem ProzeR nennen wir C'' wieder C'. Die
Anzahl der vollstandig aufserhalb C' liegenden Kantenklassen hat sich bei dem (2, n)-Prozefs um
mindestens eins verringert, da klarerweise keine neuen Kantenklassen hinzukommen, die vollstindig
aufierhalb von C' liegen, denn C'' enthalt C’. Wegen Lemma, 6.5.4 sind unendlich viele sukzessive
(2,n)-Prozesse unmoglich.

Ist die Anzahl der vollstéindig aukerhalb C' liegenden Kantenklassen gleich 7, so gibt es hdch-
stens r! verschiedene Moglichkeiten, sukzessive (2,n)-Prozesse anzuwenden. Bei der sukzessiven
Elimination vollstandig hiillenkonkaver (n — 1)-Simplexe gibt es also hdchstens r! verschiedene
Wege. &

Zusammenfassung des Algorithmus

Gegeben sei eine Menge idealer n-Simplexe und Verklebe-Isometrien, die eine hyperbolische Man-
nigfaltigkeit bestimmen. Die Mannigfaltigkeit ist nicht kompakt, und sie besitzt ein endliches Volu-
men, ndmlich die Summe der Volumina der n-Simplexe. Die Zerlegung nennen wir Startzerlegung.

(1) Bestimme zu vorgegebenen Volumina der Spitzen die entsprechenden uniformen Horobille.
(2) Berechne zu jedem n-Simplex die (n + 1) auftretenden Schrigungen.

(3) Bestimme mit Hilfe von Satz 6.3.1 alle hiillenkonkaven (n — 1)-Simplexe. Wenn hiillenkonkave
(n — 1)-Simplexe existieren: Gehe zu 4. Wenn keine existieren: Gehe zu 5.

(4) Untersuche mit Hilfe von Lemma 6.5.1, ob eines der hiillenkonkaven (n — 1)-Simplexe voll-
standig hiillenkonkav ist. Ist n > 4, so iiberpriife, ob die anliegenden n-Simplexe verschieden
sind.

Existiert ein geeignetes vollstindig hiillenkonkaves (n — 1)-Simplex, so eliminiere es durch
einen (2,n)-Prozefs und gehe mit den sich ergebenden n-Simplexen zu 2.

Existiert kein geeignetes Simplex, so gehe zu 6.

(5) Wie wir am Ende von Abschnitt 6.2 bemerkt haben, bilden die Simplexe nun eine Verfeine-
rung der euklidischen Zerlegung. Man bestimme mit Hilfe von Satz 6.3.1 alle hiillenplanaren
(n — 1)-Simplexe und vereinige die anliegenden n-Simplexe. Es entsteht eine Zerlegung in
ideale konvexe Polyeder: die euklidische Zerlegung zu den gew#hlten Volumina der Spitzen.
Gehe zu 7.

(6) Man beginne mit der Startzerlegung wieder bei Punkt 3. Man wéhle aber einen anderen Weg
bei der sukzessiven Anwendung der (2,n)-Prozesse. (Dazu muf man eine Liste fiihren, die
sich die verschiedenen Wege merkt).

Sind alle moglichen Wege ausprobiert, so hat der Algorithmus fehlgeschlagen. Gehe zu 7.
(7) Ende.
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—ey €1 €1
—e9
Abbildung 6.12. Ein ideales Quadrat Abbildung 6.13. Zerlegung des idealen

Quadrates

6.6 Beispiele

Kanonische Zerlegung eines punktierten Torus

In Abbildung 6.12 werden gegeniiberliegende Seiten durch Isometrien hyperbolischer Art identi-
fiziert. Die Translationsachsen sind y = = bzw. y = —z. Man wihle solche Horobille, die in der
euklidischen Metrik isometrisch sind. Man kann die Identifikations-Isometrie als Spiegelung an der
Translationsachse der anderen Isometrie und dann die Spiegelung an der entsprechenden Seite
des Quadrates darstellen. Dabei sieht man, dafs z.B. der Horoball zur Ecke —ey auf den Horoball
zur Ecke e; abgebildet wird. Diese Horobille (und alle ihre I'-Translate) bilden somit uniforme
Horoballe. Es gibt nur einen I'-Orbit von Horobéllen.

Man kann direkt sehen, daf die Ecken des Quadrates parabolische Fixpunkte werden. Dazu
mufy man nur den Kommutator der Identifikations-Isometrien betrachten.

Wir unterteilen nun das ideale Quadrat in zwei ideale Dreiecke n; und 7, (s. Abb. 6.13). In 7,
seien die Ecken es, e; und —e; der Reihe nach numeriert von 0 bis 2. In 72 seien die Ecken —es,
—e1 und e; der Reihe nach numeriert von 0 bis 2. Die der Ecke j in 7; gegeniiberliegende Seite
bezeichnen wir mit 7?.

Bezeichne R den euklidischen Umkreisradius des Horosphérenschnitts in 7; zur Ecke j. Wegen
der Symmetrie ist

Ry = 2R = 2R} = 2R3 = 2R? = R}.

Mit Satz 6.4.5 konnen wir die Schrégungen berechnen.

S(ni,n?) I -1 -1 R
Soon) |={ -1 1 1| R
S(ni,n?) -1 -1 1 R}

Es werden i und 72 identifiziert, n? und 73, sowie 1 und 79. Bezeichne R = R}. Es ist

S(n,nt) + S(n2,73) —2R+ (—2R) = —4R <0
S(mi,m3) + S(ma,7m5) —9R+ (—2R) = —4R < 0
S(m,m)) +S(me,m3) = 04+0=0.

Alle Kanten 7/ sind somit nach Satz 6.3.1 hiillenkonvex. Die Kante 79 = 79 ist hiillenplanar. Somit
ist die kanonische Zerlegung die Vereinigung von 7; und 7, entlang 1?. Dies ist das ideale Quadrat.

Man hétte die Schrigungen auch gemif Satz 6.4.6 berechnen konnen. Der Ursprung M ist
von den Horosphiren zu den Ecken von 7; gleich weit entfernt, i = 1,2. Da M in 7) liegt, ist
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Abbildung 6.15. Anwachsende Horobélle Abbildung 6.16.

die Schriigung von 7; beziiglich 79 gleich Null. Alle anderen Schriigungen sind negativ, da die
orthogonale Projektion von M auf die Horosphéren zu e; und —es innerhalb der Dreiecke liegt.
Die entsprechenden vorzeichenbehafteten Absténde sind deshalb negativ.

Die Spitze des Torus ist homdomorph zu S x [1,00). Ein Spitzen-Schnitt ist homdomorph zu
S'. Wir bestimmen nun die duale Zerlegung auf S' gemifi Abschnitt 5.4. Dazu betrachten wir in
Abbildung 6.14 die Situation in UZ2.

I'w wird von dem Kommutator der Verklebe-Isometrien erzeugt. Es ist die Translation ,um
vier Zellen“. Die Horosphére h wird in vier I',,-Orbits von euklidischen Strecken zerlegt. Diese
haben alle die gleiche Lange; die Halfte dieser Lénge ist (in der euklidischen Metrik von h) der
Umkreisradius R.

Wir haben vorher bemerkt, daff der Ursprung von den vier Horosphéren gleich weit entfernt
ist. Der Ursprung ist somit der duale Punkt zum Quadrat. Der Ursprung ist der Schnittpunkt der
beiden Geraden, die gegeniiberliegende ideale Eckpunkte des Quadrates verbinden. In Abbildung
6.14 sind die dualen Punkte eingezeichnet. Dadurch sind die dualen Strecken zu den Kanten des
idealen Quadrats bestimmt. Die dualen Strecken und die in U? iiber ihnen liegenden Punkte bilden
den Voronoi-Bereich zu h. In Abbildung 6.15 ist das Anwachsen der Horosphéren innerhalb des
idealen Quadrates dargestellt.

Die orthogonale Projektion des Randes des Voronoi-Bereiches auf A ist bis auf eine Translation
die gleiche Zerlegung von h wie die durch die kanonische Zerlegung induzierte Zerlegung von h. In
Abbildung 6.16 sind die dualen Zerlegungen des Spitzen-Schnitts S dargestellt.
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Das Komplement des Achterknotens

In Abschnitt 4.5 haben wir das Verkleben von zwei reguléren idealen 3-Simplexen zum Komplement
des Achterknotens beschrieben. Es gibt eine allgemeine Methode zur Darstellung vieler Knoten-
komplemente durch das Verkleben konvexer Polyeder ohne ihre Ecken. Man sehe z.B. Abschnitt
E.5.iv in [BP92] und die Referenzen in Abschnitt 1.2 von [SW95a).

Wir werden nun skizzieren, daff durch das Verkleben der beiden idealen 3-Simplexe eine hy-
perbolische Mannigfaltigkeit entsteht; ein ausfiihrlicher Beweis ist in Abschnitt 10.3 von [Rat94]
gegeben.

Von den 12 Kanten der beiden 3-Simplexe werden zweimal sechs Kanten zu einer Kante identi-
fiziert. Da die Simplexe regulér sind, ist der Innenwinkel an jeder Kante gleich 7/3. Somit ergédnzen
sich an jeder Kante die sechs anliegenden Winkel zu 27.

Indem man ein reguliires ideales 3-Simplex in D? als reguléres euklidisches 3-Simplex darstellt,
kann man sehen, daff man Horobélle zu den idealen Ecken wihlen kann, die vertriglich verklebt
werden. Diese Horobille sind in der euklidischen Metrik von D? isometrisch.

Somit ergibt das Verkleben eine hyperbolische Mannigfaltigkeit.

Wir werden nun zeigen, dafl die Zerlegung kanonisch ist. Wenn wir auf Abbildung 5.9 zu-
riickblicken, so sehen wir, daf alle alle euklidischen Umkreisradien gleich sind, da alle Dreiecke
isometrisch sind. Der Umkreisradius sei mit R bezeichnet. Mit Satz 6.4.5 folgt deshalb, daf alle
acht auftretenden Schrigungen den Wert

R — Rcos(m/3) — Rcos(n/3) — Rcos(m/3) = —%R

besitzen. Die gemif Satz 6.3.1 zu berechnenden Summen von Schrigungen haben somit alle den
negativen Wert — R. Folglich sind alle Seiten der Simplexe hiillenkonvex. Da keines dieser Dreiecke
hiillenplanar ist, ist die Zerlegung kanonisch.

Man kann auch Satz 6.4.6 anwenden. Der Mittelpunkt () eines der beiden 3-Simplexe (d.h.
der gemeinsame Schnittpunkt der drei Geraden, die jeweils senkrecht auf zwei gegeniiberliegende
Kanten stehen) ist von den vier Horosphéiren der Eckpunkte gleich weit entfernt. Die Projektion
von () auf die Horosphéren liegt im Inneren des 3-Simplexes, also ist jede Schrigung negativ.
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lichtartiger, 10
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zeitartiger, 6
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vorzeichenbehafteter Abstand, 38
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duale, 68



