Die Bestimmung des Drucks an gekriimmten Gleit-
flichen, eine Aufzabe aus der Lehre vom Erddruck.

Von Prof. Dr. Frirz Xé1rTER

in Berlin,

(Vorgelegt von Hrn MULLLR Bm:smtr)

COULGMB’S Betrachtungen tiber die Bestimmungen des Seitendrucks der
Erde, welche noch heute den theoretischen Untersuchungen auf dem
einschligigen Gebiete als Ausgangspunkt dienen, beruhen im Wesent-
lichen auf zwei Grundlagen, von denen die eine — physikalischer
Natur — Couvroms’s Anschauung iiber das Wesen der Druckkrifte im In-
nern sandformiger Massen zum Ausdruck bringt, wihrend die andere —
geometrischer Natur — eine vereinfachende Annahme ist, vermittels
deren- die erstere scheinbar erst brauchbar wird fiir eine durchzufiih-
rende Bestimmung des Seitendrucks der Erde.

Dass aber thatsichlich die Annahme ebener Gleitflichen fir die
Bestimmung des Seitendrucks der Erde insofern nicht unbedingt er-
forderlich ist, als sich auch fiir beliebig vorausgesetzte krumme Gleit-
flichen die Druckvertheilung genau bestimmen ldsst, habe ich an an-
derer Stelle hervorgehoben. Die Schwerfilligkeit der damals gegebenen
Ableitung war fiir miech Veranlassung zu wiederholter Beschiftigung
mit dem fraglichen Gegenstande, welche mich auf eine Entwickelung
fiithrte, die vor der #lteren, wie mir scheint, den Vorzug grésserer
Einfachheit und Ubersichtlichkeit besitzt, und deshalb im Folgenden
mitgetheilt werden soll.

Es sollen im Folgenden mit v und p das specifische Gewicht und
der B#schungs- oder Reibungswinkel des Sandes bezeichnet werden;
zur Bestimmung eines Punktes in der zur Lingsrichtung senkrechten
Ebene & soll uns ein Coordinatensystem dienen, dessen Anfangspunkt O
im Innern des Erdreichs liegt, dessen x-Axe wagerecht auf die Mauer
~ zu gerichtet ist und dessen y-Axe lothrecht nach unten geht. Ein
vom Punkte P mit den Coordinaten «,  ausgehendes Linienelement dy
in Richtung der y-Axe mége nun von der Seite der kleineren x-einen
auf die Lingeneinheit berechneten Druck erfahren, dessen Componenten
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in Richtung der x- und y-Axe ¢, bez. 7 heissen mdigen: dann erfihrt
das von P ausgehende wagereehte Linienclement o von Seite der klei-
neren y in Richtung der a-Axe ebenfulls die Druckeomponente 7, wiih-
rend die nach unten gerichtete Componente o, heissen soll. I gelten
zunfichst die beiden Gleichungen:

| do, o7
Ia. = e == 0
a.cb‘ c)y
n or -+ 9oy _
> | dx = dy ¥

und zwar unabhiingig von der besonderen physikalischen Beschaffen-
heit des Sandes.

 Fin belichiges von P ausgehendes Linienelement s, welches mit
der Richtung der z-Axe den Winkel ¢, mit der Riehtung der y-Axe

. 7;- - - » s *
den Winkel — — ¢ einschliesst, moge von der unteren Sceite her cinen
2 :

Druck erfahren, dessen auf die Lingeneinheit berechnete Grdsse gleich
p sein soll, wihrend seine Richtung mit dem nach oben gerichteten
Theil der Normale von ds den Winkel %, mit ds selbst den Winkel
—Z—-—t—»zz, einschliessen soll. Betrachtet man nun ecin Elementar-Dreieck,
welches entstehit, indem man durch den Anfangspunkt P von ds cine
Parallele zur x-Axe, durch den Endpunkt aber ecine Parallele zur
y-Axe sich gezogen denkt, so erhilt man, da die vom Eigengewicht
des Sandes herriithrenden Glieder unendlich klein von zweiter Ordnung
sind, die beiden Gleichungen

peos(u+18—p)ds = o,dy — 7z,
psin(u 18— ) ds = o,dv—7dy ,

oder
IEa. psin (p—1u) = o, sin ¢ —7cos ¢,
IIh. peos(p-—u) = g, cos p—7Tsing,

aus denen unmittelbar folgt

IIa. p == 0c,sin¢ sin(p-—wu)—7sin(2¢ —u)+ 6, cos ¢ cos (¢ ~—1u),
HIb. O =oc,sin¢ cos (¢ —u) — 7 cos (2¢ — ) — 6, ¢0s P sin (¢ — ) .

Insofern nun die drei Grossen o, 7, o, bestimmte Functionen
von & und y sind, werden durch die beiden Gleichungen fiir jedes
Linienelement der Druck p und die Druckneigung = als Functionen
der drei Grossen z, y und ¢ bestimmt. Diec Ableitungen von % nach
den drei Grdssen #, ¥, ¢ erhalten wir, indem wir auf Gleiehung IIIh
~die bekannten Gesetze des partiellen Differenzirens anwencden, wobei



¥, Korrer: Druckbestimmung fiir krumme (leitflachen. 231

wir noch sofort bemerken, dass die partielle Ableitung von IIIb nach
u offenbar gleich —+p ist. Demnach gelten fir die Ableitungen von
» die drei Gleichungen

i da, . ' ar | do _ ' du
IVa. O = o sin ¢ cos (¢ — u) — A CO8 (2¢p — ) ~— —375"5 cos ¢ sin (¢ — u) —i-pmg; )
. do, | o do, , - du
IVh, O = 37/ sin ¢ cos (p—u) “""ay cos (2¢p — 1) — By cos ¢ sin (P — uw) -+ p EvR

Ve, O == 6,008 (2¢ — )~ 27 8in (2¢ — u) — 7, cos (2¢ — 1) +p—gi;~,
¢

Die vorstehend mit rémischen Ziffern bezeichneten Formeln gelten
fitr alle Linienclemente; wollen wir zu den Elementen der Gleitfliche
ibergehen, so miissen wir dem Neigungswinkel % seinen grossten Werth
¢ beilegen und gleichzeitig die drei Ableitungen von « nach @, ¥ und
¢ gleich Null setzen. Diese speciellen Formeln wollen wir durch
arabische Ziffern kennzeichnen. Wir erhalten zunichst aus IVa
die Formeln

86‘,9, . T 30"3; :
1. O == Aa sin ¢ cos (¢ —p)— N cos (2¢) —p) — Y cos ¢ sin (¢ f‘“P) s

do, . a7 o S
- sin ¢ cos (¢p —p) — —gg’— cos (2¢p —p) — -«agj’i cos ¢ sin (¢p —p},

2. O
dy
3. O = o,cos(2¢p—p)+ 278in (2¢ —p}— 0o, cos (2¢ —p) .

|

Die Formel Illa fiir p ldsst zundchst noch eine leicht vorzu-
nehmende Umformung zu, welche Iiefert

1 ) I , o
Va. p = ";(G’x“*- Oy) COSU— — |0, cos(2¢ —u) -+ 27 sin(2¢ — u) — 0, cos (2¢ — ).

Setzen wir hierin #==p, so erhalten wir mit Ritcksicht auf Glei-
chung 3

I
4. p = ~(7,~+07,) cosp.
Endlich erhalten wir aus III6 zuniichst
1
Vb, O = - i{c, sin(2¢ — ) — 27 cos (2 —u) — G, eas(zrp—u)} (e:r ~+ ¢, sinu
2 ‘ .

oder, wenn wir unter Benntzung von 4 auch hier zur Gleitfliche iiber-

gehen,

5 ptangp = ——i— (o, sin(2¢ —p) — 27 cos(2¢p —p) — 0y CQS(E‘?‘.‘“‘P)}'

Die unter 1—5 aufgefiihrten Gleichungen diirfen, da sie nicht
mehr fir gedm Linienelement gelten, auch nicht mehr partiell naeh



282  Sitzung der lsllx’silizlliscix-mathamatischen (Classe vom 206, Febraar 1903,

x, v und ¢ differenzivt werden, wohl aber diirfen sie, dn xie fiir alle
Linienelemente der Gleitiliche welten, nach der Bogenliinge s der letz-
teren differenzirt werden und zwar nach der Formel
; i 'N dep ol al’ al d
dU o7 du +aG 1 g 00 ¢ — 00s ¢ o Sin o - ‘P
T Qz ds dy el </) ds da dy O

So erhalten wir aus 4 die Formel

B _ de, f}g) ‘ 1({ds,  do, ‘
6.y —— (34 - Vg COsS ¢ COS ¢ —t-— Ay “+ Oy s cos g

und aus 3

L

do, do ar
Q == ( LI v) coR ¢ cus (2 —g) -+ 2 S Cos ¢ sin (24— 2)

dx  Ow
aCF' aﬁ‘y aT . o
( 3y Ty ) sin ¢ sin (2¢hp — o)+ 2 3y sin ¢ cos(2¢ — o)
{do.

o, sin (2¢ — p) — 2100%(zqw———s}-——ﬁ’.,i‘ﬂ*(ﬁ‘i’*‘",ﬁ)i s

was mit Riicksieht auf 5 die Formel

dy
(7‘_) 4ptangp de —

80‘ aa‘ dr w .
aﬂz&-.__. .%_ COS ¢ COS (2¢h — p) — 2 qp €O ¢ sinl2¢ —9)

—| g — =%} sin ¢ cos (2¢p —p)— 2 fd‘ sin ¢ sin (2¢r— o}
dy oy ady ‘ ‘

ergiebt.
Aus 6 und 7 ergiebt sich dann weiter

ap o P
(8.) —a?n-zpmnbpﬁa;—_

p
P

a@w 2 ) 86‘,}, . . 7 R
—é—';?— COS ¢p COS (n -——;3) e kgi COS ¢ sin ¢ sin (cp ——-p) ~f— al COs ¢ 51 (2<}) —-—P)

de do d
———8in ¢ cos ¢ cos (¢ — o) -+ ~a~j sing sin (¢ — p} —+ B " sin ¢ sin{2¢—p).
d /4

dy

. ao do, a
Indem wir hierin fiir —g—; ¢os ¢ sin (¢p — p) und fir a ~osin ¢ cos (p —p)
Y
die beiden Werthe setzen, welche sich aus 1 und 2 ergeben, nimlich:
do dr
cos ¢ sin (¢ — - SiN0 P €OS (P —p) — -1 - cos (2 — 5
8@; psin (¢ —p) = g ¢ (¢ —¢) Ja (2 —2)
und

-,

~8in ¢ cos (¢p ~— o) == —¥* cos o sin (¢ — ¢ Sl eos (3 :
i q) (l P) a"y ({} 11((1) F}-—*—- az/ ¢Os (\"3(!; ‘Q),



IF. Koeesr: Druckbestimmung fir keumme Gleitilichen. ' -)3-3
so erhalten wir die Gleichung

gﬁ — 2ptangp —iz;f =

ds
do, ar |
8.9* -cos (¢ — p) {cos® ¢+ sin® ¢) =+ N (%m (29p— p) cos ¢ —cos (2¢ --p) sin q;) |

oo
'33/ sin (cf)-—-p) (cos? ¢ =+ sin® ¢) -}~ (CQR (gq;_-..P Ccos ¢ +51‘I1<P81n(2(p "‘P)), :

oder wenn wir die Glieder mit Hiilfe bekannter trigonom_etriseh‘er Be-
zichungen vereinfachen,

dp dg 85, o7\ or  de,\ .,
T 2p tang p g = (wa% —+ ~8~§) cos (¢ —p) + (Bx —+ g:;’-) sin (¢ —p).

Benutzen wir nun noch die Gleichungen Ia und Ib, so erhalten wir
schliesslich folgende Differentialgleichung zur Bestlmmung des Drucks
an der Gleitfliche: |

dp de "
(9.) 5 2ptangp - =vsin (¢ —p),
deren Lo&sung sich unmittelbar hinschreiben ldsst.
(10.) p=rye* >t o=t Weisin (g —p) ds.

Die erforderliche Quadratur gestaltet sich besonders einfach, wenn
die Bogenliinge, wie z. B. bei der Cykloide und #hnlichen Curven, durch
ein einzelnes Glied von der Form

Asin (Up +a) | |
oder ein lineares Aggregat von solchen Gliedern darstellt. Jedem solehen
Gliede entsprieht dann ein Bestandtheil von der Form

a, sin (¢ — p) cos (A + «) + a, cos (¢ — p) cos (Ap +a) |
—+ b, sin (¢ — p) sin (Up 4+ o) + b, cos (¢ —p) sin (Up + ) ,
dessen Coefficienten sich leicht bestimmen lassen. Zu diesen Gliedern
kommt noch das mit einem willkiirlichen Factor behaftete Glied
A gqui:a-nge’

Ist aber erst der Druck an der Gleitfliche bekannt, so lisst sich
der Druck der Erde gegen die Stiitzmauer nach Grosse, Richtung und
Angriffspunkt bestimmen.




