Ueber ein Inteoml VOIL Ga,uss welehes die
Verknatungen zweier Oeschlossenen
", Curven im Raume zahlt.

Von Professor 5. Miromae in Freiburg i. Br.

In Grauss 8 N achlass, 1m - flli}fteﬁ B‘z,n(’m seiner, W’ {311;(,

befindet sich auf Seite 605 die Bemerkung :

, Fine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der geo-
nmtna, gitus und der geomcfnm magmitudinis wird die ’%m,
die Verschlingungen zweier geschlogsenen oder unendichen

Tinien =zu zihlen®.
i geien die Coouk:aaten éines unbestimmtien P LGkius

der cinen Linie x4 2, der zweiten z'y’z’ und
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ist, dann ist dieses Integral durch beide ITinien ausge-
gehnt, gleich 4m 7z und m die Anzahl der Umschlin-
gungen.“

Von diesem Satze ist in einer Abha,ndlmig‘ von Herrn
Boddicker cin Beweis gcgeben, und mitgetheilt, dass von
Herrn Schering 1867 ein anderer Beweis bei GGelegenheit
potentialtheoretischer Entwickelungen gegeben sei.
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' Dieses Integral kann von ecinem Gesichtspunkte be-
trachtet werden, von welchern aus man seine Richtigkeit
leicht iibersieht. Dies +will ich hier zeigen, und fuhle
‘dazu ecinige Abkiirzungen ein. |
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In dieser Bezeichnung ist das zn behandelnde Inte-
gral
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Dze Curve, WEIG}JBI der Punct xy#z angehort, werde
mit s, die, Welchm ‘der Punct x'y’z’ angehirt, mit s’ be-
zeichnet. Nehmen wir nun das Intregral nicht iiber die

ganze geschlogsene Curve s, sondern von einem festen
2 &
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Puncte zoelfus auf ihr bis zn einem unbestimmten xy 2,

so sind in dem Integrale
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~Funectionen von zyz fir die Puncte der Curve & unend-
- lich werden, sonst aber iiberall endlich und einindrig sind.
"Da aber die Curve s geschlossen (eventuell im Unendlichen

gesehlossen) igt, so ist
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Null ist aber dies Integral, weil s’ geschlossen ist.
Demnach ist mit Riicksicht auf die Symmetrie

6 (0% _ 8 o1y | 9 01y o (oT
é?y(é’x) T A Oyl T OyNE 2 9z 6’13/
‘ 8 9V )
3 5las) = 2zlon
und also 4V ein vollstindiges Differential.
Nach einem allgemeinen Satze der Integralrechnung,
der streng bewiesen werden kann, erhiilt unter diesen

Umstinden das Integral

& Z i s A 7
['J éx[‘ch ﬂgjfdl-i—duf{i,f

{Loifoty

auf jedem Integratmnswe;:,e s =mwischen zogfnze wnd zy 2z
einen und denselben Werth, wenn nicht die Wege von
einander durch eine Linie getrennt sind, in der die Dif-
ferentialcoefficienten unter dem Integralzeichen wumnendlich
werden, und zwar auf cine solche Weise getrennt sind,
dass sie nicht duarch stetige Deformation in einander itber-
gefithrt werden konnen, ohne dass bei der Deformation
die Unstetigkeitscurve, also hier s’ tiberschritien wiirde.
Oder, mit Ganss zu reden, das Integral iiber eine Curve
s ist Null, wenn sie, der Integrationsweg, die Curve s’
nicht wmschlingt. Umschlingt aber die Curve s die Curve
s’ in derselben Richtung m mal, so ist das Integral, ganz
dhnlich wie im Cauchy’schen Satze, gleich dem mn-fachen
des Integralwerthes, welchen man erhiilt, wenn man fiber
eine beliebig gezogene Schlinge, = B. {iber einen Kreis,
der um s’ herumfiihrt, integrirt. |

Ist nun wieder die Curve s geschlossen, so kann man
nach demselben Princip wegen der vélligen Syminetrie
des Integrales in Bezug auf zyz und z‘y 2’ die Curve
8’ ebenfalls durch jede andere crsetzen, welche die Curve
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s mit ihr gleich oft umwindet. Daraus folgt, dass das
Integral ¥ von der (Gestalt der geschlossenen Curven s
und s’ insofern ganz unabhingig ist, als nur die Amnzahl
der Umschlingungen der einen um die andere den Werth
von ¥ bestimmt, und um diesen zu bestimmen, kommt es
nur darauf an, den Werth auszumitieln, wenn s ecine
specielle Curve, etwa ein Kreis, s’ eine andere specielle
Curve, etwa ecine durch das Centrum des Kreises gehende,
auf der Ehene des Kreises senkrechte Gerade einmal um-
schlingt, ‘ |

Der Kreis s hege in der :}:y-Dbene die Gerade s’ sei
dic z-Achse. Auf dem Kreise sei X=—g COS ¢, Y =—¢ 8in ¢,
— o0 auf den Geraden x'=—=y'—0. Dann haben wir

Vo o= g2 (" ydae — xdiy
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VVezln a.be}' s m~-mal um s’ geschlungen ist (und also

anch s’ m-mal um s), so haben wir mit Gauss, abgesehen

vom Vor zeichen
V = 4—?32,33-

Das Vorzeichen hangt wenn s und s’ gegeben sind, noch
davon ab, in welcher Richtung tber diese Linien inte-
grirt wird, oder in welcher Richtung die Umschlingungen
positiv - geziihlt werden, und ist daher noch willkiirlich.
I&s 1st aber iiber das Xeichen vollig verfiigt, wenn fir
irgend eine Umschlingung festgesetzt ist, in  welchem
Sinne sie positiv genommen werden soll. 1

Freiburg, 1876.

J. Thomae,
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Ueber Kartographle. |

E1n Vortrag _
geh%}ten am 26. April 187{{

von Prof. ..¥. Tlhiomae.
Mit ciner Tafal,

a1 or - R A LA ) -

W[mne Harl'en !

Wenn ein Mathematiker es ounternimmt, einmal “dex
Erwartung zu entsprechen, dic man von ihm hegt, wenn
er Mitglied dieser hochansehnlichen (fesellschaft geworden
ist, dass er dem Zwecke derselben gemiss durch cinen
Vortrag - einen wissenschaftlichon Gegenstand Nichtfach-
leuten nither zu bringen suchen, so gerith dersclbe, sofern
er- reiner Mathematiker ist, in einige Verlegenheil wegen
der Wahl eines verstindlichen Thema’s. Zwar haben
“einige besonders begabte Miinner, wie Divichlet, es ver-
standen, in Vortrigen iiber dic abstraktesten ('JL‘%(;‘.]'ISt"iIldC,
auch Laien zu fesseln.  Allein dazn gehirt cben ein he-
sonderes Talent, und im Allgemeinen ditrfte es schwer sein,
ein allen verstindliches Beispiel von der rein mathema-
tischen Torschungsweise Nichtmathematilkern vorzufiihren.
Hingegen bietet die angewandte Mathematik des Stoffes
genug, der eine populire Darstellung zulisst, ju Stofl
von dem man sagen kamn, dass es nicht unverdienstlich
sein wiirde, ihn so zu bearbeiten, dass er jedem Gebilde-
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ten zuginglich wird und ihm so auch eine Perspective
auf das eigentliche Treiben der Mathematiker -ertfinet.
Einen solchen Stoff habe ich fiir meine Besprechung
gewihlt. Dabei ist nar ein Missliches, weswegen ich um
Nachsicht bitten muss: Kin Missliches, welches eben wie-
der zeigt, dass es fiir einen reinen Mathematiker schwer
ist, ein passendes Thema zu finden.

Die Kartographie, iiber welche ich sprechen will,
ist ein Wissenszweig, der mit den hochsten Gebieten der
Mathematik in engem Zusammenhange steht und daler
die reinen Mathematiker nahe genug interessirt. Allein
gerade die Theile der Kartographie, welche den Analysten
fesseln, wiirden schwerlich Reiz fiir Sie haben, und wie-
derum die. allgemeinen Sachen darin werden nicht so von
dem reinen Mathematiker als vielmehr von dem Astronomen
oder. GGeoditen behandelt. Zu diesen Leuten gehore ich
nun mnicht. Wenn ich also hier einen Vortrag iiber
Kartographie halte, so ist das Missliche dabei, dass ich
mich in einem (Gebiete bewege, in dem ich oft genug
selbst Laie bin, jedenfalls habe ich dieselbe niemals prak-
tisch gchandhabt. Ich laufe dabei Gefahr, unter Ihnen,
meine Herren, namentlich unter denen, welche Soldaten
gsind oder gewesen sind, solche zu finden, die, wihrend
gie hier Belehrung erwarten, selbst zu belehren wohl im
Stande wiren, die also getiiuscht werden. Ich bitte Sie
desshalb, wmich zu entschaldigen, wenn ich als reiner
Mathematiker einem Stoffe, den ich in meinem Berufe nur
beilsufig streife aber nicht selbst bearbeite, nicht diejenigen
interessanten Seiten 'a,bzugewinnén und i1hmen vorzufithren
vermag, wie es wohl ein Astronom oder Geograph konnte,
und wie es die Materie wohl werth wire.
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| Dass die Erde eine Kugel sei, haben schon einige
von den Alten behauptet. Pythagoras soll diese ILehre
von den Aegyptern nach Guriechenland gebracht haben,
und Hudoxus und Aristoteles haben sie zuerst it Griin-
den zu unterstiitzen gesucht. Aber crst nachdem im
Jahre 1519 die Irde von den Portugiesen - vollstindig
umschifft worden war, hat die Meinung allgemein Lingang
gefunden, dass die Oberfliche der FErde eine geschlossene.
krumme Fliche sei. Von allen geschlogsenen krummen
Flachen ist die Kugelfliiche die einfachste, und es wiire
daher in geographischer Beziehung rocht wiinschenswerth,
dass dic Trde eine Kugel wire. Dass dies aber nicht
go 1st, konnen wir alle Tage wahrnehmen. Unsere Woh-
nungen, unsere Berge und Thiler fiigen sich entschieden
nicht der Kugelgestalt. Da hat man nun freilich gesagt,
diese Berge selen nur wie Sandstaubkérner auf einer
Kegelkugel, sie ktnnten an der Kugelgestalt im Ganzen
und Grossen nichts dndern. Nun, je nach dem subjec-
tiven Ermessen, was man vernachlissigen will oder micht,
kann man annehmen, dass die Erde eine Kugel sei oder
nicht. HEs ist niunlich aus den Gradmessungen ganz un-
zweifelhaft hervorgegangen, dass der Durchmesser von
Pol zu Pol etwa Yaoo kiirzer ist, als ein in der Aequator-
ebene genommmencr. Dicse Zahl wird die Abplattung
genannt. Wiirde man nun, wmn ein Modell der Brde zu
erhalten, eine kugelartige Oberfliche construiren, deren
Aequator ditherall im ~Durchmesser einen DMeter hiitte,
wihrend der Durchmesser, der auf dem Aequator senk-
recht steht, 997 Millimeter méisse, so wiirde wohl schwer-
lich Jemand ohne Anwendung des Sphirometers darauf
kommen, dass die Oberfliche keine Kugel sei, wilrde
aber ein Astronom in unsern Gegenden annchmen, dass
die Verticallinie durch den Mittelpunkt der Erde gehe.
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wie es der Fall sein miissie, wenn die Erde eine (homo-
gene) Kugel wire, so wiirde er einen so groben Fehlor
machen, dass seine Rechnungen in der Astronomic ginz-
lich unbrauchbar wiren, die Astronomie sieht sich sogar
gensthigt, viel unbedeutendere Abweichiungen des Liothes,
die -durch grosserc Gebirgsmasscen, oder wie bel lvreux
bei Paris durch an der Oberfliche der Erde nicht auf-
fallende geologische Verhiltnisse bewirkt werden, in ihre
Rechnungen einzufithren. Aber auch fir den GGeographen,
wenn er mnicht blos die Verhiltnisse, sondern ‘die ab-
soluten Liingen in Betracht =zieht, ist eine Verkiitzung
der Erdaxe gegen den Aequatordurchmesser am 6 Meilen
keine so kleine Zahl; dass er sié¢ bei sgeihen Uliitersuehuni-
gen immer als unerheblich ignorirven diirfte. Deswhall
hat wman fir die Kugel cin sogenanntes 'ﬁlm‘ep]aﬁteﬁcs
Rotationsellipsoid oder Sphiroid substituivt, “d. h. eine
Oberfliche, die durch- Um&rehlmg einer lﬁlhpsc um E]‘E]’L
kleinere Achse entstanden ist. - | ' '
Kann man denn nun ci;‘b{;;l‘ iibevhaupt die Trde als
einen Rotationsk&rper ansehen, oder mit andern Worten,
gind denn die Durchmesser aunf dem Aequator mnam!w
gleich. Dariiber gibt die Gradmessung cbenfulls  Auf-
schloss, und zwar vemneint sie dic GHleichheit nicht in
ganz minimalem Masgsge, sondern sic constativt so bhemerk-
bare Differenzen der verschicdenen Durchinesser, dass im
Jahr 1859 Herr v. Schubert, ein russischer bmncr:ﬂ, den
Vorschlag - gemacht hat, die Erde als ein dreiaxiges
Ellipsoid anzuschen, welche; Annahme Herm Weierstrass
in Berlin veranlasste, die kiirzeste Tinie, die sogenanntoe
geoditische Tinie, “auf dieser Oberfliche mathematiscly zn
untersuchen., Die mathematische Behandiung der goodi-
tischen Linie, welche bei allen Messungen auf der Brde
~dieselbe Rolle spielt, wie die Gerade in der Itbene, oder
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der griosste Kreis auf der Kugel, bietet Schwierigkeiten,
welche erst die allorneuste Zeit zu iiberwinden gelehrt hat,

Indessen hat Herr v, Schubert seine Idee bald selbst
wieder fallen gelassen, und man ist jetzt allgemein zur
Annahme des Rotationsellipgoides zuriickgekehrt, nachdem
man sich iitherzeugt hatte, dass man mit der Annahme
des dreiaxigen Ellipsoides der Sache nicht so merklich
niher kommt, dass dadurch andere, von der geringern
Finfacheit des 3Baxigen Ellipsoides abhiingende Unzutrig-
lichkeiten compensirt wiirden. Die Natur hat wohl, als
sie die Erde formte, die sphiiroidische Gestalt im Auge
gehabt, wie aber die Hausfrau,; wenn sie einen t-hii:finger
Kloss zur IKugel gestalten will, nicht pedantisch jede
Protuberanz entfernt, 80 hat auch die Natur kleinere
Abweichnngen sorglos uncorrigirt gelassen. Abeor jenes
ideale Ziel der Natur ist unverkennbar, Herr Listing in
Gottingen hat daher den Vorschlag gemacht, non zwar
die HErdoberflaiche, das (zeoid, nicht als Rotationsellipsoeid
anzusehen, wohl aber in das Geoid hinein ein Rotations-
ellipsoid zu legen, welches durch die Mcthode der klein-
sten Quadrate bestimmnt, méglichst wenig von dem Geoid
abweicht, hier unter dasselbe hinabsinkt, dort wieder aus
demselben heraussteigt. IFbenso wird umgekehrt sich- das
Geoid, die walyre Erdoberfliche, abwechselnd iiber jenes
typische Ellipsoid erheben und hie und da in dasselbe
untertauchen. Auf jenes . typische Kllipsoid wiirden alle
Frhebungen und Senkungen der Xrde zu bezichen scin.
Yinstweilen bedient  man sich jedoch noch der Methode,
die Erhebungen auf dic . nichstlicgenden Meere zu bezie-
hen. Denkt man sich z B. am Jcldberg ein Loch von
sehr grosser Tiefe, welches mit der Nordsee durch Rohren
communiecirte, so wiirde das Wasser darin einen ganz
bestimmten Stand haben. Diesen Stand. nenut man den
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Meeresspiegel. Und wenn der ITeldberg 1494 JS{etf;r sich
iiber den Stand dieses Wassers erhebt, so sagt man, der
Teldberg habe eine IHohe von 1494 Meter iiber dem
Meeresspiegel. |

Wollte man nun die Xrde in kleinerem Massstabe
darstellen, so dass Jemand, der diese Davstellung betrach-
tet, grossere Sticke auf cinmal iibersehen Lkonnte, und
wollte man die gegenseitige Lage der Berge, Iliisse,
Stidte ete. vollkommen getren zur Anschauung bringen,
d. h. so, dass man jede iiber die Oberfliche oder direct
gemessene Linge immer nur mit derselben Zahl zu mul-
tipliciren brauchte, um die wirkliche Entfernung zu or-
halten, wollte man, um es in einem Worte zusammen zu
fasgen, eine wahre Darstellung haben, so wire dazu noth-
wendig, dass man die Gestalt der Iirde genau keénne.
Dann kénnte man von einem beliebigen Punkie Strahlen
nach allen Often der Erde ziehen, und von einem andern
Punkte zu diesen Strahlen parallele construiven, und auf
diesen den Originalstrahlen proportionale Stiicke abschnei-
den. Die Geometrie lehrt, dass in dem so entstehenden
Gebilde nicht blos die Construktionsstrahlen, sondern dié
Verbindungslinien aller entsprechenden Punkte, directe
sowohl als tiber die Oberfliche gezogene einander jpropor-
tional sind. |

Hine solche. genaue Kenntniss der Ilrdoberfliiche
zu erlangen, wird zwar durch wiederholte Gradmessungen
erstrebt, wiirde aber matirlich nur dann zu erreichen sein,
wenn die Triangulation iiber die ganze Erde ausgebreitet
wilrde, was nicht nur mit Schwierigkeiten in uncultivirten
Lindern, wie Afrika, zu kimpfen hat, sondern auch mit
noch gréssern in inselarmen Meeren. Ferner ist die
(Gestalt kein\éswegs von der Zeit unabhiingig, sondern es
werden Hebungen und Senkungen grosser Gebiete beob-
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achtet, und es kann leicht geschehen, dass ein Ingenieur
spiiterer Zeiten einen sciner Vorginger fiir einen Pfuscher
erklart, weil er das Planum einer Bahnlinie nicht recht
bestimmt “habe, wihrend derselbe doch semme Schuldigkeit
vollstindig gethan und nur Mutter Eirde ihren Riicken
seitdem ein wenig anders gekriimmt hat. Auf eine ab-
solut wahre Darstellung wird man wohl verzichten
miissen, und vorldufig diirfen wir einen Globus, der die
Abplattung mit 8—4 Tausendstel beriicksichtigt, fiir den
vollkoimmmensten halten.

Unter geographischer Breite oder Polhthe eines Ortes
versteht man den Winkel, den die Gesichtslinie nach dem
Pol, also ungefiihr eine von dem Orte nach dem Polar-
stern gehende Gerade mit dem Horizont macht. Der
Winkel, welchen diese Gesichtslinie mit der Verticale
macht, also die Zenithdistanz des Poles ist das Comple-
ment der geographischen Breite zu einemn Rechten.
Wiirde man nun anf dem Globoid, win einen Namen fiir
unser abgeplattetes Krdmodell zu haben, in irgend einem
Punkte eine Normale, d. i. Lothlinie, auf der Oberfliche
_errvichten und das Complement des Winkely, den diese
Linie mit dem kleinsten Durchmesser, der Achse des
Globoids, dem Abbilde der Weltaxe macht, die geogra-
phische Breite des Ortes auf dem Globoid nennen, wiirde
man ferner durch die Axe gelegten Kbenen Meridian-
ebenen, und den Winkel, den die Meridianebenen zweier
Orte miteinander machen, die Lingendifferenz dieser
Orte nennen, so witrde durch Breite und Linge auf der
Erde, letztere von einem willkiirlich gewéhlten Orte, etwa
Ferro an, gezihlt, ein Ort von derselben Linge und
Breite auf dem Globoid bestimmt sein, so dass jedem
Punkte der Krde ein bestimmter Punkt, der Bildpunkt
auf dem Globoid entspricht. Kine solche Darstellung
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anf dem Rotationsellipsoid wiirde nun zwar nicht absolut
wahr, ‘doch von einer solchen Genaunigkeit, d. h. Aehn-
lichkeit des Originales und Bildes sein, dass sie allen
Anforderungen, ' die die Praxis an eine golehe Abbildung
stellt, vollkommen erfitlllen wiirde. Namentlich wiirde
genau wie auf der Krde die Entfernung der Breitengrade
von einander in der Richtung wvom Aequator mnach den
Polen hin zunelhimen, was eben eine Folge der Abplat-
tung ist, und zwar wiirden sic in demselben Verhiltnisse
als dort zunchmen. | ‘
Iine solche Aechnlichkeit des Bildes und Originals
ist auf dem wirklichen Globus auf der Kugel nicht zu
erreiclien. Hs ist auf keine Weise moglich, die Punkte
der Oberfliche eines Ellipsoides den Punkten esiner Kugel
oder ' einer Itbenc, oder die Punkte einer Kugel den
Punkten einer Ebene so zuzuordnen, dass dag Bild dem
Original #hnlich- ist, oder dass das Bild ein wahres ist.
Aehnlichkeit kann auch nicht cinmal -dann exreicht
werden, wenn, was vollstindig atsreicht, von den direkten
Distanzen ganz abgesehen wird und die Entfernungen nuor
fiber - die Oberfliche gemessen werden. Dass von den
direkten Diistan'z'en abgesehen werden tnuss, ist unmittel-
bar klar, denn man kann z B. von einem Pla,:ﬂig’k;btw
nicht erwarten, dass er sowohl diec Entfernung unserer
Antipoden gleich 2700 Meilen iiber die Oberfliiche ge-
messen, als auch die direlcte. gleich 1720 Meilen, in wel-
chem Magsstabe -es auch immer seil angeben solle.
 Also ich wiederhole es noch einmal, es ist auf keine
Weise moglich, ‘die ganze Erde oder augh nur ein Stfiick
derselbenn auf eine Kugel oder aunf eine Ebene “#hnlich
abzubilden, wenn - auch von der Korperihinlichkeit ganz
abstrahirt’ und nur Flichenihnlichkeit gefordert wird.
Diese Unmoglichkeit ist die Ursache, dass tiberhaupt
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cine Disciplin der Kartographie existivt. Wenn niimlich
Achnlichkeit erreicht werden kimnte, so wiirde wohl unter
allen Umstiinden die #hnliche Karte die beste sein, und
demnach eine Wissenschaft, die sich damit beschiftigte,
die beste Abbildung der Erdoberfliche zu finden, Dald an
ihren natiirlichen Grenzen angekommen sein.

Die Kartographie ist die Wissenschaft, die sich da-
mit- beschiftigt, unter gegebenen Vor&us&.&_tzangen die
bestmogliche Darstellung der Hrde, des Mondes oder des
Himmels, oder eines Theiles derselben zu finden wund
dittel, und zwar moglichst einfache Mittel anz,ugebeﬂ;
wie eine solche Karte fertig zu stellen sei. = - |

Was nun zuverst die Abbildung der Fade aui einer
Kugel betrifft, so sind die Anforderungen, die man i der
Praxis an eine solche stellt, nicht der Axrt, dass es der
Miihe lohnen wiirde zu untersuchen, wie die Abbildung
am besten geschihe, man wahlt hierzun vielmehr meist
nicht. die beste, sondern nur die emnfachste. Man nimmt
cinen Kugel-Durchmesser als Weltaxe an, und eine darauf
senkrechte :TEbene durch den Mittelpunkt als Aequator-
ebene. Die Parallellkreise sowohl als die Meridiane sind
in.gleichen Distanzen von einander gezogen. Irstere
dem Acquator parallel, letztere durch die Weltaxe. Die
Parallelkreise enthalten die Punkte gleicher geographtscher
Breite, die Meridiane die Punkte gleicher Linge. Durch
Liénge und Breite gind aber die Lagen correspondirender
Punkte auf der Erde und dem Globus vo]llg bestimmt
und die Herstellung :ist leicht. -

Dass aber diese Abbildung eine falsche lSt sieht man
sofort, weil die Breiten auf dem kugelfbrmigen Globus
einander in gleicheéen Abstiinden  folgen, wihrend dies
beim Original, svie schon &fter erwiithnt, nichf Statt hat.

Wenn algso Jemand den Schluss macht: Weil auf
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dem Globus der Ort A vom:Orte B ebensoweit entfernt
ist, ale C von D, so miissen auch auf der Iirde die A
und B entsprechenden Orte ebensoweit von einander ent-
fernt sein, als die C und D entsprechenden, so macht
derselbe im Allgemeinen einen Fehlschluss. Der Fehler
betriigt jedoch, wie ich beildinfig bemerke, im schlimm-
sten Talle weniger alg /150 der gemessenen Liinge.
Nun wird aber Niemand versuchi sein, auf Grund eines
solchen Globus ein Liindergebiet genau ausmessen oder
“denselben auf der Fahrt nach Ostindien als Seekarte zu
benutzen. Bei Schitzungen der Entfernungen auf einem
Globus geniigt eine solche Genaniglkeit vollkommen, weil
man nicht Messungen darauf vornehmen, sondern nur
Gestalt und gegenseitige Lage der Linder im Allgemeinen
zur Anschaunung bringen will. Wire nicht der Globus
mnmer so klein,  dass - die durch unvermeidliche Zeichen-
fehler entstehenden erheblichen Abweichungen vom Ori-
ginale denselben zun Messungen untauglich machten, so
wiirde man immerhin genaune Messungen auf demn Globus
vornehmen kénnen. Nur diirfte man sich dann des sphii-
rischen. Lineals nicht allein bedienen, sondern miisste noch
eine mathematische von Liinge wund Breite des Anfangs-
punktes und Endpunktes abhingende Corrd{tmn%form&l
daneben benutzen, was freilich unbequem wiire.

Wenn ich nun im Folgenden die Krde als eine Ku-
gel ansehe, so ‘geschieht es nicht, weil die Geographen
bei Zeichnung von Gradnetzen die sphirvoidische Gestalt
ignorirten, sondern weil der augenblickliche Zweck nur
der ist, IThnen die Methoden der Kartenzeichnung im
Allgemeinen zu charakterisiren, wobei von den feineren
Details abgesehen werden muss., Diese Methoden sind
filr die Kugel natiirlich in den meisten  TFallen einfacher
als fiir das Sphiiroid, und es ist daher leichter, Ihnen
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einen Begriff von diesen Methoden zu machen., Diejenigen,
welchen die Sache schon bekannt ist, werden vielleicht
nicht zufrieden damit sein, aber ich fiirchte andererseits,
dass die anzustellenden Betrachtungen vielen andern von
Ihnen zu mathematisch werden wiirden, wenn eine grijgsere
Genanigkeit unser Augenmerk wive. |

Die Aufgabe also, die sich die Kartographie stellt,
ist die: Von der ganzen Exde oder einem Theile der Erde
eine gewissen Zwecken entsprechende Abbildung zu er-
halten. |
- Durch den Zweck sowohl als auch den Umfang der
Karte wird die Methode der Abbildung bedingt sein.

Unter den Zwecken oder viehnehr Griinden, die eine
Methode veranlassen, befindet sich meist der mit, dass
die Sache dem Zeichner nicht zu schwierig gemacht werde.

Dieser letztere Gesichtspunkt ist sogar bei vielen
Projectionen der allein massgebende gewesen, und es sind
desshalb jene Projectionen oft mit erheblichen Mingeln
behaftet, welche den so angefertigten Karten nur be-
schriinltten Werth zu gestehen, so dass siemeistnur da brauch-
bar sind, wo man entweder mit ganz rohen Vorstellungen
zufrieden sein kann, oder wo das abgebildete Flichenstiick
sehr klein ist. Durch die Kleinheit des abgebildeten
Stiickes werden viele Miingel, wie wir bald sehen werden,
sehr abgeschwicht. Ehe ich solche Abbildungen bespreche,
will ich voraufschicken, welches Princip bei den besten
Karten seit Gauss zu Grunde gelegt ist.

Aehnlichkeit der Bilder im Grossen kann mnicht er-
reicht werden., Wohl aber kann man die Iorderung
stellen, dass die Achnlichkeit iiberall um so grisser sei,
ein. je kleineres Stiick der Karte man Dbetrachtet. Eine
solche Abbildung nennt man eine conforme oder in den

kleinsten Theilen dhnliche, weil das Bild um so -dbnlicher
Berichie der naturf. Ges. z. Freiburg i. Br, Bd. VIL left 1. 3
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(wahrer) wird, je kleiner der abgebildete Theil ist, aber
immer fiir Jeden Theil einer noch so umifassenden Ka,rte}
wovon nur in einzelnen Punkten, gewoshnlich in den
Polen, eine Ausnahme stattiinden darf.

Diese conforme Abbildung hat den Vorzug, dass sie
die Winkel exact wiedergiebt. Wenn man also irgendwo.
ein rechtwinkliges Dreieck auf der Erde zeichnet, so wird
dasgselbe im Bilde ebenfalls dureh ein rechbtwinkliges
Dreieck Wiedergegeben. Unter einem Dreieck wverstehe
ich hier micht ein geradliniges, sondern krummliniges,
weil auf der Erde keine geraden liinien vorhanden sind.
Die krummen Ihinien schneiden sich aber auf der Abbil-
dung unter denselben Winkeln als im Original. Sie
sehen Thier bei dieser (stereographischen) Projection
(Tafel I1I, Tig. 4), dass die Linien, welche ein Parallelo-
gramm auf der Erde abbilden, welches wvon zwei Meri-
dianen und zwei Parallelkreisen gebildet wird, also recht-
winklig 1st, 1m Bilde ebenfalls eine rechtwinklige Figur
bilden, die um so weniger vom Original abweicht, je
weniger DBreiten- uand Lingengrade gie wnfasst. Wir
sprechen mnachher mehr von dieser Projection, fiir jetat
bemerke ich nur im Allgemeinen, dass eine allgemeine
Folge der exacten Wiedergabe der Winkel ist, dassg,
wenn man ein nuar kleines Stiick betrachtet, man wirklich
ein nahezu richtiges, d. h. #hnliches Bild vom Original
erhilt, ein in allen Fallen um so richtigeres, je kleiner
das betrachtete Stiick ist in jedem beliebigen Theile der
Karte. ,

Der Forderung, die Winkel im Bilde exact wie-
derzugeben, entsprechen die Projectionsmethoden, welche
nur die Leichtigkeit der Ausfiithrung der Zeichnung im
Auge haben, gewithnlich nicht, wenn auch einige conforme
Abbildungen gehr leicht =zu zeichnen sind, also eine
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grossere oder klemere Verzerrung der Figuren selbst
im Kleinen, im Grossen ist sie itberhaupt nicht zu ver-
meiden, findet bei micht conformen Abbildungen jedesmal
statt. Gleichwoll finden einige nicht conforme Abbil-
dungen sowohl 1m Grossen, als auneh 1im Kleinen
Anwenduang. |

Wenn mniimlich Jemand einen Situationsplan, ein
Croquis oder dergl. entwirft, so zeichnet er ein so kleines
Stiick der IXrdoberfliche, dass er es ohne erheblichen
I'ehler nicht als ein Kugelstiick, sondern selbst als ein Ebenen-
stiick ansehen kann. Man projicirt wenigstens alle Puncte,
hoch oder tief, auf eine Horizontalebene durch PParallel-
projection, und gibt die Erhthungen, Berge, Thiler durch
besondere Hilfsmittel, z. B. durch Niveaulinien oder Berg-
schattenstriche an. So wie eine solche Karte wiirde die
Brde aussehen, wenn man von einem sehr entfernten
Puncte auf die Erde herabsehen wiirde. Da, wie gesagt,
die Oberfliiche einer Kugel mit einem Durchmesser voun
1720 Meilen, wie ihn die Erde hat, in kleineren Theilen
von einer Ebene recht wenig abweicht, so dass ein Punct
der Erde, der eine Meile von einem Orte liegt, durch
welchen eine Horizontalebene gelegt ist, nur /500 Meile
oder 15 Fuss unter jener Ebene liegt, so erfiillen jene
Karten recht gut ihren Zweck, weil die Verzerrung am
Rande, wo sie am grossten ist, immer noch klein genug
erscheint, dass sie da, wo es sich nicht um genaue Mes-
sungen handelt, sich mnicht fithlbar macht. s ist klar,
dass wilrend die Kreise um die Mitte der Karte hernm
ihre wahre Linge beibehalten, die Radien dieser Ireise auf
der Karte verkiirat erscheinen. -

Die Parallelprojection hat man aher auch im Grossen
angewandt in einem I[Falle, in welchem sie sich von selbst

darbietet. Namlich bei Mondkarten.. Man bildet den
3’!:
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Mond so ab, wie er.uns erscheint, oder man photographirt
ihn. Wenn man die ganze sichtbare Halbkugel des
Mondes so darstellt, so muss am IRande die Abbildung
gegen das Original sehr vérzerrt erscheinen. Fntschuldigt
wird diese Abbildung eben dadurch, dass wir die Mond-
oberfliche immer in dieser Verzerrung sehen. -

 Hier ist ein Netz (Taf. IL, Fig. 3), welches die
Lingen und DBreiten in DParallelprojection fir den Fall
wiedergibt, in welchem ein P’ol zwm Mittelpunet der Karte
genommen 1st. In diegsem Ialle ist die Construction des
Netzes amm leichtesten, denn die Meridiane sind gerade
Linien, die Parallellcreise concentrische Kreise, deren Ab-
stinde nach dem Aequator hin immer mechr abnehwmen,
Man braucht =zur Zeichnung nur die einfachsten geome-
trischen Instrumente, Zirkel und Lineal, Setzt man den
Rading des Aequators gleich 1, so ist der Radius, der zu
der Polhthe (oder geogr. Breite) p gehort, gleich cosp.
Der Abstand des 89. Parallelkreises von der Mitte bhe-
trigt 0,017452, der Abstand des 1. vom Aequator (oder
dem Rande der Karte) betriigt 0,00015, also das Verhiilt-
niss der beiden Abstinde ist ungefihr 1 : 116, woraus
die Grosse der Verzerrung am Rande erkannt wird. |

"Wollte man einen von den Polen verschiedeney
Punct zum Mittelpunet der Karte nehmen, so wirde das
Netz aus Ellipsen bestehen.,

Bei der Parallelprojection ist das Seheentrum eigent-
lich unnendlich weit entfernt zu denken, damit die Pro-
jectionsstrahlen parallel werden., Nimmt man aber die
Entfernung so gross als die des Mondes von der Erde,
so erhilt man nur irrelevante Modificationen. Bildet man
ein kleines Stiick der Trde ab, und setzt das Auge in
den Mittelpunet der Erde, so ist der Unterschied. von der
Parallelprojecfion um so goeringer, je kleiner das Stiick
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ist. Letztere Projection heisst Centralprojection. Wollte
man eine ganze Halbkugel damit abbilden, so iwiirden dic
Meridiane und der Aequator als gerade Linien zu zeich-
nen sein, weil gic in Ebenen durch den Mittelpunkt liegen.
Hingegen werden aus den Parallelkreisen Ellipsen, Hyperbeln
und Parabeln, wenn der Mittelpunct der Karte kein Dol
ist. Liegt der Mittelpunct anf dem Aequator, so sind
die Meridiane einander parallel, folgen aber einander in
grosser werdenden Abstinden. Die Parallelkreise wegrden
ausser dem Aequator {(dem Oten) im Bilde siimmtlich
Parabeln. Zur Abbildung grisserer Linderstiicke sind
solche Projectionen unbrauchbar, wenigstens bieten sie
nicht den mindesten Vorzug -dar. Verlegt man das
Seheentrum in einen Punct der Kugelfliche selbst, wel-
cher der Mitte der Karte gegeniiber liegt, so erhilt man
die vortreffliche stereographische Projection, von der wir
nachher reden, weil sie cine conforme ist. |
Die Methode, die Puanecte der Iirdoberfliche von cinem
bestimmten Puncte perspectivisch abzubilden, hat man
mit Iirfolg mit dem Prineip der Abwickelung verbunden,
Um nur die einfachsten BFille zu erwithnen, lege- man
einen Cylinder um die Xugel, der sie im Aecquator be-
rithrt. Nun projicirt man die einzelnen Puncle der Kugel-
oberfliche von ihvem Mittelpuncte aus anf diesen Cylinder,
und bildet sie dort ab. Die Meridiane woerden dann
offenbar gerade Linien, die Parallelkreise Kreise, die aber
in immer weiteren Abstinden nach dem Pole zu einander
folgen, und daher fiir hohere Breiten ein immer verzerrteres
Bild liefern. =~ Diesen Cylinder schneidet man lings eines
Meridianes” aunf, und breitet ihn in eine Ebhene aus, wickelt
ihn ab, wie man wsich ausdriickt. Die Parallelkreise
wickeln sich dann auf gerade Linien ab, so dass cin ge-
radliniges Netz mit rechtwinkligen Maschen vorliegt. Das
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ganze Bild bedeckt ein Ebenenstiick von der Breite des
Aequators und unendlicher Linge. Bezeichnet man Linge
und Breite im Bilde mit p’, 14, so ist ¥ = 1, p* = tgp,
wenn 1, p Tiinge und Breite des Originales sind wund
11 pp’ in Theilen des Halbmessers ausgedriickt sind.
Unser verchrtes verstorbenes Mitglied Johanmes Miller
sagte mir, . dass er fir die kleinen rechteckigen Karten
in seinem ILehrbuche der Physik- und in Vorlesungen
wegen der Leichtigkeit der Construktion und Uebersicht-
lichkeit diese Projection angewandt habe. IFreilich kann
sich dieses Netz nicht messen mit einem andern, mit dem
es leicht verwechselt werden kann, mit dem Merkatornetze,
welches eines der vorziiglichsten liberhaupt ist. I.etzteres
lisst sich mit so einfachen geometrischen Principien nicht
constrniren, und erfordert einen einigermassen mathematisch
gebildeten Zeichner, wenn schon es geradlinig ist. In-
desgsen kann man einem Netzzeichner Tabellen in die Hand
geben, mit denen er auch Merkatorkarten leicht zeichnen
kanm, Auf diese Karte als aunf ecine conforme lkom-
men wir nachher zurtick. |

Will man nur eine schmale Zone =zwischen zwei
Parallelkreisen darstellen, =z B. nm Isothermen einzu-
zeichnen, so geniigt meist ein #dhnliches Prinecip. Man
legt ndmlich durch die beiden begrenzenden Kreise einen
geraden: Kegel, projicirt vom Centrim die Puncte der
Kugel auf den Kegel und wickelt denselben mnachher in
die Ilbene ab. Die begrenzenden Parallelkreise sowie alle
- Parallelkreise werden durch Stiicke paralleler Kreise, die
- Mevidiane durch convergente gerade Linien dargestellt. Die
Maschen des Netzes sind rechtwinklige, am Rande der Karte
ist die Abbildung richtig, in der Mitte der Karte aber liegen
die Puncte gegeniiber denen der Kugel um so dichter bei
einander, je breiter die Zome ist, Ich will auf diese Pro-
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jection nicht weiter eingehen, sondern eben nur bemerken,.
dass sie zu einzelnen meist physikalischen Zwecken recht
gut brauchbar sein kann.

Hier ist (Taf. II, Fig. 2) eine von Herrn Jiger in
Wien zuerst gezeichnete, wvon Herrn Petermann etwas
modificirte Karte, welche zoologische Zwecke im Auge
hat. HEs kam dabei daranf an, den Nordpol auf der Karte
zu haben, der bei Merkator fehlt , und dann alles Land
moiglichst giinstig dargestellt zu erhalten, wihrend es auf
die Verzerrung der Meere nicht ankommt. Ieh habe diese
Karte nur zeichnen lassen, um Ihnen zu zeigen, welche
sonderbaren Gestalten zZum Vorschein kommen ko&nnen,
wenn besondere Zwecke verfolgt werden. Bei manchen
Karten aber sieht man den Nutzen der sonderbaren Ge-
stalt kaum ein, und die Karten machen dann den Ein-
druck einer Spielerei. Man hat die Erde in Rhomben, in
Ellipsen etec. eingezeichnet. Bei conformen Karten kénnen
allerdings solche sonderbare Gestaltungen eine Folge
guter Principien sein, und wir kommen bald auf eine
solche zu sprechen.

Wir gehen jetzt zu den eonfﬂrmen Karten iiber.

Unter den Karten, die man perspectivisch zeichnen
kann, findet sich, wie schon bemerkt, eine conforme vor,
wenigsiens ist sie es, wenn die Frde als Kugel angesehen
wird. Dies ist die sogenannte stereographische Projection.
Sie vereinigt beide Vovziige in sich, leicht construirbar -
zu sein und die Winkel bis auf die in ecinem einzigen
Puncte iiberall getreu wiederzugeben, welche Eigenschaft
die Conformitit ausmacht. Man erhiillt sie dadurch, dass
man an einem Punct der Kugel eine Tangentialebene loegt,
und von dem andern Endpuncte des Kugeldurclhinessers,
der durch den Berithrungspunct geht, die Puncte der Kugel
auf die Ebene projicirt, Der Berithrungspunct der Tangentials
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ebene heisst Mittelpunet der Karte. In dex beschricbenen Lage
der Ebene iibersieht man am besten die geometrischen
' Eigenschaften dieser Projection, man sieht aber soforf, dass
man -nur den Massstab der Abbildung verdndert, wenn
man die Fbene parallel mit sich verschiebt. |

. Entfernt man dieselbe vom . Sehcentrum, so wird der
Massstab vergrossert, im andern Falle verkleinert. Am
meisten empfiehlt es sich, die Bildebene durch den Mittel-
punct der Kugel zu legen, und die beiden dadurch be-
stimmten -Halbkugeln gesondert von den beiden Polen
dieser KKhene auf sie .zu projiciren, was auch neist ge-
geschicht. So entstehen die beiden Hilften eines PPlani-
globus., Nach einer von MHerrn Hisenlohr in IHeidelberg
gegebenen Schitzungsmethode der Giite ciner IKarte ist
die bestmigliche Abbildung einer Halbkugel die sterco-
graphische. - Amn einfachsten sind solche stercographische
Karten, bei denen der Mittelpunct entweder ein 1'ol, oder
ein. Punct des Aequators der Brde ist.

Nimmt man einen IPPol zum Mittelpuncte, so werden
“alle Parallelkreise im Bilde concentrische IKreise, und
die Meridiane gerade Linien. Nimmt man einen Punct
des. Aequators =zum Mittelpunct der Karte, so wer-
den alle Parallelkreise und alle Meridiane Kyreise im
Bilde, bis auf zwei, den Aequator und den durch den
Kartenmittelpunct gehenden Meridian, welche gerade Linien
werden. Die Meridiane sind Kreise, welche gich alle in
2 Puneten, den DBildpuncten der Pole schneiden.

- Diese Abbildung hat itherhaupt das Kigenthiimliche,
dass jedem Kreise auf der Kugel ein Kreis in der Ibene
entspricht und umgekehrt. Nur entsprechen allen Kreisen,
welche auf der ;Kugﬁlj durch das Sehcentrum gehen, ge-
rade * Linien im Bilde. Wiirde dem Mittelpuncte eines
jeden Kreises auf der Kugel der Mittelpunct des Bild-
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kreises entsprechen, so miisste die Abbildung eine #hnliche
sein, also wire die I{arte vollkommen. Dies ist jedoch
nicht der Fall, und findet nur bei Kreisen statt, deren
Mittelpunet zugleich Mittelpunct der Karte ist. Sonst
aber riickt der Bildpunct des Mittelpunctes eines Kugel-
kreises dem Mittelpunct des Bildkreises um so n#her, je
kleiner der Kreis ist, und zwar nicht blos im Verhiiltniss
der Abnahme der Durchmesser, sondern viel rascher.
Daraus entspringt der zweite Vortheil dieser Projection,
die Conformitiat, wihrend der erste der war, dass man
zur Zeichnung des Netzes nur Zirkel und Lineal braucht,
und dass vermdge der Perspectivitit eine einfache Bezie-
hung des Bildes zum Original, der Ibene zur Kugel
besteht, - R o : | | '

Bel jeder conformen Abbildung ist der Massstab der
Vergrosserung. zwar in der Nihe verschiedener Puncte
verschieden; aber fiir kleinste Linien, die von einem und
demselben Puncte ausgehen, mach allen Richtungen der-
selbe, wihrend bei den nicht conformen, wie die frither
besprochenen sind, der Massstab mnicht blog von Ort zu
Ort verschieden ist, sondern im Allgemeinen auch von
Richtung zu Richtung an demselben Orte wechselt.

Man verlangt aber nun auch von einer guten con-
formen Abbildung, dass der Massstab, der nothwendig ein
verdnderlicher ist, an den verschiedenen Stellen ein nicht
zu sehr verschiedener sei. Betrachtet man die stereogra-
phischie Karte von diesem Gesichispuncte aus, so erfiillt
sie diege IForderung ganz schlecht, wenn man die ganze
Erde auf einmal abbilden will. Sie sehen, (Taf 11,
Fig. 4) wie verzerrt Amerika aunf dieser stereographischen
Zeichnung dargestellt ist, wenngleich kleinere Partien auch
dort richtig dargestellt sein iniissten, wenn die Zeichnung
fehlerfrei wiye, | -
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Vorziiglich aber ist die stereographische Projection,
wenn man, wie schon einmal bemerkt, nur eine Halb.
kugel auf einen Kreis, die andere auf einen andern Kreis
abbildet, und wenn man die beiden Karten neben einander
stellt. * | |

Das Gesetz der Vergrosserung drickt sich afm ein-
fachsten in dem Fall aus, in welchem ein Pol Mittelpunct
der Xarte ist. Dann ist die Linear-Vergrisserung
sec? (45°—: p), wenn unter p die Polhthe eines Ortes
versianden wird, und wenn die Vergrisserung in der Mitte
der Karte gleich 1 gesetzt ist. Also ist sie, wie die
Formel zeigt, am Rande, wo p —= o ist, gleich 2. Das
ist fiir eine Karte, die die ganze IHalbkugel winfasst, cin
recht giinstiges Resultat, und, wie schon bemerkt, das
giunstigste, welches erreicht werden kann. TUm es mit
der Parallelprojection zu vergleichen, erinnere ich "Sie
daran, dass Grad B89 von 90 mehr als 100 mal 80 weit
entfernt war als 0% von 19 Hier ist der Unterschied
kleiner als 2, und zwar ist hier die Mitte kleiner, der
Rand grosser. |

Uebrigens braucht man den Massstab nicht aus der
Formel sec? (45°%—'/ p) zu entnehmen, wenn man auf der
Karte Messungen kleinerer Distanzen vornehmen will,
(denn nur solehe sind direct, d. h. ohne Rechnung braunch-
bar), sondern man kann dann das Gradnetz gebrauchen,
wenn es einigermassen dicht gezogen ist. DMan braucht
nur za bemerken, dass die Emtfernung der Parallelkreise
von Grad zu Grad 15 Meilen betrigt. Nahe — denn ich
bemerke nochmals; dass diese I arte einige kleine Correk-
turen n&thig macht, wenn man nicht die kugelférmige,
sondern die abgeplaticte Erde darstellen will.

Es ist als ein Mangel an der stereographischen
Projection geriigt worden, dass sie eine Zweitheilung der
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Erde nothwendig mache. Dadurch dass die ganze Kugel
auf 2 Hailften abgebildet werden muss, wenn die Dar-
stellung gut sein soll, werde der Zusammenhang zerrissen
und man bekomme an der Treanungsstelle keine gute
Vorstellung., Gewisse Mingel sind freilich unvermeidlich.
Herr August in Berlin hat die Erde in eine epicycloidische
Figur (Tatel II, Fig. 1) mit 2 Riuckkehrpuncten, die den
Polen entsprechen, so eingezeichnet, dass sie in allen
Puncten conform ist. Denltt man sich iiber eine die KErde
vorstellende Kugel eine Gummihaut gezogen, schneidet
gsie lings eines Meridians von Pol zu Pol auf und spannt
dieselbe in diesen epicycloidischen Rahmen, dann wiirde,
wenn die Klasticitit der Haut so wire, dass die Theilchen
gich proportional der Emtfernung anzdgen (was wirklich
jedoch nicht stattfindet), die Haut so zusavunen fahren, dass
die Orte auf il die hier geseichnete Lage erhalten wiirden.

Ihre Construktion ist zwar weniger complicivt, als
die einer #hnlichen Karte von Herrn Eisenlohr, die wohl
noch besser als die vorliegende ist, aber doch immer noch
so schwierig, dass sgie ohne Hilfsmittel mathematischer
Rechnung nicht construirt werden kann. Die Linearver-
grosserung ist da; wo sie am schlechtesten ist, etwa das
8fache gegen die der Mitte, was fiir eine Abbildung der
ganzen Erde ein gutes Resultat ist. Dass diese Karte
allgemeine Anwendung finden werde, scheint mir jedoch
zweifelhaft, da sie doch immerhin etwas gezwungenes hat,
Indessen ist es ein Vortheil, dass die Meridiane ohne
Ecken durch die Pole verfolgt werden kinnen nnd dass
eben die Einheit gewahrt ist. Das Original zu dieser
Karte ist von Herrn Richard Kiepert in Berlin gezeichnet
und hat auch noch die Bﬂhgnng des verstorbenen Obersten

von Sydow erhalten.
BEs giht unendlich viele conforme Abbildungen, und
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man kann namentlich, wenn man blos einzelne Erdtheilo
oder L#inder, wie Deutschland, oder auvch eine Zone ab-
bilden will, eine Volllkommmenheit erreichen, dic der Wahe-
heit, d. h. der wirklichem Aechnlichkeit; schr nahe komnt,
Zur Anfertigung solcher Abbildungen hat schon Gauss
Regeln angegeben, wir kinnen uns jedoch hier nicht da-
mit befassen, schon deswegen, weil wir uns da mitten in
die hoheren Theile der Mathematilk hineinbegeben miissten.
" Denn das ganze Problem der conformen Abbildung hingt
von einer partiellen Differentialgleichung ab.

Eine der wichtigsten, namentlich flir Secetahrer un-
entbehrliche Karte 18t die sogenannte Merkator’sche,
Merkator heisst eigentlich Cremer und lebte 1512-—1595,
Scine Karte verdankt ibren Ursprung dem Bestreben, den
Lauf eines im gleichmiissigen Curs stewernden Schifles
auf der Karte moglichst leicht, also durch eine gorade
Linie richtig -einzeichnen zu kinnen. - IEin Schiff sucht
seinen Curs, so lange o8 geht, gegen dic Magnetnadel
immer in  derselben Richtung =zu erhalten. Also, was
dasselbe ist, es strebt danach, alle Meridiane unter dem-
selben Winkel zn schneiden, wenn es dabei auch eindn
kleinen Umweg macht.  Die Linie, welche das Schiff hier-
bei beschreibt, Lioxodrome genannt, ist nianlich nicht die
kiirzeste zwischen 2 Puncten der KErde. Diese Loxodrome
s0ll auf einer Karte durch eine die Meridiane der Zeich-
nung ebenfally unter demselben Winkel schneidende Gerade
abgebildet werden. Dieser Winkel heisst die Schiefe.
Ist die Schiefe Null; so erhilt man die Meridiane selber,
18t sie 90°% so erhilt man die Parallelkieise. Beide miis-
sen  also, da sie selber Loxodromen sind, als gerade
Lianien dargestellt werden, und es ist somit von vornher-
ein klar, dass das hetz; ‘ein gw*ulhmges ist, it recht-
vmk}zgen Maschen,
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Zu Merkator’s Zeit kounte man noch nicht Differen-
ziren und Integriren, also konnte man auch noch nichts
von der Conformitit wissen, und die Aufgabe iiberbaupt
nur anniéherungsweise légsen. Die Liosung, die schon die
Spanier (z. B. Cortes) crstrebt hatten, gab Merkator in
der Regel: ,Gradus latitudinum versus utrumgue polum
auximusg pro incremento parallelorum supra rationem gquam
habent ad aeguinoctialem.“

Also, wir lassen die Breitengrade nach den Polen hin
in dem Verh#ltnisse wachsen, in welchem die Parallelkreise
zum Aequator stehen. Diegse Karte wurde ausgefiihrt,
indem man von Gradminute zu Gradminute die Zunalme
der Parallellkreise des Bildes gegen die des Originals be-
stimmte. Dadurch wurde ein fiir die Praxis vollkommen
hinreichend genaues Resultat erzielt. Nimmt man: die
Zunahmen unendlich klein, im Sinne der Infinitesimal-
rechnung , so ergibt sich, dass L#nge wund Breite des
Bildes (1’ , p’) und Originals (1, p), wenn der Halbmesser
zur Kinheit genommen wird, in der Beziehung

I/ = 1, -Pf = ]g \tg‘_ (4:5‘3 “"}“‘_ 3‘/’2 1))
zu einander stehen. Hat man keinen Netzzeichner, der
die Fihigkeit hat, mit trigonometrischen und L.ogarithmen-
tafeln zu rechnen, so muss man fiir p’ Tafeln vorher
ausrechnen, wie solche schon vorhanden sind, und sie dem
Zeichner in die Hand geben: Die Liingen folgen in glei-
chen Abstinden wvon einander. Die Linearvergrosserung
ist nur wvon der Breite eines Ortes abhingig und ist
sec p, ist also 1 fiir p = o, 4. h. auf dem Aequator
gtimmen Karte und Original tiberein. Iiir p = 60° ist
sec P == 2. Bis dahin ist also die Karte vorziiglich,
weiter hinauf wird sie verzerrter und kann hochstens bis
zum 85. Grade nérdlicher und siidlicher Breite ausgedehnt
werden, weil nachher die Verzerrung iibermissig wird,
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obgleich in sehr kleinen Stiicken anch dort noch die Karte
vichtig sein mmss. Da sie sich aber ins Unendliche er-
stréckt, so ist sie fir Polarfahrer nicht brauchbar.

So viel von den conformen Abbildungen. Man hat
noch eine andere Art guter Karten, die man aequivalente
nennt. Diese Abbildung verzichtet auf getreue Wieder-
gabe der Winkel, stellt aber dafir die Flichen ihrem In-
halt nach richtig dar.

Sie wird durch die Aufgabe definirt. Die Theile
einer Kugel (genauer eines Sphilroidy) so auf cine Kbene
abzubilden, dass alle Fliachentheile, die i Oviginal und
der Abbildung einander entsprechen, ihwwrem JFlicheninhalt
nach in demselben Verhi#ltnigse stehen. Also wenn eine
Reihe von Landern a, b, ¢ .. Quadratineilon enthiilt, und
das Bild des ersten a Quadratzoll, so miisgen die {brigen
genau b ¢ .. Quadratzoll enthalten, wenn auch dag Bild
verzerrt erscheint. Ws leuchtet ein, dass wenn cs gelingt,
die Verzerrung auf ein geringes Mass zu reduciren, was
namentlich bei Karten, die micht mehr als etwa Europa
umfassen, recht gut moglich ist, diese Karten mit manchen
Vortheilen verkniipft sind, - In den Karten des franzbsi-
schen dépdt de la guerre hat man die sogenannte Bonne’-
sche - Projection, welche eine aequivalente ist, wirklich
angewandt. Wir ktnnen, ohne viel Formeln zu benutzen,
nicht niher auf sie eingehen, ich will nur bemerken, dass
sie in der Nithe des Mittelpunctes dc,;: Karte ein fast
exactes Bild liefert,

Obwohl die Aufgabe der aequivalenten Abbildung
ebenso wie die der conformen auf eine partielle Differential-
gleichung fithrt, so hat sie doch nicht in dem Masse wie
jene das allgemeine Interesse rege zu halten gewusst.
Aus zwel Griinden glaube ich. Einmal ist wohl diec Gleich-
heit der Winkel wirklich meist noch wichtiger als die der
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Flachen. Der =zweite vielleicht noch méchtigere Grund
ist ein mathematischer.

Die Losung der Aufgabe der cenformen Abblldung
hat die Ueberwindung grosserer Schwierigkeiten nothig
gemacht , als die der aequivalenten, dadurch ist sie den
Mathematikern interessanter geworden. Die conforme
Abbildung hat zuerst gezeigt, dass die imaginélren
Zahlen in eminenter Weise in der realen, in der ange-
wandten Mathematik eine Rolle zu 39161311 vermbgen,
Denn die complexen, oder um Ihnen verstindlicher zu
sein, imaginiren Zahlen sind es, mit deren Hilfe das
Problem, die Theile einer beliebigen Oberfliche auf die
einer beliebigen andern Oberfliche conforimn, d. h. in den
kleinsten Theilen #hnlich abzubilden, von lagrange und
Ganss vollstindig gelost worden ist. Dies Problem ist
fiir den Mathematiker so fesselnd, dass es, ganz abgesehen
von der Beziehung zur Geographie, durch Nebenbedingun-
gen modificirt und niher bestitnmt, die bedeutendsten Krifte
fiir sich zu gewinnen gewusst hat. Es kniipfen sich
daran, abgesehen von Lebenden, die Namen von Lagrange,
Gauss und Riemann. | _

. Gehen wir zur aequivalenten Abbildung zuriick.
Um zuniichst die Moglichkeit aquivalenter Abbildungen
zu zeigen, denken wir uns ein Quadrat durch parallele
Gerade in kleine Quadrate getheilt. Ziehen wir dasselbe
an zwel Seiten auseinander, als wenn es von Gummi wire,
so wilrde, wenn der Gummi die Eigenschaft hitte, in demn-
selben Verhiltnisse, in welchem er sich in der einen Rich-
tung ausdehnt, sich in der andern zusammen zu ziehen,
so dass der Flhicheninhalt constant bliebe, — so wiirde
dieser Flicheninhalt nicht blos im Ganzen derselbe blei-
ben, sondern auch frither quadratische Maschen auf der
Haut wiirden im Bilde in Rechtecke von demselben In-
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halt sich verwandeln. Daraus folgt, dass jede Figur im
Original, wnd in dem durch Ausdehnung und Zusammen-
ziechung entstandenen Bilde aus gleich vielen solcher
Maschen bhesteht, und dass demnach der Flicheninhalt
ungesindert geblieben ist. Da haben wir also eine aequi-
valente Abbildung zweier Iibenenstiicke auf einander.

Nun wollen wir nur ein Beispiel einer acquivalenten
Karte besprechen, die isocylindrische von Lambert, die wohl
die einfachste aequivalente ist, und die Erde auf ein Recht-
eck abbildet. '

Kin Cylinder wird um die Kugel gclegt, so dass er
sis im Aequator berithrt. Die Meridinne und Parallel-
kreise werden auf dem Cylinder dadurch abgebildet, dass
man  die Meridianebenen und Parallelkreisebenen ein-
fach bis zom Schnitt mit dem Cylinder verliingert und
ihre Spuren dort verzeichmet. Dann schneidet man den
Cylinder auf und wickelt ihn in die Ebene ab, Die Masgchen
des Gradnetzes sind geradlinig rechteckige und zwar
ist 1! == 1, p’ == sin p. Wihrend -aber die  Lingon-
abstinde der einzelnen Grade einander gleich sind, nehmen
die Breitenabstiinde naech den Polen zu rasch ab, und die
Karte wird nach den Polen hin sehr verzerrt sein. Da
der Flicheninhalt einer Zone gleich der Linge eines
grogsten Kreises (Aequators), multiplicivt mit der Hihe
dex Zone, ist, und die beiden Grogsen unverindert aunf
den Cylinder tibertragen und auf diec IEbene abgewiclkelt
werden, so ist der Inhalt jeder Zone auf IXugel und ICarte
derselbe. Da -ferner die Zonen anf Kagel und Karte
durch die Meridiane in gleiche Theile getheilt werden,
so sind die Maschen des Netzes auf Kugel und Karte
flichengleich, die Abbildung ist asquivalent.

- Es macht keine grossen Schwierigkeiten, ~die Erde
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» oder auch einen chenen Kreis aequivalent auf ein Dreieck
oder ein Viereck abzubilden.

Um noch ein paar Namen zu erkliiven, bemerke ich,
dass eine Abbildung gnomonisch oder central genannt
wird, wenn sie eine perspectivische ist, mit dem Mittel-
punct der Erde als Centrum. Zenithal heisst eine Pro-
jeetion, wenn alle Puncte, die von einem Punct A anf
der Erde gleichweit abstehen, auf der Karte auf einem
Kreise liegen, dessen Centrum A entspricht (es abbildet),
und wenn alle durch A gehenden grossten Kreise auf der
Karte durch gerade Linien dargestellt werden.

Borichte der naturf. Ges. zu Freiburg i Br. Bd. VIL Hoft 1. -4



