Walther Dyck; Beitriige zur Anfd /818 Szms. II Mzttheﬂung
{(Vorgelegt von F, Klem.) _

Die nachfolgenden Entwickelungen sind im weiteren Ver-
folge der Untersuchungen zur Analysis situs antstanden, von
denen ich einen ersten Bericht der hohen Sgcletd& im Juli
vorigen Jahres vorzulegen die Ehre hatte!). |

Die Beziehung der Grundzahl einer Fliche zu dér Kronechér—
schen Characlerisiih eines gewissen Fimctioneﬂsysmms zu kenn-
zeichnen, war der wesentliche Zweck jener Mittheilung. Das
weitere Studium jener Kroneckei’schen Uutersuchungeng} hat
mich nun auch jene geometrischen Fragen in einer allgemeinen
Form zurecht legen lassen, welche es erméoglicht, auf rein geo-
metrischem Wege fiir Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimensionen
«oine characteristische Zahl zu definiren. Es siud schliesslich
die hier bespmchenen Zahlen keine wesentlich andeaeu, als
die, welche schon in den Riemann-Neumann’schen Entwick-
hmﬁ'eu fur die Grundzahl einer Fluche, in den Listing’schen ?)
zmd Betti'schen *) Untersuchungen fr mehrdimensionale Ge-
bilde enthalten sind®). Doch habe ich absichilich auch
die geometrische Entwickelung der Characteristik (im I Ab-
schnitte) etwas ausfithrlicher behandelt wetl fur meine gegen—
wdrtigen Fragestellungen die Form der Abkztung solcher Zahlen
wesentlich ist. Diese wird ndmlich gegeben mit Hiilfe eznes.Enﬁ—

- 1} Beitriige zur Analysis situs I Miitheziilng, im I‘eigenden stets
A, 8. 1. citirt.
2} Monatsherichte der Berliner Akademie vom Jahre 1869 u. 4878.
8} Census rdumlicher Complem. Man sehe inshesondere den Lehr—
satz auf pag. 77. ‘ ‘
4) Sopra gli spazi di un numero quamnque di dzmenswm Annali di
matematica 8¢ -2, tom. 4. : :
8) Auf Characterisiiken von der in meiner ‘iz’ote »On the Analysis
situs of threedimensional spaces« (Repor{ of the British Assocmt:on, Mon-
treal 1884) angedeuteten Art gehe ich hier nicht ein.
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stehungsprocesses der Mannigfaltigheit, welcher, von einem Ele-
menitargebilde beginnend, in den verschiedenen Stadien die Aen-
derung der characteristischen Zahl zu verfolgen gestattel). Diese
Ableitung ermoglichi es dann — sofern nur analytisch zugtingliche
Entwickelungsarten eines geometrischen Gebildes zu Grunde gelegt
werden — sofort auch zur analytischen Formulirung der Charac-
teristik tiberzugehen (Abschnitt II) und diese ist eben keine andere

als die Kronecker’sche, welche die Characteristik eines Systems
von (n -+ 1) eindeutigen reellen Funclionen

f=0, fi=0, [fo=0,...0/h=0

von n reellen Verdnderlichen (wo die f; die ersten Ablettungen
von [ nach den Variabeln bedeuten) angiebl. Die Betrachiung eines
solchen Entstehungsprocesses fiihrt dabel — zundehst fir swei-
und dreidimensionale lineare Gebiele wusgesprochen — zw je mwer
Relationen mwischen den »besonderen Punkten« (Doppelpunkien)
eines belzebzgan im Endlichen gelegenen ebenen Curvensysiems
f (=, y, 3) = 0 mil einem Parameler 5, und zu zwel analogen
Relationen fw’* die »besonderen Punkte« (Knotenpunkic) eines in un-
serem Rawme im Endlichen gelegenen Fltichensystems f (x, y, 5 w} 0
mit einem Parameter w — Beziehungen, von denen ich einen
speciellen Fall fiir Systeme sich nichi schneidender Curven in der
Ebene (und auch aufl beliebiger Fliche) in der ersten Abhand-
lung bereits formulirt habe?). Zum Schlusse ist noch auf die
Weiterfuhrung dieser Untersuchungen hingewiesen, welche in
der vorliegenden Form nur die wesentlichen systematischen
Betrachtungen far die Behandlung aller solehen Fragen ent-
chkeln wollen.

43 Dabex erscheint es dann auch geemetmsch berechtigt, wenn i¢h in -
der Folge fiir eine Fliche die Kronecker'sche Characteristik K siatt der
Neumann'schen Grundzalil G einfithre, insoferne es naturgem#ss erscheint,
dem » Nichivorhandensein« einer Mannigfalﬁigkeié die Characteristik Null
zu ertheilen, Auch gestaltet sich die Formel, welche die Characterisiik
einer aus mehreren getrennten Theilen bestehenden Mannigfaltigkeit an-
-giebt, unter Zugrundelegung der Kronecker’schen Zahl einfacher — nim-
lich direct als Summe der Characteristiken der Bestandtheile (vergl, pag.
59) — als fiir die Neumann’sche Grundzahl, die sich aus den Grundzahlen
der einzelnen Theile und der Anzahl der Theile zugammensetzt {vergl. z. B,
A.S. L § 1)

-+ . 2} Man vergl. 111erzu die dort erwdhnten auf soiche Gurvensyeteme
bemghchen Untersuchungen von Reech, M&bius und Poincaré.
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1. Absclmitt.

&eometusehe Ableitung der Characteristik einer Hfmmﬂ-
faltigkeit.

Der vorliegende Abschnitt enthidlt zunuchst die Ableitung
der Gharacteristik linearer Mannigfaltigkeiten aus einem Ent-
stehungsprocess der Mannigfaltigkeit, geht dann (§ 8) zu »ge-
schiossenen« Mannigfaltigkeiten tiber und keunnzeichnet schliess-
lich (§ 6} die Abuziihiung der Ghdfacteushk an der fer tzgen
%Ianmgfaimgkelt ,

§ 1.
Punktgruppen als Mannagfaltlgkelten M

Nur der Uebersichtlichkeit einiger nachfolgender Formu-
lirungen wegen erwihnen wir als Anfangsglied unserer Mannig-
faltigkeiten diejenigen nuliter Dimension, die Punkie, deren
Characterist K, gleich ihrer Anzahl ist. -

§ 2

‘Eindimensionale Manmgfa,ltlgkezten M

Das Eiementwgeb@lde E, emer eindimensionalen Mannig-
faltzgkezt ist geemeérzsch vargestelit ci,w ch ein begrenﬁes Seffzecll
einer Geraden.

Das Entstehen des Elememargebﬂdes thlt + 4, das Ver-
schwinden — 1. Die Trennung eines E, in zwei Stﬁcke kommt
dem Entstehen eines weiteren E, glemh und zihlt somit fiir
die Characteristik der Manmﬂfcdtlgkeit. M, mit +1, die Ver-
einigung zweier E; entsprechend mit — 1 Man kann sich die
»Treunung« eines FE, hergestellt denken durch Aussehaltung
eines Punktes, also einer M, aus der Strecke, durch eine » Punk-
tirung«, und mag dann den Satz formulire n“) S

» Punklirungen« zihlen flr die G]za,?‘aetemsta?f: I( einer M
im. Sinne threr Punkicharacteristik. o L

- Die entgegangeseizie Zahlung Z’)"‘t&f emn fw* dw mverse Opercz—-
tion des Aufiaebens einer Pami:twwzg L :

1) Der Satz ist in dieser Form nur mit Ritcksicht auf die in § 3 und !;-
gegebenen analogen Siitze ausgesprochen. . \
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§ 3.

Zwaidimensiona,le Mannigfaltigkeiten A7, |

Das Elementargebilde E, ciner cbenen Mannigfaltigheit M,
st geometrisch gegeben durch das Innere einer geschiassmen sich
nicht selbst durchsetzenden ebenen Curve.

Das Entstehen des Elementargebildes zihlt 1, sein Ver-
schwinden — 4. Die Trennung eines Z, durch einen von Rand
zu Rand gefilhrten Schnitt »Querlinie« kommi dem Entsiehen
eines neuen E, gleich, und z#hlt also + 1, die Vereinigung
zweier Elementargebilde lings einer solehen Sirecke zihlt ent-
sprechend — {1 fur die Gharacteristik X,. Soferne eine solche
Vereinigung zweier Randstticke auch an emem E, durch Zu-
sammenhiegen statthaben kann und das entstehende rmvformlge
Ebenenstiick auch durch Anhmngung einer Oeffnung »Punk-
urung« in einem E, herzustellen ist, folgt, dass »Anbringung
einer Oeﬁ'nung« als — 1, Sehhessen einer Ooffnung — eine
Operalion, die einer nTreﬂn&ng« darch eine Querlinie im obigen
Sinne gleichkommt — als -+ 4 zu zihlen ist.

Sonach kommen filr die Abzihlung der Gharaktemsuk K,
einer ehenen Mannlgfa}mgkelb M, die Sitze:

1. Ein & ystem wvon » Punktirungen« sdhlt fir die Iflcacizen—
characteristik K, im entgegengeselzten Sinne seiner Punki-
characteristth K.

2. Iin System wvon » ste? lintenc« zaidz! f‘u?‘ K, tm Sinne
seiner. Curvenchavracieristik I - -

- Die entgegengesetzten Zaizizmgen tﬁ'eten fu?' die Auf fze&mz,q der
besp? ochenen Operationen ein.

Weiter entnehmen wir den Vorswhcnden Ausfuhrungen
den Satz: :

, 3. Schneiden wir aus dem Imw?"n unserer Jifanmgfalizg&asi
M, eine andere Mannigfaltigheit M,’ von gegebene?* Characteristil;
fi’ Cheraus, so #st dieses ,Eﬁtfemeﬁ.mn M, im entgegen-

ge-setzte?z Sinne der zugehirigen Characteristik K," =zu zdh-
len, wund wumgekehrt ist das Ausfiillen wvon eingeschlassenezz

Lucfa,en im Sinne der zzagekw*zgen Characteristik in Recf:?mwg.
zu bringen. o L
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- § 4.
Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten /..

Das Hementm geszde E, ist geameﬁ*z&ch em von eimer. I(@g gel
oder einer darawus durch Biequng und Dehmung ohne Zerreissung
ableitbaren Fliche begrensier linearer Rawm.

Das Entstehen von E, zi#hlt -+ 1, ssin Verschwmden — 4.

Die Trennung eines E, durch eine-ebene Lamelle E, » Quer-
fiiche «, deren Rand in der Begrenzung von I, liegt, z#hlt, weil
damit ein weiteres E, hergestellt wird, -+ { fur die Gharac-
teristik K, von M,; die Vereinigung zweier E; in einem solchen
E, ist entsprechend — 4 zu zihlen. Die Vereinigung kann
wieder an einem einzigen E; in zwei Stiicken F, der Begren-
zungsfliiche vorgenommen werden und fithrt zu einem von einer
Ringfliche begrenzten Raume, dessen Characteristik sonach
Null betragt. Wir kénnen uns diese Unformung dadurch her-

gestellt denken, dass eine Durchbehrm}g an einem E; aus-
gefuhrt wird, derceswlt dass zwei Punkte der Bevrenzunvs-—
{liche von F, durch ein E, verbunden werden. Eme selehe
Durchbohrung oder die A?’Lbrm gung emer Querlinie zihlt dem-
nach — 4. Umgekehrt ist das Zuwachsen einer solchen Durch-
bohrung, also ddS Wegnehmen einer Querlinie £, mit <+ 1 zu
zihlen. Um zu ontscheiden, wie diec Anbringung einer Punkiirunyg
fir die Characteristik unserer M, zu zihlen ist, denken wir uns
einen von zwei concentrischen Kugeln hegrenzten schalenfor-
migen Raum. Wir kénnen denselben dadurch zu einem Ele-
mentargebilde E, umformen, dass wir beide hegrenzende Scha-
len durch eine Querlinie verhinden, dass wir also durch eine
Durchbohrung den innerhalb der Sechalen gelegenen Raum mit
dem Aussenraume Vereinigen._ Diese Durchbohrung #ndert

die Characteristik der von jenen beiden Kugeln begrenzten
M, aum - 4. Die Characteristik des dabei entstandenen Rau-
mes K, ist aber 44, also kommt dem ersigenannten Raume die
Characteristik + 2 zu. Soferne dieser aber auch durch Anbrin-
gung einer Punktirung aus einem E, abgeleitet werden kann,
schliessen wir, dass eine solche hier <4 zu zdhlen ist. Jelzt
kinnen wir sofort auch entscheiden, wie sich die Characteristik
einer M, #ndert, wenn wir die A, mit solchen Querflichen
schneiden, deren Flachencharacteristik nicht mehr gleich 1 ist.
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Denken wir uns nimlich das E, durch n Punktirungen in eine
M, von der Characteristik n +'i verwandelt, so lisst sich diese
sofort in eine von n -1 Kugeln hegrenzte M; (durch Erwei-
terung jener Punktirungen) verwandeln. Legen wir nun eine
Querfliche, welche alle Kugeln schneidet, so besitzt diese Quer-
fliche nach den Zihlungen in § 3 die Characteristik — n 4 1.
Nach Ausfithrung des Schnittes ist der Raum in zwei E, zerfills,
waraus folgt, dass der Schnitt in jener Querfliche fiir die Cha-
racteristik der M, nach Massgabe seiner {‘1dchancharactemstik
K, zu zihlen isi. - o
Stellen wir die hiermit gewonnenen Siitze ausammen 80
‘sind es die folgenden: -
i die Bestimmmung der Characteristil K ener _Il[ ,aégkzeﬂ
4. Punktirungen im Sinne ihrer Characieristik K.

9. Querlinien im entgegengesetsien Sinne threr Cka-
racteristik K, ;
3. Querflichen im Sinne ihrer Characteristik K,.

. Umgekehrt sind die Aufiwbzmgen der bezeichnelen Ope?’az@o-
nen zu siihlen.

Weiter erschliessen wir aus den blshem%en Ausfuhrungeﬂ
den Satz: S | -

4. Schneiden wir aus s dem Tnnern. unserer M@?mz Jﬁxéfzg]eezt
M, eine andere Manmigfaltigheit M, von gegebener Characteristik
K, hercus, so ist dieses Vw*scsz’ndeniassen von M," im Sinne
der zugehvrigen Characteristil K" =w zdhlen, und wmgekehrt ist
das Ausfiillen von eingeschlossenen Hohlrdumen im entgegen-
gesetzsten Sinne der zugekin*agan C&c&ractea“zstzﬁ n Rech?mng
z b?*mgen. . '

§ 5.
Uebergang Zn » geschlossenen « Manmgfaltxgkexten fl_f und M,.

Die h}Bl‘I{Bﬁ gegsbenen Sutze, welche die Gharactemst;k
der linearen Mannigfaltigkeiten ers.t,er bis dritter Dimension aus
einem gemeinsamen Principe ergeben, kdnnen ersichtlich in
ganz analoger Formulirung auch fiir mehr Dimensionen fort-
gefuhrt-werden. - Ich muochte indess aufl diese weiteren Formu-
lirangen hier nicht eingehen, vielmehr die in den vorstehenden
‘Paragraphen gewonnenen Hiilfsmittel noch verwenden, uam die

-
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bisherigen Abzihlungen, welche nur fur lneare Mannigfaltig-
keiten fixirt sind, die von Punkten, Gurven bez. Flichen be-
grenzt sind, auch noch auf geschlossene Mannigfaltigkeiten aus-
sudehnen. Dabei seien nur zwei- und dreldlmensmnaie Gebilde
in Betracht gezogen. - - .

Wir stellen uns dann » geschiassme Mannigfalligheiten « da-
durch her, dass wir bei den ebenen M, die begrenzenden Rund-
curven paarweise einander zugeordnet denken, und ebenso fiir die
bisher betrachleten M, eine paarweise Zuordnung ihrer Begren-
zungsfliichen gegeben denken. Um dann die Characteristik der
geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu bestimmen, hedarf es nur
noch zweier Sitze, welche die Aenderung der Characteristik
durch die Zuordnung je zweier Begrenzungscurven bez. Be-
ffrenzungsﬂ;ichen angeben, S#ize, deren Umkehrung den Ein-
fluss einer Zerschneidung einer M, hez. M, langs geschlossener
Fliichen angiebt. : ¥ o

Insoferne man nun einen aeschlessenen inperhalb einer
M, verlaufenden Schnitt durch eine »Punktirunge (—4) und
eine » Querlinie « {4 1}, welche von der Punktirung auslanfend
wieder in dieselbe mﬁndet zusammeﬁgesebzs ‘deﬁken'kann,
folgt der Satz: | |

Ein geschlosséner Curvenschnitt fin Innern einer ﬂff dndert
deren Characteristik nichi. Ebenso bleibt also umgekehrt die Ghamc—
teristik ungedndert bei der Zuordnung mweier Randcwrven einer M,.

Mit Hiuilfe dieses Satzes lasst sich sofort die Charactemstik
einer beliebigen 'geschlossenen M, bestimmen durch Summation
der Characteristik der ebenen I‘lachenstiicke, deren Zusammen—-
setzung jene M, ausmacht.

BBISplGlSWSIS(—} wird eine » Kugelflaclie « durch Laordmmﬂ
der Randcurven zweier E, gebildet und es kommt derselben
sonach die Characteristik 2 zu. Eine Ringfliche, durch Zuord-
nung der Rénder eines ebenen zwischen zwei concentrischen
Krelsen eingeschlossenen Gebietes herstellbar, erhalt die Cha—
racteristik Nuall u. s. w. e

‘Man erkennt g’ie}chzemg den (auch fur mehr D}menszonen
ausdehnbaren) Satz: |

Die Characteristik K, einer geschiosseﬂm Man@azgﬁzm ﬂeuﬁ Mg,
die wir uns als Fltiche in einem linearen dreidimensionalen Rawme
aufgeblasen denken kvmnen, st gleich der doppelien. Gfmmczemsm
K, des sugehvrigen Innenywumes jener Fluche.
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Um auf den Einfluss eines im Innern einer M, ausgefiihrten
Schnittes lings einer geschlossenen M, zu kommen, betrachten
wir zuniichst einen im Innern einer M; ausgefltihrten Kugel-
schnitt. Dérselbe kann aus einer Punktirung (- 1) und einer
Querfliche (von der Gharacteristik -+ 1) zusammengeseizt wer-
den, andert also die Characteristik von M, um —+4 41 =2,
Aehnliche Ueberlegungen ergeben den allgemseinen Satz:

Ein tm Innern emer M, ausgefiihrier geschlossener Flichen-
schnitt von der Fluchencharacteristik K, erhusht die Characteristi;
von M, um K. Umge]beh?t wird durch dic Zuordnung zweier
Eegmﬁzwzgsﬂag&en etmer M,, welche beide die Character zstﬂ’e K,
besitzen, die Characteristih der M, um K; vermindert.

| | § 6. |
Unverinderlichkeit der Characteristik fiir versehiedéne Erzeu-
gangswelsen einer Mannlgfa,ltlgkelt

Die Bedeu!;ung der Gharacterisuk liegt in der Unve: 4nder-
lichkeit derselben all den verschiedenen Processen gegenitber,
durch welche wir uns eine Mannigfaltigkeit erzeugt denken
konnen. Bei der im Vorstehenden gegebenen Ableitung von K
mit Hilfe emnes Entstehungslarosesses der Mannigfaltigkeit ist es
erferderlmh zu heweisen, dass wir bei jedem Wege, auf wel-
chem wir uns die J!Ia?ngfaltzgkezt M entstanden denken konnen,
auf dieselbe Zahl K gefuk?‘z werden. Dieser Salz ist unmittelbar
bewiesen, sobald wir zeigen, -dass unsere bisherige Ableitung
der Characteristik zw etner besti mmien Deﬂmtwn de?’selbe?a an
der fertigen Mannigfaltigheil fihre. | o
. Es seien diese Definitionen fur lincare mwei- *zmd drei-
dimensionale Mannigfaltigheiten (§. 3, 4) formulirt. Es geniigt
dabei nur von zusammenhdngenden Mannigfaltigkeiten zu reden,

denn es gilt (aus der bisherigen Ablex’mng von K} ganz allge-
mein der Satz:

Die Characteristik K einer aus belwbzg ’E}EGZG??, getremzien Tizaz—
len bestehenden Mannigfaltigheit selst sich aus der Summe der
Chm*cwtemstzken der Theile susammen. SR |

Ein zusammenhdngendes ebenes b]dchensmck kdnn man
nun bezeichnen als ein Elementargebilde E,, aus dessen Innern
7 ebensolche Elementargebilde E, heransgeschniiteén sind: Dann
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ist Ky=14 —n d. i. die Differenz der Characteristiken des zu Grunde
gelegten und der herausgeschnitienen Fldchensiiicke E, die unmitiel-
bar an dem fertigen Fllichenstiicke ersichiliche Characteristik').

Ein zusammenhiingendes und nur von einer geschlossenen
Fliche begrenztes Stiick unseres Raumes kann man bezeich-
nen als einen Elementarraum E;, welcher # Durchbohrungen
erhalten hat und hier ist wieder Kg"= { —n die unmittelbar am
Gebilde selbst abzulesende Characteristtk. Allgemein wird man
jedes zusammenhiingende Stiick unseres Raumes bezeichnen kion—
nen als einen von einer geschlossenen Fliche nach aussen ab-
gesrenzien Raum von der. Characteristik K,’, aus dessen In-
neren weitere Ridume der ohigen Art bez. Von den Charac-
teristiken K, K,"”, ... K, (¥) herausgeschnitten sind. Dann ist
K= =K, ("’) 4. h. die Summe der Characteristiken des =u Grunde
geleg ji@?’% zmd defr herausgeschnittenen Raumstiicke die unmittelbar
am Gebzlde Sclbst fgbzzélese?zdg Ckas?‘actemszfzk }

. IL Abschnitt.
Analytische Formulirungen.

Nachdem wir im Vorhergehenden itberhaupt irgend welche
continuirlichen Processe zur Erzeugung einer Mannigfaltigkeit
M betrachtet haben, handelt es sich jetzt, wo wir uns eine solche
Mannigfaltigkeit dm‘ch eine Gleichung gegeben denken, darum,
derartige geomeirische Umfarmungspmcesse fur die Herstellung
unserer Gebilde einzufthren, die gleichzeitig einer analytischen
‘Behandlung fiihig sind. Die fe]genden Darstellungen bieten -fitr
Mannigfaltigkeiten von ein his drei Bim'ensioﬁen”specielle Bei-
sp1ele solcher Umformungsprocesse, die, zu einem Theile schon
in meiner ersten Abhandlung angeftihrt hier in systematzschel '
Zusammenfassung erschelnen Sie bezeichnen, ungeachitet ihres
specielleren Characters, im Wesentlichen die Art auch alige-
meinerer Fermuhrlmgen, auf welche nach in § fM kum hin-
gewmsen wird.” : | -

" Es sei beziiglich der uachstehend betraehteten Funectionen
fs fis fe + - . noch bemerkt, dass wir sie an dieselben Bedingun-

4) ‘cf. § 8. Satz 3,
2) Vergl. § 4. Salz 4. .
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gen gekniipft anunehmen, die Kronecker fiir die Functionen sei-
nes Functionensystems zu Grunde legt!); ebenso ist die Be-

zeichnungsweise, wie schon in der ersten Mittheilung, mit der
Kr{mecker schen iibereinstimmend.

§7.
Ghar.acterilstik eindim‘erisiena,ler Mannigfaltigk'eiten.

Gegeben eine Curve [ (@, y) = 0. Man bestimme die Charac-
teristik derjenigen Mannigfaltigheit M,, welche von den innerhald
f = 0 Uegenden Theilen der Geraden y = y, gebildet wird.

Indem man eine Gerade parallel zur Geraden y = 7, iber
die ganze Curve, von oben beginnend, mit abnehmendem y
hingleiten ldsst, entsteht die fragliche M, in der Art, dass bei
jedem Maximum der Gurve eine neue Strecke auftritt, bez. oine
vorhandene sich theilt, wihrend bei jedem Minimum eine
Strecke verschwindel, hez. zwei Strecken zusammenwachsen.
Nach der Definition der Gizaracéems?zk emer M, haben wir alss
sofort o o
(1) - ‘ If»i - E é/::-z 'fn}:

Y=Yy

diese Swmme versianden iber alle Punlkte

?f=0-/4-—-0 y>Ja-

Femer erglebt sich, da alle im Laufe der Bowegung emstdn—
denen Strecken wieder verschwunden sind, wenn wir die ganze
Curve mit der Geraden uberstz ichen hahen

{2) ' ’,: - __ | {f&. [:1{} = O
soferne die Summatmn }etzt itber alle Ptmkte
o | f=0, fi=

ausgedehm wird. Durch diese Fa?‘mel (2) 333 emne er sze Bezzeﬁuug
zwischen den Beriihrungspunkien horizontaler T&?&g@ﬂt&ﬂ einer
ebeazen Cm*@e ausgedriickt.

4} Fir die Zusammenstellung der Kronecker’shen Fcrmeln vergl.
Monatsherichie 1878 pag. 145 oder auch A, S. L § 4. C
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§ 8.

Characteristik zweidimensionaler Man_nigfaltigkeiten_,

Gegeben aine Flache [ {x, y, 3) = 0. Man bestimme die Cha-
racteristil der Mannigfaltigheit zweiter Dimension M,, welche von
den innerhalb = 0 liegenden Theilen der Ebene z = z, gebaﬂdcf
wird. '

Wir lassen eine Ebene z = const, iher die Fliche herab-
gleiten (mit abnehmenden Werthen z) und fragen nach der
Characteristik des jedesmaligen ebenen Schnittes. Die Schnitte
hilden auf die @ y-Ehene projicirt das einfach unendliche System
f (, 77, 5) = 0 mit = als Parameter. Die Chavacteristik des In-
nern dieser Schnittcurven dndert sich jedesmal in den Tangen-
tialebenen der Fldche, so zwar, dass wir fir diese Aenderung
vier Arten von Bertthrungen unterscheiden kinnen.

(a) und (b). Die Schmttcurve hat an der Berithrungsstelle
einen isolirten Dcppelpm}kt o

- Dann wird bei der Bewegung der Ebene z = const. im
vorgeschriebenen Sinne (mit abnehmendem z) ein Sttck der
Mannigfaltigkeit M, entstehen,’ bez. eine Oeffnung in demselben
verschwinden, oder aber es wird ein vorhandenes Stuck der
M, verschwinden bez. eine Oeffnung in einem solchen entstehen,
Dxe beiden ersten Vorkommnisse sind ‘ersichtlich mit <4 Fir
die Aenderung der Gharaeﬁemsmk von M Z0 zéhlen dxe Ietzten
beiden als — 4.1 | - T

{¢) und (d). Die Schnitteurve That an der Eezuhruﬂgsstelle
einen Doppelpunkt mit reellen Zwei.gen | |

Dann wird hei der Bewegung unserer Ebene z = const.
mit abnehmendem z entweder ein Stiick der 3, sich in zwel
spalten, oder es werden zwei vorher getrennte Thexle sich ver-
einigen. Das erste Vorkommniss ist ersichtlich mit + 4, das
zweite mit — 4 fir die Gharactez&sﬁk von M, in Bechnung zZu
bringen?). - '

H \ian mag die Uatersaheaéung auch c‘mrch den Umstand eharaciem—
siren, dass man in den ersten heiden Fillen »von oben betrachtete« die
Aussenseite, in den beiden letfzien Fillen die Innenseite der Fliche f= 0
sieht. Die analoge Unterscheidung fritt anch fiir die Fille {c] und {d} ein.

%y Vergl. die vorstehende Anmerkung.
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Die analytische Formulirung der bezeichneten Unterschiede
ergiebt nun sofort die verlangte Characierisiik K, des ebenen

Schnittes = = =, in der Formel: Z = 5y
: cre |
{3) Kﬁ — :: [fa . id 12 ] y

: E= 5y ' fm f%% i

in welcher die Summation iiber alle Punlite
rf"“—-»‘)‘o.,_fi:(), f2=03 ES:SIZ-&;
verstanden _ist. '
. Die Gleichung
fi 1 fi‘-"

) R

welche, anaiog wie in § 7, wieder emz‘ﬂiz} Wenn wir afza Summe-
tion liber alle Punkle
| f=0, f=0, [f,=0

ausdehnen, gzebt dabei eine {erste) Beziehung zswischen den DeppeZ—
punkien jenes Curvensysiems. Dabei sei her vorgehoben, dass wir
diese -Beziehung auffassen kinnen als gellend fur ein auf der
Fliche [ = 0 verlaufendes System wvon sich nichi schneidenden
Curven') oder aber, als ge}!tend fitr ein beliebiges ebenes Cm‘fven—
system f (x, y, 5) = 0 mil z als willkilrlichem Parameter.

- Zusatz. Wir konnen die hiermit gefundene Charactemstxk
eines Gurveninneren sofort auch verwerthen, um fur die in § 7
gegebenen Bertthrungspunkte horizontaler Tangenten einer Gurve
flx,y) =0 eine weitere Formel abzuleiten. Betrachten wir
nimlich, um die Characteristik des Innenraumes der Gm*ve
floe, y) =0 zu hestimmen, das Cur vensystem.

f{,J)—i—ﬁ:*—-O_, : : ,
SO Wu‘d nach I’ormel (3) die frdghehe Characteristik gede}mn

]_O:

dumh _
'(5} o Kg { fn fm'}
z= 0 f 24 f %9
wabel die Summation Vez stdnden lst uber alle Punkte

f(zc,ﬂ-i—z_#_ /(4 =0 fg"“‘o 5_>._G,‘

1) Also fiir ein n(}ur‘vensys’eem S:r von der in A, S I8 %) gei}rauah-
ten Art. : o
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oder kiirzer, itber alle Punkte

Dxese Gharactemshﬂ.«. lasst smh aber auch darch die andeza
Formel |

(6) ' Ji’a_, % f& 1]
darstellen, wobel diese Summation getz,ﬁ uber alle Punkte
f =0, f g /™ Y, |

d. h. eben uber jene in § 7 hemashteteu Ber lﬂli uﬁgSpunkte,
ausgedehnt ist').” Formel (6} liefert also eine zweite Besiehung
ﬂwaschen jenen Bertihrungspunkien, deren g Jeomezmsche Beflezazwag
sich in einfachster Weise formulirt®). - -

§9

- Characteristik dreldxmansmna,ler Ma,nmgfaltlgkelten.

GGegeben ein geschiossener Raum wvon drei Dz‘mansione;fa in
einem linearen Raume von vier Dimensionen durch [ (x, y, 3, w) =0.
Man bestimme die Characleristil der Mannigfaltigheit M, , welche
von den innerhald [ = 0 liegenden Theilen des linearen Rawimes
w = w, gebildet wird.

Wir lassen die lineare M w = const. tiber die gegebens
Mannigfaltigkeit f= 0 herabglelten und fragen nach der Gha-
racteristik des vom jedesmaligen Schnitte begrenzten drei-
dimensionalen Raumes M,. Die Reihenfolge aller dieser Schnitte
bildet nach w =0, d. h. in unsern Raum projicirt, das Flichen-
system [(w, y, 5, w) = 0 mit w als Parameter. Die Charac-
teristik fiir den Innenraum der einzelnen Flichen dieses Systems
indert sich nun jedesmal fur »bhertihrende« w = const., d. h.
jedesmal, wenn eine Fliche des Systems einen Knotenpunkt
besitzt. Dabei sind fiir die Aenderung der Characteristik, wie
aus den Definitionen in § & des I. Abschnities sofort falﬂ*fs vier
Unterschiede bezuglmh der. Art der auftretenden. Knotenpunkte.
zu treffen : , : - -

) Vergl. Kmueckei ‘y{enatsber 1878 pag. 145,
3 A,8.1.§5.
AMath.-phys. Classe 1886.

o
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(a) und (b). Fir isolirte Knotenpunkte ist zu untep-
scheiden | - _

oh in dem betreffenden Punkte {und der durch »abneh-
mende« w bezeichneten Richtung der Dm*chl'a'ufung unseres
- Flichensystems) ein reeller (elliptisch gekriimmter) Flichenthei]
entsteht, oder umgekehrt

sich ein 1eelle1‘ Fldchentheil in einen Punk.t z:usammen-
zieht und dann verschwindet. o _

(c) und {d). Die Knotenpunkte mit reellem Tangential-
kegel sind zu irennen

" in solche, bei denen ein hyperbolisch gekritmmter F]’aichen—
theil sich in zwel elliptische spaltei, und umgekehrt S
in solche, hei denen zwei elliplisch gekxﬁmmte I‘lachen--
theile sich zu einem hyperbolisch gekriimmten vereinigen.

Die in § 4 des I. Abschnittes gegebenen Entwickelungen
zeigen, dass fir die Abzihlung der Characteristik des Innen-
raumes unserer Flichen die Falle (a) und (c¢) mit -1, die Fille
(b) und {d} mit — 1 zu rechnensind.- Analytisch evgiebt sich die
fragliche Summation, welche die Characteristik des Schnittes
W == W, VON f (e, ¥y, :zs, fw) =0 liefert, durch die Formel

o S . _ f&.i [:1% fta
(7) : E’S_’—i = 2 I:fé f:zt f% f*.a.'s i]
W= a : fa: f:?,z /Dss P

dw Szmzmatzen ea*strecfzi ube? alie Pamﬁte |
| f fx"'o fa""ga fg ._, "w>wg\. ‘
- D&bea Ezegt wzeder n der Gleichung. o

} ’ o f‘fi fl@ fiﬁ.

(8) S :S[fz; fm [ae fas }=0?

- f31 fS% fSS

weiche bez d,'efr Summation iiber al le Pamlzée

f"**i) fi.f’"o ﬁz—‘O [y =
smtﬁzat, emne erste Relufion zwischen jenen. ﬂnez‘en}mn?&ten vor.
Auch diese Bezichung mag man dabei wieder geometrisch deuten
als geltend fiir ein System von Fliachen, welche sich micht schnei-
dend als lineare Schnitte auf jener My f(x, y, %, w) = 0 angeord-
nel sind, oder aber als eine Relation zwascizen den Enaz‘enpzméten
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eines beliebigen Flichensystemes f(x, y, =, w) = 0 in unserem
gewihnlichen Raume mit w als Parameter.

Zusatz. Die hiermit gefundene Characteristik eines von
einer Flache begrenzten linearen Raumes von drei Dimensionen
konnen wir wieder fiir die in § 8 gegebene Fliche f(x, , 2) = 0
verwenden, indem wir diese successive entstehen lassen aus
dem Fldachensysteme (von sich nicht schneidenden Flachen):

f(x:J: Z +w = 0.

Wir erhalten hierfur durch Anwendung der Formel, dass dxe
Characteristik des Innenraumes der Fliche w = 0 gegeben ist

| .dur(:hA - f i1 fm fﬁﬁ
{9) _ Ks_ . = Z[ 1, faa fas {1,
| ' = r far Faa Fss

diese Summe verstanden ither alle Punkte

[ <0, f&=0’r« fo = 0, /03=0‘

Diese Formel ldsst sich, wie schon in dem evsten Aufsatze?)
erwihnt, umsetzen in dze andere

[is fw 1,
far [aa i

in Welcher die Summdtmn ither alle Punkie

f=D: fa:O: fam

O T

5=10

verstanden ist.

Sie giebt, da sie sich wieder cmf die sekon in Formel (%) be-
trachteten Berihrungspunkte horisontaler Tangentialebenen der
Flache f(x, y, 5) = 0 besieht (und swar diesmal threm Character
als Doppelpunkte mit imagintren bes. veellen Tangenten ent-
sprechend) eine mwveite Relation fiir jene Punkte. |

§ 10.

Zweite Relation zwischen den Knotenpunkten eines
Fldchensystema.

" Die ganz analoge Auslthrung der Abzihlung bei mehr
Dimensionen sei hier nur {n-der einen Relation besprochen, welche

4) Vergl. Kronecker, Monatsberichte 1878 pag. 145 und A. 8. L § 6.
: -
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(den Formeln (6) und (10} analog) eine mweile Bezsiehung fiir die
Knotenpunktedes in §9 belhandelten Flidchensystems f(x, y, =, w)=0
giebt, durch die besondere Abzihlung der Characteristik des
durch f= 0 begrenzten linearen vierdimensionalen Raumes, hei
welcher wir denselben entstehen lassen durch successives An-
wachsen aus dem Systeme [ (m, ¥, 5, w) +t="0. Es ergieht sich
dann fiir die Characteristik. A, der vierdimensionalen Mannig-
t'=0

faltigkeit zundchst eine den Formeln (3) und (9) analoge Dar-
stellung, W610h8 (Fm mel (6) und ( 14) entbpmchend) umgesetzg
werden Kann in

| _ﬁn [is faa }
(11) K, 2‘}3 [| fes faa fas ]]:
=9 ' _ f31 f-‘i‘i fsa’i

die Summe auf alle Pankte | |
f—@ f4 ""1"";'03_ fa 0:' IFJ

ausgedehnt. Diese Formel verlangt jetzt die Knetenpankte des
Flichensystems f = 0 derart zu summiren, . -

dass alle isolirien Knolenpunfte der emzelnen Flichen des
Systems mit -1 oder —1 gezihlt werden, je nachdem der den
Knotenpunkt umgebende Raum positiv oder negativ ist mit
Bezug auf die betreﬂ"ende Flache, und analog -

dle Knotenpunlite mit reellem Tangenimmegez mit -+ 4 oder
— 4 fur die Characteristik zihlen, je nachdem der eintheilige
ader der zwertheilige Raum, WBlcher d}e Kegelﬂdche umgaebt
positiv oder negativ ist.

Dieser Unterschied ist aber Q,e,{:smei; isch sofort am Flichen-
system selbst erkennbar, da nach unserer Annahme fur alle
Fldchen des Systems der unendlich ferne Punkt des Baumes im
positiven Gehiet von [ liegt.

§ 1.

Allgémeinefe Formulirungen.

. Die in den vorstehenden Paragraphen gegehenen Ent-
wickelungen haben uns — ich beschrinke mich in der Sprech-
weise auf die Gebiete von zwei und drei Dimensionen — fur
ebene Gurvensysteme fle, y, 5) =0 und fur Fldachensysteme
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flx, y, 5, w) = 0 je mit einem Parameter z bez. w in unserem
gewthnlichen Raume jedesmal zwei Relationen erkennen las-~
sen, die zwischen den »besonderen Punkten« dieser Systeme
hestehen. Die Auffassungsweise dieser Systeme als den Ent-
stehungsprocess zwei- und dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten
schildernd, macht es evident, dass irgend anderen als den
hier zu Grunde gelegten einfachsten Entwickelungsarten einer
Mannigfaltigkeit analoge Relationen enfspringen miissen, dass
also die hier abgeleiteten Beziehungen, ohne einen wesentlich
neuen Gedanken auech fUbertraghar sind, bheispielsweise [ur
Curvensysteme auf beliehigen Flichen; fur Flachensysteme in
beliebig gestalteten dreidimensionalen Baumeni

Der Umstand weiter, dass die Characterisiik unserer
Mannigfaltigkeiten in gleicher Weise sich ftir »geschlossenex,
wie fiir berandete Gebiete abziihlen lisst, fihrt zur Aufstellung
von Relationen filr Curvensysteme, die mcht mehr ein geschlos-
senes Ganzé bilden, sondern durch gewisse Randeurven he-
grenzt erscheinen ), weiter zu Relationen fitr solche Flichen-
systeme, die, in einem dreidimensionalen Raume gelegen, Jetzt
auch wieder nur bis zu gewissen Grenzﬂachen betrachtet sein
sollen. |
- Auch erd man sich, geometrisch Wemﬂstens, von den im
Vorstehenden eingefiihrten Einschrinkungen tiher die Art der
shesonderen« Punkte in. unseren Systemen frei zu machen
haben, um auf die allgememerem Formulirungen im Sinne des
I. Abschnittes meiner ersten Mittheilung zu gelangen.
. Ich hoffe im Verfolg der Untersuchungen auch hlerauf ein-
gehen zu. Lennen :

- 4} Alsa Relaﬁonen von der'in . A. 8. I, Abschnitt I. gegebenen Art.




