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Kapitel 1

DIRAC - FELD IM ELEKTROMAGNETISCHEN
POTENTIAL

1.1. Einleitung

Wir betrachten ein Dirac — Feld im elektromagnetischen Potential eines geladenen Strings und
berechnen die gebundenen Zustinde im unterkritischen Fall und die Resonanzen im
tiberkritischen Fall fiir ein statisches duferes elektromagnetisches Feld 4, =(4,, 0) . Die

Néaherung des dufleren Feldes besagt, dass Ay = ( Ao , 0) als klassisch vorgegeben und

durch die Elektronen nicht beeinflussbar angenommen wird.

Um den wesentlichen Effekt zu erfassen, betrachten wir einen elektrostatischen Potentialtopf
endlicher Ausdehnung Ao( X) . Wenn das Potential positiv ist, dann kénnen Elektronen im

Topf gebunden werden. Das heiflt, dass ein oder mehrere elektronische Niveaus
i i g oo in die Energieliicke zwischen E=+mocz und E=-mocz abgesenkt

werden. Die dazugehorigen Wellenfunktionen sind im diesem Bereich des Potentialtopfes
rdumlich lokalisiert
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Abb.1.1. Spektrum der Dirac — Gleichung in Anwesenheit eines schwachen dufleren
Potentials

Die Struktur des Vakuums bleibt unveridndert, da es weiterhin energetisch am giinstigsten ist,
wenn die abgesenkten Zustinde unbesetzt bleiben ( Abb.1.1 ).



Dies scheint sich zu dndern, wenn das Potential so stark ist, dass E ; negativ wird, das heil3t,

wenn die Bindungsenergie EB = mocz - E} den Wert moc2 tiberschreitet.

Durch Hinzufiigen eines Elektrons kann mehr Energie freigesetzt werden, als in dessen
Ruhemasse steckt. Wegen der Masse — Energie — Aquivalenz wird das System leichter, als es
ohne Elektron wire. Da aber die Ladungserhaltung streng erfullt werden muss, kann kein
Elektron fiir sich allein gebildet werden, sondern immer nur Elektron — Positron — Paare. Die

Energieschwelle dafiir ist 2 mocz , also bleibt auch ein System mit freien Energieniveaus im

Bereich - macz <E <0 stabil ( vgl.Abb.1.2)

Das indern sich jedoch, sobald ein Zustand unter die Schwelle £ =- mor:‘2 absinkt. Dann

kann ein Elektron — Positron — Paar erzeugt werden ( Abb.1.3 ), ohne dass zusitzliche
Energie (etwa durch ein einfallendes Photon) aufgewandt werden muss. Es bleibt sogar noch
ein  Uberschuss, der als  kinetische  Energie zur  Verfugung  steht,
ndmlich E,, = Ep-2mc? =1 E; |-mc? .
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Abb.1.2. Das Vakuum der Dirac — Theorie in einem starken duleren Potential, Unterkritisch:
das Vakuum ist neutral.

Physikalisch wird daher bei Uberschreitung einer kritischen Potentialstirke folgendes
geschehen: Es wird spontan ein e*e- - Paar erzeugt. Das Elektron wird angezogen und
bleibt im Potentialtopf sitzen, wohingegen das Positron abgestofen wird und daher mit der
kinetische Energie E,, entweicht.



Man kann diesen ProzeB auch so interpretieren: Bei der Erhchung der Potentialstéiirke taucht
der Zustand E, in das untere Kontinuum ein und verschmilzt mit diesem. War er vorher

unbesetzt, dann enthilt der Dirac — See nunmehr ein zusitzliches Loch, was physikalisch
einem Positron entspricht. Wenn man lange genug wartet, wird sich daher ein neuer stabiler
Grundzustand ausbilden: Der vorher ( im unterkritischen Fall ) leere Potentialtopf ist nunmehr
mir einem Elektron gefiillt oder, anders ausgedriickt, das vorher neutrale Vakuum ist in ein
geladenes Vakuum zerfallen. Natiirlich wird die Ladungserhaltung dadurch nicht verletzt.
Vielmehr wird eine positive Ladungseinheit durch das Positron ins Unendliche fortgetragen,
oder, genauer gesagt, sie verschwindet aus jedem beliebig groBlen aber endliche
Volumenbereich, den man um den Potentialtopf herumlegen kann.
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Abb.1.3. Uberkritisch: Es wird spontan ein Positron emittiert und das Vakuum wird geladen

Die Ladung Qm , die das tberkritische Vakuum annimmt, hdngt von der Stirke des

Potentials ab, namlich davon, wie viele der Niveaus E,,E,,... die Schwelle

-m,c? unterschritten haben und damit eingetaucht sind.

Bevor wir eine quantitative Beschreibung geben, ist es niitzlich, sich qualitativ die Struktur
der quantenmechanischen Wellenfunktionen in den verschiedenen Fillen zu liberlegen. Wir
suchen Eigenlésungen ¥ der stationdren Dirac — Gleichung mit einem skalaren

elektromagnetischen Potential AO( x) ,sodass:
(c&'f:+ﬁmocz ted (x) JP(x)=E¥(x)

Entscheidend ist hier, dass Energie E und Potential V'( x> =ed ( x) inder Kombination
E-V(x) auftreten. Das bedeutet, dass die Grenzen der Energieliicke, die in feldfreien Fall



zwischen +moc2 und -moc‘? liegt, lokal durch das Potential verschoben werden.

Innerhalb der Energieliicke liegt der klassisch verbotene Bereich, in dem nur exponentiell
abklingende Wellenfunktionen mdglich sind. AuBerhalb der Liicke, dh. fir
|E-V1>m,c? gibt es oszillierende Losungen. Da ¥V ( x) asymptotisch verschwinden soll,

erhilt man fiir £ > macz und fiir E < -mocz oszillierende Kontinuumswellenfunktionen,

die sich bis ins Unendliche erstrecken. Diese werden normalerweise durch das Potential nur
etwas deformiert.

Zwei typische Wellenfunktionen des oberen (a) und unteren (b) Kontinuums sind in Abb.1.4.
skizziert ( Die Darstellung ist nur schematisch, denn eigentlich handelt es sich ja um
vierkomponentige Spinorfunktionen ). Das attraktive Potential 7( x) macht es mdglich,

dass im Bereich -mocz < E < +moc2 bei diskreten Energien raumlich lokalisierte

gebundene Wellenfunktionen liegen kénnen ( Fall (c) in Abb.1.4 ). Falls der Potentialtopf
jedoch tief genug ist, kann einer (oder mehrere) der gebundenen Zustéinde bis unter die

Energie -m c? absinken. Die Wellenfunktion éndert dann zwangsléufig ihren Charakter, da

sie nun nicht mehr exponentiell abfallen kann, sondern sich bis ins Unendliche erstreckt. IThre
Gestalt ist als Fall (d) in der Abb1.4 dargestellt.

Abb.1.4. Schematische Darstellung der Dirac — Wellenfunktionen eines tiefen
Potentialtopfes: gebundener Elektronenzustand.

Man kann nun drei Bereiche unterscheiden: Im inneren des Potentialtopfes erinnert die
Wellenfunktion an einen gewdhnlichen gebundenen Zustand, auBlen oszilliert sie wie eine
Kontinuumswelle. Beide Bereiche sind nun durch eine Zone verbunden, in welcher die
Energie in der verbotenen Energieliicke liegt.



Im Gegensatz zum {iblichen kugelsymmetrischen Problem atomarer Zustéinde befassen wir
uns in dieser Arbeit mit den Losungen der Dirac — Gleichung fiir ein zylindersymmetrisches
Potential.

Das Problem hat Ahnlichkeiten mit dem der {iberkritischen Punktladung [ Gdry; ]

Unter Beriicksichtigung der endlichen Kernausdehnung erreichen alle Niveaus bei einer
zugehorigen kritischen Ladung Z,, den Rand des unteren Kontinuums £ = -m,c? . Mit
wachsendem Z sinken die Energie immer weiter ab. Fiir den niedrigsten
Zustand ¢ Is ,k=-1)> wird die Energien negativ wenn Z > 150 . Schliefllich erreicht

Is,
das Is - Niveau bei einer kritischen Ladung Z kr/’ ~ 173 den Wert E=-mc?

ip,
Dasselbe geschieht fir den 2p, - Zustand mit x=+] bei Z k,,A ~ 185 , wihrend

hohere Zusténde erst bei weit groBerer Kernladung das untere Kontinuum erreichen.

Der physikalisch interessante Effekt tritt jedoch auf, wenn die kritische Kernladung

Z,, iberschritten wird. Dann taucht der gebundene Zustand in das untere Kontinuum der

Dirac — Gleichung ein es konnen spontan zwei( wegen der Spin — Entartung, m = i-;— )
Positronen emittiert werden. Mathematisch duBert sich das darin, dass das Kontinuum eine
Resonanz aufweist. Der vormals gebundene Zustand existiert nun nicht mehr als diskrete
Eigenlésung der Dirac — Gleichung, vielmehr ist er dem Kontinuum beigemischt. Diese
Beigemischung konzentriert sich in einem engen Bereich mit der Breite [I° um eine

mittlere Resonanzenergie E,

!

Geht man von einem endlichen Kern ( Radius R ) mit hoher Ladung ( Z > —= 137 ) aus,

so ergibt sich Ahnliches, wenn wir den Radius eines Kernes mit hoherer Ladung

zZ > é = ]37 verkleinern, erreichen die gebundenen Zustinde die Kontinuumsgrenzen

bei £, =-m, , und werden iiberkritisch. Der Wert des Radius unterhalb dessen die
gebundenen Zustinde tiberkritisch werden, wird ausgedriickt durch

k., ZmiZaexP{-Z(%)-'_y } ; s S

wie von P. Girtner et al [ Gdr;; 1 gezeigt wurde.

Dabeiist y = 05772 und v=2 (Zo)?-x? .

Wenn wir den Radius des Kernes verkleinern, werden also zunéchst eine unendliche Anzahl
von s, Zustinden liberkritisch.



Allerdings fiihrt die Ladung des Vakuums zu einer Abschirmung, die die Zentralladung
abschwiécht.

Das Abschirmungspotential weit von der elektronischen Wolke wird ausgedriickt durch

(Z- ) Z 50
Viry = Omedl | o
¥ ¥

Wie in [ Gdr;; 1 gezeigt wurde ergibt sich im Grenzfall des Kernradius R — 0 , dass sich
die Ladung unabhdngig vom  urspringlichen = Wert  von Z bis  auf

Zy=Z-Qp ﬁé = /37 abschirmt.

Die Elektronen der entstehenden reellen Vakuumpolarisation werden eine Ladungswolke in
der Nihe einer geraden Seile ( String ) der Lange L bilden, die dessen elektrostatisches
Potential abschirmt. Ziel unserer Untersuchungen wird es sein, das System String plus
Vakuumladung selbstkonsistent zu beschreiben, das heifit, die Abschirmung des Potentials im
Rahmen einer Hartree — Néherung etc. zu beschreiben. Am Schluss soll der Limes
L - » gebildet werden, wobei eine totale Abschirmung des Potentials erwartet wird.



Kapitel 2

DAS ELEKTROSTATISCHE POTENTIAL EINES
GLEICHFORMIG GELADENEN, GERADEN
SEILS(STRINGS)

Wir berechnen das elektrostatische Potential @ eines geladenen Zylinders. Der Zylinder hat
eine endliche Lidnge L und Radius roo und seine beiden Deckfldchen liegen bei z =L

bzw. z =0 (Abb.2.2). Der Zylinder hat eine kontinuierliche homogene Ladungsdichte p,

Wir betrachten das Problem in einem zylindrischen Koordinatensystem. In diesem
Koordinatensystem und mit zylindrischer Symmetrie 16sen wir die Poissonsche Gleichung
mittels Greenscher Funktionen in Zylinderkoordinaten.

2.1. Poissonsche Gleichung in Zylinderkoordinaten.

In krummlinigen Koordinaten nimmt die Poissonsche Gleichung die Form an:

I £ oD
2 = —— — - v r— -
Vo= =g (V5 8 g )= @

In zylindrische Koordinaten ¢ ¢,r, ¢,z ) istdie Minkowskimetrik:

ds? =dt? - dr? - r2dy? - dz? (2.2)
Die Metrik - Koeffizienten sind
1 0 0 0 I 0 0 0
0 -1 0 0 v 0 -1 0 0
= = 2.3
Eo7lo o " 0] % Tlooo -+ 0 e
0 0 0 -1 0 0 0 -1
Der metrische Determinante ist:
g=-r? = N-g=r (2.4)

Falls @ unabhingig von der Zeit ist; lautet die Poisson — Gleichung:
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2)- e 2l 2 om0

Vi =. i_é‘_(

6(15) 1 8?0 0@
r or

"or ey e T (26)

Daraus folgt schliellich die Poissonsche Gleichung in Zylinderkoordinaten zu der bekannten
Form:

o0 1 o0 1 8*d 9D

+ +— + =
or? r Or r? 0¢? 0z2

4mp 2.7)

2.2. Das elektrische Potential des Seils ( Strings )

Wir betrachten einen Zylinder mit homogener kontinuierlicher Ladungsdichte. Die
Ladungsdichte ist dann konstant und gegeben durch p(r) =p 6(# -r) ( Abb.2.1).

N
pCr)

Po

v

Fs r

Abb.2.1. Radiale Ladungsverteilung eines Zylinders mir Radius r,

Das Potential @( X ) ergibt sich als das Integral iiber die gesamte Ladungsverteilung:
o> = [ 605,30 dix, 2.8)
Q

und befriedigt die Poissonsche Gleichung: V?®( ¥> =-4mp( X> . Das Volumen des
Strings ist mit &2 bezeichnet.

1
Die Entwicklung der Coulomb - Greensfunktion G(X, x,) == lautet [ Jac %1
1
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I
G(3, %) = %jdkcos[k(z-z])] {710( WK, (k) +
0 (2.9)

v X7 coslm(o-p)) L, kK, Cr) §

Fiir konstante Ladungsdichte p( r) = p, 0( r, -r ) lautet das Potential gemdl Gleichung
(2.8)

05> = p, | GCE, 5 rydrydgy i, 2.10)
Q

Wir berechnen die folgenden Integrale:

2

I, = Sdgo,cos[m(qo-(o,)] (2.11)
0
L

12=§dzlcos[k(z—z,)] (2.12)

0
Das erste Integral (2.11) lautet:

2n
I; = jdqo; cosLmCo-¢;) ]=%[ sinlm2r-@) 1+sinl mCe) 11 (2.13)

0

Wir verwenden: Lim szzx =] . BEsergibtsichfiir m=0:

X+ 0

sin[m2w-¢) 1 sin[lmC @)1 (2.14)
I/ =Qr-¢> Lim +Ce) Lim————%=2x
g mQ2m-9) o mCe)
80 m=1,2, . wody =0
2
I, = jdga,cos[m(qo-gop]=27r50m (2.15)

0

Das zweite Integral (2.12) lautet:
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L

1

Iz=jdz,cos{ k(z-zl)]=¥{ sintkc L-z>1+sintkc z>13  (2.16)
0

Abb.2.2 zeigt die Geometrie des Zylinders.

X

Abb.2.2. Der Zylinder hat eine endliche Linge L und Radius ro und seine beiden
Deckflachen liegenbei z=L bzw. z=0

Die Gleichungen (2.9), (2.15) und (2.16) setzen wir in (2.10) ein, und erhalten fur das
Potential:

sin [k( L-z)1+sinlk( 2)]
k

D x)= 4p0].dk {

0

}jdr, r AL, Cle K, Che )y 2.17)

Jetzt bezeichnen wir mit 7. den kleineren und mit r, den groferen der beide Werte von

# und # .Im Innenraum des Zylinders ergeben sich die folgenden Fille:

re=rn und n=r
r<=f" und I">=f‘1

Deshalb miissen wir das Potential (2.17) in zwei Teile trennen.
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Abb.2.3. Potential im Innenraum des Zylinders

r

inlk( L- +sinlk
4P0j dk{sm[k( z)1+sinlk( z)] }Ka( kr)jdr,rffa( )

D x) T
? d (2.18)
inlk¢ L- +sinlk( z) |
G, (x) = 4pojdk{‘“”[ S brc ke [ K,Chr)

0 r

Das gesamte Potential ist im Innenraum des Zylinders die Summe der beiden Teile

@ (x) =P, (x)+Dy(x) (2.19)

Im AuBenraum des Zylinders haben wir nur den Fall:

=1 und n=r

{sin[k( L-z)]+sinlk( z)1
k

@, (x)=4p, \dk
0

}KD( kr) j‘drf r I, Ckr)) - (2.20)
0

Wir benutzen die folgenden Ausdriicke fiir Integrale von Zylindrischen Funktionen [ Gra fj" ]

5 2" C( 2) dz = zV*Cy4y( 2) oder 5 v C(z)dz=-2""C,.)(2) (2.2])
z

-4

und zusammen mit der Bezichung [ Wat; | ,
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K (z)y=Kz)

ergeben sich die folgenden Integrale

F 1,Chr,)
[ar,ry1,C b )=% (2.222)
0
-
vl Ckr)
jdrl nl,Ckr) e (2.22b)
(]
| rK,Ckr) -r, K, Ckr,)
Jaryr, &, Chry) = : (2.23)
Die Gleichungen (2.22) und (2.23) setzen wir in (2.18) und (2.20) ein, und erhalten:
; sinlk( L-z)1+sinlk( z)] { rK, C kr)1,Ckr) } :
@,.(x) 4pojdk{ 7 } T :
’ (2.24)
I inlk( L-z)1+sinlk K, Ckry-r K, (k
Pyt 32 4poj‘dk{sm[ ( z)"]C sinlk( z)] }Io( kr){r [ Ckr ]:0 ,Ckr)) }
1]
@g(x)=4ﬂo§dk{ Sin[k(L—z)]]c+sin[k(z)] }{ K, ( krk)I,(kra) } (2.25)

0
2.2.1. Das elektrisches Potential im Auflenraum des Strings

Zur Berechnung des dritte Integrals

; nLkC L-2)1+sink K, k)l Ckr)
@a(x)=4p0§dk{51n[k(L z)]]c sinlk( )1 }{ ek, . Lk, }

0

entwickeln wir I;( kr, ) in eine Reihe
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o+
kl" )2_}' 1
Q
@

2
= gy ——— 2.26
1,(kr,) E‘ﬂj!(ﬁl)! (226)

und setzen (2.26) in (2.25) ein, so dass sich

5 p2i+2 ) - _
D, x) =pOZW§ dic{ sinlk( L-z)1+sinlk( )1} k%K C kr) (2.27)
]

Jj=0

ergibt. Wir benutzen das folgende Integral [ Gra ,7347 ]

o

2+t pu+i\ (2+A-u
Zibf( 5 )F( 3 ) (2+,u+,1 24 A-p 3 (b)z)
jxiK#( ax> sinc bx> dx = T ,F, PR S\

0

Re(-A+tu) <2 und Rea>0, b>0 (2.28)

und erhalten damit fir (2.27):

+2) ;
© 1+2
(2) " (222

-5 3 1+2j 1+2j 3 (L-zY
(Dﬂ(x)=rapoz, L T (L-z )21:}( s T g +
i J(_}‘ 1) 2 r (229)
1+2j 1+2j 3 (zY )}
o (R 122 ()

7 1 1 3 (L-zY¥ ) ( I 1 3 (zY )}
P (x) = npg(T){(L—z)zﬁ(-j, E,’j,‘-( - ) + 2 JF PR ‘2—.'7:-(7) +

1+2f
w (r ) 1+2j
~ 1—-2( 2
9 { (1’-&-2)r I+2j 3 [L=z )
* 1,2 JICj+D! Co-233F1\ 3 2 ¥ 2 ( r ) *
j=1
1+2j 1+2j 3 (zY )}
v 2.5 L 5
(2.30)

Mit der Formel [ Gra /7% 1
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1 1 3 Arsh( y )
P ERTE T o310
Arshc y> =In( y+~y?2 +1) (2.31b)
ergibt sich schliefllich
D, (x) = mprs ln(L;z +%V (L-z)%+p2 )+7cpor02 ln(%-i—év (z)? +r2) +
1+2j :
o (ro ) I+2])
o 1"2(_ 5 s
r 2 1+2j 1+2j 3 (L-z ¥
' ropoz JCj+I! {(L'z )ZF’{ Z ' 3 *3! (T) } "
I+2; 1+2j 3 z\?
+ng;{-2—, g ik
(2.32)
Die Ladungsdichte ist gegeben durch
p”_V_:«'rrGZL (2
Wobei Ze die Ladung des Zylinders ist.
Auf einer Ebene 2=~ und mit der hypergeometrischen Funktion fiir j =/
F(i 2=, (i)z )— J (2.34)
2°iN2 0 20 27 2r (L2+4r2 )7a '
2

r
folgt schlieBlich fiir die Potentialverteilung Auflenraum des Zylinders:

2

o r=nz=L) 22 (n(Er LT va )+ 2

3
(2+4r?)y2+... } (2.35)

2.2.2. Das elektrisches Potential im Innenraum des Strings

An der Mantelfliche miissen die beiden Losungen und Ihre Ableitungen aneinander
angeschlossen werden

L
Auf einer Ebene z = E und auf der Mantelfliche r=r gilt
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sm[ki% )] {rDKO( kf‘ak”:""a) } (2.36)

@i(r=r0)=®a(r=r0)=8pﬂjdk
0

Wir berechnen die Abteilung von @,(r)

Sin[k(%)] {ra[arKo( kry 11,C kr,) } . (2.37)

6,9,=8p, | dk

k k
0
0,K,Chkry=-kK,Ckr) (2.38)
wird (2.38) in (2.37) eingesetzt, ergibt sich
® L
an[ k(j) ]
8,8, =-8p,r, | dk ——2—K,C k> I,(k,) (2.39)
0
und fiir die Ableitung auf der Mantelfldche
- L
sin[ k(?) ]
8,2,(r=r)=-8p,r, |k —2—K, (k)1 (k) (2:40)
0
Wir berechnen die nun Abteilung von @;( r)
0,9,=0,P, +0,P,, (2.41)
wobei
@ L
sin[ k(= )]
Dy = SpOj. dk T 2 {FK"( krk) ok e }
’ (2.42)
® L
sin| k\ 5 ) :
e Sp,)_“dk [ ( 3 It kr){rK;( kr) krDK,:( kry) } .
0
Die Ableitung von 0‘5“ ist
@ ) L ]
Sm[k(E ) rK_ C keI, Ckr)
0,9, = 8p, j dk T o, 3 (2.43)

0
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O, LrK, C kidI,Ckr)1=K, C kr)I,Chkr) +r[0,K,C kr) 1 Chry+rK, C kr)l0,1,Ckr) ]

0,K,Ckr)=-kK,Ckr) (2.44)

1
8L kr)=k]a(kr)-711(kr) (2.45)

S r K, k> IiCkry 1=K, krdI)Ckr) -rk K¢ krd> IiICkry +rk K, kr) L,Chrdy - Ko ke 1iCkrd

= kK kr )L ke > +rkK ke YTC k) (2.46)

rl-K,C keI, Chry +K,C keI, Chrl  (2.47)

Fiir die Ableitung von @2[- liefert eine analoge Rechnung mit Hilfe von

8,1 Ckr) = kI,Ckr) (2.48)

K hry= - | kK kr)+%K,( k> | (2.49)

das Ergebnis

6,0, 8p, | dk 220 L Chey (K Che -, K Gk, ) Y =K Ched 1) ]
1)
(2.50)
Wir setzen (2.47) und (2.50) in (2.41) ein, ergibt
o« . L
sin| k >
ar@i=-8parojdk I,CkrYK, Ckr)) (2.51)
0
Auf der Mantelfliache lautet die Ableitung von @;
w L
sin| k Bl
8,8,(r=r)=-8p,r, | dk —— 21,0 K, (hr)  @.52)

0
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(2.53)

= B Plr=r)= 8,0 (F= 1)

Im Innenraum des Zylinders berechnen wir das Potential durch Integration von 0,&, mit

Hilfe der Gleichung (2.51)

I1,Ckr)K,Ckr,)

Wir entwickeln [ ]( kr) in eine Reihe
o k}’ )2’+]

_ 2
Ltk = 2L (2:54)
Jj=0

0

arq):':'»ooroz 22_j-2;;;+;+1).]5dk( k2K, Chr, )Sin[k(g )] ) (2.55)
0

J=0

und erhalten mit der Formel (2.28)

o ]’(j+%)F(j+§)L(FL )
0,9,=-2p, Jlcj+D!

J=0

Wir integrieren (2.56) nach »

. F(J""%)F(J'i'%)l‘(r% { 3 13 (L)Z}
P =Pl jlc j+Dlcj+D Fi\irgitzigi- ) tC
=0
: (2.57)

)2 j+2

Die Konstante C wird durch die folgende Bedingung bestimmt

(Dj( ro) =q)a( ro) ]

was

F(‘j+§)L{F(j+%) YT
C—Po"az JCj+DhIVCj+D 2F1(1+7'J+7f7f‘(2_¢

2 . _ ' ,
V) + G+, FEG+Ti+5:5-6G5))

(2.59)

j=0
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ergibt. Daraus folgt

_2Ze ] mf(j+%)L L TR e L2
O~ T, sz) TG YD UG

(2.60)
F(j+%)( r 2f+2) 1.3 L y2
YT I-(Z) FrG+d i+ 505G
Zusammenfassung

L
Auf einer Ebene in z=3 ist die Potentialverteilung im Aufen - und Innenraum des

Zylinders

Viry=-e®@(r) (2.61)
V(r,%)=Vov(r, -:;i) (2.62)

Z
mit ¥V, =-2ep, ,wobei p, = Te die Ladung pro Lénge des Zylinders ausdriickt.

Die dimensionslose Funktion v lautet:

L L 1 rr L 3
va( r=r,z =7)= In (_2r +7\f IZ +4r? )+ 5 (2.63)
L TG+HL 2
v,—(() <r Si;,,zzz) g % T j-i-zj)f[F(-f+2) 2Er(_]+ J+— ,‘-(ﬁ) )+
TG+ a2
fLLED (L7 )oaged et di-d)] (255

C j+D

Wenn »>>L [Graj; ] ist, erhalten wir als Grenzfall das Coulomb — Potential

1 1.3
In(x+~ x2+1)=Arshx=x - x3+ L < (2.65)
2.3 2.4.5
L L Ze?
Va( T<<] z=5 ) e (2.66)
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Fiir »=0 ergibtsich

o

L V. Ij + 4L
Vf(r=0,z=~—) o ¥ L [F(j+%)2F,(j+§,j+-§—,-a;—;_(—zfn—)2 )+

2 /7 Zar, JICi+ D!
j=0
rG+4) P (2.67)
e GEE WEES SNC )
und die Ableitung bei r=0 lautet
o V.(ry =-Konst.(r?/*) =  OV(r=0)=0 (2.68)

DAS ELEKTROSTATISCHE POTENTIAL

Vimo

——A—8-B —A—C

Vo Vo Vo 5
[Al:—=-3,[Bl:—=-4 ,[Cl:—=-5 , 15,=200 fm , L=10" fm
mg mg mg

Abb.2.4. Das elektrostatische Potential des Zylinders fiir verschiedenen Wert der
Yo

o

Potentialstarke

Die Potentialverteilung erfiillt die folgenden Bedingungen:
= Sie ist iiberall stetig und monoton,

* Sie geht asymptotisch ( fiir 7 — « ) gegen Null wie das Coulomb — Potential einer
Ladung Ze ,

= Siebleibtbei » =0 endlich,
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» Siehatbei »=0 die Ableitung Null,

» Das Potential erhoht sich mit zunehmender Léange des Zylinders ( Abb. 2.5),

*  Wenn der Radius des Zylinders verkleinert wird, wéchst das Potential in einem engen
Raum im Zentrum des Zylinders logarithmisch an.

Fir r<< L [Gra ,53] Jund j=0 hatdas Potential die folgende Gestalt

In(x+~ x2+])=Arshx=[n2x+*§-;7-§:—i% ...... [x>1]1 (2.69)
zlr 2, z=£2‘~)=Vozn( % ) (2.70)
P}(O S rs ro,z=%)=Vo{ln( f—o )+%(I-;—;)} (2.71)

= (2.72)

DAS ELEKTROSTATISCHE POTENTIAL

Vo/mo

r[fm]

—4—[A] —&—[B]

v, v,
[Al:—%=.1,L=1012 fm ,[Bl:—>=-1, L=10% fm
mg my

Abb.2.5. Das elektrostatische Potential flir verschiedenen Wert der Léinge
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DAS ELEKTROSTATISCHE POTENTIAL

Vimo

r[fm]
——A —8—B
v, v,
[Al:—2 =1, rp=5fm, L=100fm , [B1:—>=-1, 1, =100 fm , L=10%fm
mg my

Abb.2.6. Das elektrostatische Potential fiir verschiedenen Wert des Radius
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Kapitel 3

DIE DIRAC - GLEICHUNG IN ZYLINDRISCHEN
KOORDINATEN

Wir wenden eine Minkowskiraumzeit mit einer Metrik in zylindrischen Koordinaten an, und

transformieren zuerst die Standarddarstellung der Dirac — Matrizen in dieses
Koordinatensystem. Wir werden den Vierbeinformalismus benutzen, wobei 7’ , ', »%, 3’

die Standarddarstellung der Dirac — Matrizen sind. Der Vierbeinformalismus erlaubt eine
Beziehung zwischen einer lokalen ebenen Geometrie mit einer Kriimmungsgeometrie
herzustellen. Es gibt eine Relation mittels des Vierbein zwischen den Dirac — Matrizen in
ebener Geometrie (Standarddarstellung) und den neuen Matrizen in Kriimmungsgeometrie.
Mit dieser Relation berechnen wir die Dirac — Matrizen in zylindrischer Geometrie.

Weil das Christoffel - Symbol nicht null ist, betrachteten wir die Lagrange — Dichte fiir ein

Spin § - Feld in Kriimmungsraumzeit. Die Variation der Wirkung nach dem - 7 Feld

liefert die Dirac — Gleichung fiirein ¥ Feld
( iyf‘V# -mo-eAyyf‘ )‘1’ =(.

Dann berechnen wir die Ubertragungskoeffizienten ( I , ), die eine Beziehung mit dem

Vierbeinfeld erlauben.

Die stationiren Zustinde finden wir mit dem Ansatz: Y(X,t) =¥Y(X) exp{ -iEt }.
Dabei wurde ein elektrostatisches Potential Ao( X ) angenommen, das nicht von der Zeit

abhingt. Es ergibt sich die stationére Dirac - Gleichung: H i Y =FE¥ ,wobei fIL raz'l

der Hamilton — Operator in zylindrischen Koordinaten, ¥ der Spinor und £ die
Energieeigenwerte sind.

Aus den Losungen ldsst sich die Viererstromdichte j#( x) = ¥ y# ¥  berechnen.
Weiterhin haben wir den Energie — Impuls Tensor ( 7'#* ) des Dirac — Feldes berechnet.

Die Variation der Wirkung nach dem Vierbeinfeld liefert den Energie — Impuls Tensor und
die Formel der Eigenwertenergie lautet:

(WIH W )=E=L Tood3x
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Wir leiten auch eine Differentialgleichung fir die Greensfunktion G, (r,r ; @) ab.

" 1
[H(r)-w ]Gm(r.r] ; w)=7?"5(f‘-r,)

3.1. Die Dirac - Matrizen in Zylinderkoordinaten

Die Dirac - Matrizen in der benutzten Standarddarstellung [ Grej;' 1 lauten:

0 o9

”=‘] 0‘ “=’ =idy oy 3 (3.1)
" lo -1l T Tlige ol #TH '

mit dem Pauli Matrizen ¢ .

Wir benutzen den Vierbeinformalismus [ Cha3? 1 . Es werden vier kontravariante Tetraden
— Vektoren V(” ) eingeflihrt, die die Orthonormalitétsbedingung

5

@ "rp = Meard

(3.2)

erfiillen. Hierist (a)=0,1,2,3 ,der Vierbein-Indexund u=t¢,r, ¢,z der Tensor

— Index, T iy die flache Minkowski — Metrik:
1 0 0 0
0 -1 0 0
= 33
n(a)(b) 0 0 _] 0 ( )
0o 0 0 -1

Mit der Metrik (2.2) lautet das Vierbein:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Fean™|g 0 » @ (3.4)
0 0 0 -1

und Gleichung (3.2) folgt



1 0 0 0
- 0o 1 0 0
= 1
ca) 0 0 = 0
¥
0 0 0 I
So findet man die wichtige Beziehung
1 0 0 0
0o -1 0 0
a) _ al)h — —
V(a),qu( )—V(a),u o )V(b)v_g,uv_ 0 0 -f‘2 0
0 -1

Die Dirac — Matrizen sind in der gekriimmten Raumzeit, mit (3.5) [ Dav § 1
¥ =¥eat
t 0 r ) @ 1 2 z 3
=g Yo=Y ¥y =37 y =y

Diese Matrizen befriedigen die Clifford - Algebra

{yt,yvy=2g1
3.2. Der Ubertragungskoeffizient

Der Ubertragungskoeffizient ist [ Davg’ 1

1
L0 2) =SB OOpY  (x) R EI N

mit

Z(a)(b) =i

(a)
4 r

€2)] ]

[ ¥ oy

Die kovariante Abteilung berechnet sich nach der Formel:
Vumb)v(x) = V(b)v-,u(x) = a,uV(b)v(x)' vat V(b)a(x) ?

wobei I” V‘L das Christoffel — Symbol ist:

26

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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1
FG =5g (a,u gav +av gay _aa Ew ) (313)

Mit (2.3) in (3.13) erkennt man, dass die folgenden Christoffel — Symbole nicht null sind:

4
:

re= I =-r (3.14)

Die vier kontravarianten Tetraden — Vektoren sind ((3.4) und (3.5)):

v,=t 1,0,0,01 V,=t 0,-1,0,01 V,, =t 0,0,-r,01 V; =t 0,0,0,-11

V=t 1,0,0,01 ¥y=c¢ 0, 1,0,0) vy=10,0,Lt,01 Vy=t 00,0, 11
(3.15)
Wir setzen (3.12) in (3.10) ein entwickeln in Komponenten:

1 1
F‘u E(ZH}V] I-'! EZOV;’I‘II EJGVj- F! )V'o! 2 (Z(HVOFJ" +221V 1'1 +£31V3 F!‘ )V{r _
1 1
5 (Z(EV()FW +Z]2V F(ﬂ +2:‘32 F;Z ) Vzw _E ( ZOSVOIE;, +213V1 Fz 2231/2 rz )
(3.16)
Mit (3.14) und (3.15) in (3.16) haben wir endlich:
I,=0 I.=0 I, =0 (3.17)
1 21 1% pr 1 12 1rr g
F“’=-32 Vo Ty V,,-EE Vi T Vg (3.18)
1 1
=-"'2"22"+72” (3.19)
=X (3.20)
mit der Beziehung:
5 g g (3.21)
Dann sind die kovarianten Abteilungen
V, =9, vV, =20, V,=08,+Z" V,=8, (322
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3.3. Die Dirac — Gleichung in Zylinderkoordinaten
Die Lagrange — Dichte fiir ein Spin % - Feld in Kriimmungsraum lautet [ Dav’ ] :
L :@{ éi [TV, ¥-(VF) pr ¥ |-m, ¥ }-e@ Ay ¥ (3.23)
wobei die kovariante Ableitung ist: V =0 +I  und og=det( Vo) .
Die Wirkung ist:
S = de"x (3.24)

Die Variation von S nach ¥ liefert die Dirac — Gleichung fiir das ¥ Feld.
{ oL oL

SV, ¥) }d4x=0 (3.25)

Wir verwenden die Vertauschbarkeit von Variation und kovarianter Abteilung.

8V, ¥)=V [F+57]1-V,¥ =V, () (3.26)
oL . oL _}
= — 4 — 5 4
oS {Wap+aw#%vﬂasﬂ dx (3.27)

Von Gleichung (3.23) folgt dann

oL i
oL iJ—
... Mg v | uy 3.29
o7y 2 &7 2

Werden (3.28) und (3.29) in (3.27) eingesetzt, ergibt

58 = j{‘\/-g [%y“Vﬂ?’-mo&U-eAﬂy#W 5?7-%#-5; RANCID } d'x (3.30)
Der zweite Term in Gleichung (3.30) wird partiell integriert. Hierbei beachten wir, dass die

Variation von ¥ an den Integrationsgrenzen verschwindet.
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!

(Vg v, (o) dtx=""g prwaT 1)) |V, [Ny 10T dlx (33D

o1 %) =0 (3.32)

(1

Zur Berechnung der kovarianten Ableitung

v, [Vgpuw 1=V, Vg Ly v g [V, 1w +g v, ¥ (333)

benutzen wir die Beziehungen [ De W;m M

v [r"]=0 (3.34)
[V o-g ]=Vv[detV;a) =0 (3.35)
[V« 1=V, [V yal=[V, V. Iye=0 (3.36)

Einsetzen von (3.35) und (3.36) in (3.33) liefert:
Vg v =gV (3.37)
So ergibt auch Einsetzen (3.37) in (3.31), und danach in (3.30) endlich:
38 = f{«/@ [iy# V9 -m, ¥ -ed ¥ 1}0F dix =0 (3.38)
Die Dirac — Gleichung lautet daher
{ippV  -m,-e A,y } ¥ =0 (3.39)

Die Variation von S nach ¥ liefert die entsprechende Dirac — Gleichung fiir das
adjungierte ¥ Feld

i(VF)yrtm, ¥ +eP A4, p=0 . (3.40)
Das Viererpotential des elektromagnetischen Feldes lautet im vorliegenden Fall:

4,=(4,,0) (3.41)

In Zylinderkoordinaten lautet die Gleichung (3.39):
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PPV, iy WiV WALy Y -m W -edy ¥ =0 (3.42)

Mit den Ausdriicken fiir die Dirac - Matrizen (3.8) ergibt das
: o2
iyoV Wiyl V¥ +%v¢aﬂ CipV W m W -ed,y0 ¥ =0 (3.43)
Wird Gleichung (3.22) in (3.43) eingesetzt, folgt

P2
99 0,0 +iy! 6,8+ (0, + 12 )W +iy 0¥ -m, ¥ -cdyy’ ¥ =0 (3.44)

Wir multiplizieren Gleichung (3.44) von links mit y% und benutzen die

Relationen [ Grelg’ 1

W=4 , (yi=1  (y’=-1 und G =9 (3.45)

. . A ia . A P
109 +i6,8¥ +—2L(8,+Z12)¥ +id;0,¥ - pm, ¥ -e 4)¥ =0 (3.46)

Die stationiren Zustinde finden wir mit dem Ansatz: P(Xx,t) =¥ (X) exp {-iEt} ,
weil 4 =4/ X)

- i
{-ia,0,-

G g . 4 ”
2 (8,+272) - 16,0, + fim,+edy } ¥ =EP(EH (347

Wir definieren die Impulsoperatoren:

p,=-i8, p,= -id, B, =-id, (3.48)

g Y(¥)=E¥(3) (3.49)

[rezl

Der Hamilton — Operator der Dirac — Teilchens im elektromagnetischen Feld ist:
Lo oo Lo g
r+7a2pw+a3pz-7a2)_7 +pm,+ed, (3.50)

Wir berechnen jetzt den Ausdruck a, ~ 12 Mit Gleichungen (3.9), (3.11) und (3.45) haben
Wwir:

) 1 i 2
6, 27 =y’ Gty -ty =300 Y - G ')

2 1 z
(_,},0( y2 )zy]__ya( }'2) yl')=5y|')yl =Ea’ (351)

|~

a 12 _
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Das Endergebnis fiir die Dirac — Gleichung ist:

Al s Yoo a i dod B - =
(a,[p,-#]+-;a2p¢+a3pz+ﬁmo )SP(x):( E-V)W(i) (3.52)

Wobei V' =eAd, <0 ist.

Hier betrachten wir kurz die Methode von Shishin und Villalba fiir die Koordinatenseparation
der Dirac — Gleichung [ Shiz; 1 .

0 l 0 0 ”
_3 1 2 i i 2 _al of —— 3 = + _no _ L =
{ t[(y cos @+ y? sin@) ar+(j} cos@-y* sing) v Bp 7 % m, -y°CE-V) }P(x) 0
(3.53a)
v cosp+y? sing =yl Ccosp+y'y? sing) =ylexp{ -y'y? }
0 l 0 0 2
| w2 oyl B . i T OO LS w0 E - 174 =
{z[y exp( yyga)ar-w exp( yy¢)r8¢+y 5z]+m0 yoCE V)}I(x) 0
(3.53b)

Sie fitlhren eine Transformation ein, die die recht komplizierten 4x4 - Matrizen vor den
Operatoren 0, und 0, auf eine einfachere Form zu bringen.

Uy H-EYU'U¥(3) =0 > Uy H-EYUTP(3)=0 (3.54)
F(3)=U¥P(E) (3.55)

mit der Transformationsmatrix

U=«/Texp{-y’y2% } , U =—\[]—?exp{ y"gﬂ% } (3.56)

Explizit ausgeschrieben lautet die Dirac - Gleichung

{-i[y’%+y2$%+y3~a%]+mo—yo(E~V) }@(55)=0 (3.57)

Sie erreichen die Koordinatenseparation durch Einfithrung einer Separationskonstante, und
zerlegen die urspriingliche Differentialgleichung in zwei Gleichungen, von denen die eine
nur von z und die andere nur von » und ¢ abhingt. Mit Hilfe eines neuen Spinors

@ soll (3.57) also geschrieben werden als

{ K, +K, }DP(x>=0 (3.58)



33-

(K, , K;1=0 (3.59)

woraus dann
K,Wy®(X =+ed(X) (3.60)
K, D(X) =-ed(xX) (3.61)

folgen wiirde. (3.61) ist keine Differentialgleichung mehr, sondern nur eine algebraische
Gleichung, da der Operatoren &, ja durch die Quantenzahl k& ersetzt wird. Bei diesem
Vorgehen miissen auflerdem noch mdgliche Widerspriiche zwischen (3.60) und (3.61)
vermieden werden. Dies geschieht am besten durch Unterteilung von @( X) in zwei
Zweierspinoren. Lassen sich dann K, und K, so wihlen, dass (3.61) eine algebraische

Verkniipfung zwischen oberem und unterem Zweierspinoren darstellt und (3.60) diese nicht
mehr mischt, ist die Koordinatenseparation gegliickt.

Durch den folgenden Ansatz wird (3.57) auf die Form (3.58) gebracht

0 1 0
=37 < . . _ o -
Koy {z[y 6r+yraga] YoCE U)}F (3.62)
.. 0
Kz={-zy3§ +m, }F (3.63)
PCX)=T"¥(X) (3.64)

I" wird aus der Forderung (3.59) bestimmt und ergibt
I=ylyly? (3.65)

Die oben definierten Operatoren K,, und K, lauten damit

0 10
= I RSN I I _
Kip ilyoy o Yoy ; B ylyiCE-V) (3.66)
K. =752 +yoyly’m (3.67)
z az o %

Mit dieser Form von K,, und K, kann aber noch nicht zu Gleichungen der Art (3.60)
und (3.61) iibergegangen werden, denn K,, enthdlt Terme, die obere und untere

Zweierspinoren vermischen. Der zweite Term in (3.67) ist diagonal beziiglich der
Zweierspinoren, was ebenso unerwiinscht ist. Sie beseitigen diese Hindernisse mit einer
weiteren Transformationsmatrix



233

{ UK, Ui’ +U,K. U YU @(X) =0 (3.68)
{ K}, +KI}®i) =0 (3.69)

wobei U; gegeben ist durch

1 d
U;=—F7—=1-iy°y*) , Uil =—=1+iy°y3) 3.70
1=y Uy i=7r oy (3.70)
Dies bringt die Operatoren in (3.69) auf die Gestalt
e, 10
i = gl 2 a a3 Y el ele B
Ko =-0' v 5, ¥V ¥V o5 Y y2CE-V) (3.71)
0
| = o — omJ
K=y 5, Tyrm (3.72)

Da auch [K % i & ,,f ]=0 gilt, kann die oben beschriebene Separation durchgefiihrt werden.
Man teilt (3.69) auf in

KLB(E) =+ie D7) (3.73)
KI®B(3) =-iedB( %) (3.74)
&( ¥) wird nun durch
uCr,e)

B( %) = expl -ikz} (3.75)

v(Fr,Q)

in Zweierspinoren unterteilt. Die Gleichungen (3.74) und (3.75) liefern die gewiinschte
Verkniipfung zwischen u(r,¢) und v(r,@) .

Cik+my, ) v=-icu

(3.76)
Cik-m,)u=-iev
Dieses Gleichungssystem wird geldst durch
€
YT Tk +im, ¢ 3.77)

Vorausgesetzt es gilt: £ =sM,=s~ k? +mZ . Der Betrag der Separationskonstante ist die
transversale Masse, wobei s die Werte =/ annimmt.
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Aus (3.73) zusammen mit (3.75) entnimmt man die Bestimmungsgleichung fiir den
Zweilerspinor u .

{ia’—@—ﬂcﬂi +ig3CE-V) }u=isM,_,u (3.78)

0
or r or
3.4. Die Viererstromdichte

Wir multiplizieren Gleichung (3.39) von links mit % und Gleichung (3.40) von rechts
mit ¥ .

iy (V¥ )-mPY-e¥ A4 yv¥=0 (3.79)
iV +m TV +e¥ Ay =0 (3.80)

Die Addition von (3.79) mit (3.80) liefert dann:

7y (v, ¥ )+(v, 7 )yv=0 (3.81)
\7#[9'7})“[’]=0 = vV, jifcx)=0 (3.82)

mit:
JHCx) =V prY (3.83)

Wir kénnen Ausdruck (3.83) auch auf folgende Weise ableiten. Der Wechselwirkungsteil der
Wirkung ist

5, = jLw(fV_,T,A# )a+x (3.84)

o
Eine kleinere Variation im Maxwell - Feld

A~ A, +ed, (3.85)

bewirkt eine kleine Anderung im Wechselwirkungsteil der Wirkung

ds,, (&) aLy . .
S, &) :% = j 6AW 64,d*x=-e j jSAN - g dix (3.86)

2 # 2

> A=Yy (3.87)
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Aus den Gleichungen (3.8) und (3.45), folgt die Stromdichte ( es wird benutzt Y=gyl )

1 . n
Il 4 I 4 A s AT AT

3.5. Der Energie — Impuls — Tensor des Dirac — Feldes

Die Energie — Impuls — Verteilung eines Wellenfeldes wird durch den Energie — Impuls —
Tensor wiedergeben. Er ist gegeben durch:

oS
rw= =2y, (3.89)
-8 éV(a),u )
mit dem Wirkungsfunktional
S = 5 Ty ¥-(VF) p¥ ]- mE¥}-e¥ Ay ¥ tdix  (3.90)
Man wendet die folgenden Relationen an [ De w1
ov-g =VN-g Vi a3y ., (3.91)
Gk = -V DBy GV, (3.92)
—_ = 1 (a)ch)
V#W—I.#~B#W+3E(a”b}/1# v (3.93)
SALa b =iV(a)v(5V(b) _SVbY) iycbw(a‘ycm 5V(a))+
u 2 veu usv -2 veu - HeV
; (3.94)
+—2_V(G)VV(b)a(§V;c)v'6_5I/:CCJG°V)V,L£C)
58 = |0~ ){i-[s?fﬂvarf VE)pr# |l-mPP-e¥ 4 #gf}d" +
~8 4T PEV R m Wy 7 =My "€ u? *
(3.95)

L, s - _
+§J-g 5{—2-i[¥’yﬁ‘V#‘If-(Vﬂ5P) p i ]-m, ¥ ‘If—e&”A#y#&V}d“x
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5S=j(5<~f-g) {%i[a)ﬂ“V#Y’-(V‘u'fT) W -moT ¥ -e T Ayt ¥ |dix +

+j«/-g {%i[?é( PO VT prS (V) -8V F pr P - (V) Sy Ve PA Sy W b

(3.96)
Aus Gleichung (3.81)ergibt sich:

Sl (v, ¥) =T oy (V,P)+Pyrs (V)
5 [(v, 7 prwl=0(V 7 Wy +(V,F) oy ¥
> OV, F )y =-(V,F) sy ¥-Foy (v, P)-Fyprs(v,y) (.97
(3.97) wird in (3.96) eingesetzt:

l = == - o
(5S=j5(«/-g) {31‘ [Fpv -V F) p# |-m¥ ¥-e ¥ Ap¥ farx +
(3.98)
+s«/_g {i[FocyrVF+Tpo(V¥)]-e PA O Jdx
56 = I,/_g VCDORSY, oy, {";—i[ Wy#VMW-(V#W) VA 1-m, P W -eW A+ ¥ }a"’x +
+ (g (T VCOrpuT W oV gy, } d¥x+ [ Vg Gl Tyrd(V,9) 1} dx *
+e§\/-g !‘P_A#,( Vi aruyy YWV, 4y déx
(3.99)
Wir rechnen aus:

A=SJTg-[i¥7y#5(VyW)] d*x (3.100)

Mit Gleichung (3.26) erhilt man:

A=§J§[ff/w§( v#yf)]dffx =jJ g [i¥7yrv o) Jd‘x (3.101)

Mit Gleichung (3.93) folgen wir
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i 1
V, 08 =0V, #)=FZ 4 p L0400 ¥ (3.102)
: 1 N
V(88 =7 Z oy, { veam(oyitr -ov i )-v o (Ve -aVie )+
(3.103)
+YCarvpe b)a(O‘V( i -97, C)E.V)V; o Yy

aber

J(V V0 )=V { VD 43V} -V V0 =V (6P (3.104)

Gleichung (3.104) wird jetzt in (3.103) eingesetzt:

/
V(88 y =& { Ve (V gV a7 Y-V (V, oV -V a7 )+

(a)ch)

+ Yoy ( v, oV, vV SV ) V;C) 1w

ey " viere

(3.105)
Mit (3.35) werden die Terme in Gleichung (3.79) partiell integriert, zum Beispiel:

j-\/_g EU_};#E( - I« a)vvﬂayv(b)gf d4x=- S\/_g Vﬂ( 573,# E(a)( 5 yeawy ){5Vv{b1 d“’x
(3.106)
Gleichung (3.106) wird in (3.101) eingesetzt:
i — — -
. _7j‘ "8 Vﬂ(gjyﬂzca)(b)wang)aVv{b) d’x ™
i -
o (Vg Y (Fyh £ i, ¥ )V D ds ¥

V(bwg;)a‘yv(a) d?x _

(a)ich)

+% j‘\/-g V#(IFJJ'“Z

V(b:vtp)g'y;a) dx -

CaXch)

-%IV-g v, (Fyr 2

V(a)vV(b)aV;c)gj)(;V d4s 4

Ca)ych) (c)v

-i;j\f-g V(Fp

(a)vI/(hra /<e) yr )5 4
(a)b) v 4 V,u 4 )th ¢)a dix

v (Vg v, (P s
(3.107)
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Nach Herunterziehen des Index der Tetraden — Variation ldsst sich zusammenfassen:
A =i§,/_g L7 g7ya E(q)(b) V(q),ugfn(a)(b) +'q'rfy,u2( g3t by Ve q)crgjn(a)(b) +
+5r7ya Z(q)(.b) V{b)mp,?(a)cq) _g—l»},,u Z(q)(b) V(b)agp,?cauq)

TP NN 2l Al Mat L BT PN ALY ALl 4 LAWY i

(3.108)

Gleichung (3.108) wird in (3.99) eingesetzt, und man benutzt Gleichungen (3.6) und (3.7):

oS B s _ B B
_—f_gé‘VV(va)z V(",,)V<a>#{'j'(y’yﬂvﬂ5”-(v#?’)y#![’)-moyfy/_engﬂyygj} )

(a)u

_ i -
i Yy, V@ g ngf_gvg[yfyaz{q)(b) ve veoryp ,?ta)(b)] "

i — -
+7 VU[WyFZ(q)(b;V(a) veooy ”(a)(b)]+? Vu[ﬁvyathnm Pas pehrelp W{a)(q”] -

i =
-7 Vﬂ[yvy,uz(q)(b) vy yibro ”(a)(q)]_— v, [Epy er){b) AN AL V(b)aV(a')gj] +
i - _
+7 ¥ [W i Z(p)(b) V(fa) pres V(b)ﬂV;a) !F]+g!{7g""’Ady#![f
(3.109)
as v{ — — _ }
Tgor Ko~ & -5(¥’y"V Y- (V7 )y ¥)-mFY -e¥ A, y4 P ;
Ca)u
T gV Y VLT I 1+ Y, (T eI ) %
R AL 2 AL SE AL AT S A A FUle S n

+ =V LTy Zn @1+ Taryy

(3.110)
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Der erste Term von (3.110) ist null, weil ¥ die Dirac — Gleichung erfiillt. Mit Gleichung
(3.81): Fyu(VF)I=-(V,Z)Hp ¥ gilt

I, — = = o -
{ S(F 9, E- (V9 )y¥)-m T -eVA Y }= Fliprv W -m¥-edy ¥ 1=0

Es verbleibt
oS _ i . _
V Voay =¥yt VPN A ¥ LT prZer kgt B ] Wyseddip¥
_g 0V( a)u

(3.111)

1
Wir wenden die Relation X*#" = 7 [y#,y"]1=- X" an, und haben endlich den Ausdruck:

Tw =i ¥ yr VW - évﬂ{ﬁf"( pOL PR,y 1-pR 0 yo, " 14V k90 1) W3 +ePdry'y
(3.112)

Die Komponente 79 ( Energiedichte ) ist:

]
8
L]

4

Too =¥ yogooV ¥ - =V {¥C-y°0 y7,7° 1+y°0 3°,3° 1) ¥} +edV+¥

=-i¥ yogooV ¥ +—V {F (L y°,9° 1) ¥} +ed¥*¥

Aus Gleichung (3.9) folgt fiir rdumliche Indizes a=r, ¢, z:
{ ya, yo} = 2gao] = 0 = yayo = _yo},a

T .0 —l— o d
Too=-iF oV ¥-3 V (¥yt ¥ ) tedoV™¥ (3.113)

Wegen der Kontinuitétsgleichung (3.82) lésst sich dies auch schreiben als:

i

To0 =- z"?y"VOSU%- 3

V (¥yo V) +edoVrY¥ (3.114)

3.6. Die Energieeigenwert

Aus der stationdren Dirac - Gleichung (3.52) folgt

- N P Lo ouos o8 ” ’ i
SQ d3x V(X [a,( P, -5 )+?a2pw+a3pz+[)’mo+V ]&U(x) =Ej9 d3x P EYP(X)

2r
(3.115)
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Die positiv definite Dichte lautet:
P =V W= AW, A LY, (3.116)

Aus der Kontinuititsgleichung folgt die Erhaltungsgrofle:

VIFyp¥1=0 ¥ vy+o (Pra ¥)=0; i=r, ¢,z

0 3
—_ s+ 3yv=_ ivi d3x = 3y =
3 jg /AR jg divi d’x=0 = 59 P+r¥dix=1 (F:1L7)

wobei die Wellenfunktionen auf Eins normiert wurden.
Gleichung (3.117) wird in (3.115) eingesetzt:

& - T | I .os . w . -
E=(¥IIH[W]I‘P’)=§Qd3x XD [ a,( b, -5 )+7a2P¢+a3Pz+ﬂmo+V ¥ x)

(3.118)
Wir konnen auch die Energie bestimmen als das Integral:
(V| H | ¥ Y=E= jg Tood3x (3.119)
E=-i|,7yv vaix+S L[ Cwwy dixt [, dixCedor )
@t V' Ve 20t e Q (3.120)

Mit Gleichungen (3.117) wird daraus:

E= -ijgay"vo Vdix+ jQ d3x( eA°Fr¥) = jg?’*( H, +H, )¥dix (3.121)
» E= L dix VrHY (3.122)
wobei FI=[—AI,,U+}‘[W ist.

3.7. Die Greensfunktion der Dirac - Gleichung

Die Greensfunktion in der gemischten Ort — Energie Darstellung ldsst sich nach
Eigenfunktion des Hamilton — Operators entwickeln in der Form
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v (%n) T, (%,n)

G, (% % 0)= 2 o (3.123)
(n)
Dies lisst sich leicht nachpriifen
HY(%,n) =E PC%,n) (3.124)
HY (xmP(%,,n) EY (im ¥ (%,n)

g e — _ xtu d v I _ n-ou v 1

H,G,(% % 0)= 2, o =2 S (3.125)
Chn) «n)

E =(E, -0)+ (3.126)

Wird (3.126) in (3.125) eingesetzt, ergibt

A — w —
H,G,(3,%;0) = D (Em T (F,m+ 2P, En) T (F,n)

E, -
«n) (n)
(3.127)
Mit der Vollsténdigkeitsrelation 2%, ( %,n) 7, (F,,n) =y°87(%-%,) ,folgt
nd
H,G, (% %;0)=y°8(3-%)+0G,, (3 % 0) (3.128)
(H,-0)G, (% % 0)=y8(5-%) (3.129)

Wird (3.50) in (3.129) eingesetzt, so erhilt man

. P o % ol & o i 5
(a;(Pr-g)+7a2p¢+a3pz+ﬁmo+V-w)Gw(x,xf;w)=y053(x-x,) (3.130)

Die Darstellung der Delta — Funktion in Zylinder — Koordinaten [ Jacgg"w ] lautet

g
53()?-55,):?5(r-r,)(5(¢-(p1)5(z-z,) (3.131)

Die Delta — Funktionen in ¢ und z lassen sich folgendermaBen darstellen [ Jacj3® 1 :

1
- = — im{p-¢;)
oCop-9p,) o 2 e (3.132)
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5z )-—Idke"““ﬂ——jdkcos[k(z )] (3.133)

Die Greensche Funktion entwickeln wir in dhnlicher Weise

m=-+teo «@

Gw(a_c,f‘.'cu)—

[23.] Z jdke:m(goqo,) zk(zz)G (I" T"I,Cl)) (3134)
Wir berechnen jetzt die folgenden GréBen:

m=-+w w

I . | )
[zyr]z z Idke:m(w-{ﬂ,)etk(z-Z,) { prG,uv(r B ) } (3135)

m=-o .o

ﬁrG‘uv(iJffra))=

m=+mw ®

e > jdke;mw-w,)emz-zp{mGW(r,r,,-w)} (3.136)

Gyv(x . X

m= -0 -

sz’”v( XX w)=

im(gp-@,) tk(zz,) 1
[m Z j dke (kG (r, i)} (3137)

m=+w ®

' 1
53(55-55,)=75(r-r1 Z jdke”"(‘“’! elkz2,) (3.138)

Die Substitution von (3.135) — (3.138) in (3.130) fiihrt dann auf eine Gleichung fiir die radiale
Greensche Funktion Gy ( For 0

(&,(f?, ;r )+—a2+ka +ﬁm +V-w )Gﬂv( B ¥

» )=-}-);—5(r-ri) (3.139)

=

A 1
LHCr)-w1G,(r, 1 cu)--y"é(r ¥ (3.140)

Der radiale Hamilton — Operator der Dirac — Teilchens im elektromagnetischen Feld ist dann

A [ m -
H(r)=&,(ﬁr-%)+7&2+kd3+ﬁmo+rf(r) (3.141)
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Kapitel 4
DIE RADIALE DIRAC - GLEICHUNG

Mit den Dirac — Matrizen in Standarddarstellung, stellten wir die Dirac — Gleichung (3.52)
auf. Es handelt sich um ein System von vier gekoppelten partiellen Differentialgleichungen.
Im Folgenden wird neben der Zylinder — Symmetrie der Einfachheit halber zusitzlich
Translationssymmetrie in der z - Richtung angenommen, das heifit, das Potential

V(X)) =V(r) hidngt nur von der Radialkoordinate r ab. Dann ldsst sich die Dirac —

Gleichung auf ein eindimensionales Problem reduzieren.

Augrund der Zylindersymmetrie und der Zeitunabhingigkeit des Stringpotentials sind die
Gesamtenergie sowie die z - Komponenten vom Impuls und Gesamtdrehimpuls gute

Quantenzahleﬁ der Elektronenwellenfunktion.

- I 3
! = = — e
J¥=m¥Y , m ﬂzz,i 5

Es entsteht ein gekoppeltes System von vier Differentialgleichungen fiir die radialen
Komponenten der Spinoren. Die Radialgleichungen stellen zwei gekoppelte gewdhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Spinoren y; und y, ( x> und y; )dar.

'z'[%-%(m-é)]xi =alr) x,
-i[%Jri(m“Fé)]L ={Cr x,

Durch Differentiation ldsst sich aus diesem Gleichungssystem eine Komponente eliminieren,
was auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Spinoren fiihrt.

; ; lal [1&] ; :
Durch die Transformation y, = f F o (x= f f ) lasst sich die erste Ableitung

der Spinoren eliminieren und wir erhalten eine Schrodinger — artige Gleichung.

y+pty=0 , y=f,F und i=1,4

wobei  p? = p?(r, E) der effektive Impuls ist.
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4.1. Die radiale Dirac - Gleichung

Wir betrachten Gleichung (3.52) mit den Matrizen [ Gre}i® ]

0 0 0 1 0 0 0 -i 0 0 1 0 1 0 0
. 0010 , (00 i ., |00 0 -1 . |01 0 0
““lo 10 0 7|0 -i %=1 00 0| Ploo -1 0
1 0 0 0 i 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1
4.1)
Mit dem Ansatz:
X, (0 I, Cp
A x,Cry L, Cp)
Y=gk | "2 : (4.2)
X;Cr) I, Cpd
XeCr) I, Cp)
ergeben sich die Terme:
!
(a 2_;))(4174
. N-il 8+ 57 ) w11
i poge Jo=ete| T H (4.3)
(5 _21:;."))(2172
il g+ Z—)Xfﬂf
k xs3 113
-)(4((%,174) kv IT
A A , Xj(agaﬂj) B ok ' "R X4 tlg
a; p,¥ = ek a; p,¥ = e'* (4.4)
? ‘XZ(afﬁ‘Hz) kx;ﬂ;
Xf(aqani)
-k x2 11,
I
MoYr1ily (E'E'AO)XIH
=g | "7 (E-ed o =ee| 2402 1T 45
mof¥ =e s Iy -ed,)¥ =e (E-ed Yy, 1T (4.5)
(E-ed)) x, 11
-moxq 1l !

Die Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) werden in die Dirac — Gleichung
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. . ) )
(d;[ D ‘l—]+7&2p¢+a3pz+ﬁmo )W(x)=(E SV)PCH (4.6a)

eingefuhrt:

-

(26,0 +22(ia % y2)-i6.0.+ fm Y () =(E-V) ¥(Z  (4.6b)
1 ~r r o 2 3>z 0

1 1
_i(ar+¥)x4ﬂ4 - 7)(4(6@]?4) o+ kx3H3+mgxfﬂl =(E-ed) y, 1],

1 1
-i(ar-&-?‘)xjﬁj +7X3(69H3) - kx4ﬂ4+mo)(2n2 =(E-€Aﬁ))(2ﬂr2

1 1
-l'(ar+?))f2ﬂ2 - 7x2(a¢172) + ky, I, - my, I, =(E-ed) y, 11,

1 1
-i(5r+j")X;Hi + X,(aw,) - ky, 11, -my, M, =(E-ed)x,1I,
4.7)

Das Problem ist rotationssymmetrisch um die z - Achse, so dass die Drehimpulskomponente
J. eine gute Quantenzahl sein muss. Wir definieren den Bahndrehimpulsoperator auf

4

folgende Weise (4.6b):

5 .
Lz=-zaw~7y’y2 ; (4.8)
berechnen den zweiten Term:
-1 0 0 0
T 0100=_j_620=i,
2" =200 0 -1 0] ~2l0 4|7 2% (%)
0 0 0 1
und fordern die Eigenwertgleichung
3 PR
JZT=(LZ+~§ZZ)SF=m5U (4.10)

mit m==+—,%+—, .........
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Wir substituieren Gleichungen (4.8) und (4.9) in (4.10) und haben die Losungen:

-i0, IT; IT;
-I'awﬂz _ H_g
i3, 15 =m| o, (4.11)
-i0, Iy 1,
-iawﬂ‘,:mﬂv = Hv=e"’"¢’ cv=] 2134 (4.12)
X Cr)
i ) X,Cr)
Plr,pz)=e"?P glhs 4.13
=5 (r,p z)=e e 2P ( )
X1
Wird (4.13) in (4.7) eingesetzt, ergibt
[d 1 d
kxs -I[W+‘;(m+7)]X4=(E—er-mo)x;
(4.14a)
Id 1 1
'sz"[d _(m'j)])ﬁ =(E-ed,+m,) x,
Jd 1
- kx4 'l[g";(’"'j)] X3 =CE-ed,-my) X2
(4.14b)
d 1 1
kx,-z'[-&7+7(m+?)]x2 =(E-ed,+m,) x;

Mit dem Ansatz
kg =(sN k2+md +m)) 2 , ku=(sN kK2+mi +m) s (4.15)

entkoppeln wir die Gleichungen (4.14a) und (4.14b). s nimmt die Werte &/ an.

a) Gleichung (4.15) wird in (4.14a) eingesetzt:

x3-kxs

i)] sNEkZ+mZ +m,
k

.[i+i( 4 sNk2+mi +m,
"G TV k

y:=(E-ed, -m,)
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k2 oSN k2 +mi +mi +k?
m, + =
Nk +m2 +m, sN k2 +m2 +m,

12 2( o 12 2
_S k2+mi( sV k +mo+m(,)=sm

sN k2 +m2 +m,

Wir haben die Beziehung s? = benutzt.

= -z'[—+§(m+§)]xz=(E-er-s«/k2+mg)x3 (4.16)

3 =(E,-ed, +m,) x2tkys

—1'[ d __J_(m_i)]s«/k?+m§ +m,
2/ k 4

dr r

sN k2 +mZ +m,
k

= -z'[—d--i(m—%)]m =(E-ed, +sNk?+tmi) y2 (4.17)

d 1( 1 k S Tmd .
Lil— - m-= =(E-ed,+sN K +m
I[a’r r(m 2)] s k2 +mi +m, a = (E-edots " )S\/k2+m;,? +m, *
1 /
= -i[“;??'%(m'j)]xz =(E-ed, +sVk?+mi) x4 (4.18)
[d 1 1] k _ J 12 & 2 k
'I[dr +r(m+2)13\/k2+m§ +my, te = (E-edo-sV RS ms) Nk +m? +m, i

> -i[—dd?+%(m+§)]x4 =(E-ed,-sN k2+m?) y (4.19)

Also lasst sich (4.14a) und (4.14b) auf ein System von zwei gekoppelten
Differentialgleichungen reduzieren:

. r(m-%)])ﬁ =(E-ed,+sM) x4
(4.20a)

-i[%+ (m+§)]x4 =(E-ed,-sM) yi
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oder dquivalent dazu

At e ) = Bt -0
(4.20b)

—z[%“}lj(m%)])ﬁ =(E-ed, +sM,) y»

wobei die transversale Masse M, =+ k?+m? eingefiihrt wurde.

Diese Radialgleichungen haben die gleiche Struktur wie die Radialgleichungen der Dirac —
Gleichung im Kugelsymmetrie - Fall. Die Rolle der Quantenzahl x und der

Elektronenmasse m, werden hiervon m und M, Ubernommen.

Wenn wir durch (m,s) < (-m,-s) und y; <2 , x4 < yx; substituieren, geht
(4.20a) in (4.20b) und umgekehrt iiber.

Weiterhin kann man aus (4.20a) eine zweifache Entartung des Energiecigenwertes £ ablesen.
Durch die Ersetzung( Spin up und Spin down Zustédnde )

mos. %] o om, s [ %] (21)
X4 X1

gehen die Radialgleichungen ineinander iiber, d.h. bei gegebenem M, liefern (m,s) und
( -m,-s) denselben Energieeigenwert

Zur Bestimmung des Energiespektrums geniigt es daher Gleichung (4.20) zu 16sen. Zu diesem
Zweck gehen wir zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung {iber. Wir definieren die

Funktionen

Ery=E-ed(r)-sM, und a(r)=E-ed, (r)+sM,

(4.22)
= Ery=o(r)-2sM, und a(r)=~,Cr)+2sM,
Dann ergibt sich: .
ot 2 L) o
R ]| Pl )| PR SPE A (0
D 2L oL (2 by Mm-S =0

(4.25)
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d (1 dx, ) o dy, 1d’y

RRER RIS 426

dr ‘a dr a? dr a dr? ( )
d ( I ) o I 1 dy,
L [ SN L Fge 1 427
dr \ar %1 (azr ar? )X; ar dr (27

Einsetzen von (4.26) und (4.27) in die Gleichung (4.25); liefert:

X4 ="§‘[Ed;‘% (m'jl)]xf

d’x +(i_%')d_x’_+{ir(m_% )(% . i(m—%))*‘ a(ryCo(r)-2sM.) }x;=0
(4.28a)

D2 (L)t (L (e d ) (G ot (med) recr cer s f =0
(4.28b)

Wegen (4.15) konnen wir ersetzen durch y, - y, und x; - y3; , und erhalten die
identischen Differentialgleichungen fiir y, wund y; .

4.2. Der effektive Impuls und die Schrodinger — artige Form der Dirac —
Gleichung

Mit dem Ansatz:

| aC )|
2 =y ” F(r) (4.29)

werden erste und zweite Ableitung von y, :

1
X = — (a'r-a)F+\/EF’ (4.30)
2a7r: r
. (adr-oF a' 3 a'F (ar-aF' \/;
e i 3 + P 5 1 I F” - 431
. & {2a7r7 2a7r7} 207r7 airi ¥ (*31)
/r(a”x, 1 d x;) ,(3a’2 I (a'y I{a" J)
_— = o i — RG] (o Al (s —
= adr? (r )dr £ 4(a) 2r(a) 2(a) 4r? 4
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Einsetzen von (4.32) in (4.28a) liefert die Schrodinger — artige Differentialgleichung

F'¢ry+picr,EQF(r>=0 , (4.33)
wobei pZ(r, E) der effektive Impuls ist:

3(a’' ¥ I1(a" \ m(a ) mCm-D
pf(r,E)=a(a—2sMe)--Z(?) +3(—a—)+7(;)-r—2 (4.34)
Die Funktion pZ(rE) entscheidet dariiber, ob die Wellenfunktion oszillatorisches
Verhalten zeigt ( p2 >0 ) oder exponentiell abfallt (p2<0) . Sie bestimmt also den

klassisch erlaubten und den klassisch verbotenen Bereich.

Analog kann man transformieren

Xy = I g(:) | fcrm (4.35)

und erhilt die Differentialgleichung

flCry+picr,ED f(ry=20 (4.36)

mit

J+d(£)-2(S )2l )

r2

|

pic r,E)=g”(g”+2sMe)-%(

wobei o und ¢ durch die Gleichung (4.22) gegeben sind.

Wir setzen (4.29) und (4.35) in (4.20a) ein, und erhalten

JC‘=-:‘\/‘;—(Jr {%_(f?+27m )+f’ } (4.38a)
f:lﬁ{g(%sz Jo ) (4.38b)

4.3. Die Singularititen des effektiven Impulses

Die Nullstelle der Funktion von a(r ,s=+1) fiir das Potential eines diinnen Zylinders
(2.63) lautet
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olr ,s=+1)=E-V,in {—2%7%\! 2 +4rf }+Me=0 (4.39)
L
> = M (4.40)
2sh{ 7 e}

Fir gebundene Zustinde mit der Energie - M, <E <M,k gibt es wegen V, < 0 keine
zuldssige (das heiBit positive) Nullstelle. Der effektive Impuls p? besitzt daher keinen

singuldren Punkt.

Fir E =-M, liegt der singuldre Punkt im Unendlichen a¢ r=«)> - 0

Fiir E <-M, beschreibt (4.40) endliche positive Abstédnde, das heifit der effektive Impuls
besitzt einen singuliren Punkt an der Stellen: r=r, . AuBerdem tendiert der effektive

Impuls nach pf(rT ,En)—r -,

Die Nullstelle von &(ry ,s=+1)=0 ist

§(r¢,s=+l)=E—If;ln{—§7l+2im\/ L +4rf }-Me,zo (4.41)

B B=

L
EI ] (4.42)
V.

Q

2sh {

Wenn die Energie in den Intervallen -M,<E<M, und E =< -M, liegt, besitzt der
effektive Impuls einen singuldren Punkt an der Stelle r=r, . Der effektive Impuls

tendiert nach: p2(r, , E)—> - .

Wir wenden die Transformationen (4.29) bzw (4.35) auf dem Intervall aulerhalb der
Nullstelle von a( 7) bzw &(r) an

[1aCr) |

X = _r—F(r) .VE[ O,rT~g ]U [ FT+8,°D [ (4-43)
/I r) |

Xy = frr f( ) f‘E[O,f‘l‘-E ]U [ r¢+5,m [ (444)

wobel & <[ 1st.
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Wir konnen sehen, dass der singuldre Punkt im effektiven Potential nicht physikalisch ist.
Dazu gehen wir auf die urspriinglichen Differentialgleichungen zuriick. Von (4.20) haben wir
an der Stelle r =r,

' d 1 :
x,:(rﬂ—;(m-;)x;(m):za( r) xs(r) =0 (4.45)
r A, L
> 2 = m -2 ) (4.46)
ffzixf
' s ]( 1 )
14(r1)=§(r7)x;(r1)-r—1 m+~ x4Cry) (4.47)

und an der Stelle » =r,

b 1 .
xaCry) +%(m+3 );(4( r) =il(r)y,(r)=0 (4.48)
' 1 1
= x4(r;)=-r—l(m+7)x4(rl) (4.49)
~t 1 I 3
x;(r¢)=-a(n)x‘;(n)-kz(m-j)x;(m) (4.50)

Dann sind die Spinoren an den Stellen »=r, bzw r =7, wohl definiert.

AuBerdem haben wir mit s? =1

piCr— o) = E2-MZ , i=t,1 (4.51)
Eel-M, M,IT = picr— =><0 (4.52)
E=-M, = pi(r—- o)=0 (4.53)
E<-M, und E>M, = pir- «)>0 (4.54)
In den Fillen m=ﬂ:7
pf(m=+% , 0)—» + o0 (4.55)

pf(m=-§, r— 0)—> + (4.56)
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besitzt der effektive Impuls nur einen Umkehrpunkt, ‘wenn die Energie im Bereich
-M <E<M . liegt. Wenn die Energie im Bereich E <- M, liegt, besitzt der effektive

Impuls zwei Umkehrpunkte.

UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES - POTENTIAL

Vo/mo

Ln{a),Ln(b),Ln{c) .

——A —8—B —4—C

s=+l,n=0,—-=0, 1, =200 fm, L =106 fm

[A]:pz(a} =0,[B]:p2( b> =0.[C]:p2(c) =0 ;m=—1',
2 mg

Abb.4.1. Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen die Potentialtiefe fiir die Energie
des tiefsten gebundenen Zustands ( Tabelle A3 ). Bei Erhéhung der Potentialstirke ¥,
werden die Umkehrpunkte a, b, ¢ nach dem Zentrum des Zylinders verschoben.

In den anderen Fillen
piz(m ,r—=> 0) - - (457)

besitzt der effektive Impuls zwei Umkehrpunkte, wenn die Energie im Bereich
-M <E<M liegt. Der Kklassisch erlaubte Bereich ¢ < r < b wird von zwei

Umkehrpunkten begrenzt. Wenn die Energie im Bereich E <-M, liegt, besitzt das

effektive Potential drei Umkehrpunkte: Zwei erlaubte Gebiete getrennt von einer Barriere.

Der innere Umkehrpunkt @ wird durch die Drehimpuls — Barriere bestimmt und fehlt fiir die

1
Zustinde mit m = 13 . Der dritte Umkehrpunkt ¢ tritt fiir iiberkritische Zustdnde auf und

beschreibt den duBeren Rand des Tunnelbereiches durch die Schwelle der Dirac Gleichung.

4.4. Die Kurve der Eigenenergie

Wir betrachten diskrete gebundene Zusténde der Dirac - Gleichung mit einem attraktiven
Potential, wo v = 0 eine Funktion von r ist.
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Viry=Av(r) (4.58)
mit einem reellen Parameter 4 .
Die Funktion v erfiillt die folgenden Bedingungen:

1. v istbeschriankt

Max v < A= Konst. (4.59)

0=<r <o

2. v= 0 fir r- «
Der Hamilton Operator in Zylinderkoordinaten Gleichung (3.50) ist:

; A R T
H[m]=[a;(pr " )+7azp¢+aspz+ﬁmo+rf<m ]

Die Energieeigenwerte (3.119) sind:

E (M) =Y IH,,, ,(OIPCD) (4.60)

[ rozl
Wir berechnen die Ableitung der Energie E, nach 2
0,E, =(0,¥ | A | WO +CP 18, H | O+ L H 10,9 (4.61)

und benutzen die folgenden Beziehungen

-

H 1¥)=E|¥)

[ rpz ]

(W IH . =(VIE,

[ repz]

- A

A *=H _ =E¢cR

[ rpz ] [ roz)

[ repz]

>  0,E,=EQ8 (WI¥YHYI0,H . I¥) (4.62)

Aus der Normierungsbedingung folgen wir

(FIP)=1 = 8. ¥I¥)I=0 (4.63)



-55.

Wir ersetzen (3.50) und (4.63) in (4.62) und erhalten das Hellmann — Feynman — Theorem

0,E, ={¥10,H

[ repzl

1FY=(¥I|0,VI¥F) (4.64)

dVv,

0

Abb.4.2.DieKurve E, = E, (A=-V_)

a. Betrachten wir die Abhingigkeit von der Potentialtiefe, A=-V,
6,,En=-j9 dixt virmPrcH i (4.65)

Mittels der Stromdichte (3.83) erhalten wir
JECxY =W prP = (PP PV )= j°, i)
3, E =- 59 dixc v 17> (4.66)

Mit den Eigenschaften des Potentials haben wir endlich:

-A<B8,E, < 0 (4.67)
Nach Gleichung (2.71) hat 4 den folgenden Wert

L 1
A=v(r=0 =lnz+7 (4.68)
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Die Kurve Eigenenergie gegen elektrisches Potential ist stetig und monoton. Der
Eigenwert En erreicht bei einen kritischen Wert des Parameters A=-V die

Kontinuumsgrenzen bei £, =- M.

b. Nun betrachten wir die Zylinderlinge L als Parameter

Erst fixieren wir die Ladung pro Lénge des Zylinders

zZ
pL= ~7-= Konst (4.69)
Wir berechnen die Ableitung der Energie E, nachder Linge L mit der Hilfe von (4.64)

8,E =(¥19,H

[ rez]

|¥)=(¥ |8, VIV (4.70)

und betrachten den Fall eines dinnen Strings, so dass die Umkehrpunkte
a>r , b<L auBerhalb des Strings liegen. Von (2.70) erhalten wir fiir » << L

y=v,in( L)
r
ar _% 4.71
> 4L (7L
Wir setzen (4.71) in (4.70) ein
dE, _V,
L L(S”HP) (4.72)
Mit (4.63) erhalten wir
dE, Vo
I -1 (4.73)
Wir integrieren (4.73) und erhalten
E L
dL
JdE, =v, [ (4.74)
Ey L;
E(k=0)=Voln(L£])+E, 4.75)

In der Fermi — Energie E; =-m, erhalten wir:
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E<k=o>=Vofn(—LL7)- o (4.76)

Wir bezeichnen mit L, = Lg die Linge des Strings, bei welcher der gebundene Zustand die
Fermi — Kante erreicht.

4.5. Der Fall eines diinnen und langen Strings

Verkleinert man den Radius r, des Zylinders, so tendiert die Eigenenergie asymptotisch
nach einem bestimmten endlichen Wert der Energie. Den Wert von 7, unterhalb dessen die
Energie konstant wird, bezeichnen wir als kritischen Radius r, . Unterhalb von r,, spielt

der Radius keine Rolle mehr fiir die Energie. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses
werden im Raum fixiert ( Abb.5.7 ). Man beachte, dass dieses Verhalten ganz anders ist als
beim sphérisch symmetrischen Fall: Fiir Atome mit Z > /37 héngen die Energieeigenwerte

und Wellenfunktionen sehr empfindlich vom Kernradius ab, man beobachtet den Kollaps der
Wellenfunktionen. Im zylindersymmetrischen Fall tritt dieses Phidnomen nicht auf. Grund

1
dafiir ist die schwiéchere Singularitdt des Potentials: /nr  statt P

Dann vergroBern wir die Linge des Zylinders. Wieder wird die Eigenenergie nach unten
verschoben. Wir finden auch, dass sie die Umkehrpunkte des effektiven Impulses mit der
Erhéhung der Linge nicht verdndern, und auflerhalb des Zylinders bleiben.

; . " . i V. .
1. Die Ladungsdichte wird mit einem Wert | ;;-| << ] fixiert.

2. Wir verkleinern den Radius des Zylinders r, - 0 ,

3. und vergroflern dann die Lange des Zylinders L - « .

Mit (4.75) und (2.70) finden wir
v
E-V=V, ln(L—)+E, (4.77)
I

also

¥

L

Ve B +smy . ECk=0)=Vyln(= )+ E - smp (478)

a(k=0)=V;ln( 8

Das hat zur Folge, dass die Umkehrpunkte @ , » fir r<<L nicht von der Linge
abhingen, sie werden also im Raum fixiert, siche Abb.5.14.
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Kapitel 5

DIE GEBUNDENEN ZUSTANDE

Wir wollen nun die gebundenen Eigenzustinde von Elektronen fiir das in Kapitel 2
beschriebene elektrostatische Potential bestimmen

Aus physikalischen Griinden miissen die Spinoren in den Stellen » =0 und r - « endlich
sein. Daher stellt die Differentialgleichung (4.34) oder (4.36) eine Randwertaufgabe dar, die
bekanntlich im allgemeinen, d.h. bei beliebigen Werte der Energie E = En nicht losbar ist.

Nur fiir bestimmte diskrete Eigenwerte E =E" , die gerade den physikalischen

Bindungsenergien entsprechen, konnen die Gleichung (4.34) oder (4.36) integriert und
gleichzeitig beide Randbedingungen erfiillt werden.

y(r->0)->0 und y(r—=-> «o)->10 y=f,F

Wir losen die Schrodinger — artige Gleichung durch die Methode der uniformen
Approximation, die auch als Miller — Good [ Mil;; 1 Methode bekannt ist.

Die asymptotische Gestalt der uniformen Approximation stimmt mit der WKB — Methode
tiberein.

5.1. Asymptotische Losung der Dirac — Gleichung( unterkritischer Fall )

Wir wollen die Bewegung eines Teilchens im Feld ¥V =V vw(r) behandeln, das im

Unendlichen schnell genug verschwindet. Wir schreiben die asymptotische Gestalt der
Wellenfunktion der Losung der Schrédinger — artigen Gleichung fiir eine beliebige gegebene

Energie im Intervall - M, < E <M, inder Form

y(r)y=a(Eyexp( -V -p? r)+pCEYexp( N -pZ r) (5.1)

und werden £ als komplexe Verdnderliche auffassen. (5.1) ist eine Losung der Schrodinger
— artigen Gleichung

d?yCr)

T +piycry=0 mit y=f,6F (5.2)

piCr—> »)=E-M?=(E+M,)(E-M,) <0 (5.3)
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Flr —ME<E<M8 ist

V-pZ >0 (5.4)

Auf der reellen Achse ( - Me <E< Me ) sind die Exponentialfaktoren im ersten und

zweiten Glied in (5.1) reell. Ein Faktor nimmt ab, der andere nimmt zu fiir » - « . Aus der
Bedingungen, dass y reell ist, folgt, dass die Funktionen a(£E) und BCE) fur
- Me <E<M , reell sind. Hieraus folgt weiterhin, dass diese Funktionen konjugiert

komplexe Werte in zwei beliebigen Punkten haben, die symmetrisch zur reellen Achse liegen:

aC E*) =a"CE) BCE* Y =B"CE) (5.5)

Gebundenen Zustinde eines Teilchens im Feld ¥ =V v(r) entsprechen Wellenfunktionen,
die fiir » » » verschwinden. Dazu darf der zweite Summand in (5.1) nicht vorhanden sein,
also entsprechen die diskreten Energieniveaus entsprechen Nullstellen in der Funktion fC E) .

Da die Schrodinger — artige Gleichung nur reelle Eigenwerte hat, sind alle Nullstellen von
B E) auf dem physikalischen Blatt reell (und liegenin - M, < E <M, ).

5.2. Losung der Dirac — Gleichung mit isolierten Umkehrpunkten des
effektiven Impuls

Wir wenden die Methode der uniformen Approximation an, und betrachten die Schrodinger —
artige Gleichung.

d?yCr)

) +p2Cr,E)y(r)=20 (5.6)

Wir betrachten nun eine Referenzgleichung fiir welche die Losung bekannt ist.

d?d( z)

17 +Pi(z YD 2y =10 (5.7)

Die Nullstellen von p?( r, E ) bestimmt die Natur der Losung y( ) und die Nullstellen von
P?( z) bestimmt die Natur der Lésung @c z> .

Die Losungen yc r> und @c z> sind nur dann dhnlich {iber einen bestimmten Intervall von
r und z, wenn sie die gleiche Anzahl und Art von Nullstellen haben. Zum Beispiel: wenn
yC r> eine einfache Nullstellen hat, dann muss auch @c¢ z»> eine einfache Nullstellen haben.

Nun setzen wir die unbekannte Funktion auf folgende Weise in Bezichung zur
Referenzlosung
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yr) =ACr)PCz(r)) (5.8)
Mit Funktionen A( #) und Z( r) die bestimmt werden miissen.

Die zweite Ableitung ist mit (5.7)

il _dZA@+d@ {QEE.FA‘FZ} APZ@(E)Z 59
dr?  dr? dz V" dr dr dr? ) dr (5.9)
werden (5.8) und (5.9) in (5.6) eingesetzt, ergibt
dzz}d@]d dz\ d?4
2_p2|Z2 a® L a( ,az _
Agb{p F (dr) & A dr( dr )+ dr? @={ (5.10)
dz¥ piry d i
= (E,T) =P ) und ?(A(r)25)=0 (5.11)

Wir integrieren die zweite Gleichung(5.11)

-1 1
(dz )7 (Pz(z(r)) )7
dcry =\—=) =\—F—=

- (5.12)

piCr)

Mit dieser Auswahl von zc¢ r> und Ac r> sehen wir, dass die Funktion yc r> die folgende
Gleichung befriedigt

d?yCcr) d?

dr?

1
+{p2(r,E)+— }y(r)=0 (5.13)

A dr?

Dies ist eine gute Nidhrung fiir die urspriingliche Differentialgleichung (5.6) wie wohl die
folgende Ungleichheit erfiillt ist

43
dr?

<< p2(r,E> 4 (5.14)

F 3
picrED

v

b\ :

Abb.5.1. Isolierte Nullstellen des effektiven Impulses p?¢ r,ED
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Wenn p?( r,E) eine einfache oder mehreren entfernte Nullstellen hat, kénnen wir diese wie
isolierte stationére Phasenpunkt behandeln.

a. Wir  betrachten zundchst den  Fall, dass pichb,E>=0 und
picr,E> <0 fir r>b,also « p?ch,E>> <0 (Abb.5.1).

Wir wihlen als Referenz die lineare Funktion P2¢ z) =- z aus und finden wegen (5.11)

(dz )2 piem

et R (5.15)
Wir wihlen die Integrationskonstante so dass z( »r=5b) =0 . Das stellt sicher , dass
z( r) wohl definierbar fiir alle » ist. Also
b E)
2 2
FC-2r 2= Sdr\/p%t,E) , r<b (5.16)
2 3 r
3¢z = jdtw/-pz(t,E) , r=b (5.17)
bt E>
Mit P2( z> = -z ist die Referenzgleichung eine Airy - Gleichung
R (z) = (5.18)
und hat die allgemeine Losung
P z) =0di z) + fBi z) (5.19)

(5.12) und (5.19) in (5.8)
!

-zCr) Y
){aAz'( zZCr)Y+PBiCzCry>y , Yr (5.20)

pler

y(r):(

Die asymptotischen Darstellungen von Airy - Funktionen sind

2 4 2 2
Ai( z) %?x 2z 4 exp(-?z2) Z—= o

L1 2 3 x
Aic -z> =g 2z 4 Sin(—z2 +—)

3 U (5.21)
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- ! 3 2
Bi(z) =~nx 2z4exp(722 Z— ©
P - ¥ 2w
Bi(-z) =g 2z 4 cos ?22 +—) Z— ©

Mit (5.21) in (5.20) erhalten wir die asymptotische Gestalt der Wellenfunktion

yCr<<b =;, {asz‘n((( 7 +%)+ﬂcos((( r) +%)} (5.22)
[ p2Cr>14
bt E>
fCry = jdthz( £ (5.23)
c a
yCr>>5b> =———,{7exp(-g“( r>) )+ fexpC {Crd>) } (5.24)
[- p2Cr>1d
"
fCry = jdt«f -plcH (5.25)
be E>

bei ! ist
wobelr ¢ = —— 18l
Jz

b. Fir einen Umkehrpunkt r=a mit ¢ p?Ca,E>> >0 wihlen wir als
Referenzfunktion P?( z> =+ z . Dann werden Gleichung (5.11), (5.16) und (5.17)

(dz )2= pler

dr z
r
2 i
322 = j‘dt'\fpz( LE> , r=a (5.26)
at £)
ac £
2 3 e
e rIdE= j‘dt -pictEy  , r<a (5.27)
¥
und die Ndherungslosung lautet
4
zC ) 4
y(r)=( ) { yAic - zCr> )y +0Bic-zCry>y ; Vr o (5.28)

picr)
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Die asymptotische Darstellung der Wellenfunktion ist

y(r<<a)=——c— lex (-{Cry)+dexp {Cr)) (5.29)
TP
[-plCr)14
at £
fCry = jdr«f-pf(:) (5.30)
T
yCr>>q) = y sin C(r)%—E +dcos \{Cry)+— (5.31)
1 4 4
[ p2Cr>14
CCry = jdr«/phm (5.32)

a¢ £
5.3. Die Eigenenergie und Wellenfunktionen der Gebundenen Zustinde
Wir betrachten einen effektiven Impuls mit zwei isolierten Nullstellen

piCrE)

F 3

ac< B> %E) r

Abb.5.2. Nullstellen des effektiven Impulses p?¢ r,E> i=t, 1

In der Umgebungen der Punkten a,( E) und b;C E) gilt entsprechend die Ldsung (5.28)
und (5.20).

!

{za(r) }7 _ _
y,(ry= 2201 { a,4i(- z,(r))+p,Bi(-z,(r)) }

7
-z, (r) |4

yb(r)={ 220 } { a,4i(z,(r>))+p,Bi(z,(r)) }
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Die Wellenfunktion fiir gebundene Zusténde muss die folgenden Randbedingungen erfiillen.

Yolr—> 0)-> 0 und  yp(Fr—> 0) = 0 {5.33)
B, =B, =0 (5.34)
Wir setzen (5.34) in (5.28) ein
I
{ z,(r) }7 .
y.(r)= ) a,Ai(- z,(r)) r<<b {5.39)
2 3 r
?(za(r))Z = ydt\fpz(t,E) , r=a (5.36)
a( E)
at £)
2 A
?(-za(r))2= jdt\/—pz(t,E) : rse (5.37)
r
so auch (5.34) in (5.20)
I
__{-Zb(l‘) }7 ,
(7)) = 220 a,Ai(z,(r)) r>>a (5.38)
bCE)
2 2
§(-zb(r))2 = j‘dt\/ piCLEY |, r<b (5.39)
2 2 r
?(zb(r))-? = jdtV-pz(t,E) , r=b (5.40)
bCE)

Im Bereich a < r <b sind die Losungen durch die asymptotische Darstellung der Airy -
Funktionen gegeben

a c

" _ n
Yo(r<<b)=———7 sm(é’a(r)+7) (5.41)
[ p?Cr) 14

L7y = 5dt\/ pice)

al E)



-65-

a,c
s sin(cfb( " +£) (5.42)

yp,(r>>a)= 4

]
[ p?(r) 14

bCE)

£, (r) = Sd“/ piCe)

Fiir einen beliebigen Wert von re [ a,b] fordern wir, dass beide Losungen den gleichen
Wert haben

Y, (r)=y,(r) (5.43)
. 7r . E
absm(Cb(r)+7)=aasm(é’a(r)+7) (5.44)
Auflerdem haben wir die Beziehung,
b( £
Co= | dd PP =(, (000 (5.45)
al E)

und wir erhalten mit Hilfe von trigonometrischen Formeln,
sin( A-B Y=sin Acos B-sin Bcos B und  sin( -A)=-sin A (5.46)

absm(cb( r) "'%):' a, { sin( ¢, () +%)COS(CC,,, +%)—sin(¢'ab +%)cos(¢’b( r) +%) }

Damit diese Gleichung erfiillt wird, muss gelten

sin((ab+% )=0 (5.47)
= absin(é'b( r) +%)=- aasin(Cb( r) +%)cos(é'ab +-72£) (5.48)

Gleichung (5.47) fiihrt auf folgende Bestimmungsgleichung fiir die Eigenenergie

bCE)
¥l
jdh/ pz(E,r)=(n+-2- )7: n=0,1,.... (5.49)
al E)

Dies ist die Bohr -Sommerfeld — Quantisierung.
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(5.48) fiihrt auf
op=-0gcos [ a(n+D 1=0-11"a, (5.50)

Hier ist zu beachten, dass y,(r) die asymptotisch ( fir r— =) gegen Null gehende
Losung der Dirac — Gleichung ist

C ab

5 exp( -, Cry ) (5.51)

yb(r-a» 0 ) = 7
[- p2(r)14

£,(r) = jd:«/ -p2CE ., D (5.52)

bCE)

Der Wertebereich der Eigenenergie ist: -M < E <M, . Hier liegen die gebundenen

Zustidnde,

5.4. Die Normierung der Wellenfunktionen der gebundene Zustinde

Zur niherungsweisen Normierung der Wellenfunktionen braucht man iber | ¥ 2 nur im
Intervall @ < r <b (a>0 und ¢>0) zu integrieren, weil die Wellenfunktionen
yCr> auBerhalb dieses Intervalls exponentiell abklingt.

Wir haben vier Operatoren, die untereinander alle vertauschen

HY = E¥ (5.532)
P =k¥ (5.53b)
J¥ =m¥ | (5.53¢)
Sy=s¥ , s=xI (5.53d)
Dabei ist S gegeben durch
§ = |]le" pi (5.54)
p

Wir benutzen ihre Eigenwerte, um die Zustdnde zu bezeichnen.
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Sei S hier die Abkiirzung fiir die Quantenzahlen [ n,k,m ,s 1 , dann folgt fiir
gebundene Zustinde

Yt ,F)=expl-iCE;t)1%ms( 7 ) (5.55)
+m 2 o
~ . expl-iCk-k)z]) expl-i(m-m,)¢]
j‘d3r5”,;’(r)¥’ﬁf(r)=[27r]2j‘dzfdgoj‘rdr P : o ! XgCryxg Cr)
Q 00
(5.56)

wobel wegen

. dq ;

0C X-> =§Eexp[-:q( X-y>1 (5.57)

o0

jd%?fﬁ*(?)aﬂﬁ,(z‘»’)=[27r]2(5(k-k,)5mm,(5mIrdr[ XECr) xpCry 1 (5.58)
Q 0

> | & GG Wy (P = 12018k - KD Oy Gesi Oy (5.59)
Q

0

jrdr[x}(r)xﬁ}(i‘) ]=c‘3m11 (5.60)
0

Die Losung der Dirac — Gleichung lautet dann( a < r < b )

r ok
LD Fa(r)

k f
&( r':k) fﬁ( %

sNmi +k? +m,
k W
= Pat )
sNmZ +k? +m, £

f K
g’r?—)_fg(r)

Ye(r) =explikzlexplime] (5.61)

Wir berechnen y ( r) x, ( ») mit Hilfe von (5.61).

[ac > Ffors Fyar> +&ars fiar frarm ]

XpC P> XgC P> =0C k> (5.62)

r
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Wir nehmen die folgende Gestalt der Wellenfunktion an

ay

2
sMek+ M, } }

T
Sz'n( {Cr) 'F'—)

Vy = 7
b VIl picry 1

b £)

4

Ll Fyi= jdw B 1)

mit einer Normierungskonstanten a, .

Wir berechnen die erste Ableitung von (5.64)

7r !
roa cos((b—i-;)cb(pz)

al~

ainl, # e g2y Fe gy
byt P p

Charr

Von (5.65)

(pz)%

N opith)y =0 = ((r=-~ plCr)

Wir ersetzen (5.67) in (5.66)

und erhalten mit (4.38)

! o

Y =-ﬁ cos(é‘b+

«p?)
4p?

7r) 3 o &
7 (poFte),

1 ¢
F=-z—“\/-a??{5;f' =
1{¢&
-3t

R Opt
f"@{zF'

9, =§{

a 2m

o

5 e o

—-0.5(p7) p? }
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(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)
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Wir berechnen F*F und f*f

I ap T L 20, fa, T
F+F=a—6{5ff2 +%cosz(§'bl +7)(pf)"‘ ——co

4z, T ; 205 F 0
_ A s 02 L2 ayE T2 bt
frf= (16{5 F? +——cos (Cb1+ )(pT)

b
Wir setzen (5.62) in (5.60) ein und ~ 5

b

o( k)jdr[ al PIFTCr)FCrY+ECr) frCry f(r)1=1 (5.75)

Mit (5.73) und (5.74) in (5.75) erhalten wir:

7 B

a, AL (52 J_
L jdr{ Pl 2 {f"‘ é }.S'I'nz(Cbl'FE)-FCOSZ(CbJ 4)—%—

24
: 21 o o+ ey +2) J=1
al

(5.76)

af £ 82 y 221
G’% j‘dr{(pg)'g {a+Tz }sm (Cb‘r )+COS ((b'r+%) " _222 c()S(é-bT +%)Sin((b1 +%)}=1
at

(3.77)

Da das Argument des Kosinus und Sinus eine schnell verdnderliche Funktion ist, ersetzen wir
die oszillierenden Funktionen durch ihre Mittelwerte:

[cos29]MW =[sz‘n29]MW =—§- und [ sinfcos@1,,, =0

a—jdr{(p ) { %}wug }=1 (5.78)

2 b

L fert et W |

- (5.79)

ay
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by

Opy =\/0_7—z— mit [} = j dr{ ( pf)'%{ §+é§— }—&-—l\/?}z— ] (5.80)

al

bt

/ i 2 Af 38
Opy = j—z mit I, = jdr {( p%)'z{a+5—2 }+——£T—} (5.81)

at

Wir haben eine andere Moglichkeit zur Normierung der Wellenfunktionen. Wir nehmen an,
dass die Spinoren mit einer einzigen Integrationskonstante multipliziert werden.

et,7y=apexpl -iCE 1)1 Vms (7 )

Die Wellenfunktionen nehmen wir in der Gestalt (5.64) und ersetzen in (5.75)

b
a? £ £
o k> ?bjdr[ Ak picry)? Si”‘?((b,‘ rd +%)+f(pf( Fr)7? sz(é'b,‘ rd +%) ]:1
a

(5.82)

Dazu bezeichnen wir mit a den groBeren der beide Werte ay und a, und mit b den

kleineren der beide Werte by und b, ,sodass p? >0 zwischena <r < b ist.

.2 —
[ sin H]MW 5

b

Gtz g &

oC k> ij‘dr[ ac ry (pc r))'5+f( r> (picr>)™ = (5.83)
a

= Oy = 0.]3 (584)
Wobei [, ist
b
13=jdr{ ac r> (pic r))‘%+cf< r> (pic F>)7 ] (5.85)
Schliefllich wird die normierte quasiklassische Wellenfunktion ausgedriickt durch
Vi i S’:”(Cbi( r) +%) (5.86)

- T
«/an[pf(r)]"

wobei i=1,{ und j=1,2,3 ist.
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5.5. Die Berechnung der Eigenenergie

Die Daten der Tabellen berechnen wir mit der BOHR - SOMMERFELDschen—
Quantisierungsvorschrift (5.49).

b
fdt\f ped Bt =(n+§)7r
a

1. Die Anfangsdaten sind: die Hauptquantenzahl n=0,1,2,..., die magnetische
Quantenzahl m= +L i%, ...... , der Spin des Elektrons s ==/ , die Ruhemasse
des Elektrones m, =2.6107 fm’ ( mit hc=197.32 MeV+fm ) , der
Impuls p, ¢ fm?), die Linge des Strings L( fin) , der Radius des Strings
r.( fm) , die Stirke des Potentials ¥, ¢ fin/) <0

2. Dann geben wir ein Wert der Energie M#e ] V(ij : 1

3. Wir berechnen die Wurzeln des effektiven Impulses p? . p?(E,r) =0

p2=a(a$25Me)-%(i)2+i(a )i%(i)'ﬂ—’ffj_) mit ¢ =a(+), £C-)

=1

4, Wenn p keine Wurzeln a , b besitzt, dann wihlen wir einen anderen Wert der
Energie (Schritt 2)

5. Wenn p Wurzeln a, b besitzt, dann berechnen wir y .
b
1
y = Idt\i pPCE, D -(n+7 )7:
dq

6. Wenn der Betrag von y einen vorgegebenen kleinen Parameter ¢ Uberschreitet,
dann wihlen wir anderen Wert der Energie (Schritt 2)

7. Wenn |y|< g ist, dann haben wir die Eigenenergie gefunden.
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Die Taylormethode:

Die Anfangsdaten sind gleich wie fir die BOHR - SOMMERFELDschen—
Quantisierungsvorschrift. Fiir kleinen radialen Abstand nehmen wir an, dass das
elektrostatische Potential konstant ist. Der Spinor in diesem Bereich wird durch
Besselfunktion ausgedriickt

xi=aJ ,CBry  mit BP=CE-V) -M? (5.87)
)

- . vir, )
1. Dann geben wir einen Wert der Energie A,%e ] _Mr__ 1 [ vor

2. Wir berechnen den Wert und die Ableitung von x, in r=107" fm

3. Zu der Taylormethode integrieren wir (4.28) in MAPLE. Erhoht sich der Wert des
Spinors an einer Stelle weit vom Zentrum des Zylinders, dann ist die Energie kein
Eigenwert. Wir wihlen einen neuen Wert der Energie( Schritt 1) aus.

4. Nimmt der Wert des Spinors an einer Stelle weit von Zentrum des Zylinders ab, dann
ist die Energie ein Eigenwert.

POTENTIAL - ENERGIE

E/mo

Kk
' mg

=0 ,1,=200 fm , L=10% fm

Abb.5.4. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die Potentialtiefe ( Tabelle A3
und Tabelle A7 ). Die Eigenenergie sinkt monoton mit wachsender Potentialstérke. Die zwei
Naherungen (Bohr -Sommerfeld — Quantisierung und die numerische Taylor — Methode)
liefern verschiedene Resultate. Der Unterschied wichst mit der Erh6hung der Potentialstirke.
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ENERGIE - POTENTIAL

Vo/mo

——A ——B

k
tA1:L=108fm ,(B1:L=1005fm ; —=0, m=

1 = = =
- > S +1 , n=0, 15 =200 fm

Abb.5.5. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die Potentialtiefe ( Tabelle Al
und Tabelle A3 ). Bei VergroBerung der Linge L erhoht sich die elektrische Gesamtladung,

das Potential wichst an, und die gebundenen Zusténde werden nach unten verschoben.

- POTENTIAL - ENERGIE

E/mo

Vo/mo

——A —&—B

rar:—% -1 (1Ko, m=L 5=+, n=0, ,=200 fm , L=10'5 fin
mg 2 mg 2

Abb.5.6. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die Potentialtiefe fiir
verschiedene Werte von p, =k ( Tabelle A1 und Tabelle A2 ). Um die Fermi — Kante bei
Erhéhung des Impulses p, =k zu erreichen, muss auch die Potentialstirke (Ladung Z )

2z¢? :
V, =-—7— des Strings zunchmen.
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RADIUS - ENERGIE

E/mo

M _ 1
mq 4 mg

Abb.5.7. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen den Radius des Zylinders
(Tabelle A6). Verkleinert man den Radius », des Zylinders, so tendiert die Eigenenergie

asymptotisch nach einem bestimmten endlichen Wert der Energie.

UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES - ENERGIE

0,3
0.2
0.1

-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5
-0,6
-0,7

E/mo

[Al:pz(a)=0 % [B]:p2(b)=0 : 'm—=-—1- =0 , m=% ,s=+l , n=0, L=10% fm

Abb.5.8. Die Energic des tiefsten gebundenen Zustands gegen die Umkehrpunkte des
effektiven Impulses fiir verschiedenen Wert des Radius, ( Tabelle A4 ). Den Wert von

r, unterhalb dessen die Energie konstant wird, bezeichnen wir als kritischen Radius r,, .
Unterhalb von 7, spielt der Radius keine Rolle mehr fiir die Energie. Die Umkehrpunkte
des effektiven Impulses werden im Raum fixiert.
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UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES - RADIUS

90000
80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

ro[fm]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
a,b [fm]

——A —8—8B

[A1:p2ca> =0, [Bl:p2cb) =0 ; , s=+l , n=0, L=10%fm

Abb.5.9. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen den Radius fiir verschiedene
Energien des tiefsten gebundenen Zustands ( Tabelle A4 ). Wenn der Radius des Zylinders
verkleinert wird, werden die Umkehrpunkte nach dem Zentrum des Zylinders verschoben.
Unterhalb eines bestimmten Werts r < r,; erreichen Sie aber einen festen Grenzwert.

KRITISCHES POTENTIAL -LANGE

Ln(L)

s=+l , n=0 , 1y =200 fm

Abb.5.10. Die Variation des kritischen Potentials mit der Lénge des Zylinders ( Tabelle AS ).

" . . . . 222 ; ; :
Fiir einen ldngeren Zylinder geniigen kleinere ¥, =-—7— , um die Fermi — Kante erreichen.

Die notwendige Ladungsdichte pro Linge p; = % nimmt also ab.
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ENERGIE - IMPULS

Me/mo , E/mo

ol = — 106 — - = M _ &2
[A]: =-0263,15=200 fm, L=10"fm , m= , s=+1, n=0 , [ Bl: =k 1+
o 2 Mo mg

Abb.5.11. Die Variation der Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die z —
Komponente des Impulses ( Tabelle A10 ).Wenn der longitudinale Impuls p, =k zunimmt,

wird das Elektron effektiv massiver. Die Eigenenergie wird nach oben verschoben, und
verlduft parallel zur Fermi — Kante des oberen Kontinuums ( Die Kurve [ B ]).

UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES - IMPULS

k/mo

0 200 400 600 800 1200 1400
a,b[fm]

—4—, —8—B

- —— b < 0 = S _L - -
[Al:p~¢ca) =0, [Bl:p“Cb) =0 ; = =-0263 , =200 fm , L=10° fm , m=- s=+1 , n=0
0

Abb.5.12. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen die z — Komponente des
Impulses ( Tabelle A10 ). Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses a und b bewegen

sich mit der Erhéhung des longitudinalen Impulses p, =k nach innen.



-77-

ENERGIE - LANGE

E/mo

=0 , rp =200 fm

v,
0 __.025 , X =0, m=+, s=+1,n
mg mg ; 2

Abb.5.13. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die Lidnge des Zylinders
(Tabelle A11). Die Eigenenergie wird mit der VergroBerung der Ldnge L nach unten
verschoben, weil das elektrostatische Potential auf der Mantelfléche mit der Linge zunimmt.

UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES

Ln(L)

800 1000 1200 1400

0 200 400 600

%
[AT:p2a)=0, [B1:p2(b) =0 ; ;
m mg

Abb.5.14. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen die Lénge des Zylinders
(Tabelle A11). Die Umkehrpunkte haben feste Positionen im Raum, weil der effektive Impuls

nicht von der Lénge des Zylinders abhéngt.
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Kapitel 6
DIE RESONANZEN

Im Bereich M,+V <E<-M, mit | V|>2M, sind quasigebundene Elektronenzustinde
moglich; deren Wellenfunktionen fallen im Auflenraum des Zylinders nicht exponentiell ab,
sondern schlieBen an eine Kontinuumswelle mit derselben Energie E <- M, an. lhre Gestalt
ist als Fall ( d ) in der Abbl.4 dargestellt. Deshalb haben die Wellenfunktionen auch weit
auferhalb des Topfes eine von null verschiedene Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Physikalisch
bedeutet dies, dass ein Loch in diesem Zustand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit aus
dem Topf heraus ins Unendliche laufen wird (als Positron). Wenn der Zustand leer war, wird
er langsam von einem Elektron aus dem gefullten Dirac — See besetzt werden. Somit ist hier
eine spontane Elektron — Positron —Paarerzeugung moglich; ein leerer gebundener Zustand
fiillt sich spontan mit einem Elektron aus dem negativen Kontinuum, wobei ein Positron ins
Unendliche davonlduft. Dann ist der Potentialtopf iiberkritisch beziiglich spontaner Elektron
— Positron Paarerzeugung.

Wihrend also gebundene Zustinde im Bereich -M,<E<M,. ohne weiteres leer sein

konnen, ohne dass das System dadurch instabil wiirde, ist es nicht mdglich, gebundene, ins
negative Energiekontinuum eingetauchte Zustinde auf Dauer leer zu halten; sie werden
spontan gefiillt, daher hat das Loch in diesem Zustand eine endliche Zerfallsbreite. Wir
werden sehen, dass in der Tat im Bereich M, +V <E<-M, und | V| >2M, keine

scharfen gebundenen Energieniveaus existieren ( wie fir -M, < E < M, ), sondern die

Wellenfunktionen eine Resonanzstruktur haben, die um die erwartete Bindungsenergie flir
den gebundenen Zustand gepeakt ist.

Wir wollen nun die Gestalt der Wellenfunktion bestimmen, die die Bewegung eines Teilchens
mit einer Energie in der Nihe eines quasidiskreten Niveaus eines Systems beschreibt.

6.1. Asymptotische Losung der Dirac — Gleichung ( iiberkritischer Fall )
Wir gehen von Ee ]-M,, M, [ durch die obere Halbebene zur reellen Achse iiber und

erhalten den asymptotischen Ausdruck fiir die Wellenfunktion fiir
E< -M, und E>+ M, .Auchistjetzt pZ >0

yry=aCE>exp(i~N p? r)+pCEYexp(-iNp2 1) (6.1)
Wiren wir durch die untere Halbebene gegangen, hitten wir
ywry=a'CEyexp(-iNp? r)+p CEyexp(iN pl r) (6.2)

erhalten.
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Da y eine eindeutige Funktion von E sein muss, bedeutet das
ac E> =p'«E> fir E<-M, und E >M, (6.3)

Diese Beziehung folgt  auch  unmittelbar aus der  Tatsache,  dass
y fir E<-M, und E > M, reellist.

Da die Wurzel + p2 mit (5.3) nicht eindeutig ist, sind die Koeffizienten a( £) und

0

BC E)> nicht eindeutig. Wir betrachten die Funktion

w=+p2 =\ (E+M,)(E-M,) (6.4)

Fir sie sind E=M, und E=- M, die Verzweigungspunkte. Der Umlauf auf einem
geschlossenen Weg um einen dieser Punkte veréndert das Vorzeichen des Ausdruckes (6.4),
aber das gleichzeitige Umlaufen beider Punkte M, und - M, ldsst die Funktion
ungeindert. Setzen wir ndmlich

E-M =pe* E+M =pe” (6.5)
e ! e 2

S0 ist
9t e,

w=~p, p, e 2 (6.6)

Umlaufen wir dann beide Punkte auf einem geschlossenen Weg C entgegen dem
Uhrzeigersinn, so kommt 2z zu den Argumenten ¢; und ¢, hinzu, die Summe
¢,+¢, crhilt einen Zuwachts von 4x , und das Argument des Ausdruckes (6.6) wichst
um 2z , d.h., die Funktion dndert ihren Wert nicht. Um die Funktion (6.4) eindeutig zu
machen, geniigt es, einen Schnitt vom Punkt £ = - M , Zum Punkt E=M , legen. Dieser

Schnitt macht es sozusagen unméglich, E=-M , und E=M , einzeln zu umlaufen. Die
Funktion (6.4) besitzt in allem Punkten auller £ =- M , und E=M . zwel Werte, und um

diese zu erhalten, miissen wir zwei Exemplare der auf die oben erwdhnte Weise
aufgeschnittenen Ebene nehmen. Auf jedem von ihnen ist (6.4) eine eindeutige Funktion, und
ihre Werte auf verschiedenen Exemplaren unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen
voneinander. Legen wir ein Exemplar auf das andere und verbinden sinngeméf die Rédnder
der Schnitte Uber Kreuz, so erhalten wir eine zweibléttrige Riemannsche Fliche mit den
Verzweigungspunkten erster Ordnung E=-M . und E=M . auf der die Funktion (6.4)

eindeutig und regulér ist(mit Ausnahme der Verzweigungspunkte).

Dieser Schnitt lisst « p? eindeutig werden, und damit wird auch die Eindeutigkeit der
Definition der Funktionen a¢ £) und S( E) gesichert.
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Die Bedingung zur Bestimmung der komplexen Energieeigenwerte verlangt, dass es im
asymptotischen Ausdruck (6.1) keine einlaufende Kugelwelle gibt. Das bedeutet, dass fir

7
E=Er-i > der Koeffizient A E) verschwinden muss:

ﬁ(E; i )= 0 6.7)

Die quasidiskreten Energieniveaus sind also wie die echten Energieniveaus die Nullstellen der
Funktion f( £) .Im Unterschied zu den Nullstellen fiir die eigentlichen gebundenen
Energieniveaus liegen sie nicht auf dem physikalischen Blatt.

6.2. Die Phasenverschiebung

Wir wollen jetzt die reellen Energieeigenwerte £ <- M . in der Nahe eines quasidiskreten

Niveaus betrachten (dabei sehen wir [ natiirlich als klein an, anderenfalls wire es
{iberhaupt nicht méglich, dass diese Werte in der Nihe des quasidiskreten Niveaus liegen)

I
Wir entwickeln die Funktion f( E) nach Potenzen der Differenz £ —( ED-i > ) und

beschrinken uns auf das Glied erster Ordnung.

Von (6.3) erhalten wir

ﬁ(E)=(E-E;+%F)b (6.8)

a B> =(E-En-L1 o (6.9)

mit einer Konstanten & .Das setzen wir in (6.1) ein und erhalten folgenden Ausdruck fiir die
Wellenfunktion eines Zustandes in der Nihe eines quasistationdren Zustandes.

wr =(E-Er -1 )b exp(i 72 )+(E-E;+§r)bexp(-f\/ P2 ) (6.10)

2
= Dcos(~N p? r Y+iEsin(N p? r) (6.11)
mit
] 4 i
D=a+[)’=(E-E;-—2-F)b +(E-E;+7F)b (6.12)
i " .
E=a-ﬂ=(E-E;-7F)b . (E-ER+—2—F)b (6.13)

Wir schreiben (6.11) in der Gestalt
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yCr)=Csin( N p? r+d) (6.14)

Wobei die Phasenverschiebung J durch
. +
g = ————tp=iet (6.15)

gegeben ist. Wir wenden auch die folgende Formel [ Gra ,4;7 ] an:

diarctanc 2> = in| = ) (6.16)
tarctan( z) = in Tz .
X I1+iz 1+iz
exp( 2i0 ) = exp( 2iarctan( z)) = exp{[n( 11 ) }= T3 (6.17)
+
s
exp( 2id ) =——(—m7=~F (6.18)
I- a-ﬁ
Wir setzen (6.8) und (6.9) in (6.18) ein, und erhalten den folgenden Ausdruck
i
E-E"-EF
agpC il y = —— L — exp(2id ) (6.19)
E-Eid=]"
R 2
. b
exp(2i6 )=- " (6.20)
PR
exp( 2i0 ) = [I—if (E-E;+-2—F ) }exp(,?ido ) (6.21)

Fir | E-E} | >> I' ist die Phase 0 gleich & , so dass J der Wert der Phase weit

weg von der Resonanz ist.

I
=Y

exp( 2id ) = exp(Zz‘é‘o ) = 6 (6.22)

Im Resonanzbereich ist J stark energieabhéngig.
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; ] il
E-Ep-5I " 2(E-El 2iarctan 55—
R 2 _ ( ‘ R ) s 2 arclan3 E-Ep) (623)
B-BiALD et
R 2(E-En)
. r
62&5 =e‘?i‘5=)e- 21arctan—2( E-E}) (624)
i
0CE) =4, - arctan 2(E-E)) (6.25)

Wir sehen, dass sich die Phase beim Durchgang durch den ganzen Resonanzbereich
( E<<E} bis E>>Ej > um =n &ndert.

6.3. Die Resonanzen

Wenn die Energie E <-M . ist, gibt es drei Umkehrpunkte. Wir betrachten einen effektiven
Impuls der folgenden Gestalt ( Abb.6.1 ).

piCE ., r) A

b( E) £

a( E) %:m}f) .

r.-€ ;
0
1

Abb.6.1. Nullstellen des effektiven Impulses p?C r, E) fir E<- M .

In der Nihe von a( E) und mit der Bedingung: y,(r— 0> - 0 haben wir von (5.28)

!

z(r) \
2 ) {a,Ai(- z,Cr)> )+ B, Bi(-z,Cr>)} (6.26)

y“(r):(pz(r)

LB, =0 (6.27)



(6.27) setzen wir in (6.26) ein und bekommen

z

I
cr)

i
Y, F) =(p;( r)) 0, Ai(- z,Cr>)

2 2
F(z,(r)2 =

2 g
?(-za(r))é' =

Die asymptotische Darstellung ist

r

jdr«f pHLEY » &
aC E)
aC E)

jdtV-pz(t,E) , r

=

=

<

~

a

2

c a,
y,(r<<a) = iTeaxp(—é’a(r))
[ -plcr> 14
al £)
L Fy= jdtV—pz(E.t)
r
c
y,(r>>ay= iOcasin(g'a(r)-i-"Z
[ p?Cr> 14
Lhry= depz(E,t) .
al £

In der Ndhe b( E) gilt mit (5.20):
I
=z )

crn=|
Vb picr

2 3
?('Zb(r))‘? =

2 £l
3(z,(r)2 =

4
) {a,AiCz,r>)+ B, BiCz,Cr>)}

bC ED

Sdm/ pCt,Ey , r
,

Idtxf—p%t,E) i

b E)

~

=

=

b

a
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(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)
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(6.39)

(6.40)

c T
B pr=<hy= 7 {absin(é'b( rd +?)+ﬂbcos(5b( r +%)} (6.38)
[ p2Cr> 14
b( E)
L L3 = jdt\/ pict, E)
C ab
y,(r>>by = Tl e )+ B expC )
[- p?Cry14

L lr)y= 5dt\/ -pict, BD

bC E)

In der Ndhe von ¢( £) mit (5.28) wird daraus:

yc(r)=(

4

z, Cry |4
) { a,Ai(- z,C¢r>)+ B Bi(-z.Cry) }

pler

2 3
?(ZC(P‘))E?: jdt\fpz(t,E) , r=c

c E)

c( E)
3

2 E
?(-zc(r))2= jdtv-pz(t,E) , F<c
s

Die Asymptotische Darstellung ist

Jip=<e)Y =

- a,
- {—2—exp(~é‘c( r>)+p exp({ Cry) }
[ -p2Cry 14

c E)

Lk Ay = j‘dw -piCt,ED
F

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)
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T T
y,(r>>¢) = —“C—,{ac Si”(Cc( ) +‘;)+ﬂc COS(CC( " +'4_)} (6.47)
[ p?Cry 14
L Amy= jdt\/pz(t,E) (6.48)
c( E)
Im Bereich re [ a( E), b( E) ] haben wir

b E) ¥ b E)

Cw= [dN P (L ED = [adp’c By + [adpice By (649)
al E) al £) ¥

Al P = b =but % a (6.50)

Wir setzen (6.50) in (6.38) ein und erhalten

v = aysinle,p -0, + 2 )4 pyeoslc, ¢, + ) 1)
[ pZcry 14
(-t )=(c0+5 e+ ) (652)
(6.52) in (6.51)
yy =l aysinl( 0+ 2 )-(¢,+Z N g cosl(c, + 3 )-(c,+ %)) |
[ p?Cry 14
(6.53)
Ve :;,{sin(é'a+% )[—abcos(fabwLi;—)+ﬂbsin((ab+% )] -
[ p?cr> 14
(6.54)

+ cos( ¢, +% )[ab sin( o +% )+ﬁb cos(Cab +% )]}

In einem beliebigen Punkt zwischen re [ a,b] miissen beide Losungen (6.33) und (6.54)
den gleichen Wert haben

Y,(r) =y, Cr) (6.55)
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o, sin((a +%)= {sz’n( €4 +% )[-ab cos( Cab +i;- )+ﬁb Sin(Cab +% )] e
(6.56)
T T T
e+ 2 ayainl £+ 2 e e £+ )]
Der Koeffizientenvergleich liefert
@, =-abcos(Cab+-§* ) B, sin( (ab+% ) (6.57)
T T
OSabsin(Cab-F-z— )+ﬁbcos( Cab+? ) (6.58)
Die Losungen von (6.57) und (6.58) lauten
T
@, = -0, cos( L 5 ) (6.59)
P + ) (6.60)
Im Bereich re [b( E), c( E) ]
cl £) r e £)
o= [atNpE 0y = [ard-p’E, 0>+ [aN-p’t EY (661)
b E) o E) r
=G+, = £ =0, & (6.62)
~— % !
Y = ~ep({, o)+ B ep(Cyo-Cy) (6.63)

1
[ -p?Cr) 14

In einem beliebigen Punkt zwischen re[b,c] miissen beide Losungen (6.40) und (6.63)
den gleichen Wert haben

Yp(r) =y Cr) (6.64)
a, a,
—2—exp(- {, )+ B, expC &, ) =—exp( $o-Cpe )t P expC (. -(,)  (6.65)

| | 5%
exp(-{,) T-ﬂcexp(é’bc) +exp( () ﬁb-—é—exp(-é'bc) =0 (6.66)



7=

Die Losungen von (6.65) und (6.66) sind
&y
B. =7 exp(-¢,,) (6.67)

a, =2p,exp(L,.) (6.68)

(6.59) und (6.60) setzen wir jeweils in (6.67) und (6.68) ein, und wir erhalten

a, T
B. =-7cos((ab+3)exp(-é’bc) (6.69)
ac=2aasin(fab+—;£)exp(fbc) (6.70)

Wir haben ein kontinuierliches Spektrum fiir alle Werte von £ <- M L die Umkehrpunkte
besitzen. Die Umkehrpunkte miissen so weit voneinander entfernet sein, dass das
Anschlussverfahren giiltig ist.

Wenn (,, groB ist, und fiir meisten Werte von £ : la, |>>] B, |, oszilliert die Losung im

Bereich re [ cC E>,» [ mit grofler Amplitude.

Yol ¥ >>g) = 7 {acsin(é’c(r)+%)+ﬁccos(¢'c(r)+%)} (6.71)
[ p2Cr) 14
Wenn aber sz'n({ b +% )=0 ist, erhalten wir
bt E)
1

o = j‘dt\f p2CE,t =(n+—j-)7r n=0, d s (6.72)

at E)
> 0=0 und |8I1<<|lag,l (6.73)

Von Gleichung (6.72) bestimmen wir die Energie der Resonanzen E = E f .

Im diesem Fall oszilliert die Lésung im Bereich re€ [ ¢(ER), [ mit kleiner Amplitude.

y,Cr>>0 =——c—1-ﬂccos(fc( ry+Z) (6.74)

E 4
[ p?Cr) 14
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ENERGIE - POTENTIAL

E/mo

Vo/mo

e

EO,m“—"—l' ,s=+1,n=0, ro=200fm,L=1015fm
mg 2

Abb.6.2. Die Energie des tiefsten quasi gebundenen Zustands gegen die Potentialtiefe
(Tabelle A1). Wenn die Potentialstirke einen kritischen Wert iiberschreitet, sinkt der /s -

Zustand als Resonanz in die Dirac — See.

Wenn a, =0 gilt, fallt die Losung im Bereich re [6(EF),c(EF)] exponentiell ab.
Also oszilliert die Losung im Bereich re [a( E;f ), b( E,f )] , wihrend sie fiir
r<a( ER) und r>bC ER) exponentiell abfillt. Der exponentielle Abfall endet an der
Stelle c(E f ) und es gibt eine exponentiell kleine oszillierende Komponente

fir » >c(Ef ) (Abb.6.3).

[\ 3 ; yANYVARR
v/ v

a b C

y(r) 4

Abb.6.3. Die Wellenfunktion y=F , f inder Ndhe einer Resonanzen
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T
Fir andere Werte von E #Ef haben wir: sin(( »+7 )*0 . Auf Grund
exp({, )>> 1 gilt a[>> lagl . Wie  zuvor  oszilliet ~ die  Losung
in rel aCcE>,bCE>1 |, r>cc E>. Die Amplitude im Gebiet

rel bCE) ,cCE> 1 ist aber jetzt exponentiell grofier als im
Gebiet retr ac E> ,bc E> 1 (Abb.6.4).

y(r),

Abb.6.4. Die Wellenfunktion y=F , [ firdenFall £ #E}
Diec Werte von E =ER inwelchen a, =0 nennt man die Resonanzen.

In der Néhe einer Resonanz ist die Gestalt der Eigenfunktionen sehr empfindlich gegen kleine
Anderung in E . Fiir die meisten Werte von E ist die relative Amplitude der Schwingung

im Gebiet re [ a( E) ,bC E>1 Kklein, aber fiir einen engen Bereich um die Resonanzwerte
herum hat die Schwingung im Gebiet re[ ¢(ER), » [ eine kleine Amplitude. Um
die Breite des Resonanzbereichs zu berechnen, entwickeln wir um die Werte E ’f herum in

I
welchen Cab(Ef)=(n+3 )7: :
Sei
E=ER +9 (6.75)

5
a (ER +4) =~ ac(Ef )+Fac (ER)+.. (6.76)

a (E*)=0 = ac(E:—f()')%é"aC'(Ef)#.. 6.77)
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Die Ableitung berechnen wir aus (6.70)

! ﬂ" !
a, =2a,exp({,, )cos(é‘ab +3 )Cab (6.78)
B( ER) '

| (p?) CE.,t) dt
Cw=3 | 6.79
T2 ) e ©7

T

R —_— = - n

cos(Cab(En )+ 5 ) -1) (6.80)

(Ef) . (6.81)

aC’(Ef Y=-2(-1I )"aﬂr exp(CbC(E:' ))Cubf

a (Ef +d)~ -21-1 1"a 6 exp(CbC(E: )¢

[+

C(ER)+. (682)

a

Weil exp(ﬁ_,’ bc(E f ) grof} ist, konnen ndherungsweise wir ungefihr die Grofie von a,

vernachlissigen, weil ¢ =~ exp(-{, (ER)) ist.

Die Breite des Resonanzbereichs ist dann

o EF)

0= exp( - {pe EFY) mit Coe = jdt«f-pZ(E,f,t) (6.83)

o ER)

und fillt exponentiell mit {,, ab. ¢ bestimmt die Lebensdauer eines Zustandes

e~ <= eoplt, (£1)) (6.84)

6.4. Die Lebensdauer der Resonanzen

Wir berechnen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, der Elektronen im Bereich
a < r <b . Von(578)und (5.79) erhalten wir

b
2 "
(

B s '—*agt;;—jdr {(pf )7 {5+%’2—}+—§f—)} (6.85)

a,
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2 b

i { g { % } ) }
- _r 2 ) __2 ettt e
P‘ffbh % on jdr Cpi) a+a + a (6.50)
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchen in einem Intervall der Breite

I =b-a auBerhalb der Barriere r>c¢ anzutreffen ist mit (5.75)

r+f

P ., =0ck> jdr[ ac rH Frcry Fory +Ecr ffor far (6.87)

ror+l

Auflerdem haben wir die folgenden Beziehungen

On( ¥ —> o )=FE+sM, lu(r—> 0w )=FE-sM, (6.88)
> o =& =0 (6.89)
p2=E?-M? (6.90)

Die Wellenfunktion hat die Gestalt(6.47):

1
yc,(r>>ci)_ ][1’ cos(((r+l) &, (r+l)+—) (6.91)

Jalpicr 14 .

wobei =1, ist.

Wir nehmen an, dass die Wellenfunktion im Intervall 1 »,r+/ 1 hinreichend schnell

1
oszilliert, so dass man cos? x — 5 nédhern kann.
oc(kYEI
ey (6.92)
Von (6.67) erhalten wir
a,
B, =—ew(-C,,) (6.93)
2
p oEl & (-2 ) .
ror+ R'J_z 4 —y €xp é‘bc ( 94)



Weit auBBerhalb der Barriere hilt sich das Teilchen fir eine Zeit

Linge [ auf. Die Geschwindigkeit ist

Wir berechnen das Verhiltnis

Innenzeit T
AuBenzeit [ ' P,

b

1;=2€JCP(24‘/7Fl )j dr {(pf )-% {¢+5?i

a,

oder

by
2

; 0
T= 2exp( 2Cb?cr)5dr {(pf )7 {a+72

a,

Wir erhielten mit der anderen Moglichkeit von (5.83)

a

cFEl
P

o

Mit der (6.96) erhalten wir
b
ac r>

J+
b+

2
Y i
- ,—p2 4P 2¢,.)

&C #h

O ol
o
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in jedem Gebiet der

(6.95)
(6.96)
} (6.97)
} (6.98)

b
022 i e
P, =oc k)—éb;j‘dr[ ac > (picr )';+(f( oy (piar )7 ] (6.99)

(6.100)

(6.101)

=2 exp( 2 ) jdr{ +
i P 2o \/_pf( ro \/va( I

Wobei (,.(7)

Cbc=§dtv -piI(E, )
b

(6.102)
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Kapitel 7

DAS KONTINUUM

Wir erhalten fir £<-M, und E>M, oszillierende Kontinuumswellenfunktionen, die

sich bis ins Unendliche erstrecken. Diese werden normalerweise durch das Potential nur etwas
deformiert.

picr— © =E?-M2>0

7.1. Die Wellenfunktionen

Im diesem Fall der effektive Impuls hat nur einen Umkehrpunkt. Fir r>a , p} >0 und
die Losung ist oszillatorisch.

picrE>

A

el

ac E>

v

Abb.7.1. Nullstellenvon p?(r,E> i=1,1
In der Umgebung von » =a , haben wir von (5.28) bis (5.32)
ya (ry={ 2, (r) F{ pfee 3y { a, 4i(- z, <r) )+, Bil-z, <) } ()

Die muss die folgenden Randbedingungen erfiillen.

y,cr—>0>-0 (7.2)

B, =0 (7.3)



Yo (1) = { z, (1) }7]{ piCr }'%o:ai Ai(- Za,(”))

2 3
Z(z (m)z= \|av pict,E> , r=aq
3 a; i i

a,( £

al k)

2 3
“(-z «m)z= \atN-p2Ct,E> , r<a,
3 a, i i

Die asymptotische Wellenfunktion lautet

c ai;
y,(r<<a)= ——-exp(-¢ (r))

4 2
[ -pCr) 14

al E)

alr) = ja’t«f—pz(E,t)

_ T
- aaszn(é’a(r)+—)

y,(r>>a) = 7 :
[ p2Cr) 14

CaCP) = jdm/p%E,t) :

a( E)
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(7.4)

(7.5)

(7.6)

(71.7)

(7.8)
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Kapitel 8

DIE ABSCHIRMUNG DES POTENTIALS

Die Elektronen der entstehenden reellen Vakuumpolarisation werden eine Ladungswolke in
der Nihe des Strings bilden, die dessen elektrostatisches Potential abschirmt. Die
Ladungsdichte des Vakuums wird ausgedriickt durch

pyCr)=gq, ZWE( P¥Cr)

Ey<-m,

Dabei  erstreckt sich die Summation ( Integration ) iiber alle Kombinationen der
Quantenzahlen f=[n,m, k,s]

die zu quasigebundenen Zustéinden in unterem Kontinuum fiihren.

Die Ladungsdichte werden wir néherungsweise durch die WKB - Wellenfunktionen
ausdriicken, Siehe (8.61)

Wir nehmen an, dass das elektrische Potential des geladenen Vakuums zylindrische
Symmetrie zeigen muss. In diesem Koordinatensystem und mit zylindrischer Symmetrie
haben wir die Poissonsche Gleichung mittels Greenscher Funktionen in Zylinderkoordinaten
gelost. Das Potential der elektronischen Wolke wird ausgedriickt durch, Siehe (8.46)

+ACm,n) b
4:)% =—ln(%)2/l(m,n)+ 2 X jldk jdfi ln(%){ n X1k xaC ko
e Lo m,n En<-mo m=:t%,d:'—;._ 0 reta,bl

Wobei p, = ACm, n) die obere Grenze des Longitudinal - Impulses der Resonanzen mit

den Quantenzahlen | n,m, p,,s } ist

Wir betrachten den Fall eines langen und diinnen Strings.

1. Wir fixieren die Ladung pro Lange p; = % = Konst.

2. Wir verkleinern den Radius des Strings 7, > 0 .

3. Dann erhéhen wir die Lange des Strings.
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Im diesem Fall bleiben die Umkehrpunkte des effektiven Impulses auflerhalb des Strings, und
das gesamte Potential fir » = b wird ausgedriickt durch

L
o= 2p,- 0y vin( )
Wobei O, die Abschirmladung pro Linge ist

0, =41q,C, 2, ACm,n>

m,n
mit g,=-2e ¢ 1,1)
8.1. Die Ladungsdichte des Vakuums
Wir berechnen die Ladungsdichte eines einzelnen Resonanzzustands mit Hilfe von (5.62).

roy =qeo{ aC P FFCr) FgCry +&8Cr) fFCry fyptrd } (8.1)

Von (6.68) haben wir die Resonanzbedingung o, =0 = f, =0 , und nechmen dann die
Wellenfunktionen in der Gestalt (6.35)

!
ypCr) = \/?}: ( ;’: :)) )?Aic ZpC K ) (8.2)
bt E)
%(—zb(r))%= 5dth3(t,E) , r<b (8.3)
bt ' by
1=ajT dr ‘; Jrﬂfl drj% (8.4)

Wir setzen (8.2) in (8.1) ein, und erhalten den folgenden Ausdruck fiir die
Vakuumladungsdichte.

vy = 4ge 2 Wy k = 0> (8.5)

m,n

. !

ACm, n> aCr, k> (-%)ZAF( sz)+A( m, n>ECr, k) (_ Zp,
i

\2

I(k—) Pi

Wn( r k> =

Offensichtlich ist die Ladungsdichte positiv #py > 0 . AuBerdem stimmt die Schwingung
der Ladungsdichte mit der Anzahl der Knoten der Wellenfunktion iiberein.
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DIE LADUNGSDICHTE

W(r)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

r [fm]
—o—m=1/2 , n=0 —a—m=1/2 , n=1
—a—m=1/2 , n=2 —e—m=1/2 , n=3

———DIE GESAMTE LADUNGSDICHTE

2
—£ =04, m=

2L . =109
m, 5 1 s=+1 , I'0<<] 3 L=10° fm

Abb.8.1. Die Ladungsdichte des Vakuums. Die Schwingung der Ladungsdichte stimmt mit
der Anzahl der Knoten der Wellenfunktion tiberein.

8.2. Die radiale Ausdehnung des Vakuumladungsverteilung
8.2.1.Der Fall 7V, <<-m,

Wenn wir ¥V, = - ZZ;Z erhohen, werde die Umkehrpunkte des effektiven Impulses zum

Zentrum des Zylinders verschoben. Im Innenraum des Zylinders ist das elektrostatische
Potential tiefer als die Energie der tiefsten Resonanzen, so dass wir E und M, gegen

V  rel 0,r, 1 vemachlissigen kénnen. AuBerdem nehmen wiran r, = a.

Im diesem Fall wird der effektive Impuls ausgedriickt durch

L m(m¥D
()] mnzn
p? ~ Vi U\ - (8.6)
4 7
P ay=l 5 gEe el 8.7)

(-Vo)ln(ri)

Q
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In der Fermi - Energie E, =-M

e

p2Cb,) =~ (E.-V>’-M2=0 (8.8)

E.=-M, => V=-2M, (8.9)
2M,

by = Lexp 7 (8.10)

o]

Wenn die Abschirmung des Potentials vernachldssig wird, kénnen wir die gesamte
rdumliche Ausdehnung de Ladungsvakuumdichte durch d, = b, -a ausdriicken.

dy(£~>>])=[,exp( 2M, ) _ N m(mTD

& Vo (-Vo)ln(%—)

o

(8.11)

82.2. DerFall -m, <V,<0 und L>> Lg

Wir betrachten den Fall von einem lange und diinnen String und fixieren die Ladung pro
Linge des Strings. Erst verkleinern wir den Radius des Zylinders und vergrdfern danach
seine Linge. Abb.5.7. zeigt die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen den Radius
des Strings. Man sieht, dass die Energie gegen einen endlichen konstanten Wert geht, wenn

der Radius 7, einen Wert 7, unterschreitet. Der innere Umkehrpunkt @  wird dann
auch auf3erhalb des Zylinders liegen.

Dann vergrofern wir die Linge des Strings. Abb.5.13. zeigt die Energie der tiefsten
Resonanzen gegen die Linge des Strings. Die Energie wird logarithmisch nach unten im

Dirac —See verschoben, wenn die Linge zunimmt. Wir setzen die Gleichungen (4.76) in
(8.57) ein, und folgt die Energie dem Gesetz:

E(k):Vﬂln(%’;)'zmo+ mi+k? = B=-V,n(Lp)-2m,+~N mi+k?

Die Umkehrpunkte sind bestimmt durch die Bedingung p?(a) = p?Cbr)=0

5 —0 g {m(m$]) 812
pitay=0 = a= __—BZ—Mg (8.12a)

In der Fermi -Energie Er =- M,

2%6 )

piCbr)=0 = bpr = Lexp( (8.12b)
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Wenn die Abschirmung des Potentials vernachléssig wird, kann wir die gesamte réumliche
Ausdehnung de Ladungsvakuumdichte durch d, = b, -a ausgedriickt werden.

2M, [ m(m* 1)
@y = Lexp (—V—)- “BTMZ (8.13)
e

(2]

8.3. Losung der Poissonschen - Gleichung
Wir 16sen die Gleichung

VIO =-dmp (8.14)
Hierist p die kontinuierliche Ladungsdichte

pCxy =p 0Cr, -r)+py,C X> (8.15)

wobei py, = ¢, z ¥+ %> ¥ %> die Ladungsdichte des Vakuums ist.

Eu < -mu

Das Potential @( ¥) ergibt sich mit Hilfe der Greensfunktion G(X,X,)> als das Integral
(2.8) iiber die gesamte Ladungsverteilung

O x> = jG( %% Yol %, ¥d
Q

Dann hat die Losung von (8.16) die Gestalt

P,0Cr,-r) +q, 2, EI(GEDY(E)

O Xy = ja”xl (8.16)
Q

1%-%, |

Daraus erhalten wir

qb-qejdfx,c;(f,x,)( > WHEDOYCED )=p0§d3x,c;(x,5c,)9( ro-r)
2 2

(8.17)

. : B 1
Die Entwicklung von G(X,X,)=7=—=" lautet gemil (2.9):
P TTEE 2
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4 1
Wi 5)= ;j‘dkcos[k(z-z,)] {710( kr K (k) +

0
+ 2:,=,cos[m(¢v—ca,)]fm( kr VK, (k) |

Mit (2.9) berechnen wir den Term

©

[ a3 G &, 50 W %) Wad %> = jr,dndw;dz;%jdkcos[k( z-2) 1 {%L,( fre > Ko ks +
Q Q 0

+ 2:1:,003[ mC Q-7 1 Ly kred K€ k) Y s xaC
(8.18)

Wobei wir den folgenden Ausdruck fiir die Wellenfunktion angewandt haben
¥ (7)) =explikzlexplimely, (r)

Hierbei nehmen wir an, dass die Elektronendichte nicht von z abhdngt sondern im Bereich
0 < z < L konstant ist und auBerhalb verschwindet. Korrekter, aber schwieriger, wire die
Losung der zweidimensionalen Dirac — Gleichung in den Koordinaten » und z

L
Auf der Ebene z = > haben wir mit den Gleichungen (2.15) und (2.16)

2r

jdqo, coslm(p-9,) 1= 276,

0
L

1
Sdz,cos[k(z—z,)]=?{ sinlk( L-z)1+sinlk(z)1}

0
» (KL
_ . _ sin\ —-
ja”x,G(fc, I (X IECX) =8§ dk—T"jdr}{ rXiCn) x, () YLCR)K (ke

09 0
(8.19)

Wir ersetzen (8.19) in (8.17), und erhalten
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sm( 2 )
®-8¢, jdk——-—

Ep<-mo Q

(8.20)

Jetzt berechnen wir das Integral

jdk jdr,{ ot () () YL K, () (821)

Wir verwenden die Vertauschbarkeit der Integrationen

kL

sin\ —~

®, =84, Idrf{r,x;(r,)xa(rl)}jdk—cL Ik ) K,k (8.22)

Und benutzen die Reihenentwicklung [ Gra?f] ]

& i )Zj
o o Mt P
Iz =D, T (8.23)

J=0

Wir setzen (8.26) in (8.25) ein, und integrieren mit der Hilfe von (2.28).

) 2ﬂbF(2+’;H)F(2+j—M) F(2+,u+1 244-4 3
241

A : - -
jx K, Cax> sinc bx> dx = PyrY 5 5 7

0

Re(-A£tu) <2 und Rea>0, b>0

- Fz(j-'_%)j‘ rj‘j

(8.24)
Fiir die elektronische Wolke des Vakuums haben wir die folgenden Fille:

r=rn und n=r,

r=r und n=r,

1 13 E 2)
d"1r2j+12F1(J+7J+757-"(2r>) CrxaCr) x,(r)s
>

Idrz no2xECnD el I ko KoC ks> —podex;G(x I6cr-r
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> @ =@l(r.=r,n=r)+O(r.=r,r=r) (8.25)

wobei @/ und @¢ durch

2
< ro(yad) mlad et 3 (L))

) 2 2j+ .
@.},=2geL2 il P+ - jdr{rfj+ XaCT )Xol 05
J=0 J: 0
(8.26)
® 1 ®
re(j+) - :
_ Jalll. AN 1 AP -2 (-i-i.i._L_) .
Qf?.f,—quLE (j.")z rii \gdr‘,r, zFf J+2,J+2,2,—(2rl) Xalr) x, ()
=0 r
(8.27)
gegeben wird.

Wir betrachten zunichst den Fall eines Zylinders dessen Linge groBer als sein Radius ist, und
benutzen die folgenden Formeln fiir die niedrigsten Werte der Summationsvariablen j

2 2
(AL (L )i e (L) ] 29

2r 2r
F(i—'i' (i)z)—é? : 8.29
112}2’2’2’- 2)’" B (4?‘2+L‘? )z ( )
#2
535 3 LY I 160 I?
bz ZFI(__’_’—' - (__ ) )=32 ® 7 (8.30)
2 2 2 21" ( 47.2 +L2 )2 3 ( 4,.2 +L2 )z 2
r? r 4
_ F(? 7 3 (L )2) 158 1 1792 I? | 2688 L
i.= ——lled | —= = - ] 11
3 271\2°272 2r (4F2+L2)7 3 (4Y2+L2 )?2 & (4r2+L2)T4
32 e r 2 4
(8.31)
Im Grenzenfall L >> r finden wir
P~ co—z—zn(% ) . ¢ =22 (8.32)

o . G,=8 (8.33)
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_ 1 64

iy &= CZF , L, == 3 (8.34)
_ ¥’ 1024

i = ij ; Cs T (8.35)
‘ yentl

zn%CnW , n=1,2,.. (8.36)

Wir setzen (8.32) und (8.36) in (8.26) und (8.27) ein, und erhalten:

, o !
F(ﬁ ) 254
@), =2mq,C, In j‘dr}r,xa(rj)x(r,)+2qez 2 szjd TP M APAT S
0 J=1

< jlo

(8.37)

c Fz(ﬁ‘j) Cyréi
@ = 2nquDIdr,rfln( ) () () + 26],_,2 TN jdri rxtlr Y L)
r Jj=! .

(8.38)

Wenn die Linge L grof3 gegen die radiale Ausdehnung der Ladungsverteilung ist, dann
dominiert der erste Term der Reihe und es ergibt sich

+A4 r
@) = 214.C, ln(%) jdk [drim Zazcr gaCr (8.39)
0 Eq . m
+4 -
&¢ =21q.C, I dk jdr; 7 ln( ) Z)(a( r1) Xal 1) (8.40)
" Eg . m
+ACm,n) =«
o)) .
o WC :_1,1(%) > 3, jdk jdr,{r; XaCri k) xoCr k) 3 +
e Lo Ea<-mom=t%,i%‘.. -ACmny 0
(8.41)
+ACm.ny L
+ 2 2 ydk fdr,v ln( ){ rrXaCr k) xaCr k) }
Eg<-mg m=iiii -ACm,n) r

7 g
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r @0 @
wobei wir die folgende Beziehung benutzt haben S ...... = j- ...... - j ......
0 0 r

Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten gilt die Normierungsbedingung

j‘drf{ vy xaCr k) x, Cr k) b =1

0

+Acm , ny =

4%(; ( )z/l(mn>+ b3 p. fdkjdr;ln ){ froxaCr, k> yaCrky y
d. Lo Ep<- momii:ti
2ran
(8.42)

Hier haben wir mit A( m,n ) eine Funktion der Quantenzahlen m wund »n bezeichnet.
AuBerdem ist der effektive Impuls eine gerade Funktion des Longitudinalimpulses p, =k .
piftky=pic-k> , i=1,4 (8.43)
g k> =0C -k> (8.44)

{r, i Cr, K x,Cr k) 3= 23 Cr . -k) Ky -k) } (8.45)

Weil die elektronische Wolke des Vakuums zwischen den Umkehrpunkten @ und b
konzentriert ist, ersetzen wir den unteren — und oberen Limes des Integrals in (8.42)

D, L
=-n|— +
7. T, ln(r )ZA( m,n)
m.,n
+Acm |, n)
+ 2 Z jdk J.dr‘,ln { By XiCwe k) Ay k) Y 8Chary
E.<-m, m=:t%,ti2... refa,bi

(8.46)

Um das Integral abzuschitzen, benutzen wir den Mittelwertsatz [Sml 33 ] Andert die
Funktion ¢@(x) im Intervall 1a,b[ das Vorzeichen nicht, so wird
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b b

Ef(x)q)(x)dx=f(¢)§qa(x)dx (8.47)

wobei & ein gewisser, dem Intervall 1a,bl angehorender Wert 1st.

Wir betrachten das Integral

b

yCr) = jdr,ln( ){ ry 230r k) Krpke) } (8.48)

rela,bl

Mit dem Mittelwertsatz gilt an der Stellen r=a mit e€la,bl:

b

yCad)=in % j.dr,{rx(r,,k)x(r, k)}—ln(%) >0 (8.49)

r=a

b
So finden wir, dass y zwischen 0 < y < ln(;) liegt.

Von Gleichung (8.46) sehen wir, dass das Potential der elektronischen Wolke zwei Teile
enthilt.

Ve =V, +V, (8.50)

Das Potential V, wirkt abstoBend auf ein Elektron.

Vz—lénezln( )ZA(mn) fir rela, Ll (8.51)

m,n

Das Potential ¥} 1ist ein anziehendes Potential.

+ACm, n>

V,=-16me? 2 Z jdk jdr, In { FpxiCr k) x Crp k) }

il 3
Eu< -m, m—:t;,:l:‘z-,,. reta,b)

(8.52)

Weil das Elektron am Rand der Kreise mit dem Radius 7 liegt ( Siche Abb.8.2 ), erféhrt es

immer eine Kraft in der Richtung zum Zentrum des Strings. Die Kraft zwischen Teilchen mit
gleichnamiger Ladung ist abstof3end.

V; <0 oder y = 0 fur rela,b] (8.53)
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Q( Elektronische Wolke)

Abb.8.2. Das Potential ¥, . Wenn das Elektron zwischen a < r < b liegt, erfahrt eine

zusitzliche Kraft in Richtung zum Zentrum des Strings.

8.4. Die obere Grenze des Impulses

UMKEHRPUNKTE DES EFFEKTIVEN IMPULSES

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
a,b[fm]
——A —8—B
2 2 Vo 1 A .
[LAl:p“Ca) =p“b)=0,——=-0736,n=0, m=~", s=+1, /=23, 15=2001m ,
mg 2 mg
2 2 Yo 1 A 5.
[Bl:p“Ca) =p~Cb) =0, —=.02,n=0, m=—, s=+1, — =37, 13=10"7 fim ,
mg 2 mg

Abb.8.3. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses fiir die tiefste Resonanz

L =10° fin
L =100 fm
gegen die z —

Komponente des Impulses (Tabelle A9). Die Umkehrpunkte werden nach innen verschoben,

wenn wir die z - Komponenten des Impulses vergréfern.

Wir berechnen jetzt die Ableitung der transversalen Masse
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dM
¢ = k (8.54)

dk . m? +k?

IMPULS - EFFEKTIVE MASSE ( ENERGIE )

k/imo

— 49— -A—Ah—B —8—C

M \/ v,
[A]:—S | [B1:—%=-0736 , 1,=200fm , L=10%fm , [C]:Fﬂ-ﬂ-O.Z L 1o=10"5fm , L=1020fm ; n=0, m=%,

o mg o

Abb.8.4. Die Energie der Resonanzen als Funktion des Impulses p, =k . Die Energie der
Resonanzen wird mit der Erhohung des Impulses nach oben verschoben, weil die transversale
Masse M, zunimmt. Die Energie verlduft parallel zur Fermi — Kante des oberen
Kontinuums. Die Grenze des Impulses k =A( m,n) ist definiert als Schnittpunkt der Kurve
der Energie und der Fermi — Kante des unteren Kontinuums.

Weil die Kurve der Energie gegen den Impuls parallel zur oberen Fermi — Kante ist, haben
wir dann ( Sieche Abb.8.4)

dE _ dM,
T dk (8.55)
Wir integrieren (8.55), und erhalten
dE = \dk——— (8.56)
EC kjl)) j mg omg +k?
ECky=ECk=0)-m, +~ mé +k? (8.57)

Die obere Grenze des Impulses A( m,n) wird von der folgenden Bedingung bestimmt

ECAY=-M,(A) (8.58)

s=+1
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ACm,n) I ECk=0) ¥
AL B O P e atl IEY A (8.59a)
m, 4 M,

und fiir den Fall ECk=0) <<-m, erhalten wir

ACm,ny =~ - —é—E( k=0) (5.59b)

8.5. Die Abschirmung des Potentials im Fall eines diinnen und langen
Strings mit konstanter Ladung pro Linge

Erst fixieren wir die Ladung pro Lénge des Strings

i
o= Te = Konst. (8.60)

Wir betrachten einen Zylinder mit einem Radius kleiner als der frither definierte
Radius #y @ r, <<r, ( Siehe Seite 57 ). Im diesem Fall liegen beide Umkehrpunkte
auBerhalb des Zylinders. Dann vergroBern wir die Lange des Zylinders. Dabei bleiben die
Umbkehrpunkte des effektiven Impulses praktisch im Raum fixiert ( Abb.5.14 ). Dann héngt
der effektive Impuls nicht von der Lénge des Zylinders ab.

Die Vakuum — Ladungsdichte wird mit Hilfe von (8.5) ausgedriickt:

+ACm , n)
1 alr) ECrd
=24 2 2 jde—{J_Z + } , (8.61)
En< - mo m=tL 23 0 I piCr) picr)

g

wobei wir

. 1
[cos?@1,, =[ sin?61,,, =g

3 2
abm 0'13
b
; jd { acr> & }
= ¥
? N piCr picr)
a

benutzt haben.

Weil die Ladung des Vakuums zwischen die Umkehrpunkten a < r < b lokalisiert ist,
ersetzen wir die obere und untere Grenze durch @ und & . Mit der Gleichung (8.46) wird
das Abschirmungspotential ausgedriickt als
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Acm, nd
D
Sl (£)2A(mn)+ 2 Z Sa’k jdr,ln {r,xa(rf)xa(r,)}
47qu Co E <-m, m= :t",—t% refta, bl
(8.62)
Wir berechnen das Integral mit (8.61):
b b
Aja’l( ){ AU dl(r,){a(r,)+§(r,) }
r, In r xEGrd glry ——j ¥, In
, t I rel a,bl J P}?(”; J pf(rl)

(8.63)
Im diesem Fall wird die Abschirmung des Potentials gegeben durch

47;5:0(: —-ln( )2A(mn)+

m.,n

ACm, n>

+ E X jdkfi 3- drlln(r)[ alr) +M__}

N picr) A piirp)

E<-m, m=:t%.i-';*... rel a,bl
(8.64)
Das gesamte Potential ist fir a < r < b
L
P=1{2p,- ny}ln(—) K
ACm, n)
a(r) (
+4mq,C, 2 Z jdk [i j dr, ln {I 7 \/5 ’2' }
E,< - m, m=ts k5, e i pitn) pitn)
(8.65)
Wobei O, die Vakuumladung pro Linge der elektronischen Wolke ist.
0, =41q,C, 2, ACm,n) (8.66)
b b
Wir benutzen wieder den Mittelwertsatz: I fCx)pCx)dx= f(&) j pCx)dx
i aln) ECr)
=[n\— und ¢= + (8.67)
f (l" ) \/p1(f‘;) ‘Jj.’u(?‘;)
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alCr) (r)

yCry = f dr, ln( ){J ’ \/5 ] (8.68)

reta, bl pice it}

b

£ F) alr) {2y

:ln(c: ) j {\/ f f } (8.69)
reta,bl Pi (!‘] Py (l"‘,

Weil y = 0 fir rel a,bl ist, miissen wir (Cry>r fur jedes Intervall

1 r,b [ auswihlen.

Wir setzen (8.69) in (8.65) ein, und erhalten wir fir a < r <5
Acm, n)
r
=1{2p,-0, }ln( )+4rq,C, Z 5dk{ C'"" )} . (8.70)
wobei I1~ durch
b
I { a(r,) ECrp) }
r=(a,bl \/p \/pf(rl)
a, = : (8.71)
acr) ECm
h{ + }
j Jpice A piem
b b
gegeben ist. Weil j?‘/’ § ist, liegt [/~ inIntervall 0 <11, <1 .
a rza
Fiir r=b wird @ durch
L
&={ 2p; -0y }ln( ) (8.72)

gegeben. Wir konnen das gesamte Potential( (2.70) und (8.46) in drei Teile zerlegen(Im Fall

eines diinnen und langen Strings a>r, )
V=V, +V,+V;

wobei g.=-2e¢ ( t,4) und V; durch

(8.73)
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2
=Vozn(%) mit V0=-EZLL= 2ep; (8.74)
L
V2={ Iéezzrz,mn/f(m,n) }ln(T) (8.75)
+ACm,nd
V,=-16e’n Z Z j dk jdr1 In { ryxiCr k) x,Cr k) b (8.76)

, L3
E <-m, m=+3,£7, rela,bl

gegeben sind.
Wir untersuchen nun die Wirkung des Potentials auf ein Elektron

Wenn das Elektron weit von dem String entfernt ist ( » > b ), erfahrt es die Wirkung einer
Anzichungskraft und einer AbstoBungskraft gemd ¥, wund V, .Das Potential ¥, wirkt

in diesem Bereich nicht, ¥, =0 .

Das gesamte Potential fir » = b wird ausgedriickt:

v={ vy+i6e2n 3, Acnm> Yin(Z) 8.77)

¥y

Wenn wir die Linge des Strings vergrofiern, missen wir auch die Ladung des Strings

Z
erhohen. Dann  konnen wir die Ladung pro Lénge des String p, =e (1—) konstant
halten. A(m,n) ist die obere Grenze des Impulses fir die Resonanzen im Dirac — See mit
den Quantenzahlen m und n . Weil das dufiere Potential 7,  mit der Erhdhung der

Linge zunimmt, erhoht sich auch die Anzahl der Resonanzen.

Wenn das Elektron zwischen a < r < b liegt, erfihrt es auch die Wirkung von einem
zusétzlichen anziehenden Potential V; das zwischen r=>5 und ¥ =a monoton
anwichst auf einen Wert 7, besitzt.

ax

ACm,nd

v, =-16me’ 2, jdk[ —C”i—:i)} (8.78)

m,n

ACm, n>

(a,,)
v, =V, a>=-I6ze’ 2, jdk{m(g’"#’ﬂ”—)] (8.79)

mn
m,n )
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an

V.

Imax,

Abb.8.5. Das Potential ¥, wird von der linearen Funktion (8.80) begrenzt, und wéchst
zwischen a < r < b monoton an. ¥, besitzt einen maximalen Wert an der Stelle
r=a ,und erreicht den Wert Null an der Stelle »r=5 .

Die exakte Losung von ¥, liegt oberhalb der geraden Linie,

V.
_ " 3Imax. . _
V3_—a—b (r-b , (8.80)
und muss eine monotone Funktion sein.
A
v

N i

Ny :

b N i

L al + b - .

FOE jr/ -~ E

= —:’ 1: : e e V]

7o .
L.y s T Vs

- : d

Abb.8.6. Das gesamte Potential V(L = Lrp). Weil nur wenige Resonanzzustinde
existieren, erhilt man eine partielle Abschirmung des duferen Potentials.

Wir summieren ¥, =¥, +V; ,und erhalten damit das Potential der elektronischen Wolke
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Acm,n>
_ 2y dk 1 { L } 8.81
Vy =l6rme n C,f,';’"( = (8.81)
m.,n 0
Siehe (8.71)
Ooay=1 ud I,(r=5b)=0 (8.82)

Weil das Potential der Wolken des Vakuums V, positiv ist, wird ¥V, > | V3| im

Bereich relfl a,b1 .

Von Gleichung (8.41) erhalten wir mit (8.47) fir » - 0

+ACm,.n)

—4755(30 = - ln(% )EA( m,n) +,§, ; dk jdr,- ln(r—r] ){ rroxaCr k) xaCr k) }

r—0

(8.83)

Dy L
—— = - n\— 2/1( m,n) 8.84
47rg€Co r=0 ({f )mn ( )
Wobei €10, LI ist.

Das Potential der elektronischen Wolke ist konstant im Bereich re [ 0,7, 1.

Wir betrachten die folgenden Fille:

1. DerFall ECk=0)= -m, -0 mit 0 < << ]

Mg

Von (8.59a) wird die obere Grenze des Impulses ausgedriickt

ACm, n) o
m =z \/ m, (8.85)

An der Fermi — Kante erhalten wir mit (4.76)und L=Lgs+4 , 4<<Lp

ECk=0) =Voln(1+ﬁ ) - M, (8.86)
Dann wird ¢ ausgedriickt
5=-v,m( 1+-4) (8.87)
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Wir summieren (8.74) und (8.75), und erhalten den Ausdruck

Viva () ={ VZ s /_Zo Zm,"\/m(ﬁ Ao _ ) };n(fr:) (8.88)

m, m Lan

.. 2 . .

Dabeiist a=-%-=-3 die Feinstrukturkonstante.

Im Fall A4, << Lgn.. ist das Potential negativ, weil nur wenige Resonanzzustinde

existieren.

27¢2
L

Das Potential wird voll abgeschirmt, wenn V, = - den folgenden Wert annimmt

’3=-{1mmzmﬂhnh+ﬁ@L)r , (8.89)

mg Lan
2. DerFall L>>Lg

Mittels (8.59b) wird die obere Grenze des Impulses ausgedriickt

ACm,n) ~ - éVo ln(é) (8.90)
Das Potential ist dann durch
VigaCr) = { I- 8(171'2’”” Ln( L:? ) }Va fn(%) (8.91)

gegeben.

Im Fall L >> Ly, iberwiegt der Abschirmterm und das Potential wird positiv. Dies
geschicht unabhéingig von der Anzahl der Resonanzzustdnde.

Natiirlich ist das beschriebene Ergebnis noch keine selbstkonsistente Losung, d.h. es ist nicht
wirklich ein Wechsel des Potentialvorzeichens zu erwarten. Vielmehr wird sich die
Vakuumladung so einstellen, dass es genau zu einer vollstindigen Abschirmung des
Potentials kommt.

Jetzt betrachten wir den Effekt der verschiedenen Lebensdauer t der Resonanzen.

Wir stellen (4.76) in (8.57) ein, damit folgt die Energie dem Gesetz:

ECky=V,In (ff;— ). 2m, +M? (8.92)
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Der Umkehrpunkt ¢ wird ausgedriickt durch

L
ECk)+M, }
v,

pltey=0 = c= (8.93)

2sh {

Wenn den gebundenen Zustand die Fermi — Kante erreicht, liegt der Umkehrpunkt ¢
bei L=Lr und k=0 im Unendlichen. Wenn die Linge des Strings oder der longitudinale
Impuls zunehmen, wird der Umkehrpunkt ¢ nach innen verschoben.

Das hat die Folge, dass sich auch die Lebensdauer der Resonanzen t mit der Lénge éndert.
Die tiefste Resonanz zerfllt schneller als die anderen, weil der entsprechende Gamow —
Faktor (6.101) kleiner ist. Das hat die Folge, dass die Positronen auf verschiedenen Zeitskalen
emittiert werden.

b
a( r) &Cr)

t=2exp( 2{pc ) dr{ s

e Vg et g s

Wobei (, ()

G = [t V7 E D
b

Wenn die tiefste Resonanz ( Loch ) zerfillt, wird spontan mit einem Elektron der Dirac — See
besetzt. Das Vakuum wird geladen. Es entsteht eine aus den tiefsten

Resonanzen | 0,%) gebildete Ladungswolke, die das duflere Potential abschirmt.

Vo~ { V,+l6ma AC0,5) }In (%) (8.94)

Das duBlere Potential wird vollstindig durch die Elektronen im tiefsten radialen
Quantenzustand | 0,4 abgeschirmt, wenn die obere Grenze des longitudinalen Impulses
folgenden Wert annimmt

AC 0’%):"760W , -1 << ; <0 (8.95)
Die Energie ist durch
AC0, Ay ¥
£=1-2\/1+{——+} (8.96)
m, m,

gegeben.



-116-

Die anderen Locher sind nach oben verschoben, weil auf sie ein schwaches Potential
V, wirkt. Um die nichste Zustand in die Dirac — See zu tauchen, vergréBern wir die Lange

des Strings. Wenn die Resonanz |0, -+) zerfillt, wird ein weiteres Elektron den Dirac —

See besetzen. So haben wir einen zusétzlichen Beitrag zur Wolke des Vakuums, und das
Potential wird weiter abgeschwicht.

V, =~ { V,+16m0 [A 0,§)+A(0,-§>]}ln(uf-) (8.97)

Wenn V,+I16ma [AC 0,4)+A4C0,-£)1<0 ist, gibt es gebundene Zustinde. Wir

vergrofern die Lange des Strings weiter, dann konnen noch mehr Zusténde in die Dirac — See
tauchen. Im Limes L — « haben wir,

Lim{ V,+16ma LA 0, 5)+A4C0,-Lr)+....1 > 0 (8.98)

Lo w

und haben eine vollstindige Abschirmung des dufleren Potentials. Auflerdem wird erfullt die
Ungleichheit:

ACH, L0 M0 - ) i =0 (8.99)
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Kapitel 9
ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit wurde das Verhalten des Dirac — Feldes im elektromagnetischen
Potential eines geladenen Strings untersucht.

1. Das elektrostatische Potential

Das elektrostatische Potential eines geladenen Zylinders der Lange L ist eine stetige und
monotone Funktion im Raum. Fiir Abstinde » < L verlduft das Potential logarithmisch,
und geht fiir r — « asymptotisch gegen Null wie das Coulomb — Potential einer

Ladung Ze . Das Potential hiingt von den geometrischen Parametern des Zylinders (Die

Linge L und der Radius r, yund 7V, =- 2% ab. Im Inneren des Zylinders flacht

das Potential ab, und hat bei » =0 eine horizontale Tangente. Bei Verkleinerung des
Radius r, , erhoht sich das Potential nur in der Umgebung des Zentrums. Die Ausdehnung
des Potentials wird grofier wenn wir die Lénge vergroflern.

2. Das Spektrum des Hamilton — Operators im unterkritischen Fall: Gebundene
Zustinde

Unterkritischer Fall: 7V, < V,<0 und -M,< E <M,

Wir haben mit Hilfe des Vierbein — Formalismus die Dirac — Gleichung in
Zylinderkoordinaten formuliert und die Variablenseparation durchgefiihrt. Es entsteht ein
gekoppeltes System von Radialgleichungen erster Ordnung, das sich durch eine
Transformation der Spinoren in eine Schrodinger — artige Form bringen lasst.

Der effektive Radialimpuls besitzt zwei Umkehrpunkte nur fiir bestimmte Werte der Energie.

Wir betrachten die begrenzte eindimensionale Bewegung eines Teilchens in einem
Potentialtopf. Der klassisch erlaubte Bereich a < r < b ist dann von zwei

Umkehrpunkte begrenzt ( p? > 0) . Die Eigenenergie bestimmen wir ndherungsweise mit
der BOHR —SOMMERFELDschen — Quantisierungsvorschrift.

Das Spektrum des Hamilton — Operators der Dirac — Gleichung enthélt im unterkritischen Fall

e Das obere Kontinuum: £ > M,

e Die diskreten gebundenen Zustinde: -M, < E < M,
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e Die Verzweigungspunkte: £ =M, und E =-M,
e Das untere Kontinuum: E <-M,

Im Bereich ¢ < r < b sind die Eigenfunktionen der gebundenen Zustinde durch die
asymptotische Darstellung von Airy - Funktionen gegeben

a T
Pl p )= : ‘,Sin(Cb(r)-i—-4—)
Nl picry 14

b E)

L= jdt\f piCE .,

Tatsichlich nimmt das Argument der Wellenfunktion von % im Punkt r=4 auf

3
(n+7 )n im Punkt r=a zu, so dass der Sinus in diesem Intervall » - mal

verschwindet. Dann ist die Zahl »n gleich der Anzahl der Knoten der Wellenfunktion und
daher die radiale Quantenzahl des stationiren Zustandes.

AuBerhalb des klassisch erlaubten Intervalls nimmt die Wellenfunktion monoton ab und hat
im Endlichen keine Nullstellen.

(4 ab
y,(r=> ©)= ,—2~exp(-£_,'b(r))

[ -p?Cr) 14

{(r) = Sdt\/ -pCE ., D

bC £

Abb.4.1 zeigt ein Beispiel fir die Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen die
Potentialstirke ¥, . Wir fixieren die Werte des Radius r, , die z - Komponente des

o

Impulses p, =k, und die Lénge des Zylinders L

B af, Ldif i, =

o

r, =200 fm ,

Wenn wir die Potentialstirke ( also die Ladung des Strings ) erhohen, werden die
Umkehrpunkte nach innen verschoben. Die beiden Umherpunkte nidhern sich einander an,
weshalb der Abstand zwischen beiden Unkehrpunkten mit der Erhohung der Potentialstirke
abnimmt.
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Abb.5.4. zeigt den Is — Eigenwert als Funktion der Potentialstérke fur die Parameter:

K =0,r,=200 fm,L=10° fm

; =
o0

m=§ ,s=+1,n=0

Das kritische Potential hat ungefédhr den Wert:

v, =)
Yok o 0314 oder T2 2838

o My
Die Eigenenergie sinkt monoton mit wachsender Potentialstirke.

Abb.5.5 zeigt die gleiche Abbildung fiir eine Zylinderlange von L = 10" fm . Das kritische
Potential hat den Wert:

ok . _po76 ode S22,
mg my,

=-226 .

Bei VergroBerung der Linge L erhoht sich die elektrische Gesamtladung, das Potential
wichst an, und die gebundenen Zustinde werden nach unten verschoben.

Die transversale Masse M, =+ m?+k? nimmt mit dem longitudinalen Impuls p. zu,
und das Teilchen wird effektiv massiver. Die Fermi — Kante ist in Abb.5.11. gezeigt. Es

zeigt sich, dass die Schwelle zwischen oberem - und unterem Kontinuum mit dem Impuls
zunimmt.

Abb.5 .6 zeigt die Eigenenergie als Funktion des Potentials fiir zwei verschiedene Werte des
Impulses p, =k . Wir fixieren die Werte des Radius 7, und der Léange des Zylinders L :

1
m=7,s=+1, n]*: =0 ,n=0,r,=200 fm , L=10"fm

Um die Fermi — Kante bei Erhohung des Impulses p, zu erreichen, muss auch die Ladung
des Strings zunehmen. Deshalb erhoht sich auch ¥, , zum Beispiel

V(r=0) Vi r=20
HIED  —laas LX)
m, k m

——=() (¢] L:
mﬂ mﬂ

ro |~

Abb.5.7 zeigt die Energieeigenwerte als Funktion des Radius », des Zylinders. Wir fixieren
die Werte von:

__ L _ _L _ — 706
=g =0, m=g 5=+, n=0,1=10 fm
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Wenn wir den Radius des Zylinders verkleinern, werden die gebundenen Zustéinde nach
unten verschoben. Sie nihern sich aber fir » — 0 asymptotisch einem wohldefinierten
endlichen Wert
Vo 1 E,
M, 4 m,

S -0.748  fir r, < 100fm

Dieses Verhalten ist qualitativ verschieden von Fall der kugelsymmetrischen Dirac -
Gleichung mit starken Feld ( Atomkern mit Z > 37 ). Dort wachsen die Bindungsenergie

fir » — 0 unbegrenzt an.

Abb.5.8 und Abb.5.9 zeigen die Umkehrpunkte ¢ und b des effektiven Impulses. Wenn
der Radius des Zylinders verkleinert wird, werden die Umkehrpunkte nach dem Zentrum des
Zylinders verschoben. Unterhalb eines bestimmten Werts  » <, erreichen Sie aber einen

festen Grenzwert.
a=21086fm und b=1250fm fir n, < 100fm

Abb. 2.6 zeigt das Potential gegen den Radius des Strings. Wenn der Radius des Strings
kleiner als der kritische Radius r, ist, dndert sich das Potential nur in der Nihe des

Zentrums, wihrend sich das Potential auf der Mantelfliche des Strings erh6ht.

Kf-‘?’o =V;lﬂ(r£ )_* =™

Wihrend das Potential im Innenbereich anwichst, bleiben die Umkehrpunkte im Raum
fixiert.

Abb. 5.10 zeigt die Variation des kritischen Potentials gegen die Lange des Zylinders. Wir

fixieren die Eigenenergie des Is- Zustands ( f;j =-]) und den Radius des
0

Zylinders( », = 200 fm ) und finden das kritisches Potential filir verschiedene Lingen des
Zylinders. Man benétigt in einem langeren Zylinder kleinere V, ,um die Fermi — Kante zu
ereichen. Kleinere ¥,  bedeutet, dass nicht nur die Lange sondern auch die Ladung erhoht
werden muss.

Abb. 5.11. und Abb. 5.12. zeigen die Variation der Energie des tiefsten gebundenen
Zustands (s ) gegen die z - Komponente des Impulses fiir die Parameter:

Vo — 0263, r,=200fm , L=105 fin , m= I

— =+ =
-y 58 1,n=0

Die Energie wird nach oben verschoben, weil die effektive Masse des Elektrons mit dem
Impuls anwéchst.
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Die Umkehrpunkte bewegen sich mit der Erhdhung der effektiven Masse nach innen. Die
Ausdehnung der Wellenfunktion nimmt mit der Erh6hung des Impulses ab, weil sich die
Umkehrpunkte einander ndhern. AuBerdem verléuft die Eigenenergie mit dem Impuls
p. =k parallel zur Fermi — Kante des oberen Kontinuums.

Abb. 5.13. und Abb. 5.14. zeigen die Variation der Energie des tiefsten gebundenen
Zustands gegen die Lange des Zylinders fiir die Parameter:

k
—V"—=—0.25=K0nst. ,— =1 ,m=-]—,
(7] mg 2

s=+1,n=0, r,=200fm

Die Eigenenergie wird nach unten mit der Erhdhung der Lange verschoben, weil das Potential
auf der Mantelfliche mit der Lange zunimmt.

V(ro)=V;ln(r£o ) ,  V, = Konstant
Wenn wir die Lidnge vergroBern, breitet sich das Potential im groferen Gebiet aus.
Die Energie folgt der Relation (4.75):
Eck=0)=V,In (Ti— )+E;

Zum Beispiel ist die gerade Linie der Abb. 5.13 durch

Eck=0)

o

=-025InC L)+29

gegeben.

Dann hingt nicht der effektive Impuls von der Linge fur L << r ab, weil
aCk=0> und £Ck=0) durch (4.78) gegeben sind.

ack=03=r/(,1n(i)+5, b 5(k=0)=r4,zn(Li1)+E,-smo

Deshalb fixieren sich die Umkehrpunkte a, b des effektiven Impulses im Raum. Dann ist

die Ausbreitung der Wellenfunktion fest im Raum, wenn wir die Lange des Zylinders
vergroflern.
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3. Das Spektrum des Hamilton — Operators im Uberkritischen Fall: Die
Resonanzen

Uberkritischer Fall: ¥V, < V,; und E, <-M,

Im diesem Fall der effektive Impuls besitzt drei Umkehrpunkte fiir bestimmten Wert der
Energie. Wir haben zwei erlaubte Gebiete getrennt von einer Barriere. Durch einen
Tunneleffekt kann ein Teilchen mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit durch
die Barriere hindurchgehen. Die Energie der Resonanzen wird bestimmt durch die

Bedingung,

Sin(C'ab"'ir'):U => o =p=0
2

Wir benutzen die BOHR — SOMMERFELDschen— Quantisierungsvorschrift.

In diesem Fall ( o, =0 ) nimmt die Wellenfunktion im Bereich r€ [ b, c] exponentiell ab,
wenn r von b bis ¢ erhdht. Fir rela,bl oszilliert die Wellenfunktion und fiir
r < a exponentiell abfillt. Auerdem die exponentielle Abfall stoppt in der Stellung ¢ und
gibt es eine kleine exponentielle oszillierende Komponente fiir » >c. AuBerdem ist in

diesem Fall die Amplitude der Wellenfunktion: |4.| << |a,l.

DIE WELLENFUNKTION DER RESONANZEN

F(r)

r [fm]

——m=1/2 , n=0 —#—m=1/2 , n=1 —&—m=1/2 , n=2 —@—m=1/2 , n=3
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DIE WELLENFUNKTION DER RESONANZEN

0,12

0,1
0,08
0,06
0,04

0,02

f(r)

0
-0,02
-0,04

-0,06

-0,08

r[fm]

——m=1/2 , n=0 —8—m=1/2 , n=1 ——m=1/2 , n=2 —&—m=1/2 , n=3

v,
[Al:n=0 , —E—=.1509, [Bl:n=1, E-=-1338, [Clin=2 —E-=.1.184 ; 1,=10"5 fm , L=10% fm, m="1 , s=+1 ,—>=. 04
mg mg Mg 2 mg

Abb.9.1. Die Wellenfunktion der Resonanzen zwischen die Umkehrpunkte a,b des
effektiven Impulses. Fir re [a, bl oszilliert die Wellenfunktion

Der Gamow — Faktor exp( 2, ) nimmt ab, weil auch die Fliche {,, unter der Kurve des

effektiven Impulses zwischen die Umkehrpunkte » und ¢ mit der Erhdhung des
Potentials abnimmt. Die tiefste Resonanz zerfillt schneller als die anderen.

Das Spektrum des Hamilton — Operators der Dirac — Gleichung besteht in diesem Fall aus:

e Den oberen Kontinuum: E > M,

e Den diskreten gebundenen Zustdnden: -M, < E < M,
e Den unteren Kontinuum: £ <- M,

e Den Verzweigungspunkten: E =M, und E=-M,

e Den quasidiskreten Resonanzen im Dirac — See
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Die Werte der Eigenenergie liegen auf dem ersten Blatt einer zweibléttrigen Riemannschen
Fliche mit den Verzweigungspunkten erster Ordnung E=-M, und E=M . Die

Resonanzen liegen auf dem zweiten Blatt.

Abb.4.1. zeigt die Umkehrpunkte des effektiven Impulses gegen die Potentialstirke. Wenn
die Energie die Fermi — Kante fiir ein gewisses kritisches Potential erreicht, besitzt der
effektive Impuls drei Umkehrpunkte. Dann gibt es zwei klassisch erlaubte Gebiete, die durch
getrennt durch eine Barriere getrennt wird.

Bei Erhohung des Potentials werden die Umkehrpunkte nach dem Zentrum des Zylinders
verschoben. Gleichzeitig verkleinern sie ihren Abstand. Am Anfang nédhert sich der
Umkehrpunkt ¢ schnell dem Punkt b , danach verlangsamt sich die Anderung als

Funktion der Potentialstérke.

Abb.6.2. zeigt die Energie des tiefsten (quasi) gebundenen Zustands gegen die Potentialtiefe
fir die Parameter:

k b
mo_o’m_Z’

s=+1,n=0,r,=200fm , L=107 fm
Wenn die Potentialstarke einen kritischen Wert liberschreitet, sinkt der /s - Zustand als

Resonanz in die Dirac — See.

Abb.8.3.zeigt die Umkehrpunkte des effektiven Impulses fiir die tiefste Resonanz gegen die z
— Komponenten des Impulses fiir die Parameter:

ZO =-0.736 , n=0, m=% ,s=+1,r,=200fm , L=10° fn
Vo 1 — - - = 20 £

=02 ,n=0,m=—=,s=+1,r,=107 fm , L=10% fm
M, 2

Wenn wir die z — Komponenten des Impulses vergrofiern, werden die Umkehrpunkte des
effektiven Impulses nach innen verschoben. Zum Beispiel haben wir:

k

" =0 b-a=574.5 fn
. =23 b-a =425
o -aq = fm

Der Abstand zwischen @ wund » nimmt ungefdhrum 26% ab.

Abb.8.4. zeigt die obere Grenze des Impulses k=A(m,n) . An dieser Stelle
ACm , n) stimmt die Energie mit der effektiven Masse E( 4) =- M, iberein. Fir
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k> A verwandelt sich die Resonanz in einem gebundenen Zustand. Zum Beispiel existiert

£ =-0.736 , n=0, m=i,s=+] , ¥, =200 fm , L=10% fm die Is - Resonanz

fur 5

0
im Impulsintervall:

k

m,

0 = = 23

Die Energie der Resonanzen wird mit der Erhohung des Impulses nach oben verschoben, weil
die transversale Masse M, zunimmt.

4. Die Abschirmung des Potentials

Die Resonanzzustinde sein leer ( nicht mit Elektronen besetzt ). Wir konnen diese leeren
Resonanzen interpretieren als ein Loch im Dirac — See. Die Resonanz ist ein instabiler
Zustand. In solchen Zustinden bewegt sich das Teilchen relativ lange Zeit innerhalb des
Systems. SchlieBlich zerfillt die Resonanz durch einen Tunnelprozess. Das ist ausgiebig fur

superkritische Atome in  Grej; diskutiert.

Die Zeitentwicklung einer Wellenfunktion fiir eine leere Resonanz ( Loch ) hat die Gestalt:
w, =a,-il’

¥, =~ exp{ -iwt 3 =exp{ -iw,t Yexp{ -I't }

Zu dem Zerfall, wird dieser Zustand mit einem Elektron des Vakuums besetzt. Die Energie
dieses Vakuumelektrons stimmt mit der Resonanzenergie liberein. Die Zeitentwicklung fiir
diesen Zustand wird durch

¥, =~ exp{ -iwt } = exp{ -iwyt } exp{ I't
ausgedriickt, @ =, +il" .

Es entsteht eine Ladungswolke von Elektronen des iiberkritischen Vakuums in der Nihe des
Strings, die das dufere Potential abschirmt.

Wenn ein starkes externes Potential vorliegt, wird eine Anzahl von gebundenen Zustinden
des Dirac — Felds geladener Leptonen ( wegen der kleinen Masse handelt es sich bevorzugt
um Elektronen ) iiberkritisch. Der stabile Grundzustand des Systems besteht dann aus einer
raumlich lokalisierten Wolke von Elektronen die die Zentralladung umgeben.

Man kann diesen Zustand als das Ergebnis multipler Elektron — Positron — Paarerzeugung
interpretieren, wobei die Elektronen in gebundene Zustéinde eingefangen werden und diese
solange auffiillt bis das Pauli — Prinzip die weitere Paarerzeugung verbietet.
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Physikalisch interessant ist die Frage, wie stark die Vakuum - Ladungswolke die
liberkritischen Zustdnde die Zentralladung abschirmen und damit das Potential abschwichen
wird. In der vorliegenden Arbeit haben wir einen ersten Schritt unternommen, um diesen
Effekt zu beschreiben.

Die Vakuum - Elektronen bilden ein Vielteilchensystem, das in erster Néherung( unter
Vernachldssigung von Austauscheffekte und Quantenfluktuationen) in Rahmen der Hartree —
Niherung beschrieben werden kann. Dabei erzeugen die Elektronen ein elektrostatisches
Abschirmpotential

AP AED)
lF-7l

V(r)= z jdjf}

Ep<_mg
wobei tiber alle Uiberkritischen Zustdnde zu summieren ist.

Dieses Potential ist in die Dirac - Gleichung einzusetzen, was zu verdnderten
Wellenfunktionen und Eigenenergie fiihrt. Im Hartree — Verfahren folgt dann eine I[teration
der Losung von Dirac — und Poisson — Gleichung bis Selbstkonsistenz erreicht ist.

In der vorliegenden Arbeit haben wir allerdings nur den ersten Schritt ausgefiihrt, also das
Abschirmpotential mit den Elektronendichten des nackten Potentials berechnet. Das liefert
eine obere Abschdtzung des Effekts der Abschirmung.

Die Potentiale ¥; (8.74) und V; (8.76) sind monoton anwachsende Funktionen. Das
Potential ¥, (8.75) ist eine abnehmende Funktion.

In der Ndhe von » = a gilt fiir das Potential V; ungefahr:

ACm,n)

mn (1)
Vi( r ==a ) ==-l6ne? 2, ja’k{ln(%—”—)}

mn
m,n 0

Weil die logarithmische Funktion schneller als die lineare Funktion abfillt, wird ¥3 von der
linearen Funktion (8.80) begrenzt.

I/r?max.
Vi=—"p (r-m

v
VjB—ﬁL(r-b) Vrela,bl

Im Fall eines langen und diinnen Strings mit konstanter Ladung pro Lange nimmt die Anzahl
der Resonanzen zu, wenn wir die Lange erhéhen. ¥, nimmt zu, weil sich auch der Faktor
Z o ACm , n) mit der Anzahl der Resonanzen erhoht. Wir bezeichnen mit L, die Linge

des Strings, bei welcher der gebundene Zustand die Fermi — Kante erreicht.
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Fiir den Fall L ~L; tauchen wenige gebundene Zustinde in den Dirac — See. Das

Potential der Vakuumwolke schirmt das Potential des Strings nicht voll ab. Ein Elektron
erfihrt eine anziehende Kraft.

VH._g( r) _

2 (Vg To s i (reee) (L)

0

Fiir den Fall L >> Lp tauchen viele gebundene Zustinde in den Dirac — Seen. Das
Potential der Vakuumwolke schirmt das duflere Potential vollstdndig ab.

Vi (r) a2 { I- 80‘”21»1.;:[‘”( Lﬁm ) }Vgln(%)

Weil das Potential ¥, das Vorzeichen mit der Erhohung der Linge wechselt, muss das
Potential den Wert V., =0 erreichen.

Z" -. { Jéazrzm'n\/ln(]+ﬂ) }2

0 Lan

Wir betrachten den Effekt der verschiedenen Lebensdauer r der Resonanzen. Weil die

tiefste Resonanz schneller als die anderen zerfillt, wird spontan mit einem Elektron der Dirac
— See besetzt. Das Vakuum wird geladen. Es entsteht eine aus den tiefsten Resonanzen
gebildete Ladungswolke, die das dufere Potential abschirmt.

Das #duBere Potential wird vollstindig durch die Elektronen im  tiefsten radialen
Quantenzustand abgeschirmt, wenn die obere Grenze des longitudinalen Impulses folgenden
Wert annimmt

Vo Vo

16 ma n d m,

AC0, £y =-

<0

Die anderen Lécher sind nach oben verschoben, weil auf sie ein schwaches Potential wirkt.
Um die nichste Zustand in die Dirac — See zu tauchen, vergroflern wir die Lange des Strings.
Wenn die nichste Resonanz zerfillt, wird ein weiteres Elektron den Dirac — See besetzen. So
haben wir einen zusétzlichen Beitrag zur Wolke des Vakuums, und das Potential wird weiter
abgeschwicht.

Wir vergroBern die Linge des Strings weiter, dann kénnen noch mehr Zustédnde in die Dirac -
See tauchen. Im Limes L — « haben wir,

Lim{ V,+16ma [ A 0,£)+A4C0,-L)+....1}1 > 0

[— o

und es folgt eine vollstindige Abschirmung des dufleren Potentials.
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Anhang A
Tabellen

Voima Elmo alim] b[fm] ol fm]
-0.00256 0.9380 2470,6700 14368,2500
-0,0033 0.8178 2145.0800 12178,5000
-0,0040 ©.8008 1953,3000 11283,2600
=0,0048 0,8814 1785.7200 10088,6700
-0,0058 0,8520 1812 6500 9152,6000
-0,0071 ©0,8208 1488 0500 8157,0400
<0,0081 o.7708 1207,2800 7255,8200
-0.0125 0.8820 1103,6000 8108,6200
«0.0200 0.4a878 807.2000 4047 5000
-0,0250 0,3568 773.0000 43808
-0,0333 0,1373 87,2000 3790 5000
-0,0500 =0,3044 539,3700 3081, 5000
-0,0825 -0.8377 479,2500 2747,1300
-0,0714 -0.8707 448,2000 2558,0000
-0,0760 =1,0000 431,4500 2474.5000 tnDE*‘-‘!h
-0,0833 -1,1080 410.1300 2370.1500 0.52E+13
-0.1000 -1,8450 871,2000 2145,2500 1.6BE+12
-0,1250 -2,3210 327.5600 1804,0200 2.67E+10
-0.1420 -2,8000 a0a.7 1785,0300 3,23E+00
-0.2000 -4,3850 249,3700 1485,4700 4,03E+07
-0.2222 -4,0740 233,0700 1381,4700 1,70E+07
-0,2328 -5,2580 227,0300 1344,2000 1,10E+07
-0,2832 -4,0860 210,7000 1250,6300 B4E+00
-0,8887 =17.3080 179,8800 780,7200 23881,070
-0,7002 20,1880 166,0670 715,7000 14890,130
-1,0000 -26.7040 1281500 ©0B,6600 aB84,410
-1,5000 40,0320 100,8400 472,8200 2778,000
«2,0000 -56,2680 85,8000 395.5000 1604,450
-2.5000 -09,0800 78,5400 345.5800 1230,700
+3,0000 -84,1400 80,7500 331.6000 904,780
-3,2000 -80,0400 87,0100 300,3800 026,280
-3,4000 -85,7520 85,7800 289,6600 aa7 480
=3,0000 -101,6800 03,8500 281,0600 818,410
-3,8000 -107,3820 82,4100 27265700 776,510
-4,0000 -113.2020 60,8400 285,3000 730,010
-4,3000 -121.9440 58,0700 255,4100 anz,060
-5,0000 -142 3740 55,1400 236.8100 608,870
«5.6000 -158,9000 52,9100 228,3500 504,400
=8.0000 -230,3200 45,6400 182,8700 431,080
-10,0000 -288,2400 42,3700 189, 8600 arz,380
-13,0000 =377, 7400 38,8000 166,2600 320,700
-18,0000 -486,3400 38,3200 14a,2000 288,130
-20,0000 -584.5000 33,8000 135,8000 281.870
-25,0000 =732,5400 31,4400 128,3300 230,640
-30.0000 -880,5800 20,5800 118,1700 224,840
-40.0000 -1178.8200 26,0200 1084000 205,300
-50,0000 =1473,2800 25,0300 100,8400 103,170
-80,0000 -17¢9,8200 23,5700 B4,0000 184,740
-80,0000 -2363,1800 21,4400 88,4700 173,850
+100,0000 -2050, 7600 19,8000 80,4000 106,550
-150,0000 -4441,3200 17,4200 70,2500 166,210
-200,0000 -5020,3200 16,8400 83,9800 150,450
-260,0000 -7411,7400 14,7100 50,4000 140,700
-300.0000 -8807,9000 13,8400 66,0200 144,030
-400.0000 =11866.8800 12,6800 50,0200 140,300
-500.0000 -14840,8200 11.8800 47,3200 138,010
=1000.0000 -20703,4800 %,2000 a7.e200 132,400
-1500.0000 -44548,3800 8,1200 32,0000 130,070

Tabelle Al. Elgenenergle des tiefsten Zustands gegen die Potentialstarke
0 =200fm , L=1015 fm ,1—~0 =0, m=+L | s=+I




Vo/mo E/mo a[fm] b[fm] c[fm]
-0,0043 1,0088 1770,7000 10284,9000

-0,0047 0,9999 1701,6000 9651,3900

-0,0059 0,9706 1526,4400 8624,8500

-0,0071 0,9384 1381,0300 7953,8000

-0,0091 0,8882 1225,7000 6935,7200

-0,0118 0,8191 1075,5600 6107,5700

-0,0133 0,7780 1015,5000 5508,1800

-0,0154 0,7250 939,3000 5315,4000

-0,0200 0,6045 821,4000 4673,0500

-0,0250 0,4732 733,3500 4152,1700

-0,0333 0,2534 632,3700 3588,1000

-0,0500 -0,1892 511,8000 2919,7000

-0,0556 -0,3380 485,2300 2728,2100

-0,0867 -0,6340 438,5000 2556,9100

-0,0769 -0,9102 407,2100 2334,1700

-0,0846 -1,1180 386,6900 2220,8500

-0,1250 -2,2099 312,2200 1800,6600 1,60E+11
-0,2000 -4,2560 238,0500 1404,7200 1,50E+08
-0,2500 -5,6320 208,5800 1227,8100 1,40E+07
-0,6667 -17,2140 171,2900 753,2800 3,27E+04
-1,0000 -26,6190 126,3700 591,4100 8,43E+03
-3,0000 -84,0800 69,2000 307,1170 1,04E+03

Tabelle A2. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen die Potentialstéirke
fo=200fm , L=1015fm , 7]50—=—;- ,n=0, m=+L , s=+

Vo/mo E/mo a[fm] b[fm] c[fm]
-0,0200 0,9021 866,9200 4958,9000

-0,0250 0,8749 772,5600 4451,5100

-0,0333 0,8283 666,3800 3824,6100

-0,0455 0,7586 566,5600 3268,0500

-0,0625 0,6578 478,6000 2770,3500

-0,1000 0,4279 370,8100 2158,8000

-0,1429 0,1556 303,2100 1783,7900

-0,2000 -0,2190 248,9000 1478,7000

-0,2500 -0,5550 217,3000 1301,8000

-0,2564 -0,6001 214,3000 1271,3000

-0,2632 -0,6460 210,8000 1253,5000

-0,2703 -0,6930 207,2000 1237,7000

-0,2778 -0,7460 203,8000 1214,5400

-0,2817 -0,7730 202,2300 1198,0200

-0,3003 -0,9000 200,0000 1165,2000

-0,3148 -1,0000 200,0000 1130,3000

-0,5000 -2,2960 200,0000 896,8000 74872,2000
-0,6667 -3,4900 179,5000 781,4000 23878,5900
-1,0000 -5,9800 129,0900 609,2000 6889,4500
-2,0000 -13,8210 85,9800 395,7100 1694,8300

Tabelle A3. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen die Potentialstirke
to=200fm , L=105 fm , -&-=0,n=0

mifiel
1'1‘1+2

s=+1]

]

-129-



ro[fm] E/mo a[fm] b[fm]
0,00001 -0,64615 210,86000 1252,56800
1,00000 -0,64615 210,86000 1252,56800
50,00000 -0,64615 210,86000 1252,56800
100,00000 -0,64615 210,86000 1252,56800
130,00000 -0,64615 210,85900 1252,57000
170,00000 -0,64614 210,85800 1252,60800
200,00000 -0,64610 210,85050 1252,86300
230,00000 -0,64500 230,00000 1259,88000
260,00000 -0,64200 260,00000 1279,18000
300,00000 -0,63500 300,00000 1325,14400
500,00000 -0,61800 322,20000 1442,35000
700,00000 -0,60980 343,22000 1501,80000
1000,00000 -0,59600 379,35000 1606,58000
1300,00000 -0,58200 414,58000 1719,02000
1400,00000 -0,57800 426,60000 1752,35000
2000,00000 -0,55020 491,83000 1893,96000
2500,00000 -0,53400 553,86000 2122,72000
3000,00000 -0,53400 608,26000 2336,35000
4000,00000 -0,47400 705,29000 2711,13000
5000,00000 -0,43700 790,73000 3039,50000
8000,00000 -0,34600 1001,85000 3874,44000
10000,00000 -0,29800 1116,02000 4367,52000
50000,00000 0,08910 2528,18000 9705,21000
80000,00000 0,20940 3200,38000 12272,55000

Tabelle A4. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen den Radius
L=106 fin , 2 =.-L. = Kk
] mo

=0,n=0, m=+-%— , §=+1

38 ° mp
L[fm] Vo/mo Ln(L) a[fm] b[fm]
1,00E+03 -2,8110 6,9078 72,1200 322,9100
5,00E+03 -1,1360 8,5172 119,0200 562,4000
1,00E+04 -0,8726 9,2100 141,7400 662,6000
1,00E+05 -0,4697 11,5100 200,0000 924,5800
1,00E+06 -0,3148 13,8100 200,0000 1130,3000
1,00E+07 -0,2354 16,1100 225,9600 1334,1300
1,00E+08 -0,1874 18,4200 259,2900 1518,0900
5,00E+08 -0,1639 20,0300 280,3200 1644,6900
1,00E+09 -0,1554 20,7200 289,4000 1685,2500
5,00E+09 -0,1387 22,3300 308,7000 1798,6300
1,00E+10 -0,1326 23,0200 316,9700 1840,6300
1,00E+11 -0,1155 25,3200 342,5500 1985,7900
1E+12 -0,1023 27,6300 366,7600 2114,3300
1,00E+13 -0,0918 29,9300 389,1200 2250,2900
1,00E+14 -0,0832 32,2300 410,9200 2361,1500
1E+15 -0,0760 34,5300 431,4500 2474,5900
1E+20 -0,0531 46,0500 522,2000 2996,6800
1E+25 -0,0408 57,5600 600,4200 3422,2040
1E+50 -0,0188 115,1200 894,9000 5074,1900
1E+75 -0,0122 172,6900 1114,1700 6335,1900

Tabelle AS. Kritisches Potential ¥, gegen die Ldnge
R =200fm , s==-1,K=0,n=0

m =

+J2— s=+1

]
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ro[fm] E/mo

1,00E-10 -0,7480
1,0000 -0,7480
100,0000 -0,7480
300,0000 -0,7360
600,0000 -0,6990
900,0000 -0,6560
1300,0000 -0,6020
1700,0000 -0,5540
2000,0000 -0,5220
2400,0000 -0,4840
2800,0000 -0,4506
3200,0000 -0,4209
3600,0000 -0,3950
4000,0000 -0,3699
4400,0000 -0,3480
4800,0000 -0,3280
5200,0000 -0,3090
5600,0000 -0,2904
6100,0000 -0,2698
6600,0000 -0,2508
7200,0000 -0,2297

Tabelle A6. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen den Radius ( Taylor — Methode )

L=106 fin , 2&=-+ , K0 n=0, m=+L , 5=+
Vo/mo E/mo
-0,0050 0,9740
-0,0063 0,9670
-0,0083 0,9560
-0,0125 0,9310
-0,0167 0,9060
-0,0200 0,8850
-0,0250 0,8540
-0,0333 0,8007
-0,0455 0,7210
-0,0556 0,6630
-0,0625 0,6060
-0,0714 0,5450
-0,1000 0,3470
-0,1176 0,2220
-0,1429 0,0420
-0,1638 -0,0370
-0,1667 -0,1296
-0,1852 -0,2650
-0,2041 -0,4040
-0,2174 -0,5020
-0,2326 -0,6140
-0,2500 -0,7440
-0,2703 -0,8950
-0,2778 -0,9507
-0,2843 -1,0000

Tabelle A7. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen die Potentialstirke (Taylor -Methode)

=200 fm , L=106 fm ,%*-=0,n=0, m=+1 , s=+1
mo 2



V(r=0) Vo/mo k/mo a[fm] b(fm)

-6,6300 -0,7360 0,0000 161,8940 736,4600
-6,7500 -0,7490 0,5000 153,4600 712,0600
-7,0200 -0,7796 1,0000 140,1510 639,8000
-7,8400 -0,8698 2,0000 115,2300 518,0400
-9,6300 -1,0680 3,8730 88,1430 382,6000
-11,7400 -1,3020 6,0000 72,0800 301,1900
-14,7400 -1,6350 9,0000 59,2200 241,1000
-17,7800 -1,9720 12,0000 50,8200 196,4900
-20,7200 -2,2980 15,0000 46,5300 179,2900

Tabelle A8. Die Potentialstirke gegen den Impuls p, = &

=200 fin , L=106 fm , £==-4 ,n=0, m=++ , s=+1
mo 2

E/mo k/mo a[fm] b[fm]
-4,0000 0,0000 161,8940 736,4600
-3,9110 0,5000 156,7700 710,0600
-3,6740 1,0000 145,7720 660,2700
-2,9760 2,0000 126,0000 565,4600
-2,1510 3,0000 112,9270 496,8040
-1,2690 4,0000 102,9270 449,0580

Tabelle A9. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen den Impuls p, = &

=200 fm , L=10fm , 2&=-0736,n=0 , m=+L , s=+l

k/mo E/mo a[fm] b[fm]
0,0000 -0,6460 210,8000 1253,5000
0,5000 -0,5410 202,0970 1194,3120
1,0000 -0,2710 200,0000 1085,9400
1,5000 0,0920 200,0000 992,0000
2,3000 0,7620 200,0000 875,4140
3,5000 1,8560 200,0000 766,6000
4,0000 2,3260 182,8100 732,2200
4,5000 2,7990 167,9000 695,8400
5,0000 3,2760 168,0000 664,8700
7,0000 5,2100 133,8600 578,3900
10,0000 8,1470 114,8500 495,7400
15,0000 13,0840 97,5700 418,4800
20,0000 18,0420 87,5800 369,7600
25,0000 23,0100 80,6800 337,7500

Tabelle A10. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen den Impuls p, = k

=200 fm , L=100fm ,

Yo _ 0263, n=0, m=+% , s=
mo

+1
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L[fm] Eimo a[fm] b[fm]
1,98E+03 1,0000 217,5900 1293,2300
1,00E+04 0,5940 217,8490 1285,4500
1,00E+05 0,0191 217,6880 1290,4600
1,00E+08 -0,5550 217,3000 1301,3000
2,17E+08 -0,7500 217,6800 1290,5800
5,90E+06 -1,0000 217,6200 1292,5600
1,00E+07 -1,1320 217,6400 1291,9200
1,00E+08 -1,7080 217,7200 1289,4800
1,00E+09 -2,2840 217,7900 1287,0400
1,00E+13 -4,5860 217,6600 1291,0800

Tabelle A11. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen die Linge des Strings

s =+I

=200 fm , 2==-025 , K-=0,n=0, m=+% ,
Volmo E/mo a[fm] b[fm]
-0,0113 0,9000 20,8300 110,5000
-0,0200 0,8220 18,1800 95,1000
-0,0333 0,7020 17,4800 76,6100
-0,0500 0,5520 16,6800 65,5400
-0,0667 0,4020 15,9600 59,3300
-0,0833 0,2520 15,3100 55,3200
-0,1000 0,1020 14,7200 52,5100
-0,1250 -0,1230 13,9400 49,6000
-0,1429 -0,2840 13,9000 46,2500
-0,1667 -0,4980 12,8600 46,5000
-0,2000 -0,7980 12,1300 45,0000
-0,2222 -0,9880 11,7200 44,2400
-0,2500 -1,2480 11,2400 43,4500
Vo/mo E/mo a[fm] b[fm]
-0,0100 0,8980 6,5300 34,9600
-0,0125 0,8710 5,8500 30,9700
-0,0167 0,8260 5,0100 27,5600
-0,0200 0,7880 4,6900 23,2400
-0,0333 0,6400 3,5200 19,1900
-0,0500 0,4480 2,8900 15,0100
-0,0667 0,2560 2,4500 13,3600
-0,0833 0,0590 2,1900 11,6700
-0,1000 -0,1380 1,9800 10,7000
-0,1250 -0,4360 1,7400 9,6100
-0,1471 -0,7040 1,6000 8,6800
-0,1667 -0,9420 1,4800 8,1300
-0,2000 -1,3490 1,3300 7,4000

Tabelle A12 Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen die Potentialstéirke
[AT:L=105 fm, =200 fm,{ B1:L=10° fm, r,=10-3 fm ; =

mg

=0, m==+1 ,n=0
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ro[fm] E/mo a[fm] b[fm]
200,0000 0,6220 16,6800 65,5400
150,0000 0,5380 15,8800 51,6300
100,0000 0,5204 11,5600 47,2500
50,0000 0,4920 8,0300 33,9400
25,0000 0,4690 5,7300 23,7100
10,0000 0,4540 3,7800 17,2000

5,0000 0,4490 3,1100 15,3600

3,0000 0,4480 2,8900 15,0100

2,0000 0,4480 2,8900 15,0100

Tabelle A13. Eigenenergie des tiefsten Zustands gegen den Radius
L=108 fm , 2o=-

20

L

k

m07

=0, m==l,n=0
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Anhang B

DIE KLEIN — GORDON GLEICHUNG

B1. Die radiale Klein — Gordon Gleichung

Die Klein — Gordon Gleichung ist
L i E-V)Z-m£c4+hzczvz 1¥ =0 (B1)

In Zylinderkoordinaten wird der Operator V? ausgedriickt

6‘[’) 1 0%y oY

V25P=i~é—( = e +
ror ré B¢ 8zt

ar (BZ)

Wir stellen (B2) in (B1) ein

o 13V 1o o
or? r dr r? 9¢? 0z?

-h2c? ]=[< E-V>i-mict1¥ (B3)

Durch die Methode der Trennung der Variablen 16sen wir die partielle Differentialgleichung
(B3). Voraussetzung dafiir ist, dass sich das Klein — Gordon Feld als Produkt dreier
Funktionen schreiben ldsst.

V=x(rYII(p)YZ(z) (B4)

Setzt man dies in (B3) ein und dividiert die resultierende Gleichung durch die Produkt (B4),
so erhélt man:

1 g* 11d 1 14’10 1d*Z
-hzcz[? df'f +??d—i(‘+ﬁ;7 d¢2 +?dz2 =[( E-V )2-m36‘4 ](BS)

Wie uiblich, fiihrt dieser Separationsansatz auf drei gewohnliche Differentialgleichungen

d?7Z
T kiZ=0 (B6)
dr e 3
T tmI=0 L m=0.%1.. (B7)
diy 1dxy 2,2 2 2 .4 , m’ -
dr3+r dr+{h ¢*LCE-V )" -mzct]-k T g2 }X_O (B8)



Die Losungen der ersten beiden Gleichungen sind elementar und lauten:

Z(z) =exp( £ikz)
H(p)=exp( Limg)

Die Radialgleichung lasst sich durch die Variablentransformation

et
Jr
auf eine Schrodinger — artige Form bringen

L dy 1df 1
e .sf

rdr 3 dr 2p%

drz_ﬁarzdr% dr 4 y7

dr _ 1 4 1d 3 )

Aty 1dy 1 d*f 1
:)dr3+rdr_\/?a’r2+4r

k.,\

e

Wir stellen (B14) in (B8) ein und erhalten

d?f
or? tpif=0

Wobei der quadrierte effektive Impuls die folgende Form hat:

(I1-2m)HC I1+2m)

pi=h2c?[( E-V)Y?-mlct]l-k?+ 272

oder
(1-2mHC I1+2m)

_ 2
pi=CE-V) -Mi+ 17

mit der Ersetzung #=c=1 undder transversale Masse
M, =~ mi+k?

B2. Die Umkehrpunkte des effektiven Impulses

Wir betrachten den Fall m=10 ,

-136-

(B9)

(B10)

(B11)

(B12)

(B13)
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piCr— 0)=+w (B19)
Dann besitzt der effektive Impuls nur einen fiir Energien in Bereich -M, < E <M, .

Fiir die anderen Fille haben wir

m==],£2,... 2 pir- 0)=-o (B20)

Im diesem Fall besitzt der effektive Impuls zwei Umkehrpunkte fiir Energien in Bereich
-M, < E <M, liegt. Der klassisch erlaubte Bereich a < r <b wird von zwei

Umkehrpunkten begrenzt. Wenn die Energie im Bereich E <-M, liegt, besitzt das

effektive Potential drei Umkehrpunkte: Zwei erlaubte Gebiete getrennt von einer Barriere.

Der innere Umkehrpunkt a wird durch die Drehimpuls — Barriere bestimmt und fehlt fiir die
Zustinde mit m =0 . Der dritte Umkehrpunkt ¢ tritt fiir iberkritische Zustdnde auf und
beschreibt den #uBeren Rand des Tunnelbereiches durch die Schwelle der Klein - Gordon
Gleichung.

Wenn das Potential fiir r > « gegen Null geht gilt die Asymptotik

pi(r—- ©o)=E2-M2=(E+MY(E-M;) (B21)
Eel-M_ ,M_] > pitr— =) <0 (B22)
E=+M, = pi(r— ) =0 (B23)

E>M, oder E<-M; > pir—> «o)>( (B24)

B3. Die gebundenen Zustinde

Wir betrachten erst den Fall m =0 . Der effektive Impuls besitzt nur einen Umkehrpunkt

]
pl=cC E-V )2-M§+7}3 (B25)

In der Umgebung von & wird die Wellenfunktion durch (5.20) ausgedriickt:

g
Lt re b)= 1% sin({b( r) +%) (B26)
[ pZCry 14
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bt E)

{,(ry = j'dr\/ PHE, D)
r

. ¢ %y,
fb(r>>b)=~——;-7exp(- ry) (B27)

[- p2cr) 14

;
G r)= jaw -pXE, )

b E)
Wir nehmen an, dass das Potential Innenraum des Zylinders konstant ist, V' =V,
Im Inneren des Zylinders ist die Wellenfunktion:

fcry=ad rJcon (B28)

o=V (E-V,)2-M2 (B29)

Die Energie lisst sich aus der Forderung der Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten
Ableitung bei » =r, bestimmen. Von (B26) erhalten wir

£ T i 1 }
—J%:-{ctg(é’b(1")4-7)(pj)’+4pri (B30)

Von (B28)

1 Jar
7 J,Cor)

S
7 (B31)

f

Die Eigenenergie bestimmen wir aus der Bedingung: % = ‘5,—‘
B =g

r=l

1 J,Cor,) L 1
2r -UJ[(crr ):- {Ctg((b(r0)+%)(p’i(r”))g+4p2(r) } (B32)

Wir benutzen die Formel

sinx Sinx cosx
J(x)=— und J,(x)= -
oA XI=5 ’ x? X

T i
> -octg(or,) = ctg((b(ro)+7)(pﬁ(ro))2+53-(r—) (B33)

e} T aQ
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Fiir die anderen Fille besitzt der effektive Impuls zwei Umkehrpunkte. Im Bereich

a < r <b sind die Losungen durch die asymptotische Darstellung von Airy - Funktionen
gegeben (5.41)-(5.42)

a C
};(r<<b)=——“—,-sin(g"a(r)+-§) (B34)
[ p2cr 14
r
CLry= jdr\/ PIHCE, D
al £)
a
fb(r>>a)=——*b—c—1Sin(Cb(r)+%) (B35)
[ p2cry J4
bt E)

{lry= [d:«/ PICE,D)

Die Eigenenergie wird mit der Bohr -Sommerfeld — Quantisierung bestimmt:

b E)

ya’tv' PXE,t =(n+§)zr n=20,1,

at E)

....... (B36)

POTENTIAL - ENERGIE

E/mo

Vo/mo

—— A ——B

A:L=106 fm , ro=200 fm , B:L =100 fm

=103 fm ; =0
mgp
Abb.B1l. Die Energie des tiefsten gebundenen Zustands gegen die

Potentialtiefe
(TabelleA.12). Die Energie sinkt monoton mit wachsender Potentialstérke.
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Hier ist zu beachten, dass f,(r) die asymptotisch ( fir »— «) gegen Null gehende

Losung der Klein - Gordon— Gleichung ist

a
fLilr= uo)=—c—,7£’exp(-é'b(r))
[- p2cr 14
(,(r) = Idt«/-pg(E,t)

b E)

(B39))

Der Wertebereich der Eigenenergie ist: - M ;< E <M = Hier liegen gebundene Zustdnde.

Die Viererstromdichte wird ausgedriickt [ Gref? 1

ie . O o . . e? .
{‘P ax#BU-HU—a—xT‘P }-— po Ay‘f’?’

4 T
Die Ladungsdichte ist dann

_o_de g0 I S
P=Jo=Tm, {‘If w¥-Pa ¥ } - m AEY

RADIUS - ENERGIE

L=10% fm , —2>=- , =—=0 , m=%1 , n=0

(B40)

(B41)

Abb.B3. Die Energie des gebundenen Zustands mit der magnetischen Quantenzahl m = +/
gegen den Radius des Zylinders ( TabelleA.13 ). Verkleinert man den Radius r, des
Zylinders, so tendiert die Eigenenergie asymptotisch nach einem bestimmten Wert der

Energie.
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Ein stationire Zustand der Klein — Gordon Gleichung hat die Form
¥ = exp{ -iEt } y( r) eximy gtk (B42)

Wobei | El die Energie des Teilchens bedeutet. Wir betrachten ein negativ geladenes
Teilchen in einem elektrostatischen Potential des Strings (2.70) und (2.71): V' =ed, <0

e
m,

plr) = { E-V(r)} x(rxycr (B43)

Wo immer die potentielle Energie groe Werte annimmt, so dass £ > V(r) wird, hat die
Ladungsdichte umgekehrte Vorzeichen gegeniiber der Teilchenladung. Die physikalische
Bedeutung dieses Vorzeichenwechsels von der Ladungsdichte in starken Feldern kann man
nur im Rahmen der Feldtheorie richtig verstehen, wo die Teilchenzahl variabel wird.

Zu beachten ist auch, dass fiir Pionen als Bosonen das Pauli — Prinzip nicht gilt und somit ein
Zustand im Prinzip mit beliebig vielen Pionen besetzt werden darf. Das gilt nur insoweit die
Pion — Pion — Wechselwirkung vernachldssigt wird. Die Wechselwirkung der Pionen
untereinander verhindert letzten Endes die unendliche z* -7z - Produktion,
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