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C. Veérmilchte 'Abha,ndlungen. |
Dbér- die Beriiheung fofter laftifehior Kérpor und tiher dio lirto.
‘Von Dr. H., Hertz zu Berlin,

Werden zwei elaftifche Korper gegeneinander geprefst, fo berithren fie fich nicht
in- einem mathematifchen Punkte, fondern in einem Xkleinen aber - endlichen Teile ihrer
Oberflichen; welchen Teil wir die Druckfliche nennen wollen. Die Geltalt und Grofie
diefer Flache und die Verteilung der Spannungen in der Nihe derfelben find mehyfach
inbetracht gezogen worden (Winkler, Lehre von der Elaltizitit und Foltigleit, Prag 1867,
I, 8. 43; Grashof, Theorie der Elaftizitit und PFeltigkeit, Berlin 1878, S. 49—584), die his-
herigen Beftimmungen aber find teils angeniherte, teils fogar bebaftet mit nicht bekannten
Erfahrungskoeffizienten. Indessen ift das Problem auch einer exakten Lofung fihig, und
. ich habe die beziiglichen Rechnungen im 92. Bande des Journals fiir reine und ange-
wandte Mathematile, S. 156, mitgeteilt,. Da der Gegenftand in einigen Punkten ein
welentlich technifches Interesse hat, erlaube ich mir, denlelben hier etwas vollftindiger
mit -einem die Hirte befreffenden Zuflatz zu behandeln, den Beweis fiir die Richtigkeit
der die Grundlage bildenden Formeln will ich zunichft kurz reproduzieren,

Wir denken uns die beiden Kérper zunichlt in mathematifche Bervihrung gebracht,
die gemeinlame Normale fillt dann zulammen mit der Richtung des Druckes, welchen
der oine Kérper auf den andern ausiibt. Tn der gemeinfamen Tangentialebene - denken
wir uns das rechtwinklig geradlinige Koordinatenlyltem der #y eingetragen, dessen Null-
punkt mit dem Berithrungspunkte zufammenfalle, die dritte dazu fenkrechte Koordinate
foi 2. Wir konpen unlere Aufmerlfamlkeit befchrinken auf denjenigen Teil der Eérper,
‘welcher dem. Beriihvungspunkt fehr nahe liegt;, da hier die Spannungen auBerordentlich
grof (ind gegen die im fibrigen auftretenden und daher auch nwr zum Kleinften Teil
abhiingen von den in den ibrigen Teilen dor Korper angreifenden Kraften. Ks geniigt
daher die Geftalt der Oberflichen in unmittelbarer Niahe des Berlihrungspunkies zu
kennen. - In erfter Annitherung, fobald wir némlich unfer Augenmerk nur auf jeden der
Korper fir fich richten, konnen wir fogar die Oberflache derfelben m?t der gemeinfamen
Tangentialebeno # = o, und die Richtung der Normalen I.Dit der z—Rmhtung. zufam.:‘men-
fallen lassen; in zweiter, fobald es nimlich auf den Z\Vlfche.nraum der. beiden K.orper
ankommt, reicht es aus, in der Entwicklung der Fl‘s‘wh.engl?mhungen die quadratl[‘(.zhen
Gliedor in @ und y beizabebalten, Der Abltand gegeniberliegender Punkte der beiden
Oberflichen wird dann cbenfalls eine homogene Funktion zweiten Grra,tlles der zn'den
Punkten gehorigen z y fein, wir kinnen unler Syftem der vy l'odrehe.m, da}fs aus dieler
Tunktion das Produkt in @y hevausfillt, nach Vornahmo dlefel; Operation fei dgr Abltand
der Oberflichen gegeben durch die Gleichung e =4+ By®. 4 und B missen not-
olbe Zeichen haben, da e niché durch Null hindurchgehen kanu; ziehen wir

wendig dass : ) . Aol e
die Kurven, fir welcho ¢ den gleichen Wert hat, fo erhalten wir ein Syl‘t;:f iihnlicher

*
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Tlliplen, deren Mittelpunkt der Nullpunkt ift. Unfere Aufgabe befteht nun darin, cine
folehe Form fir die Druckfliche und ein folehes Syftem von Verfchiebungen und Span-
‘pungen in ihrer Nihe anzugeben, dafs: 1) diele Verfchiebungen und Spannungen den fiir
das Gleichgewicht elaftifcher Korper gelténden Differentinlgleichungen geniigen, und dafs
die Spannungen in groBer Entfernung von der Druckfliche verfechwinden; dafs 2) in den
beiden Oberflichen die Tangentialkomponenten der Drucke iiberall verfchwinden; dafs
8) in der Oberfliche auch der Normaldrvuck auBerhalb "der Diuckfliche verlchwinde,
innerhally derfelben abor Druck und Gegendruck gleich foien, und zwar muls das Integral
diefes Druckes, genommen iiber die ganze Druckfliche, gleich fein dem vorher fefltzu-
[otzenden Gefomtdruck p; dals endlich 4) der infolge der Verfchiebungen geiinderte Ab-
ftand der Oberflichen Null werde in der Druckfliche, und gréfer als Null bleibe auber-
halb derfelben. TUm die letzte Bedingung genauer zu formulieren, fleien &, 4, & die
Verlchiebungen in Richtung der #y# in dem einen Korper, &, g, & diefelben fiir den
andem; in jedem feién fie berechnet inbezug auf die von der Druckftelle entfernten,
undeformierten Teile der Korper,.x bedeute die durch den Druck veranlafste Anniherung
diefer Teile. Es haben fich dann zwei belishige Punkte der beiden Korper, die gleiche

Anniherung mufs jnnerhalb der Druckfliche den vorher vorhandenen Abftand 44+ By?
~ aufheben, alfo mufs hier fein § — & = ¢ — 42? — By? wihrend im brigen in den Ober-
flichen § — & > @ — A2®— By® foin mufs. Diele fimtlichen Bedingungen lassen fich nur
durch ein einziges Syftem ,von Verfchichungen befriedigen, ich will diefes Syftem an-
geben und nachweilen, dafs dasselbe allen Anforderungen geniigh. - :
‘ * Als Druckfliche nehmen wir eine Ellipfe, deren Axen zufammenfallen follen mit
denen der Elliplen ¢ = constans, deren Geftalt aber langlicher als die jener ift. Die GroBen
der Halbaxen ¢ vnd b dexfolben behalten wir uns vor [piter zu beltimmen. Wir definieren
zunich(t eine Funktion P durch die Gleichung:
’ 3 . < gl _ y2 _ fi
p_ 3D PRy R Dy Sy
16w Ve T B0
worin die untere Infegralgrenze « die pofitive Wurzel der kubilchen Gleichung -
0=1—2 ¥ __ &
| ) et Pu w o '
fein foll. Dio Grofe » ifi dann eine elliptifche Koordinate des Punktes sy s, fo ift
I;onftant in gewissen Elliploiden, die mit der Druckellipfe gleiche Brennpunkte haben
+ und it Null in allen Punkten, die der Druckflichie unendlich nale liegen. Die Funktion P
hat eine einfache Bedeutung in der Potentialtheorie, fie it das Potential eines unendlich
abgeplatteten, gravitiorenden Eilipfoides, welchies die Druckfiiche ansfillen wiirde, in der-

~ felben Theorie twird bewiefen, dafs es der'Diferentia]gleic]nmg 4P = &P &P @P

——

B N - o » . d$2+aj§-+_dgg=0
_.-g._enugt. .Aus dielem P leiten wir nun zwei Funktionen 7 ab, deren eine fich auf den
. emen, die andero fich auf den andern Korper bezieht, und zwar fol] fein: ' -

1 1 7 | FN
e Ll(n 1 o 1/
, KI(P l_+2®10f1’d3), - m_—m(gp-—mjpdg).
' 0

ik,

Koordinaten #, y befitzen, dureh den Druck geniihert wm die GroBe ¢ —§ + &, diefle

Uber dic Berﬁhrﬁng felter elai'ti[‘dher’ Korper und iiber die Hiirte. 4p1

Hierin follen X und @ die Elaftizititskoeffizienten der Kérper bedeuten in der Kirchhoff-
fchen Bezeichnungsweile. Der gewdhnliche Elaftititsmodul Z ift durch diele Koeffizienten

- ‘ . ‘ ‘
ausgedrickt =2 K %, das Verhiltnis der Querkontraktion zur Liingsdehnung ift”

W= T+@—26 Fir die Korper, welche dem (lafe oder Stahle Hhnlich find, ift dies Ver-
hiltnis nahezu 3, daher @ nahe gleich 1, und K nahe gleich 2 B, fiwr wenig kompressible
Korper ift es nahe an %, alfo hier ® =co, K= +E. In unfern Formeln wird. itbrigens
eine belfondere Kombination von K und @ die Hauptrolle fpielen, fiir welche wir deshalb

eine belondere Bezeichnung einfiihren. Wir ‘jfetzen 9 = —K%_((TI“—’{% Tn Korpern, die
' A et .4 82 N . 3 4
dem Glale #hnlich find, ift alfo & =37 =7F in allen Kérpern liegt & ,zwll'ghen Yk und ol

da @ zwilchen 0 und oo liegt. Inbezug auf die J7 ift zu bemerken, dals dielelben, nach

obigen Formeln berechnet, unendliche Werte annehmen, aber ihre Differentialquotienten,

und nur auf diefe kommt es uns an, find endlich. Wir hatten nur ndtig, den 27 unend-

liche Konftanten von passender GréSe hinzuzufiigen, um ihnen felblt endliche Werte zu

verleihen. Durech einfache Differentiation, unter Bertickfichtigung, dals #P =0, findet
2 dP 2 dP

man 41 = — T, s dﬂ},= % de Wn nehmen nun fiir die Ver[chiebungen in
den beiden Kérpern folgende Formen an: _ .
d It - dI d I, :
§ = -d_wl’ n = —037.1’1’ &= —63—;4‘23113
4m _ am ., 4I%
§2="_ﬁ: ’7]2=—"d'—?f: §3—'—“W—219'3.P,

aus welchen folgt: L ‘ .
o dg dn AL g o P _ . 2 4P . 2 4P
0’1=3%+d'“?+a—j=4m+2&13}'_K1(1+2@1)d._e’ R= TR A+26,)ds
Dies Syltem geniigt sunichlt den Differentialgleichungen fiir das Gleichgewieht,
denn man hat: L L iim 2 P : :
; _ o - _
| A5 + (1+2@1)ﬁ%—ﬂr+ﬁm =0,

und entfprochende Gleichungen gelten fiir & 7 7o; und auch fir die ¢ findet man dasselbe
Relultat, wern man berickfichtigh, dals « P = 0 ift. Fir die f:ang'en!:lalen Komponenten
des Druckes auf die Oberfliche (s = 0) finden wir, wenn wir die Indizes fortlassen:

: - d PO 4 4P\ _ o BP _
.Xz="-—K(ﬁ"'“*g'):.‘flf(?dwdz‘“”dx =2 !
a3 11

“\dx  de
dq . dt | [ 0098 _o, #P _ 5
-1;;_--1{(3—2-+@)=-"K(?¢yd3 Ty ) =gy

F

wie es die zweite Bedingung'fordert.
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. bezieht. Zun'zichft ift {iberhaupt:

fiir » allgemein: -

: Etwas mehr Mihe macht der Nachweis, "dals der dritten Forderung gentigt ilt.
Wir lassen wieder die Indizes fort, da die Rechnung (ich aleichmiBig anf heide Kdrper

. a _ @#o 20+36) 4P\ _, a#P _ ,dP "
4=—‘21?(23‘§’*“@“).*_2K{dz=+K(1+2@) R et 7
ap |

allo in der Oberfliche Z, = — 2—~—, Nun erhiilt man unter Beriickfichtigung der Gleichung

dz

dP_3p f“‘ 2}
de 8"  AVaT+ A 0T F A4
v |
und es wird alfo in der Oberfliche wie es foin muls %1;) und alfo aunch Z; gleich Null,

wenigfltens auflerhalb der Druckfliche. In der Druckfliche, WO % = 0, nimmt der Aus-
druck die Form 0.co an. Das gewohnliche Verfahren zur Feftfetzung des wahren Wertes
einer folchen Form ergiebt:

L
ar __ 3p dz ) e A AW
da—-—mn’ ﬂlro-da-‘fur u=0:2 ———Zl'z(l'—"a'i"—"m') ﬂt’

._‘- dP__ BP' xa yﬂ
L= 2 =gah ) Tt

Hierin kommt keine Grofe mehr vor, die einen Index tragen konnte, es ift alfo in der
Druckflache Z, dasselbe fiir beide Koérper, es ilt alfo hier Druck und Gegendruck gleich.
Endlich ift das Integral von Z, iiber die Druckfliche gleich dem 41_1; -fachen Inhalt eines
Elliploides mit den Axenlingen 1, a, b, alfo gleich p, und es erhilt allo der Gefambdruck
inderthat den Wert, welchen wir forderten.

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dafs auch der vierten Bedingung durch passende
Beftimmung der Halbaxen ¢ und b geniigt wird. Zu dem Ende bemerken wir, dafs man hat:

a4 _ g AP

diL['s al[‘cf fir die Obexflichen wird E;'——_.% & P und §, = 9 P. Da nun innerhalb der Druck-
flache die untere Integralgrenze % konftant, nimlich « = 0 ift, fo nimmt innerhalb der-
felben P die Form P == L— Mx? — Ny? an, und es ift daher nur nitig, @, b und « fo zu

. beftimmen, dals (4 + %) M= A, 9+ 9) N=B, ($,+ %) L=1q wird, um der Clei-

‘(}h|ung C{'-* p=a— Ag®*— By® zu geniigen, diele Beftimmung aber ift immer méglich.
Die Gleichungen fiir ¢ und » lauten explicite gefchrieben:

'I)f du __ A 16z [ du __ B 16x
. Vo* + w)® 0¥+ w) u htd 3p7 / Vad+uw) QP +uyu Hh+& 3p°

Es lalst fich fehlioflich leicht zeigen,

au!.?:erhalb dpr Drucl‘d.lache geforderte Ungleichheit exfillt ift, da der Nachweis die
Wiederholung komplizierter Integrale erfordert, ihergehe ich denfelben,

dals auth die keineswegs unwefentliche, |

&

e

Uber die Beriihrung fefter claftifeher Kérper und ifber die Hiirte. 4h3

Unfere Formeln bilden allo die richtige Lofung des gefltellten Problems und wir
konnen uns ihver bedienen, um die hauptfichlichften, inbezug auf den Gregenftand zu
ftellenden Fragen zu beantworten. Zuniichlt ilt notig, die Beltimmung der GroBen o und b
weiter zu filhren, denn die bisher fiir diefelben gefundenen Gleichungen find nicht ohne
weiteres aufzulofen, und es find im allgemeinén nicht einmal die GréBen 4 und B
explicite bekannt. Ich nehme an, es feien uns gegeben die vier Hauptkriimmungen
(reziproken Hauptkritmmungsradien) der beiden Oberflichen, fowie die gegenleitige Lage’
der Ebenen derfelben; feien die erfteren g, und e fir den einen, gy und gep filr den
andern Korper und es [ei o der Winkel, welchen die Ebene von g derjenigen von gy
pildet. Die o loien pofitiv gerechnet, wemn die zugehorigen Mittelpunkte im Tonern des
botreffenden’ Korpers liegen. Unfer Syftem der 2y liege fo, dafs die @z-Ebene mit der
Ebene von g, den einftweilen unbekannten Winkel o' bildet. Dann find die Gleichungen
der Oberflichen diele: ' |

2 2 = g11 (2 €08 ' + ¥ sin @) + g1z (¥ cOS ' — @ i1l w')? »
9 2y = — gy (@ €08 [0 — @] -+ y sin [0 — @])® — gee (¥ cOS [0 — @] — & 3in [o' — w])%
Die Diffexcnz 2, — # giebt den Abftand der Oberflichen, [etzen wir dielelbe
— Ax®+ By® und nun rechts und links die Koeffizienten von z% zy, y* gleich, o erhalten
wir 3 (leichungen fir ', 4 und B, die Aufldlung derfelben ergiebt fir den Winkel o,

der offenbar die Lage der Axen der Druckellipfe zu den Flachen beltimmt:

2 ot = sin 2 @ (g1 — @o2)
T bu— ot (021-— 022) COS 2 @

2(4+B)=gy+oetontom o | |
2l —B)=— ]f/(én - 912)9 + 2 (o — 012) (21 — 023) COS 20+ (@21 — 020)%. .

, und filr A wd B

Fir das Folgende ift es bequem, ginen Hillfswinkel =, einzufithren durch die

‘ —B .
Gleichung cosz = —i —5 ift dann

g T z
2 A = (g - o1+ ot + @) sin? 5, 2B = (en + 012 T go1 7 gn) €087 5

Dielo Werte wollen wir in die Gleichungen fir ¢ und b einfetzen, gleichzeitig: jedoch dio
Tntegrale in denfelben in der Waeilo umformen, dafs wir in der erften # = #%2% in delf zweiten '

w = a%® fotzen und das Verh&ltnis - mit & bezeichnoen, wir erhalten fo:

1 ® d# __'_:éfgn‘i“gtig'l‘lgm—i-elzsins%
7""‘.[ VI + 225 (L+5) 3p Gy iy :
1] . R

dmoyut oo o 0¥
=8 A% 0083

12 . de
) ! (1 + -"—) AL+
0 k - .
Dividifen wir die Gleicktingen durcheinander, fo erhalten wir eine neue, in der nur noch

% und = vorkommen, & ift allo Funktion lediglhich von = und. das Gleiche gilt allo von




v wir o durch Ausfihrung der Multiplikation mit 9
’ Denken wir uns fiir 4 foinen Wert eingefetzt, [0 erkennen wir, dafs « einen Zahlenfaktor
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(ien noch in den. Gleichungen vorkommenden Integralen. Weun wir diefelben daher in

der Weile auflsfen, dafs wir fchreiben:
' B

8 : .
.“a=..-l/ 3_2)(19"1'}"'9'3) b#” 31)(&1‘1"19‘2)
| _ M 8 (o + @13 + 021 +02)" 8 (011 + 015 + 021 + 022)

fo lind u und_":y iediglich ‘abhiingig" von 7, alfo von dem Axel}vérh&ltnis der Ellipflen
¢ = constans. Die inbetracht kommenden Iutegrale lassen [ich [imilich zuriickfiiliren
auf ganze elliptifche Integrale erfter Axt und deren Differentialquotienten nach dem Modal,

‘konnen allo mittels der Legendrelchen Tafeln ohne neue Quadraturen gefunden werden.

Indessen find die Rochnungen weitliufig und ich habe deshalb die unten gegebene®)

Tabelle herechnet, in welcher zu zohn Werten von = die 'zugehijrigen @ und » fich finden,.

die Interpolation zwilchen diefen Werten wird wohl immer geniigende Genauigkeit bieten.
Unfer Refultat kénnen wir dahin zufommenfassen: Die Geltalt der Druckellipfe ift einzig
bedingt durch die Form der Ellipfen ¢ = constans, bei gleicher Geftalt find die linearen
- Dimenfionen derfelben proportional der dritten Wurzel aus dem Druck, umgekehrt pro-
- portional der dritten Wwrzel aus dem Mittelwert der Kritmmungen, fowie propoxtional
der dritten Wurzel ans dem Mittelwert der elaltilchen Koeffizienten %, alfo fehr nahe
- proportional der driften Wurzel aus dem Mittel der reziproken Elaltizititsmodule. Zu

- bemerken ift noch, dafls der Inhalt der Druckfliche unter fonft gleichen Umftinden zu-

nimmt, jo linglicher ibre Geftalt ift; denken wir uns alio von zwei in Berithrung Defind-
lichen Kirpern bei gleichbleibendem Druck den einen um die gemeinfame Normale gedreht,
fo wird die Grofle der Druckfliche ein Maximum, der mittlere Druck pr. Flicheneinheit
ein Minimam in derjenigen Lage, fiir welche das Axenverhiltnis der Druckellipfe am
. meiften von 1 abweicht, ‘

Unfere nachfte Frage betrifft die Einfenkungen; welche die Korper erleiden und
_die Anniiherung, welche fie infolge des Druckes erfahren; wir haben die letztere « ge-

nannt und jhren Wert fchon gleich (% + 9y) I gefunden, indem wir das Integral I ein
wenig umformen, erhalten wir: X : ‘ L

Ot——_,-ahg.‘&’—#&?f _d# .
BN e )

‘kAls \Ein[‘er.lkungen kénnen wir passend die Anniherung des Mittelpunktes an die ent-
fernten Teile der Korper bezeichnen, wir erhalten die Werte derfelben fobr einfach, indem
+ 9 in zwei Summanden zerlegen.

enthillt, welcher von der Geftalt dgr Druckellipfe abhangt, dafs tibdigens bei gleichem
o W.erte diefes Faktors o proportional ift der + Potens des Druckes, der 2 Potens des
Mittelwerts der Koeffizienten 9, fowie der dritten Wurzel des Mittelwerts dor Eriimmungen.

w —— ] b
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Werden eine oder mehrere diefer Krimmungen unendlich [tark, fo worden Anniherung
und Einfenkungen unendlich groB, diefe Folgerung wird hinlénglich erlintert durch die
cindringende Wirkung der Spitzen und Schneiden. '

Wir hatten angenommen, dals die Druckfliiche fo kloin fei, dafs die undeformierten
Oberfliichen in einem gegen . die Druckfliche groBen Bereich fich durch eine Fliche
zweiten Grades darftellen lieflen. Nach Ausibung des Druckes konnen wir eine [olche
Vorausfetzung nicht mehr machen, inderthat wird auBerhalb der Druckfliche die Ober-
fliche fich nur durch eine verwickelte Funktion darftellen lassen. Ks. zeigt fich aber,
dafs innerhalb der Druckellipfe die Oberfliche mit derfelhen Annitherung wie'vorher eine
Fliche zweiten Grades geblioben ift. Man hat hier néimlich einmal §; —§ = & -— da* — By?®
= — 2 + 2, andererfeits § =" P, =" P, allo &:{ = H:9, drittens hat man

als Gleichung der deformierten Oberfliche s = & +§ =#, 4 &3 aus diefen folgert man

leicht unter Vernachlissigung einer Konftanten (& + &) 2= Iy + H 2, welche das
ausfpricht, was wir beweilen wollten; fie zeigt auBlerdem, dals [ich die gemneinfame Ober-
fliche nach der Deformation zwilchen die beiden urfpriinglichen Oberflichen legen lifst,
und der Oberfliche desjenigen Kdrpers shnlicher ilt, dessen Elaftizitatsmodul der grofiere
i, Bei Berihrang von Kugeln gehort die Druckfiiche gleichfalls einer Kugel an, bei
der Beriihrung zweier Zylinder mit gekveuzfen Axen einem hyperbolifchen Paraboloid.

Wir haben bisher von den Formverinderungen gelprochen, wir ziehen jetzt die

Spannungen inbetracht. Den Normaldruck in der Druckfliche haben wir fchon gefunden:
3p gt ¥t

Sabn LT FE T |
Derfelbe nimmt allo zu vom Rande aus gegen die Mitte, wie die Ordinaten eines iiber
der Druckellipfe ftehenden Ellipfoides, er ift Null am Rande unc.l in der Mitte andertl'mlb-
mal fo groB, als wenn der Gelamtdruck fich gleichmafig tber die Druckﬂé‘whe.verbreﬂ:ete.
AuBer Z, lassen [ich noch die beiden andern Hauptfpannungen im Nullpuukte in endlicher
Form darftellen, es geniige anzugeben, dafs dies gleichfalls Drucke von der Ordnu:ng von
Z, find, dio fo ftark find, dafs, falls das Material iiberhaupt ko'mpress.lbel ift, es in allen
drei Richtungen zufammengedriickt wird, Ift die Druckfigur ein Kreis, fo verhalten fich

Zy =

. 1440, Tnidie ia 2. ‘o Verteilune
diefe Brifte zu Z, wie m L, fir Glas beildufig ebwa wie 6 :1. Die Verteilung

der Spannungen im Innern hiingt ab von der Form dler 1.)1‘uc-kellip['e, auBerdem .aber am?h ‘
welentlich von dem Elaltizititskoeffizienten @, fo dals fie eine ganz .andere .i'em'kann in
dem einen und dem andern zweier lich berirenden Kérpor. V'erglemhex.l. wir die Span-
nungen in demfelben Material bei gleicher Geltalt aber ungleicher Grofie der Druck-
elliple und: verlchiedener Grofe des Drucls, fo fehen wir, 'daJ‘s ch'e Spannungen in [olchen
Punkten, welche zur Druckfliche fhnlich liegen, 1)1‘0p01't10na{ ﬁfld; aus den belannten
Spannungen fir den einen Fall erhalten wir d_xe Spam.mngen fiiw ?,th‘mh gelegene Punlkte
dos ‘zweiten Falls, indem: wir evftere mpltizipheren Imt dem Verhaltms. der szfamtd.ruoke
und dividieven durch das Verhiltnis der Drgckﬂacl‘len. Den.ken wir Z\YGI beft.lmmte
Kérper in Beriibrong und nur den Druck zwifchen 1]1.11911 variabel, fo wiichft die Be-
' dritte Wurzel aus diefem Druck.

: ‘ fals wie o
anfpruchung des Materials wie ¢ .
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_ Is ift fchlieflich wiinfchenswert, ein anfchauliches Bild von der Verteilung der
Spanmungen im Innern zuw erhalten, die Formeln [ind indes viel zn verwickelt, als dafs
es mdglich wire, ein folches olne weiteres aus denfelben abzulefen. Man kann indessen

durch Betrachtung der Spannungen in der Nihe der ¢-Axe und der Néhe der Oberfliche

sine angenitberte Vorftellung von diefer Verteilung erhalten. Das Relultat lifst. fich etwa
durch die folgende Befchreibung und die beiftehende Figur wiedergeben. Lotztere ftellt
einen Schnitt durch die #-Axe und eine Axe
der Druckelliple dar, gegeneinander gelkehrte
Pfeile bedeuten einen Zug, von einander ge-
kelrte einen Druck, die Figur bezieht [ich
auf den Fall, dafs @ = 1. Das Stiick A BDC
des Korpers, welches vorhor eine Brhéhung
iiber der Druckfliiche bildete, ilt nunmehr
wie ein Keil in den Korper hineingeprelst,
es pflanzt daher den Druck nicht nur in
: gerader Richtung 4.E, [ondern auch, wenn
anch nicht mit gleicher Stirke, in den [chriigen Richtungen 4F und A4 G fort, die Folge
davon ift, dals das Element 4 auch in feiflicher Richtung kriftig komprimiert wird,
andeverfeits . die Teile bei F und @ das Beltreben erhalten, fich von einander zu ent-
fornen wnd fo die zwifchon ihnen liegenden Teile fpannen. Es herrfcht alfo auf dem
Flachenelemente, deven Normale die x-Richtung hat, bei 4, Druclk, der, wenn wir ins
Innere gehen, auf Null finkt und in Zug tibergeht, welcher fchnell ein Maximum erreicht
und daon mit wachfender Entfernung wieder auf Null abfinkt, Da die bei 4 befindlichen
Teilo auch in feitlicher Richtung komprimiert find, fo miissen fimtliche Punkte der Ober-
flicke dem Nullpunkt genihert und alfo in der Richtung auf denfelben angelpannt fein,
inderthat geht der bei 4 in Richtung der 2 herrfchende Druck, wenn wir auf der -Axo
fortlehreiten, noch innerhalb der Druckfiiche in Zug fiber, letzterer erreicht in der Nihe
der Grenze derfelben fein Maximum, wmn dann wieder auf Null abzufillen. Die Rechnung
ergiebt, dals fiir @ =1 diele Zugkraft bedeutend gréfer ift, als die im Innern wirkenden.
Was den dritten Hanptdrock, welcher fenlrecht zur Zeichnungsebene ift, anlangt, fo ift
dexfelbe in der Axe matiirlich von derfelben Axt, wie der in Richtung der = herrfchénde,
in der Oberfliiche ift er ein Druck, da hier fimtliche Punkte dem Nullpunkt genshert find.
Iﬂ; das Material inkompressibel, fo vereinfacht fich das Bild; da ndmlich die Teile bei A4
nicht zofammengehen, fallen die Zugkrifte in der Oberfliche fort,
. Wir erwithnen noch kurz die Vereinfachungen, welche die Formeln erlangen
~ lobald die beviliwrenden Flichen Kugel- oder Zylinderflichen, die lings einer erzeugender:
Graden zufammenftofen, find. Tm erfteren Talle ilt einfach
- 0y = Q22 = 0y, 2llo wird:

3
G b= ]/M_@, o = 22 (1 + Sy)

: Nicht ganz fo divekt ergiebt fich die Formel fir die Berithy i i

e - gans : g : ung zweier Zylinder.

L Wn lasson hier die grofie Axe der Ellipfe 4 unendlich werden, dann miissen wﬁ auch

b=p=y=1, g = g5 =gy,
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den Gelamtdruck, » wunendlich werden lassen, wenn der Druck auf dic Lingeneinheit des
Zylinders endlich werden [oll. In der zweiten der Gleichungen I) haben wir dann

B = 9.1.{!2;-@3, ferner kénnen wir u gegen a® vernachlissigen, a allo vor das Integral-

zeichen nehmen und [chlieflich fiir die unbeltimmte Grife %‘:— = '22 oine willkiixliche

endliche Konltante fetzen, wir wihlen als folche 4, es wird fich gleich zeigen, dafs
dann p»' den Druck auf die Langeneinheit des Zylinders bezeichnet. Das Integral dex
Gleichung lalst fich nun ausfithren, und dielelbe ergiebt:

—_— ‘
b= %ﬁ Fir den Druck Z, ﬁnﬁet man Z, = ?r% Voe—g2,
man kann nun leicht fich iiberzeugen, dafs p' die'ihm beigelegte Bedeutung hat. Die
Annitherung e wiirde nach unferer allgemeinen Formel hier logarithmilch upendlich
werden, der Sinn hiervon ift der, dafs fie nicht allein abhiingt von den Vorgingen an
der Druckftelle, fondern wefentlich bedingt ift durch die Form der ganzen Kérper, ihre
Beltimmung fillt daher auBerhalb des uns hier belchaftigenden Problems.

Teils um einen Beweié fir die Zuverlissigkeit "der gezogenen Folgerungen und
deren Anwendbarkeit auf wirkliche Verhiltnisse zu liefern, teils um ein Beilpiel fir die
Benutzung derfelben zu geben, will ich einige Verfuche belchreiben, die ich angeltellt
habe, wm die erlangten Formeln mit der Erfahrung zu vergleichen. Die Varl‘uf:he wux:den
in der Weife ausgefiilhrt, dafs die beiden inbetracht kommenden Korper .nnttels emt?s
horizontalen, einarmigen Hebels aneinander gedriiekt wurden, an dessen freiem Ende die
den Druclk beltimmenden Gewichte hingen, und an welchem in der Nahe des Drehpunktes
der eine der Korper befeftigh war. Der andere, welcher die Unterlage bild?te, wa.r-"mit
einer moglichft diinnen Rubfchicht dberzogen, welche die Geltalt der Druckfliche Zl'Il'lJ.c.k—.
halten folite. Der Hebel mit feiner Belaftung wurde mittels einer Schraube vorﬁc'htlg auf
die Unterlage herabgelassen und wieder von derfelben abgehoben. War der Verluch ge-

fto der Rub nicht verwifeht, fondern nur plattgedriickt fein, in durch-

lungen, lo dur ‘ i ] X
fa]lgnd:;m Licht lieBen fich dann die Druckftellen kaum erkennen, im reflektierten Licht

abor zeigten fie fich als glinzende kleine Kyeifo odex Ellipfen, die fich wuntorm Milrofkop
ziemlich genau messen lieBen. Die folgenden Angabon find immoer fchon das Mittol aus

5—8 Messungen.

Teh priifte zuniichft, ob die Dimenfionen der Druckfliche wichlen, wie die dritten

i : Hebel eine Glaslinle von 28,00 mm Radius
Wuarzeln aus dem Druck. Zu dem Ende war am ) 1 ‘
befoltigt, der kleine Hebelarm betrug 11,0 mm, der grofe 930 mm. Die Unterlage wurde

durch ‘oine ebene Glasplatte gebildet, an einem Stabe ans demflelbon Glafe war der

Rlafizititsmodul beltimmt und gleich 6201 kg/gmm gefunden. Das Verhilltnis dor

. ‘ 8
Querkontraktion zur Liangsdehnung fiir Glas ift nach Werthheim 0,89, daraus folgt @ =,

. Hierpach orgiebt uns unfere Formel den
— 9349 ke /qmm, 9 = 0,000790 qmm/kg ach, | uus un ‘
gm*chmessef/ées I,)mckkra,ifes in mm: ¢ = 036500, wenn p in Kilogrammen gerechnet

i io erfte Roihe in Kilogrammen dic Ge-
wird. In der folgenden Zufeymmenftellung gle}—Jt @e erffe Reihe in g iy
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ichte am Lnde des langen Hebels, die zweite den gemessenen Durchmesser der Druck-
fliche in Umdrehungen der Mikrometerfchraube, deren jede = 02787 mm war. Die dritte

3 .
Reihe endlich giebt den Quotienten ¢:Vp, diefe GroBe mufs nach dem Vorigen eine
Konltante fein.

? 02 104 106 [O8 |10 |15 |20 |25 | 3,0 | 85
a 156 1 2,030 2,08 1 259 | 268 | 3,18 | 352 | 8,00 | 8,97 | 402

3
A:Vp | 267 | 275 | 260 | 279 | 268 | 273 | 279 | 271 | 270 | 285

Inderthat bleibt allo der genannte Quotient bis auf UnregelmiBigkeiten konftant,
obgleich die Goewichte bis zum 15fachen ihres Anfangswertes variieren. Um den theoretifchen
. Wert dosselben zn erhalten, haben wir den oben berechneten Faktor 0,650 durch den
Millimeterwert der Schraube zu dividieren und mit der dritten Wnrzel des Verhiltnisses
des groflen zum kleinen Mebelarm zu multiplizieven; wir erhalten fo 2,85, eine GriBe,
welehe mit dom Mittelwert der Beobachtungen, namlich 2,707, faft villig zulammenfillt.

Teh habe zweitens die Sitze iber die Greftalt der Druckiliche gepriift, indem ich
zwel Glaszylinder, die den gleichen Durchmesser 7,37 mm befaflen, unter ver{chiedener
Neigung der Axen aneinander prefste. Nennen wir o die GroBe diefer Neigung, [o wird
boi Benutzung fritherer Bezeichnungen: g, = o, = o, 0y = g'% =0, allo 4+ B =y,
A-~B=-—gcosw, lonach der Hilfswinkel = w. Beltimmt mon daher fir cinen und
denfelben Druck die groBen und kleinen Axen der Druckellipfe bei verfehiedenen Neigungen,
‘di\{idiert dann die grofien Axen durch die dem Neigungswinkel zugehérige Funktion u,
d‘ie. Ileinen durch die zugehdrige Funktion », fo muls das Relultat aller dieler Divifionen

3 .
eirie und dielelbe Konftante fein, uwnd zwar die GrifSe 2]/%"%. Die folgende Taballe

glebt nun in der erften Spalte in Graden den Nei

i | gungswinl&l w, in den beiden folgenden
‘die gemesserien Werte 2 und 25 in Teilen des

: hier angewandten Okularmikrometers,
.dloren 96,0 ein Millimeter bedeuten, und in den beiden letzten die Quotienten 2a und 25

w 2a 24 ?__ 2_‘6_

' #o v
%0 40,6 40,6 40,6 40,6
80 45,4 36,6 40,9 410
0| 828 | 31 43 | 887
60 596 .| 26 400 | 885
50 12,2 264 . | .4l 41,2
40, 90,4 23,8 42,2 42,
30 110,0 21,0 - 40,3 424
20 156,2 - 18,4 C4lg ' 45,3
i0 ] 2746 Bo | 4ls | 479

Y.f ———g e -
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Die Quotienten ergeben allo in befriedigender Weile denfelben Wert, mit Aus-

nabme derjenigen fiir die kleinen Axen bei goéringer Neigung, Ks ift aber zu bemerken,

dals es Dol einer folchen Neigung #uBerlt [chwierig, die Zylinder fo aufeinander zu
bringen, dals die gemeinfame Tangentialehene genau horizontal werde, bei jeder anderen
Lagoerung aber findet sin geringes Gleifen des einen Zylinders am andern [tatt, welches
die kleine Axe ungebiihrlich vergroBert. Der Druck bei allen diefen Messungen betrug
12 kg, nehmen wir auch hier fir & den Wert 0,0005790, [o folgt aus den gemachten An-
gaben fiir die theovetilche Grofe der Konftanten der Wert 40,80, welcher mit dem Mittol
der aus a gefolgerten Werte, némlich 40,97, faft vollig ibereinftimmt, wihrend er von
dem Mittel der aus b gefolgerten, némlich 41,88, aus den erwithnten Grinden um eine
Kleinigkeit abweicht. - ' .

Ich habe [chlieBlich den Verfuch gemacht, auch die Abhingigkeit von den
Elaltizititsmodulen ‘experimentell zw prifen, indem ich eine Stahllinfe gegen ebene
Flichen verfchiedener Metalle prefste. Ich fand hier aber Schwierigkeiten in der Beob-
achtung; einmal nimlich ift es picht fo leicht, wie beim Glafe vollig ebone und glatte
Fliachen zu erhalten, zweitens lassen fich die Metalle nicht fo gut beruBen, drittens mufs
man fich, um nicht die Elaltizititsgrenze zu therfchveiten, auf [ehr Ileine Drucke be-
fehranken. Alles wirlkt zufammen, um nur unyollkommene Druckfignren zultande kommen
zu lassen, die dann bei der Messung der Willkiir ziemlich freien Spielraum geben. Ich
erhielt Weite, die durchgehends von der Ordnung der berechneten, aber mit zu groﬂe'n
Unficherheiten- behaftet waren, als dafs fie fich zu einer genauen Priifung der 'l‘h('aone
eigneten. Auch zeigen' die mitgeteilten Zahlen hinlinglich, dafs unfe-re FQl‘ﬂ}@lﬂ }cmPes-
wegs in der Luft fchweben, und werden [o die Anwendung rechtfertigen, die wir jetzt
von ihnen machen wollen, und welche den-Zweck hat, eine Klarvere Vorftellung von
und ein exalktes MaB fiir diejenige Eigenlchaft der Korper zu gewionen, welche wir
Harte m]a)n;ex;.lm‘te wird gewdhnlich definiert als die Feftigke?t, \v?lche dio I{'drp.er dfam
Eindringen von Spitzen und Schoeiden entgegenfetzen. Die Mineralogen haben fich

" begniigh, in derfelben eine nur nach mehr oder weniger angebbare Eigenfchaft zu [ehen;

fic nenuen hiirter denjenigen von zwei Korpern, welcher den andern ritzt Dafil,
dafs fich nach diefer Definition eine Reihenfolge aller Korper nafzh ihror Hérte her-
ftollen lafst, ift Bedingung, dafs,.wenn 4 das B uné‘l B dflS C ritat, flafs dann auch
A das C ritzt und nicht umgekehrt, ferner, dafs wenn eine Spltha alls A eine ebene I’la?;te
aus B ritzt, dafs dann nicht etwa eino Spitze aus B wiederum m. eine Platte von A 01{1-
dringt. Die Notwendigkeit des Zutreffens diefer Vorausfetzunggn iff Fucht von 'v01:nherem
erfichtlich, indessen hat die Erfahrung diefelben gerechtfel_‘_tlgt, eine quantifative Be-
fimmung der Hirte von irgend welohem Wort kann das erwahnte. Verfahren mch-t ge}.)en'
Eine folche zu finden, find ver{chiedene Verfuche gemacht.. Mufcll.enbroﬂe k maf die Hirie
durch die Zahl der Schlige, welcho er auf den Kopf eines Meﬂsel? fiihren ml,lrStZ’ 'u111n
aine Kleine Barre: des zu unferfuchenden Matena:ls.von gegebenen Dimenfionen gu It;lct-
fchneiden; won - das Jahr 1850 haben die Herren Crace-Calvert und Johnson die Hirte

beltimmt durch das Gewicht, .wel

ebener Endfliche von 1,25 mm Durchmesser in einer halben Stunde 3,6 mm tief in das zu

ches nétig ift, um eiren abgeltumpften Stahlkonus it
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unterfuchende Material einzutreiben; in einem 1865 erfchienenen Buche®) beftimmt Iewr
. Hugueny die gleiche Eigenfchaft durch das Gewicht, welches notig ilt, eine ganz be-
- [timmte Spitze 0,1 mm in das Material einzulenken. Neuere Definitionsverfuche habe ich
nicht kennen gelernt. Allen diefen Verfuchen lassen [fich folgende Vorwirfe machen:
1) Es ift das exreichte Mall nicht nur kein ablolutes, da zur Beltimmung der Ilirte eines
Korpers durchans ein hirterer erforderlich ift, fondern es ift vollltindig abhingis von
einer zufillig gewihlien Spitze; aus den erhaltenen Werten konnen wir durchaus nicht
[chlioBen auf die zum Eintreiben einer anderen Spitze notwendigen Kriifte; 2) da endliche
und dauernde Formverinderungen benutzt werden, fo treten elaftifche Nachwirkungen, die
doch mit der Hirte nichts zu thun haben, in nicht zu iberfchender GroBe in die Messung
¢in, wie die Finfihrung der Zeit in die Definition der Herren Crace-Calvert und Jolmson
nur allzu deutlich zeigt wnd es ift daler felblt zweifelhaft, ob die gemessene Hirte den
Kovpern unter allen Umltinden die Reihenfolge der. gewdshnlichen Hirtelkala giebt;
8) kann man nicht behaupten, dafs die fo gemessene Firte eine Eigenlchaft der Korper
in deren urfpriinglichem Zuftande ift (obgleich fie zweifellos durch denfelben bedingt ift).
Denn in der Lage der Messung rubt die Spitze fehon auf dauernd gedehnten oder kom-
primierten Schichten des Kévpers. |
Ieh will mm verfuchen, an die Stelle diefer eine andere Definition zu (etzen, welcher
man die gleichen Vorwiirfe nicht machen kann. Die Feftigkeit zunichft will ich nicht
beftimmt anfehen durch folehe Krifte, welche gowisse bleibende Anderungen hervorrufen,
fondern durch die groBten Krifte, welche eben noch wirken diirfen, ohne dafs (mit einer
gewissen vorherbeltimmten Grenanigkeit) Abweichungen von der vollkommener Tlaftizitit
vorkimen. . Da das Material nach Einwirkung folcher Krifte in [feinen Anfangszultand
mwiickkehrt, fo it die fo definierte Foftigkeit eine Grofle, die fich wirklich auf das
nelpriingliche Material bezieht, was man nicht in gleicher Weife von einer anders defi-
nierten - Feltigkeit ausfagen kamn. Das allgemeinfte Problem der Feftigheit. ilotropor
Kﬁrper witre nun offenbar die Beantwortung der Frage: Innerhalb welcher Grenzen
diiefon die anf ein Element wirkenden Hauptdrucke X,, ¥,, Z, liegen, damit die
Elaftizitatsgrenze nicht tiberfchritten werde? Denken wir uns die Xy, ¥,, Z, als recht-
winklig geradlinige Xoordinaten, fo wird es in dielem Syltem fiiv jedes Material cine
gowisse gefchlossene oder teilweife ins Unendliche auslaufende Fliche um den Nullpunkt
{geben, welcho der Elaltizititsgrenze entfpricht; die X,, ¥,, Z, welche den Punkten
innerhalb diefer Fliche zugehdren, werden ertragen, die Gbrigen nicht. Zunfchft it klay
dals, wenn wir fir ’das inbefracht kommende Material diefe Fliche oder die enti'prechendé
ﬁ;ﬂfﬁirﬁﬁﬁﬁguﬂ; gwl;:f;ntir}‘, lvir l'lc)hon ;ne Fragen, zn 'dereI} Lofung uns die
Geftalt und aus f*eg:ebenem M-Lt];ri'\(inn " _enn en(]lceTl wn: uns emne S--PltZe von gegebene:r
wach dom Vorigt:n P, - ; : Igfé‘gen‘ em_e]tftr andern Xo6rper gedruck.t, [o kernen wir
il unferfuchen, ob‘ uﬁter dcla?lfelf)lsn c;liﬁzmi[:u digtenflen Sl;mnung:en, o paben ello pux
(Xopy ¥y, Z;) = 0 entfpricht, um fagen zu kén;mn 90’5312;13 muikfe auBerI{alb -der F{ache
! 1, , elchem der beiden Korper

eine bleibende Deformation eintritt. Indessen ift zu einey Beftimmung jemer Flache bishex

' ;

) M. 7. Hugueny, Recherches expérimentales sur la duveté des corps,
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nicht einmal der Verfuch gemacht, wir kennen pur einzelne Punkte .derfelben; [o ent-
fprechen die Schnittpunkte mit den pofitiven Axen der Druckfeftigkeit, die mit den
negativen Axen der Zugfeftigheit, andere Punkie der Torfionsfeltigkeit; allgemein kann
man [agen, dafls jedéem Punkte der. Feltigkeitsfliche eine gewisse Art von Feftigkeit ent-
fpricht. Wir werden. daher aumeh die Hirte einem beftimmt angebbaren Punkt der
Feltigkeitsfiiche entfprechen lassen und ‘uns begniigen, die Lage diefes zu kennen, [o
lange uns die Gefamtform verborgen ift. Dies Ziel erreichen wir durch folgende Definition:
Die Harte ilt die Ieltighkeit, welche ein Iorper derjenigen Deformation entgegenletzt,
die einer Berithrung mit kreisformiger Druckfliiche entfpricht. Win abfolutes MaR abeor
fir die Héarte erhalten wir, wenn wir feftfetzen: Die Hirte eines Korpers wird gemessen
durch den Normaldruck auf die Flicheneinheit, welcher im Mittelpunkt einer kreisformigen
Druckfliche herrfchen mufs, damib in cinem Punkte des Korpers die Spannungen eben

‘die Elaftizititsgrenze erreichen. Um diefe Definition zu xechtfertigen, haben wir zu zeigen:

1) dals die in ihr nicht beriickfichtigien Nebenumftinde auBer Belang find, 2) dafs die
Ordnung, in welche fie die Korper nach der Hirte bringt, zufammenfillt mit der ge-
wohnlichen Firtelkala. Um das erfte zn beweilen, denken wir uns einen Kérper aus
dem Materiale 4 in Beriibrung mit einem Korper aus B, und einen andern Korper aus 4
in Berithrung mit einem Korper aus €. -Die Form aller Oberflichen an den Beriilwungs-
{tellen [oll beliebig fein, wir nehmen aber an, dafs die Dyuckfliche ein Kreis [ei, und dafs
B und ¢ hirter als 4 oder gleich hart feien. Wir kimnnen dann den Gelamtdruck in
beiden Berithrungen gleichzeitig fo von Null an wachfen lassen, dafs der Normaldruck
im Mittelpunkt des Druckkreifes beftindig in beiden Féllen derfelbe ift. Wir wissen,
dafs dann in beiden Fallen itberhaupt diefelben Spannungen gleichzeitig auftreten, gleich-
zeitig und in zw Druckiliche ihnlich gelegenen Punkten mufs daher auch die (.arl'te-
Uberlchreitung der Elaftizititsgrenze ftattfinden.. Wir wiirden daher auch aus beiden
Fillen fiir dic Harte diefelbe Grofle gefunden habel_} und diefe Hirte winrde demlelben
Punkte in der Feltigkeitsfliche entfprochen haben. Ubrigens ift klar, - dai‘:s die Elemerfte,
in wolchen die Uberfchreitung der Elaftizititsgrenze [tattfindet, fiir verfchiedene Materien
sine [ehr verfchiedene Lage zur Druckfliche haben kénnen, und dals die Lage der I—_Iilrte—
punkte in der Druckfliche eine fehr undhnliche fein Jeann. Es it n.och darauf aufmerkfam
zu machen, dals der zweite Xorper, dessen wir urs bedient, um die Hiirte von 4.z be-
[timmen, aus demfelben Material A baftehen durfte, wir haben allo zur Beftimmung der
Flirte eines Materials ein anderes {iberhaupt nicht niitig';‘ dies ilt der Umftanq, welcher
uns Dberechtigt, obige Messung als eine ablolute zu .bezewhnen. T.Im der.l zweiten P:mkt
7u erweilen, denken wir uns zwei Kdrper von veri‘c?uedenem Material an?manderge'druckt,
die Druclfliche fei ein Kreis, die nach unlerer Feltlotzung gemess?ne Hirte des einen H,
die Ileinere des zweiten A Lassen wir nun den D%'uck zwx[‘c}wn 11111(?11 wachl'cin, bis c.lor_
Normaldruck im Nullpunkt 7 eben iberfteigt, [0 W_’rd (_191' K_?l'P@l“ 1}1113 der IIcute 7?|9111¢
dauernde Winfenkung erfahron, wihrend der andere -mchf; tiber [eine Elaftizm‘tt?gmuztf
hinaus angeltrengt ift; indem wir die Korper nun Jmt })ass'(‘andem Druck.e ubelelllmfdel
bewegen, konnen wir in erfterem eine Reilo dau(?rncler Emc}rucke h(?l:VOl:]?;‘lnB'%q;} Wd,lu(;)nd
letzte:er, intalet bleibt, Tf der letztere eine Spitze, fo Jegnnen W fhe en Oagangﬁ‘ﬁ;
fchreiben als ein Geritztwerden des weicheren Korpers durch den hiirteren und es fi
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fonach wnfere Hirtefkala mit der mineralogilchen znfammen. Allerdings fagt unlere
- Theorie nicht aus, ob das Gleiche gilt fir alle die Berithrungen, bei welchen die Druck-
fliche elliptifche Geftalt hat, aber dies Schweigen ift gerechtfertigt. Man [elt leicht,
dafs, ebenfo gut wie unter Zubillfenahme einer kreisférmigen Druckfliche, man die Harte
- definieren konnte unter Zuhiilfenahme einer beftimmten Llliptizitat dervfelben. Alle fo
verfchieden definierten Hirten werden kleine Abweichungen in den numerifchen Werten
von einander zeigen. Entweder nun es [fimmt wenigftens die Reihenfolge. der Kérper in
den vorfchiedenen Hirtolkalen iiberein, dann ift unflere Feltletzang iiberhaupt im Einklang
mit der mineralogilchen, oder dies findet nicht [tatt, dann ift der Fehler auf Seite der
letzteren, da diefelbe danm eine beftimmte Hirtefkala tberhaupt nicht zu geben vermag.
Bs [cheint tibrigens [ehr wabr(cheinlich, dafs die Abwoichungen der ver(chieden definierten
Harten von ejnander nur klein ausfallen ‘wilrden, fo dals wir mit einem geringen Opfer
an CGrenanigkeit in dem Bisherigen und Kommenden die Belchrinkung auf cine kreisférmige
Druckfliche bei Seite lassen kénnten. Nur Verfuche kénnen fichern Auffchlufs geben.
Es fei nun H die Hirte eines Korpers und derfelbe fei in Beriibrung mit einem
andern, dessen Hirte groBer als . Dann ilt die Auslage, welche wir mit Milfe diefos
. Wortes machen konnen, die, dafs alle diejenigen und nur diejenigen Beriihrungen mit
kroisformiger Drnckfliiche ertragen werden, fiir welche ‘

8 .
. 3p _ 2 V3P (o1 + 01y + 091 + 025)° < . l
Z, = &, +5,)° = H, oder fiir welche

2 (0 + 01 F 03 + 03)° <™ H ift
(g + H)* = 24

Dio Kraft, welche nétig ift, um eine Spitze mit kugelfsrmiger Endfliche in die
. ehene Tliche cines weicheren Korpers eben einzulenken, ift proportional der dritten
Potenz der Mirte diefos letuteren Korpers, dem Quadrate des Krimmungsrading  der
Endfliche, fowie dem Quadrate des mittleren Koeffizienten & finr die beiden Korper.
. Um diefe Ausfage in bessers ﬁbel'einftimmung mit den tiblichen Beffimmungén der Hirto

zu bringen, kiémnte man verfucht [ein, letztere nicht durch den Normaldruek [elblt,
. fondern durch dessen dritte Potenz messen zu wollen. Abgelehen davon, dals die op-
- zougte Analogie eine fchoinbare wire (denn es wiirde immer noch nicht die Kraft, welche
. oine und diefelbe Spitze in verfohiedens Kérper cintreibt, dor Hirte der letzteren pro-
. portional fein), widerfpriche diefes Verfahren der Kon[’equenz; da es die Harte aus der
. Reihe der tibrigen Feltigkeiton herausrisse, ‘
¥ Obgleich fich unfere Folgerungen auf Schliisse (tiitzon, welche durch die Exrfahrung
- gub Deltitigt werden, fnd fie doch [elber einer Priifmg durch die Erfahrung felr be-
- diirftig. Denn es konnte fein, dafs die wirklichen Koérper den 'Vorfte]lurigen der Homo-

f genitit, \véltha wir zugrunde gelegt haber, fehr wenig entfprechen; es iff ja’ bekannt
. genug, dafs die Foltigkeitsvorhdltnisse in der Nihe der Ob

Korper. Ich felber
fhnlichen Kérpern

habe mir wenige Verfuche am Glafe angeftellt. Im Glas und allen

P ‘ . erfliche, auf welche es wns -
- mer ankommt, hiufig ganz andere find, als diejenigen im Innern dor
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belteht die erfte Uberfchreitung der Elaltizititsgrenze in einem Ireisférmigen Sprungq,‘
der in der Oberfliche am Rande der Diuckellipfe entfteht und fich hei- wachfendem
Drucke nach aufen kegelférmig ins Innere verbreitet. Wichft der Druck weiter, lo um-

fehlieRt diefen Sprung ein zweiter, der fich gleichfalls ins Imnere fortfetzt, dann diefen

ein dvitter u. [ £, natirlich wird die Erfcheinung immer unvegelmifBiger. Awus den
Drucken lowohl, welche nétig find, um unter gegebenen Umfféinden den erften Sprung
zu veranlassen, als auch aus der GroBe diefes Sprunges, erhilt man die Harte des Glales,
jch fand fo aus Verfuchen, bei welchen ich eine harte Stabllinfe gegen Spiegelglas preI"s.te,
fir die Harte des letateren 130—140 kg/qmm, aus den Erfeheinungen, welohe.benn
Zulammenltol} zweier Glaskugeln einfraten, konute ich auf eine H&rtp von 150 fG.l'l]leBGI.I,
wihrend fich aus den Sprungfiguren beim Zulmmenpressen zweéier diinner" Gla:?fta.be .m1t
natiirlicher Oberfliiche eine weit grofere Zahl, 180-—200_‘,' ergab, ‘Zufn Teil mégen diele
Abweichungen in den Unvollkommenbeiten der Verfuche 'begrﬁndfa{; fem (da a,uch dlpfelbg
Verfuchsanordnung ziemlich betrichtliche Abweichungen der kemzelne:n" Relultate ‘gab?,
zum Teil aber find fe obne Zweifel in der mangelhafteq lHomc:gemtat und de1' ver-
fehiedenen Oberflichenfeltigkeit begrindet. Exgeben f.iOh fo groﬁfa' Bchwan_lcu_ngen wie die
erwihnten als die Regel, [o verlieren natiivlich die - aus un[erey Theon? gez?ge.nelli
numerilchen Relultate ibre Bedemtung; unfere Bpt;.mhtunggg .gel?en .da,m} 1m1‘:.ne11 noct
einen MafBftab ab fir den Wert, welcher e‘xaktgn Messungen iiber dle Hayte iiberhaup
beizulegen ilt. ‘ ' -

Da,st britifche Ironfa,nd Steel Inftitute.

Verfammlung zu Wien im September 1882.

Bei Grelegenheit der vom 19. bis 21, September in Wien [tattgehabten Verfammlung
dos britifchen Bifen- und Stahl-Inftituts wurden folgende Vortriige gehalten:
g s
( : .
o 11.) t;})Iilt; Fifenindultrie von Steyermark und Karnthen von P. vgné[‘nmflter aus Leoben.

" Die Tifeni ol . Unearn von A. von Kerpely aus 11 a,p(? - ‘
%eig;e %ﬁ::;:gui?;iezogazu%Je[timmt, die Mitglieder iiber die Eifenindultrie der
. 0

Gebiststeile der ofterreichifch-ungarifehen Monarchie zu unterrichten, welche bei den an

i ' i Ausfliigen befucht werden [ollten. o
e Verf;m]?'lunvg o gﬂc‘;?sfgn%ﬁmnkohlgl bei. der Flulseifenfchienen-Ifabrikation zu
. Die Verwen

- ir die Deutfchen [ehr, fiir die Englinder
i wwernhard daher. Dem fiir die n el e : ac
g?;liggr ‘;Z;riésg;::v%lortrag fehlofs fich eine Mittejlung von Gilchrilt iber die dortige

Ausfihrung des bafifchen Bessomer-Frozesses ai.

Am 20{ten:-
4. Die Konigl.
‘Vortrag wurde anf befonderen Wun

( i Dr. H. Wedding. Der °
T fachsanftalten zu Berlin von Dr. H. We
i E:if :flles britifchen Inftituts und mit der von demfelben.
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hoantragten Genehmigung ' des preuBifchen Minifters dor offentlichen Arbeiten gehalten.
‘Die wirkfame Thatigkeit des Vereins zur Beftrderung des Gewerbfleifies wurde darin
mehrfach betont.. ' '

~ Eine lange und lebhafte Diskussion zeigte das Interesse des Vereins an dem
Gegenltande. . -

. 5, Zur Darftellung dichter Stablgiisse von M. A. Pourcel aus Terre-Noire; ein
Vortmg, der mancherlei Aufklirungen iiber das fir die Praxis lo wichtige Thema gab
und in der Diskussion zu weiteren interessanten- Auflfchlusseu fulnte
. Am 2L[ten:

6. Vergleiche der Hochofenplams von J. Lowthian Bell aus Muldlesborough ein
namentlich -inbezug auf die Frage des Brennmaterialverbrauchs im Hochofen ungemein
reichhaltiger Vortrag, dessen Diskussion, ebenlo wie die des Vortrags

7. Chemifche Zufammenfetzung und Pr ufung von Stahlfchlenen von G. J. Snelus
aus Workington verfchoben wurde.

8. Der Vortrag tber die Wirmofen fir Flufseifenblocke ohne Verwendung von
Brepnmaterial von John Gjers aus Middlesborough rief wohl von allen Vortréigen das
meilte praktifche Interesse wach.

Die folgenden Vortrige:

9. Windexhitzungsapparat von Thomas Massicks aus Miltom und. :

10. Amerikani(che Anth1az1tﬁochofen von John M. Hartmann aus Philadelphia
. konnten nicht mehr zur Verlefung kommen.

Schon die Nachmittage der Sitzungstage waren zu Exkurfionen nach interessanten
Anlagen in und bei Wien benutzt; nunmehr [chlossen fich weiters Austliige an, deren einer
nach Steyermark, deren anderer nach Peft und dann einerfeits nach Salgd-Tarjdn, ander-
[eits nach Refchitza und an die [idliche Donau fithrten.

Druck von Kerskos & Hohmnenn In Berdin, -
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