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Zweck der folgenden Zeilen ist einen einfachen Zusam- 
menhang aufzuweisen, welcher zwischen der Theorie quadra- 
tischer Momente und gewissen graphischen Problemen besteht, 
namentlioh der Konturbestimmung von Blächen zweiter Ord- 
nung. Ich gewinne dabei auch einen neuen Beweis für den 
P0~i;lr~'schen Fundamentalsatz der allgemeinen Axonometrie, 
vor allem aber eine ausnehmend einfache Konstruktion der 
mit diesem Satze verbundenen Aufgabe, was meines Erach- 
t e n ~  für die graphische Verwertung desselben sehr wichtig 
ist. Auch die gebrachte Verallgemeinerung der schönen 
Form, in welcher GAUSS den Hauptsatz der ortogonalen 
.:\~onometrie dargestellt hat, scheint einiges Interesses wert 
Zi! sein. 

Die Verwertung der abgeleiteten Konstruktionen für die 
graphische Ermittlung von Trägheitsgrössen ebener Flächen 
liegt ganz nahe; in dieser Hinsicht habe ich mich jedoch 
damit begnügt den ~nknü~fungspunkt in einer Schlussbe- 
merkung anzudenten. 

AvqX:iu für ntatenr<rtik, astt.otlotrri oc l~  fvsik. ßd 2. E0 16. 1 
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5 1. Gegeben sei ein ebenes Punktsystem Z von n diskre- 
ten Punkten P„ P2,  . . ., P,. Wir erteilen jedem Punkte die 
Masse 1 und betrachten die Trägheitsmomente des Systems 
hinsichtlich verschiedener, in der Systemebene gelegener 
Achsen. Es sei z eine solche Achse und J, das entsprechende 
TrSgheitsmoment. Gemäss der Definition dos Systems ist 
dann J, einfach = L 9x5 wo y x  den senkrechten Abstand 
des Punktes Pi von der Achse x bezeichnet. Es ist somit 
J ,  gleich dem Quadrate einer Länge g, und vir  können 
dieses Trägheitsmoment durch eine Gerade rep-äsentieren, 
die auf der einen oder anderen Seite parallel zur Achse X 
in dem &stand p gelegt wird. Dreht sich die Achse um 
einen Fixpunkt 0 ,  so umhüllen die reprgsentieienden Geraden 
bekanntlich eine Ellipse mit 0 als Mittelpunkt' ; wir bezeich- 

nen diese als die EI- 
lipse (0; X) oder (0; 
PI P 2  . . . P,,). 

Es seien 06, 01 
(Fig. 1) die Haupt- , 

trägheitsachsen im 
Punkte 0, undJt 
bz, J.,, = a2 die ent- 
sprechenden Haupt- - 
trägheitsmomente; 

die Ellipse ( 0 ;  X) hat 
somit die Halbachsen 

Fig. 1. OA = a (auf 06) und 
OB = b (auf Ori)- 
ES sei a > 6 ;  ein 

C der Ellipse liegt dann auf 06. Für eine be- 
liebige. Achse 0% durch'a) ist die repräsentierende ~ e r a d ~  
KN zu 0% Parallele Tangente der Ellipse (0; X); fdUen 
wir von C das Lot C.&IN auf 0% und RN,  so ist das Trä'g- 
heitsmoment J, = M p ,  0x2 - OM2 = 

002 + m2s 
OB2 + CM2,  weil ON bekanntlich= OA istt. Es ist aoait - 

' Pie e r v e  ist i n  der Tat ghnlirh der ~ C m A ~ N b ~ h e n  B* h e i t s e i i ~ ~ ~ e ,  d 
le ganz analog definiert wird, nur  dass der ~ b s t a n ~  P der 

J:c = M- M.1> ((labt Jz = bestimmen ist, NO ikf Ges'mmt'mause des Systems bezeichnet ; rieiie C V ~ A N N ,  Graph. statik' 
(1866) 6. 176 oder Encylcl, d. mathem. Wjsaensch. 1V: 4 (Jv?' 

Geometrie der Massen) 8. 323 U. - Dn in unsarm Systeme M f i  lot' lird die 
(0; X )  eine vergr~sserung ,-J„ ~ , l ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ e ~  llliple jrn Verhliitniu I/ny 1. 
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J z  gleich der Summe von zwei Grössen, von welchen die eine 
OB2 = b2 für alle Achsen durch 0 konstant ist, während die 
andere CM2 das Trägheitsmoment einer in C konzentrierten 
Einheitsmasse hinsichtlich derselben Achse Ox repräsentiert. 
Indem wir den Grundpunkt 0 als ein für allemal gegeben 
und fest annehmen, wollen wir die Qrösse J 6  = OB2 = b2 die 
Momentkonstante und C den (quadratischen) Resultantpunkt 
des Systems L nennen ; das gefundene Ergebnis lässt sich dann 
also zusammenfassen : 

I .  Die Trägheitsmomente des flYster& L hinsichtlich Ach- 
sen durch den gegebenen Grundpunkt 0 lassen sich durch die 
Momentkonstanfe b%nd den Resultanipunkt C bequem reprä- 
sentieren. Unter Momentkonstante verstehen wir das kleinste 
Trägheitsmoment, das irgend einer der durch 0 gehenden Ach- 
sen zukommt oder das Quadrat der kleinen Halbachse b der 
Ellipse ( 0 ;  L); der Resultantpunkt ist ein beliebig gewählter 
'Brennpunkt C derselben EJlipse, in welchem eine Einheitsmasse 
konzentriert 22l denken ist. Das Trägheiismoment des Systems 
L hinsichtlich irgend einer Achse durch 0 ist gleich der MO- 
mentkonstante b2, vermehrt durch das Trägheitsmoment des 
ResuJtantpmktes C hinsichtlich derselben Achse. 

Wir wollen dieses Ergebnis noch auf eine andere Art 
ableiten und zugleich ergiinzen. Es seien 6 x ,  V) ,  die Koordina- 
ten eines beliebigen Punktes P A  des gegebenen Systems X 
bezüglich des Achsenkreuzes der Haupttragheitsachsen 0 4, 
0% sowie 6, = Va"b2, qo= 0 die Koordinaten von C. 
ES ist dann 

~j, = a 2 ,  q f  = 6 2, X Eh T,), = 0, 
also ' 

,- 
WO i = Y - 1. Führen wir die komplexe Koordinate f; = E + 7 i 
ein, so ist also 

C i =  C;. 
Geht das Achsenkreuz 0 E -4 dwch Dtehung um den Anfangd- 

' Punkt in neues Achsenkreuz O X Y über und ist a der 

DrehungsWinkel, so ist, wenn tr = x 4- Y i, allgemein 
eui. z, 

3180 folgt aus der vorigen Gleichung auch 
X trj, = 8;. (1) 



Diese einfache Hauptformel ist somit für ein beliebiges, recht- 
winkliges Afisenkreuz durch 0 gültig. 

Die. Gleichheit der reellen Teile in (1) gibt Z (zh -~f ; )  = 

X: - ya, oder 

tvo I ß  eine noch zu bestimmende Grösse bezeichnet. Durch 
Addition kommt Z (xj, + = 2 & + X; + Y;, woraus folgt, 
dass b von der speciellen Lage des Achsenkreuzes 0 xY Un- 

abhfngig ist; es ist aber für die Achse durch C 2 y i e  
b2 + Y:, mithin 8 = b2 . Es gilt also die Gleichung 

für jede beliebige Achse 0 X durch 0,  womit Satz I wieder- 
gefunden ist. 

Setzen wir noch die imaginären Teile in (1) einander 
gleich, so lrommt ' 

11. Das Eentrifugalmoment des flystems ß hinsichtlich " 
$end eines durch 0 gehenden Adsenkreuzes ist gleich dem gen- 
trifugalmomente des R e s ~ l t a n ~ p u n ~ t e ~  C hinsichtlich desselben 
Kreuzes. 

2. Betrachten wir jetzt ein gegebenes punktsystem 
P I ,  p2, . ., p n  als aus zwei Teilsystemen Z, - P1 . . . 

und = P m + ,  , - ., p n  zusammengesetzt, so fragt es sich: 
wie die Momentkonstante und der Resultantpunkt Von L 
aus den entsprechenden Grössen von 2, und Z2 zu ermitteln 

Es seien für den Grundpunkt 0 b2, 6: und 6: die 
mentkon~tanten, C, Cl  und C, die Resultantpunlrte der Sy 

E, X1 und ß2 bezw. eine beliebige Aohse durch 
O ist das Trägheitsmoment von Z gleich der Summe der 
Trägheitsmom~nte von B, und , also nach I : 62 + T~.-MO@, 

C z 6 :  + Tr.-Mom. von C, + 6; + Tr.-Mom. von 02' 
b: + 6: + Tr,-Mom. von X,, wo Z, das aus Ca, und 62 ge- 
bildete System bezeichnet. Hat nun dieses punktsystem 
'0 , C2 die Momentkonstante b: und den ~ e s u l t a n t ~ ~ ~ ~ ~  
'0, kommt durch nochmalige Anwendung von I: b2 + T'' 

von C  = 8: + b: + by + 3r.-Mom. von C„ oder 
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111. E"iir ein aus zwei Teils?/stemen L, und X, gebildetes 
System L setzt sich also die Momentbonstante aus drei anderen 
Mornentlconstanten additiv zusammen, nämlich aus denjenigen 
der Teilsysteme Z, und 2, und aus derjenigen des 8ystemes X,, 
weiches aus den zwei Resubtantpunbten der ~ei ts~js teme gebildet 
ist. Der Resultantpunbt von Z fallt mit dem von Z, zusammen. 

Nach diesem Gesetze können Systeme mit grösserer Punk- 
tenanzahl auf einfachere Systeme zurückgeführt werden; es 
bleibt übrig die Verhältnisse bei den aller einfachsten näher 
zu untersuchen. 

Enthält X nur einen einzigen Punkt P, so wird die Mo- 
mentkonstante Null, indem das Trägheitsmoment hinsichtlich 
der Achse OP verschwindet; P selbst, oder sein Spiegelbild 
& in 0, kann als Resultantpunkt angenommen werden. Das 
Gebilde (0; P) wird eine uneigentliche Kurve zweiter Klasse, 
indem es in zwei Punkte P, Q zerfallt, oder es degeneriert, 
wenn man so will, in die Strecke P&, die als eine abgeplat- 
tete Ellipse angesehen werden kann. 

Enthält Z dagegen zwei Punkte P„ P, und liegen diese 
mit dem Grundpunkt 0 nicht in derselben Geraden, so gibt 
es keine Achse durch 0, für welche das Trägheitsmoment 
verschwindet, und (0; P„ P,) ist somit eine eigentliche El- 
lipse. Wenn irgend eine Tangente dieser Kurve den Punkt 
P, enthielto, so würde gemPss der Bedeutung der Ellipse das 
Trägheitsmoment des Systems hinsichtlich der parallelen 
Achse durch 0 ebenso gross sein, als wenn P1 allein exi- 
stierte; dieses kann aber nur für eine Achse durch P 2  eintref- . 
fen. ßio Elljpse (0; P, P,) hat somit eine und nur ehe  
Tangente, die durch P, geht, und diese ist Zur Ckraden OP2 

. parallel. Wir kommen also zu dem Satze: 
Iv. Die Ellipse (0; P, P$) geht durch die P u n t e  PD P2 

%nd gestattet die Shecben OPl, OP2 als bon?Wierte Haibdurch- 
messer. 

Hiermit ist die Kurve graphisch gegeben; wir wollen 
jedoch eine Konstruktion der Achsen direkt aus der Bedeu- 
tung der Ellipse ableiten. Es seien 05, 09 (Fig. 2) die Ach- 
aenrichtungen der Ellipse (0; P, P2) oder die Haup t t r äe t s -  



achsen in 0 ; die entsprechenden Hauptträgheitsmomente 
seien Jg = b2, J = a2. Wir drehen die Strecke OP, 90' um 

3 
0 in die Lage OR und ziehen die in Fig. .2 gezeigten Gera- 
den. Da das Zentrifisgalrnoment hinsichtlich OE? verschwin- 
det, ist Rechteck M, N ,  = Rechteck M, X,,  also auch = 
Rechteck MN, woraus folgt, dass die Rechteoke NHt,und 
HN, flächengleich sind oder dass die Dreiecke M, MH und 
P, RH ähnlich sind. Dies gibt M, M parallel zu RP, und 
somit B'R = M, M = P, Ar; es fallen also die Mitten5von 
R P, und A'B' zusammen. Weiter ist a2 = JT = P, M: -t 
P2.Mt=P1.M: + M1Br2=P1B12=Rdr2und b2= J t = P i x  

l)i 

Fig. 2. 

+ P2 = P, .??I + NI A" = P, AI2 , RB". Die ~onstruk-  
tion lässt sich jetzt leicht umkehren und wir finden (Fig 3): 

V. Um die Achsen der Ellipse (0; P, P,) zu konstruiere% 
man die Strecke Op, 90° in 03 um; ma der .Mitte Vo' 

als Zentrum schlage man einen Icreis duroh 0, weicher 
die Gerade P1 3 in d' ynd Br schneidet, und m a r  möge A' 
'1 nächsten gelegene% flchnit@unld bezeichnen. Dann gibt , 

OA' die Richtung und RA' <üe Länge der gyossen ~ a l a l b d ~ j  
sowie OB' die Richtung U& RB' die L m e  der Weine% Baib- 
achse an. 

Dieses überaus einfache Verfahren, um die Achsen einer 
aus zwei konjugierten Dwehmessern zu bestimmen' 

s t a m t  von RPTZ her 1. 
___L 

' Nach der Mitteilung von  ER, W~ENJJB (lehrb. d. darat. GQQ~' :  
tl"' 'P'' 18849 Bd 1 8. 293) wurde diese IConstr&tion von Mo'' 
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Wir wollen noch nuf die Relation hinweisen, die aus der 
allgemeinen Formel (1) fliesst 

8: + X: = a:, (5) 

welche also die komplexen 
Endpunktskoordinaten zwei- 
er konjugierten Halbdurch- 
messer mit der komplexen , 

Koordinate eines Brennpunk- 
tes derselben Ellipse verbin- 
det; dabei ist das Achsenkreuz 
rechtwinklig mit dem Mittel- 
punkt als Anfangspunkt, aber * 

sonst beliebig. Diese Rela- 
tion fasst natürlich einige 
einfachen Eigenschaften kon- 

Fig. 3. jugiertex Durchmesser in kon- 
densierter Form zusammen I .  

Wir haben den speciellen Fall ausgeschlossen, in welchem 
0, P,,  P, in einer Geraden liegen; offenbar wird dann das 
Gebilde (0 ;  P, P,) wieder eine uneigentliohe Ellipse mit 
a2 = OP; + Op; ,b2 = 0, was auch durch die Rytz'sche Kon- 
struktion hervorkommt. Der Resultantpunkt C liegt in der- 
selben Geraden im Abstande OC - a. - Wollen wir auch 
jetzt OPl , OP, konjugierte Halbdurchmesser im Gebilde (0 ; 
P, P,) nennen, so definiert das eben gesagte, was damit zu 
V.erstehen ist. 

5 3. Gehen wir jetzt einen Schritt weiter, in dem wir 
ein Xystem von drei Punkten, Z = P i ,  P, , P, ,  bet~lachten, so 
gibt das allgemeine Zusammensetzungsgesetz I11 das einzu- 
schlagende Verfahren an. Setzen wir Z, = P,,  P, und B, = P, 
und beachten wir, dass das letzte System die Momentkon- 
stante Null hat, bekommen wir sogleich den Satz: 

B R ~ ~ ~ ~ R  in seinen ,Aufgaben aus dem Gebiete der g/orn&rtrze descrirptiveb 
Züi.ich 1846. ouhliziort mit der Bemerkung, dass ec dieselbe von Prof. 
R ~ ~ z  in  A&& erfahren habe. 

1 Von einem CJesichtspunkte aus enthält die Formel (G), dass 

'"i der duroh die Gleichung = l/c3- sQbesti-ten Abbildung der 
komplexen Ebene in sich jede Ellipse in dem l<onfokalen SS'steme, dessen 
Brennpunkte z = -+ sind, invariant bleibt, indem die Endpunkte konju- 
gierter Durchmesser sich zwei-zwgideutig entspreohen. 
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VI. Um die Ellipse (0; P„ P„ P,) zu konstruieren, be- 
stimme man zuerst den einen Brennpunkt C, und das kleinste 
Halbachsenquadrat b: der Ellipse (0; P, P,), sodann die Brenn- 
pzhnkte und das kleinste Halbachsenquadrat b: der Ellipse (0; 
P, 0,); die Ellipse (0; P, P, P,) ist mit der letctgenannten 
konfoleal und ihr kleinstes Halbachsenqundrat ist b2 = b: + bt. 

Pig. 4 zeigt die Konstruktion. Durch das R~~z'sche 
Verfahren finden wir zuerst für die Ellipse (0; P, P,) bi 
RBf = OB„ a, = RA' = B, C„ wodurch der Brennpunkt Ci 
gefunden ist; . sodann für (0; P, C,) b, = R, .Bf1 = OBo, ao 

Big. 4. 

R~ Alf = B0 Co , wodurch auch ein Brennpunkt Co in dieser 
Ellipse bestimmt ist,. Die gesuchte Ellipse (0; P, P, P,) ist 
mit der letzten koaxial und konfokal (C, = C); machen "r 
OB OBI = bi 9 wird ihre kleinere Halbachse QB = 6 - 
und die grössere OA , . , BQ, 

Zufolge der Bedeutung der Kurven müssen (0; Pi P2' 
und (O; P1 P2 P,) zwei mit OP, parallele, gemeinsame 
genten besitzen, da ja der Punkt P, keinen Beitrag 
Trägheitsmomente hinsichtlich der Achse OP, gibt. D 
übngell müssen die Tangenten der letzten Kurve von 0 

entfernt sein als die gleichgerichteten Tangenten der ersten' 
Wir kommen so zu dem Satze: 

VII. Die Ellipse (0; P, p2 P,) ist da drei # l > i F  (" 
'1 (O; P2 P,) und (0; P, P,) umschrieben *nd awar "' 
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dass sie x .  B. die Ellipse (0; P, P,) in den Endpunkten eines 
gemeinsamen Durchmessers berührt, der f ü ~  beide Kurven gleich- 
zeitig zur Richtung OP, konjugiert ist, U. s. f. (Rg. 5). 

Die drei Punkte P„ P,, P, sind demnach im allgemeinen 
' von der Ellipse (0; P, P, P,) umschlossen; nur wenn 0, P, P, 

in einer Geraden liegen, rückt P, bis zum Umriss hinans, 
U. s. W. Liegen alle vier Punkte 0 ,  P„ P„ P, in derselben 
Geraden, degeneriert die Kurve in eine gerade Strecke. 

Die allgemeine Bormel (1) gibt bei drei Punkten 
X; + 2; + z; = xC, (6) 

in derselben Bedeutung wie früher. 

I Fig. 5. 

Pür eine noch grössere Punktenanzahl gelten analoge Me- 
thoden und Sätze, die wir nach dem früheren nicht näher 
ZU entwickeln brauchen. 

Offenbar liegt hier eine Verallgemeineriing der Eigen- 
schaften konjugierter Durchmesser vor; wie diese bei Paral- 
lelprojektion invariant bleiben, so gilt auch der allgemeine Satz : 

VITI. Werden Punkte 0, P,, P,, . . ., Pn einer Ebene in 
beliebiger, fester Richtung auf eine andere Ebene in die Punkte 
0 P P ,  . . , P ,  pojiziert, so projiziert skh gleichzeitig die 
Icurve (0; P, P, . . . P.) in die Kurve (0'; P,' P,' . . . Pd). 

Dies folgt schon aus dem Satze V I I  und damit analogen 
für höhere Punktenanzahl, kann. aber auch leicht direkt aus 
der Definition der Kurven abgeleitet werden. Wir wählen 
in der Ebene der ersten Punkte eine beliebige Achse X durch 
0 und fallen von den Piinkten P), die Lote yh auf X; als 



dann ziehen wir eine >>repräsentierende Gerade)) t parallel zu 
' 

X in dem aus p2 - y i  berechneten Abstande p. Die Geraden 
X und t mögen sich auf die zweite Ebene in X' (durch 0') und 
t' (parallel zu X ' )  bezw. projizieren. Die Lote I/), und die 
Abstandstrecke p werden bei der Projektion alle in demselben 
Verhältnisse verändert; die entstehenden ~rojelrtionsstre~ken 
sind zwar im allgemeinen nicht gegen xr und tr senkrecht, aber sind 
jedoch den entsprechenden senkrechten Abständen proportional- 
Also müssen die Lote y< von P< auf X' und der senkrechte 
Abstand p' zwischen X' und tr seinerseits die Gleichung 1>0' 
2yrf, erfiillen, d. h. tr oder die Projektion von t ist in der 
"weiten Ebene eine ,repräsentierende Gerade)) für das Trag- 
heitsmoment des Systems PIr,  . . ., P,; hinsichtlich der Achse ' 

2'. Dann aber muss die Ellipse (0'; P,' . . . pnr) als Umhül- 
lungskurve von t' auch die Projektioii der ~mhüllungskurve 
Von t sein, W. z. b. W. 

9 4. Bin Blick auf Pig, 5 führt den Gedanken auf ein 
gewisses Raumgebilde, indem jene Figur als die paralleI~er- 
s~ektivische Abbildung einer Ellipsoide mit drei konjugierten 
Halbdurchmessern und mit den von diesen bestimmten ebenen 
Schnitten angenommen werden kann. Die Methoden, mit 

wir das frühere entwickelt haben, führen auch ge- 
radeswegs hierzu, wenn wir die Betrachtungen auf r ä d i c h e  
Systeme ausdehnen. 

Wir nehmen also ein räumliches Punktsystem von n CES- 
kreten Punkten F,,  F,, : . ., Fn an, die wjr uns wie früher 

Träger von Einheitsmassen denken wollen. D U ~ C ~  einen 
Cnind~unkt legen wir eine Ebene E und führen von den 
Punkten PA die Lote gh auf E. Die Summe Z j i  ist das Trgg- 
heitsmoment des gegebenen Systemes hinsichtlich der Ebene 

und kann durch eine reprä,yentierende Ebene T veranschau- 
licht werden, die auf der einen oder anderen Seite 
zu gelegt wird in einem Abstande jj, der aus der Glei- 
chung , Zgf, ZU bestimmen ist, Dreht sich um den ~ r ~ n ~ -  
Punkt B, so umhiillt T bekanntlich eine Ellipsoide 1, die wir - - 

die "'~he (0; Pi F,  . , . F,,) bezeichnen wollen. 
' Die Fläche ist identisch mit der von B- für ein beliebigeg 

Massensysbm 
Ellipsoide (&W, de ybc, poly$. Cah. 1ß, lsL3) u " ~  der C-LQlN'sahen Tgheitaellipaoide (im v&$Jhis 1/7i ' 

Encylil. d- mathem. 'Vi8senech. IV: 4 6, 328, 

Es gilt nun der Satz: 
IX. Werden die im Raume gegebenen Punkte 0,  P„ P„ . . ., F,& 

in beliebiger, fester Richtung auf eine Ebene B in die Punkte 
0, P,, P,, . . ., Pn projiziert, so ist - - -  die Ellipse (0; Pi P,  . . . P,) 
die .Bildhontur der Ellipsoide (0; P, P,  . . . F", ) in ihrer durch 
die nämliche Projektion vermittelten Abbildung auf B. 

Die Kontur ist ja die Umhüllungskurve solcher Spur- 
geraden in B, die von den zur festen Projektionsrichtung 
parallelen Beriihrungsebenen der Zllipsoide ausgeschnitten 
werden. Es sei T eine solche Berührungsebene und E die 
Parallelebene durch Ö, sowie t, X bezw. die Spizrgeraden dieser 
Ebenen in B. Da E die Projektionsrichtung enthält, wird X 
die Projectionen sämmtlicher Fusspunkte von den oben er- 
wähnten Loten & enthalten; ebenso fallen die Projektionen 
der Endpunkte der Abstandsstrecke P in X und t bezw. Fällt 
man jetzt in der Bildebene B die Lote yh von PI auf X sowie 
ein Lot p zwischen t und X, so sieht man gleich, dass sowohl 
?/I,, p "e auch gl, ZU den Projektionsstrecken der letzte- 
ren, also auch zu einander proportional sind, so dass aus 
der Gleichung $2 = XW auch die' Gleichung p2 = 2 ?/1 folgt. 
Das beiss& aber, dass t eine $repräsentierende Geratdes fGr 
das Trägheitsmoment des Systems P„ P„ . . . , Pn hinsicht- 
lich : der Achse X ist, also die Ellipse (0; P, P,  . . . P.) be- 
rührt, womit der Satz bewiesen ist. 

Betrachtet man ein räumliches System von drei Punkten - 
P„ P„ P „  so find& maZ;, und zwar durch einen - _ _ _  analogen 
Schluss wie bei Satz N, dass die ~llipsoide {o; PI P, P,) 
eine und nur eine Berührungsebene hat, - _  die durch - den Punkt 

F ,  geht, und dass diese zur Ebene O P l  P, T?araUel ist, 
S. f ,  Also: 

X .  Die Ellipoide {D; F ,  P ,  F e ) .  geht _ _  durch _ _  die _ _  dre; 
Punkte P. , P., P. und gestattet die fitrecken. 0 P„ 0 P„ 0 P,  

Stellen wir die &tZe IX und X zusammen, SO finden 
wir sofort : 

XI: sind drei in einer Ebene gegebene strecken OPP Opa 9 

0 P, die para21eJpoje&ionen von drei bnjugierten Halbdurch- 



messern einer Ellipsoide, so bildet die Ellipse (0; P, P2 P,) 
die Kontur derselben Ellipsoide. 

Wie das Problem der Achsenbestimmung einer 
Bllipse aus zwei K~njuga t~durchmesse rn  durch die 
R u ~ z ' s c h e  Konstruktion gelöst wird, so lässt sich also 
das analoge Problem der  Achsenbestimmung der Bild- 
kontur einer Ellipsoide aus  gegebenen Projektionen 
dreier Konjugatdurchmesser durch das  in Satz V1 
und Pig. 4 angegebene einfache Verfahren lösen, wel- 
ches als eine zweimal w i e d e ~ h o l t e  R y ~ z ' s c h e  Kon- 
struktion zu bezeichnen i s t .  Dieses Ergebnis ist als gr* 
phisch wichtig besonders hervorzuheben. .. 

'Satz XI lässt sich gewissermassen umkehren, indem 
sagen können : 

XII. 8ind vier Punkte 0 ,  P„ P„ P, in einer Ebene ge- 
geben und 1 h t  dch weiterhin eine Ellipsoide bestimmen, deye' 
Kontur bei Abbildung auf die Ebene durch ~ a r a l l e ~ p r o ~ e ~ ~ ~ ~ ~  " irgend einer festen Richtung mit der Iiurve (0; PI PI 
~usa?nmenfällt, so bilden die Strecken OP, , OP, , OPS, die Pro- 
jektionen von drei konjugierten Halbdurchmessern derselben $'- 
lipsoide. 

Bei dem Beweise dieses Satzes wollen wir wie früher die 
Punkte des Raumgebildes mit gestrichelten Buchstaben "" 
geben, während wir ihre Projektionsp~xnlcte in der 
ebene (d. h. der Ebene der gegebenen Punkte 0, PD Pn, 
mit den entsprechenden ungestrichelten Buchstaben bezelh- 
nen. W h  wollen ferner der Küne wegen das Zeichen 
schon zwei Strecken verwenden um zu bezeichnen, dass 
~elben zwei konjugierte Ralbdurchmesser in der ~ l l i ~ ~ ~ ~ ~ ~  
baden, d. dass die eine in der zu der anderen konjugierten 
Duramesserebene enthalten ist. 

In der Bildebene zeichnen wir (pig 6) die Ellipse (0; PI P,). 
die die Umnsskurve (0; PI P, P,) in den Punkten 5 und M 
berühren möge. Die~e sind nach Satz die ~ n d ~ u F ~ ~  
eines gemeinsamen Durchmessers, der,für beide Ellipsen gleich- 
zeitig zur Richtung OP, konjugiert ist. Wir nennen 6' " 
(unbegrenzte) Gerade OP,, sowie 1 und die pmeinsamen 
Tangenten der beiden Ellipsen in den Punkten L, Y bezw* 
Durch die drei para,llelen Geraden 9, 1, m legen wir drei PB- 

Ebenen r, A ,  M derart, dass die feste Richtung der 
ProjektiOnsstrahlen in ihnen enthalten ist. Die Ebenen A )  M 
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berühren die Ellipsoide in den Endpunkten L, M eines Durch- 
messers, der sich auf die Bildebene in den Durchmesser LM 
der Umrissellipse projiziert. Die Ebene i- geht durch den 
Mtttelpunkt Ö der Ellipsoide und bildet die zu Z%! konju- 
gierte Durchmesserebone dieser Fläche. Es sei K in der Bild- 
ebene ein Schnittpunkt der Geraden g mit der Ellipse (0; P, P,) ; 
der durch K gehende Projektionsstrahl möge die Ellipsoide 
in den Punkten E, und nß schneiden; --M - die Schnittkurven 
der Durcbmesserebenen Z,@K,  und LMICp mit der Fläche 
bezeichnen wir mit (E,) und (Eß) bezw. Offenbar ist 0 z a ~ Ö 2 ,  

weil in t enthalten; also bilden diese Strecken konjugierte 
Halbdurchmesser der Ellipse (E,). Da nun ihre Projelrtions- 
strahlen OK, 05 konjugierte Halbdurchmesser der Ellipse 
(0; P, P,) sind, so folgt dass die auf der Fläche gelegene 
Ellipse (E,) sich in die Ellipse (0; Pi P,) der Bildebene pro- 
jiziert. Auf der Kurve (E3  sind demnach zwei Punkte - 
es seien P ,  und I>, - zu finden, die sich in die Punkte 
PI, P, der Bildebene bezw. projizieren; da nun die 
timen der Strecken P „  O F ,  konjugierte Halbdurchmesser 
in der Projelctionskurve (0; Pi P,) sind, so sind sie auch 



selbst konjugierte Halbdurchmesser in der Ellipse (E,) und 
s o m i t Ö P , ~ Ö P , .  - 

Ebenso finden wir, dass die Kurve (EF) sich in dieselbe 
Ellipse (O;P, P,) projiziert, und dass es in der Ebene jener 
Kurve zwei Strecken ÖPI, ÖPII gibt, deren Projektionen 
OP,, OP, bezw. sind, und für welche gilt ÖpI M 0%. 

Die Punkte P i ,  PI sind die Scbnittpunlrte der Ellipsoide 
mit dem Projektionsstrahl durch P„ ebenso sind p2, PII die 
Schnittpunlcte derselben Fläche mit dem ~rojcktionsstra~l 
.durch P,. Wir haben dann gefunden, dass die Strecken -- - -  - -  - -  
OPD OP, und 0 P„ 0 PII sich so zu Zweien koinbinierenr 
dass ÖP1 M ÖP2 und ÖFI kd ÖPII. 

Nennen wir jetzt P ,  und P„ die Schnittpunkte der E1- 
lipsoide mit dem Projektionsstrahl durch P„ so muss aus 
denselben Gründen auch das Streckenpaar O P „  Ö h r  sich 
auf ähnlicher Art mit jedem der vorigen kombinieren Für 
das eine Paar kommt es nur auf die Bezeichnung aniWwjr 

wollen dann diese so gewählt annehmen, dass Ö P ,  OPi 
und ÖF111 M 06 .  ES ist aber auch ÖP, k 4  Ö J ,  weil in _ - -  r enthalten; also ist Ö P ,  zu der ganzen Ebene OP,  6 oder -- 
OPi P2 konjugiert, mithin kommt QP,  M OP,. Ebenso folgt 
6% M ÖPII. 

ES gibt also zwei Tripeln konjugierter ~albdlbdarchme~~~~ 
unsrer Ellipsoide : Ö H, , P „  P, und PI, 0 PII , Ö Pm, die 

in die gegebenen Strecken Op,, op„ O.p, in der Bild- 
ebene bezw. projizieren, womit der Satz bewiesen ist. 

Wir haben hier den aUgemeinen Fall angenommen, in 
die l l i p se  (0; P, P, P,) die b e i  punkte P h  um- 

schliesst. Liegt ein oder zwei dieser Punkte auf dem Umriss, 
werden die Verhältnisne sehr vereinfaclit; es gibt noch 

Tri~eln Halbdurchmesser der gesuchten Art, die aber 
bezw. Zwei Strecken gemeinschaftlich - haben. Liegen 

drei Punkte auf dem Umriss, so entartet die EI- 
lipse ('; '1 P,) in eine gerade Strecke, und gibt we 

wie es der Satz voraussetzt. 

5 6. Es seien wieder vier Punlrte 0, P„ P„ PB in einer 
Ebene gegeben, von denen wir nur annehmen wollen) dass 
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sie nicht alle in einer Geraden liegen, sodass die Ellipse 
(0; P, P, P,) nicht degeneriert. Setzen wir in einen1 Brenn- 
punkte dieser Ellipse senkrecht zu ihrer +Ebene eine Strecke 
gleich der kleinen 'Halbaclise ab und legen durch den End- 
punkt dieser Streclse und den Mittelpunkt 0 eine Gerade, 
so ist diese die Achse eines Kreiscylinders, der die Ellipse 
enthält. Es gibt im allgemeinen zwei solche Cylinder; nur 
wenn (0; P, P, P,) ein Kreis ist, fallen diese zusammen. 
Schreiben wir dann irgendwo in einem dieser Cylinder eine 
Kugel ein, so gehört derselben umgekehrt, bci Parallelprojek- 
tion auf die gegebene Ebene in der Richtung der Cylinder- 
achse, die Kurve (0; P, P, P,) als Bildkontur. Satz XII 
gibt dann : 

XIII. Drei von einem Punlzkbe ausgehende Strecken OP„ 
0P2,  OP, in einer Ebene bilden - uwter der Voraussetxung, 
dass nicht alle vier Punkte 0,  P„ P,, P$ in derselben Geraden 
liegen - stets die Parallelprojektionen von drei senkrechten, 
Radien eiier Kugel; dabei ist die Ellipse (0; P, P, P,) die 
Bildkontur dieser Kugel in  ihrer durch dieselbe Projektion ver- 
mittelten Abbildung auf die Ebene. 

Der erste Teil dieses Satzes ist der POHLKE'SC~~ Funda- 
mentalsatl, der allgemeinen Axonometrie1.. Nennen wir das 
Raumgebilde, welches aus drei von einem Punkte ausgehen- 
den, senkrechten und gleich grossen fitrecken gebildet ist, ein 
~ ~ ~ n d t r i e d e ~ ,  seine Parallelprojektion in beliebiger Richtung 
auf eine Ebene ein Bildtrieder, so kann also - mit der er- 
wähnten Einschränkung - jede aus drei komplanen Strecken 
mit gemeinschaftlichem Anfangspunkte bestehende Figur als 
Büdtrieder angenommen werden, d. h. es existiert stets ein 

- Grundtrieder, welches sich in jene Figur parallelprojiziert. 
Dieses Grundtrieder ist übrigens der Lage nach keineswegs 
eindeutig bestimmt; vielmehr lassen sich aus einem ~olchen 
unzählig viele anderen ableiten und zwar durch eine oder 
mehrere von folgenden Operationen : 

1) Parallelvers&iebung in Richtung der Projektions- 
strahlen ; 

P ~ H ~ X E ,  Darstellende Geometrie, Abt. 1, Berl. 1860. Mehrere 

Beweise dieses Satzes ~ i n d  nachher pulrlizierb, U. 8. Von H. A. SCHW'~Rz 
(Grelles Journal Bd 03. 1884). Eine Zusarnmensteliung dc.i' bezüglichen Literatur findet sich bei F. Sc~~rx,,~rr~a, l!ber den Pohllreschen Sats. (Zeit- 
sohr, f. Rlatliem. o. Physilr Bd 48. 1903). 



2) Spiegelung in einer zur Richtung der Projektionsstrah- 
len senkrechten Ebene; 

3) Spiegelung in der Bildebene, wobei auch die Projek- 
tionsstrahlen gespiegelt werden. 

Die letzte Operation entspricht dem Umstand, dass zwei 
Kreiscylinder durch die Kurve (0; P, P, P,) gelegt werden 
können, welche durch Spiegelung in der Bildebene in ein- 

* ander übergehen; die erste Operation dem Umstand, dass in 
jedem solchen Cylinder unendlich viele Kugeln eingeschrieben 
werden können; endlich die zweite, ,dass es - nach dem 
Beweise des Satzes XI1 - in jeder solchen Kugel zwei Tri- 
peln von Radien gibt, welche die gesuchte ~ i ~ e n s c h a f t  be- 
sitzen. 

Bei dieser Vielfältigkeit in den möglichen Lagen des zu 
einem festen Bildtrieder 0 P, P, P, gehörigen ~r~~ndt r ieders  
bleiben aber unverändert: 

U) die Länge der drei gleich grossen Strecken, welche das 
Grundtrieder bilden. Diese Länge ist gleich der kleinsten 
Halbachse 6 der Ellipse (0; P, P2 P,). 

8) die Richtung der senkrechten Projektion der Rojek- 
tionsstrahlen auf die Bildebene. Diese Richtung ist zur gras- 

der Ellipse (0; P, P, P,) parallel. 
7) der IVinkel der Projelrtionsstrahlen mit der Bildebene. 

Der Cosinus dieses Winkels ist gleich der ~xzentricität der 
Ellipse (0; P, P, P,). 

Wir sehen wie Binfach die konstituierenden ~ i ~ e n s c h a ~ ~ ~ ~  
der Abbildung mit der Ellipse (0; P, P, P,) zusammenhängen, 
und der letzte Teil von XI11 - ziisammengestellt mit der 
früher gezeigten einfachen Konstruktionsbestimmung jener 
Kurve - ist daher für die graphische Verwertung des' 
P o ~ ~ ~ x ' s c h e n  Satzes besonders wichtig. Kann man nach 
diesem die porm des Bildtrieders beinahe m~lkürlinh anneh- 
men, geben doch verschiedene Annahmen auch verschieden 
gute Bader; in dieser Hinsicht k a m  die Exzentricität der B1- 
llpse. (O! PS PS) sogar als ein Mass der Verzerrung dienen2 
da Ja eine kreisähnliche Ellipse als Bild einer Kugel bessere 
Illusion gibt als eine langgestreckte, 

Die besten Bilder erhält man, wenn man das ~ i ld t r iede~ 
O 

p2 p~ SO wzhlt, dms die Kurve (0; P, P, P,) ein 
wird; die Projektionsstrahlen sind dann mr Bild- 
ebene und man hat den Specialfall der ortogonazen A%on0me- 
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trie. Wie ~ i e l e  Relationen müssen aber die Bestimmungs- 
stücke des Bildtrieders erfüllen, damit dieser Fall eintreten 
soll? Offenbar zwei, denn das Zusammenfallen der Rich- 
tungen der Bildebenennormalen upd der Projektionsstrahlen 
entspricht zwei Bedingungen. Diese zwei Relationen können 
in verschiedenen Eormen ausgedrückt werden. So gibt die 
Gleichung (B), wo jetzt x,= 0, da, die Brennpunkte eines 
Kreises mit dem Mittelpunkt eusammenfallen: + 

in dieser Form h a w ~ u s s  den Hauptsatz der ortogonalen 
Axonometrie dargestellt 1. - Ist C, ein Brennpunkt der El- 
lipse (0; P, P,), so ist nach (5) 8; + zi = zC„ also nach (7) 
4, + xi = 0, d. h. 00, und OP, sind senkrechte Radien 
eines Kreises. Dasselbe folgt auch aus der allgemeinen Kon- 
struktion in Pig. 4, wenn die Kurve (0; P, P, P,) ein Kreis 
werden soll. Die specielle Gestalt des Bildtrieders ist also 
dadurch gelrennzeichnet, dass eine der Streclren, z. B. OP„ 
längs der lrleineren Halbachse in der von den anderen beiden 
Streclxen bestimmten Ellipse (0; Pi P,) gerichtet ist und der 
Länge nach der halben Fokdclistanz in derselben Ellipse 
gleich ist. Diese Form des Hauptsatzes stammt von POHLEB 
her2. - Werden endlich die gewöhnlicheri graphischen Me- 
thoden für Reclinungen mit komplexen G.rössen auf Qlei- 
chung (7) angewandt, so ergibt sich die von WBISBACH ge- 
gebene Form, dass die Quadrate der Strecken OP], den Sinus 
der doppelten Winkel P,,, 0 P, proportional sind '. 

Wir wollen dies nicht weiter verfolgen, da die Einzel- 
heiten der avonometrischen Abbildung aussm dem Rallmen 
dieses Aufsatzes fal.len. 

fl~hZussl>erne~~~~ng, Die oben gegebene, einfache Konstrulr- 
tionsbestimmung der Ellipse (0; P, P, P,) lässt sich auch für 
die graphiselle Ermittlung von Triigheitsgrössen ebener Flä- 
chen mit Vorteil verwerten. Jede solche Fläche kann nämlich 
hinsichtlich ihrer Trägheitsgrössen durch drei mit gleich gros- 



sen Massen belegte Punkte ersetzt werdeli, wie REYE dar: 
gelegt hat 1. Da diese Punkte oft sehr einfache Lagen haben, 
wie z. B. für ein Dreieck in den Mitten der Seiten, SO ist 
damit die unmittelbare Verwendbarkeit der obigen Metho- 
den für den erwähnten Zweclr gegeben. 

R m ,  Einfache Darstellung der Trägheitsmomente ebener Figuren 
(Zeitschr. des Vereines deutscher Ingenieure Bd 19. 1875). 

* 

Tryclrt den 23 september 1905. 

Uppsnlß 1906. Almqvist & WSkaolls ~oktryckorl-A.-B. 
, 


	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11



