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Uber Triigheitsmomente von Punktsystemen
und iiber eine fundamentale Aufgabe in
der Theorie der axonometrischen
Abbildung.

Von
0. HEUMAN.

Mit 6 Textfiguren.

Mitgeteilt am 7. Juni 19056 durch A. LinpsteDdrT und I. BENDIXSON,

Zweck der folgenden Zeilen ist einen einfachen Zusam-
menhang aufzuweisen, welcher zwischen der Theorie quadra-
tischer Momente und gewissen graphischen Problemen besteht,
namentlich der Konturbestimmung von Flidchen zweiter Ord-
nung. Ich gewinne dabei auch einen neuen Beweis fiir den
Ponrzm’schen Fundamentalsatz der allgemeinen Axonometrie,
vor allem aber eine ausnehmend einfache Konstruktion der
mit diesem Satze verbundenen Aufgabe, was meines Erach-
tens fiir die graphische Verwertung desselben sehr wichtig
ist. Auch die gebrachte Verallgemeinerung der schénen
Form, in welcher Gavss den Hauptsatz der ortogonalen
Axonometrie dargestellt hat, scheint einiges Interesses wert
20 sein..

Dig Verwertung der abgeleiteten Konstruktionen fiir die
graphische Ermittlung von Tragheitsgrossen ebener Flichen
liegt ganz nahe; in dieser Hinsicht habe ich mich jedoch
damit begniigt den Ankniipfungspunkt in einer Schlussbe-
merkung anzudeuten.

Avkiv for matematik, astronomi och fysik. Bd 2. Nwo 16. 1
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§ 1. Gegeben sei ein ebenes Punktsystem X von n diskre-
ten Punkten Py, P,,...,P,. Wir erteilen jedem Punkte die
Masse 1 und betrachten die Trigheitsmomente des Systems
hinsichtlich verschiedener, in der Systemebene gelegener
Achsen. Es sei » eine solche Achse und J, das entsprechende
Trigheitsmoment. Geméiss der Definition des Systems ist
dann J, einfach — Yy,2, wo y, den senkrechten Abstand
des Punktes Py von der Achse z bezeichnet. Es ist somit
J," gleich dem Quadrate einer Linge p, und wir konnen
d¥eses Trégheitsmoment durch eine Gerade reprdsentieren,
fhe auf der einen oder anderen Seite parallel zur Achse @
n dem. Abstand p gelegt wird. Dreht sich die Achse um
einen Fixpunkt 0, so umhiillen die reprisentierenden Geraden
bekanntlich eine Ellipse mit O als Mittelpunkt?; wir bezeich-
nen diese als die Bl-
lipse (O; %) oder (0;
P, P,... Py)

Es seien O¢, Oy

.—& trigheitsachsen im
Punkte O, undJt =

._5 b2, Jy=a? die ent-
7 sprechenden Haupt-
trigheitsmomente;
die Ellipse (O; ) hat
somit die Halbachsen
04 = o (auf Ot) und
OB = b ‘(auf On)
Bs sei a > b; e
ﬁ:ﬁ??uiki O der Ellipse liegt dann auf O¢. Tiir eine be-
. K'N geinec se Oz durch'Q ist die reprisentierende Gerade
wir v zu Oz parallele Tangente der Ellipse (O; X); fallen
on C das Lot OMN auf Ox und KN, so ist das Trég

Mg, 1,

lclyegfmomerét Jo=MN? = ON*— 012 — 02 — 0C® + CH*=
22+ OME, well ON bekanntlich — 04 ist, Hs ist somib

! Die K : s -
heitsellipge diu TVe 18t in der Tat #hnlich der Curamanw'schen Ttig

der Gloichung 7o 1% 8dalog definiert wird 5 tand » 28
eichung 7, = 1y, P* (statt J, = PQ;I‘ illn%is‘z?z;smi;r ?SES wo M die

. (1866) 5. 176 oder meaiels dohie Cyrmaxy, Graph.

wird die W} X - 323 u. f, — Py ; ' M=mn i
Uipse (0; %) eine Vergrésserung gegngﬁlﬁuﬁﬁgﬂi Ellipse i1

(Fig. 1) die Haupt-

|

also -

‘Drehungswinkel, so ist, wenn g=u
also folgt aus der vorigen Gleichung auch
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J. gleich der Summe von zwei Grossen, von welchen die eine
OB? = b? fiir alle Achsen durch O konstant ist, wihrend die
andere CM? das Trigheitsmoment einer in C konzentrierten
Einheitsmasse hinsichtlich derselben Achse Ox reprisentiert.
Indem wir den Grundpunkt O als ein fiir allemal gegeben
und fest annehmen, wollen wir die Grosse Jg= OB? =0b? die
Momentkonstante und C den (quadratischen) Resultantpunks
des Systems ¥ nennen; das gefundene Ergebnis lisst sich dann
also zusammenfassen : ]

1. Die Trdgheitsmomente des Systems L hinsichilich Ach-
sen durch den gegebenen Grundpunkt O lassen sich durch die
Momentkonstante b* und den Resultanipunki C bequem reprd-
sentieren. Unter Momentkonstante verstehen wir das kleinste
Trighestsmoment, das irgend einer der durch O gehenden Ach-
sen zukommt oder das Quadrat der kleinen Halbachse b der
Ellipse (O; ); der Resultantpunkt ist ein beliebig gewdhlier -

‘Brennpunlkt: C- derselben Ellipse, in welchem eine Einheitsmasse

konzentriert zu denken ist. Das Trdgheitsmoment des Systems
X hinsichilich irgend einer Achse durch O ist gleich der Mo-
mentkonstante b2, vermehrt durch das Trdghestsmoment des

Resultantpunkies C hinsichtlich derselben Achse.

Wir wollen dieses Ergebnis noch auf eine andere Art
ableiten und zugleich ergéinzen. Es seien &, 7, die Koordina-
ten eines beliebigen Punktes Py des gegebenen Systems X
beziiglich des Achsenkreuzes der Haupttrigheitsachsen O¢,
O, sowie ¢, = Vm, n,=0 die Koordlgaten von OC.
Es ist dann ‘
‘ Z&j"\=a2, 2’/]i= bg, 2&)\7))\;‘0,

5 (& + mi)? = a® — b = (& + 9%,

Wwo =V __1. Fiihren wir die komplexe Koordinate E=§+ 17

ein, go ist also ’
56 =2
Geht das Achsenkreuz O &7 durch Diehung um den Anfangs-

punkt in ein} neues Achsenkreuz Ozy iiber und ist o fier
’ -+ y 4, allgemein { = e*.2,

1)

La) =2y



4 ARKIV FOR MATEMATIEK, ASTRONOMT 0. FYSIK. BD 2. N:0 16,

Diese einfache Hauptformel ist somit fiir ein beliebiges, recht-
winkliges Achsenkreuz durch O giiltig.

Die, Gleichheit der reellen Teile in (1) gibt £ (23 —y})
z,—y?, oder

I

Yaj=lk+al, Dyi=k+yl,

- wo b eine noch zu bestimmende Grosse bezeichnet. Durch
Addition kommt X @ +y) =2k + 2% + y2, woraus folgt,
dass & von der speciellen Lage des Achsenkreuzes Oy un-
abhiingig ist; es ist aber fiir die Achse durch C 7§ ="0"=

B + 4%, mithin k=3, Es gilt also die Gleichung
Syl =04y} (2)

fir jede beliebige Achse Oz durch O, womit Satz I wieder-
gefunden igt.

.Setzen wir noch die imaginéiven Teile in (1) einander
_ glemh, so kommt -

d b b VNI =2;Y,> (3)
II-. Das Zentrifugalmoment des Systems ¥ hinsichtlich -
gend eines durch O gehenden Achsenkreuzes ist gleich dem Zet

Vtrifugalmomente des Resultantpunltes O hinsichtlich desselben
Kreuzes.

. § 2; Betraohten wir jetzt ein gegebenes Punktsystem
2 = P 1> -P PR

g P, als aus zwei Teilsystemen X, = Py, . - ‘,P’”

22 = Laia, ..., Py zusammengesetzt, so fragh es swh:
wie die Momentkonstante und der Resultantpunkt von >
aus den entsprechenden Giréssen von Y, und X, zu ermitteln
sind. Es seien fiir den Grundpunkt O B2, b2 und b} die Mo
:::ntkc;’as?nten, C, 0, und 0, die Resultantpunkte der Sy-
ome %, % und X, besw. Fiir eine beliobige Achse duwich

st das Triigheitsmoment von X gleich der Summe de*

gzigléemsnﬁ;omente von ¥ und %, , also nach I: 5? + Tr.-Mon»
b? 4 b"= bri“*‘ Tr.-Mom. von 0, + b2 + Tr.-Mom. von 0y =
bild to + Lr.-Mom, von Xy, wo %, das aus C, und O 8%

ete System beszeichnet. ot nun dieses Punktsyste?

go =331];o% n(:iedMorillentkonstante b2 und den Resultantpu?
N urch no h i0 X Tr'-
Mom. von ¢ — b} + B : br;'ﬂallge Anwendung von I: 0 +

+ Tr.-Mom. von C,, oder
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b* = b + b} +b§}

III. Fiir ein aus 2wei Teilsystemen %, und %, gebildetes
System % setzt sich also die Momentkonstante aus drei anderen
Momentkonstanten additiv zusammen, ndmlich aus denjenigen
der Teilsysteme X, und %, und aus derjenigen des Systemes %,
welches aus den zwei Resultantpunkien der Teilsysteme gebildet
ist. Der Resuliantpunkt von X fdlli mit dem von %, susammen.

(4)

Nach diésem Gesetze kénnen Systeme mit grosserer Punk-
tenanzahl auf einfachere Systeme zuriickgefiihrt werden; es
bleibt iibrig die Verhiltnisse bei den aller einfachsten naher
zu untersuchen.

Enthilt ¥ nur einen einzigen Punkt P, so wird die Mo-
mentkonstante Null, indem das Trigheitsmoment hinsichtlich
der Achse OP verschwindet; P selbst, oder sein Spiegelbild
Q in O, kann als Resultantpunkt angenommen werden. Das
Gebilde (0; P) wird eine uneigentliche Kurve zweiter Klasse,
indem es in zwei Punkte P, @ zerfillt, oder es degeneriert,
wenn man so will, in die Strecke P@, die als eine abgeplat-
tete Ellipse angesehen werden kann. . .

Enthalt £ dagegen zwei Punkte Py, P, und liegen dl(?se
mit dem Grundpunkt O nicht in derselben Geraden, so gibt
es keine Achse durch O, fiir welche das Trigheitsmoment
verschwindet, und (O; Py, P;) ist somit eine eigentliche El-
lipse. Wenn irgend eine Tangente dieser Kurve der% Punkt
P, enthielte, so wiirde geméss der Bedeutung der Ellipse das
Trigheitsmoment des Systems hinsichtlich der parallelen
Achse durch O ebenso gross sein, als wenn Py alleu.l exi-
stierte; dieses kann aber nur fiir eine Achse durch P2’emtr.ef- .
fen. Die Ellipse (O, P, P;) hat somib . eine und nur sine
Tangente, die durch P, geht, und diese ist zur Geraden OP,

‘parallel. Wir kommen also zu dem Satze:

V. Die Ellipse (O; Py Py) geht durch die Punite P,, P,
und gestattet die Sirecken OP;, OPy als konjugterte Halbdurgk—
messer. ' .
Hiermit ist die Kurve graphisch gegeben; wir wollen
jedoch eine Konstruktion der Achsen direkt aus der }?secileu~
tung der Ellipse ableiten. Es seien 0%, On. (Fig. 2) (?‘mhA%b
senrichtungen der Ellipse (0; Py P;) oder die Haupttrag of s~



6 ARKIV FOR MATEMATIK, ASTRONOMI O. FYSIK. BD 2. N:0 16.

achsen in O; die entsprechenden Haupttrigheitsmomente
seien Jp = b7, gy = a®. Wir drehen die Strecke OP, 90° um
O in die Lage OR und ziehen die in Fig. .2 gezeigten Gera-
den. Da das Zentrifugalmoment hinsichtlich Ofn verschwin-
det, ist Rechteck M, N, — Rechteck M, N,, also auch=
Rechteck MN, woraus folgt, dass die Rechtecke NH |und
HN, flichengleich sind oder dass die Dreiecke M, MH und
P, RH #hnlich sind. Dies gibt M, M parallel zu RP; und
somit BR= M, M =P, A'; es fallen also die MittenZvon
R Py und A'B' zosammen. Weiter ist a? = Jun = Py M} +
Py M, =P, M} + M,B?= P,B? = RA"” und b* = Jt =P, N

!’7

;-L Py N <Py N! + N, 4" — P, A" RB". Dio Konstruk
1on‘17asst sich Jetzt leicht wmkehren und wir finden (Fig. 3)
dreho .maUmdflze Achsen der Hllipse (0; P , P,) 2u konstruseret
P.Rd nZ te Strecke OP, 90° in OR wm; mit der Mitte vor
di1e G :d entrum schlage man einen Kreis durch O, welche’
i amr f}fﬁR in A' und B' schneidet, und zuwar moge A' 4o
oA’ di(:m;g y t}:m gelegenen Schmittpunkt beseichnen. Dann gibt
sowie OB fzc. tung und RA' die Ldinge der grossen Halbachse,
achoe g te Richtung und RB' die Leinge der kleinen Halb-

Dieses tiberaus einfache Verfahren, um die Achsen eine’

Ellips . L . ¢

" Pse aus zwei kon]uglerten Durchmessern zu. bestimmer,
Stamm$ von Ryrz hep! seern Zu. t .
'\*_ ’ . .

! Nach der Mitte; R
trie, Lpz, eilung von Omg, Wiener (Lehrb, d. darst, Geom®
Pz. 1884, Bd 1 g, 203) wurde diese Konstr(ukii:g z%efrs:rvon Moss-

- komplexen Ebene in sich jede Ellipse in de
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Wir wollen noch auf die Relation hinweisen, die aus der
allgemeinen Formel (1) fliesst

, 2+ 2y =2, (5)

welche also die komplexen
Endpunktskoordinaten zwei-
er konjugierten Halbdurch-
messer mit der komplexen
Koordinate eines Brennpunk-
" tes derselben Ellipse verbin-
det; dabeiist das Achsenkreuz
rechtwinklig mit dem Mittel-
punkt als Anfangspunkt, aber
sonst beliebig. Diese Rela-
tion fasst natiirlich einige
: einfachen Eigenschaften kon-
Fig. 8. jugierter Durchmesser inkon-
' densierter Form zusammen .

Wir haben den speciellen Fall ausgeschlossen, in welchem
O,P,, P, in einer Geraden liegen; offenbar wird dann das
Gebilde (0; P, P,) wieder eine uneigentliche Ellipse mit
a? = OP* + OP!,b* =0, was auch durch die Rytz’sche Kon-
struktion hervorkommt. Der Resultantpunkt C liegt in der-
selben Geraden im Ahstande 00 =a. — Wollen wir auch
jetzt OP,, OP, konjugierte Halbdurchmesser im Gebilde (O;
P, P,) nennen, so definiert das eben gesagte, was damit zu
verstehen ist. ‘ ‘

§ 8. (ehen wir jetzt einen Schritt weiter, in dem wir
ein System von drei Punkten, X = P,, P, Py, betrachte.n, S0
gibt das allgemeine Zusammensetzungsgesetz III das einzu-

schlagende Verfahren an. Setzen wir Xy = Py, P, und 3y = Py

und beachten wir, dass das letzte System die Momentkon-

. stante Null hat, bekommen wir sogleich den Satz:

o dor glomdirie descriptives,

BR i i s dem (ebiet
TGGER in seinen »Aufgaben aug dass ev dieselbe von: Prof.

%ﬁﬁ"h 1845, publiziert mit der Bemerkung,
XTZ i : . .
. 111%731&:?36?5%&?;:;&]8151chtspunkte aus enthilt die Formefi(fi), dgss
bei i i =1 ' —2 bestimmten Abbildung der
o el dle Gleichung 3 ]/o m konfokalen Systeme, dessen
rennpunltte z = 4- ¢ sind, invarient bleibt, indem die Endpunkte konju-
gierter Durchmesser. sich zwei-zweideutig entsprechen.
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VL. Um die Ellipse (O; P, Py, P;) zu konstruieren, be-
stimme man zuerst den einen Bremnpunkt C, und das Klemnste
Halbachsenquadrat b der Ellipse (O; P, P,), sodanmn die Brenn-
punkte wnd das kleinste Halbachsenquadrat b: der Ellipse (0;
Py 0y); die Ellipse (O; P, Py Py) ist mit der letelgenannien
konfokal wund ihr kleinstes Halbachsenquadrat ist b2 = b* + b},

Fig. 4 zeigh die Konstruktion. Durch das Ryrz'sche
Verfahren finden wir zuerst fiir die Ellipse (0; P, P;) b=
RB'=0B,, a, = R4’ = B, 0,, wodurch der Brennpunkt C;
gefunden ist; . sodann fir (O; Py 0,) by = R, B" = OB,, 6=

Fig. 4.

ﬁi’l’Au = B, QO, wodurch auch ein Brennpunkst 0, in dieser
lipse  bestimmt ist. Die gesuchte Ellipse (0; Py Py Psy) ¥
Igg der letzten koaxial und konfokal (0y = C); machen V&
= 0B, = by, wird ihre kleinere. Halbachse OB = b= Bo¥
und die gréssere 04 — g — BC.

nd Z(lzg?IZ%ePder Bedeu.tung der Kurven miissen (0; P1l 2)
gonton b l't 2 Py) zwei mit OP, parallele, gemeinsame 125"
Tré,gheitsle zen, da Ja der Punkt P, keinen Beitrag 2%*
ibriger ,_Omente. hingichtlich der Achse OP, gibt. T

gen miissen die Tangenten der letzten Kurve von O W

ter entfernt sein als di i i ‘ ‘
. e gleichgerich der ersten:
Wit kommen o0 2 de 8 Satzge ! teten Tangenten de ’

VIL. Die Bllipse (

P, Py, (0; P, P,) und 0; Py Py Py) ist den drei Hllipsen (0

(O; Py P,) wmschrichen und swor 80
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dass sie 2. B. die Ellipse (O; P, P,) in den Endpunkien eines
gemetnsamen Durchmessers beriihrt, der fir beide Kurven gleich-
zeitig sur Richtung OPg konjugiert ist, u. s. f. (Fig. 5).

Die drei Punkte P,, P,, P, sind demnach im allgemeinen
von der Ellipse (O; P, P, P;) umschlossen; nur wenn O, P, P,
in einer Geraden liegen, riickt P, bis zum Umnriss hinaus,
u. s. w. Liegen alle vier Punkte O, P,, P;, P; in derselben

Geraden, degeneriert die Kurve in eine gerade Strecke.

Die allgemeine Formel (1) gibt bei drei Punkten
’ 2+ 2l 2l =2} (6)

in_derselben Bedeutung wie friiher.

Fig. 5.

Fiir eine noch grossere Punktenanzahl gelten arllaloge“Me-
thoden und Sitze, die wir nach dem fritheren nicht néher

zu entwickeln brauchen.

Offenbar liegt hier eine Vera,llgemein.erur%g der. Eigen-
schaften konjugierter Durchmesser vor; wie diese bfﬂ Paral-
lelprojektion invariant bleiben, so gilb auch der al%gememe Sa,tg:

VIII. Werden Punkte 0, Py, Py, ..., Pn einer Bbene in

belichiger, fester Richtung auf eine andere Bbene in die Punkte

O,P,'P,,... Pl projiziers, so projiziert sich gleickze’z’tig die
Kurve (0; P, Py ...P.) m die Kurve (O, PPy .. :P,,).l
Dies folgt schon aus dem Satze VII und flamlt analogen
fiir hohere Punktenanzahl, kann.aber auch leicht d.lrekt':. aus
der Definition der Kurven abgeleitet werden., Wir wihlen
in der Ebene der ersten Punkte eine beliebige Achse « durch
O und fillen von den Punkten Py die Lote auf ; als
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'dapn ziehen wir eine »représentierende Gerade» ¢ parallel zu
@ in dem aus p* = Xy} berechneten Abstande p. Die Geraden

@ und ¢ mdgen sich auf die zweite Ebene in a' (duzeh 0') und
¢ (parallel zu «') bezw. projizieren. Die Lote y, und die

AbSté.\:ndgtreeke p wérden bei der Projektién alle in demselben
Yerhaltm§Se verdndert; die entstehenden Projelstionsstrecken
sind zwar im allgemeirien nicht gegen 2’ und # senkrecht, aber sind
jedoch d.(‘an entsprechenden senkrechten Abstinden proportional.
Also miissen die Lote %' von Py auf ' und der senkrechte

éblsetand" p' zwischen &' und ¢ seinerseits die Gleichung p%=
Y erfiillen, d. h. # oder die Projektion von ¢ ist in der

zwsﬂiten Ebene eine sreprisentierende Gerade» fiir das Trig-
. Sgloment des Systems Py, ..., P, hinsichtlich der Achse
¥. Damn aber muss die Ellipse (0'; P,...P.) als Umhi-

a . .
ngskur:ve von # auch die Projektion der Umbhiillungskurve
von ¢ sein, w. z. b. w., ‘

34 Ein Blick auf Fig. 5 fithrt den Gedanken auf ein

ESZI;T::?S(}I}}: ‘ﬁ%ﬁﬁlde, indem jene Figur als die parallelper-
Halbdurchmesser; :;::g einer Ellipsoide mit drei konjugierten

d mit den von di ot henen
Schni n diesen bestimmten ehen
Willl;iz:fn fﬂlgenomneen werden kann. Die Methoden, mib
radeswegsw ifieias frtihere entwickelt haben, fithren auch ge-
. 20, wenn W' 7 " - .
Systeme ausdehnen. ir die Betrachtungen auf riumliche
kré'tzzlrprfr?ﬁen; also ein ?Tddmlickes Punktsystem von 7 dis-
als Triger v enE-Pl’ TP” -+ P, an, die'wir uns wie friiher
ger von Rinheitsmassen denken wollen. Durch einen

Grundpunkt 0 o
Punktfn P, diélefgzle wir eine Ebene & und fiihren von den

heits; ¥, auf BE. Die Summe 2§ ist das Trig-
B un?"]?ﬁ?f diis fegebenen Systemes hinsichtlﬁzh der Ebene
licht werden dfe euil;'e reprdsentierende Hbene T veranschat-
zu & gelegt -,Wird iau _der elnen oder anderen Seite parall(?l
chung 72 = %35 4y bn einem Abstande p, der aus der Glei-
punkt O ‘éd uk e .estlmmen;st. Dreht sich & um den Grund-
als die F,‘léiche rzlafllt T bekinntlich eine Ellipsoide !, die wir
iDis Tliche 1, P.1 Py ... Pa} bezeichnen’ wollen.

ache ist identisch mit der von BrNmp fiir ein boliehiges

ensystem eingafis ch 1
eingefiihrten Ellipsoide (Journ, de T'éc. polyt. Cah. 16, 1813}

und ghnlich der O
Siche Encykl, g, mﬁuwschenvTrﬁgheitsellipsoide (im Verhdltnis n:l)

em. Wissensch, IV: 4 S, 328

C. HEUMAN, UBER TRAGHEITSMOM. VON PUNKTSYSTEMEN. 11

Bs gilt nun der Satz: R _

IX. Werden die im Raume gegebenen Punkte O, Py, Py, ...; Py
in beliebiger, fester Richtung auf eine Hbene B in die Punkte
0,P;,P,, ..., P, projiziert, so ist die Ellipse (Oy Py P,...Py)
die Bildkontur der Ellipsoide {0;P, P, ... P.} in ihrer durch
die ndmliche Projeltion vermittelten Abbildung auf B.
" Die Kontur ist ja die Umbiillungskurve solcher Spur-
geraden in B, die von den zur festen Projektionsrichtung

parallelen Berithrungsebenen der Ellipsoide ausgeschnitten
werden. Es sei T eine solche Beriihrungsebene und & die

Parallelebene durch O, sowie ¢, # bezw. die Spurgeraden dieser
Ebenen in B. Da E die Projektionsrichtung enthélt, wird 2
die Projectionen sémmitlicher Fusspunkte von den oben er-
wilinten Lotén §, enthalten; ebenso fallen die Projektionen

der Endpunkte der Abstandsstrecke 2 in z und ¢ bezw. Falls

man jetzt in der Bildebene B. die Lote g, von Py auf x sowie
ein Lot p zwischen ¢ und =, s0 sieht man gleich, dass sowohl

., p wie auch §, p zu den Projektionsstrecken der letate-

ren, also auch zu einander proportional sind, 80 dass aus
der - Gleichung - p? = 27} auch: die’ Gleichung p? = L5 folgt.
Das heisst aber, dass ¢ eine steprasentierende Gerade» fiir
das Trigheitsmoment des Systems Py, P,, ..., P, hinsicht-
lich: der ‘Achse z ist, also die Elipse (0; P, Py...Py) be-

rithrt, womit der Satz bewiesen ist.

Betrachtet man ein raumliches System von drei Punkten

BB B » . ., . - n
P 1» Py, Py, so findet man, und zwar durch einen analoge

Schluss wie bei Satz IV, dass die Ellipsoide {0; P, P, P}
eine und nur eine Berithrungsebene hat, diia dfr,c,h den Pu1.1kt
Py geht, ‘und dass diese zur Ebene 'OP,P, parallel ist,
. 8. fx o v o o . ’

X %ﬁe Ellipsoide {_0, P, P, Py} geht _dzimh_ ozze _d7f7'
Punkte P,,P,, P, und gestattet die Strecken .0 Py, 0 Py, O Py
ols konjugierie Halbdurchmesser. . ;

‘Stellen wir di'é Sifze IX und X zusammen, so finden
wir ‘sofort: ) ' ' :
X1, Sind drei in einer Hbene gegebene Strecken OP,, 0Py,

OP, dic Parallelprojektionen von dret Iaonjugierten Halbdurch-
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messern einer Ellipsoide, so bildet die Ellipse (O; P, P;Py)
die Kontur derselben Ellipsoide. a

Wie das Problem der Achsenbestimmung einer
Ellipse aus zwei Konjugatdurchmessern durch die
Ryrz’sche Konstruktion gelést wird, so lasst sich also
das analoge Problem der Achsenbestimmung der Bild-
kontur einer Ellipsoide aus gegebenen Projektionen
dreier Konjugatdurchmesser durch das in Satz VI
und Fig. 4 angegebene einfache Verfahven 16sen, wel-
ches als eine zweimal wiederholte RyTz’sche Kon-

stljuktio.n zu bezeichnen ist. Dieses Ergebnis ist als gra-
.Phisch wichtig besonders hervorzuheben.

' Satz XTI lisst sich gewissermassen umkehren, indem Wir

sagen konnen: ’ . '

- XIL. Sind vier Punkte O, P, Py, P, in einer HEbene ge
geben und lisst sich westerhin eine Ellipsoide bestimmen, deret
Vl_YOn.tur bei Abbildung auf die Ebene durch Parallelprojektion

W wgend einer festen Richtung mit der Kurve (O; Py PsPs)

susammentillt, so bilden die Strecken OP,, OP,, OP,, die Pro-

:g;:;(z_zen von drei konjugierten Halbdurchmessern derselben Bl-
F e.

b 113ei dem Beweise dieses Satzes wollen wir wie friiher die
_runkte des Raumgebildes mit gestrichelten Buchstaben. ar-
geben, wihrend

wir ihre Projektionspunkte in der Bild-

eb.ene (d. h. der Ebene der gegibenen lg'unkte 0, P,, P, Py)
it den.entsprechenden ungestrichelten Buchstahen bezeich-
ne}r:. Wir .Wollen ferner der Kiirze wegen das Zeichen > zwi-
:Zl l:ln zwel.Stl;rec!sen. verwenden um zu bezeichnen, dass d_ie-
bilde (ziwe1 onjuglerte Halbdurchmesser in der Tllipsoide
1, d. h. dass die eine in der zu der anderen konjugierten

Durehmesserebene enthalten ist,

In der Bildebene zeichnen wir

' . . . . P, Poh
die die Umrisskurve ( (g &) dio Bllipso (0 )

& " 0; P, P, P,) in den Punkten L und
Eflf::”’e“ moge. Diese sind nach Satz VII die Endpunkte
et nglnreuﬁgmen Durchmessers, der fiir beide Ellipsen gleicl.l-
(unbegrenat, chtung 0P, konjugiert ist. Wir nennen ¢ di°
Tangegnt 62 Gera.de OPy; sowie I und m die gemeins&men
Durch deiI; der: beiden Ellipsen in den Punkben L, M bez¥
rallele Ehonen 1y oo Gotaden g, 7, m logon wir drel 2%

r, /\ M de . . der
Projekti ) rart, dass die feste Richtung
rojektionsstrahlen In ihnen enthalten ist. Die Ebenen M
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berithren die Ellipsoide in den Endpunkten I, M eines Durch-
messers, der sich auf die Bildebene in den Durchmesser LM
der Unmnrissellipse projiziert. Die Ebene I' geht durch den
Mittelpunkt O der Ellipsoide und bildet die zu LM konju-
gierte Durchmesserebene dieser Fliche. Is sei K in der Bild-
ebene ein Schnittpunkt der Geraden g mit der Ellipse (O; Py Py);
der durch K gehende Projektionsstrahl mdge die Ellipsoide
in den Punkten K, und I—f@ schneiden; die Schnittkurven
der Durchmesserebenen LM K, und LM K mit der Fliche
bezeichnen wir mit (E,) und (Eg) bezw. Offenbar ist 0K, ><0L,

l

Fig. 6.

weil in I” enthalten; also bilden diese Strecken konjugierte

‘Halbdurchmesser der Ellipse (E,). Da nun ihre Projektions-

strahl koniugierte Halbdurchmesser der Ellipse
(0; Pf 1;’2)01;,1131'30 follg% dass die auf der Fliche gelegen?
Bllipse (E,) sich in die Ellipse (0 Py Py) der Bildebeno pro
jiziert. Auf der Kurve (E,) sind demnaph zwel ?unkte —
es seien P, und P, — zu finden, die sich in d]fa gun-k{ﬁ
P, P, der Bildebene bezw. projizieren; da nun die Proje

tionen der Strecken OP;, 0P, konjugierte Hall.)durcl'lmesse}ll'
in der Projektionskurve (0; Pi P,;) sind, so- sind sie auc
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selbst konjugierte Halbdurchmesser in der Ellipse (E,) und
somit OP, < 0P,.

Ebenso finden wir, dass die Kurve (Eg) sich in dieselbe
Ellipse (0; P, P;) projiziert, und dass es in der Ebene jener
Kurve zwei Strecken. OP;, OPy gibt, deren Projektionen
OP,, OP, bezw. sind, und fiir welche gilt O P; bt 0Py

Die Punkte P,, P; sind die Schnittpunkte der Ellipsoide

mit dem Projektionsstrahl durch P, ebenso sind P, Py die
Schnittpunkte derselben Fliche mit dem Projektionsstrabl
durch P,. Wir haben . dann gefunden, dass die Strecken
op 1’_0}_—51 und OP,, 0Py sich so zu zweien kombinieren,
dass OP, »< OP, und O P, = 0 Py;.
. Nennen wir jetat Py und Py die Schnittpunkte der El-
lipsoide mit dem Projektionsstrahl durch P,, so muss aus
denselben Griinden auch das Streckenpaar 0P,, 0 Py sich
auf éi%mlioher Art mit jedem der vorigen kombinieren. Fir
das eine Paar kommt es nur auf die Bezeichnung an; W&
wolleE _dann diese so gewihlt annehmen, dass 0P, 0P,
und OPy =i 0P, Es ist aber auch 0P, bt OL, weil i
U enthalten; also ist 0P, zu der ganzen Ebene O P, L oder
OP, P, konjugiert, mithin kommg 0P, s O P,. Ebenso folgt
OPy <t OF,.

Es gibt also swei Tripeln konjugierter Halbdurchmesse!
unsrer Elli

s . ,pSOide: 0P1’DP29 bﬁg und EPI, BP-II,—OFIII’ die
sich in die gegebenen Strecken OP,, OP,, O.P, in der Bild-
ebene }oezw. Projizieren, womit der Satz bewiesen ist. .

Wir hajben hier den allgemeinen Tall angenommen, I
Welc.hem die Ellipse (0; P, P, P,) die drei Punkbe Py U
-Schliesst. Liegt ein oder zwei dieser Punkte auf dem Umriss

S0 : e -
werden die Verhéltnisse sehr vereinfacht; es gibt noC

:le %rlpeln Hglbdurchmesser der gesuchten Art, die aber
endel,ichezg. ;ng Strecken gemeinschaftlich’ haben. Lieger
lipse (0; pe P e Pu.n kt? auf dem Umriss, 8o entarteb die ]_331‘
solch ﬁl k! ?Ps) n eme gerade Strecke, und es gibt eine
) e Ellipsoide, wie ey der Satz voraussetzt.

5. o <t _ o
Ebeﬁe eESig selen wieder vier Punkte 0, P,, P,, Py in einer
gegeben, von demen wir nur annehmen wollen, 3%
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sie nicht alle in einer Geraden liegen, sodass die  Ellipse
(O; P, P, P;) nicht degeneriert. Setzen wir in einem Brenn-
punkte dieser Ellipse senkrecht zu ihrer .Ebene eine Strecke
gleich der kleinen Halbachse ab und legen durch den End-
punkt - dieser Strecke und den Mittelpunkt O eine Gerade,
80 ist: diese die Achse eines Kreiscylinders, der die Ellipse
enthdlt. Hs gibt im allgemeinen zwei solche Cylinder; nur
wenn (O; P, P, P;) ein XKreis. ist, fallen diese zusammen.
Schreiben wir dann irgendwo in einem dieser Cylinder eine
Kugel ein, so gehort derselben umgekehrt, bei Parallelprojek-
tion auf die gegebene Ebene in der Richtung der Cylinder-
achse, die Kurve (O; P, P, P,) als Bildkontur. Satz XII
gibt dann: :

XTIII. Drei won einem Punkie ausgehende Strecken OP,,
OP,, OP; in einer Ebene bilden — unter der Voraussetzung,
dass nicht alle vier Punkte O, P,, Py, Py in derselben Geraden
liegen — stets die Parallelprojektionen won drei senkrechten
Rodien einer Kugel; dabei ist die Bllipse (0; P, Py Py) die
Bildkontur dieser Kugel in ihrer durch dieselbe Projektion ver-
mittelien Abbildung auf die Hbene.

Der erste Teil dieses Satzes ist der PomLEE’sche Funda-
mentalsatz der allgemeinen Axonometrie’. Nennen wir das
Raumgebilde, welches aus drei von einem Punkte ausgehen-

‘den, senkrechten und gleich grossen Strecken gebildet ist, ein

Grundirieder, seine Parallelprojektion in beliebiger Richtung
auf eine Ebene ein Bildtrieder, so kann also — mit der er-
wihnten Einschrinkung — jede aus drei komplanen Sf:recken
mit gemeinschaftlichem Anfangspunkte bestel.lez%de Figur a,.ls
Bildtrieder - angenommen werden, d. h. es existiert stets ein

* Grundtrieder, welches sich in jene Figur parallelprojiziert.

Dieses Grundtrieder ist ibrigens der Lage nac!:l keineswegs
eindeutig bestimmt; vielmehr lassen sich aus e1nem‘solchen
unzghlig viele anderen ableiten und zwar durch eine oder

‘mehrere von folgenden Operationen:

1) Parallelverschiebung in Richtung der Projektions-
gtrahlen;

: ‘ i 1. 1860, Mehrere
1 Popzxm, Darstellende Geometrie, Abt. L. Berl
Beweise dicses Satzes sind nachher publiziert, u. a. von dHAk: s.‘f]iivgﬁ?:
(Crelles Journal Bd 63, 186¢4). Hine Zusammenstellungh els 22 g (Zost-
Literatur findet sich bei F, Scmirring, Uber den Pohlkeschen Sats.
schr, f. Mathem. o. Physik Bd 48. 1903).
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2) Spiegelung in einer zur Richtung der Projektionsstrah-
len senkrechten Ebene;

3) Spiegelung in der Bildebene, wobei auch die Projek-
tionsstrahlen gespiegelt werden.

Die letate Operation entspricht dem Umstand, dass 2wes
Kreiscylinder durch die Kurve (O; P, P, P;) gelegt werden
kénnen, welche durch Spiegelung in der Bildebene in ein-
?,nder libergehen; die erste Operation dem Umstand, dass in
jedem solchen Cylinder unendlich viele Kugeln eingeschrieben
werden kénnen; endlich die zweite, dass es — nach dem
Beweise des Satzes XII — in jeder solchen Kugel zwei Tri-
p:ln von Radien gibt, welche die gesuchte Eigenschaft be-
sitzen. ‘

 Bei dieser Vielfiltigkeit in den méglichen Lagen des 21
einem festen Bildtrieder O P, P, P, gehorigen Grundfrieders
bleiben aber unverindert: .

o) die Lénge der drei gleich grossen Strecken, welche das
Grundtrieder bilden. Diese Liinge ist gleich der kleinsten
Halbachse b der Ellipse (0; P, P, P,).

P die Richtung der senkrechten Projektion der Projek-
tionsstrahlen auf die Bildebene. Diese Richtung ist zur gros-
sen Achse de? Ellipse (0; P, P, P,) parallel.

D 1) der Winkel der Projektionsstrahlen mit der Bildebene.
er Cosinus dieses Winkels ist gleich der Hxzentricitit der

Ellipse (0; P, P, P,).

' dor gogﬂséehen W_ie einfacl.l die konstituierenden Higenschaften

ad g ]ung it der Ellipse (0; P, P, P,) zusammenhingen;
ke eléezngiznTe%l fvon XIIT — zusammengestellt mib der

Kurve o ig’o daileri» a;ﬁl}jn dKonstruktlonsbestlmmung jener

Porrxw »
LEw’schen: Satzes besonders wichtig. Kann man nach

diesem die Form des Bildtr]
ildtried ; e11oas 1 neh-
men, 50 geben doch versch leders beinahe willkiirlich an:

X 00 iedene Annahmen auch verschieden

,lgilgiéz ](3(1)1d1<33r, ]in dieser Hinsicht kann die Exzentricitit der Bl
da o et S_P. _3) sogar als ein Mass der Verzerrung dienet
Ja eine kreisihnliche Ellipse als Bild einer Kugel bessere

us;;n gibt als eine langgestreckte.

op Jie ;esten ]%ilder erhélt man, wenn man das Bildtriedefr
o (i ?1 i63 ;o .Wah.lt, dass die Kurve (0; P, P, P;) ein K1o8
ebenc; d rojektionsstrahlen sind dann senkrecht zur Bild-
Und man hat den Specialfall der ortogonalen Awonom”

ie graphische Verwertung des’
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frie. Wie viele Relationen miissen aber die Bestimmungs-
stiicke des Bildtrieders erfiillen, damit dieser Fall eintreten
soll? Offenbar swei, denn das Zusammenfallen der Rich-
tungen der Bildebenennormalen und der Projektionsstrahlen
entspricht zwei Bedingungen. Diese zwei Relationen kénnen
in verschiedenen Formen ' ausgedriickt werden. So gibt die
Gleichung (6), wo jetzt z,=0, da die Brennpunkte eines

Kreises mit dem Mittelpunkt zusammenfallen:
2} + 2y + 2, =0; (7)

in dieser Form hat Gavuss den Hauptsatz der ortogonalen
Axonometrie dargestellt®. — Ist C; ein Brennpunkt der El-
lipse (O; P, P,), so ist mach (5) 2} + 2; =25, also nach (7)
¢, +22=0, d. h. 0C; und OP; sind senkrechte Radien
eines Kreises. Dasselbe folgt auch aus der allgemeinen Kon-
struktion in Tig. 4, wenn die Kurve (0; P, P, P,) ein Kreis
werden soll. Die specielle Gestalt des Bildtrieders ist also
dadurch gekennzeichnet, dass eine der Strecken, z. B. OP,,
lings der kleineren Halbachse in der von den anderen beiden
Strecken bestimmten Ellipse (O; P, P,) gerichtet ist und der
Linge nach der halben Fokaldistanz in derselben Ellipse
gleich ist. Diese Form des Hauptsatzes stammt von PoHLEE
her?. — Werden endlich die gewdhnlichen graphischen Me-
thoden fiir Rechnungen mit komplexen Grossen auf Glei-
chung (7) angewandt, so ergibt sich die von WEISBACH' ge-
gebene Form, dass die Quadrate der Streokep OP, den Sinus
der doppelten Winkel _PPLOPV proportional sind®.

Wir wollen dies nicht weiter verfolgen, da die Einzel-
heiten der axonometrischen Abbildung ausser dem Rahmen
dieses Aufsatzes fallen.

Schiusshemerkung. Die oben gegebene, ei.r.lfa,chc.a Konstru{c-
tionsbestimmung der Ellipse (0; P, P, 1-’3) l?sst sich auch f1.1'r
die graphische Ermittlung von Trétgheltsngpssen ebencir Ela-
chen mit Vorteil verwerten. Jede solche Fliche ka;nn.namhch
hingichtlich ihrer Trigheitsgrossen durch drei mit gleich gros-

! Gauss, Gesammelte Werke, Bd 2, pag. 309333? 81,8.]79(?& 345.

* Pomrxm, Darstollends Geomotrie, Abt. 2. Berl I8 e Froibure

8 WEISBA,OH, Anleitung zum axonometrischen Zeichnen, =«
1867, 8. 11.

i , ’ . 2
Arkin f¥r matomatily astronomi o, fysik. Bd 2. Mo 16.
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gon Massen belegte Punkte ersetzt werden, wie Rmve dar-
gelegt hatl. Da diese Punkte oft sehr einfache Lagen haben,
wie . B. fiir ein Dreieck in den Mitten der Seiten, so ist
damit die unmittelbare Verwendbarkeit der obigen Metho-
den fiir den erwihnten Zweck gegeben.

! Reve, Einfache Darstellung der Tragheitsmomehte ebener Figuren
(Zeitschr, des Vereines deutscher Ingenieure Bd 19. 1875).

Tryckt den 23 september 1905,

Uppsala 1905, Almqgvist & Wiksehs Boktryckeri-A,-B,
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